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Expresion de propiedades en un lenguaje formal
Gabriela Martin®

Introduccion

El objetivo de este trabajo es realizar una descripcién sintictica de propiedades, segiin son
consideradas por las distintas feorias existentes en el 4mbito de la metafisica de propieda-
des. A este efecto, utilizamos ideas pertenecientes a 1a teorfa de tropos, tal como se presenta
en {1], al nominalismo mereolégico {2}, y a la caracterizacién de prop:edades que hace
Lewis en [3] tomando en cuenta la relacién entre propiedad y semejanza. Una vez pro-
puestas algunas descripciones posibles de propiedades en un modelo: 4 de un lenguaje. for-
mal L, identificamos entre si 4 aquellos individuos que comparten cierta propiedad P, Esfo
produce ur nuevo universo. formado por clases al cual Hamamos modelo cociente. Intenta-
mos algunas interpretaciones razonables que hacen de este nueve uaiverso in modelode Z, .

y finalmente utilizamos esta visién “cocientada” de un conjunto para obtener caracteriza-

ciones nuevas de propiedades.

Describiendo propiedadesen L
Sea A un modelo del lengnaje L = R v F v C (como es habitual en 16gica de primer orden,
estos conjuntos son respectivamente el conjunto de simbolos de retacién, el de simbolos de
funcion y ¢l de simbolos de constantes). Supongarnos que queremos describir Ia sitvacion
“a'y b tienen una propiedad (P) en comiin”. Sea entonces F{x, ) una formula de I que
expresa tal propiedad (podemos suponer, y no ‘parece un requerimiento excesivo, ya que el
lenguaje elegido es apropiado para hablar de los elementos del modelo y sus relaciones, con
Io cual existe tal F). La sitvaci6n mencionada entre a y b se puede esctibir entonices:

A= Fla,b).

Similarmente si la situacidn es “a tiene la propledad P> habra ung. formula G(x) del fen-
guaje tal que expresa P y resulta

4 = Glal.

Ambas descripciones son equivalentes en el sentido que precisa la siguiente Proposi-
cibén:

Proposicidn

Sea 4 un modelo del lenguaje L, v sea F{x, v) una férmula tal que como relacitn en 4 es de
equivalencial entonces existe un lenguaje L’ = {r, ..., ry} tal que todas las relaciones son
unarias y la relacién {binaria) F(x, y) es expresable en L’ por medi’o de relaciones unarias,
de modo que “a y b tienen la propiedad expresada por ¥ en comiin® gii “aq tlene una “cierta
propiedad P y b tiene Ia misma propiedad P, esto es:

AFFla bl © 4V, rlal arlb)
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Reciprocamente si A es un medelo de L cuyos elementos tienen propiedades posibles
expresadas por las formulas @y(x), ... , Gux), i.e:

AV, B,
y ademés

AV &) > -0)

para todos i, j € {1, ... , n} Jj # i, entonces existe un lenguaje L = {r*} tal que “a tiene la
propiedad &,y b tiene la propiedad @ sii “ay b tienen la propledad r en comin”, ie.

AV, ®lal A Ofb] & A [ rla bl

La prueba de la proposicién anterior se obtiene @ partir de la observacmn de que €5 po-
sible pensar en propiedades, solo en tanto particiones del modelo. Esto nos acercarfd 2 fa
nocion. mersoldgica de propiedad; cualquicr asociacion de individnes del.modelo. (recorde-
00S (be Pensamos: srempre &n partlcmnes fimtas) cottformitria wnia clase y definirfa tna

propiedad. A saber: si A= U A, es una particién y L = {1'2} entonces A es modeio de L con
i=1

la siguiente interpretacién: r'{x, y) = “x € 4; and y € A/ para algin i. Podrfamos decir

entonces.

“ay b tienen la propiedad Pen comin” < 4 |}='r[it;' bt

Adoptemos ahora el punto de vista de la teorfa de tropos; debemos considerar que wna
propiedad de un objeto dado es tan particular como el objeio mismo, y a este particular
abstracto llamamos tropo. )

Tener una propiedad significa tener un tropo, que dos objetos compartan upa pfopledad
significa que sus tropos se asemejan exactamente. Segin esto la semejanza de objetos se
explica en términos de semejanza de otros entes: de sus tropos, y tiene por lo: tanto. status
derivado. El inico hecho que es medgmble a otros es la semejanza de tropos.

Tratemos de reflejar esta situacion.

Sea 4 un universo de objetos (fisicos 0 no), y sea B, el universo de los tropos. de cada
elemento de A4 respecto de alguna propiedad P. Tal universo serd, de la forma: By = {cu
a € A} y modelo del lenguaje L = {rz}, donde rB(c,, »€b) = “Ca ¥ €5 SON ITOPOS Semejantes”.
Entonces ¢! hecho de que dos clementos a, b del universo A tengan la propiedad P en co-
nyin se expresa como sigue:

“avy b tienen P en comin” sii By l—— Heq, o)

Es interesante observar la imposibilidad de reduccion sintictica de esta descnpmén atas
anteriores. Esto responde claramente al hecho (que caracteriza justamente 2 1a teoria de

u'opos) de que la relacion de semejanza esta definida, fio en' el univérso original, sino en &1
universe de tropos que ¢l induce.

Descripcion de modelos cociente -
Pasemos ahora a considerar fas clases asociadas a propiedades, coricebidas como relaciones
unarias, binarias, o particiones del universo. En vista de lo hecho hasta ahora utilizaremos
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indistintamente esfas tres descripciones segiin convenga al contexto. Para esto deﬁmmos
los siguientes conjuntos:

Ug={a; i e I} tal que paratodos i, j € I sucede 4 i= A a,, @),

donde @ es una formula que describe cierta propiedad.

Fn un plano sintéctico ingenuo, tales conjuntos, considerados como clases, podrian ser
llamados universales. La pregunta que surge naturalmente es en qué condiciones el con-
junio {U%},.x con K un conjunto de indices que agota los posibles universales definidos
por @, es una particién de 4. Esta pregunta es de interés porque encierra la ideéa natural de
que nunca un individuo es “parcialmente otro”. Cuando identifiquemos. en el universo ori-
ginal individuos poscedores de una. propiedad compartida, los nuevos individuos serédn
clases, asi, para que no suceda ninguna confusion de identidades, las clases no deben tener
intersecciones no vaciis. |

Si @ es una relacion de equivalencia, es un hecho conocido gue sus.clases son en efecto
una particion del tiniverso. Usualmente la idea de idenfificacién esta asociada a la de rela-
cién de equivalencia, sin embargo veremos que la pretensién de obtener un modelo co-
ciente que preserve la estructura del universo original requerird en algunos casos, més res-
tricciones sobre &

Cuando la propiedad @ considerada sea una relacion de equivalencia, podremos mtentar
definir un nuevo modelo 4/ del lenguaje, a partir del original 4, que llamaremos modglo
cociente respecto a @, en el cual no distinguiremos entre ¢lementos que compartan la pro-

piedad @. Este nuevo universo podiia ser pensado como un discutso con universales. Vea-
mos un ejemplo de tal contraccién.

Ejemplo

E} conjunto 4 = N x N es modelo del lenguaje L = {r*, <’} con las interpretaciones si-
guientes: #'((a, b, (¢, d)y = vsii ad= bcy (a, B) <1 (c d)suaScybs donde este Bl-
timo -orden es ¢l usual en Jos naturales. El conjunto que resulta de identificar en 4’4 los
pares que satisfacen la propiedad expresada por A(x, »), (2, Wi = K(x, »), (z, w)), es clara-
mente A/@={[(a, B)}: a/b es una fraccién nreduczble} Este nuevo conjunto también puede
ser considerado un modelo de L con las interpretaciones {{a, by <ve He. D) sii (@, b) <t
(¢, &y donde r((a’, b, (g, B)) = v, y (¢’,b") ¢s el minimo de su clase segin el ordeii de A,
(¢, d), (e, ) =v, y(c’, d’) es el minimo de su clase seguin el orden dedy, naturalmente
"%(a, B), (¢, ) = &,

Dicho informalmente, en el conjunto de los pares ordenados de mimeros naturales, he-
mos renunciado a distinguir entre aquellos que determinan fracciones equivalentes, como
2,4,(,2)y (500, 1000). Notemos que esta identificacion se realiza de hecho en situacio-
nes de calculo, pues a tales fines resulta conveniente (y por cierto, eqtuvalente) tratar con
fracciones irreducibles. La nocién de menor o igual se conserva intuitivamerite satisfactoria
y finalmente, como cra de esperar, renunciar a distinguir tiene su precio, y se refleja en el
hecho de que la relacion  ha quedado trivializada.

Veamos como interpretar en general, el lenguaje en un nuevo universo —el universo co-
ciente— de manera que resulie semanticamente satisfactorio v formalmente correcto.

305



Resulta natural, la siguiente interpretacion para las constantes: ¢ ® = Ad Bsto es, la
clase asociada a la constante ¢ és la clase a la cual pertenece la interprétacién de cen 4.
Para la interpretacion de las relaciones r € R, intentemos:

P, ad B =, ... , @) €)]
(intuitivamente, clases estén relacionadas por r si los representantes de cada una de ellas fo
estén).

Para que esta sea una buena definicién deberiamos estar seguros de que

A I= ﬂabbl): i= lr ".- sn = 'A(ah sen n a?l} = ’A(bh sen oy bn)) (2)
o sea, deberiamos estar seguros de’ que si elegimos cualquier representanie de las clases
a/@en vez de g, én la definicién (1); ¢l resultado es el mismo. En ofras palabras, & “pre-
serva’ las relacxones ongmales del modelo &no-une lo que las reiacmnes ongmales sepa-
tan.

Otras posibilidades de definicion para las relaciones, que nio requierer: de la restriccion
(2) son por ejemplo que 1as tlases estan relacionadas si existen elementos pnvﬂegmdos en
cada clase que estan relacionados. Este seria el caso del ejemplo N x N, donde nos hemos
interesado para relacionar clases, solo ex la relacion entre los mifnimos elementos de ¢ada
una. Formalmente:

Séa Fix)una formula del lenguaje, entorices ¥/%(ay/d, ..., a @y =v sii by, .. ,b)=v
con b; el tinico tal que &, € a/@ 'y G(by), donde G ciaramente expresa el pnvﬂegm

Si 1a clase contiene mds de un elemento prlvﬁegxado podriamos definir < como amba

pero cambiando “imico” por “algunc”. (Por falta de espacio no se dan’ ejemplos en los que
estas definiciones son-adecuadas:)

Propiedades especificas y triviales

Podértios dar ahora algunas caracterizaciones de' propledades tomarido en consideracion los
cocientes que ellas determinan. Pensemos en una propiedad '@ sobré un conjurito como una
caracterizacion de individuos, esto es, como algo que se afirma sobre ellos, o como un
discriminador, si es que tomamos en cuenta las clases que ella determina. Mientras mayor
sea el niimero de' clases, mayor sera la variedad dé individuos-distintos en'el usiiverse co-
ciente que define & Cuando una propiedad €s comin a muchos o' a todos 105 elementos, Ia
caractetizacion se ablanda, la propiedad es poco especifica; no significa mucho decir de un
sujéto, ‘Gue la posee. En €l caso extremo en qué todos los individoos tlenen Ia propledad
decimos que es rivial. Una forma equivalente de afirmar esto es:

Des trivial si AI@= {*}, ) _
en donde *“*” represerita la tinica clase en donde estin todos los' mdmduos del umverso
Es tlaro que la espec1ﬁc1dad de una propiedad s proporcional 2 la cantidad de clases

que determina, 4si, en el otfo extremo, cuando una propiedad es fal que’ solo hay umn mdm—
duo en cada clase, nos refenremos a elia como propledad especifica. En simbolos:

D es especifica sii Aj= = A, o 2)

Es ficil hallar ejemplos de estas clases de propiedades cuando el modelo es ﬁmto por
ejemplo, sea 4 un comité formado por 7 docentes representando. cada uno a uns facuitad de
cierta universidad. Si hacemos el cociente de este grupo por la propiedad “x es universita-
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rio”, evidentemente obtenemos el modelo trivial y por lo tanto la propledad es trivial, si lo
hacemos por la propiedad “x e y pertenecen a la misma facultad” es claro que estamos e

presencia de una propiedad especifica del modelo. Obwamente en todo modelo exxster al
menos ima propiedad de este tipo, a saber:

Dx, yy ==y}
esta propiedad expresa la identidad absoluta, no ya identidad respecto a cierta cuahdad, v
corresponde a la relacion diagonal que en Algebra universal se llama habitualmente A, Seria

interesante saber cuando Ja identidad puede ser expresada por medio de combinaciones de
relaciones propias del lenguaje, en particular, cuando sucede:

A=("\r; para ciertas relaciones r,, i= 1, ... ,m, del lenguaje. . (3)
=l
A un tal conjunto de relaciones llamaremos conjurto exhaustivo, ya que pormedio de €}
se obtiene una caracterizacién completa de todo elemento dél modelo (asumimos que A no
estd entre las r ya que es obvio que si ella participa en cualguier interseccion, (3) 8¢ verifica

automaticamente), en ¢l sentido de que nos permite decidir la identidad o altendad de dos
elementos cualesquiera, o sea:

x#y < —r{x,y) paraalgini

Podemos preguntarnos en que condiciones un universo es modelo de utt lenguajetal que
podamos tener este tipo de especificidad. Si el universo es finito, esto es condicién sufi-
ciente:

Proposicidn

Todo conjunto, finito es modelo de un lengugje. que. posee un conjunto exhaustivo de rela-
ciones.

Al abservar Ia pgueba se ve -que -esta descripeidn ¢s ficilmente reahzable peto’ completa—
mente sintéctica, no tiene en cuenta las cualidades propias de los individuos -del universo ni
la estructura previa del conjunto. Ahora bien, al entrat en los dominios de Ta seménticd, la
situacion es més dificil; atn considerando conjuntos finitos, a véces s imposible hatlar
relaciones enfre los individuos tales que sean atingentes v al mismo tiempo adecuadas. Si,

por gjemplo, queremos hacer un estudio formal de un conjunto finito de nimeros, digatmos
{1, 3, 5, 7, 13, 15}, seguramente hallaremos relacioties giié nios permitan Iograr Ia espemﬁ-
cidad. Esto sucede gracias a que el lenguaje de la aritmética es adecuado- para decir casi
todo acerca de nitmeros naturales. Considerenios en cambio 1a situacion siguiente. Se desea
realizar un estudio en el cnal ‘es necesario describir formalmente al conjunto de la totalidad
de los alumnos de una ¢scuela. Las relaciones que naturdlmente aparecen en el lenguaje
son, por ejemplo, pértenéncia a cada curso, intervalo dé calificaciones en cada materia,
regularidad, etc. Es poco probable que s¢ puedan agregar propiedades (naturales) que per-
mitan individvalizar a cada alumno. Sin embargo existen universos en los cuales existe
alguna propiedéd asociada 2 fa estructura del conjunto por medio de Ia cual esto s fiosible,

en esé caso, para-tener la condicion (2) basta tomat al -conjunto como medélo del lenguaje
con urna relacion binaria 7, € jriférpretar a r como 14 propiedad en cuestion. Esta posibilidad
s inheréente al universo que se enfoca; a la calidad de la relacién subyacente que espreviaa
toda descripcidn sintactica. Asl,-dado wn conjunto cualguiera 4, y un lenguaje con una rela-
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" ¢ién binaria r, 1o podemos pretender calificar la prop1edad * de modo que resulic especi-
fica, ya que esto seria alterar 1a identidad dé! universo; no queremos forzar al “significado”
a encajar en. &l signo, sino, en la medida de lo posible ajustar el signoa lo- significado. Siel
conjunto que nos interesa es infinito, se puede, de todos modos, tener una cantidad ﬁmta de
relaciones que satisfagan la condicion (3): .

Ejemplo o
Sea X un OO[I_}DBIO infinito tal que tiene un orden parcial que denotamos <, y ¢l leriguaje
L= {r,, r,} {(ambas relaciones binarias), X resulta'modelo de L con las mierpretacxones
riix, Y) =y <x ¥ rfx, ¥} =x <p, se ve que entonces ry =4

El éstudio de Ia condicién (3) ¢n el caso general de un.modelo cualquiera, sin simbolos
de relacién, ha sido muy fructifero. Si ésta se cumple, Ia satisfaccién de identidades det
modelo puede ser chequeada en un conjunic de modelos muy simples lamados subdirec-
tamente Treducibles, que quedan determinados por las relaciones que intervienen en (3)
(son exactamente el cociente del modelo por cada una de estas gggqgggqggl

Propiedades abundantes y naturales ’
Finalmente, haciendo uso de algunas de las ideas presenmdas podemos Hiacer ciertas obser-
vaciones sobre la relacién entre propiedades y semejanza.

Veamos-la relacién existente entre los siguientes hechos:

i) a ¥ b son semejantes,
ii) @ y b tienen una propicdad en comun.

Lo primero que se observa es que la relacidn, en caso de que exista, no esunsiy sélo sx
Por: ejemplo si.a propiedad.que comparten los elementos.ay b-es..

= “x es blance o x es negro” .
€s claro ‘que no es necesariamente cierto que a y b son seme_]antes ya.que puede quea la
satisfaga siendo blanco y & la sausfaga siendo negro. Asi, es natural preguniarse: Gexnste
una clasificacién de las: propiedades, tal que se pueda asegurar. quesiay b tienen gierta
class d¢ propiedad entoriges son semejantes? Segiin Lewis, esta cIamﬁcacwn es: prop:eda—
des abundaittes o-disyuntivas ¥ propiedades escasas. o naturales, Veamos una descnpcwn
de tales clases..

Las propiedades naturales estan asociadas alos poderes causales de las cosas, por e]em-
plo, estar caliente, ser redondo, ser vegetal o ammaL etc. Es claro que estas son.las propie-
dades asociadas a la semejanza. También es claro que su caracterizacion. solo puede ser
seméntica, no hay forma natural de distinguir gste tipo propledades a pamr de alguna ex-
presion exclusivamente smtéctlca de ellas. .

Las propiedades abundantes son las del fipo de la. P enunciada aniba, pro edadesﬂquc
no.nos ayudan a decidir si los individuos. que Ja comparten son.o iy ., ]
donos en este primer ejemplo digamos, entonces, que fas propledades ,abundantes sobre un
conjunio A son las que estin asociadas a parficiones. del conjunto de la forma {B B} con
B c 4; notar que asf tendriamos caracterizada a la familia de todas las posibles propiedades
abundantes sobre 4 como {{B,B°}: B A} y por Io tamto cada una de ellas serfa expresable
et el lenguaje L= {ry, 2}, rif@) = vsiia € B y r{a)svsii g € B, Upa propiedad del tipo
gue nos interésa seria entonces expresable por fa formula: @) =Fi(xyv ).
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En realidad 1a utilizacién del lenguaje L dado es un poco redundante; bastaria tomar
L’ = {r} conr unaria y r‘"(x) vsilx € B, entonces simplemente P(x) = r(x) v —ir(x) lo cual
muestra que estamos en presencia de propiedades del tipo que habfamos llamado triviales.
Nuestra definicién de trivial seriz una generalizacién de: 1a nocién de abundante (es claro
que toda abundante es trivial). Ahora bien, si estamos interesados en 1a caracterizacion de
propiedades que no guardan relacién con la “semejanza™ podriamos flexibilizar la presenta-
cion inicial y decir:

@(x) expresa una propiedad abundante sii es de 1a. forma;
Dx) = (r1x} v rax)) A =(r1(x) A rofx))
para r,, r; rélaciones unarias del lenguaje, de equivalencia en el modelo cons1derado

O sea, no requerimos que la propiedad parta al modelo en dos clases, sino que la carac-
terizacién de los individuos que ella ofrece mantenga esa ambigiiedad que impide afirmar
una determinada cualidad del individuo.

Comentarios finales

Al enfréniarnos a un conjunto de individuos naturalmente repararitos en las particularidades
y semejanzas de sus miembros, mpomendole de este modo una estructura. Este ordena-
mienio responde 2 la experiencia del contacto enfre el universo y el observador y esta de-
terminado {al menos parcmhnente) por ella. La tarea de formalizarlo, por efemplo por me-
dio de un lenguaje finito, con un rigor aceptable, est4 afectada por ia. necesidad de “descri-
bir”; la necesidad de perder la menor cantidad de informacién posible en el pasgje entre
universoy modelo. En este sentido el avance es lento, engorroso y a menudo insatisfactorio.

En ¢l otro extremo, pensar en las posibles estructuras formales, estudiar las descripeio-
nes a nuestro. alcance, olviddndonos entretanto que han de aplicarse luego a universos més o
menos concretas, ha producido resiliados enormemente poderosos y estetlcamente especta-
culares.

La posicion intermedia que parece requerir el estudio de propiedades resulta bastante
problematzca Como hemos visto en el presente trabajo, a menudo las necesidades seménti-
cas le cierran el paso al desarrollo sintéctico, o ¢l desarrollo de ideas rigurosas vacia de
significado a las construcciones.

Resultaria muy interesante reflexionar sobre las posibilidades de realizacion de ese ca-
mino, como descripcion .apegada a. la experiencia, y por otro lado —con seguridad més
aventurado- sobre 1d arbitrariedad-convencionalidad de 1a i unposu:mn de estrictura relacio-
nada con propiedades y semejanza que menciondbamos al principio de estos comentarios.
Nota
! En general consideraremos que existe unacantidad finits ds clases, ya que enlos modélos que estudrareriios solo
hay-cantidades finitas de propiedades; y-de clases:determinadas por ellas, ademds estonos permite mantenernos en
lenguajes de primer-orden,
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