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Expresión de propiedades en un lenguaje formal 

Gabriela Martín• 

Introducción 
El objetivo de este trabajo es realizar una descripción sintáctica de propiedades, según son 
consideradas por las distintas teorías existentes en el ámbito de la metafisica de propieda­
des. A este efecto, utilizanios'ideas pertenecientes a la teoría de tropos, tal como se presenta 
en [1], al nominalismo mereológico [2], y a la caracterización de. propiedades que hace 
Lewis en [3] tomando en cuenta la relación entre propiedad y semejanza. Una vez pro­
puestas algunas descripciones posibles de propiedades en un modelo A de un lenguaje for­
mal L, identificamos entre si a aquellos individuos que comparten cierta propiedad P. Esto 
produce un nuevo universo formado por clases al cual llamamos modelo cociente. Intenta­
mos algunas interpretaciones razonables que hacen de este nuevo universo un modelo de L, 
y finalmente utilizamos esta visión "cocientada" de un ·conjunto para obtener caracteriza-
ciones nuevas de propiedades. , · 

Describiendo propiedades en L 
Sea A un modelo del lenguaje L = R u Fu C (como es habitual en lógica de primer orden, 
estos conjuntos son respectivamente el conjunto de slmbolos de relación, el de símbolos de 
función, y el de símbolos de constantes). Supongamos que queremos describir la situación 
"a y b tienen una propiedad (P) en común". Sea entonces F(x, y) una fórmula deL que 
expresa tal propiedad (podernos suponer, y no parece un requerimiento excesivo, ya que el 
lenguaje elegido es al'ropiado ~hablar de los elementos del modeló y sus rela.ciónes, con 
lo cual existe tal F). La sitoacióu mencionada entre a y b se puede escribir entonces: 

A r=EJ:a,b]. 
Siruilarmente si la sitoación es "a tiene la propiedad P'' habrá una. rormula G(x) de\ len-

guaje tal que expresa P y resulta · · 

A FG[a]. 

Ambas descripciones son equivalentes .en el sentido que precisa la siguiente proposi­
ción: 

Proposición 
Sea A un modelo del lenguaje L, y sea-F(x, y) una fórmula tal que como relación en A es de 
eqnivalencialwtonces existe un lenguaje L' =·{~" ... , rn} tal que todas las relaciones son 
unarias y la relación (binaria) F(x, y) es expresable en L' por medio de relacio\}eS unarias, 
de modo que "a y b tienen la propiedad expresacla por F en común" sü "a tiene una cierta 
propiedad P y b tiene la misma propiedad P", esto es: 

A F F[a, b] <o> A FV~~I r,[a]A r1[b]. 
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Recfprocamente si A es un modelo de L cuyos elementos tienen propiedades posibles 
expresadas por las fórmulas <P1(x), ... , <P.(~), ie.: 

A 1= V'x v7~t <P,i..x), 
y además 

A 1= V'x <P,(x) ~ ~~J..x) 
para todos i,j e {1, .... , n},j *.;.entonces existe .un lenguaje.L = {r} tal que "a tiene la 
propiedad <P,y btiene la propiedad <P;' sii "a y btíenen la propiedadr en comoo", i.e.: 

A l=v7~t <P,[a] 1\ <P1[b] ~ A 1= r[a, b]. 

La prueba de la proposición anterior se obtiene a. partir de la obseJ:VliCión de que es po­
sible pensar en propiedades, solo en tanto particiones del modelo .. Esto nos acerca.rla .a la 
nociónmereológica.de .propiedad; .. cualquier .asociación de.indhd.dnos.deLmodelo . .(recorde-c 
mos que pensamos siempre en particiones finitas) conforma.ría .una clase· y definiría una. 

propiedad. A saber: si A = U A, es una partición y L = {1} entonces A. es rriodelo de L c()n 
i=l 

la siguiente interpretación: r'(x, y) = "x e A1 and y e A," .para algún í. Rodrfamos decir 
entonces: 

"a y b tienen la propiedad (/'>encomoo" e> A 1= r[a,bJ; 

Adoptemos ahora el punto de vism de la teoría de tropos; debemos considerar qu!l una 
propiedad de un objeto dado es tan particular como el objeto mismo, y a este particular 
abstracto llamamos trom> .. 

t~ei-unapropiiidtii!Signíñeaiener un tropo, que <f<~s objetos ciimpáitan un~ ¡lropiédad 
significa que sus tropos se asemejan exactamente. Según esto la semejanza de objetos se 
expli!la en términos de semejanza de otros. entes: de sus tropos, y .tiene por lo .tanto stallls 
derivado. El úniep hech9 que es irre~ible .a otros es la semejanza de. tropos,, 

Tratemos de reflejar esta silll.ación. 
Sea A un untverso de objetos (fisicos o no), y sea BA el universo de los tropos de cada 

elemento de A respecto de alguna propiedad P. Tal universo será de la forma: BA = {c.: 
a e A} y modelo del lenguaje L = {r}, donder"(c.,.c6) ="ca y e• son tropos semejantes". 
Entonces el hecho de que dos elementos a, b del universo A tengan la prop!édad P en .co­
moo se expresa como signe: 

"a y b tienen p en wmoo" sii BA 1= r[ Ca' c·l 
Es interesante ohservar la imposibilidad de reducción sintáctica de eSta descripción a las 

anteriores. Esto responde claramente al hecno (que caracteriZa justamente a: la teorla de 
tropos) de que la relaeión de semejanza esta definida, íio en el Universo original, sino en el 
universo de tropos que él induce. 

Descripción de modelos cociente 
Pasemos ahora a considerar las clases asociadas a propiedades, concebidas como relaciones 
unarias, biuarii!S, o J)artici<:mes del tmiYer$<!. En vista d~ 1¡¡ he~hp lu!,sta ah<lfl! utilizare)llos 
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indistintamente estas tres descripciones según convenga al contexto. Pata esto definimos 
Jos siguientes conjuntos: 

u~= {a1: i E 1} tal que para todos i,j E 1 sucede A i= di{a0 a¡), 

donde tP es una fOrmula que describe cierta propiedad. 
En un plano sintáctico ingenuo, tales conjuntos, considerados como clases, podrían: ser 

llamados universales. La pregunta que surge naturalmente es en qué condiciones el c:on-

junto {U~ lkeK con K un conjunto de índices que agota Jos posibles universales definidos 

por tP, es una partición de A. Esta pregunta es de interés porque encierra la idea: natural de 
que nunca un individuo es "parcialmente otro". Cuando identifiquemos en el universo ori­
ginal individuos poseedores de una propiedad compartida, Jos nuevos .individuos serán 
clases, as!, para que no suceda ninguna coiñusión de identida<!es, las clases no <!eben tener 
intersecciones no vacías. · 

Si @es una relación de equivalencia, es un hecho conocido que sus c~.s.on en efecto 
una partición <!el universo. Usualmente la idea de identificación esta, a&OCiada a la de rela­
ción de equivalencia, sin embargo veremos que .la pretensión de. obtener un modelo cq­
ciente que preserve la estructura del universo original requerirá en algunos casos, más res­
tricciones sobre tP. 

Cuando la pwpieda4 a> considerada sea una relación de equivalencia, podremos intentar 
definir un nuevo modelo Al tP del lenguaje, a partir del original A, que llamaremos modelo 
cociente respecto a tP, en el cnal no distinguiremos entre elementos que compartan la pro­
piedad tP. Este nuevo universo podría ser pensado como un discurso con universales. V ea­
mos un ejemplo de tal contracción. 

Ejemplo 
El conjunto A = N x N es modelo del len~e L = {r", :'>2

} con las in,..,terPretaciol!és si­
guientes: Y'(( a, b), (e, d)) = v sü ad =be y (a, b) :<>" (e, d) sü a :s; e y b úl, donde este úl­
timo orden es el usual eillos naturales. El. conjunto que resulta de identificar en A ~ los 
pares que satisfacen. la propieda4 expresada por di{(x,y), (z, w)) = r((x,y),(z, w)), es clara­
mente Al tP = {[(a, b )]: .a!b es una fracción irreducible}. Este nuevo conjunto también puede 
ser cpnsiderado un modelo deL con las interpretaciones [(a,[¡)}:?'~[(<:, d)] sii (a', b'•) :S" 
(e', d') donde r((a', b'), (a, b)) = v, y (a',b') es el mínimo de su clase segúti el orden de A, 
r((e', d'), (e, d)) = v, y (e', d') es el minimQ de su.clase segón elprden de.A y, na11J1'almente 
¡'!"'((a, b), (e, d)) = I'•A· · · • · ·· · .. 

Dicho informalmente, en el conj\mto de los pares ordenados de números naturales, he­
mos renunéiado a distinguir entre aquellos que determinan fracciones equivalentes, como 
(2, 4), (!,, 2) y (500, 1 000). NotelllOS que .esta identificación se .re.aliza de hecho en situacio­
nes de ciíicuío, pues a tales fines resulta conveniente. (y por cierto, equiv3lente) tratar con 
fracciones irreducibles. La noción de menor o igual se conserva in1.\litivame¡:lte satisfactoria 
y finalmente, como era de esperar, renunciar a distinguir tiene su précio, y se refleja en el 
hecho de que la relación r ha quedado trivializada. 

Veamos cómo interPretar en geoeral, el lenguaje en un nuevo universo -el universo co­
ciente- de manera que resulte semánticamente s~factorio y formalmente correcto. 
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Resulta natural, la siguiente interpretación para las constantes: ¿Y~= é'l<P. Esto es, la 
clase asociada a la collstante é es la clase a la cual pertenece la interpretación de e en A. 

Para la interpre~ión de las relaciones r E R, intentemos: 

yli"(a1/<P, .. , aJ<P) = l(a¡, ... , '!n) (1} 
(intuítivamente, clases están relacionadas por r si los representantes de cada una de ellas lo 
están). 

Para que esta sea una buena definición deberíamos estar se~s de que 

A f 4{a1, b1), í = l, ... , n =:> l(a1, ••• , aJ = l(b¡, ... , bJ, (2) 

o sea, deberíamos estar seguros de que sí elegimos cualquier representante de las clases 
a/<P en vez de 111 en la definición (1); el resuftádo es el mismo. En otras palabras, <P'!pre­
serva" las relaciones originales del modelo, <P no une lo que las ~elaciones originales sepa-
-tátl. .,.~, 

Otras posibilidades de definición para las relaciones, que no requieren de la restricción 
(2) son por ejemp!Q que laS clases están relacíonadás si eXisten elementos -piivñegládós'en 
cada clase que están relacionádos .. Este seria el caso del·ejemplo N x N, donde nos hemos 
interesádo para relacionar clases, solo en Ia relación entre los minimos elementoS. de cada 
una. Formalmente: 

Sea F(x) una fórmula del lenguaje, llntontes l""(a1/<P, .... , a,/<P) = v sii ltbt, ... , bn) = v 
con b, el único tal que b, E a/ <P y G( b1), donde G claramente e"'?resa el privilegio. 

Sí la clase contiene más de un element!> privilegiad!> p!>~os definir éomo arriba 
pero cambiando "único'' por "alguno" .. (Por falta de espacio no se dan ejemplos eiHos qu~ 
estas definiciones son adecuádas;) 

Propiedades específicas y triviales 
Podemos dar ahora alg¡rnas caraéterizaciones de propiedádes tomando en :consideración los 
cocientes que ellas geterminan. Pensemos en una propiedád · i/1 sobré un conjunto como ur1a 
caracterización de individuos, esto es, como algo que se afirma sobre ellos, o como un 
discrinlinádor, si es que tomamos en. cuenta las clases que ella determina. Mientras mayor 
sea ei número de cl¡¡s~, mayor será la variedád de individuos distintos en: el UJiiversO co­
ciente que define <lJ. Cuando una propiedad es común a muchos o a todos los elemento$,. fu. 
caracterización se ablanda, la propiedad es poco espec~ca; no significa mucho decir de un 
sujeto, que la posee. En él caso extremo en que todos los individuos tiímen la propiedad 
decimos que es trivial. Una forma equivalente de aiirmar esto es: · 

<Pes tríYia! sü Al<P = {*}, (1) 

en donde "*'' representa la única clase en donde están todos los individuos delunivérso. 
Es claro que la especificidad de una propiedád es proporcional a la cántidad de. ~Jases 

que determina, as~ en el i:ltr<i extremo, cuando una propiedád es tal que .s<ilo Ifuy un indivi; 
duo en cáda clase, nos referiremos a ella como propiedád especifica. En símbolos: 

<Pes especifica sü AJ<P~ A. (2) 

Es fácil hallar ejemplos de estas clases de propiedades cuando el modelo es finito, por 
ejemplo, seaA un comité. formado por n docentes representando cada uno a una facultad de 
cierta universidad. Si hacemos el cociente de este grupo por la propiedad "x es univers1ta-

306 



rio", evidentemente obtenemos el m()delo tnvial y por lo tanto la propiedali es trivjal, si lo 
hacemos por la propiedad ""' e y pertenecen a la misma fru:nltad" es ~illro que estamos éri 
presencia de una. propiedad específica del modelo. Obvian:tente, en todo modeló exi&t.: al 
menos una propiedad de este tipo, a !laber: · · · 

!t(x, y)= (x =y); 

esta propiedad expresa la identidad absoluta, no ya identidad respecto a cierta cualidad, y 
correspo11de a la re~ión diagonal que en álgebra universal se llama habitnabnente .11. Sería 
interesante saber ClllÍildo la identidad puede ser expresada por medio de combinacione~ de 
relaciones propias del lenguaje, en. particular, cuándo sucede: 

m 
11 = n r, para ciertas relaciones r, i = 1, ... , m, del lenguaje. (3) 

A un tal col]junto de relaciones llamaremos conjurúo exhaustivo, ya que por medio de él 
se obtiene una caracterización completa de todo elemento del modelo (asumimos que 11 no 
está entre las r ya que es obvio que si ella participa en cualquier intersección, (3) se verifica 
automáticantente ), en el sentido de que nos permite decidir la identidad o alteridad d~ \fus 
elementos cualesquiera, p sea: · · · 

x "y ~ ~ r,{x, y) para algún i. 

Podemos preguntamos en que condiciunes un universo es modelo de un lenguaje tal que 
podamos tener este tipo de especificidad. Si el universo es finito, esto es condiCión sufi­
ciente: 

Proposici6n 
Todo conjur¡to fmito ~s modelo de t111lengz¡pje. ~!'#"posee un C<Jrifunto exhai!Stivo de rela­
ciones. 

Al observar la p_rueba se ve que esta descripción es fácilmente reítliZable:, pero completa­
mente sintáctica, .no tiene en cuenta las cualidades propias de los individuos Ílel universo ni 
la estrnctura previa del conjunto .. Ahora bien, al entrar en los dominios de la semántiCa, la 
situación es más dificil; aún considerando conjuntos finitos, a veces es iniposible h.a!Iar 
relaciones entre los individuos ·tales que sean atingentes y ál mismo tiempo adecuadas. Si; 
por ejemplo, queremos hacer un estadio formal de un conjunto finito de números, digalnos 
{1, 3, 5, 7, 13, 15}, seguramente hallaremos relaciones qíie nos permitan lograr la especifi­
cidad. Esto sucede gracias a que el lenguaje de la aritmética es adecuado para deeir éasi 
todo acerca de números naturales. Considetemos en cambio la situación siguiente .. Se desea 
realizar 1ll1 estudi() en el cual es necesario describir forniabnente al conjunto de la totalidad 
de los alumnos de una escuela. Las .relaciones que natutálmente aparecen eri el lenguaje 
son, por ejemplo, pettenéllcia a cada curso, intervalo dé calificaciones en cada materia, 
regularidad, etc. Es poco probable que se puedan agregar propiedades (naturales) que per­
mitan individualizar a cada alumno. Sin embargo existen universos én los cuales existe 
alguna propiedad asociada a la estrnctura del conjunto por medio de la cuál esto es posible, 
en ese caso, para tener la condición (2) basta tomar al conjunto como modelo del lenguaje 
con una relación binaria r, e interpretar a r como la propiedad <111 cuestión. Esta posibilidad 
es inherente al universo que se enfoca; a la calidad de la relaciún subyacente que es previa a 
toda deserípción sintáctica. As!, dado un conjunto cualquiera A, y un lenguaje .con una r.ela-
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ción binaria r, no podemoS pretender calificar la propiedad r' de modo que resulte especí­
fica, ya que esto seiiá alterar la identidad dé! univerSo; no quereJl10S foiiar al "significa'do'' 
a encájar en el signo, sino, en la medida de lo posible ajustar el signo a lo si1!Dificado. Si el 
conjunto que nos interesa es infinito, se puede, de todos modos, tener una cwítidád fiiúta dé 
relaciones que satísfilgan la condición (3)c 

EjempiD 
Sea X un conjunto iiúinito tal que tiene un orden parcial que denotamos <, y el lenguaje 
L = {r., r2} · {ambás relaciones binalil!s), X resulta:' modelo & L con las interpretaciones 
r1(x,y)=y<x y rz(x,y)=x<y, se ve que entonces r1 hr2=a 

El estudio de la condición (3) en el caso general de un modelo cualquiera, sin sf.m)lolos 
de relación, ha sido muy fructífero. Si ésta: se cumple, la satisfacción de identidades del 
modelo puede ser chequeada en un conjunto de modelos muy si:m¡lles lla:ma4os ~uhdirec­
tamente irteducibles,. que quedan .determinados por las relacion¡:s que intervit;nen t;n (3) 
(son exactamente el cociente delmode.lo por~ tt.n¡tde e~tas !"laci_~n~!!1 

Propiedades abundantes y naturales 
Finalmente, haciendo uso de algunas de las ideas presenta'das, podemos hacer cierta:s obser­
vaciones sobre la relación entre propíeda'des y semejanza · 

Veamos la relación existente entre los siguientes hechos: 
i) a y b son semejantes, 
ii) a y b tienen una propiedad en común .. 

LQ primero que se obo;ervaes que la relación, en caso de que exista, no es un si y.sólo si. 
Ror ejemplo, sila.propieda'd.que.comparten los elementos ay: bes 

P = "x es blanco o x es negro" 
es claro que no es necesariamente cierto c:¡ue a y b son semejantes, ya que puede que ,a la 
satisfaga siendo blanco y b ia satisfuga ~i.éndo negio. AJ¡í, és b.~timJ J)regua\liiSe; ielfisie 
una clasificación de las propiedades, tal q1Je ~.e pueda ¡tSegunu: que _si a y b tient:p cierta 
clase de propiedad enton,:es son semejantes? Según ~wis, esta: ¡:lasificación es: propieda­
des abundatJtes Q disyunt;v~ y propiedades esqasas o »0/l,lrales, Veamos una descripción 
de tales clases. . · 

Las propiedades natorales están asocia'das .al!>S poderes causale.s de las co$88, por ejem­
plo, es¡ar c¡!líente, ser redondi,Ser vegetal o 'll1ÍllJal, ~- Es. clru;o 'lile est;Js SQn las propie­
da'des asocia'das a la semejanza También es claro que Sil caÍ'acterlzacicln. sólo puede ser 
semántica, no hay forma natural de distinguir este tiPo propieda'des a pártir d~ aÍ!Íima ~x­
presjó)} exclusiVIi)}!e'!ts si.Jl!á.~..E!lc<i~ ~~- .. ·. · ·. .... . ... · .• : .. ~•·· ·.·-.~:.c..:: .. -~~' ~· ·• 

U!s propiedad~ abunqantes ~n las deltipo ¡je 4l.P enunciada .¡nT],lJS, p¡:o_pie¡lad,es 'l1Je 
no nos ayudan a decidir si los individuos que la comparten son o nQ .. S~IlleJ¡tlltes- InsJ?~c 
donos en este prinler ejemplo digamos, entpnces, que las propiedado;S' i6imdaní;es 'sobij, un 
conjunto A son. las que están asociadas "'particiones del conjunto de la fonna {B, B"} con 
B ·!:;;;A; notar que. as! tendriamos caracteriz¡¡da ª l~djunilia d~ todas las pQsiJ?les pro,piedades 
abundantes sobre A como {{B, B"}: B!:;;; A} y por lo tanto cada una de ellas seria expresable 
en eU;nguaje L = {r" rz}., n(a) = v sii a E B y rz(aFY'.sÜ a ·e; Jf. Ul)ll propiedad del tiPo 
que nos interesa seria entonces expresable por la fórmula: 4i(x) = r1(x)v.rz(x). 
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En realidad la utilización del lenguaje L dado es un poco redundante; bastaría tomar 
L' = {r} conrunariay r"(x)= v süx e B, entonces simplemente 4i(x) =r(x) v -,r(x) lo. cual 
muestra que estamos en presencia de propiedades del tipo que habíamos ·llamado triviales. 
Nuestra definición de trivial sería una generalización de la noción de abundante (es claro 
que toda abundante es trivial). Ahora bien, si estamos interesados en la. caracterización de 
propiedades que no guardan relación con la "semejanza" podríamos flexibilizar la presenta­
ción inicial y decir: 

di(x) expresa una propiedad abundante sü es de la.fonna: 
di(x) = (r1(x) v r2(x))A ~(r1(x)Arz(x)) 

parar., r2relaciones unarias del lenguaje, de equivalencia: en el modelo consideradoc 
O sea, no requerimos que la propiedad parta al modelo en dos clases, sino que·la carac­

terización de los individuos que ella ofrece mantenga esa ambigüedad que impide afirmar 
una determinada cualidad del in¡lividuo. 

Comentarios finales 
Al enfreni;iníós a un conjunto de individuos naturalmente reparamos en las particularidades 
y semejanzas de sus miembros, imponiéndole de este modo una estr!lctura. Este ordena­
miento reswnde 11la el<Jler\~ncia del CO!!t¡leto entre el unive.rso y el óbservador y está de­
terminado {al menos parcialmente) por ella. La tarea de formalizarlo, por ejemplo por m~ 
dio de l!lllenguaje finito, c:<>n un rigor aceptable, está afectada por la necesidad de "descri­
bir''; la necesidad de perder la menor cantiil3d de información posible en el pasaje entre 
ouiverso y .modelo. En este sentido el avance es lento, engorroso y a menudo in$atisfilctorio. 

En el otro extremo, pensar en las posibles estructuras formales, estudiar las descripcio­
nes a nuestro alcance, olvidándonos entretanto que han de aplicarse luego a ouiversos más o 
meMs coneretos, .ha producido resultados· enormemente poderosos y estétic!llllente especta-
culares. . · ' . · 

La posición intermedia que parece requerir el est!ldio de propiedades resulta bastante 
problemática. CQmo hemos visto en el presente trabajo, a menudo las necesidades semánti­
cas le cierran el paso al desarrollo sintáctico, o el desarrollo de ideas rigurosas vacía de 
significado a las construcciones. , 

Resultaría muy interesante reflexionar sobre las posibilidades de realización de ese ca­
mino, como descripción apegada a. la el')leriencia, y por otro lado .;;en seguridad .más 
aventorado- sobre la arbitrariedad-convencionalidad de la imposición de estrnctora relacio­
nada con propiedades y semejanza que mencionábamos al pclncjpio de estos comemarios. 

Nota 
1 En generál COnsíderáremQS que existe unh~ahtidad -finita-de clases, -ya· que en-los modelos-que estutharemos solo 
hay•cantidades finitas de propieda<les, y de clases determinadas por ellas, .ademá< esto nos P<'mú1e mantenernos en 
lengwúes de primer-orden. 
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