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Cuatro interpretaciones del Teorema de Completudt
José Seoane*

1. Introduccién

No todo hallazgo filoséfico o cientifico puede —probablemente— ser comprendido como una
elucidacién. No obstante, es posible identificar casos significativos en uno y otro campo
que admiten muy naturzlmente ser asi entendidos; el concepto de “falsabilidad’ respecto de
12 nocién menos precisa de ser refutable empfricamente y la definicién en términos -z de
limite de una funcidn respecto de la nocién intuitiva de limite resultan ejemplos incontro-
vertibles de ello. El problema de la naturaleza general de estos procesos —anqgue. d¢ inne-
gabie interés— no serd abordado aqui.!

Si se concibe la teorfa logica como elucidacion pueden distinguirse dos formas de en-
tender la estructura de 1a misma: a) entender tal teoria como el esfuerzo por elucidar wna
nocién pre-formal y b} entenderla como procurando elucidar diversas nociones pre-forma-
les; Una exigencia metodoldgica fundamental —st se opla por b)- consiste en exhibir la
articulacion enfre tales nociones intuitivas.? Dado que las contrapartidas formales de estas
filtimas nociones permiten —por sit propia naturaleza— un tratamiento matemético sl cual
éstas son refractarias, una alternativa muy atrayente consiste en explotar el conocimiento
que sobre las primeras se fiene para esclarecer la (elusiva) articulacion de las Gitimas. Sin
embargo, hacer trabajar los resultados mateméticos relevantes en'la résolucion de tal pro-
blema filos6fico (la articulacién de las nociones infuitivasy exige,"a su vez, la respuesta a
otros problemas mas bésicos, a saber, las relaciones respectivas“entre los conceptos: pre-
formales y formales en cuestion. El propésito de esta nota es mosu'ar ¢l impacto qie produ-
cen respuestas diversas a dichos problemas “basicos’ en el importe conceptual de un resul-
tado fundamental d¢ 1 16gica de orden uno: ¢ feorema de completud s

2. Conceptos légicos pre-formales y conceptos logicos formales

Si se piensa la teorfa l6gica como elucidacion de conceptos pre-formales, una adecuada
comprensidn de la misma supone la identificacién de éstos asf como un anélisis de las vir-
tudes y defectos de tal teorfa como explicatum. S¢ asumir —siguiendo a Shapiro {1991] y
Wagner [1987]-que pueden identificarse dog perspectivas-de la16gica que influyen decisi-
vamente en las orfentaciones especificas del desarrollo de la disciplina a través de su histo-
ria. Estas perspectivas quedan caracterizadas basicamente por los diferentes. conceptos que
atribuyen como explicanda a la teoria 16gica. Esqueméticamente, la situacién podria lucir asi:

plano formal - 'Teoria {ogica
Fundacionalista =~ ——=——P» Semantica
nociénde \ nocién de } plano
‘argumento idealmente justificado’ ‘argumento valido™ ) pre-formal
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La concepcidn fundacionalista entenderd entonces que el concepto pre-format que esti-
mula la investigacion ldgica es fa nocion de argumento idealmente justificado. Esta nocion
—de evidente sabor epistémico—~ puede répldamente caracterizarse’ asi: un argumento €s
idealmente justificado si y sdlo si las premisas permiten amibar a la conclusién mediante
una “cadena auto-evidentemente segura de razonamiento.?

La concepcion semdntica 0 modelo-tedrica asume que Ja nocién pre-formal fundamen-
tal e Ya de argumento vélido. Este concepto es el que habitualmente se encuentra en la
literatura l6gica: un argumenio es valido si y.s6lo si, sisus premisas son verdaderas, nece-
sariamente su conclusitn lo€s o, -dicho de otra forma, si sus premisas implican su conclu-
sidn,

La primer concepcidn habria estifiulado una percepcién. sintdctica de la légzca —
orientada hacia los sistemas deductivos més que a sus semanticas; la segunda habria
colaborado en una concepcién semdntica de la misma.® Simplificando el problema, quizéd
podria decirsé giie la conttapartida formal obtenida a partir del primer concepto intuitivo es
la nocién de consecuencia sintdctica y la nocién formal -correspondiente. al seglmdo
concepto pre-tedrico es la'nocién de consecuencia semdntica o modelo-tedrica$ Luggo si
se descase comparar ambos conceptos. intuitivos, ;por qué no recurrir. a los resultados
matemdticos de completud? Es decir, jno-proveen cstos resultados una respuesta directa y
en extremo confiable 2 la interrogante acerca de iz comparacién (por lo menos desde un
punto de vista extensional) entre ambos.conceptos pre-formales?.

3. Teoremas y tesis filosoficas - _
La respuesta negativa a las interrogantes de arriba ha sido fundamentada por diversos-auto-
res.” £l problema es ficil de advertir, una vez que se han descrito con relativo detalle la

estructurs elucidatoria tanto del concepto-de ‘consecuencia sintictica-como de-consecuencia
seméantica. Es decir, una vez constatado el status d¢ explicatum de ambos, ta cuesﬁon de sus
relaciones con los respectivos explicanda es inmediata, Esta da lugar a dos zesis® —donde I,
¢’ son las traducciones respectivamente de I' y o, ‘SD’ representa un sistema deductlvo
particular y “Sem’ una seméntica formal particular:

Tesis I: _ _

a) {Correccién informal sintictica) Si @ es deducible (en SD) a partir de T', entonces

© 3¢ eneuentra idealmente 2 Just ificada (en el lenguaje: ordmano) apartirde 1,

b) (Completud informal sintictica) Si @ se encuentra idealmente justificada {en el

lenghaje ordinario) a partir de T, entonces @ se deduce {en SD) a-partir de I,

Tesis 2

a) (Correccion informal seméantica) Entonces si ¢ es consecuencia semantica (en

Sem) de I', ¢* se encuentra implicada por (en el lenguaje ordmano) .

b) (Completud informal seméntica) Entonces si ¢ se encuentra implicada por (en el

lenguaje ordinario) I', ¢° es consecuencia semintica (en Sem) deI”.

Se trata de fesis en el sentido habitual de esta palabra en la literatura: cada una de ellas
establece el *vinculo’ entre un concepto intuitive y un concepto formal. Este rasgo —por lo
menos en un sentido cldsico— impone cierta peculiaridad metodolégica a la Justlﬁcacion
posible: se tratard de una justificacién conceptual y né dé ina prusha, =~
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El teorema de completud puede expresarse asi (con la simbologia usual);

Teoreina de oompletud Sea I' un conjunto de sentencias de un lenguaje formal, sea iy
o una sentencia del mismo. T' |-, @'si ysolamente sil'l=_ @

Es fAcil advertir la.enorme distancia entre lo que afirman este teorema y la comparaciég
extensional pretendida. Debiera resultar obyio que esta uiltima —a la luz de los desarrollos
anteriores— posee la naturaleza de una tesis. Se irata de comparar —extensionalmerite— dos
conceptos pre-formales o intuifivos, no de evaluar las relaciones entre conceptos formales.
Luego, adviértase que para hacer trabajar *filos6ficamente’ el feorema de arriba {en el sen-
tido antes especificado) es necesario haber resuelto la evaluacion de las tesis 1 y 2. La pro-
xima secci6n pretende mostrar como diversas evaluaciones de estas tesis implican inter-
pretaciones distintas del teorema de complefud.

4, El teorema de completud: interpretaciones

Es posible asumir ante las tesis 1 y .2 actitudes significativamente diversas pero —¢n una
primera aproximaci6i- parece sensato clasificartales-actituides:en términos de aprobacion o
rechazo.? Si se acepta —aungue mis no sea provisionalmente— tal reduccion, se ofrecen
cuatro formas de interpretar el teorema de completud, dependiendo de. como. se: distribuyan
aceptaciones y rechazos entelacién con las tesis.

Interpretacion 1. Supbngase que se aceptan ambas tesis, es decir, se considera que fanto
la elucidacion ‘sintActica’ como la elucidacion *seméntica’ han sido pienamante exitosas,
entonces se tiene, por asi decir, la ‘informatividad filosdfica mdxima® del teorema. Efecti-
vamnents, el misiho es_tabieééria que —para el lenguaje en cuestién- 10§ dos conceptos intui-
tivos —~en un sentido razonable— son co-extensionales. Pero cabe advertir que este éxito
filosofico se #pova &n el iesultado matemdtico mids la _}ustlﬁcamén conceptual de las tesis 1
y 2. Ninguno de los dos ‘resultados” —ni el matemidtico, ni el filosfico- permiten, por sf
solos, obtener la ecuacion conceptmal prefendida. Es sugestiva la afirmacién de Shapiro:'®

...there is a sense in which the conceptions coincide when attention is restricted to.
first-order langnages. This is related to the fact that first-order logic is complete,,
unlike higher-order logic.

La misma es exacta en la medida que relaciona ‘concepciones’ (ya que se las ha caracte-
rizado como asumiendo fas tesis respectivas) y no ‘conceptos pre-formales’; esto dlbimo
supondifa que se cuenta con una aceptable argumentacion filoséfica a favor de 1 y 2. Esta
{iltima observacion posee cierto interés porque (hasta donde alcanizo 4 ver) sigiere la distin-
ci6n entre dos estrategias posibles de defensa de la.superioridad de orden uno respecto de
los lenguajes de orden superior. Una estrategia débil apoyada en la coincidencia de las
perspectivas fundacional y seméntica;!! una estrategia firerte respaldada en la coincidencia
de los conceptos pre-formales. 2 Estos desarrollos permiten apreciar el diverso costo filoso-
fico.de tales defensas; en particular, el cardcter oneroso de la viltima..

Interpretacion 2. Supdngase que se dcepta la tesis 2 pero quese rechiaza (o simplémente
no se cuenta con evidencia a favor de) la tesis 1. Es decir, el enfoque seméntico €5 exitoso
pero ef sifitactico no 1o es (o, por 16 menos, no puede afirmiarse que lo sea). El teorema de
completud permite concluir 1a adecuacién del sistema deductive en cuestion a la nocion de
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argumento valido pero no permite inferir nada acerca de cémo se relacionan los conceptos
pre-formales que subyacen a las perspectivas l6gicas que se pretende comparar, pues es
impotenie para resolver la cuestién. de la relacién. entre las nociones de consecuencia sin-
tactica y de argumento idealmente justificado. Esta lectura parece aproximarse a la inter-
pretacién iradicional del teorema de cempletud para lenguaies-de -orden ume-(cldsico): lo
que muestra es la adecuacion del sistema deductivo pues satisface el control semdntico.
Esta primacia de a seméntica no neesariamente estd asociada con un rechazo de la tesis 1
pero resulta compatible con el ‘mismo. La lectura tradicional indudablemente-adhiere a fa
primacia de la sefidntica; la diida quiza surja ¢n si debe entendérsela como comprometida
con una concepcion éxclusivista del punto de partida pre~-formal o intuitivo (y éste seria la
nocién de argumento valido)® o como comprometida con una --por asi dECll'w- tesis de 1a
primacia seméntica a nivel pre-formal,

Interpretacién 3. Sup6ngase ahora que se acepta la tesis 1 pero que serechaza (o sim-
plemente no se cuenta con evidencia a favor de) 1a tesis 2. Es decir, el enfoque sinfactico es
exitoso pero el seméntico no. El teorema de completud entonces todo To-que: permite con-
cluir es que existe una contrapartida semantica de la nocién sintictica adecuads, pero nada
informa acerca de 1a conexion de esta nocién sintactica con €l concepto pre-formal de vali-
dez: no resuelve Ia relacion entre la seméntica (formal) construida y la'tiocién dé argumento
vélido. Al igual que en Ia interpretacion 2, si lo que se procuraba era una comparacion ex-
tensional gntie Tos coniceptos intuitivos comio wiedio para wiificar ambas pérspectivas 1ogi-
cas, el teorema es mfm} Una observacxon margmal pero mteresante es que una con ‘ cc16n

semantica intuitiva, auspician la construccmn de una cierta, semantlca formal que permlte Ia
prueba.del teorema. En cietto sentido, la justificacion. de tal semantma £5.su capacldad de
permitir probar la completud. Se ha produc1do alli una especie de ‘inversion® del enfoque
tradicional; de alguna forma no es la semaéntica la que fanciona como “test’ de la sintaxis
sino, por el conirario, Ia Tegiiimidad dc Ta seméntica es dada por su capacidad de raducir
los requerimientos de la sintaxis. Se podria conjeturar que cierta diferencia intuitiva perci-
bida entre la dosis informativa del teorema de completud de lenguajes de orden uno (clé-
sico) y la ofrecida por los teoremas de completud de algunas T6gicas -divergentes —por
ejemplo, ciertos sistemas paraconsistentes o ain el caso de la logica intuicionista%— queda-
rfa asi parcialmenté aclarada. Para decirlo un tanto metaféricamente, la completud clésica
es ‘completud del sistema deductive’ y la completud divergente (en 10§ casos referidos). es
‘completud de la semntica’. ' ,

Interpretacion 4 Supongase finalmente, qué se rechazan ambas tesis (0 no se ticne evi-
dencia a favor de ninguna de las dos). Este caso contrasta radicalmente con la mterpretacmn-
1: se tiene entonces (por asi decir) 14 “mfninia informativided filosofica™. El teorema’ de
cempletud no puede aclarar relamén alguna entre los conceptos pre—formales pero meis ain
expresa ni la evaluacion de la sintaxis por la semintica ni 14 evaluacion de la .seméntlca por
la sintaxis. y, naturalmente, no ofrece ninguna informacion respecto de las tesis L y 2. La
propia denominacién (completud) parece un tanto inmotivada en esta alternativa; serfa
mejor denominarlo (como lo-hacen algunes auteres'?) 'teorema.de coincidencia’ o ‘corres-
pondencia’: todo lo que afirma es que dos conceptos formales —a sabet, consecuencia se-
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méntica y consecuencia sintéctica— comciden extensionalmente para un cierto,
dado. Debe notarse que esta interpretacion —al igual que Ia I- es radicalmiente
rista’: no entroniza ninguna de las dos alternafivas elucidatorias.

5. Observaciones finales

Dos conclusiones principales se extraen de los desarrollos precedentes. La primera ¢s que
cada una de las interpretaciones propuestas, dependiendo del problema filosdfico que se
procure atacar, puede resultar valiosa o eficaz. '

Si se asume la pluralidad aludida de nociones pre-formales de ‘consecuencia légica’
surge el problema acuciante de entender Ia articulacion conceptual de las mismas. La ‘ca-
pacidad filosofica’ del teorema de completad para resolver tal cuestion depende —
esencialmente— de fa ‘solucién’ al desafio planteado por las fesis 1 y 2. Sutintamente
expuesto: sélo en Ia interpretacién 1 se encuentra una respuesta directa a la misma. En un
sentido preciso, podria decirse que tal interpretacidn asegura una especie de ~para usar la
feliz expresién de Shapiro- ‘completud pre-formal’.'® Como sefiala adecuadamente esta
autor,!” esto supone defender la idea de que ciertas habilidades humanas idealizadas
(capacidades deductivas) son suficientes para justificar todo argumento valido
(mateméticamente representable ¢n el lenguaje formal en cuestion). En esta perspectxva, la
apreciacion de la completud como virtud resulta filoséficamente fundada.

Si se atiende en cambio al problema de las opuestas jerarguizaciones de los conceptos
formales de consecuencia l6gica quizd las interpretaciones 2 y 3 puedan resultar de cierta
utilidad heuristica. En particular, permitirian conjeturar que. es la fortaleza de la conexitn
con ¢l plano pre-formal lo que explica la j jerarquizaci6n o la primacia conceptual de sintaxis
0 seméntica; no se trata (en principio) de propiedades matematicamente aislables. o identifi-
cables de upa w otra dimensién lo que posibilita entender el énfasis respeetivo. Esto. esta-
blece que Ia predileccion por uno u otro concepto. puede {eventnalmente) fandarse en razo-
nes filosdficas: contarse con tma justificacion conceptual més solida o relativamente mejor
para la tesis respectiva. El punto posee cierto interés porque contempla la\pomblhdad ‘de un
fipo de defensa de la primacia (semantica o sintActicd) no absolutista —es -decit, no reductionista.

La interpretacion 4, finalmente, resume ung perspectiva peculiar —aunque no medl’ta—-
entender el teorema de completud. Def punto de vista conceptual, tal petspectiva auspicia la
cuestién del valor filoséfico de este resultado, independientemente de su conexion (directa)
con el plano pre-formal. Quizd podria decirse que el interés de 1a misma reside mds en
sugerir que en resolfver un problema.

La segunda conclusion que se sigue de estos analisis es e impacto conceptual de las te-
sis 1 y 2. Es importante notar que la discusion de 1a tesis 2 posce una tradicidn que principia
con la emergencia de la propia nocién formal; recienteménte, no obstante, ¢l trabajo de
Etchemendy'® ha generado una saga de importantes debates. La tesis 1 posee también una
valiosa tradicion; andlisis profindos y bésicos de la nocion de prueba {como el que ha sido
desarrollado recientemente por Chateaubriand’®) pueden entenderse como contribuciones a
una mejor comprension de la misma,

Un problema filoséfico del mayor interés (subyacente en. cierto sentido a una mejor in-
teleccion de las relaciones entre las nociones pre-formales de argumento ideaimente jus-
tificado y argumento vélido} es el de la autonomia o heteronomia de tales niociones. Este es
~hasta donde alcanzo a ver— un auténtico desafio para la filosofia e historia de la 16gica.
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- Notas

T Deseo -agradecer vivamente 4 los participantes en 1z discusién posterior 2 la presentacion de esic trabajo; en
especial, al Dr Javier Legnis, cayas observaciones me condnjeron a explicitar ciestos supuesios. deI texto original.

! Puede verse, por ejemplo, Coffa (1975,

212 }ustlﬁcacién de dicha exlgencla puede leerse en Seoane (2090)

3 Se entiende por oompletud’ Ta cnn_mnclén de los teoremas que s¢ denominan (wtr;ctamente} ‘de comeccitn’ y
‘de completud’.

4"Véase Shiapira(1991), pig. 36.

5 Enreatidad, Tas opciones por uno u oro punto de ;mrnda POSECH U enjambte de consecur.nclas. Alginas de clias
son estudiadas en Seoane (2000).

5 Este tipe de-discusitn supone ima perspectiva de gran generatidad: podria decirse que de-lo que ‘5o trata ¢s de
conirastar “estrategias elucidatorias’ y no *elucidaciones concretas’; no obstante, ] uso que aqui hacemos: es
bastante menos abstracto, En la medida que nuestra discusion esti cemrada en el teorema de completud para la
légica de orden ano, las nociones de sistema deductwo (i.. consecusncia sintactica) y semdntica formal {ic.
seméntica formal) son las ordinarias, 51 s¢ aspirz a oonwmplar fa cuestion ¢n su auténtica gencralidad, s¢ hace
‘neceszrio explicitar ciertas-exigencias-(como ocurre: en ‘la-litératura cifadd), para caracterizar-nids mgumsammw
ambas estrategias. .

7'Por citar dos, véase Shapiro (1991) y Etchemendy (1996).

8.véase Shapiro, S (ob. cit), pag. 41.

9 Para advertir la posibilidad de actinades intelectuales variades ante las tésis, €5, suﬁclcnte Tazonar sobfe las tis-
mas discriminando aceptacion {o'rechazo) de los fems ) y b). Un' dfislisis mds fino.~€n témiinos de: rmphcactén—

puede encontrarse cn Shapiro {1991), pag. 42. H propés:to aqui es ruostrar et punto. general y extracr algunas
consecuencias,

10 ¢ase Shapiro (1991) pag. 35

U Ej peso det argumento depende, obviamente, dél valor atribuwido a tales concepeiones. -
12 Naturalmente no-se pretends sostener quesean éstas 1as iinicas alffenativas que Se fienen para usar-completud
en la vindicacién de primer orden.

Bynejemploetocuertes de ettoes Tarske (1936) ) T - T )
14 Debe advertitse giie no-se trata de la mera precedencia temporal del calculo: mspecm de la semdintica formal
sino de unarelativamente clara diferencia de status entrelos sistemas formales y sus seménticas respectwas

15 Véase Alchoureén (1995),

6 Dado que Shapire discrimina. correccién y completud, habla de ‘compteiud. pre-formal” en un scntido mas.
estricto que ¢t que usamos agui perd Ta idea es cxactanicite fa misma.
17 y¢ase Shapiro (1991), pag, 42.

18 ygase Etchemendy (1990)
1 Véase Chateaubriand (1999),
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