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Cuatro interpretaciones del Teorema de Completudt 
José Seoane• 

l. Introducción 
No todo hallazgo filosófico !> cientlfico puede -probablementtr- ser comprendido como una 
elucidación. No obstante, es posible identificar casos significativos en uno y otro campo 
que admiten muy naturalmente ser así entendidos; el concepto de 'falsabilidad' respeét!> de 
la noción menos precisa de ser refutable ernplricamente y la definición en términos B-e de 
límite de una función respecto de la noción intuitiva de límite resultan ejemplos incontro­
vertibles de ello. El problema de la naturaleza general de estos procesos -aunque de inne­
gable interés- no será abordado aquí.l 

Si se concibe la teorfa lógica como elucidacíón pueden distinguirse dos formas de. en­
tender la estructut'a de la. misma: a) entender tal teoría Como el esfuerzo por elucidar una 
n!>Ción pre-forma! y b) entenderla como procurando elucidar diversas nociones pre-forma­
les. Una exigencia metodológica fundamental -si se opta por b )- consiste en _exb¡.bir la 
articulación entre tales nociones intuitivas,2 Dado que las contrapartidas formales de estas 
últimas nociones permiten ~por su propia natoral~ un tratamiento matemático al cual 
éstas son refractarias, una alternativa muy atrayente consíste en explotar el conocimiento 
que sobre las primeras se tiene para esclarecer la (elusiva) articulación de las últimas, Sin 
embargo, hacer trabajar los resultados matemáticos relevantes en la resolución de tal. pro­
blema filosófico (la articulación de las nociones intuitivas) exige, 'a su vez, la respuesta a 
otros problemas más básicos, a saber, las relaciones respectiv.s'·éntre los conceptos pre­
formaleS y fotniaies en cuestión. El propósito de esta nota es mostrar el impacto qúe produ­
cen respuestas diversas a dichos problemas 'básicos' en el ímportii'conceptnal de un resul­
tado fundamental de la lógica de orden uno: el ieorema de completud;3' 

2. Conceptos lógicos pre-formales y conceptos lógicos formales 
Si se piensa la teoria lógica como elucidación de conceptos pre-formales, una adecuada 
comprensión de la misma supone la identificación de éstos así como un análisis dé las vir­
tudes y defectos de tal teoría como explicatum. Se asumirá -sígniendo a Shapiro [1991] y 
Wagner [1987}- que pueden identificarse dos perspectivas de la lógica que influyen decisi­
vamente en las orientaciones específicas del desarrollo de la disciplina a través de su histo­
ria. Estas perspectivas queden caracterizadas básicamente por los diferentes conceptos que 
atribuyen como explicaoda ala teoria lógica. Esquemáticamente, la situación podría lucir así: 

plano fornial 1:: Teoría lógica 

Fundacionalista .. /'. 
noción de 

'argumento idealmente justificado' 

"- +-- Semántica 

"" noción d~ . ·}.. plano 
'argumento válido' pre-forma! 

• lnsttlllto de Filosofía. HICE, Umversidad de la Repúlihca (Montevideo, Uiuguay). 
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La concepciónfondacionalista entenderá entonces que el concepto pre-forma! que -esti­
mula la investigación lógica es la noción de argumento idealmentejust!ficado. Esta noción 
-de evidente sabor epistémicO'- puede rápidamente caracterizarse así: un argumento ~ 
idealmente justificado si y sólo si las premisas permiten arribar a la conclusión mediante 
una 'cadena auto-evidentemente segurade·razonamiento';4 

La concepción semántica o modelo-teórica asume que la noción pre-forma! .fundamen· 
tal es· la: de argwtrentu vtíl.idu. Este concepto es el ·que habitualmente se encuentra en la 
literatura lógica: un argumento es válido si yc sólo si, Bi sus premisas son verdsderas, nece­
sariamente su conclusión lo es-{), dicho de otra forma, si sus premisas implican su conclu­
sión. 

La primer concepción habrla estimulado una percepción sintáctica de la lógica -
orientada bacía los sistemas deductivos más que a sus semánticas; la segunda 'habría 
colaborado en una concepción semántica de la misma. 5 Simplificando el problelllll, quizá 
podría decirSe qué la éoilrrapartida fomtal obtenida a partir del primerconcepto intoitivo es 
la noción de consecuencia sintáctica y la noción formal correspondiente. al segundo 
concepto pre-teórico es la noción de consecuencia semántica o modelo-teárica.6 Luégo si 
se desease comparar ambos conceptos intoitivos, ¿por qué no recurrir a los resultados 
matemáticos de completud? Es decir, ¿no. proveen .estos resultados una respuesta directa. y 
en extremo confiable a la interrogante acerca de la comparación (por lo. menos desde un 
punto de vista extensional) entre-ambos conceptus pre-formales? · 

3. Teoremas y tesis fdosóficas 
La respuesta negativa a las interrogantes de arriba ha sido fímda:mentada p()r divefS()S iurto­
res. 7 El problema es fácil de advertir, una vez que .se han de~rito con relativo detalle la 
estructura ·elucidatoria 1al\to del concepto de consecuencia sintácíica col)lQ <k consec)lencia 
semántica .. Es decir, una vez C()nstatado el statUs de ex:Piicat¡un de aÍnbos,la ~uestión de. sus 
relaciones con los respectiv()s explican@ es ~m,,Esm\Íl!.!ug!!f a dos.les~ -,doqde r', 
<¡>' son las traducciones r~vamente de r y<¡>, 'SD' repr~enta un sistema deduCtivo 
particular y 'Sem' una semántica formal particular: ·· 

Tesis 1: 
a) (Corrección informal sintáctica} Si <p es ~cihle (en SD) a partir de r, entonces 
<¡>' se encuentra idealmente justificada (en ellengoajeordinario) a.partir der. 
b) (Completud informal sintáctica) Si <p se encuentra idealmente justificada (en el 
lengílaje ordinario) a partir de r, entonces <p' se deduce (en SD) a partir de F. 

Tesis2: 

a) (Corrección informal semántica) E¡rtonces si <p es consecuencia se.mántíca (en 
Sem) de r, <p' se encuentra implicada por(en ellengtJaje ordinario) t'. · 
b) (Completud informal semántica) Entonces si <p se encuentra 1mphcadapor (en el 
lengoaje ordinario) r, <¡>' es consecuencia se.mántíca (en Sem) de r'. 

Se trata de tesis en el sentido habitual de esta palabra en la literatura: cada una de ellas 
establece el 'vinculo' entre un concepto intuitivo y un concepto formal. Este rasgo -por lo 
menos en un sentido clásico- impone .cierta peculiaridsd me~dol(igic¡¡ !1 la justificación 
posible: se tratará de una jnstificación corieeptual y nó de lrila prueba. 

468 



El teorema de completud puede expresarse así (con la simbología usual); 

Teorema de completud: Sea 1 un conjunto de senteocias de un lenguaje fonilal, sea. 
<p una sentencia del mismo. r 1-so <p si y solamente sir 1= s.m lj> • 

Es fácil advertir la enorme distancia entre lo que afirman este teorema y la comparación 
extensional pretendida. Debiera resultat .obvio que esta 'última. -a la luz de los de~~a~Tollos 
anteriores- posee la naturaleza de una tesis. Se trata de comparar --extensionalmente- dos 
conceptos pre-formales o intuitivos, no de evaluar las relaciones entre !'Qnceptos formales. 
Luego, adviértase que para hacer trabajar 'filOSóficamente' el teorema de arriba (en eJ sen­
tido antes especificado) es necesario haber resuelto la evaluación de las tesis 1 y 2. La pró­
xima sección pretende mostrar cómo diversas evaluaciones de estas tesis ímplicao inter­
pretaciones distintas del teorema de completad. 

4. El teorema de completud: interpretaciones 
Es posible asumir ante las tesis 1 y 2 actitudes significativamente diversas pero -cen una 
primera aproximación- parece sensato clasificar tales actitudes•en términos de aprobación o 
rechazo.9 Si se acepta -aunque más no sea provisionalmente- tal reducción, se ofrecen 
cuatro formas de interpretar el teorema de completud, dependiendo de cómo. se distribuyan 
aceptaciones y rechazos en relación con las tesis. 

Interpretación l. Supóngase que se aceptan ambas tesis, es deéir, se considera que tanto 
la elucidación 'sintáctica' como la elucidación 'semántica' ban sido plenamente exitosas, 
entonces se tiene, por así decir, la 'infqrmatividad filosófica máxima' der te(lrema. Efecti­
vamente, el mistllo establecerta que -para el lenguaje en cuestión- los dos conceptos jntui­
tivns -en un sentido razonabl.,.c son co-exl~nsionales. Pero cabe advertir· que este ~xito 
filoSófico se apoya en elresül~do niateriláfrro liuís la justific.rción concepfual de las tesis l 
y 2 Ninguno de los dos 'resultados' -ní el mateotático, ní el filosófico- permiten, por si 
solos, obteoer la ecuación conceptual pretendida. Es sugestiva la afirmacióD¡4e Shapiro:10 

... there is a sense m wbich the !'Onceptions coincide when attention is restricted to 
first-<ll'der languages .. This is related to the fuct tbat first-<ll'der logic is complete,', 
unlike higher-order logic. 

La misma es exacta en la medida que relaciona 'concepciones' (ya que se las ha caracte­
rizado tomo asutuiendo las tesis respectivas) y no 'conceptos pre-formales'; esto último 
supondría que se cuenta con una aceptable argumentación filosófica a favor de 1 y 2. Esta 
última observación posee cierto interés porque (hasta donde alcanzo a ver) sugiere la distin­
ción entre dos estrategias posibles de defensa 4<~ la superioridad de o~lle!l unQ respllCto de 
)9s lll!lguajes el!: orden sll!liDor. U!l!! estrl@gia débil apoyada en la coincidencia de las 
perspectivas fundacional y semántica;ll una estrategiajúerte respaldada en la coincidencia 
de los conceptos pre-fQrmales.l2 Esto.S .desarrollos pennÍte!l a¡n:eciar .el diverso costo filosó­
fico de tales defensas; en parti<;ular, el carácter oneroso. de la última. 

Interpretación 2. Supóngase que se acepta la tesis 2 pero que se rechaza (o símplemente 
no se cuenta con evidencia a favor de) la tesis l. Es deeír, el enf&¡ue semántiéo es exitoso 
pero el siritáctico no lo es (o, por Jo menos, no puede afirmarse que lo sea). El toorerua de 
completud permite concluir la adecuación del sis.tema deductivo en cuestión a la noción de 
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argumento válido pero no permite Inferir nacfu acerca de cómo se relacionan los conceptos 
pre-formales que subyacen a. las perspectivas lógicas que se pretende comparar, pues es 
impotente para resolver la cuestión de la relación entre las nociones de consecuencia .sin­
táctica y de argumento idealmente justificado. Esta lectura parece aproximarse a la inter­
pretación tradicional del teorem¡t de completud para lengUajes. de <lrden uno (clásico): lo 
que muestra es la adecuación d~l siste,ma deducti!Jo pues satisface: e/ control semántica. 
Esta primacía de la semántica no necesariamente está asociada con un rechazo de la tesis 1 
pero resulta. compatible con .d mismo. La le!'!Ura tradicional indudabl!lmen~adhiere a la 
primacía de la selii3titica; la duda quizá sruja en si debe <mtendétsela. ci)III.o comprometida 
con una concepción exclusillista del punto de partida pre-forma! o intuitivo (y éste seria la 
noción de argumento válido)13 o como comprometida ·con una -por l!Si decir- tesis de la 
primada semántica a nivel pre-forma!. 

lTJterpr~aci{m 3. Sup6ngase ;iliO(ll. q11e se acepta l;t tesis l pejo que se. ~j¡~c(o §Un­
plemente no se cuenta con evidencia a favorde)latesis 2. Es decir, el enfoque sintáctico es 
exitoso pero el semántico no. El teorema de completud entonces todO' 1<> 11ue :perinite 'con­
cluir es que existe una contrapartida semántica de la noción sintáctica. adecuada, pero nada 
informa acerca de la conexión: de esta noción sintáctica con el concePto pre-forma! de vali­
dez: no resuelve la relación entre la semántica (formal) coruítrnida y la· noción de argumento 
válido. Al igual que en la interpretación 2, si lo que se procuraba e(ll una comparación ex­
tensiomil entre los conceptos ll:itüitivos como me<lío para unifici:ii" aníbás perspectivas lógi­
cas, el teorema es inütil. Una observación marginal pero interesante es que una convicción 
de este tipo pareée subyacer en las lógicas que, presentadas ~omo sistenias deduc;ti~bs sin 
semántica intuitiva, auspician la .construeción de una cierta. sefuántica follnal que perinite la 
prueba del teorema. En cierto sentido, la justificación de tal semántica ·es su c¡¡pllcidad:.de 
permitir probar la completud. Se ha producido alli una ~s¡jecie d~ 'invers\§1,1' ~~1 e¡Íj'oque 
tradicional: de alguna forma uo es la semántica la que funci!!n<t corno ·~st' de la sint¡txis 
sino, por el confrárlo, la l~gi'iliilload de la semántica es daoa por su capacidad <le traducir 
los requerimientos de la sintaxis. Se podría conjeturar que. cierta diferencia intuitiva perci­
bida entre la dosis informativa del teorema de coiii.pletud de lenguajes de orden uno ( clá­
sico) y la ofrecida por los teoremas de completud de algunas lógicas divergentes -por 
ejemplo, ciertos sistemas paraconsistentes p aún ,el caso de 1~ lógic¡t intujci0nist¡t147 .queda­
rla así parcialmente aclarada Para decirlo un (anto meta(óricamente" la completud c~ica 
es 'completud del sistema dedUctiVo' y la. completud divergente (en los casos referidos) es 
'comp!etud de la semántica'. 

Interpretación 4 Supóogase, finalmente, que se rechazan ambas tesis (o n<:> se tiene eví­
dencía a fuvór de ninguna dela.s dos). Este caso contrasta tadicalméhte con la interpretaCión 
1: se tiene entonces (por así decir) la 'mínima inforrilatividadfilos6fica'. "Efteoiema'de 
completud no puede aclarar relación algona entre los concePtos pre'-forU1ales pero más "aún 
no puede representar cón:trol alguno de tina altérnativa eluddafuria sobre otra; es deeir, no 
expresa ni la evaluación de la sintaxis por la sem;\!ltica ~ la evalmlción de la semántica por 
l<t s\nt¡txis, y, natiJ!:almen~. no ofrece ningw¡a irlfilrmación f,I''!Pecto de las ~sis J y 2,. La 
propia denominación ( completud) parece .un tanto inmotivada .en esta alten!ativa; sería 
mejor denominarlo (como lo haeen alg¡¡nos autoresl5) ~teorema de coincidencitl~ o, 'corres­
pondencia': todo lo que afirma es que dos conceptos formales -a saber, consecuencia se-
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mántica y consecuencia sintáctica-- comciden extensionalmente para, lli,l 'i!l'rt9)~~;~ 
dado .. Debe notarse que esta interpretación -al igual que la 1- es radicalmente 'igi¡alip¡­
rista': no entroniza ninguna de las dos alternativas elucidatorias. 'q,, • 

5. Observaciones finales 
Dos conclusiones principales se extraen de los desarrollos precedentes. La primera es que 
cada una de las Interpretaciones propuestas, dependiendo del problema filosófico que se 
procure atacar, puede resultar valiosa o eficaz. 

Si se asume la pluralidad aludida de nociones pre-formales de 'consecuencia lógica' 
surge el problema acuciante de entender la articulación conceptual de las miSili3S. La 'ca­
pacidad filosófica' del teorema de completud para resolver tal cuestión d\ll)ende -
esencialmente- de la 'solución' al desafío planteado por las tesis 1 y í. Suéintam!lnte 
expuesto: sólo en la int!lrpretación 1 se encuentra una respuesta directa a la misma. En un 
sentido preciso, podrla decirse que tal interpretación asegura una especie de -para usar la 
feliz expresión de Sbapiro- 'completud pre-forma!' .16 Como sefiala adecuadamente esta 
au:tor,n esto supone defender la idea de que ci~ lrabilidáiles hUltialllis idealizadas 
(capacidades deductivas) son suficientes para justificar todo argumento válido 
(matemáticamente representable en el lenguaje formal en cuestión). En esta perspectiva, la 
apreciación de la conípletud como virtud resulta filosóficamente fuítdada. 

Si se atiende en cambio al problema de las opuestas jerarquizilciones de los. conceptos 
formales de consecuencia lógica quizá las interpretaciones 2 y 3 puedan res)l!tar de cierta 
utilidad heurística En particlilar, permitirian conjeturar que .es la fortaleza de la conexión 
con el plaÍlo pre-formallo que explica la jérarquización o la. prima!'Jª conC\ll)tual de sinJ:axis 
o semántica; no se trata (en principio) de propiedades matemáticamente aislables o identifi­
cables de una u otra dimensión lo que posibilita entender el énfasis respectivo. Es.ro esta­
blece que la predilección por uno u otro conc\ll)to puede (eventualmente) fundarse en razo­
nes filosóficas: contarse con una justificación conceptaal más.sólida o ~tivamente mej.or 
para la tesis respectiva .. El punto posee cierto interés porque contempla la posibilidad de un 
tipo de defunsa de la primacía (semántica o sintáctica) no absolutista -<!S decir, no reducci¡;>nista 

La interpretación 4, finalmente, resume una perspectiva peculiar -aunque no inédil:a- de 
entender el teorema de completud. Del punto de vista cqnceptual, tal perspectiva auspicia la 
cuestión del valor filosófico de este resultado, independientemente de su conexión (directa) 
con el plano pre-forma!. Quizá podria decirse que el interés de la misma reside más en 
sugerir que en resolver un problema. 

La segUnda conclusión que se sigue de esros análisis es el impacto conceptual de las te­
sis 1 y 2. Es importante notar que la discusión de la tesis 2posee una tradición que principia 
con la emergencia de la propia noción formal; recientemente, no obstante, el trabajo de 
Etchemendy18 ba generado una saga de i.inportantes debates. La tesis 1 posee también una 
valiosa tradición; análisis profundos y básicos de la noción de prueba (como el que ha sido 
desarrollado recientemente por Chateaubriand19) pueden entenderse. como contribuciones a 
una mejor comprensión de la misma. 

Un problema J;ilosófico del mayor Íl).terés (subyacente en cierto sentido a una mejor in­
telección de las relaciones entre las nociones pre-formales de argumenro idealmente jus­
tificado y argumento válido) es el de la autonomía o heteronomía de tales nociones. Este es 
-hasta donde alcanzo a ver- un auténtico desafio para la filosofía e historia de la lógiea. 
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Notas 
t Deseo agradecer Vivamente á los parQcipantes en la discusión posterior a la presentación de este trabq¡o; en 
especi~ al Dr Javier Legris, cuyas observaciones _me condujeron a explicitar 'ciertos supuestos -del texto original 
1 Puede verse, por ejemplo, Coffa \1975). . .. . 

2 La j~caclón de dicha exigencia puede leerse en Seoane (2000). 
3 SC'iniiemte poi:¡CoiiiPleiud'-·ta CO.O}lñicióil de lOs teOremas- que s·e denomlltan (estrigamente) •de correcc1ón'- y 
'de completud' .. 
4yéase Sti8piro(l991), pág. 36. 
5 En realidad, las opciones por uno u otro pUnto de partuhi poseen tm enJambre de consecuencias. AlgUnas de ellas 
son eatudiadas en Seoane (2000). · · · · · 

6 Este -tipo de disCUsión supone una perspectiva de gran- generaiidad: podría decir$e que de lo q~ ·se ·trata ~ de 
contrastar ~estrategias· elucidatorias! y ·no 7elucidaciones concretas'; n_o obstante. -el uso -que aq_uf hacemos- es 
_bastante_ menos abstracto. En la me4ida que n~_-díscusión está centrada en el teorema de. completud- para la 
lógica de orden un:o. las na:clones de siStema deductivo _(i.e. consecuencia sintáctica) :Y semántiCa formal (i .. e. 
s_emántica formal) son las ordinarias. Si se_ aspira_ a ~ontemplar la cuestión en ~u-~tica generali~ se· hace 
·necesario·-explicitar ciertas"exigencias_-(como ocurré-·en--18"-literntura citada), ·para ~más"l'igurosamerite 
ambas estrategi~. 
7 Por ci!af dos, véase Shaptro(1991) y Etcbemendy (1990) 
8 Véase Sbapiro, S (ob. cit), pág. 41. 
9 Para advertir la posibilidad de actitudes ,intelectuales -variadas ante l;¡s tesis, .es suficien~;-razonar .soJ>re las mis­
mas discriminando """pmción (o r~) de los írems a)y b). Un áiiáli$is más !ffio.,.<n témlinos de iril¡>li<;acilm­
puede enconlrlJ!se en Shapiro (1991), pág. 42. El propósiro aqui es mostrar el pnntu genernl y extraér algunas 
consecuencias. 
10 Véase Shapíro (1991) pág 35 
11 El peso del argumento depende, obviamente; ·del valoratributdo-a tales concepciones. 
12 Nafuralmente no· se pretende soStener que ·sean éstas las únícas alternativas que Se tienen ·pam uSar completud 
en la vindicación de primer orden. · 
!3 tJn· ejemplt>~l<>cuertte~dt·en<>·es·Társkft1936)c 
14 Debe· advertirse qúe no. se trata de la: mera precedencia temporal del cálculo~ respectO deJa semántica formal 
sino de una,relativru_nente clara-dij'erencia de status-_entre-los sjst~ -(m;m~~--Y -Sus serr$.P~ rysp_ectivas. 
15 Véase Alchourrón(1995) 
16 Dado que Shapiro discrimina _corrección y CQIIlpletud, habla de. 'completQ.d _pre-fonnal' en un _sentidO.- más 
estricto que el que .usamos aquí .pero la idea es exactamente la misma. 
17 Véase Shapiro (1991), pág, 42. 
18 vtase Etcl!emendy (1990) 
19 Véase Chateaubriand (!999). 
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