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Aspectos estructurales de la inferencia con predicados vagos
Luis Urtubey*

Introduccion '

En este trabajo consideraremos un planteo estructural de la inferencia con predicados va-
gos, tomando sobre todo en cuenta, por un lado, la propicdad sefialada por Copeland, quien
encuenira que el razonamiento. que conduce a las paradojas de la vaguedad, al tipo de la
conocida como “sorites” y “la paradoja del hombre calvo”, depende de Ia aceptacion de la
regla de corte (cut) y también de la contraccion; y por ofro, la funcion que parece asumir la
regla ‘cut’ o de corte, sefialada por Boolos, especialmente a través de la incidencia del mo-
dus ponens. Resaltareroos, asimisino, algunas semejanzas con la inferencia probabilista, y
una especie de fundamento compariide para la paradoja de Ia “loteria’, caso tipico. dé la
aplicacion de la l6gica deductiva en ese contexto y las paradojas que produce la'vaguedad.
Finalmente intentaremos poner en relacién también la orientacion modelistica conla-mas
propia de la teorfa de fa demosiracién en este dgmbito.

Las parado;as de Ia vaguedad y las reglas estructurales
Veanios en primer lugar Ia relacion entre las paradojas al tipo del sorifes y 1a aplicacion de
algunas reglas estructurales de la inferencia deduetiva, como la “contraccién” y la conocida
como “cut” o “corte”, en la inferencia que origina estas paradojas, tal como la presenta Jack
Copeland.! Partireroos para esto de una version de la “paradoja del hombre calvo”™ (fala-
kros), analoga a la del “sorites” o monton. Cabe advertir que, en aras de la brevedad del
trabajo, asumiremos algtnos conocimientos elementales de t6gica de primer orden.

(1) Ve {x no es calvo cuando X tiene n cabellos en su cabeza —» x 1o €3 calvo. cuando

tiene n-1 cabellos en su cabeza)
{2} xno-es calvo cuando x tiene un millén de cabellos en su.cabeza.
Por 1o tanto, (3) x no-¢s calvo cuando x tiene O cabellos en sn cabeza.

En primer Ingar, (1) no puede ser completamente verdadera, pues la paradoja reduce al
absurdo este supuesto. Como se sabe la otra posibilidad, que (1) sea completamente falsa,
tiene como consecuencia que 37 (X 1o es calvo cuando x tiene 1 cabellos en su cabeza y x
es calve cuando tiene »-1 cabellos-en su cabeza), es completamente verdadera, lo cual pa-
rece aigo irreal.

Sea entonces, (1), el valor de (1), igual a 1-5, para algiin 3 > 0. La idea es que para al-
gunos propositos practicos, se puede ignorar el valor 3. Supongamos, de este modo, que el
valor de cada instancia de eliminacién de una cuantificacion universal VxP es idéntico al
valor de VXP mismo. Representemos “x es calvo cnando x tiene » cabellos en su cabeza’
con ‘B, El valor de Ia conclusién del-primer paso del argumento: se obtiene resolviendo 1a
ecuacion:
1-8=1-(1 -v(~B999,999))
vy el segundo paso, ~B999,998 resolviendo:
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1-8=1-(1~38)-v(~-B999,998))

y el tercer paso resolviendo:

1-8=1-{(1-28)-v(~B999,997))

y asi sucesivamente. Los valores de los elementos de esta secuencia: -B1,000,000,
~B%99,599, ... descienden de modo continuo hacia 0. Sin embargo este décrecimienio es
localmente despreciable:

~B100,000,000 1

~B999599 1-3

~B999998 1-25

~B999,997 1-33

Cada iteracion del modus pohens preserva 13 verdad hastante, en cuanto que ¢l valor de
la conclusion siempre difiere s6lo en una cantidad ‘despreciable’ del valor de la conjuncién
de las premisas, Pero al encadenar suficientes pasos, una cantidad que: es despreciable des-
pués de una vnica iteracion, comienza a hacer sentir su presencia. Esto explica lo que uno
esta inclinado a decir “preteoréticamente” sobre la paradoja: cada paso individnal parece
correcto, sin embargo de algiin modo resulta un desastre.

Hay que decir que en esta version de la paradoja se asume también la vaguedad de or-
den superior, porque es parte de 12 naturaleza de ias cosas que no podemos especificar €l
minimo j tal que ¥Vr>f (~Br—~Bn-1), es completamente verdaderc. Y no podemos especi-
ficar tamipoco el mdximio k tal que W(Vn<k (~Brn—~Bn-1)) < 1.

Ahora bien, parece haber un amplio consenso entre quienes adscriben a fa idea que la
Iogica difusa resuelve las paradojas, de este tipo, que la culpa recae en la regla del modus
ponens. La inferencia:
~Bn— ~Bn-1,~Ba} ~Bn-1

es invalida. Se piensa que una inferencia es valida si y solo si ¢l valor de fa conclusion no
puede ser menor que el valor de la premisa més débil; y como vimos hay muchos puritos en
la secuencia del argumento en que €l valor de la premisa ~Bn excede el valor de ~Ban-I.. Sin
embargo, como Dorothy Edgington obscrva, ‘decir que €l modus ponens es invilido no
hace sino obscurecer una distincion. importante: entre el caso donde la caida del valor de la
conclusitn esta restringido por los valores de las premisas, yel caso en-queno lo estd’.

En la logica difusa, cada aplicacion del modus ponens en el argumento es bastante
buena, ya que la medida en que el valor de la conclusién se desvia por debajo del valor de
la premisa mis débil nunca excede 5, y por hipdtesis 8 es despreciable. En general, donde
A —> B es casi verdadero, ¢f valor de B; aunque menor que €l de A, siempre serd casi el
mismo que el de A, El modus ponens preserva bastante 1a verdad 2

No obstante, en la l6gica difusa —dice Copeland- la iteracion irrestricta de inferencias

vélidas poede generar problemas. Un andlisis sintictico del razonamiento presente en la
paradoja, resaita el problema y sugiere un modo de enfrentarlo.

Veawos entonces el analisis de Copeland. Abreviaremos la premisa (1) del argumento,
Ia premisa mayor, con la letra “M’. La primera iteracién en la cadena de razonamiento
puede representarse de este modo:

M| ~B1,000,000 - ~B$99,999
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~B1,000,000 — ~B999,999, ~B1,000,000 |- ~B999,999
M, ~B1,000,000 |- ~B999,999 por Cut.
La segunda iteracion es
M}- ~B999.999 — ~B999,998
~B999,999 — ~B999, 998, ~B999,999 |- ~B999,998
M, ~B999,999 |- ~B999,998 por Cut.
Fundiendo estos resultados por una aplicacién posterior de Cut, resulta:
M, M, ~B1,000,000}- ~B999,998

Hay que notar que la regla cut no proporciona un medio por el cual librarse de la se-
gunda ocurrencia de M generada de estc modo. En la légica clasica, cualquier repeticién de
una formula puede borrarse una vez obtenida, mediaute la aplicacién de la regla denomi-
nada ‘contraccion™ A, A, T} A : ATk A

Esto sin embargo, no podria hacerse aqui. Al final de wna cadena de inferencias que.
forina un drgumento de esta clase, arribamos a:

M, M, ... M, ~B1,000,000} ~BO

(¢Cuantas ocurrencias de ‘M’? ;1.000.000, quiz4s?) En ausencia de la confraceibn irres-
tricta, esto no pucde transformarse en la indeseada:

M,-~BJ, 000 006 }‘ ~BO

Podemos pensar que el nimero de ocwrrencias de ‘M’ es un registro del namero de ite-
raciones del modus ponens. Cuando el ntimero de iteraciones es pequefio, la contraccién
puede aplicarse en forma segura (siempre asumiendo que la situacién es tal que cada 1tera—
ci6én preserva ‘bastante’ la verdad, en el sentido que vimos antes). Pero ctiando una deriva-
cidn estd sefializada con una larga secuencia de repeticiones, [a contraccién se torna peli-
grosa.

El anilisis de Boolos

En su analisis Boolos se vale de otra version de la paradoja.’ Llamemos ‘premisa inductiva’
al enunciado:que para todo nlimero natural #, si.n es:pequefio, n+7 es pequefio. Ya-que 0 es
pequeiio, pere mil millones no lo es, “es pequefio’ es un contracjemplo para ¢l principio de
induccidn matematica si y sélo si la premisa inductiva es. verdadera. ;Cuél seria el cardcter
de las razones que tenemos para considerarla falsa? Un aspecto importante: s que su false-
dad no es-obvia: El argumento:

Cero &5 pequefio

Si cero es pequefio, entonces-mil millones-es pequefio.
Por lo tanto, mil millones es pequefio.

Do presenta ninguna paradoja; s un argumento vilide aunque no es mteresante cuya se-
gunda premisa es obviamente falsa.

La premisa inductiva, es falsa —dice Boolos— debe serlo, ya que en conjuncién con una
verdad implica una falsedad. El problema es que parece verdadera.. Boolos sefiafa que, gran
parte de 1o que hace que sean paradojas las paradojas de la vaguedad es que, aungue sabe-
mos que las premisas problemdticas tienen consecuencias faisas, estas parecen de algin
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modo verdaderas, y nos vemos forzados a aceptar la conclusién que son. falsas. Boolos
pregunta si se puede hacer obvia de algiin modo la falsedad dela prennsa mductwa

la derivacién mds corta de S#{1000000]a partlr de Sty Vx(Sx - Sx’ )‘?4 la respues
menos de 70. El becho de que la respuesta més frecuente esta muy por arriba de este ni
mero, se explica por cierta ‘explosividad’ de las sentencias con la forma de la premisa -
ductiva que, cuando se ve en accién, hace que la premisa se manifieste como la falsedad
que estamos convencidos que debe ser. De este modo, concluye Boolos, ver que una evi-
dente falsedad, qué se sabe que es consecuencia de un enunciado, es una consecuiencia
menos remota de lo que habiamos sospechado, puede hacernios cambiar de opinién sobre la
obviedad de la falsedad del enunciado.

En general, si n < 2*, hay una derivacion de S#n] a partir de S# y Vx(Sx — Sx’ ) en un
sistema como ¢l de Mates, que contiene < 4& + 1 lineas, Y Ia compresion no se altera mu-
cho si se restringe la aplicacion de T (tautologfas), de modo que minguna aplicacién con-
tenga més de dos premisas; la cota 4% + 1 no necesita entonces aumentarse mas alla de 5k.

Viile la pena hacer notar que en cualquier forma razonable que entendamos “efectuar’ o
desarrollar la derivacién, estas derivaciones ‘comprimidas’ no pueden efectuarse en las
formulaciones usuales del método de fable: o 4rboles. Este método es por supuesto: com-
pleto, como los métodos estindar de deduccién natural, pero decir que un método (correcto)
es completo sunplemente es decir que puede generar alguna demostracion de cada argu-
mento valido; no es lo mismo que decir que pueda generar una réplica de cada demostra-
cién que puede generarse por.medio de cualquier otro método correcto.

Para que estas derivaciones tengan ung réplica en el método. de las tablas, debemos
agregar a la formulacién esténdar del método alguna regla como la version del modus po-
nens-que Jeffrey denomina XM, por ‘tercero excluido’: dividir en dos toda rama abierta v
agregar cualquier sentencia a upa de las dos ramas y su negacion a la otra. En ausencia de
XM o alguna regla semejante, una. derivacién de S#[1000000] a partir de. S# y Vx(Sx —
8x’), Le, un &rbol cerrado con S#[1060000], S# y Vx(Sx — Sx” )y —S#[1000000] en el
origen, contendria circa dos millones de lineas. Pero con el agregado de. XM podemos
inmediatamente hacer que ¢ = Vx{(Sx —> Sx’* ) use Vx(Sx —» Sx’ ) para cerrar la subtabla,
comenzando con —~Vx(Sx — Sx’'), entonces volver a aplicar XM con ¢ = Vx{(8x—:Sx™""),
usar Vx (Sx — Sx’’) para cerrar la subtabla originada con ~¥x(Sx — Sx"*}, etc. Vemos
asi una vez mis que al agregar ¢l modus ponens o XM permite ¢l desarrollo y subsecuente
empleo de informacitn capaz de disminuir notoriamente lIa distanicia inferencial éntre cier-
tas premnisas y las conclusiones que se siguen de ellas.

El Sorites y la paradoja de la loteria
La paradoja de Ia loteria —dice Edgington— representa un problema para una concepeidn no
gradualista de las creencias. Parece forzoso que una creencia que A y una creencia que B
justifican una creencia que A&B. Pero la #eracién de este principio conduce a la paradoja:
Para cada n, que es el nlimero de un billete de-alguna loteria, creo que el billete » no ganaré.
Pero no creo en la conjuncion de todas estas proposiciones..

En general, la paradoja de la loteria arroja dudas sobre el uso de argumentos validos, en
nuestra practica inferencial, cuando hacemos deducciones a partir de premisas que son
mMENos que cwrtas Muchas aphcacmnes de &-introd. nos llevan de premisas que estin
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cerca de la certeza a una conclusién que es ciertamente falsa. Inclusive una aplicacién de la
regla da una conchusién menos cierta que cada premisa: ‘Ni B, ni B, ganarén’ es merios
cierta que *By no ganard’ y que ‘Bz no ganard’. En este sentido, la validez no preserva la
creencia racional. Moraleja: los argumentos validos proporcionan buenos métodos de for-
macién de creencias solamente cuando las premlsas son ciertas; no se puede confiar en
ellos cuando se hacen inferencias a partir de mas de una premisa de la que no se tiene cer-
teza.

Como se aprecia ensegu.tda, esto significa una restriccion notoria en el uso deé la dedue-
cién. Obtenemos informacion 4 partir de diferentes fuentes, pot testimonio, perceépcion, etc.
La retenemos en la memoria. Sabemos que no tenemos garantias de que estas fuentes estén
libres de error. No cbstante, el valor de la deduccion en cuestiones contingentes radica
justamente en poder juntar distinfos elementos de informacion.

Qftra desventaja de este rechazo, sefiala Edgington, es que funda un cambio preciso en la
pradtica miferenicial; en una distincién vaga. Tenemos muchas-creencias en la regién de la
certidumbre, por llamarla de alghn modo, respecto de los cuales nos veriamos en apuros
para decir si son estrictamente ciertas ¢ meramente ‘muy proximas. Seifa desaforiunado
enfonces, que una gran diférencia en el potencial de nuestras creenicias respecto a la infe-
rencia se apoyase en esta diferencia para nada ¢lara.

Al igual que en el caso que analizamos anies, el problema con la paradoja de 1a loteria
parece hallarse en que un gran nimero de minusculas ‘incertidumbres se incrementan; 1a
conclusién en el peor de 10s casos hereda la incertidumbre de cada premisa, y de alli la
suma de las incertidumbres de cada una. Consideremos uria serié de ‘&-intrd.’, en que cada
paso agrega una creencia casi cierta. Ninglin paso particular hace una diferencia significa-
tiva. No obstante, bastantes pasos nos pueden arrastrar iy Iejos cuesta' abajo en ;la ro-
dada”. T

El pnnclpm ‘Una creencia que A ¥ una creencla que B Justlﬁca uBa creencia que A&B’

encias son aproxamadamente clertas. Al 1gual que antes, no. necesxtamos preocupamos. en
deducciones cortas del hécho qiie las prerhizas no sean bastante ciertas, o que la linea entre
la-cerieza ¥ sus vecinos mas cercanos no sea clara; bastante cerca es bastanie bueno,

El siguiente argumento dé Edgington, muestra que se tratd de una reaccién exagerada a
la paradoja de la loteria, cuando se excluye toda deduccion valida en este contexto.

Sea p(A) la probabilidad de A- p(=A) = 1 —p(A). Llamemosa p(—A) la improbabilidad
de A, i(A). En un argumento vélido, cualquier a51guac16n consistente de probablhdades a
sus premisas y conclusion tiene esta propiedad:

Propiedad restrictiva o limitativa: La improbabilidad de la conclusién no excede la. suma
de las improbabilidudes de las premisas. (Adams y Levine).

A modo de gjemplo, adoptemos algunas cregncias autéctonas.
A: River obtendré una mejor ubicacion que Talleres.
B: Talleres obtendra una mejor ubicacion gue Belgrano.
C: River obtendré una mejor ubicacién que Belgrano.
Sea p(A) = 0.9 y p(B) = 0.9. Que podemos decir sobre p(C). Como A & B-implica C, ~C
implica™A v —B, Asi p(—C) no puede ser mayor que p(=A v —B) (S1 D implica E, p(D &
-E) = 0. Es un teorema de Ia teorfa de 1a probabilidad que si p(D & —E) = 0, p(D) < p(E)
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[sip(D & —E)=0,p(E) = p(D&E) .p(E)= p(D&E) +p(~D & E) = p(D)+p("D&E) 2
p(D).] Pero con p(~A} = 0.1 y p(-B) = 0.1, p(—A v —B) no puede superar 0.2 (Seré *
0.2 si p(—A & ~B) = 0; de otro modo serd menor que 0.2 [por aplicacién de p(D v E) =
p(D) + p(E) — p(D & E)1. Asf, st i{A)= 0.1y i{B) = 0.1, i{(C) < 0.2, p(C) = 0.8

Por el contrario, segin ¢l planteo de Edgingion que estamos siguiendo, si un argumento
no es vélido, i.e, hay una sitbacién posible en que Jas premisas son verdaderas y la conclu-
sién falsa, entonces hay una asignacion de probabilidades, consistente con las leyes de la
teorfa de la probabilidad, que da a sus premisas probabilidad 1 y a su conclusion probabili-
dad 0. De modo que no tiene la propiedad restrictiva (limitativa).

Se puede ver en consecuerncia, que la creéencia, idealizada como precisa, esta limitada de
modo similar. Sustituyendo p(A) por c(A), ¥ i(A) por u(A) [la.incertidumbre de A}, la in-
certidumbre d¢ la conclusién no puede superar la suma de las incertidumbres de las premi-
sas, en un argumento valido,

Para Edgington, es posible tratar‘las paradojas de la vaguedad en forma andloga a la pa-
radoja de 1a loteria y de este modo &l modus ponens resuita vélido en-ese contexto. El pro-
biema con los argumentos de este tipo, no es el modus ponens, sino que un gran nimero de
mimisculas desviaciones de la verdad se incrementan: la conclusion en €1 peor de los casos
hereda la desviacion de cada premisa, y de alli la suma de la desviacién de cada una. Por
esto también resuitaba faisa la premisa inductiva, que ignoraba este hecho, aungue no ob-
viamente falsa. En ¢} caso de la creencia no es incorrecta la regla &-infrod., pero silo.es el
proceder sin restricciones, como lo expresaria Ia premisa inductiva en el caso anterior.

El resultado reivindica la formacion de creencias sobre Ia base de la dedurécion & partir
de premisas de las que no se tiene certeza, siempre que no haya demasiadas premisas, y que
se¢ hallen bastante cerca de la certeza. Aunque no se puede esperar mucho de un argumento
vélido con 100 premisas cada una de Ias cuales es 99% cierta.

Conclusién: de ilusionés se vive y...

Barwise y Etchemendy sefialan que el dominio natural de la Iégica es el estudio de las for-
mas validas de razonamiento, i e., de los métodos para extraer nueva informacion a partir
de informacidn ya obtenida, sin imporiar como se Ia represenie. Ubicandonos en esta pers-
pectiva de la l6gica, y a partir de lo visto, se sostiene entonces que el modus ponens permite
obtener informacion inclusive cuando hay vaguedad e imprecisién. Para Copeland propia-
mente el problema estaba en permitir Ia contraceion en estas inferencias. En el analisis que
hace Boolos, es necesario el modus ponens para mostrar 1a falsedad de la premisa inductiva.
Se puede entender 1a idea de Boolos en congruencia con Edgington, ¢n el sentido que debe
tomarse estas inferencias con ciertos recaudos. Al tiempo de resultar falsa la premisa in-
ductiva, habria que considerar que cobra sentido porque crea una ‘itusién de verdad’. Al
producir la confraccién, se ignora un hecho importante: los mumerosos pasos en que se
aplica la premisa inductiva, lo que aumenta la desviacion produciendo el resultado parads-
Jico. La contraccion produce esta ilusién, de modo que al impedirla, va no se presenta. De
modo andlogo, la validez no preserva la creencia racional, de modo. directo. Pero esto no
deberia significar que no haya formacién de creencias deductiva. La propiedad que deno-
minamos como ‘hmitacién’ da una forma diferente que permite la formacidn de creencias
en este caso, apoyandose en inferencias validas, También aqui se crea una ilusion respecto
a la factibilidad de la conjuncion, sin total certeza. En el peor caso, la conclusion hereda la
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incertidumbre de las premisas y de ahf la suma de estas. Esto evita la flusién que se produce
al pasar a la conjuncién sin recaudos, ie., Ia ilusion de que sehereda la certeza,

En cada caso, la conjuncidn y 1a premisa inductiva, crean una ilusion de verdad que
luego se desenynascari. Para la con_;unclén, esto se da por la preservaclén de incertidumbre,
en el peor de los'casos.

De hecho lo que sucederia con los predlcados vagos ¥ la mcertldumbre e que hemos
aprendido o podemos manejarnos dentro de los limites, en un equilibrio. Esto es lo que los
modelos 16gicos tratan de capnu"ar (idealizadamente) y constituye el criterio de validez a
explorar. Edgington observa que ‘en la mejor alternativa, nonmalmente podemos permitir 1
casualidad respecto a donde terminan las verdades claras: usamos el mismo razonamiento,
dentro del limite: o fuera de este, con los mismos resultados aproximadamente”. Este es el
aspecto que explotan también los modelos gradualistas: la flexibilidad para acomodar las
estimaciones casuales y Testablecer el equilibrio.

Notas

! Contraccion. A,A, T} A= ATLEA. Cit: Il A A AOFZ = L0 AZ Comodecos
tumbre, las letras griegas representan secuencias de formulas separadas por comas o formulas sunples o bien una
secuenc:a vacia Las fefras latinas, & su vez, representan fétmulas

2 Bsto, en genera!, depende del condicional elegids.

? Se trata de la conocida como “Paradoja de Wang™

# B4 ef arguniento, Boolos wiiliza "=y ¥ para designar la funGibi Siicesor y'Gero, respictivaments. A su-vez,
8[] indica el resultado de escribir  ocurrencias consecutivas de “’ ™.
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