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Epistemologta e Histonia de la Cienca * Volumen 16, 2010

Hacia una respuesta al Dilewa de Benacerraf

Tialeria Sol Vahao

Como es sabido, se considera que la filosofia de la matematica surge en el siglo XIX, con
la publicactén de los Grundlagen der Arithmetsk’ de Frege, obra que indica el nacimiento del
programa logicista y que fundamenta la posicién de Frege en el debate surgido en el siglo XTX
acerca de los fundamentos de la matematica’. Alli, emergen ciertas problemiticas que serén
claves en el desarrollo posterior, ya en el siglo XX, de la anterormente mencionada disciplina
filosdfica, y que se encuentran estrechamente vinculadas, 2 saber: cudl es la naturaleza de las
entdades matemincas de las que hablan los enunciados matematicos (ontologia matemadca),
c6mo es posible el conocimiento de estas entidades {epistemologia matemadtica), y el problema de
la verdad matemética en refacidn a la clucidacion del significado de dichos enunciados (seméntica
de lz mareminca).

Como es también sabido, cuando reflexionamos acerca de la verdad matemainoca, se torna
cructal hacer referencia al ardculo ya clésico “Mathemancal Truths™ de Benacerraf. Allf, el
autor, retomando aquellas problemdticas fundamentales, establece que un analisis adecuado de
la naturaleza de la verdad matemanca debe dar cuenta de dos aspectos: por un lado, encontrar
una nocton de verdad matemitica que séa consi$tente con una nocién semdntca de verdad pa_ra
los enunciados matemancos, y analoga a una semantica para el lenguaje ordinario, que nos dé
el significado de los enunciados matematicos que expresan esas verdades y, pot otro lado, dar
una tespuesta a como es postble el conocimiento matemanco que nos permita elucidar como
se conocen las. verdades matematicas. La dificultad de dar con una teotia que contemple_; ala
vez, ambas dimensiones, ha levado a denomunar el ductym benacerrafiano “ef dikema de Benacerraf™
Ahora bien; shay alguna manera de das una respuesta a dicho desafio y, de esta manera, evitar
dicho dilema?

El objenvo de este trabajo es analizar las consideraciones de Benacerraf, a los fines de evaluar
en.qué medida consttuyen un desafio, mds que un dilemna propiamente. En este sentido, intentaré
hostrar que, s1 ben se suele considerar que aquello que Benacerraf propone hay que entenderlo
como una crittca al realismo matemitico, efecuvamente habria espacio para establecer la relacion
entre la verdad y el conocimiento s1 se considera una concepaidn de conocnuento alternativa a Ia
planteada onginanamente por el autot, a la luz de clertas :deas fregeanas acerca de la naturaleza
de los niimeres naturales y la fundamentacidn de la antménca,
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A tales efectos, expondré, en primer lugar, las consideraciones de Benacerraf, en segundo
lugar, anahizaré los limites y alcances en que lo que respecta a estas consideraciones en general, ya -
laidea de conocimiento matemauco involucrado en la propuesta de dicho autor en particular, para
luego establecer, hacia el final del presente trabajo, en qué medida el realismo matemanco evitaria
dicho dilema, a los fines de sustentar la rests de que es posible dar con una teotfa que explhique la
relacién entre el sigmficado de los enunciados matemitcos y el conocimiento que tenemos de
ellos, apelando a ciertas consideraciones de Frege, en especial aquellas presentes en sus Grandlagen, _.
de las que se desprende su compromiso con un objetvismo o realismo acerca de los mimeros a
la luz de ciertas consideraciones epistemoldgicas propias de su programa logicista.

I

Benacerraf plantea que, en general, las elucidaciones acerca de la naturaleza de la verdad
matemdtica se centraron en dos ntereses diversos: por un lado, dar con una semintica parz log
enunciados matematcos analoga a la semantca para el resto de lenguaje, v, por otro lado, que il

elucidacién se realice a la juz de una “epistemologia razonable™

A tales efectos, propone dos
tequisitos que una teotia de la verdad matemanca deberia satsfacer: un requisito semantico yu
requisito epistemoldgico. Segin el primero, toda teorfa de la verdad matemitica debe estar en
conformidad con una teoriz general de la verdad, lo cual se-puede hacer sobre [z base de alguna
teotia general para el léniguaje tomado como un todo, aceptatido, por ejernplo, la semdntea
referencal tarskiana. El segundo requusito, en cambio, establece qﬁe tenemos que poder conoa
que las condiciones de verdad de los enunciados matemdticos son sansfechas. En otras palabra
“¢l concepto de verdad matemdtica debe enmartcarse en una explicacion general del conocmients
que haga inteligible cémo es que tenemos el conocimiento matemitico que teneiios™, Sit
embargo, el autor sefiala que, las exphcaciones de la verdad mateminca que tratan el discurs
matematico v el extra matematco de modo similar, satisfaciendo, de este modo, el requisitd
semdntco, lo hacen con el costo de dejar ininteligible como es que podemos tener conocimien
matematico alguno, mentras ,que‘aqﬁéﬂa's que atribuyen 2 los enunciados matemiticos el tlp
de condiciones de verdad que podemos conocer, lo hacen 2 expensas de fracasar en conectat
esas condiciones con alglin anilisis de las braciones que muestre de qué manera las copdiciones
asignadas son condiciones de verdad. Asi, Benacerraf considera que un anilisis adecuade-de
fa noci6n de verdad matematica debe dar cuenta de ambos requisites ¥ en esto consiste o g
posteriormente ha sido denominado “el dilema de Benacerraf”. Como sefialan Hale v Wrigh
wnto el requisito semiatico como el requusito epistémico, tomados por separado, son pasibles¢
ser sansfechos, “el problema radica en dar con una explhicacidén que stmuléineamente los satisfaga

a ambos™ ®
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I

Cuando Benacerraf desarrolla como deben concebirse los requisitos anteriormente
mencionados que toda teotia acerca de la verdad matemantica deberia sansfacer, considera que
ambos estarfan sansfechos s1 se aceptara, por un lado, la semintica referencial tarskiana v s1, por
otro lado, dicha semdntica “se engrana con una epistemologia razonable™ Y dado que quien
acepta la teoria tarskiana de la verdad, al concebir que las condiciones de verdad estan dadas por
las referencias de los enuncados, se compromete con la existencia de entidades maremaricas
que por ser abstractas u objenvas no-reales no poseen eficacia causal, se torna dificd ver en
qué medida es posible para éste explicar el conocumiento matemético. Y aqui surge el problema,
cuzndo consideramos qué entiende Benacerraf por epistemologia razonable. Esta es concebida
en términos de una teorfa causal del conociniento, que “dé cuenta del vinculo entre nuestras
faculiades cognifivas y los objetos conocidos™, en virtud de la cual, st un sujeto X cree que
P, debe haber conextones causales entre las condiciones de verdad de p y los fundamentos de
X para creer que p°. Asi, el planteo de Benacerraf descansa en una pecubar concepadn de la
idea de conocimiento, en virtud de la cual el conocimiento queda dircunscrpto al dmbito del
conocimitento causal, bajo el modelo sueto cognoscente-objeto conocido, cuyo conocimeénto
es cansade por aquello que es conocido, andlogo al conocimento perceptiva que tenemos de los
objetos senstbles Asi, lamatemitica es asimilada a una ciencia empinca, en virtud de lo cual, deberia
poder dar cuenta del conocimuento en térmminos causales. Como sefiala Linnebo, “demandando
una conexibén causal entre el agente epistémico y el objeto de conocimiento, Benacerraf trata
I matemitca platonssta mas bien como la fisica y las otras vanedades de ciencias empincas™™.
Por ello, considero que el requisito epistemolégico de Benacerraf wnvolucra una respuesta que
conlleva una reduccién en 1o que 4l conocimiento matematico respecta, apelando a una respuesta
naturalista, esto es, compatible con la concepaién general segiin la cual todos los hechos, inclusive
los hechos mtencionales o seméanticos, pueden ser reducidos, en tltima 1nstancia a hechos fisicos
o naturales. En otros términos, supone una respuesta empirica y acorde con los resultados de la
cienciz -como la psicologia empirica, por ejemplo-, ¥ es dificil ver hasta qué punto una respuesta
naturalista en el terreno de la filoscfia de la matemadnica es pasible de ser dada, sin caer en una
reduccién del conociifiiento matemanco a las habilidades cogmtivas o procedimientos presentes
a la hora de justficar el conocimiento matematico que tenemos.

De este modo, st aceptamos e requisito semantico, nos comprometemos con una ontologia
platonista en virtud de la cual los enunciados matematicos refieren a entidades objetvas, pero
que carecen de poder causal por estar fuera del espacio y del uempo, por lo que no podremos
dar cuenta de cdmo entramos en relaciones causales con dichas entndades. De ello se sigue que

no podremos satsfacer el requisito episternolégico, al ser concebido en térmunos causales, por
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lo que los enunciados mateméiticos resultarin mcognoscibles. En otros términos, s1 concebimos,
tal como hace el realista matemanco, que los enunciados mateméincos son o bien verdaderos, o
bien falsos, v que las condiciones de verdad estdn dadas por las referencias de los enunciados,
nos comprometemos con la existencia de enndades matémdticas que por ser objettvas no-
reales, no poseen eficacia causal, y ello parecerfa inexorablemente mnvolucrar el problema del
acceso epistémico a dichas enndades. .Coémo es entonces que tenemos conocamiento de ellas?
Diversos autores que se hacen eco de algin upo de realismo platonista han tratado de ofrecer
una respuesta al problema del acceso epistémico. desde Frege con su programa Jogicista, Godel
con la postalacidn de la ntwicién como aquella capacidad que nos permmte acceder a los objetos
matemancos, linea de pensamiento que ha sido retomada pox Parsons, hasta el estrucruralismo
neoplatomsta de Shapiro. En un escrito contemporineo al de Benacerraf, Steiner distingue dos
upos de platonismo. por un lado, el platomsmo ontolégico, seglin el cual “las verdades matematicas
describen mnfinitarnente muchos objetos matemdncos reales” y, por otro lado, el platonismo
epistemologico, segin el cual “tenemos conocimiento de las entdades matemdticas por medio
de una facultad symilar 2 la pcrcepqén senstble”™!. Como es sabido, Godel adheria a ambos tipos
de platonistno. No obstante, s1 queremos mantener la 1dea de que los enunciados mateméticos
son verdaderos (o falsos), pero no queremos aceptar una concepcidn empinsta del conocimiento,
nt queremos apelar a la postulacién de alguna facultad como la intuicién que, de modo andlogo
a la percepcidn sensible, nos asegure el conocimiento matemético por medio de alguna suette
de vizén subjetva que nos pone en contacto directo ton aquellas entidades objetivas 2 las que
refieren los enunciados matemancos, spodemos dar cuenta del conocimiento que tenemos de
los enunciados matemancos? En otros térmuinos, st adhenimos sélo al platomsmo ontoldgico, sse
torna imposible dar cuenta de conoamiento matematico alguno? Creo que una via de respuesta
posible al desafio planteado por Benacerraf encuentra su origen en clertas consideraciones que

se enmarcan en el programa logioista de Frege.

11

Las 1deas fregeanas acerca de la naturaleza de los nimeros naturales y la fundamentacion de
la arpmética, en su vinculo con la nateraleza de los objetos y leyes de la Idgica, estin expuestas en
diversas obras que Frege escabié a lo latgo de voda su-vida: Begrffsschrift, Grundlagen, los primeros
escntos semanticos, y en Grumdgesetze, nicleo del programa logicista y obra en la que culmina
su proyecto. Asi, su corpss se constituye como una respuesta a dos preguntas fundamentales
que guraron su investigacion floséfica en torno de la fundamentacion de la aremética: (cudl
es la fuente fundante de nuestro conocumiento de la verdad de los enunciados matemaucos
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(antméucos)? v .cudl es el estatus ontolégico de aguells que hace que los enunciados armeéncos
sean verdaderos?

Como es sabido, el interés del programa logicista de Frege, esto es, su mtento de reducir la
antmétca a la 1ogica, fue jusuficar, en tanto fundamentar, la matematca puta 2 partir de Ia logica
pura y clertas defimiciones, elucidando cémo podiamos dertvar Jas verdades analiticas y a-priornt
de la anioméuca, a partr de defimir las nociones antméncas por medio de nociones logicas y de
deducir los axiomas de la aritménca por medio de principios kdgicos. Su objetvo fue examinar las
verdades matematicas para asi “encontrar la prueba y retrotraetla hasta sus verdades originarias”!?
v, de este modo, fundamentar la antménca a la luz de un interés epistemoldgico: comprender la
naturaleza de nuestro conocimiento antmético, bajo la idea de dar con la razdn iluma que nos
justifica a terter un enunctado por verdadero. Como es también sabido, Frege adhirié a una tesis
objenvista acerca de los niimeros. estos son objetos légicos que existen independientemente en
un tercer remo -que se distingue tanto del reino objetivo y real de los objetos fisicos como del
reino subjetvo € indvidual de las 1deas o Ias imagenes mentales-: “Pues el nimero es un objeto
de la psicologia o el resujrado de proceses psiquicos tanto como lo pueda ser, digamos, el mar
del Norte . el niimero es 2lgo objetvo.. Distingo lo objetvo de lo que es palpable, espactal o
real”. * “spero dénde estd el nimero 47 No estd mi fuera ni dentro de nosotros. Entendida en
senndo espacial, esta afirmacidn es correcta. No tiene ningiin senudo una deterpunactén Jocal del
numero 4; pere de ello solamente se sigue que no es un objeto espacial, no que no sea mnguno
objeto en absohuto” ™

Dichos objetos, son atemporales, no espaciales, causalmente mertes y objeuvos en tanto
no necesitan de portador alguno dado que son 1ndependientes de que alguien los piense o los
capte. Por ello, son descubtettos y no creados por los wdividuos, y sori intersub']'euvos'is.‘ Este
compromiso con el objetivismo acerca de los niimeros (como asi también acerca de los concepros
v los pensarentos) ha llevado a que se lo considere un platomista o realista acerca de las entidades
matemndticas v logicas.

En Grundlagen, Frege comienza anahzando los enunciados de la aritméuca, v en contra de
posiciones empiristas, formalistas y psicologistas, sefiala que su mterés radicard en 1nvesngar el
concepto de numero, en tanto los enunciados que mnvolucran nimeros conuenen aserciones
no sobre las cosas sino de los conceptos. Los conceptos, se diferencian de fos objetos, en que
estos dltimos caen bajo aquellos y constituyen su extension. Medunte un enunciado nemérico,
adscribimos un némero a un concepto.'® Ahora bien, .cémo es que conocemos los enunciados
que mvolucran mimeros? En virtud del logicismo fregeano, debernos preguntarnos: scémo
es que conocemos las verdades idgicas primitivas, que son analiticas y a-priott, ¥ las teglas de
mferencia de las que se derva nuestro conocimiento maternéatico? La respuesta de Frege es que
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conocemos dichas verdades basicas que fundamentan ka anméuaca, ya no mediante una facultad
como la intmcén, sino por medio de la razén o el pensar. En un escrito tardio'”, Frege disnngue
tres fuentes de conocimiento. la percepcién sensible, la fuente de conocimiento geométrico y
remporal v la fuente de conocimiente logico. ¥ dado-que el conocumento matemitico, en sentido
estricto de la anitmética, es conocimiento légico, este tendri lugar también en virtud de Ia razén
o el pensar: “[En] la antméuca... el objeto propio de la razdn es la razén En la aritméuca
nos ocupamos de objetos que no nos vienen dados desde afuera, como algo extrafio, gracias
a la mediaciéon de los senndos, sino que son dados directamente a la razén, la cual los puede

contemplar como lo mas propio de si misma”’®

Es por medio de nuestra comprension de las
verdades logicas bisicas, a las que se remontan las verdades aniimeéucas, que estamos justficados
a creer en ellas Los objetos matemaucos, que en Gloma mstancia son objetos logicos, a los
que refieren los enunciados matemitcos, son conocidos por medio de la ldgica como fuente
de conocimiento, y no mediante la percepaién sensible ni mediante la intuicion geométrica y
temporal.

Sin emnbargo, las reflexiones fregeanas acerca de aquello involucrado en nuestro conocimiento
arstmético van mds alla del mero detenerse en el analisis acerca de la cognicidn, ya que este debe
ser realizado 2 la luz de clertas consideraciones de indole hinguisticas, analizando las expresiones
en el contexto oracional en el que aparecen, y evitando, de este modo, dar una explicacién de' la
objetividad de la verdad de los enunciados de la anirménca en términos de correspondencia con
un mundo separado de-entidades abstractas; basada en la nocién de referenca, esndependiente de
nuestro Juzgar o nfertr, ya que la fuente de conocumiento logico estd “intmamente vinculada al
lenguaje™"’. Frege se pregunta. “sPero cémo puede sernos dado un nimero, s1 no podemos tenet
de él ninguna imagen o mntucién? Solamente en el contexto de un enunciado se refieren las palabras
a algo. De lo que se tratard, pues, es de determunar el sentido de un enunciado en el que entre un
numeral  ya hemos establecido que por numerales hay que entender objetos mndependientes™
* Y en otros pasajes afirma; . serd bueno considerar el ndmero en el contexto de un juicio™!
y “la autoncmia que pretendo que exista ‘[;ftfa el ntimero no significa que un numeral designe
algo fuera del contexto de un enunctado”. * De este modo, Frege wincula conceprualmente su
nvestigactén acerca de los niimeros con el juzgar, esto es, con el reconocimiento de la verdad
de los pensamientos. dado que los enunciados expresan pensamientos, debemos captar los
pensamientos, o en términos mis generales, el senddo de una oracdn, esto es, aquello que es
relevante para su verdad o falsedad; pero la mera captacién no constituye conocimiento, va que el
conocumniento supone ¢l reconocimuento de dicho pensamiento como verdadero —un juncio.” Asi,
la fuente de conocimiento 16gico, que nos justifica a reconocer un pensamiento como verdadero,

descansa en el andlisis del lenguaje, el cual revela la forma logica que subyace a las expresiones
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linguistcas. Por medio del lenguaje accedemos a las estructuras del pensammento: por medio del
andlisis semAntico -y medmnte las inferencias deductivas- tenemos conocimiento a-pron de las
verdades matemniticas.

v

En virtud de lo antertormente desarrollado, considero que la concepadn fregeana evita
“el dilema de Benacerraf”, en tanto su concepeidn acerca de la verdad matemitica satisface
el requisito semdntico y, ademas, ofrece una respuesta al problema de conocer la verdad de los
enunciados de Ja artméuca. La propuesta fregeana, si bien mnvolucra un compromiso con un
objeavismo acerca de los ndmeros, da cuenta de nuestro acceso a dichas enndades, porlo que el
dilema planteado por Benacerraf patece evitarse. En otros términos, s1 bien se hace eco de un
realismo acerca de los objetos 10gicos y matemdueos, no obstante da cuenta del conocimiento que
tenemos de la verdad de los enunciados matemdticos: conocemos las verdades analincas y a-ption
de la arttménca por medio de la fuente de conocimtento logico la cual, por medio del anslisis del
lenguaje, revela la objenvidad inmanente a las expresiones linghisticas. De este modo, la solucién
fregeana se desplaza, de alguna manera, desde lo epistemoldgico haca lo ingifstico, en virmd de
lo cual el problema del acceso epistémico encuentra su solucidn en el anihsis légico-ingtistico de
los enunaados afitménceos como método de descubrnimiento. Por ello, creo que el cammo hacia
una respuesta al dilema de Benacerraf, s1 no querernos rechazar el requisito semantico, estriba
en considerar una concepaidn de conocimento alternativa a la planteada originaramente por
Benacerraf, esto es, ya no en términos causales y anlogos a la percepcién sensible, m apelando a
la irtuicidn, yuna posibiidad es concebirla en términos de conocumento loglco de razén, cuyo
herrarmienta es ef andlisis del lenguaje, tal como lo desarrolia Frege en el matco de su programa
logrcista. !

Notas
1 Frege (1884)
2 Por patte no solo del programa logicisia fregeanc, sino tamkaén de otros dos grandes programas fundacionistas:
el formalisino, cuyo orgen se rémonta a Hilbert, y el intwcionismo jnavgurado por Brouwer,
3 Benacerraf (1973).
4 Véase Benacersaf (1973), pag 403-404.
5 Benacerraf (1973}, pag, 409
6 Hale & Wight (2002); pag. 103.
7 Véase Benacerraf (1973), pig. 403,
8§ Véase Benacernaf (1973), pag 414
9 Véase Benacerraf {1973), pag, 413
10 Yéase Linnebo (2006), pig 546.
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11 Stemer (1973), pig. 57

12 Frege (1884), § 3, pig 27

13 Frege (1884), §26, pag. 52-53.

14 Frege (1884), § 61, pag. 85

15 Véase Frege (1918)

16 Véase Frege (1884) § 46, pag 72-73.
17 Véase Frege (1924/1925)

18 Frege (1884) § 105, pdg, 123,

19 Frege (1924/1925), pag, 269

20 Frege {1884) § 62, pig, 86

21 Frege (1884) § 46, pag 72-73.

22 Frege {(1584) § 60, pag, 85.

23 Véase Frege (1918) y Frege (1924/1925).
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