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Epistemologia e Historta de la Ciencia * Volumen 16, 2010

Deduccion del principio de complementariedad en la teoria cuantica

Leonardo Vanni® » Roberto Lawra™

Introduccién

Este trabajo es una aplicacién del formalismo que denominamos de contextos generalizados,
y que fue presertado en trabajos antertores ['L[%,PL["] Para que el trabzjo pueda ser leido en
forma ndependiente, presentamos en primer lugar algunas definiciones y conceptos bisicos.

En la mecanica clasica, una propiedad tal como “la particula tiene una velocidad entre 2 y 3
metros sobre segundos” se representa con un subconjunto del espacio de los estados, que en
este caso és el espacio de las fases, ¥ cuyas coordenadas son las componentes de las posiciones y
velocidades de las particulas que componen el sistermna.

En general, cada propiedad p de un sistema fisico. clisico se representan con un subconjunto
C, del espacio de los estados 5 (¢, c§) Ademis, en la mecinica clasica es postble organizar
descripciones y razonaiuentos acerca de propiedades del sistema, con expresiones tales como

© ET AN EE NS r

5L .,entonces.. ey T 06 Ty ¥no 7 Todas estas exprestones se corresponden
con relac;ones v operaciones que mvolucran subconjuntos del espacio de Jas fases.

La relacién “s1 Pl , entonces p,’ * se corresponde coa la inclusidn C,cC, . Las opéraciones “
Py pPLp o pTye ‘no p 7 se corresponden con la intersece16n C,nC,» Ia unidn C,uC, yel
complemento §-C, respectivamente.

Las uniones e intersecciones de conjuntos cumplen con las propledades dmnbutlvas
CN(CuC)=(CNCHUICNG) VUG nC)=(CuC)In(Cui) ‘

De esta manera, €l universo del discurso acerca de las propiedades del sistema se estructura
con las reglas de la légica convencional, es decir las que usamos en nuestro lenguaje de ia vida
cotrdiana

La situacion es diferente en la mecinica cuintica, donde los estados de un sistema fisico
se representan materniticamente con elementos de un espacio vectoral (mis precisamente un
espacio de Hilbert ), y cada magmiud de 1nterés fisico A rectbe el nombre de observable y es
representada con un operador autoadjunto 4 Tos operadores autoadjuntos de interés fisico
admiten una Eepresent’tclon espectral de fa forma 4= Z a r[ donde los a, son los autovalores
del operador 4. Cada operador de proyeccién 11, genera el subespaclo del espacio de Hilbert de
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los autovectotes correspondientes al autovalor 4 del operador 4 Los operadores de proyeccién
venifican [P =11, ¥ Zjﬁj; 1, y ademds son mutuamente ortogonales (111, =0 st 1 7).

La propiedad “el observable A4 nene su valor en el intervalo A™ se corresponde entonces con
el proyector 17, EZa,EAﬁi , o en forma equivalente con el subespacio i, del espacto de Hilbert
H (HAEA EﬁAsAH}'

La mecanica cuantica permute descripclones y razonamientos sobre propiedades del sistema,

€

por lo que deben encontrar su lugar en ella expresiones tales como “st..

£13 2 &

y..7, 6. .7y “no . .7 Todas estas exprestones se corresponden con relaciones y

22

entonces. .. ”,

L]

opetaciones del conjunto de subespacios del espacio de Hilbert H La relacién “s1 p,, entonces
p,” se corresponde con la inclusion H,cH, Las operaciones “p v p'”,“ p 6 p*”y“no p”se
corresponden con la interseccidn H, N H ,, con el espacio que expande la combinacion ineal de
un vectot de g, ¥ uno de H,,ycon el complemento ortogonal Hi=H-H,, tespecavamente.

Notetnos que la disyuncién “ p 6 p'” entre dos propiedades cudnticas no se puede representar
con la unién de los correspondientes subespéctos (la urudn de subespacios no es un subespacio
vectoral) Esto determina que, 2 diferencia de Io que sucedia con las propiedades clésicas, el
conjunto de todas las propiedades posibles de un ststema cuantico no forma un reticulado
distrbunvo, y en consecuencta la estructura idgica de las propiedades cudnucas no es la del
lenguaje de nuestra vida cotdiana. Es por eso que }a logica cuinaca es diferente de la 16gica
clasica [7]. '

Comenzando-con los trabajos de Birkhoff y Von Neumann [7, se han vemdo desarrollando
mvestigaciones para dar un significado 2 esta légica no convencional. Pero hay otra forma de
abordar este tema, y es elimnando el problema antes de que aparezca. Parece haber consenso
entre los fisicos en que la teotia cusntica no predica acerca de la conjuncién de propiedades
que corresponden a operadores que no conmutan entre f [7]. Esta hipotests aparece (explicita
0 1mp1ic1tamenté) en las aplicaciones practicas de la teotfa, y también en los libros de texto de
mecdnica cuantica [%]

Se trataentonces de obtener del conjufitode todas las propiedades posibles ciertos subcon}'untés
que formen reuculados distributvos. En el mterior de cada uno de estos subconjuntos, las
descripciones y razonamientos siguen las reglas de la logica convencional, y ademds la regla de
Born asigna probabilidades bien definidas a las propiedades mvolucradas. Cada uno de éstos_
subconjuntos de propiedades forma un posible universo del discurso acerca del sistema, que en
mecanica cuintica se denotnina confexis, ¥ que corresponde a las propiedades generadas a paror

de un conjunto completo de observables que conmutan entre sf.

648




Todas las descripciones posibles de un sistema cudntico deben hacerse para un contexto
de propiedades, ¥ no es posible hacer descapciones que mvolucren propiedades de contextos
diferentes.

Es comin decrr que el contexto que se debe usar para la descripcién estd determinado por
la situacién expermnental, es decir por las vanables indicadoras de los aparatos de medicién
macroscopicos. Sin embargo, nos parece que no hay una prescripadn clara de la teotfa cuannca
sobre como elegir el “universo de discurso™ de entre todas las propiedades posibles, v en la
tnayoria de los casos la eleccidon del contexto “cortecto” es el resultado de la intuicidn del fisico.

Cuando el sistema uene un aimero muy grande de grados de hibertad, como es el caso en
que hay un aparato de medicién macroscépico, el fenémeno de decoherencia patece privilegiar
el contexto en el que las variables indicadoras de los aparatos admuten una descripaién clésica,
donde los valores distintos de la vanable indicadora no presentan mterferencas [*}.

Pero subsiste la pregunta de que sucede s1 pretendemos desceibir un sistema cuantico sobre el
que no se realiza una medicidn, o un sistema donde no hay decoherencia Serd mottvo de nuestros
proximos trabajos ensayar una respuesta a esta pregunta. En este trabajo nos ocuparemos en
particular de analizar las vinculaciones entre la nocién de contexto y la de duahdad onda-
patticula

El enunciado de Bohr de la dualidad onda-particnia & princpeo de complementaredad, establece
que, dependiendo del arreglo expenimental, un sistema cuantico exhibe aspectos corpusculares
(sigutendo trayectottas defimidas), o aspectos ondulatortos (tales como la formacién de un patrén
de interferencia), pero nunca ambos aspectos al mismo nempo. Seglin Bohr, onda y particula son
aspectos muruamente excluyentes pero complementaros de la nataraleza [ [''].

Los aspectos corpusculares de un sistema cudntico involucran la posibilidad de que el sistema
posea una trayectoria, y para ello se deben poder considerar, aunque sea en forma probdbilistca,
las posictones que ocupa el sisterna a distintos tiempos. |

En trabajos anteriores hemos desarrollado el formalbismo de condextos generakzados, que
permite extender la nocién usual de contexto para definir la compatibilidad entre propiedades
2 distintos tempos ['7]. Mostraremos aqui como es posible deducir de nuestro formalismo las

caracteristicas ondulatonas o corpusculares de los procesos que ocurren en el interferémetro de
Mach-Zehnder.

El interferometro de Mach-Zehnder

El interferémetro de Mach-Zehnder responde esquemducamente al dispositvo expetimental
mdicado en la Figura 1 Estd compuesto esencialmente de dos divisores de ondas dados por los
sermmuespefos §, v §,, ¥ de dos espejos indicados con R ¥ R, .
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Al nempo ¢,, un fotdn (o un neutrén, o cualquier otra particula) se lanza contra el sermespejo
§,, de modo que el estado de la particula se representa con una funcién de onda W(to-) ,localizada
en una reg16n del espacio que estd afuera del mierferémetro. Supondremos que en cada reflextén,
¥ sea on un espejo o semiespe)o, se produce en la funciSn reflepada tii desfasaje de un cusrts
de longitud de onda en cada componente de su desarrollo de Fourter en ondas planas Asi,
luego de atravesar el primer semuespejo, al iempo 1, el paquete de onda 1ncadente evoluciona
a una superposicion de los paquetes de ondas reflejado y trasmitidos indicada por la sigmente
transformacion

v ()~ f@’ )+, (0));

donde y(z,) representa el paquete de onda wasmudo a la regién entre §, v R, ¥y, ,,(¢,) €l
paquete de onda reflejado hacia la regién entre §, y &,, con su correspondiente desfasaje de 274
en cada componente de Foutier.

TOAN v N

Vialh) » _‘llf weally)

Yoia ()
;;\ q;;_,.:(rz) w?(fs) :] "
lg.?"‘”'(ls) Vieally)
Liv
Figuga 1
Estos dos paquetes experimentan una reflexién fotal en los espejos R vy R,, que con un

adicional desfasaje de A/4 resultan de una evolucion del l:leinpo t, al nempo ¢, dada por las

trasformaciones




W) =W, .(5) Vo) =2V ()

Fmalmente, luego de atravesar el segundo semiespejo §,, estos paquetes son parcialmente
reflejados y parcialmente trasmitidos de modo que al uempo ¢, cada uno de ellos evoluciona a
los estados

Yalh) 2> Wan®)He®) W) - + (T &)+, (t,))-

Como consecuencia de las reflexiones, Ia funcion de onda Y, ,4(t;) esti desfasada en media
onda respecto ay,,,(5;) por lo que resulea LEVACY Ll SVACYE

A la sahda del interferémetro dos detectores H y T se ubican como indica la figura 1, de modo
quie puedan absorber las particulas que llegan hasta ellos St y, {y ) designa el estado de una
particula propagindose honzoatalmente (verticalmente) hacia el detector H (1), y las funciones
hy (v,) representa el estado 1nictal del detector horzontal (vertical), y £° (v") describe el estado de
los detectores después de absorber la particula meidente, podemos representar la evolucién del
sisteima compuesto particula-aparate en el proceso de deteccidn con transformaciones unteartas
que verifican

VXl =k, Y Xy, v

Con todo esto, tenuendo en cuenta las ecuaciones antertores, es posible obtener la evolucién
temporal del estado que representa al sistema compuesto de la particula y los dos detectores
en cada nempo. S1 £, representa el uempo mucial en el que la particula ain no ha ingresado al
mterferdmetro, el estado 1micial del sistema compuesto es

Wt,) =w (1)< gy %y

St consideramos a ¢ el nempo final despues del cual se ha produado el registro de los
detectores, entonces cada etapa de la evolucion, desde ¢ a ¢, puede ser representada por las
transformaciones

W) =y (t) X Iy X, _

~-> ‘p(tl)=“j"j2-"@f(t1)+‘i’m4(t1))><hnx"’o
—¥(,)= 7‘{(‘!’“4(’-‘2)+‘l’1.'2(r2))x'koxvo
= () =, 5 {6) X B 3,
= () =k xv,,




donde hemos considerado que al nempo ¢, resulta y,, (&) ==y, ., (&)-

La interferencia destructiva anula la componente vertical de la funcién de onda de la particula
que sale de del mterferémetro, y por lo tanto se obtiene un registro en el detector honizontal H,
¥ ningun registro en el detector 17

Este fenémeno de interferencia sugiere que en este expenmento la pariicula que atraviesa
el mterferomerro pone de manifiesto sus propiedades ondulatonas, pero ¢que sucede con sus
propiedades corpusculares?. Segin el enunciado de Bohr del prncipio de complementaniedad,
un sistema que presenta propiedades ondulatomas no puede presentar también propiedades
corpusculares. Esta duahdad onda-particula puede usarse como argumento para decir que al
mamfestarse mterferencias destructivas entre las componentes del vector de estado, que son
propras de un comportamuento ondulatorio, no tiene senndo preguritarée en cual de las dos ramas
del interferdmetro estuvo la particula,

Podernos demostrat que la imposibilidad de afirmat en cual de las dos ramas del interferérmetro
estuvo la particula antes de ser detectada se puede dedwezr de nuestro formalismo de contextos
generalizados, y sin apelar al el postulado de Bohtr acerca de la duahdad onda-particula.

En general, para un sistema cudntco aslado, hemos postulado en nuestro formahsmo de
contextos generahzados que una propiedad p, al nempo 4, es cwompasnble con otra propiedad p, 2
otro tempo ¢,, cuando los correspondientes proyectores conmutan al ser trasladados 2 un tempo
comiin (ver una presentacién mas detaliada de este postulado en nuestro trabajo de referenca [7).
En lenguaje matematico, esto. significa quesi 11, y Il son los preyectores que representan a p ¥
7,5 ¥ ¢, € un tempo cualquiera, resulea:

HH —ILI_.JIQI_“ =0, Il = C-:"(r'.,r_‘)l'.l.._['-:’"‘(jr::}'_)__ I, = ['?'{IJ,r:)ILI:[‘:'“{r:_,r:) .

En las expresiones anteriores L}([o,fj) =exp[~4H(t,—1,} (y=12) es el operador unitario de
evolucion desde el tempo ¢ al nempo ¢, para los vectores de estado de un sistemna fisico con
Hamdtoniano H.

Para un contexto de propiedades al nempo 4, que es compauble con otro contexto de
propiedades al tiempo 1,, es posible organizar las propiedades de ambos contextos en un confexto
generalizads, en el que se pueden combinar propiedades a tempos diferentes-en un Unico universo
de discurso (ver referencia [F] para mis detalles) En este universo de discurso, cobran sentido
expresiones tales como “/a propuedad p, al tempo 4, y ko propredad p, af hempo t,”, donde p, esuna
propiedad del conrexto ordinario al tiempo t, ¥ p, pertenece al congesto al tempo ¢,.

Para el caso del proceso en el interferémetro, construimos un contexto generalizado que

involucre al tempo 1, en el que la particula tiene su paquete de onda localizado entte la barrera




sermitranspatente S, y los espejos R, vy R,, y también al tiempo final 7, en el que ya se produjo la
nteraccion entre la particula y los detectores.

Para el nempo ¢, nos interesa considerar la propiedad que corresponde a la particuia localizada
entre §, ¥ R, representada por el proyector 11 sz ¥ 12 que corresponde a la particula localizada
entre §, ¥ R,, que esti representada por el proyector 1’13’,iz .

Para el tiempo ¢, nos interesa ocuparnos de los posibles registros de los aparatos, que estin
representados por los proyectores IT, , , f{huv. I, Y ...

Trasladando los proyectores a un dempo comin, hemos venficado que no conmutan, y en
consecuencia las propiedades elegidas al uempo 4 no son compatibles con las elegrdas al uempo
By

Por lo tanto, nuestro formalismo de contextos generalizados nos permite deduct que no
es posible hablar acerca de en cuil de las dos ramas del interferémetro estuvo la particula que
es finalmente detectada. Por cual rama pasé la particula no puede ser parte del universo de

discurso que también considera los posibles registros de los aparatos de. medicion a la sahda del
mterferémetro,

Elinterferometro de Mach-Zehnder modificado
Ahora vamos a considerar una modificacién del disposiavo descripto en la seccidn antetior,

que consiste en eluninar la segunda barrera sermitransparente. El disposiivo modificado se
representa esquematicamente en la figura 2.

Parza los tempos £, £, v %, laevolucidn de las funciones de ondas que representan el
estado del sistemna compuesto por Ia pardeula y los dos aparatos de medicién resulia ahora

W (ty) =W (1) X Iy X v,
= W) =J5 0 @)+, 6 R Xy
S W)= F5805,40) Hv 0 (1) )by Xy,
= W)= BWaaLIXE +45w,,5)xv

Vemos claramente que al haber elminado la segunda barrera semitransparente del
mterferdmetro, ha desaparecido el efecto de interferencia que encontramos en la seccién antesior.
Al iempo ¢, , resulta igualmente probable el registro en el aparato 176 en el apatato H

Como en este caso no hay interferencias destrucuvas, esperamos que se imanifiesten aspectos
corpusculares de 1a particula



v ()

w(;l)

W ;_:4(’1)‘ V\[j 3___;4(11)

R, W 1;:(f2) ' j d

Li»

Figuea 2

A diferencia de fo que encontramos en la seccidn antewor, las propiedades de la particula
localizada en alguna de las dos ramas (SR 6 SR, al uempo ¢, resultan compatibles con las
propiedades de los distuntos registros de los aparatos de medicién al uempe ¢,. Esto resulta
asi porque hemos demostrado que los correspondientes proyectores conmutan entre si al ser
trasladados a un tempo comun.

En este caso es posible entonces. involucrar estas propiedades a tiempos diferentes en un
mismo umverso de discurso.

El cdlculo de probabibdades pone de mamfiesto las propiedades corpusculares. Dentro
del universo de discurso permitido por nuestro formahsmo, podemos en este caso calcular la
probabilidad de que la particula esté enla regién §)R; al tempo ¢, condicional a que sea tegistrada
por el aparato I al tiempo postentor ¢, ..

Hemos hecho el cilculo trasladando las propiedades involucradas al tempo comun ¢,, y
obtuvimos:

(U Ut U DT, )
o (PEIT,,, [YE) -

Nuestra iriterpretacidn de este resultado es la siguiente: st al tempo t, seactiva €] detector I

entonces en el tempo antenor ¢ la particula estaba en la regién SR, . En otras palabras se pone
de mantfiesto una propiedad corpuscular: la particula estuvo en la ramd SRV del dispositivo
experinental st es detectada por el aparato 7
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También podemos calcular la probabilidad de que la particula haya estado en la regién SR, al
tempo ¢, condicional a que el aparato H registre la particula al tempo ¢,. Obtenemos en este
caso

(P Ut 05, U ot ), |2 .
(P11, | PE)) )

Esta probabilidad condicional igual 2 uno significa que st la pardeula es detectada por el
aparato H, entonces estuvo en la rama SR H .

Como ademas hay un 50% de probabilidades de detectar la partdcula en cada uno de los dos
aparatos, conchumos que hay un 50% de probabilidades para cada una de las dos trayectoras
SRH 6 SRY.

Conclusiones

La dualidad onda-patticula, tzl como es enunaada por Bohr, pone de manifiesto que los
conceptos de onda y corpisculo que vienen de la fisica clisica, no alcanzan por separado para
dar cuenta de las caractetisticas de una particula microscdpica. Es un enunciado que defiende ala
teoria cudntica de las comparaciones con el comportamiento de objetos ya conocidos del mundo
clisico, pero que no provee ningan método, o algoritmo, para seleccionar cuando se venfican los
aspectos corpusculares y caando los ondulatorios.

Nhuestro formahismo de contextos generalizados no provee un método que permita elegir cual
es el contexto de propiedades privilegiado que debe usarse para Ia descripaén de un proceso
fisico, pero sf permite vertficar en que casos las propiedades elegidas pueden'\o‘ no ser parte de un
umverso de discurso vilido sobre el sistema.

Para el interferdmetro de Max-Zehnder, el formahismo de contextos generalizados ‘permite
demostrar que la elecaién de Jos registros de los aparatos como propiedades relevantes en la
descrnipaidn del proceso, es incompatible con Iz propiedad de una determinada trayectoria dentro
del interferémetro. Es umporiante deéstacar que la deduccidn se apoya en que hay un dispositivo
expenmental, que es el de la figura 1, y en que se debe considerar que micialmente la pardcula y
los dos detectores estiin no correlacionados

Para el interferémetro de Max-Zehnder modificado, representado en la figura 2, rambién con
un estado 1mcial en que particula y los dos detectores estan no correlacionados, el formalismo
de contextos generalizados permurte demostrar que es legitimo mnclur en un mismo umverso de
discurso los postbles registros de los aparatos de medicién, junto con las dos posibles trayectoras
que stguen las particulas dentro del dispositivo. Ademds hemos podido demostrar que arnbas
trayectorias son tgualmente probables.
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