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Descubrimiento y justificacion en matemitica
Rodolfo Gaeta*
Nélida Gentile*

Desde hace ya algunos afios se ha producido una revitahzacién del debate acerca
de la distincion entre el contexto de descubrimiento y ¢l contexto de justificacion,
Las discusiones sobre ¢l tema se han centrado, sobre todo, en la validez de tal
distincion para el caso de las ciencias facticas. El propdsito del presente traba}o es
examinar la cuestion en el ambito de la mafematica. Nuestros argumentos
intentaran mostrar que la metodologia de la investigacion en el campo de la
matematica presenta significativas coincidencias con las que corresponden a las
ciencias facticas, En particular, sostendremos que en el contexto de descubrimiento
matematico se vuelve a presentar la misma situacién que caracteriza las ciencias
facticas: en la miedida eni que pueda identificarse la operacion de ciertas reglas,
parece tratarse de reglas deductivas o inductivas. Esta circunstancia no implica, sin
embargo, que el descubrimiento pueda reducirse integramente a tales reglas
Subsisten --creemos-- aigunos aspectos del descubrimiento que escapan al ‘analisis
Iépico; pero una vez més, esta caracteristica sé présenta en las ciencias facticas.

Varios de los autores que en la actnahdad reivindican la posibilidad de una
légica del descubrimiento proponen ampliar el concepto de logica de tal manera
que exceda ¢l ambito de la logica estdndar, ya sea deductiva o inductiva. Esta
propuesta constititye una réplica a la idea de que como ¢l descubrimiento no puede
reconstruirse en términos puramente inductivos o deductives incluye la
participacion de factores irracionales o mno racionales. Se sostiene que el
descubrimiento pone de¢ manificsto un sentido més amplio de la nocion de -
racionalidad. Asi, por ejemplo, se ha rescatado como procedimiento tipico del
surgimiento de hipétesis cientificas la inferencia inductiva estudiada por Peirce y
recogida posteriormente por Hanson.

Otros autores optan por rechazar la validez de la distincion entre vn contexto
de descubrimiento v un contexto de justificacién. Sugieren, pues, que la
investigacion cientifica se desenvuelve en un unico proceso en el cual ¢l
descubrimiento consiste en el desarrollo de hipdtesis justificadas, o quiza, de
hipétesis que estan al mismo tiempo en proceso de justificacion. Asi, Gutiing
sostiene que la l6gica de la ciencia es esencialmente una dgica para el desarrollo
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de hipétesis y no para la contrastacion de hipitesis desarrolladas a partir de medios
no logicos:
Todos fos métodos.de la ciencia apuntan, siempre, al desarrollo de hipdtesis justificadas; son

simulthneamente métodos de descibrimiento (desarrollo) y justificacién (Gutting 1980, p.
221).

Junto al cuestionamiento de la distincion también se ha propuesto
reemplazar la clasica dicotomia por una clasificacién mas sutil que incorpora
nuevas distinciones. Nickles, por ejemplo, concibe la actividad cientifica como un
proceso de descubrimiento que incluye tres etapas: generacion, prosecucin
(pursuit) y aceptacién. En la primera de estas etapas el descubrimiento est ligado a
la produccién de una idea digna de ser desarrollada. El descubrimiento, en este
sentido, estd ligado a un proceso individual. Un segundo sentido de
*déscubrimiento” se perfila en la etapa de prosecucién en Ia cual la idea se extiende
a la comunidad cientifica. Su consideracion por parte de la comunidad no implica
aun la aceptacion. Por ultimo, en la tercera etapa la idea es aceptaéa y legitimada
por la comunidad cientifica. De acuerdo con Nickles, en el sentido més fuerte de la
expresmn el descubrimiento incluye la Justlﬂcaclon final, puesto que seria
impropio considerar que se ha logrado un descubrimiento antes que la hipotesis
correspondiente esté debidamente establecida. Pero también sefiala que en cada una
de las etapas pueden reconocerse aspectos de caracter justificatorio;

Asi, €] descubrimiento -'im:luye.lan justificacion; pero 1gualmente, la justificacion incluye el
descubrimierito, especialmente si Ia justificacion se extiende para incluir la evaluacion de
bajo nivel y Ia estimacion de la plausibilidad, por una parte, y la interpretacién y c<m\1prens10n _

de resultados jusuﬁcado*" por oira parte (topicos regados por los positivistas). (Nickles
1930, p. 10).

|

Martin Curd también propone una modificacién a la dicotomia clésica.
Sostiene que el descubrimiento no indica un momento. Curd sugiere, ademas, una
distincién entre una ldgica de la gemeracién de teorfas v wna logica de la
evaluacién preliminar. Mientras que la primeta alude a las inferencias que hacen
los cientificos para arribar a sus hipStesis y a la justificacién de su razonabilidad, la
logica de la evaluacién preliminar opera después que las hipdtesis han sido
generadas y antes de que sean confrastadas experimentalmente, de manera que se la
puede caracterizar como una Jdgica de la prosecucion (Curd 1980, p. 203 y
nuestros comentarios en "Amigos y enemigos de la légica del descubrimiento”,
Cuademnos de Filosofia n° 42 -en prensa-)

Debemos preguntarnos, pues, en qué medida esta sitvacion puede reflejarse
en el caso de la matematica. Los historiadores de la ciencia sefialan que los
origenes de las matematicas fireron empiricos: la observacién y la necesidad de
resolver ciertos problemas préacticos condujeron, por un proceso de naturaleza
inductiva, a la formulacién original de ciertas proposiciones que luego llegarian a
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articularse como teoremas dentro de un sistema deductivo. Se suele creer, sin
embargo, que en sus ctapas maduras la matematica se identifica con ¢l uso de
procedimientos puramente deductivos. Llegados a este punto es conveniente
interrogarse sobre el alcance de lo que pueda llamarse, respectivamente,
descubrimiento y justificacién en el campo de las matematicas.

Con respecto al descubrimiento podemos formular, 2 su vez, dos nuevas
cuestiones: 1) qué significa descubrir en matemdtica y ii) qué clase de cosas se
descubren. A fin de responder la primera pregunta se hace necesario élucidar, en
primer lugar, el significado de "descubrir”. Por un lado --tal como sefiala Nickles-,
Ia palabra "descubrir" estd asociada con un verbo de logro, es decir, refiere a un
resultado cientifico reconocido; por otro, denota un proceso esto es, incluye todas
Tas Tases iciales del desarfollo de una idea ya 'Sea que ﬁnalmente résulie o Mo
reconocida. En su primera acepcidn, en el caso de la matemética s6lo
corresponderia hablar de descubrimiento de un teorema, pongamos pPor c¢aso,
cuando efectivamente se cuenta con la demostracion correspondiente. Pero como
es fatil de advertir, si se adopta este sentido estricto a proposito dé las ‘ciencias
facticas, no podriamos hablar de descubrimiento de una teorfa a nienos de que no
subsista ninguna posibilidad de que finalmente resulte falsa, lo cual ‘choca con 1a
actitud falibilista caracteristica de la episteriologia actual.

Podria parecer, entonces, que hay una posible diferencia entre las ciencias
formales y las ciencias facticas en este punto, por cuanto mientras las hlpofesm
facticas siempre mantienen su caricter conmtingente, cabe pensar que en la
matematica es posible establecer verdades apodicticas Sin embargo, también esta
condicion piiede ponerse en duda. Las paradojas del calenlo infinitesitial y mas
tarde las antinomias de la teoria de conjuntos son algnnos de los hitos que, tal como
sefiala Kalmar, han quebrado la imagen de la matemdtica como una ciencia
dedvictiva infalible (Kalmar 1967). Por ese motivo, parece conveniente utilizar el
término de un modo mds liberal, en el segundo de los sentidos ndicados por
Nickles, y referirnos al descubrimiento como &l proceso a través del cual surge una
hipétesis o una idea aun cuando no se tenga absoluta certeza de que tal hipotesis es
verdadera o de que la idea corresponde a una enitidad efectivamente existente.

Respecto de la segunda cuestion, estd es, qué cosas se descubren en
‘matemdticas, surgen en principio cinco alternativas. En primer lugar, principios o
axiomas tales comio los postulados de Euclides. En segundo lugar teoremas --o
mejor dicho candidatos a teoremas--, es -decir, proposiciones que han de
constifuirse en teoremas cuando se¢ produzca su prucba En tercer término
demostraciones v, en cuarto lugar, entidades tales como cierta clase de mimeros o
estructuras ‘matematicas. Por tltimo, hemos de tener en cuenta, también, el
descubrimiento de contragjemplos que obligan a revisar creencias previas.

Si se entiende ¢l descubrimiento en su sentido mas amplio, parece allanarse
el camino para establecer ¢ué significa descubrir un axioma, un teorema o Tna
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demostracion. Pero resnita mas problemético establecer qué significa descubrir una
entidad matematica, a menos que se esté dispuesto a suscribir un riguroso
platoriismo. Una alternativa menos comprometida consiste en identificar el
descubrimiento de entidades matematicas con la formulacién de las teorias que las
postulan. Es interesante acotar, al respecto, que algunos matematicos marcan una
diferencia entre el descubrimiento de una entidad y la demostracién de su
existencia. Asi, Franklin sefiala --siguiendo a Aschbacher-- que se llega a déscubrir
un grupo cuando se dispone de una cantidad suficiente de informacion
antoconsistente sobre sus propiedades; mientras que solo se muestra su existencia
cnando se prueba que hay algin grupo simple finito que las satisface.

Este tipo de observaciones sugieren, por una parte, -que podria reconstruirse
la dicotomia tradicional en el campo de las matematicas reservando el nombre de
justificacién para las demostraciones en sentido estricto, esto es, @ la manera
axiomatica --identificando la justificacién con la prueba formal de un teorema--,
mientras que el contexto de déscubrimiento incorporaria todos los aspectos y
procesos previos que condujeron a la prueba. Pero la referencia a la necesidad de
disponer de una cantidad suficiente de informacién comsistente para que pueda
decirse que se ha descubierto un grupo sugiere, también, que en la propia etapa de
descubrimiento ya deben estar presentes algunos elementos que, en cierto sentido,
poseen un valor justificatorio.

Franklin considera, al respecto, que en los primeros estadios de su trabajo, €l
matemético hace uso de procedimientos no deductivos, pues "la matemética no
puede consistir de conjeturas, pruebas y refutaciones™ (Franklin 1987, p. 2).
Cualquier matematico puede generar conjeturas pero, Cbviaindnte, antes de
encontrar la prucba buscada algunas de estas conjeturas seran consideradas como
mejores candidatas para la solucién del problema. Pero, admitir que algunas
respuestas son mejores que ofras, equivale a admitir que algunas son, sobre la
evidencia disponible, mas razonables que otras. Esta evaluacion preliminar de una
conjetura, previa a la justificacion dada por la prueba final que ¢l matematico
espera publicar, parece tener bastante analogxa con la etapa de prosecucion descrita
por Nickles para el caso de las ciencias empiricas o ¢l periodo de evaluacién
preliminar sefialade por Curd.

El punto crucial respecto de la racionalidad o no racionahidad del
descubrimiento v, eventualmente, de la existencia de una l6gica correspondiente
radica, precisamente, en la naturaleza de esta evaluacidén preliminar. Asi, por
ejemplo, una porcién significativa de la tarea de los matemdticos consiste en
encoentrar demostraciones de propesiciones que se presumen verdaderas. En esos
casos, y mientras no se hallen las correspondientes demostraciones, tales
proposiciones se mantienen en el plano de las conjeturas. Pero es evidente que un
tatematico. sélo estard dispuesto a invertir tiempo y esfuerzo en el. intento de
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demostrar una proposicion si la considera relevante y plausible. Y es precisamente
en el terreno de la plausibilidad de una hipotesis matematica donde han de
encontrar utilidad los procedimientos no-deductivos.

Los estudios llevados a cabo por Polya indican, en efecto, que el uso de
procedimientos inductivos lejos de ser privativo de las primeras efapas de la
matemética forman parte de la practica permanente de quienes trabajan en esta
disciplina. Es asi como la aplicacién de este tipo de procedimientos condujo a
Euler a conjetirar que:

1+ V4+ 19+ 116+ 1/25+..=n2 /6
La plausibilidad de esta conjetura surge a partir de dos observaciones. En
primer lugar, puede verificarse que la ecuacién se muestra coirects a medida que se
van extrayendo decimales. Por otra parte, guarda c:erta analogia con un
procedimiento que condujo a un resulfado ya probado:

1-13+1/5-17+19-111+. =n/d

En conformidad con lo que previamente habiarn sostenido tanto Euler como
Laplace, Polya explicita un conjunto de reglas o patrones de inferencia que
subrayan el papel de los procedimientos no deductivos en el descubrimiento
matemdtico. Entre estas reglas se encuentran las sigujentes: '

a) La verificacion de una consecuencia hace mas digna la conjetura.

b) Tal verificacion cuenta mas st difiere de las consecuencias verificadas
previamente. ' '
¢} La verificaciéon de una consecuencia cuenta mas o menos segun resulte mas o

menos probable o sorprendente.

Obsérvese que las dos pnmeras rteglas mencionadas corresponden
respectivamente a los criterios de cantidad y variedad corrientes en la metodologia
inductiva de las ciencias ficticas; mientras que la vltima regla evoca algunos
aspectos de la formulacién brindada per Peirce para. los Tazonamientos abductivos.

Las consideraciones precedentes sugieren, en primer lugar, que los:
procedimientos no deductivos cumplen una importante funcién como método de
descubrimiento smatemdtico, es decir, como wna forma de generar ideas gue
requeriran, a su'vez, de la correspondiente justificacion. Si esa fuera exactamente la
situacién se podria concluir, entonces, que por lo menos en algunos <asos el
descubrimiento matematico responde a patrones l6gicos, a saber, las inferencias
inductivas, mientras que, por otra parte, la justificacion debe ajustarse a patrones
deductivos. Polya considera, en efecto, que sélo las demostraciones rigurosas
pueden proporcionar pruebas legitimas y de ese modo constituirse en auténticas
justificaciones de las conjeturas. Pero, si s¢ tierie en cuentd que no siempre se
alcanza a probar una conjetura matematica deduciéndola de otras proposiciones.
bien establecidas, entonces pareciera viable pensar que a falta de una demostracién
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en sentido estricto resultan relevantes los argumentos no deductivos que la apoyan
para otorgarle, al menos, una justificaciéon incompleta.

De este modo --si admitimos extender el concepto de justificacion en
matematicas de manera que incluya argumentos no deductivos--, 1a situacion en el
campo de esta disciplina reproduce la que se observa en las ciencias facticas en
cuanto a la relacién enire descubrimiento y justificacién: los aspectos logicos que
puedan reconocerse en ¢l descubrimiento no son esencialmente diferentes de los
que caracterizan la justificacién.

El paralelismo entre las ciencias formales y las ciencias ficticas resulta muy
notorio en la concepcion de la matematica propuesta por Lakatos. Cuando se refirid
a esta ciencia, Lakatos no vacilé en aplicarle, de manera ortodoxa, la doctrina que
Popper habia formulado a propésito de las ciencias facticas. Lakatos extend:6, en
efectp, el falibilismo mas alla de las ciencias empiricas y reacciond en contra de la
epistemologia "euclidea” que conferia €l caracter de verdad indubitable a los
axiomas y consecuentemente a los teoremas que de ellos se deducen. La
certificacion de los ensayos y de los errores que de hecho precedieron a los logros
matematicos, asi como las dificultades surgidas en el proceso de fundamentacion
de la matemdtica, tales como el descubrimiento de paradojas, convencieron a
Lakatos de que las proposiciones matematicas resultan en ultima instancia
provisorias. A su juicio las teorias matematicas revisten un caracter conjetural: alo
sumo pueden llegar a considerarse bien corroboradas. Para Lakatos, las teorias
mafematicas poseen un caricter cuasiempirico. Esto s, s¢.contrastan através de sn
acuerdo o desacuerdo con un tipo peculiar de base empirica. Los falsadores
potenciales de las teorias matematicas no son, como en ¢l caso de las teorias
empiricas, enunciados singulares espacio-temporales; pero en lugar de ellos, hay
enunciados matematicos que cumplen la misma funcién. Lakatos distingue los
falsadores potenciales 16gicos, s decir, las confradicciones, de los falsadores
heuristicos que surgen de Ia teorfa informal de la que se intenta dar cuenta. Asi, una
teoria formal se considerard refutada si uno de sus teoremas estd negado por la
teorfa informal que el matematico pretende reconstruir. De este modo, frente a la
imposibilidad de exigir que las teorias mateméticas cuenten con axiomas infalibles
cuya verdad transmiten a los teoremas, Lakatos propone una metodologia
falsacionista, conforme a la cual la aceptacion de un enunciado basico falsador
obliga a revisar las premisas.

La intencion explicita de Lakatos es mostrar que quienes pretenden que la
deduccién es la logica del descubrimiento matemético cometen un eror
comparable al que habia denunciado Popper a propésito de los que sostenian que la
induccion es Ia 16gica del descubrimiento en &l dmbito de las ciencias facticas
(Lakatos 1976, p. 160). A decir verdad, Lakatos parece desconfiar en la propia
distincion entre contexto de descubrimiento y contexto de justificacion que tanto
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los empiristas logicos como Popper aceptaban. En su opinién, las ideas de Popper
no excluian completamente la posibilidad de wna lé6gica del descubrimiento.
Sostiene que el titulo del libro de Popper encierra una paradeja que podria
resolverse si se interpreta que Popper ~-aungue no fuera totalmente conciente de
ello-- sblo pretendia negar la existencia de unma logica del infalible del
descubrimiento. Asi, Popper, al proponer el método de conjeturas y refutaciones no
se dio cuenta de que constituye una logica del descubrimiento gue no es "ni la
psicologia ni la logica sino una disciplina independiente, la logica del
descubrimiento, la heuristica” (Ibid., p. 167n).

Las palabras de Lakatos que acabamos de transcribir muestran una vez mas
que buena parte.del debate en torno del descubrimiento y la justificacion se origina
en la falta de precisitn de Tos términos que se utilizan, Lo que “Lakatos parece
querer decir es que la heuristica puede ser llamada 1ogica pero sin que esta dltima
expresion se identifique con la logica deductiva o la 1dgica inductiva. Ahora bien,
aun cuando, en beneficio de la discusion, aceptemos denominar 16gica al "método”
de las conjeturas y las refutaciones y aun cuando también estemos dispuestos a
admitir que la refutacién de una conjetura promueve la propuesta de otra que la
reemplace, cabe preguntarse si ello es suficiente o si, por el contrario, existen otros
factores que-intervienen en Ia produccion de tales conjeturas. Es la in¢idencia de
factores no identificables, seguramente, la que determind que Popper y
Reichenbach desplazaran finalmente la explicacion del descubrimiento al campo de
la psicologia. Y son precisamente estos factores los que, créemos, no quedan
comprendidos en ninguna légica del descubrimiento por mas qie relajemos ¢l
sentido de esta expresién. En esta mismd direceidn se orienta una observacion de
Franklin: ‘

Para logrer fama en matemética s6lo es necesario encadenar suficientes pasos deductivos '
para probar una proposicitn intéresante y someter el resultado a Jiventiones Mathemdticas,

El truco es enconttar los pasos. Andlogamente, en la 16gica no deductiva €l problema no-es
conocer los principios sino Bringing to Bear la- evidenciaTelevante;

Los principios, sin embargoe, proporcionan elguna gyuda para decidir qué evidencia seré de
utilidad pata confirmar la verdad de una hlpétesxs (Franklin 1987 p 14 Subrayado en el
nt'mal)

Y de la misma manera, Polya reconoce que hay que intuir un problema
matematico antes de probarlo y hay que intuir la idea de la prueba antés de Hevar a
cabo sus detalles. Asi, ¢l resultado de Ia labor demostrativa del matemétice es la.
prueba, pero esta, a su vez se descubre mediante ¢l razonamiento plausible, la
intuicién; pero el uso eficiente. del razonamiento plausible es una habilidad practica
que se aprende mediante la imitacion y €l uso: no hay un método para aprender a
intair (Polya 1933, pp, 14-15).
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En sintesis, las alternativas propuestas al uso del método deductivo en
matematica, tales como las inferencias inductivas defendidas por Polya y Franklin,
o ¢l método de las conjeturas y refutaciones que sostiene Lakatos, no parecen
eliminar completamente la intervencién de un elemento creativo irreductible.
Podria pensarse, que la concrecion de programas computacionales capaces de
generar autométicamente demostraciones de teoremas debilita esta creencia. Pero
aun cuando dichos programas sean capaces de contener restricciones que descarten
la produccién de teoremas triviales no resulta facil admitir que resuelvan el
problema del descubrimiento en matematica. Queda por explicar en qué medida la
ocurrencia de un teorema, la "Intuicion" de un axioma o 1a articulacién de los pasos
de una demostracion en la mente de un matematico responden a los patrones
operativos de Jos mecanismos computacionales; asi como queda por determinar si
los programas que intentan reconstruir el descubrimiento de ciertas leyes de las
ciencias facticas resuelven el problema en ese ambito. Bsta circunstancia refuerza
la idea de que la problematica del descubrimiento cientifico presenta condiciones
similares tanto en las ciencias facticas como en las formales.
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