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Consecuencia logica graduada y analiticidad
Carlos A. Oller®
Sandra A. Visokolskis**

§1. La implicacién analitica de Parry

William: Parry [8] [9] concibid en los afios treinta. una teorfa de la implicacién
l6gica (o entailment), la teoria de la implicacién analitica {IA), que se proponia
evitar las paradojas de la implicacion estricta. Parry denominé al principio bisico
de la TA "principio. proscriptivo™ ninguna férmula con la implicacién analitica
como relacién principal vale wniversalmente si tiene una variable que aparezca en
el consecuente pero no en el antecedente. La idea intuitiva, de inspiracién kantiana,
detras de este principio es que, para que A implique logicamente a B, B debe estar
contenido en A.

La intencion de Pamry era ofrecer una teoria de la consecuencia logica pero,
como también lo hizo C.I. Lewis, formaliz6 su nocidén de implicacién como una
conectiva del lenguaje de la logica proposicional que admite anidamiento, en lugdr
de tratarla como una relacién metalingitistica entre expresiones del lenguaje que no
lo admite.

Parry proporciond una axiomatizacién para su calculo proposicional de la
implicacion analitica, y probé, usando una matriz de cuatro elementos, que las tesis
de su sistema satisfacen el requerimiento del principio proscriptivo. Se han
proporcionado semanticas algebraicas y de mundos posibles, junto con pruebas ide
completitud y decidibilidad, tanto para extensiones del sistera de Parry como para
su sistema original [4] [6][10].

Una caracterizacién seméntica particularmente perspicua de la nocién de
Parry ha sido ofrecida por Richard Epstein [5]; esta caracterizacion es
esencialmente la interpretacién intuitiva que Robert Meyer sugirié pama la
seméantica algebraica de Michael Dunn [4] [1] para una extension del sistema de
Parry. La logica clésica tiene en cuenta sélo la forma y el valor de verdad de las
proposiciones, pero podemos tener en cuenta también otros aspectos de ¢llas, como
por ejemplo su conténido referencial. Si, ademds, acordamos que las conectivas
16gicas no afectan el contenido referencial de una proposicién, entonces un modelo
de IA serd un par ordenado (v, s), donde v es una valuacion booleana y s es una
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funcién que asigna a cada formula bien formada un subconjunto de un conjunto no-
vacio 8, que puede considerarse como un conjunto de unidades de contenido. La
funci6n de asignacién de contenidos cumple con las siguientes clusulas:

S1 s(=A) =s(A)
$2. s(AAB)=s(Av B) =s(A) Us(B)
83. s)=U s(4;)

AT

Esto es, el contenido referencial de una proposicién negada es el mismo que el de
la proposicién sin negar; el contenido referencial de una conjuncién (disyunciony
es la unién delos contenidos de los conyuntos {disyuntos). El contenido referencial
de un conjunto de férmulas es Ia unién del contenido referencial de todos sus
miembros. Un conjunto de premisas I" implica analiticainente a una proposicién A
sii A es verdadera bajo toda valuacion booleana v que hiaga verdadera a todos los
miembros de I, y, dada cualquier asignacién de contenidos s, €l contenido de A
resulta incluido en el contenido de T
E\La lector\a habra notado que el tipo de analiticidad requerido por Parry
para que exista la relacién de consecuencia 16gica consiste en la inchusion de los
temas o topicos de la conclusién en los de las premisas, Por ello resulta adecuado,
signiendo a David Makinson [7], llamar a Ia implicacién analitica “implicacion
tautopica” ' '
Es posible restringir 1a teoria de la implicacion analitica a las implicaciones
analiticas de primer grado, que se consideraran como ekpresiones de una Telacion
entre formulas clasicas. Las implicaciones analiticas de primer grado son las
expresiones I' K2 B, donde tanto B como los miembros de I' son puramente
veritativo-funcionales o clsicos, que responden a la caracterizacidn semdantica
dada mas arriba. Se desprende de esta caracterizacién que las signienites formulas,
los llamados “principios de Lewis", no son implicaciones vahdas en el sistema. de
Parry;
) {Ar-A) 2 B
(2 {A} a2 B v—B
(3) {Av—-A} Fa Bv-B
{a ley de adicion
(3) {A} Ea AvB
no es una 1mplicacidn valida en este calculo, mientras que-l silogismo disyuntivo:
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6 {AvB, -A} Fa B
siloes.
Es interesante notar que la definicién de consecuencia analitica dada mas

arriba implica que €l conjunto de los teoremas es vacio, aunque naturalmente el
conjunto de las inferencias analiticas validas no lo es.

§2. Relaciones de consecuencia clasica
Una relacion de consecuencia para un lenguaje L es un conjunto de pares
ordenados cuyo primer elemento es un conjunto, posiblemente vacio, de formulas
de L (las premisas) y cuyo segundo elemento es una formula de L (la conclusién).
La relaci6n de consecuencia serd indicada mediante el simbolo F flanqueado a su
izquierda por un simbolo de conjunto y a su derecha por un simbolo de férmula.
Dado que la relacién de implicacién es la relacién reciproca de la de consecuencia,
en lo que sigue usaremos una u otra nocién dependiendo del contexto.

Una relacion de consecuencia es clasica si y s6lo si satisface las siguientes
tres propiedades:
Reflexividad. SiAsl, entonces'F A

Corte: SiTFEA paratodo Ae A, yI' UAE B, entonces
=B

Monotonia. Si1T"F A, entoncesparatodo Atal que I' < A,
AEFA

La propiedad de reflexividad pide que toda formula que pertenezca, al
conjunto de las premisas sea una consecuencia logica de este comjumto. La
propiedad de corte establece que si todos las férmulas de un conjunto A son
consecuencia logica de otfo conjunto I' , entonces no hay ninguna formula que sea
consecuencia de la union de ambos conjuntoes que no sea consecuencia de I™ $blo,
estableciéndose asi wna suerte de transitividad de la relacion de consecuencia
16gica La propiedad de monotonia establece que lo que se sigue de un conjunto de
premisas continda siendo una consecuencia ldgica de cualquier conjunto de
premisas mayor que incluya al conjunto originral de premisas. Se sucle agregar a
estas tres propiedades la de compacidad. una relacion de consecuencia es compacta
si y solo, si una formula A es consecuencia logica de un conjunto infinito de

premisas I entonces es una consecnencia logica de un subconjunto fimto I de T
La relacién de consecuencia analitica que fue caracterizada seménticamente
en §1 sansface, como es facil comprobar, las propiedades de reflexividad, corte y
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monotonia. De"modo que es, en el sentido definido en el parrafo anterior, una
relacion de consecuencia clasica.

§3. Relaciones de consecuencia graduada

En los afios ochenta M. K. Chakraborty [3] propuso una generalizacion de la
nocidn de consecuencia clasica definida en la seccién anterior, caracterizando las
relaciones de consecuencia graduada en el marco de la 1ogica difusa (fizzzy). En el
caso de las relaciones de consecuencia habituales, dado un par ordenddo formado
por un conjunto de formulas de un lenguaje L y una formula de L, o bien este par
ordenado pertencce a una relacion de consecuencia para L o bien no pertenece a esa
relacion, Pero, es posible generalizar la nocién de consectencia admitiendo que la
pertenencia (o la no pertenencia) deé un par ordétiado de ese tipo a utia relacion de
consecuencia puede ser una cuestion de grados. El grade con el que el par
ordenado peitenezea a la relacién de consecuencia indicara la "fuerza” con la cual
la conclusion se sigue de las premisas.

Las propiedades de reflexividad, corte y transitividad que caracterizan a la
relacion de consecuencia clasica pueden generalizarse para definir una relacion de
consecuencia graduada (clasica) de la siguiente tanera:

Reflexividad graduada;  Si A T, entonces gr(I" k= A)=1

Corte graduado: giTEB) =2 min(gr(T UAFB) , inf gr(T F A))
AtA

Monotonia graduada: SiTCE A, entonces paratodo Atal que I’ ¢ A,

grCFA) < gr(A FA)

En Ia formulacion de estos principios, gr(I” B A) indica el grado con el cual
r implica a A, siendo 1 el grado que indica implicacién completa y 0 el que sefala
ausencia completa de implicacion. La interpretacion de los pI‘lI!ClplOS de
reflexividad graduada y monotonia graduada es obvia, Por su parte, ¢l priricipio dé&
corte graduado puede enunciarse de la siguiente manera: ¢l minimo entre el grado
en que una formula B se infiere de la unién de dos conjuntos de formulas Ty A, y
el infimo de los grados en que los elementos de A se infieren de I, es menor oigual
que ¢l grado en que B se infiere inicamente a partir deT.

§4. Relaciones de consecuencia graduada analitica
La interseccion de una relacién de consecuencia graduada con la relacion de
consecuencia analit‘it:'a deﬁnida en §1 da como resultado una relacién de

clisica es una generahzacwn de la relacién de consec;uencm clasica, a relacién de
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consecuencia graduada analitica es una generalizacién de la relacion de
consecuencia analitica -la que a su vez es una restriccién de la relacién de
consecuencia clasica.

Un conjunto de premisas y una conclusion pertenecen o no pertenecen a la
relacion de consecuencia analitica definida mas arriba, pero es posible generalizar
esta nocién admitiendo grados de analiticidad que dependeran de cuanto del
contenido referencial de la conclusién esté contenido en las premisas, El grado en
el cual el contenido referencial de la conclusion esta incluido en ¢l de las premisas
se medira por la “proporcién” de variables de la conclusion que aparezcan en las
premisas. Por lo tanto, el grado de analiticidad o de tautopia de la consecuencia se
indicard mediante una fraccién cuyo denominador es el mimero de variables que
aparecen en la conclusién y cuyo numerador es el mimero de las variables que
comparten las premisas y la conclusion. Desde el punto de vista de la logica difusa,
esta fraccion indica el grado de pertenencia de un par ordenado formado por el
conjunto de las premisas y la conclusion a una relacién de consecuencia analitica
graduada [3].

Los siguientes ejemplos ilustran distintos casos de consecuencia graduada
analitica:

Ejemplo 1 (ausencia total de implicacién analitica): gr({p A —p} F2 @=0
Ejemplo 2 (implicacién analitica completa): gr{{pvq, —p} Fa g=I1
Ejemplo 3 (implicacion analitica parcial): e({pAgiFa pvgvn=23

Esta refacidon de consecuencia graduada analitica satisface, como es facil
comprobar, reflexividad y monotonia graduadas. Sin embargo, esta relacion de
consecuencia graduada analitica no es una relacion (graduada) clasica porque no
satisface la propiedad de corte graduado, como puede comprobarse en el siguiente
contragjemplo en el cual los conjuntos I” y A {que aparecen en la formulacion de
esta regla en §3) son conjuntos unitarios: :

Contragjemplo de Corte Graduado para la implicacién analitica graduada:
Sean I'={pAaq}, A={pvr}, B=p vrv s;entonces gr(l" Fa B)=1/3 y min(gr(T"
UAFaB) , nf gi(T B2 A))=1/2. Pero, como es obvio, 1/3 # 1/2.
AgA

Esta relacion de consecuencia graduada analitica satisface también la
siguiente propiedad de compacidad fuerte:

Compacidad fuerte; gr(T F2 A)=gr(T"" 2 A) para algiin T finito tal que
T'eT
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Esta propiedad exige que toda vez que una formula sea implicada por un
conjunto infinito de premisas en un determinado grado, exista un subconjunto
finito de ese conjunto de premisas que implique a la férmula con €l mismo grado.
La piueba de que nuestra nocion de consecuencia graduada analitica satisface esta
propiedad es sencilla y hace uso de la compacidad para la nocion de consecuencia
clasica junto con ¢l hecho de que en A puede aparecer sélo un niimero finito de
variables,

Una caracteristica interesante de esta nocién de consecuencia graduada
analitica es que los siguientes principios de reemplazo de formulas logicamente
equivalentes no son validos para ella:

Principios de reemplazo de equivalentes:
Si {A} EB v {B} F A, entonces gr({A }ra C=gr({B} Fa C).
Si {A}EB v {B} F A, entonces gr({C} Fa Ay=gr({C} Fa B).

Nétese que estos principios tampoco son validos cuando el grado de la
relacién de consecuencia analitica graduada es 1, ie los correspondientes
principios de reemplazo no son satisfechos por la relacion de comsecuencia
analitica no-graduada.

Sin embargo, los siguientes principios de reemplazo de férmulas
analiticamente equivalentes si son vélidos para esta nocién de consecuencia
analitica graduvada:

Principios de reemplazo de férmulas analiticamente equivalentes:

Sigr({A} FaB)=1 y gr({B} 2 A)=1, entonces gr({A} 2 C)=gr({B} F2 C).
Sigr({A} F2 B)y=1 y gr({B} =2 A)=1, entonces gr{{C} Fa A)=gr({C} Fa B).

Las légicas intensionales habituales, a diferencia de la logica de Ia
imphcacidn analitica, satisfacen los principios de reemplazo de formulas
16gicamente eqmvalentes ¥, en este sentido es posible calificar a ésta Gltima cormio
una logica hiperintensional.
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