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Introducción 

Relaciones entre la lógica cuántica y la lógica clásica 
Roberto Laura· y Leonardo Vanni' 

En este trabajo construimos estructuras lógicas para describir procesos fisicos que involucran 
propiedades a distintos tiempos. 

Para una teoría clásica, las propiedades se representan con pares formados por una celda del 
espacio de los estados y un valor del tiempo. La estructura que se obtiene resulta un reticulado 
distributivo. 

Para el caso cuántico las propiedades se representan con pares formados por un subespacio 
vectorial y un valor del tiempo. Se obtiene en este caso un reticulado no distributivo y se analizan 
las dificultades para la asignación de probabilidades. 

Estas construcciones son potencialmente útiles para analizar el límite clásico de las teorías 
cuánticas, y los problemas de la medición. 

La teoría clásica 
En una teoría clásica hay certezas, y no probabilidades. El estado del sistema fisico se describe 
matemáticamente con un punto x en el espacio r de los estados. Así, por ejemplo, si el sistema 
es la tierra en su movimiento alrededor del sol, las seis coordenadas de este punto representan las 
tres componentes de la posición y las tres componentes de la velocidad (x = (r, ii) ). 

Cada propiedad del sistema se representa con una función F: r -> R que asigna a cada punto 
x del espacio de los estados un nómero real F(x). Como el estado se representa con un único 
punto x, todas las propiedades tendrán valores bien definidos. 

Una teoría clásica es determinista, lo que quiere decir que conocido el estado al tiempo to. 
representado por el punto x, , queda unívocamente determinado el estado delsistema al tiempo 

• 
posterior t, representado por el punto x,. Esto se indica simbólicamente en la forma x =S (x )• 

t r,~g, t0 

dondes,,. :r ->fes una aplicación que hace corresponder a cada punto x,, elpuntox,. 

En una teoría clásica, sólo es necesario apelar a las probabilidades para poder dar cuenta de 
la ignorancia o conocimiento parcial del estado del sistema A cada tiempo t se defioe una 
función p,:f->R. donde p,(x) representa la densidad de probabilidad de que el estado del 

sistema al tiempo t sea el que representa el punto x. Conociendo la ley de evolución s es 
"• 

posible determinar la distribución de probabilidad p,(x) al tiempo t, si se conoce la distribución 

de probabilidad P,, (x) al tiempo t0• 

• Facultad de Ciencias Exactas, Ingeniería y Agrimensura (Umversutad Nacional de Rosario) 1 Instítuto de Física Rosario 
(CONICET- UNR) 
t Instituto de Astronomía y Físíca del Espacio (UBA- CONICET) 

·265-

Epistemología e Historia de la Ciencia, 
Volumen 13 (2007) 



La teoría cuántica 
En la teoría cuáotica hay probabilidades, y no certezas. En esta teoría, el estado del sistema fisico 
se representa por un vector rp de un espacio de Hilbert H. 

Una propiedad p del sistema se representa con un subespacío El¡, del espacio vectorial H, o 
en forma equivalente con el proyector f¡ , que verifica H = f¡ H • 

p p p 

En general, no puede decirse de una propiedad que sea verdadera o falsa. Cuando el sistema 
está en cierto estado representado por el vector rp, se asigna a la propiedad p fa probablfidad 

Pr(p)=(rplfi, lrp). Esta asignación se conoce con el nombre de regla de Boro. 

Sólo cuando el vector de estado rp está incluido en el subespacio HP> podemos decir que hay 

certeza de que .el sistema fisico posea la propiedad p, ya que entonces 
Pr(p)=·(\!tlfi,Irp)·=-(rpl'i')·=l· Rert> no es dificil concebir otra propiedad p', para .la .cual. el 

correspondiente subespacio Hp· no contiene al vector de estado "'' por lo l;!!lto Pr(p')<l, y 

entonces no hay certeza sobre la propiedad p '. En general, en la teoría cuáotica, las propiedades 
no tienen valores definidos, sino sólo probabilidades. 

Compatibilidad entre teorías clásicas y cuánticas 
La teoría cuáotica ha sido exitosa en la descripción de los procesos microsc!)picos, pero es muy 
diferente de la clásica, que es útil para describir procesos macroscópicos. 

Las propiedades de los sistemas microscópicos solo se manifiestan cuando se las mide, y los 
intentos de suponer que estas existen aún sin su medición parecen llevar a contradicciones. Esto 
es bien conocido por los fisicos, que se cuidan muy bien de calcular solo las magnitudes 
permitidas por la teoría cuando la aplican. Sin:etubafgo, ctiitñdo los- ffiiSmos -mm:os llabláíi ·de los 
procesos microscópicos, utilizan un lenguaje que suele ser propio de una teoría clásica, un 
lenguaje que asigna propiedades definidas a objetos bien determinados. 

Solo accedemos al conocimiento de lo microscópico con aparatos de medición que son 
macrosc!\picos. Según la interpretación tradicional de la mecánica cuántica, los aparatos de 
medición deben ser descriptos por la fisica clásica, y la evolución de un sistema cuáotico es 
gobernada por la ecuación de evolución microscópica (la ecuación de Scluildinger) mientras no 
se realicen mediciones. En esta interpretación, cuando el sistema cuáotico es medido, su 
evolución no es gobernada por la ecuaewl! de Scluildinger, sino que experimenta una súbita 
transición a un estado que se corresponde con el resultado de la medición. 

Por otra parte, los sistemas macroscópicos, bien descriptos por las teorías clásicas, están 
formados por una cantidad muy grande de átomos, que soil de la mis)lla clase de los que pJie_den 
ser descriptos con la mecánica cuáotica. 

Todas estas dificultades conceptuales hacen que los fisicos profesionales hablen en un 
lenguaje que no siempre se ajusta a aquello que calculan. Quizás esto explique en parte las 
dificultades de aprendizaje de los estudiantes. 

Parece entonces importante analizar las conexiones entre las teorías clásica y cuántica, y sus 
correspondientes lógicas. 
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Es común encontrar en los textos que la mecánica cuántica se reduce a la mecánica clásica 
cuando la constante de Planck ñ es mucho menor que el producto de una energía E y un tiempo 
característico T del sistema (h «E ·T). Sin embargo, esta afirmación es al menos incompleta', 
porque los objetos matemáticos que representan estados en ambas teorías son muy diferentes: 
puntos x del espacio r en una teoría, y vectores "' del espacio de Hilbert en otra. 

R. Omnlls' propone establecer la relación entre la teoría clásica y la cuántica, poniendo en 
correspondencia cada celda e del espacio r con un proyector ¡"¡ sobre el correspondiente 
espacio de Hilbert H. 

Ilustraremos el procedimiento de esta correspondencia para el caso más simple, en que la 
descripción clásica es en un espacio bidimensional r, donde cada punto tiene una coordenada de 
posición q, y una de impulso p. 

· En el espacio de los estados cuánticos, consideremos el vector de estado ¡q,p)del espacio de 

Hilbert, cuyas componentes en las direcciones coordenadas 1 x) son 
fPqp(x) = (xl q,p) = (2n:szrv" e-<x-q)

2
14s! eipzl•. 

Este vector representa un estado cuántico cuyas distribuciones de probabilidad para la posición e 
impulso tienen valores medios (x) =q y (p,) = P• y dispersiones Ax=s y t.p, =hi2s. 

Es posible demostrar que si la celda e del espacio de representación de los estados es 
suficientemente regular, y de tamaño mucho mayor que ñ , el correspondiente proyector 
cuántico es 

fic = 2~ f~q,pXq,pldqdp e 
En una descripción clásica, un sistema que en el tiempo t0 está en un estado representado por el 
punto x, de la celda e,' estará representado, en el tiempo posterior t, por un punto de la celda e, 
donde e,= s,,,, (C,)• siendo s,,,, una transformación determinada por las ecuaciones de la dinámica 

clásica. 
En correspondencia con la celda e se puede construir el proyector ¡"¡ • De acuerdo i:on la 

0 CG 1 

teoría cuántica la evolución temporal de este proyector está dada por ¡"¡ = U(t t )IT 0•(1 t )• 
' · t • O C0 • O 

determinada por la ecuación de SchrOdinger de la dinámica cuántica. 
Las descripciones cuántica y clásica serán compatibles si este proyector ¡"¡ coincide con el 

' 
que se obtiene en correspondencia con la celda clásica e,. Esto se ilustra en el siguiente diagrama 

Co dinDmit:tJ cltisit:tJ C, 

,¡. ,¡. 
í'ic dhtdm~ca cutintkiJ ñ, = ñc . ' 

Tanto en una descripción clásica como en una cuántica de la evolución de un sistema, intervienen 
propiedades a distintos tiempos, y se pretende establecer relaciones entre ellas. Las propiedades 
clásicas se representan por celdas, y las cuánticas por proyectores. En las dos secciones 
siguientes veremos como construir una lógica para las propiedades que dependen del tiempo. 
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Lógica cl4sica dependiente del tiempp 
Como ya dijimos antes, y con vistas a establecer relaciones con la teorla cuántica, 
caracterizaremos en principio una propiedad clásica por una celda C y un tiempo t, o 
simb4Jlicjllllente por el par (e,t)· La ceJ<Ia e al tiempo (.se c.onvi~rte .enJa .celda s,¡(G) aLtiempo 

t". Si ahora .consideramos el caso en que la celda evolucionada s
0

(C) queda incluida en una 

celda e·, todo sistema que esté en un estado representado por un punto de e al tiempo t, estará en 
un estado representado por un punto de e· al tiempo t'. Esto nos sugiere que eJ<ploremós 1a 
posibilidad de definir la relación de orden entre proposiciones de modo tal. que ( e,t) preceda a 
(e",t") cuando s,.,(C) está incluido en e·. 

Con esta definición tentativa consideremos que (e,t) precede a (e:t") y que también (C',t") 
precede a (e,t). Entonces tendremos s (C)cC y también s (C)ce· De la segunda ecuación 

(,1 t,( 

resulta s,,s.,.(C)cS,,e, o sea Ce s,,c. Pero entonces C= s
0

e, y (e,t)., (e',t')· La relación no es 

reflexiva y no puede ser una relación de orden. 
El modo en que esta propiedad reflexiva no se cumple nos sugiere como definir una relación 

de orden útil. 
En efecto, si e·=s

0
e, la proposición (e',t') se obtiene por evolución temporal de la 

proposición ( e,t). Esta relación es una equivalencia, ya que resulta reflexiva, transitiva y 
simétrica. Diremos entonces que (e,t) equivale a (C',t'), y lo designaremos simbólicamente .con 
(e,t)- (C',t'), si e·= S e· 

" Nos ocuparemos ahora de clases de equivalencia de proposiciones. Designaremos con [e,t] 
al conjunto de las proposiciones que son equivalentes a (C;t) 
Es posible definir una relación de orden entre clases de equivalencia. Diremos que la clase ¡e,t) 
precede a la clase [e',t], y lo designaremos con ¡e,t],;[C',t'], cuando s, ,e ~e. 

La relación de orden pennite obtener la conjunción (ínfimo) y la disyunción (supremo) entre 
dos clases cualesquiera [e¡,t1) y [e2,t2). Estas operaciones se expresan :fácilmente si se eligen 
representativos de ambas clases que tengan el mismo tiempo, es decir en la forma 

Resulta entonces 

[C1 ,t1 ]=·[C~,t0 ], [C2 ,t2 ]=[C~,t0 ], C~ =S~o,~,C1 , Cf =S,.,,:C2 

(e1,11]A(e1,t1] = [C?;t;]A(e:,t,] =((e~ ne:),l0] 

¡e1,t1]v[e,,t,] =[e~,t,]v[e: ,10 ] = [(C~ ve:),t,] 
La ínterpretación de estas operaciones es ínmediata. Todos los estados representados por un 
punto del conjunto (e~ nc:) al tiem¡>o t0 estar4nre¡>resentadps por un punto de e, al tiempo t¡,y 
también por un punto de e, al tiempo 12• Todos los estados representados por un punto del 
conjunto (e

1
'vC:J al tiempo to estar4n representados por un punto de e, al tiempo l¡, ó bien por 

un punto de e, al tiempo t,. 
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La negación de la clase de equivalencia del par ( C,t) se define como la clase de equivalencia 
del par (C,t)• donde E representa el complemento del conjunto C en el espacio r. 
Simbólicamente escnbi;emos [C,t)=[C,t]· 

Es fácil mostrar que el conjunto de las clases de equivalencia de los pares ( C,t), con la 
relación de orden, la conjunción, la disyunción y la negación definidas más arnba, forma un 
reticulado distributivo y ortocomplementado. 

La densidad de probabilidad p,(<) definida más arriba permite asignar probabilidades a. la 

proposición representada por la celda C al tiempo t. La probabilidad que se obtiene es la misma 
para todas las proposiciones de la misma clase de equivalencia 

Pr[C,t) = Pr(C,I) = jp,(x) d>: 
e 

Es fácil demostrar que se cumplen las siguientes propiedades 
i) Pr[C,I] :>O, 

tí) Pr[f,l] = ~ 

iii) si [C1,11]A[C2,12] =O, entonces Pr([C1,!1]v[C2,12]) = Pr[C1,!1]+ Pr[C2,12] 

Lógica cuántica dependiente del tiempo 
En mecánica cuántica, una proposición se representa por un proyector y un valor del tiempo. Una 
proposición representada por (ft,,t,) evoluciona en la proposición representada por 

(Ü(t,,t,)fi,ü•(1,,t,),t,) .En forma análoga al caso clásico, dos proposiciones (fi,t) y (ñ',t') tales que 

el subespacio generado por Ü(t',t)fiÜV,t) queda incluido en el subespacio qne genera {¡·, 

guardan una relación que no es de orden, porque no se cumple la propiedad de antisimetría, 
La solución a este problema es similar al caso clásico, y consiste en definir que dos 

proposiciones (ÍI,,t,) y (ÍI,,t,) son equivalentes si Ü(t,,t,)ii,ü•(t,,t,)=fi,. El sím~lo ¡ñ,t] designa 

a la clase de proposiciones equivalentes a (ft,t). 

Se dice que una clase de equivalencia ¡ft,t) precede a otra [ir,(]. si el espacio que gJnera 

Ü(t',t)fiü•(t',t) queda incluido en el espacio que genera á, y esta es la definición de la rezdción 
de orden entre clases. 

La conjunción (lnfnno) y la disyunción (supremo) entre clases de equivalencia se obtienen a 
partir de esta relación de orden. Eligiendo los representativos de ambas clases de modo de que 
tengan un tiempo común, resulta 

. [ÍI,,t,]=[Ílf,t,], ñf =U(t,,t,)ftp+(t,,t,) 

[ii,,t,J =[íf,,t,J, ñ~ = U(t,,t,¡ii1cr(t,,t,> 

El intimo y el supremo resultan entonces 

[ft1,!1] A[li2,l2] = [IÍ~ ,t0]A[ft~,t0] = ~ (fi~ ft~}", t0j 
[ñ,,t,]v[ÍI,,t,) = [Ílf,t,)v[ñ~.t,) = [ (i-~ {o- i'I? )(i-ñ:) n t,] 

En resumen, el procedímiento para obtener la conjunción y la disyunción de clases de 
proposiciones consiste en "trasladar" las proposiciones representativas desde los tiempos t1 y t2 a 
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un tiempo común 10, y después realizar la intersección y la suma directa de los subespacios 
generados por los proyectores ñ: y ñg. 

Lanllgaciól). de una clase de proposiciones se obtiene a partir del complemento ortogonal 
. [ñ,tJ=(i-ñ,tÍ.. . . ..... . - - -··· --···. -- ....... . 

A partir del operador estadístico p, es posible asignar a la proposición {ñ,t) la probabilidad 

Pr{ñ,t)=Tr(p,ft), aplicando la regla de Bom. Teniendo en cuenta que la evolución del operador 

estadistico está determinada por la ecuación de Schr<ldinger, es fácil mostrar que todas las 
proposiciones de la núsma clase de equivalencia tienen la misma probabilidad, de modo que 
Pr{ñ,t)= Pr[ñ,t]· 

Las probabilidades asi definidas cumplen con las siguientes propiedades 
i) Pr[ñ,¡]" o 
il) Pr[i,t] = 1 

A diferencia de lo que sucedia en el caso clásico, la condición [ñ.,1,]"[ñ,,t,]=O no es suficiente 
para garantizar la aditividad de las probabilidades en la disyunción. 

En el caso clásico, la condición [C,,t,]"[C,,t,]=O implica que las celdas e, y C2, trasladadas 
a un tiempo común fo satisfacen e:' r. e~ =;, y esta es una condición suficiente para que se 

verifique Pr((C,,t,]v(C,,t,]) = Pr[C,,t,]+ Pr[C,,t,]· 

En el caso cuántico, la condición [ñ,,t,]"[ñ,,t,]=O implica que los proyectores ñ, y ft,·, 
trasladados a un tiempo común 10, se transforman en proyectores ñ: y ñg. Estos proyectores 
generan subespacios vectoriales con intersección nula~ Sólo en el caso especial .en .que .estos 
subespacios resulten además ortogonales ( ñ: ñg = ñg ñ: = o), se cumplirá la aditividad de las 

probabilidades Pr([ñ.,t,] v [ñ,,t,]) = Pr[ñ.,t,] + Pr[ñ,,t,]· 
Esta importante diferencia con el caso clásico ilustra sobre las dificultades que presenta la 

definición de probabilidades en la mecánica cuántica 

Conclusiones y perspectivas 
En este trabajo hemos desarrollado dos estructoras lógicas, una para sistemas clásicos y .otra para 
sistemas cuánticos. En ambos casos no~ ha sido posible dar cuenta de propiedades del sistema e11 
distintos tiempos. ·· · · 

En el caso clásico resulta un reticulado distributivo de propiedades, lo que no sucede en el 
caso cuántico. Estas diferencias entre los casos cláSico y cuántico era esperable, ya que el 
procedimiento para obtener conjunciones y disyunciones consiste esencialmente en ''trasladar" 
las distintas proposiciones en el tiempo hasta.Htin iiémpo cóñiihi, en ·er que sé re:ilíziiñ'l3s 
operaciones usuales de los reticulados clásico y cuántico (intersección y unión de celdas en un 
caso, intersección y suma directa de subespacios en el otro). 

Es bien sabido que ya para un tiempo fijo no es posible considerar simultáneamente las 
propiedades cuánticas que surgen de considerar todos los subespacios posibles del espacio de 
Hilbert. Del reticulado no distributivo completo de propiedades interesa seleccionar 
subreticulados distributivos. Cada subreticulado distributivo se construye a partir de propiedades 
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atómicas que son representadas por proyectores ortogonales. Estas propiedades atómicas se 
corresponden con los posibles resultados de un dispositivo experimental 

Si se trata de describir procesos cuánticos, interesa poder dar cuenta de propiedades a 
distintos tiempos. Del complejo reticulado de estas propiedades, interesará identificar 
subreticulados distributivos que puedan constituirse en espacios muestrales adecuados para que 
las probabilidades estén bien definidas. 

Estos subreticulados permitirian obtener diferentes "perspectivas" para la descripción de los 
procesos cuánticos, y hablar de una suerte de generalización del principio de complementariedad, 
que involucre observables compatibles a distintos tiempos. 

Estamos trabajando en aplicar el formalismo desarrollado para la descripción del proceso de 
medición, un típico proceso en que deben relacionarse propiedades a tiempos diferentes (una 
propiedad del sistema en un tiempo previo a la medición con una indicación posterior del aparato 
de medición). 

También trabajamos en comparar los resultados de nuestro formalismo con lo que se ha 
dado en llamar teoría de historias consistentes, desarrollaila por R. B. Griffiths ', M. Gell-Mann y 
J. B. Hartle '. 
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