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Relaciones entre la I6gica cudntica y la 16gica cldsica
Roberto Laura’ y Leonardo Vanni'

Introduccién
En este trabajo construimos estructuras légicas para describir procesos fisicos que involucran
propiedades a distintos tiempos.

Para una teoria clasica, las propiedades se representan con pares formados por una celda del
espacio de los estados y un valor del tiempo. La estructura que se obtiene resulta un reticalado
distributivo.

Para el caso cuantico las propiedades se representan con pares formados por un subespacio
vectorial y un valor del tiempo. Se obtiene en este caso un reticulado ne distributivo y se analizan
las dificultades para la asignacion de probabilidades.

Estas construcciones son potencialmente ttiles para analizar el limite clésico de las teorias
cuénticas, y los problemas de la medicién.

La teoria clisica
En una teoria clasica hay certezas, y no probabilidades. El estado del sistema fisico se describe
matemdticamente con un punto x en el espacio ' de los estados. Asi, por ejemplo, si ¢l sistema
es la tierra en su movimiento alrededor del sol, las seis coordenadas de este punto representan las
tres componentes de la posicién y las tres componentes de la velocidad (x = (7,%)).

Cada propiedad del sistema se representa con una funcién F:T — R que asigna a cada punto
x del espacio de los estados nn namero real F{x). Como el estado se representa con un lnico
punto x, todas las propiedades tendrén valores bien definidos.

Una teoria cldsica es determinista, lo que quiere decir que conocido el estado al tiempo z,
representado por el punto %, queda univocamente determinado el estado del'sistema al tismpo

posterior ¢, representado por el punto x,. Esto se indica simb6licamente en la forma ;. =5,0x,)
donde S, :T—T esuna aplicacién que hace corresponder a cada punto %, el punto x,. i

En una teoria clasica, sélo es necesario apelar a las probabilidades para poder dar cuenta de
la ignorancia o conocimiento parcial del estado del sistema. A cada tiempo ¢ se define una
funcién .1 g, donde 4 (y) representa la densidad de probabilidad de que el estado del

sistema al tiempo ¢ sea el que representa el punto x. Condciendo la ley de evolucién 5, s
posible determinar la distribucién de probabilidad  (xy al tienipo ¢ si se conoce la distribucién
de probabilidad , () al tiempo 7.
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La teoria cudntica
En la teorfa cudntica hay probabilidades, y no ceriezas. En esta teoria, el estado del sistema fisico
se representa por un vector ¢ de un espacio de Hilbert /.

Una propiedad p del sistema se répresenta con un subespacio H, del espacio vectorial H, o
en forma equivalente con el proyector fi,» que verifica H,=M H-

En general, no puede decirse de una propiedad que sea verdadera o-falsa. Cuando el sistema
estd en cierto estado representado por el vector o, se asigna a la propiedad p Ia probabilidad
Pr(p)={p|11, | @) - Esta asignaci6n se conoce con el nombre de regla de Born.

Solo cuando ¢l vector de estado , estd incluido en el subespacio H,, podemos decir que hay

certeza de que el sistema fisico posea la propiedad p, ya que entonces
Pr('p)';f(@‘1f[ !¢)‘*‘(’¢'I'¢)”"1"' Pero no es dificil concebir otra propiedad p’, para la cual el

entonces no hay certeza sobre la propledad p".En general, en la teoria cuéntica, las propledades
no tienen valores definidos, sino s6lo probabilidades.

Compatibilidad entre teorias clisicas y cuinticas
La teoria cuantica ha sido exitosa en la descripcion de los procesos microscopicos, pero es muy
diferente de la clasica, que es iitil para describir procesos macroscépicos.

Las propiedades de los sistemas microscépicos solo se manifiestan cuando se las mide, y los
intentos de suponer que estas existen afin sin su medicién parecen llevar a contradicciones. Esto
es bien conocido por los fisicos, que se cuidan muy bien de calcular solo las magnitudes
permitidas por Ia teoria citando 1a aplican. Sinembargo, ciando los mismos fisicos hablai de Tos
procesos microscopicos, utilizan un lenguaje que suele ser propio de una teoria cldsica, un
lenguaje que asigna propiedades definidas a objetos bien determinados.

Solo accedemos al conocimiento de lo microscdpico con aparatos de medicién que son
macroscopicos. Segin la interpretacion fradicional de la mecénica cudntica, los aparatos de
medicion deben ser descriptos por la fisica clasica, y la evolucién de un sistema. cudntico. es
gobernada por la ecuacién de evolucion microscépica (la ecuacion de Schridinger) mientras no
se realicen mediciones. En esta interpretacion, cuando el sistema cuantico es medido, su
evolucién no es gobernada por Ia ecuacion de Schrodinger, sino que experimenta una stbitd
transicién a un estado que se¢ corresponde con el resultado de la medicién.

Por otra parte, los sistemas macroscdpicos, bien descriptos: por las. teorias clasicas, estén
formados por una cantidad muy grande de atomos, que sofi de la misma clase de los que pueden
ser descriptos con la mecénica cudntica.

Todas estas dificultades conceptuales hacen que los fisicos profesionales hablen en un

lenguaje que no siempre se ajusta a aquetlo que calculan. Quizis esto explique en parte las
dificultades de aprendizaje de los estudiantes.

Parece entonces importante analizar las conexiones entre las teorfas clasica y cudntica, y sus
correspendientes logicas.
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Es comiin encontrar en los textos que la mecénica cuéntica se reduce 4 la mecénica clésica
cuando la constante de Planck % es mucho menor que ¢l producto de una energfa £ y un tiempo
caracteristico 7 del sistema (7 << £.7). Sin embarge, esta afirmacién es al menos incompleta!,
porque los objetos matemdticos que representan estados en ambas teorias son muy diferentes:
puntos x del espacio I' en una teoria, y vectores , del espacio de Hilbert en otra.

R. Omnés? propone establecer la relacién entre la teoria clasica y la cudntica, poniendo en
correspondencia cada celda C del espacio I' con un proyector f1 sobre el correspondiente
espacio de Hilbert H.

Tlustraremos el procedimiento de esta correspondencia para el caso més simple, en que Ia
descripcion clasica es en un espacio bidimensional T, donde cada punto tiene una coordenada de
posicién g, y una de impulso p.

En el espacio de los estados cuénticos, consideremos el vector de estado |4, ) del espacio de
Hilbert, cuyas componentes en las direcciones coordenadas |x) son

1)-m e"{hﬂz 1457 er'_mul

@, (x)={x1q.p)=02m

Este vector representa un estado cudntico cuyas distribuciones de probabilidad para la posicion e
impulso tienen valores medios (x)=g ¥ (p,) = p. Y dispersiones Ax=s Y Ap, =#/2s-

Es posible demostrar que si la celda C del espacio de representacion de los estados es

suficientemente regular, y de tamafio mucho mayor que %, el correspondiente proyector
cuantico es

flﬁﬁj;ﬁq,p){q,pidqc{v

En una descripeidn cldsica, un sisterna quie €n el tiempo #; estd en un estado representado por el
punto , de la celda ¢, estard representado, en el tiempo posterior ¢, por un punto de la celda C,,

donde ¢ -5, (C,)» siendo s una transformacion determinada por las ecvaciones de la dindmica
ciasica.

En correspondencia con la celda ¢, se puede construir el proyector jj, . De acuerdo con la
teoria cuantica la evolucién temporal de este proyector estd dada por 1y = (7)1, U*(1,,)

determinada por la ecuacién de Schiddinger de la dindmica cudntica.
Las descripciones cudntica y clasica serdn compatibles si este proyector §j coincide con el
que se obtiene ¢n correspondencia con la celda clésica C;. Esto se ilustra en el siguiente diagrama
dindmica clasica

G —/— G

¥ 4

~

1, —disdmice cutwion o ] o ﬁq

Tantoen una descripci6n clasica como en una cuéntica de la evolucién de un sistema, intervienen
propiedades a distintos tiempos, y se pretende establecer relaciones entre ellas. Las propiedades
clasicas se representan por celdas, y las cuénficas por proyectores. En las dos secciones
siguientes veremos como construir una logica para las propiedades que dependen del tiempo.
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Légica clisica dependiente del tiempo

Como ya dijimos antes, y con vistas a establecer relaciones con la teoriz cuéntica,
caracterizaremos en principio una propiedad cldsica por una celda € y un tiempo ¢, o
simbélicamente por el par (C,s). La celda C al tiempo £ se convierte en Ia celda 5, (c) al tiempo.

¢". Si ahora consideramos el caso en que la celda evolucionada g, () queda incluida en una

celda C, tedo sistema que esté en un estado representado por un punto de C al tiempo ¢, estard en
un estado representado por un punte de C'al tiempo r”. Esto nos sugiere qué exploremos Ta
posibilidad de definir la relacién de orden enire proposiciones de modo tal que (C,#) preceda a
(C',t") cuando 5,.,(C) estd incluido en C'.

Con esta definicion tentativa consideremos que (C,f) precede a (C',¢) y que también (C',t)
precede a (C,#). Entonces tendremos 5 (c)cc ¥ también 5,,(C)cc-De la segunda ecuacién

resulta 5 5 () c 5,,C,08€a s, C- Pero entonces c= 5. LG Y (CH=(Cor)-La relacién no es
reflexiva y no puede ser una relacién de orden.

El modo en que esta propiedad reflexiva no se cumple nos sugiere como definir una relacién
de orden Util.

En efecto, si c=g3 .C> la proposicién (C".t"} se obtiené por evolucién temporal de la
proposicién (C,f). Esta relacién es una equivalencia, ya que resuita reflexiva, transitiva y
simétrica. Diremos entonces que (C,f) equivale a (C’,r), y lo designaremos simbélicamente con
(CH~(C)sic=5, ¢

Nos ocuparemos ahora de clases de equivalencia de proposzc:ones Demgnaremos con [C, t]
al conjunto de las proposiciones que son equivalentes a (C,f)

Es posible definir una relacion de orden entre clases de equivalencia, Diremos que la clase [C,4]
precede a fa clase [C',t'], y lo designaremos con {¢,f)<[C",r), cuando g c .

La relacién de orden permite obtener la coryunc:on {infimo) y 1a dz.wunmon (supremo) entre
dos clases cualesquiera [Cy,61] ¥ [Co,5]. Estas operacmnes se expresan facilmente si se eligen
representativos de ambas clases que tengan el mismo tiempo, es decir en la forma

[C.4]1=[C11). 1Cu1] =[C3.6), C = SsCiv Cy= =8,.C

Resulta entonces

[CLAINC, 1= [CTBIAIC 6] = [T NE3 4]

[Cot IVIC, 1= CT4IVICE 4] =[G W ELL]
La interpretacion de estas operaciones es inmediata. Todos los estados representados por un
punto del conjunto (c? ~c?) al tiempo # estaran representados por un punto de. C; al tiempo 1), y
también por un punto de C; al tiempo #. Todos los estados representados por un punto del
conjunto (c°ic?) al tiempo £, estardn representados por un punto de C, al tiempo #,, 6 bien por
un punto de C; al tiempo #,.
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La negacion de la clase de equivalencia del par (C,) se define como lz clase de equivalencia
del par (C,), donde T representa el complemento del corjunto C en el espacio T.
Simbélicamente escribiremos € 7j=[C,1]-

Es facil mostrar que el conjunto de las clases de equivalencia de los pares (C,f), con la
relacién de orden, la conjuncidn, la disyuncién y la negacién definidas mds arriba, forma un
reticulado distributive y ortocomplementado.

La densidad de probabilidad ,,(y) definida mds arriba permite asignar probabilidades a la
proposicion representada por la celda C al tiempo 7. La probabilidad que se obtiene es Ia misma
para todas las proposiciones de la misma clase de equivalencia

PAC,1]=PrC,0) = fo () ax
c

Es facil demostrar que se cumplen las siguientes propiedades

H  Pr[C.ez0.

@) PrL=],

iy 5i[CL41A0C;, 1] =0, emtonces PH[C.4 1 v[C,,t, D =P1{C,. 41+ PrlC,.1,].
Légica cudntica dependiente del tiempo _
En mecénica cudntica, una proposicion se representa por un proyector y un valor del tiempo. Una
proposicién representada por (f1,r) evoluciona en la proposicion representada por
(O, 4)0° (1,,),1,) -En forma andloga al caso clsico, dos proposiciones (11,5 ¥ (IT,) tales que
el subespacio generado por g, nIf10*(r,r) queda incluido en el subespacio que genera T,
guardan una relacién que no €s de orden, porque no se cumple la propiedad de antisimetrfa.

La solucién a este problema es similar al caso cldsico, y consiste en definir que dos
proposiciones (f1,,,) ¥ (f1,,1,) Son equivalentes si {1, )10 (1,.4,) =11, El simbolo [f] ;] designa
a la clase de proposiciones equivalentes a (f1,1).

Se dice que una clase de equivalencia {11,s] precede a ofra [fT,r), si el espacio que gel_nera
O .HN10*( 1) queda incluido en el espacio que genera IT', y esta es la definicién de 1a rel&cién
de orden entre clases.

La conjuncién (infimo) y la disyuncion (supremo) entre ciases de equivalencia se obtienen a

partir de esta relacion de orden. Eligiendo los representativos de ambas clases de modo. de que
tengan un tiempo comin, resulta

{ﬁp‘i}= [ﬁ?:to}s ﬁ? = U(fosfl)filU+(‘o=11)
'Eﬁ'z':tz] = [ﬁoz:fol ﬁg = U(‘oﬁz)l‘—'ITU+ (2.12)
El infimo y el supremo resultan entonces
[ﬂl’tl in [ﬁa:‘z] = [ﬁ?:to} N [ﬁg,to] = hlm (ﬁ? ﬁg)n » ‘oJ

—

(11,.4]v [[L.6] = 11,4 ] v [, 4] = [(1",1,1_{‘; {(’ -~ ﬁ?)(j ‘ﬁg) }n} '0]

En resumen, el procedimienio para obtener la conjuncién y la disyuncién de clases de
proposiciones consiste en “trasladar” las proposiciones representativas desde los tiempos 1y & a
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un tiempo comim fp, y después realizar la interseccién y la suma directa de los subespacios
generados por los proyectores 11° y 11°.

Lanegaci6n de una clase de proposiciones s¢ obtiene a partir del complemento ortogonal

-t Pttt - s
A partir del operador estadistico 5, es posible asignar a la proposicién (f1,s) Ja probabitidad
Pr(fL1) = Tr(p, IT) @plicando la regla de Bomn. Teniendo en cuenta que la evoluci6n del operador
estadistico estd determinada por la ecuacién de Schridinger, es ficil mostrar que todas las
proposiciones de la misma clase de equivalencia tienen la misma probabilidad, de modo que
Pr(fL,) = Pr{IL1)-

Las probabilidades asi definidas cumplén con las siguientes propiedades

i) PiLAz0

@ Pl =1
A diferencia de lo que sucedia en ¢l caso clésico, la condicidn 11,4} [fT,,2,]= 0 1O es suficiente
para garantizar la aditividad de las probabilidades en la disyuncién.

En el caso cldsico, la condicién [, 1]1A[C,.1,]=0 implica que las celdas C; y C,, trasladadas
a un tiempo comin 4, satisfacen C°~(C?=¢, y esta es una condicion suficiente para que se
verifique Pr(C,.4]v[Cy,5]) = PHC, 41+ PHC, 1] -

En el caso cudntico, la condicién 01,4100, 5]=0 implica que los: proyectores n, ¥y i,
trasladados a un tiempo comun #,, se transforman en proyectores i ¥ 1. Estos proyebtore’s
generan subespacios vectoriales con interseccién nula. S6lo en el caso. especial en. que estos
subespacios resulten ademés ortogonales ({1’ f1% =11} f1° =0), se cumplird la aditividad de las
probabilidades Pf([fl'pfl.lv{flzst:])=Pf[ﬁ;,f;1+Prﬂi;,f;]'

Esta importante diferencia con el caso clasico ilustra sobre las dificultades que presenta 1a
definicion de probabilidades en la mecanica cudntica.

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos desarrollado dos estructuras logicas, una para sistemas cldsicos y otra para
sistemas cuanticos. En ambos casos nos ha 31do posible dar cuenta de propiedades del sistema en
distintos tiempos.

En el caso clasico resulta un reticulado distributivo de propiedades, lo que no sucede en ¢l
caso cudntico, Estas diferencias entre los casos clésico. y cudntico era esperable, ya que el
procedimiento para obtener conjunciones y disyunciones consiste esencla]mente en “trasladar”
las distintas proposiciones en el tiempo hasta un tiempo comiin, en el que se realizan las
operaciones usuales de los reticulados cldsico y cuantico (interseccién y unidn de celdas en.un
caso, interseccidn y suma directa de subespacios en el otro).

Es bien sabido que ya para un tiempo fijo no es posible considerar simultineamente Ias
propiedades cuanticas que surgen de considerar todos los subespacios posibles del espacio de
Hilbert. Del reticulade no distributivo completo de propiedades interesa seleccionar
subreticulados distributivos. Cada subreticulado distributivo se construye a partir de propiedades
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atomicas que son representadas por proyectores ortogonales. Estas propiedades atomicas se
corresponden con los posibles resultados de un dispositivo experimental.

Si se trata de describir procesos cuénticos, interesa poder dar cuenia de propiedades a
distintos tiempos. Del complejo reticulado de estas propiedades, interesard identificar
subreticulados distributivos que puedan constituirse én espacios muestrales adecuados para que
las probabilidades estén bien definidas.

Estos subreticulados permitirian obtener diferentes “perspectivas” para la descripcién de los
procesos cuinticos, y hablar de una suerte de generalizacion del principio de complementariedad,
que involucre observables compatibles a distintos tiempos. 7

Estamos trabajando en aplicar el formalismo desarroliado para la descripcion del proceso de
medicidn, un tipico proceso en que deben relacionarse propiedades a tiempos diferentes (una
propiedad del sistema en un tiempo previo a la medicién con una indicacién posterior del aparato
de medicion).

También trabajamos en comparar los resultados de nuestro formalismo con lo que s¢ ha
dado en llamar teorfa de historias consistentes, desatrollada por K. B. Griffiths , M. Gell-Mann y
J. B. Hartle *,
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