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La paradoja de Béziau y la légica positiva
Carlos A. Oller

1. Introduccién: La paradoja de Béziau

En su articulo “Clasical Negation can be Expressed by One of its Halves” [1] Jean-Yves Béziau
presenta una paradoja que consiste en que la légica proposicional clasica K puede reconstruirse
en ¢l interior de una logica proposicional K/2 estrictamente mas débil que la clésica. Este sistema.
tiene un condicional caracterizado por las cléusulas semdnticas cldsicas y una negacién que se
caracteriza seménticamente por s6lo una de las dos clausulas condicionales que definen a la
negaci6n clasica —la que establece que, si F{4)=1, entonces V{—4)=0.

La paradoja de Béziau puede presentarse como:-una paradoeja relacionada con la cuestién de
la traduccién entre légicas. En efecto, Béziau enuncia la paradoja del 51gu1ente modo

A=g A siy sélosit(A)sg, 14y
donde 1 es una funcion de traduccion entre las formulas de la logica propoesicional clasica y las
de K/2. Esta presentacion de la paradoja plantea la cuestion de los diferentes tipos de traduccion
entre logicas, v también la de Ias condiciones que debe cumplir una fraduccién de este tipo para
ser una traduccion fiel.

Es posible, ademds, presentar la paradoja de Béziau en términos smtéctlcos tal como lo
hace Lloyd Humberstone en [3] y [4]. En estos términos, lo paradéjico consiste en que la
negacién de la logica proposicional cldsica puede definirse en un sistema axiomdtico cuyo
conjunto de axiomas y reglas de inferencia para la implicacién material y la negacién es un
subconjunto propio del respectivo’ conjunto de axiomas y reglas de inferencia de Ia idgica
proposicional clisica para esas conectivas, En efecto, esto resulta sorprendente si se sostiene la
concepeidn de las definiciones como meras abreviaturas que no. agregan nada. sustancial al
sistema en el que se formulan. La presentacion sintictica de la paradoja de Béziau plantea, pues,
la cuestién del rol de las definiciones-en un sistema 16gico.

En este articulo presentaremos una nueva paradoja del tipo de la de Béziau. Para ello,
consideraremos un sistema de légica proposicional positiva —i.e. libre de negacion— maés débil
que el de la logica positiva clasica. El condicional de este sistema esta caracterizado por las
clausulas seménticas habituales para el condicional material, salvo la que establece que, si
(4=0 y ¥(B)=1, entonces V(4 — B)=1. La conjuncién y la disyuncién de este sistema estén
caracterizadas por las cldusulas cldsicas para estas conectivas. La ley de refuerzo del antecedente
no es vilida para el condicional de este sistema, por lo que puede considerarse que incluye una
l6gica para los condicionales derrotables (defeasible conditionals). Sin embargo, mostraremos
que en este sistemna de logica positiva es posible definir el condicional material clésico y, de esta
manera, reconstruir la lagica positiva clédsica en el interior de una ldgica positiva mas débil.
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2. Traducciones entre logicas, definiciones y la paradoja de Béziau
Las clansulas seménticas clasicas para el condicional material v la negacién pueden formularse
del siguiente modo:

V(4 — B)=0siy sélo si (A=t y (By=0

V(A4)=1 si y sblo si H(—4)=0
Dado que las demés conectivas veritativo-funcionales de la légica proposicional clisica X
pueden definirse en términcs del candicional material ¥ 1a negacion, esias cliusulas caracterizan
a K. Béziau propone en [1] que consideremos la l6gica K/2 caracterizada por 12 cliusula para el
condicional material y s6lo una de las dos cliusulas condicionales que definen a la negacién
clasica:

V(4)=1, entonces V{—A4)=0
Esta logica es mas débil que la clsica, ya que el conjunto de sus verdades logicas estd
propiamente incluido en el conjunto de las verdades l6gicas de K. Sin embargo, X es traducible
en K72, En esto consisté 1o gue Hufberstotie Hia llamado en [3] la paradoja de la traduccion de
Béziau.

Consideremos las dos l6gicas K y XK/2 caracterizadas por las siguientes estructuras:
K=<K;—>;-;x >
K2=<%525~ x>

Ky K son los conjuntos de formulas bien formadas de X y K/2, respectivamente. Las conectivas
— y=son los condicionales de X y K/2, respectivamente. Las conectivas — y ~ son sus
respectivas negaciones. Las relaciones = ¥ kg 501 las relacionss de consecuencia semdntica —
definidas de la manera habitual— de K y X/2, respectivamente. La traduccion de K en K/2 puede
hacerse usando una funcion de traduccion 1 caracterizada por las siguientes cldusulas:

7(A)= A, si A es atémica '

{4 - B)=1(A)=(B)

(—4A) =1(A) = ~1(A)
Es posible demostrar ahora que:
_ Al A 51y $6lo si W{A)=x, W(A)
donde 1(A) denota la traduccion, de acuerdo a estas clausulas, de las formulas que componien ¢l
conjunto A de premisas. Esto puede inferpretarse como la afirmacion de que es X traducible en
K.

En este articulo no entraremos en la discusion detzilada de la nocién de traduccién entre
légicas y de las propiedades que debe tener una buena traduccion de este tipo. Para ello,
referimos a los/las lectores/as a las discusiones contenidas en los trabajos de Béziau [1] y
Coniglio [2] citados en la bibliografia. Ademés, en los préximos parrafos veremos que esta
paradoja puede formularse en términos que evitan estas cuestiones, aunque nos obligan a
replantearnos ofros problemas relativos a la filosofia de los sistemas formales.

La paradoja de Béziau puede también presentarse en términos puramiente sintacticos, Lloyd
Humberstone proporie en [3] que consideremos la siguiente axiomatizacién para la logica
proposicional clisica K, con el Modus Ponens como regla de inferencia:

{(AlY(4 > (B— A
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AD{A>B->CP>{4->B)»> 4> Q)

AN (@ —>B) >4 4

(A4) (4 > (=4 > O)

AH{(A->CO) > ([(=4>C)>C)
Llamemos K/2 a la 16gica axiomatizada por (A1)-(A4), con el Modus Ponens como regla de
inferencia. El conjunto de axiomas de K/2 estd propiamente incluido en el conjunto de axiomas
de K, y se puede probar que el conjunto de teoremas de X/2 también esté propiamente incluido en
¢l conjunto de teoremas de X. En este sentido, se puede afirmar que K72 es inferencialments mas
débil que X. Sin embargo, Humberstone nos propone que introduzcamos en el lenguaje de K/2 la
conectiva de negacién clésica — mediante 1a siguiente definicion:

(Def.]) =4 =g (4 - ~A)
Es.posible, entonces, reconstruir la ldgica proposicional cldsica X en el interior de X/2, ya que
valen para las conectivas — y ~ los axiomas (A1)-(AS). o

La negacién de la logica proposicional clisica X puede, pues. definirse en el sistema

axiomético X/2, cuye conjunto de axiomas para la implicacion. material y la negacién es un
subconjunto propio del respectivo conjunto de axiomas y reglas de inferencia de K para esas
conectivas. Esto resulta paradgjico si se consideran a las definiciones como meras abreviaturas
metalingiiisticas que no agregan nada sustancial al sistema logico en el que se formian. La
presentaci6n sintdctica de la paradoja de Béziau que ofrece Humberstone motiva, por lo tanto,
una discusién filosodfica acerca del rol de las definiciones en los sistemas formales.

3. La paradoja de la traduccién y 1a logica positiva clisica
En esta seccion presentaremos una nueva paradoja de la traduccién del tipo de la formulada por
Béziau. Para ello, consideraremos un sistema de logica proposicional positiva —i.e. libre de
negacion— mas débil que la logica positiva clasica Py Las cliusulas seménticas para la
conjuncién y la disyuncidn-de este sistema, al que denominaremos Py, son las clasicas:
WA &B)y=1siysolosi MA)=1y H(B)=1
WAV’ By=1siysolosi KAy=16WB)=1
El condicional > del sistema Py, sin embargo, estd caracterizado por las siguientes dos clausulas
seménticas:
Si {4)=1y V(B) =0, entonces V(4 > B)=0
Si (4) = ¥(B), entonces V(4 > B)=1
Es decir, las clausulas habituales para el condicional material —, con la excepcion de la que
establece que, si {4)=0y ¥(B)=1, entonces {4 — B)}=1.
No resulta vélida para el condicional de este sistema, como es fécﬂ comprobar, la SIgulente
ley de refuerzo del antecedente:
({4>B)— (4 &C)> B))
por lo que puede considerirsele un condicional derrotable (defeasible conditional). Puede
comprobarse que este condicional tampoco cumple con varias otras leyes, como. por ejemplo la
de transitividad del condicional.
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Por lo tanto, la légica positiva Pp es mis débil que la Iogica positiva clésica Py pero, sin
embargo, Py es traducible en Pp. De esta manera, y como se verd a continudcidn, estamos en
presencia de otra paradoja de la traduccion del tipo de la presentada por Béziau.

Consideremos las dos légicas Py y Py caracterizadas por las siguientes estructuras:

Py=<Fx3=>;A Vi >
Pp=<Fp;>,&;V’ ;Fpp>
Fyy Fpson los conjuntos de férmulas bien formadas de Py y Pp, respectivamente. Las
conectivas —» y > son los condicionales de Px y Pp, respectivamente. Las conectivas A y &, y
por otra parte, vV y v* son sus respectivas conjunciones y disyunciones. Las relaciones Epx y kpp
son las relaciones de consecuencia seméntica —definidas de la manera habitual~— de Py y Pp,
respectivamente. La traduccién de Py en Pp puede hacerse usando una funcién de traduccién
1 caracterizada por las siguientes cliusulas: '
(4} =4, si 4 es atdmica
(A A B)=1(4) & 1(B)
A v B)=1(A) v’ ©(B)
™A — B)y=1(A)>1(4 A B)
Es posible demostrar ahora, como el/la lector/a puede comprobar ficilmente, que:
A Epgd  siysblosi  tA) Fpp t(4)
lo que puede interpretarse como la afirmacion de que Py es traducible en Pp.

Esta nueva paradoja de la traduccién puede también presentarse en términos puramente
sinticticos. Para ello, es necesario considerar una axiomatizacion para la l6gica proposicional
positiva Pp que resulte completa respecto de la seméntica presentada mis arriba para este
sistema. El condicional de la logica proposicional positiva clasica Py podrd introducirse en este
sistema axiomdtico para P, mediante la signiente definicién:

Def2) (A= By=x(4> (A& B)

Las siguientes tablas de verdad muesiran como esta definicion permite completar la tabla de
la conectiva >, que estd sdlo parcialmente determinada por las cldusulas seménticas ofrecidas
més arriba, de manera tal que la conectiva — asi definida se identifica con el condicional
material:

A B I (4>B) A | Bl A&B) [ U>A&B)
1 1 1 1 1 1 1
0 1 - 0 | 1 0 1
1 0 0| T | 0 0 0
0 0 1 0 | 0 0 1

Las tablas anteriores justifican intuitivamente tanto la eleccidn de las reglas de traduccion
propuestas més arriba, como la de la Definicién 2.

4. Conclusion

En este trabajo se ha presentado una paradoja de la fraduccién que consiste en que la logica
proposicional posttiva clasica puede traducirse en una ldgica positiva mas débil que la clasica. Lo
notable de este tipo de traducciones entre légicas, cuyo antecedente més temprano parece ser la
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traduccién de Kolmogorov de la 16gica cldsica en la 16gica intuicionista, es que son traducciones.
de un sistema logico en otro que es, desde un punto de vista inferencial, estrictamente mias débil
que €L La nocién del poder mferenclal de un s:stema logico perece queclar cuestionada o, al
menos, relativizada.

Como hemos sefialado, y aunque no se les reconozca un cardcter paraddjico, este tipo de
traducciones plantea varios problemas para la filosofia de los sistemas formales. Ademas, como
sugiere Bézian, estas traducciones parecen desafiar algunas clasificaciones cominmente
aceptadas en filosofia de 1a 16gica, tales como la distincién entre extensiones y desviaciones de
un sistema l6gico. Por lo tanto, las consecuencias tedricas de estas. paradojas parecen constituir
un tema de interés para la investigaci6n en filosofia de la logica.
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