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La relación parte- todo en la geometría de los sólidos de A. Tarsld 
Diego Letzen· 

En 1965 Tarski tennina un sistema de geometría, una presentación general de la geometría 
euclideana en el marco de la Lógica. De distintas maneras es posible rastrear el interés de 
Tarskl en estos temas hasta llegar a algunos de los temas y posiciones planteados por Brentano 
para la indagación filosófica. En esta tarea casi arqueológica el primer hito en aparecer es la 
figura de S. Lesniewski, padre de la mereología, de quienTarski fuera único discípulo. Por un 
encargo de su maestro es que este último esboza las líneas de una geometría sín puntos como 
noción primitiva, de inspiración mereológicac tomando la relación diádica de parte y la. noción 
de sólido como únicas primitivas. Sin embargo el elegante sistema de geometría mencionado al 
comienzo del párrafo no es éste .. Es un sistema de geometría elemental cuyo principal rasgo es 
estar expresada exclusivamente en el lenguaje de la lógica de primer (irdert. Explotarnós en 
este trabajo esta primera aproximación a la geometría realizada porTarski, Íllt_elltJ!11d9 jl!$tífiq¡r 
la htpótesis que ambos acercamientos a la geometría están estrechamente vinculados, a pesar 
del prolongado lapso temporal que intennedia, por la inquietud por las nociones primitivas de 
la geometría he incluso por ciertos aspectos metodológicos. 

1 Pre-historia de la mereología: la línea Bren tan o- Tarski: Twardowski 

Entre algunos de los discípulos de Franciszek Brentano (A. Meinong, E. Husserl etc.) K. 
Twardowski, trabajando desde el año 1895 en Lvov, elabora una distinción entre acto 
contenido y objeto de la representación en el marco del problema de acto y contenido del 
fenóme¡¡_Q p~j¡:p_lógic_o de. Brentano,_aJluque_ progresiy_amente va separándose deL psicologismo 
de Brentano. Toma también de éste, el interés por temas aristotélicos y escolásticos referidos al 
realismo y objetivismo y, si bien en lo referente a los conceptos metafisicos no es tan estricto 
como Brentano en suponer que la filosofia tiene la última palabra, adscribe a la teoría que los 
conceptos metafisicos son de una naturaleza precientífica en el sentido de contener verdades 
que serán probadas al ser incorporadas en una disciplina científica particular .. La escuela por él 
fundada se caracteriza en general por la aceptación del realismo ontológico, el objetivismo y la 
teoría de la correspondencia absoluta. 

El rasgo central de abordaje de todos estos temas es el criterio que los ternas de la 
metafisíca deben ser tratados en forma no ambigua y precisa trasmitiendo a todos los 
discípulos de la escuela de Lvov-Warsaw el afecto por el rigor de la semántica, la sintaxis y 
pragmática del lenguaJe. 

2 Geometría de Tarski -1 

En 1965 Tarski tennína de dar fonna a un elegante sistema de geometría que había comenzado 
a estudiar casi 40 años antes, en el período 26-27 de clases en la universidad de Varsovia: una 
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presentación axiomática de la geometría euclídeana elemental (la parte de geometría plana 
euclideana que puede ser desarrollada en el marco de la lógica de primer orden.) 

Con el correr de los afios, primero con Szmielew y luego con Schwabhiiuser se completó 
una presentación general de la geometría euclideana sobre esta base: una presentación 
desarrollada en el marco de la lógica. 

Por contraste con otros sistemas de la geometría (por ejemplo el s1stema de Hilbert para la 
geometría del espacio) en que punto, linea, plano etc., son "objetos geométricos" primitivos, en 
el sistema de Tarski hay sólo un tipo de objeto geométrico primitivo: los puntos. Es decir, 
todas las variables (de pnmer-orden) a, b, e,.. . (denotadas por letras minúsculas) tienen su 
recorrido sobre puntos .. Hay dos nociones geométricas primitivas (es decir, no-lógicas): la 
relación ternaria B "estar-entre, y la relación cuaternaria de "equidistancia" o "congruencia de 
segmentos". 

La relación B es definible en términos de equidistancia. Para ello, es neces¡¡no definir 
primero un relación cuaternaria entre segmentos (menor o igual) expresada m!'diante xy;:>:zu. 

Una de las características importantes del desarrollo de Tarski es la distinción clara t¡nfre 
la geometría completa y su parte elemental. Por "elemental" entendemos esa porcíón de la 
geometría que, hablando rápidamente, puede ser desarrollada sin la ayuda de nociones de 
teoría de conjuntos. El sistema de la geometría completa requiere como marco una lógica de 
orden superior o, si no una lógica de primer orden enriquecida por algún fragmento 
(axiomático) de la teoría de conJuntos. 

El col\iunto de axiomas de Pieri de 1898 para la geometría completa euclideana de 3 
dimenswnes. Consiste de 24 axiomas. La única noción primitiva utilizada en el sistema es la 
relación ternaria entre puntos a, b, e si, y sólo s~ b y e son equidistantes de a. La mayor parte 
de los axiomas de Pieri se formulan con la ayuda de algunas nociones definidas. Sin embargo, 
después de cada uno de ellos, a excepción de los dos axiomas no-elementales XXlll y XXIV, 
él da un reformulación en la que todas las nociones definidas se han eliminado. La extensión 

' de cada una de las reformulaciones de estos axwmas es muchísimo más larga de lo que podría 
suponerse. 

2 Geometría de Tarski -2 

Especialmente en los comienzos del s1glo XX se produjeron numerosas propuestas para el 
tratamiento de manera formal de teorías del espacio, con la característica general de tomar 
como nociones primitivas especificas regwnes espaciales (por ejemplo cuerpos sólidos) antes 
que el punto. Tal vez la motivación fundamental detrás de muchos de estos intentos fue la de 
proveer teorías adecuadas a la percepción espacial del sentido común y correlativamente la de 
aplicar nociones mereológicas en su formulación .. Algunos ejemplos de estas teorías son: De 
Laguna (1922), Tarski (1929) y Whitehead (1920), (1929). 

Así por ejemplo en 1927 Tarski (impreso en Tarski (1929)) presenta en el primer congreso 
de matemática polaca los fundamentos de la geometría de los sólidos1

. Esta obra es una de las 
pnmeras aplicacwnes de la mereología o teoría del todo y {as partes, recientemente 
desarrollada por S. Lesniewski en sus fimdamentos de una teoría general de las totalidades' 
(Lesmewski 1916) En ella Tarski toma la esfera como único concepto primitivo específico 
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conjuntamente con la noción mereológ1ca primitiva de parte "Entendiendo por Geometría de 
Sólidos un sistema de geometría desprovisto de figuras geométricas como puntos, líneas y 
superficies, y admitiendo como figuras sólo sólidos -el correlato inrriitivo de conjuntos 
regulares ab1ertos(cerrados).de la.geometríaeuclideanade tres dimensiones." (FGSp. 24} En 
general podemos afirmar que la utilización de estas teorías permite entre otras cosas poner de 
relieve aspectos filosóficos y formales relacionados con las nociones espaciales en juego (por 
ejemplo límite, ubicación, región etc ... ) 

El procedimiento utihzado por Tarski consiste en basar la geometría en la mereología de 
Lesniewski. La relación de parte es incluida en el sistema como primitiva y la noción de esfera 
como única primitiva específica. 

En la construcción del sistema es posible identificar tres etapas: 

Construcción de una colección de objetos (sólidos: conjuntos regulares cerrados de W). 
Selección de una colección de relaciones sobre los objetos. 
Decisión sobre el lenguaje subyacente: lógica de predicados de segundo orden. 

Postulado L Si A es parte de B y B es parte de C, entonces A es parte de C. 
Def. MI. Un individuo A es una parte propia de un individuo B si A es parte de B y B no es 
idéntico a A. 
Def. Mil. Un individuo A es disjunto de un individuo B sí nmgún Z es parte de ambos. 
Def. Mili. Un individuo A es la suma de los elementos de una clase a. no vacía de individuos si 
cada elemento de a es parte de A y ninguna parte A es disjunta de los elementos de a . 
Posttüado II. Para toda clase a no vacía de individuos, existe exactamente un individuo X que 
es la suma de todos los elementos de a. 

DR(x,y) =d<f ~3z[P(.z,x) 1\ P(.z,y)J 
SUM(X,x) =.,1 \;ly[X(y) -t P(y,x)]/\ -.3z[P(z,x} 1\ \;ly[X(y) -+ DR(y, z)Jj 

Def. 1 La esfera a es tangente externamente a la esfera b sí 1- la esfera a es disJunta de la b; 2-
dadas dos esferas x, y disjuntas de b, que co!ltienen la esfera a como parte, al menos una es 
parte de la otra. 
Def 2 La esfera a es tangente internamente a la esfera b si 1- la esfera a es parte propia de la b; 
2- dadas dos esferas x, y partes de b, que contienen la esfera a como parte, al menos una es 
parte de la otra. 
De f. 3 Las esferas a y b son diamétricas externamente a la esfera e si 1 ~ ay b son tangentes 
externamente a e; 2- dadas dos esferas x, y disjuntas de e, tales que a es parte de x y b es parte 
de y, x es disjunta de y 
Def. 4 Las esferas a y b son díamétr1cas mternamente a la esfera e si 1- a y b son tangentes 
internamente a e, 2- dadas dos esferas x, y disjuntas de e, tales que a es tangente externamente 
a x y b a y, la esfera x es disjunta de y. 
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Def. 5 La esfera a es concéntrica con la esfera b si una de las s1gmentes se cumple: 1- a y b son 
idénticas, 2- a es parte propia de b y dadas dos esferas x, y diamétricas externamente a a y 
tangentes internamente a b, estas esferas son diamétricas internamente a b; 3- la esfera b es 
parte propia de a y dadas dos esferas x, y diamétricas externamente a b y tangentes 
internamente a a, estas esferas son diamétr1cas internamente a a 

ET(a, ó) ,,,1 (S(a) A S(b) A DR(a, b) A 
V'zy{(P(a,x) A P(a,y) A DR(ó,o;) A DR(b,y)) -7 (P(:r,y) V P(y,x))]) 

IT(a,b) "'"' (S( a) A S(b) A PP(a,b) A 
\f'xy[(P(a,x) A P(a,y) A P(x,b) A P(y,b)) -7 (P(x,y) V P(y,x))]) 

ED(a,b,c) "'.;r (ET(a,c) AET(b,c) A 
V"xy[(DR(o;,c) A DR(y,c) A P(a,x) A P(b.y)) -7 DR(x,y)J) 

ID( a, b,c) "'"" (IT(a,c) A IT(b,c) A 
\l'xy[(DR(x,c) A DR(y,c) A ET(a,x) A ET(b,y)) -7 DR(x,y)]) 

a®b "'"! S{a) A S(b) A ((a= b) 
V (PP(a,b) A lf'xy((ED(z,y,a) A IT(z,b) A IT(y,b)) ->iD(x,y,b)j) 
V (PP(b,a) A \f'xy((ED(x,y,b) A IT(x,a) A IT(y,a)) ->iD(z,y,a)])] 

a b a 

ETia.b\ IT(ab) ED(a.b.cl IDia.b.c) a® b 

Relaciones entre esferas. 

Def. 6 Un punto es la clase de las esferas concéntricas con una esfera dete~mada. 
Def. 7 Los puntos a y ~. son equidistantes de ii, si existe una esfera a elemento de o tal que 
ninguna esfera y es elemento de a o ~ es parte de x. 
Def. 8 Un sólido es una smna arbitraria de esferas. 
Def. 9 El punto a es interior al sólido b si existe una esfera a que es al m1smo tiempo elemento 
de a y parte de b. 

Postulado: Las nociones de punto y equídistanc1a de dos puntos de un tercero sat1sfacen todos 
los postulados de la geometría euclideana ordinaria de tres dimensiones. 
Es decrr que todos los conceptos de la geometría euchdeana pueden defimrse por medio de los 
de punto y equidistancia de dos puntos de un tercero 

Teorema; El sistema de postulados de la geometría de los sóhdos tiene un modelo en la 
geometría ordinaria euclideana de tres dimensiones interpretando esferas como interiores de las 
esferas euclideanas y la relación de parte como la de inclusión restringida a conjuntos abiertos 
regulares no vacíos. 
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Conversamente el sistema de geometría ordinaria euclídeana de tres dimensiones tiene un 
modelo en la geometría de los sólidos interpretando punto y equidistancia en la forma indicada. 

Conclusión 

Hemos podído observar la estructura de la geometría de los sólidos de Tarski, en una 
reconstrucción bastante esquemática. En esta tarea se pudo destacar el papel que la noción 
mereológica de parte desempeña junto con la de esfera pa¡-a la definición de punto como clase 
de las esferas concéntricas con una esfera determinada. Esta relación primitiva cumple un rol 
muy similar al de la relación de equidistancia en la versión acabada de 1965. Esta última 
relación permite definir la relación ternaria B "estar-entre"3 y en general, considerando las 
distancias como esferas generadas por los segmentos reconstruir las nociones geométricas por 
un procedimiento similar al de Pieri que ya vimos aparecer en la geometría de los sólidos. 

Notas 
1 En adelante FGS 
2 El empl'eo de l~ palabra mglesa 'sets' én el título original de la traduccrón no es muy acertada (más baen equivoca) 
tenieitdo en cuenta el sentido técn.tco asociado a esa palabra en la literatura sobre el tema Por ese motivo preferimos 
traducir en su lugar 'totalidades' (tal vez colectivos )'con un sentido más parect_do a la palabra mglesa 'manifolds' 
para 'mnogosci' 
3 B(xyz) +?'liu(ux SX.y A uz $. zy-+ u= y) 
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