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La relacién parte - todo en la geometria de los sélidos de A. Tarski
Diego Letzen”

En 1965 Tarski termina un sistema de geometria, una presentacién general de la geometria
euclideana en el marco de la Logica. De distintas maneras es posible rastrear ¢l interés de
Tarski en estos temas hasta llegar a algunos de los temas'y posiciones planteados por Brentano
para la indagaci6n filoséfica. En esta tarea casi arqueoldgica el primer hito en aparecer es la
figura de S. Lesniewski, padre de la mereologia, de quien Tarski fuera tinico discipulo. Por un
encargo de su maestro es que este Giltimo esboza las lineas de una geometrfa sin puntos como
nocién primitiva, de inspiracién mereolégica. tomando la relacion diddica de parte y la.nocién
de s6lido como tnicas primitivas. Sin embargo el elegante sistema de geometrfa mencionado al
comienzo del parrafo no es éste. Es un sistema de geometria elemental cuyo principal rasgo es
estar expresada exclusivamente en el lenguaje de la 16gica de primer orden. Explotanios én
este trabajo esta primera aproximacién a la geometria realizada por ‘Tarski, intentando justificar
la tupotesis que ambos acercamientos a la geometria estan estrechamente vinculados, a pesar
del prelongado lapso temporal que intermedia, por la inquietud por las nociones primitivas de
fa geometria he incluso por ciertos aspectos metodolgicos.

1 Pre-historia de la mereologia: la linea Brentano — Tarski: Twardowski

Entre algunos de los discipulos de Franciszek Brenmtano (A. Meinong, E. Husser! efc.) K.
Twardowski, trabajando desde el afio 1895 en Lvov, elabora una distineién entre acto
contenido y cobjeto de la representacién en el marco del problema de acto y contenido del
fengmeno psicoldgico de Brentano, aunque progresivamente. va separandose del psicologismo.
de Brentano. Toma también de éste, ¢l interés por temas aristotélicos y escolasticos referidos al
realismo y objetivismo y, si bien en lo referente a los conceptos metafisicos no es tan estricto
come Brentano en suponer que la filosofia tienie la Gltima palabra, adscribe a la teoria que los
conceptos metafisicos son de una naturaleza precientffica en el sentido de contener verdades
que seran probadas al ser incorporadas en una disciplina cientifica particular. La escuela por &1
fundada se caracteriza en general por la aceptacion del realismo onteldgico, el objetivismo y fa
teoria de la correspondencia absoluta.

El rasgo central de abordaje de todos estos temas es el criteric que los temas de la
metafisica deben ser tratados en forma fic ambigua y precisa trasmitiendo a todos los
discipulos de la escuela de Lvov-Warsaw el -afecto por el rigor de la semdntica, la sintixis y
pragmatica del lenguaje. '

2 Geomefria de Tarski -1

En 1965 Tarski termina de dar forma a un elegante sistema de geometria que habia comenzado
a estudiar cast 40 afios antes, en el perfodo 26-27 de clases en la universidad de Varsovia: una
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presentacién axiomdtica de la geometria euclideana elemental (la parte de geometria plana
euclideana que puede ser desarrollada en el marco de la l6gica de primer orden.)

Con el correr de los aflos, primero con Szmielew y luego con Schwabhiuser se completé
una presentacion general de 1a geomeftria euclideana sobre esta base: una presentacién
desarrollada en el marco de la Iégica.

Por contraste con otros sistemas de la geometria (por ejemplo el sistema de Hilbert para la
geometria del espacio) en que punto, linea, plano etc., son “objetos geométricos” primitivos, en
el sistema de Tarski hay sélo un tipo de objeto geométrico primitivo: los puntos. Es decir,
todas las variables (de primer-orden) a, b, c,. . . (denotadas por letras minfisculas) tienen su
recorrido sobre puntos. Hay dos nociones geométricas primitivas (es decir, no-logicas): la
relacion ternaria B “estar-entre” y la relacion cuaternaria de “equidistancia” o “congruencia de
segmentos™,

La relacion B es definible en términos de equidistancia. Para ello, es necesario definir
primero un relacion cuaternaria entre segmentos (menor o igual) expresada mediante xy=>zu.

Una de las caracteristicas importantes del desarrollo de Tarski es Ia distincion clara enfre
la geometria completa y su parte elemental. Por “elemental” entendemos esa porcion de la
geometria que, hablando rapidamente, puede ser desarrollada sin la ayuda de nociones de
teorfa de conjuntos. El sistema de la geometria completa requiere como marco una légica de
orden superior o, si no una légica de primer orden enriquecida por algiin fragmento
(axiomdtico) de la teoria de conjuntos.

El conjunto de axiomas de Pieri de 1898 para la geometria completa euclideana de 3
dimensiones. Consiste de 24 axiomas. La tnica nocién primitiva utilizada en el sisterna s la
relacién termnaria entre puntos 2, b, ¢ si, v $6lo si, b y ¢ son equidistantes de a. La mayor parte
de los axiomas de Pieri se formulan con la ayuda de algunas nociones definidas. Sin embargo,
después de cada uno de ellos, a excepcién de los dos axiomas no-elementates XXIII y XXIV,
€l da un reformulacién en la que todas las nociones definidas se han elunmado La extension
de cada una de las reformulaciones de estos axiomas es muchisimo mas larga de lo gue podna
suponerse. i

2 Geometria de Tarski -2

Especmlmente en los comienzos del sigho XX se produjeron numerosas propuestas para el
tratamiento de manera formal de teorias del espacio, con la caracteristica general de tomar
como nociones primitivas especificas regtones espaciales (por ejemplo cuerpos sélidos) antes
que el punto. Tal vez la motivacion fundamental detras de muchos de estos intentos fue la de
proveer teorias adecuadas a la percepcion espacial del sentido comin y correlativamente la de
aplicar nociones mergoldgicas en su formulacién, Algunos ejemplos de estas feorias son: De
Laguna {1922), Tarski (1929) y Whitchead (1920), (1929).

Asi por ejempio en 1927 Tarski (impreso en Tarski (1929)) presenta en el primer congreso
de matemdtica polaca los fundamentos de la geometria de los sélidos’ Esta obra es una de las
primeras aplicaciones de la mereologia o teorfa del todo y las partes, recientemente
desarrollada por S. Lesniewski en sus fundamentos de una teoria general de las totalidades’
(Lesniewski 1916) En ella Tarski toma la esfera como Gnico concepto primitivo especifico



conjuntamente con ia nocion mereolégica primitiva de parfe “Entendiendo por Geometria de
Sélidos un sistema de geometria desprovisto de figuras geométricas como puntos, lineas y
superficies, y admitiendo como figuras sélo sélidos —el correlato intuitivo de conjuntos
regulares abiertos {(cerrados).de la geometrfa euclideana. de tres dimensiones.” (FGS p. 24) En
general podemos afirmar que Ia utilizacidén de estas teorias permite entre otras cosas poner de
relieve aspectos filosoficos y formales relacionados com las nociones espaciales en juego (por
ejemplo Hmite, ubicacién, region etc...)

El procedimiento utilizado por Tarski consiste en basar la geometria en la mereologfa de
Lesniewski. La relacién de parte es incluida en el sistema como primitiva y la nocién de esfera
como Gnica primitiva especifica.

En la construccion del sistema es posible identificar tres etapas:

‘Construccién de una coleccién de objetos (solidos: conjuntos regulares cerrados de &%),
Seleccion de una coleccién de relaciones sobre los objetos.
Decision sobre el lenguaje subyacente: l6gica de predicados de segundo orden.

Postulado I, Si A es parte de B y B es parte de C, entonces A es parte de C.

Def. MI. Un individuo A es una parte propia de un individuo B si A es parte de B y B no es
idéntico a A.

Def. Mil. Un individuo A es disjunto de un individuo B si ningtn Z es parte de ambos.

Def. MIIL Un individuo A es la suma de los ¢lementos de una clase o no vacia de mdmduos si
cada elemento de & es parte de A y ninguna parte A es disjunta de los elementos de o .
Postulado IL. Para toda clase o no vacia de individuos, existe exactamente un individuo X que
es la suma de todos los elementos de .

DR("")?) Edff —!HZEP(;&’?:(:) A P(,@,y}}
SUM(X,z) =, WiX{y) = Py, )] A =32[P(z,z) A Yy[X(y) — DR(y,2)]}

Def. 1 La esfera g es tangente externamente a la esfera b si 1- la esfera a es disjunta de la b; 2-
dadas dos esferas x, y disjuntas de b, que contienen la esfera a como parte, al menos una es
parte de la otra.

Def. 2 La esfera a es tangente internamente a la esfera & si 1- la esfera a es parte propia de la &;

2- dadas dos esferas x, y partes de &; que contienen la esfera a como parte, al menos una es
parte de la otra.

Def. 3 Las esferas a y b son diamétricas externamerite a la esfera ¢ si I~ oy ¥ son tangentes
externamente a ¢; 2- dadas dos esferas x, y disjuntas de ¢, tales que 4 ¢s parte de x y b es parte
de y, x es disjunta de y

Def. 4 Las esferas a y b Son diamétricas internamente 4 la esfera ¢ si 1- @ y & son tangentes
internamente a ¢; 2- dadas dos esferas x, y disjuntas de c, tales que a es tangente externamente
axybay,laesferax es disjunta de y.
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Def. 5 La esfera @ es concéntrica con la esfera b si una de las siguientes se cumple: I-ay b son
idénticas, 2- a es. parte propia de b y dadas dos esferas x, y diamétricas externamente a a y
tangentes internamente a b, estas esferas son diamétricas internamente a b; 3- la esfera b es
parte propia de a y dadas dos esferas x, y diamétricas externamente a b y tangentes
internamente a a, estas esferas son diamétricas internamente a @

ET{a,b) =, (S(a} AS{E) ADRa. 8} A
vexyl(Ple, z) A Ple,y} A DR{b,2) A DR(b,4}) — Pz 9} v Ply,2))])
Tla,b) =, (Sla} AS[H) APPla,b) A
YVay{{Ple, z) A Ple,y) A P{z,5) AP{y, b)) = (Pz.4} V Ply, 2}}}}
ED{a,b,c) =, (ET(s,¢} ANET(b, ¢} A
¥ozyp[(DR{z, ¢} A DRy, ¢} A Pla,z} A P{.2)) — DR(z, )]}
ID{a,b,¢) =, {ITle,c) AIT(h,c} A ‘
veryl(DR{z,c) A DRly.c) A ET{a,z) AET(h4)) = DR{z, #))
a@b =., S{a) ASB) A {a =5
V (PPle, b) A V°zy{(ED(z,y,0) AT (2, b) A 1T{y, b)) = Dz, 5.}
V {PP(b,a) A V°zy[{ED(z,3,5) A IT{z,e) A IT{z,8)} = ID(2,3,2)]} |
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Relaciones entre esferas.

Def. 6 Un punto es la clase de las esferas concéntricas con una esfera determimada.

Det. 7 Los puntos o y f3, son equidistantes de §, si existe una esfera a clemento de & tal que
ninguna esfera y es elemento de o o B es parte de x.

Def. 8 Un solido es una suma arbitraria de esferas. ‘

Def. 9 El punto o es interior al sélido & si existe una esfera a que es al mismeo: tiempo elemento
de o y parte de b.

Postulado: Las nociones de punto y equidistancia de dos puntos de un tercero satisfacen todos
los postulados de la geometria euclideana ordinaria de tres dimensiones.

Es decir que todos los conceptos de la geometria euclideana pueden definirse por medio de los
de punto y equidistan¢ia de dos puntos de un tercero.

Teorema: El sistema de postulados de la geometria de los sélidos tiene un modelo en la
geometria ordinaria euclideana de tres dimensiones interpretando esferas como interiores de las
esferas euclideanas y la relacion de parte como la de inclusién restringida a conjuntes abiertos
regulares no vacios.
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Conversamente ¢l sistema de geometria ordinaria enclideana de tres dimensiones tiene un
modelo en la geometria de los s6lidos interpretando punto y equidistancia en la forma indicada.

Conclusién

Hemos podido observar la estructura de la geomettia de los sélidos de Tarski, en una
reconstruccién bastante esquemdtica. En esta tarea se pudo destacar el papel que la nocién
mereolégica de parte desempefia junto con la de esfera para la definicion de punto como clase
de las esferas concéntricas con una esfera determinada. Esta relacién primitiva cumple un rol
muy similar al de la relacién de equidistancia en la versidén acabada de 1965. Esta filtima
relacién permite definir la relacién ternaria B “estar-entre™ y en general, considerando Ias
distancias como esferas generadas por los segmentos reconstruir las nociones geométricas por
un procedimiento similar al de Pieri que ya vimos aparecer en la geometria de los sélidos.

Notas

! En adelante FG$

* El empleo de ia palabra mglesa ‘sets’ én ef titulo original de Ia traduccién no s muy acertada (mas bien equivoca)
teniendo en cuenta el sentido técnico asociado a esa palabra en 1a literatura sobre el tema. Por ese motive preferimos
traducir en sa lugar ‘totalidades” (tal vez colectivos.. ) con un sentido mds parecido a la palabra inglesa mangfolds
para, ‘maogosci’

*Bxyz) ©Vuix xy auz < zy > u=y)
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