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Resumen

En este trabajo estudiamos una clase particular de variedades casi hermitianas, las
variedades aproximadamente Kahler. Estas variedades fueron introducidas por Alfred
Gray en la década de los 70 y es a partir de sus publicaciones que desarrollamos nuestro
estudio. Una variedad casi hermitiana M se dice aproximadamente Kéhler si su estructura
casi compleja J satisface: (VxJ)X = 0 para todo X € X(M), y una variedad hermitiana
se dice de Kéhler si su estructura casi compleja J satisface: (VxJ)Y = 0 para todo
X,Y € X(M), donde V es la conexién riemanniana en M. El objetivo es dar un teorema
de descomposicion para variedades N K y resaltar la importancia de las variedades N K
en dimension 6. Luego, terminamos dando algunos ejemplos.
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Palabras Claves

-Variedad Nearly Kéahler
-Variedad casi hermitiana
-Variedad casi complejas



Contenidos

Introduccién

CAPITULO 1. Preliminares
1. Campos tensoriales
2. Tensor curvatura
Teorema de descomposicion de de Rham
Estructuras casi complejas sobre espacios vectoriales
Estructuras casi complejas sobre variedades diferenciales

4.

3
5
CAPITULO 2. Introduccién

1. Variedades aproximadamente Kahler
2. Subvariedades casi complejas
3. El tensor curvatura en una variedad aproximadamente Kéahler
4. El tensor curvatura caracteristico

CAPITULO 3. La Estructura de variedades aproximadamente Kéahler
1. Descomposicion de variedades aproximadamente Kéahler
2. Ejemplos de variedades aproximadamente Kahler

Referencias

© 00 N ot

15
15
17
18
24

29
29
34

41






Introduccién

A lo largo de este trabajo vamos a centrar nuestro estudio en una clase particular
de variedades casi hermitianas, las variedades aproximadamente Kahler. Estas variedades
fueron introducidas por Alfred Gray en la década de los 70 y es a partir de sus publicaciones
que desarrollaremos nuestro estudio.

Una variedad casi hermitiana M se dice aproximadamente Kéhler si su estructura casi
compleja J satisface: (VxJ)X = 0 para todo X € X(M), y una variedad hermitiana
se dice de Kahler si su estructura casi compleja J satisface: (VxJ)Y = 0 para todo
X,Y € X(M), donde V es la conexién riemanniana en M. Es facil ver que toda variedad
aproximadamente Kahler de dimension < 4 es de Kéhler. Adema4s, es sabido que toda
variedad casi hermitiana tiene dimensién par. Por lo tanto, interesa estudiar las variedades
aproximadamente Kahler de dimensién > 6.

El objetivo de este trabajo es estudiar propiedades de estas variedades que nos lleven a
descubrir la importancia de las variedades aproximadamente Kéahler de dimensién 6. Para
ello, vamos a comenzar exponiendo algunos resultados obtenidos por Gray en [9],[10] y
[11], que involucran el tensor J y el tensor curvatura asociada a la conexién de Levi
Civita. Ademds, vamos a definir una nueva conexién V! sobre variedades casi hermitianas
que cumple dos propiedades importantes: que tanto la métrica como el tensor J resul-
tan paralelos respecto esta nueva conexién. Una conexién con estas propiedades se dice
conexién hermitiana. Las variedades aproximadamente Kéahler son un ejemplo natural de
variedades casi hermitianas que admiten una conexién hermitiana con torsién totalmente
antisimétrica. A partir de esta nueva definicién, estudiaremos propiedades del tensor
curvatura asociado a V!, al que llamaremos segin Gray tensor curvatura caracteristico.

Una variedad aproximadamente Kahler M se dice estricta, si se cumple que para todo
p € M y para todo v € T,M con v # 0, (V,J) # 0. Es decir, una variedad aproximada-
mente Kahler estricta es de algin modo, lo contrario de una variedad de Kéhler. A partir
de esta definicién y de los resultados obtenidos en los capitulos 1 y 2, demostraremos en
el ultimo capitulo de este trabajo el siguiente teorema de descomposicion para variedades
aproximadamente Kéhler dado por Gray en [11]:

TEOREMA 0.1. Sea M una variedad aprorimadamente Kdhler completa, simplemente
coneza tal que R — R* es paralelo. Entonces M = M x MS donde MY es una variedad
de Kdhler y M*° es una variedad aprozimadamente Kdhler estricta. La descomposicion
de de Rham de M¥ consiste en el producto de variedades de Kdhler irreducibles, y la
descomposicion de de Rham de M*® consiste en el producto de variedades aprozimadamente
Kahler irreducibles de Einstein.

Finalmente, daremos algunos ejemplos de variedades aproximadamente Kahler, poniendo
especial énfasis en las de dimension 6. El motivo de concentrarnos en esta dimension es
un resultado de Nagy, que prueba en [19] que una variedad aproximadamente Kéhler
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6 INTRODUCCION

estricta se puede descomponer como producto riemanniano de cierta clase conocida de
variedades, y una aproximadamente K&hler de dimensién 6. Aunque permanece abierta la
clasificaciéon de las variedades aproximadamente Kéahler de dimension 6, tenemos una clasi-
ficacién para aquellas que son homogéneas. Un resultado reciente de Butruille prueba que
las tnicas variedades aproximadamente Kéhler estrictas simplemente conexas homogéneas
de dimensién 6 son isomorfas a alguna de las siguientes variedades:

e S3x 53

La esfera de dimensién seis,

e ¢l espacio proyectivo complejo C'P(3),
e ¢l espacio de banderas F'(1,2).

Por este motivo, en la dltima seccién del trabajo nos dedicaremos a estudiar la estructura
de variedad aproximadamente Kahler de cada uno de estos espacios.



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo enunciamos varios conceptos que serdn utilizados a lo largo del trabajo.
En la primera seccién definimos la derivada covariante de un tensor, que luego serd aplicada
al tensor J en una variedad aproximadamente Kéhler y a la 2-forma F asociada. Adema&s
exponemos las nociones de tensor curvatura, curvatura de Ricci y curvatura * de Ricci, con
algunos resultados conocidos. Luego, en la seccién 3, repasamos el enunciado del teorema
de descomposiciéon de Rham, que se aplicara en el capitulo 3 para dar un nuevo teorema
de descomposicién para variedades aproximadamente Kahler. Las ultimas dos secciones
introducen el concepto de variedades casi hermitianas.

1. Campos tensoriales

Sean V un K-médulo, K un anillo, y V* el espacio dual de V. Sean r, s enteros no
negativos.

DEFINICION 1.1. Un tensor de tipo (r,s) en V es una funcién K-multilineal A : (V*)" x
Vi K.

DEFINICION 1.2. Sea M una variedad diferenciable. Un campo tensorial A en M de
tipo (r,s), es un tensor sobre X(M) considerado como un C*°(M)-médulo. Es decir, es
una aplicacién C*°(M )-multilineal

A (BN (M) x (X(M))* — C(M),
donde E'(M) es el conjunto de 1-formas en M.
OBSERVACION. Si A : (X(M))* — X(M) es C*°(M) — multilineal, se puede consid-

erar a A como un tensor de tipo (1,s) de la siguiente manera: Definimos A : EY(M) x
(X(M))* — C°(M) tal que A0, X1,...,Xs) =0(A(X1,...,Xs))

EJEMPLO 1.3. Una métrica riemanianna es un tensor de tipo (2,0).

EJEMPLO 1.4. Para X € X(M) fijo y V una conexién afin en M, la aplicacién

Y —- Vy X,

es un tensor de tipo (1,1).

EJEMPLO 1.5. Sea V una conexién afin en M, entonces la torsion:

T(X,Y)=VyY — VyX — [X,Y]

es un tensor de tipo (1,2).

DEFINICION 1.6. Sea V una conexién afin en M. Dado A un tensor de tipo (r,s), su
derivada covariante es un tensor VA de tipo (r, s 4+ 1) definido como sigue:
(i) si A= f € C®(M), entonces Vf = df
(ii) si A= X € X(M), entonces (VX)V =VyX
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8 1. PRELIMINARES
(iii) si A =mn € EY(M), entonces (Vyn)(X) = Vn(V,X) = V(n(X)) —n(VyX), para
V, X e X(M).
En general para A un tensor de tipo (7, s)

(Vv A)(O1,.... 00, X1, ..., Xs) = (VA(O1,...,00,V, X1,..., X)

<

=V(A(b1,...,0,,Xq,..., X)) — AO1,...,VvOi,...,0., X1,...,Xs)

%

Il
—

=Y A, 0, X, VY X, X).
=1

Consideremos dos casos particulares que seran de utilidad en los préximos capitulos:
Sea F' una 2-forma y sea A un tensor de tipo (1,2). Entonces sus derivadas covariantes
resultan:

VE(X,Y,Z) =VxF(Y,2)=XF(Y,Z) - F(VxY,Z) - F(Y,VxZ)

VEE(W,X,Y,Z) = Vi xF(Y,2)
=WVF(X,Y,Z) - VF(VwX,Y,Z)-VF(X,VwY,Z) - VF(X,Y,VyZ)

(VAW,X,Y) = (Vg A)(X,Y) = WA(X,Y) — A(VwX,Y) — AX, Viy'Y)

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n. La diferencia entre la conexién
de Levi Civita V y cualquier otra conexién V es un campo tensorial A de tipo (1,2),

VxY =VxY +AX)Y) X,Y € X(M).

La conexién V tiene torsién cero si y sélo si A es simétrica. La conexién V tiene las
mismas geodésicas que la conexién de Levi Civita si y s6lo si A es antisimétrica.

2. Tensor curvatura
Sea M una variedad diferenciable con conexién afin V.
DEFINICION 2.1. La curvatura de V es la aplicacién R : (X(M))? — X(M), dada por:
R(X,)Y)Z =V xy)Z - [Vx,VylZ

Notemos que R es un tensor de tipo (1, 3).

PROPOSICION 2.2 (Primera Identidad de Bianchi). Si V es la conexién de Levi Civita
en M, entonces

RX,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

para todo X,Y,Z € X(M).

Denotamos por Ry xyz el valor del tensor curvatura en los campos W, X,Y,Z €
X(M), es decir:
Rwxyz = (Vwx)Y,Z) —([Vw, Vx]Y, Z)

Sigue de la definicién de R el siguiente lema.
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LEMA 2.3. Para todo W, X,Y,Z € X(M) se cumple:
(i) RBwxyz = —Rxwyz
(ii) Rwxvz = —Rwxzy
(iii) Rwxyz = Ryzwx
Dado p € M, U entorno abierto de p en M y {Ej,..., Es,} campos vectoriales tales
que {E1g, ..., Eapg} es base ortonormal de T, M para todo ¢ € U, definimos la curvatura
de Ricci como la transformacién lineal R dada por:

2n
(RX,Y) =) Rxpyr,
i—1

para todo X,Y € X(M).

DEFINICION 2.4. Una variedad riemanniana M se dice de Finstein si existe A\ € C°° (M)
tal que (RX,Y) = M(X,Y) para todo X,Y € X(M).

3. Teorema de descomposicion de de Rham

Este teorema fue probado en 1931 por Georges de Rham. Una demostracién completa
y mas moderna aparece en [16], aunque en [3] se afirma que todavia nos estd faltando
una prueba buena y rapida. Para una extensién del teorema de de Rham a variedades
riemaniannas mé&s generales, ver [17], nota 12.

TEOREMA 3.1. Una variedad riemanniana simplemente conexa y completa se descom-
pone como producto riemanniano My x My X -+ x M; donde My es algin espacio euclideo
(posiblemente el espacio 0 dimensional) y My, ..., M; son variedades riemannianas sim-
plemente conexas, completas e irreducibles. Esta descomposicion es unica salvo orden.

4. Estructuras casi complejas sobre espacios vectoriales

Los resultados de dlgebra lineal sobre espacios vectoriales obtenidos en esta seccién
seran aplicados a espacios tangentes a una variedad en la siguiente seccién. En lo que
sigue nos basamos en el libro [17].

Sea V un espacio vectorial real. Una estructura compleja J sobre V' es un endomorfismo
J:V =V tal que J? = —1d.

OBSERVACION. Si V es un espacio vectorial real con una estructura compleja J, en-
tonces V tiene dimensién par.

LEMA 4.1. Sean V un espacio vectorial real de dim V' = 2n y J una estructura compleja
sobre V. Entonces existen x1,...,xy, € V tales que {x1,...,xn, J1,...,JT0} €s una base

de V.
DEMOSTRACION. Definimos la siguiente operacién sobre V:
(a + ib)v = av + bJv,

para todo a,b € R. Es facil ver que con esta operacién V resulta un C-espacio vectorial. Sea
Z1,...,T, una base de V como espacio vectorial complejo. Entonces {x1,...,zy, Jx1,...,Jo,}
es una base de V' como R-espacio vectorial. En efecto supongamos que

n n
Z arry + Z bpJxr =0,
k=1 k=1
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con ak,br € R. Por la definiciéon de la multiplicaciéon en V resulta que bipJx, = ibgxy.
Luego queda

n n

Z apr + Z ibpxy, = Z(ak + ibg)x = 0.

k=1 k=1 k=1
Como x1,...,x, es base de V como espacio vectorial complejo, tenemos que ay + iby = 0
para k=1,...,n. Por lo tanto ap = by, =0 para k=1,...,n. ]

DEFINICION 4.2. Un producto interno hermitiano sobre un espacio vectorial real V'
con una estructura compleja J es un producto interno (-,-) que satisface,

(Jv, Jw) = (v, w),
para todo v,w € V.

OBSERVACION. Si V es un espacio vectorial real con una estructura compleja .J y un
producto interno hermitiano (-, - ), entonces
(Ju,v) =0
para todo v € V, pues:
(Ju,v) = (J?v, Jv) = —(v,Jv) = —(Jv,v)

LEMA 4.3. Sea (-,-) un producto interno hermitiano sobre un espacio vectorial real V
de dimension 2n con una estructura compleja J. Entonces existen x1,...,x, € V tales
que {z1,...,xn, Jx1,...,JTn} es una base ortonormal de V.

DEMOSTRACION. Haremos induccién en n. Si dim V = 2, tomamos un vector unitario
x € V. Por la observacion anterior, {z, Jz} son ortogonales. Ademds Jx es unitario, pues
(Jx, Jz) = (z,x) =1

Ahora supongamos que dimV = 2n y que x; es un vector unitario en V. Sea W el
subespacio generado por {z, Jx1}, y W+ el complemento ortogonal de W en V. Notemos
que W+ es invariante por J. En efecto: si v € W+

(Ju, 1) = —(v,Jz1) =0

y

(Ju, Jz1) = (v,21) =0
Entonces Jv € W+. Luego, por hipétesis inductiva, existe una base ortonormal de W+
de la forma {za, ..., 2y, Jxo, ..., J2y}. O

5. Estructuras casi complejas sobre variedades diferenciales

DEFINICION 5.1. Una estructura casi compleja J sobre una variedad diferenciable real
M, es un tensor de tipo (1,1) J : TM — TM tal que en cada punto p € M, J, : T,M —
T,M es una estructura compleja. El par (M, J) se dice variedad casi compleja.

Notemos que toda variedad casi compleja tiene dimensién par.

DEFINICION 5.2. Una métrica hermitiana sobre una variedad casi compleja (M, J) es
una métrica riemanniana (-, -) tal que
(JX,JY) =(X,Y)
para todo par de campos X,Y € X(M). Una variedad casi compleja con una métrica
hermitiana se dice variedad casi hermitiana.
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OBSERVACION. Una métrica hermitiana define un producto interno hermitiano en cada
espacio tangente T, M con respecto a la estructura compleja J,.

DEFINICION 5.3. Sea J una estructura casi compleja en M. Para todo par de campos
X,Y € X(M) se define la torsion de J por

Ny(X,Y) = [JX,JY] - [X,Y] — J([JX,Y] + [X, JY]).
J se dice integrable si Nj(X,Y) = 0 para todo par de campos X,Y € X(M).

A continuacién, veremos que S® admite una estructura de variedad casi hermitiana,
basados en el trabajo [14]. En el capitulo 3 continuaremos estudiando este ejemplo.

EJEMPLO 5.4. Vamos a comenzar dando algunas nociones de niimeros de Cayley, para
llegar a definir un producto cruz en R” con las siguientes propiedades (ver [8]):

(1) Ax B=-Bx A,

(2) (Ax B,C)=(A,BxC),

(3) (Ax B)xC+ Ax (BxC)=2(A,C)B - (B,C)A— (A, B)C,
(4) Va(B xC)=Va(B) xC+ B xV4(C),

para todo A, B,C € X(R"), donde V es la conexién riemaniana de R7.

Sea H = spang{l,i,j,k} el conjunto de cuaterniones con su base canénica 1,1, j, k
que satisface:

i’ ==k = -1,
ij =—ji =k, ki=—ik=j,jk=—kj=1.
Un cuaternién ¢ = a + bt 4+ ¢j + dk se dice real si b = ¢ = d = 0 y se dice puramente
imaginario si a = 0 y alguno de b,c o d es # 0. El conjugado de q es § = a — bi — ¢j — dk.

Un nimero de Cayley u octonion es un par ordenado de cuaterniones x = (q1;¢q2). Sea
Ca el conjunto de los niimeros de Cayley. El conjugado de un niimero de Cayley se define
por T = (¢, —¢q2). Un nimero de Cayley x = (¢1,q2) es real si q; es real y g2 = 0, y es
puramente imaginario si g1 es un cuaternion imaginario puro. El conjunto C'a forma un
algebra no asociativa con la suma y la multiplicaciéon dadas por:

(@1,02) + (d1.42) = (@1 +d1 a2+ @)
(q1,92)(q1,92) = (a1 — G202, 21 + @271,
Sea U = {x € Calx es puramente imaginario} & R7. Se define un producto cruz x en
U por:
x x ' = la parte puramente imaginaria de zz’, z,2’ € U.

Sea M = S® = {x € U : |x| = 1} y sea N el campo vectorial unitario normal a
S¢ dado por: N, = p para todo p € M. Definimos J : X(M) — X(M) por J(A) =
N x A, para todo A € X(M). Veamos que J?> = —Id y que J es ortogonal con respecto
a la métrica inducida de R”:

J?(A) =N x (N x A) =2(N,A)N — (N, A)N — (N,N)A— (N x N) x A= —A.
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(JA,JB) = (N x A,N x B)
= —(A,N x (N x B))
= (A, (N xN) xB)—2(N,B)(A,N) + (N,B)(A,N) + (N,N)(A, B)
= (A, B)

Por lo tanto (S%,J,(,)) resulta una variedad casi hermitiana. Ademds, se puede ver que
la estructura compleja J no es integrable.

Sea M una variedad casi hermitiana. Dado p € M, U entorno abierto de p en M
y {E1, ..., E2,} campos vectoriales tales que {E1,, ..., Eang} es base de T,M para todo
g € U, definimos la curvatura de Ricci® como la transformacién lineal R* dada por:
2n

(RFX,Y) = ;; RxJyEJE,
para todo X,Y € X(M).
OBSERVACION. Si J una estructura casi compleja en M, para todo par de campos
X,Y € X(M) se cumplen:
(5) Nj(X,JX) =0,
pues por la antisimetria del corchete de Lie se tiene

Ny(X,JX) =[JX,—X] - [X,JX] - J([JX,JX] + [X, - X]) = 0.

(6) Ny(JX,Y) =—JN,;(X,Y),
pues:
N;(JX,Y) = [-X,JY] - [JX,Y] — J(-X,Y] + [JX, JY])
— _J(JX,JY] - [X,Y] - J(JX,Y] + [X, TY]))
— —JNy(X,Y)

(7) NJ(X,Y) = —Ny (Y, X).
LEMA 5.5. St M es una variedad casi compleja con conexion V sin torsion, entonces
Ny se escribe en términos de la conexion como:
Ny (X,Y)=(Vyx )Y = (Voy )X + (VxJ)JY — (VyJ)JX
DEMOSTRACION.
N;(X,)Y)=[JX,JY]| - [X,)Y]|-J([JX,Y]+ [X,JY])
=VixJY = VyyJX —VxY +VyX —J(VyxY)+ J(VyJX) - J(VxJY)+ J (Vv X)
= (VuxJ)Y — (VyyJ)X + (VxJ)JY — (VyJ)JX
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LEMA 5.6. Sean (M, J) una variedad casi compleja, p € M, U entorno abierto de p en
M, y{Xy,..., Xy, JX1,..., J X} campos vectoriales tales que {X14, ..., Xng, Jo X1y, JqXng}
es base de TyM para todo ¢ € U. Entonces Nj|ly = 0 si y sélo si Nj(X;, X;) = 0 para
todoi,7=1,...,n.

DEMOSTRACION. Si Ny|y = 0 es inmediato que N;(X;, X;) = 0 para todo i,j =
1,...,n. Supongamos que N;(X;, X;) = 0 para todo i, = 1,...,n. Entonces, por la
observacién anterior:
NJ(JXZ',X]'):—JNJ(XZ',X]‘):O y
N;j(JX;, JX;) = —-JN;(X;, JX;) = IN;(JX;, X;) = 0.
O

DEFINICION 5.7. Sea M una variedad diferenciable real con una estructura casi com-
pleja J y una métrica hermitiana (-,-). Si J es integrable, M se dice variedad hermitiana.

OBSERVACION. Toda estructura casi compleja J sobre una variedad diferenciable real
M de dimensién 2 es integrable. En efecto, sean p € M, U entorno abierto de p y
X € X(M) tal que {X,, J;X,} forman una base de T, M para cada g € U. Luego por (5)
Nyj(X,JX)=0.






CAPITULO 2

Introduccién

Las variedades casi hermitianas fueron clasificadas en 16 clases por Gray y Hervella
en [13]. En este trabajo, centramos nuestro estudio en una clase especial de variedades
casi hermitianas, las variedades aproximadamente Kéahler, exponiendo principalmente al-
gunos resultados obtenidos por Gray en [9],[10] y [11]. En la primera seccién de este
capitulo, damos algunas definiciones importantes y estudiamos propiedades del tensor J
y su derivada covariante. Luego, probamos algunos resultados que relacionan el tensor
curvatura, la curvatura de Ricci y la curvatura * de Ricci con el tensor J en variedades
aproximadamente Kéhler. Finalmente en la seccion 3 definimos el tensor curvatura carac-
terfstico R'. Muchas propiedades importantes de las variedades aproximadamente Kéhler
dependen del tensor R', en particular, la identidad de Watanabe y Takamatsu (Teorema
4.5).

1. Variedades aproximadamente Kahler

Dada una estructura casi compleja J en una variedad riemanniana M con V la conexién
riemanniana, se define la derivada covariante del tensor J por:

VI(X,Y)=(VxJ)Y =VxJY - JVxY
para todo X,Y € X(M).
Notemos que VJ es un tensor de tipo (1,2). Entonces su derivada covariante resulta:
VEI(W,X,Y) = (VipxJ)Y = WVJ(X,Y) - VJ(VwX,Y) - VJ(X,VyY)

DEFINICION 1.1. Una variedad casi hermitiana M se dice aprorimadamente Kdihler si
su estructura casi compleja J satisface:

(VxJ)X =0,
para todo X € X(M).

DEFINICION 1.2. Una variedad hermitiana M se dice de Kdhler si su estructura casi
compleja J satisface:

(VxJ)Y =0,

para todo X,Y € X(M).

15



16 2. INTRODUCCION

LEMA 1.3. Sea (M, J,{-,-)) una variedad hermitiana. Entonces M es aprorimada-
mente Kdhler si y sélo si

(8) (VxJ)Y = —=(VyJ)X
para todo X,Y € X(M).
DEMOSTRACION. Supongamos que M es aproximadamente Kahler. Entonces,
0= (Vx+yj)X +Y
=(Vx )X+ (Vx)Y + (Vy )X + (VyJ)Y
= (VxJ)Y + (VyJ)X

Ahora, si suponemos que vale (8) para todo X,Y € X(M), en particular vale para X =Y
y M resulta aproximadamente Kahler. ]

PROPOSICION 1.4. Sea (M, J,(-,-)) una variedad casi hermitiana. Entonces para todo
X, Y, Z € X(M) se cumple:

(1) (Vx )Y, Z) = —(Y,(VxJ)Z)
(i) (VxJ)JY = —J(VxJ)Y
DEMOSTRACION.
(i) ((VxJ)Y,2) = (VxJY — J(VxY),Z)

=(VxJY,Z)+ (VxY,JZ)
— X(JY,Z) — (JY.VxZ) + X(Y,JZ) - (Y,VxJZ)
=Y, J(VxZ2)) - (Y,VxJZ)
= _<Y7 (VXJ)Z>

(i) — J(VxJ)Y = —J(VxJY) = VY = —J(VxJY) + VxJ2Y = (VxJ)JY
O

LEMA 1.5. Sea (M, J,{-,-)) una variedad aprorimadamente Kdhler. Entonces para
todo X,Y € X(M) se cumple:

(VxJ)Y +(VxJ)JY =0

DEMOSTRACION. Por (8) y la proposicién 1.4 resulta:
(Vx )Y + (VyxJ)JY,Z) :—( (VXJ) (JY,(VyxJ)Z)
(JY,(VzJ)JX)
(JY,J(VzJ)X)
< 7(VZ‘]) >
(Y, (VxJ)Z)

) —
Z) +
Z) —
Z) —
)

xJ)
)
)
)Z

para todo Z € X(M). Por lo tanto, ((VxJ)Y + (VyxJ)JY =0. O
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PROPOSICION 1.6. Si M es una variedad aproximadamente Kdahler con estructura casi
compleja J, entonces para todo V,W € X(M) se tiene

Ny(V,W) = —-4(VwJ)JV.
En particular, si J es integrable, entonces M es de Kdahler.

DEMOSTRACION. Como V es la conexién de Levi Civita en M, por el lema 5.5 del
capitulo 1, la torsion de J queda:

Ny(X,Y) = (Vix )Y — (Vv )X + (VxJ)JY — (VyJ)JX
Luego, como M es aproximadamente Kéhler, resulta:
NJ(X,Y) = 2{(Vyx )Y — (VyJ)JX}
= 2{(VyJ)JX + (VyJ)JX}
= —4(VyJ)JX

para todo X,Y € X(M). En particular, si J es integrable,
0=N;(X,Y)=—-4VyJ)JX =4J(VyJ)X
Entonces: (VyJ)X =0 para todo X,Y € X(M) y M resulta de Kéhler. O

TEOREMA 1.7. Si M es una variedad aprorimadamente Kdhler de dimension 4, en-
tonces M es de Kdhler.

DEMOSTRACION. Sea p € M y U un entorno abierto de p en M. Como M tiene
dimensién 4, existen campos X,Y € X(M) tales que {X,, Y, J, X, J;Y,} es una base de
T, M para todo ¢ € U. Por el lema 5.6 del capitulo 1, basta ver que N(X,Y) = 0. En
efecto:

(NJ(X,Y),Y) = —4(VyJ)JX,Y) = 4g(J X, (VyJ)Y) = 0
(N;j(X,Y),JY)=—-4(Vy)JX,JY) = -4 (Vv ) X,JY) =4(X, (Vv J)JY) =0
(NJ(X,Y), X) = —4((VyJ)JX, X) = 4((VxJ)JY, X) = —(JY, (VxJ)X) = 0
(NJ(X,Y),JX) = —4((VyJ)JX, JX) = 4{(Vsx J)Y, JX) = ~4(Y, (V,xJ)JX) =0

]

2. Subvariedades casi complejas

El objetivo de esta secciéon es demostrar que toda subvariedad casi compleja de una
variedad aproximadamente K&hler es aproximadamente Kahler. Vamos a comenzar intro-
duciendo preliminares para su prueba, basados en el trabajo de Gray [8].

Sean M y M dos variedades riemannianas con M inmersa en M. Denotamos por
X(M) el dlgebra de las restricciones a M de campos vectoriales en M. Entonces X(M) se
puede escribir como:

(M) = X(M) ® (M),
donde X(M ) consiste de todos los campos vectoriales perpendiculares a M. Sea P la
proyeccién ortogonal P : X(M) — X(M). Denotamos por V la conexién Riemanniana de

M determinada por la métrica inducida, y V la conexién Riemanniana de M restringida
a X(M).
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En [8] se define el tensor configuracion T : X(M) x X(M) — X(M) por:
TxY =VyY - VxY siX,Y € X(M) y
TxZ=P(xZ) siXeX(M), ZecXM)".

LEMA 2.1. Sean A € X(M), X,Y € X(M). Entonces:

(i) T es C*°(M) — bilineal,

(i) (Ta(X),Y) = =(Ta(Y), X),

(iii) Ta(X(M)) S X(M)*, y Ta(X(M)') C X(M).
DEMOSTRACION. (i) sigue de la definicién del tensor configuracion.

(ii) resulta del hecho de que:

(VAX,Y) 4+ (X, VAY) = AX,Y) = (VAX,Y) + (X, VAY)
(iii) La primer afirmacion es consecuencia de que V 4B se define como la componente

tangencial de V 4B para todo A, B € X(M). Luego, la diferencia VAB — V4B es
normal a M. Ademés, para todo X,Y € X(M)™L, se tiene:

(TaX,Y) = (P(VaX),Y)=0.
Por lo tanto Ta(X(M)+) C X(M).
g

TEOREMA 2.2. Sean M una variedad aprozimadamente Kdhler con estructura com-
pleja J y M una subvariedad casi compleja de M (o sea, para todo X € X(M) JX €
X(M)). Entonces M es aproximadamente Kdhler.

DEMOSTRACION. Notemos que:
0= (vxj)X = (ij)X +TxJX — JI'xX

El primer término del lado derecho de esta ecuacién es tangente a M (porque es
subvariedad casi compleja) y el resto es normal a M, entonces: (VxJ)X =0 y
TxJX —JTxX =0 O

3. El tensor curvatura en una variedad aproximadamente Kahler

En esta seccién vamos a demostrar algunas propiedades inportantes del tensor cur-
vatura que van a ser necesarias para las pruebas del teorema 3.5 y del teorema de Watanabe
y Takamatsu (4.5) en la siguiente seccién. También vamos a exponer algunas identidades
que involucran a las curvaturas de Ricci y Ricci * en una variedad aproximadamente
Kahler. En lo que resta de la seccién, vamos a suponer que (M, J,(,)) es una variedad
aproximadamente Kahler.

OBSERVACION. Sea F' la 2-forma definida por:
F(X,)Y)=(JX,)Y)

para todo X,Y € X(M). Entonces las derivadas covariantes de F' resultan:

VFE(X,Y,Z)={(VxJ)Y,Z), y
VEEW,X,Y,Z) = W{((VxJ)Y,Z)~((Vv,x))Y, Z)—((VxJ)VwY, Z)—((VxJ)Y, Vi Z)
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Definimos Ry x (F) por:
Rwx(F)(Y,Z) = —F(RwxY,Z) — F(Y,RwxZ)

La demostracién del siguiente lema estd basada en el trabajo de Gray [12]. Los
resultados de las dos proposiciones que siguen se fundamentan en [9] y [10].

LEMA 3.1. Para todo X,Y € X(M)
Rxyxy — Rxyixsy =| (VxJ)Y ||”
DEMOSTRACION. Notemos que
Rwx(F)Y,Z)= -V F(W,X,Y,Z) + V*F(X,W,Y, Z)
Por otro lado:
V2F(X,X,Y,JY)
= X((Vx )Y, JY) — {(Vy,x /)Y, JY) = (VxJ)VxY,JY) = (VxJ)Y,VxJY)
= X(X,(Vy)JY) —(VxX,(VyJ)JY) + (VxY,(VxJ)JY) = (VxJ)Y,VxJY)

Como M es aproximadamente Kéhler, los dos primeros términos se anulan y queda:
ViF(X,X,Y,JY) = (JVxY,(VxJ)Y) = (VxJY, (VxJ)Y)
=— [ (Vx)Y |?

Usando las propiedades de J de la proposicién (1.4), se prueba que
VPFW,X,Y,Z) = -V?*F(W,Y,X,Z) yque V*F(Y,X,X,JY)=0
para todo W, XY, Z € X(M). Finalmente resulta que
| (VxJ)Y |? = -V?F(X,X,Y,JY)
=VF(X,Y,X,JY)
= —Rxy(F)(X,JY)
(RxyX,Y) — (RxyJX,JY)

Ma3és generalmente, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.2. Para todo W, X,Y,Z € X(M) se cumple:

(i) Rwxvz — Rwxsviz = (VwJ)X,(VyJ)Z)

(i) Rwxwz + Rwixwiz — Bwowxsz = 2((VwJ) X, (VwJ)Z)
(i) Rwxvz = Rowixsviz = Rywixyz + Rywxivz + Riwxyiz

DEMOSTRACION. (i) A partir del resultado del lema anterior, usando la lineali-
dad de R y la primera identidad de Bianchi, resulta:

(9) 3Rwxyz — Rwyixsz + Bwzsxsy — 2Rwxiviz
= ((Vw )Y, (VxJ)Z) = (VwJ)Z,(VxJ)Y) + 2((Vw )X, (Vy J)Z)
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Reemplazando Y y Z por JY y JZ en (9) y usando la identidad de Bianchi otra vez,
queda:
(10) 3Rwxyviz + Rwivixz — Rwizixy —2Rwxvyz
= ((Vw )Y, (VxJ)Z) = (Vw ) Z,(VxJ)Y) = 2((Vw )X, (VyJ)Z)
Ahora a (9) le restamos (10) y tenemos que:

(11) SRwxvyz —5Rwxyviz — Bwixivz — Rwixviz = H(Vw )X, (VyJ)Z)
pues:
—Rwysxisz + Bwzixsy — Bwivixz + Bwizixy
= —Rwyixsz — Rysxwisz + Rwzixoy + Rzixwiy
= Ryxwyiz — Rixwzisy

Finalmente, en (11) reemplazamos X e Y por JX y JY, y sumando % del resultado a
(11) obtenemos:

24 24
(Rwxyz — Rwxuviz) = 5

5
(iii) Usando (i) resulta:

(VwJ)X, (VyJ)Z)

Rwxyz = ((VwJ)X,(VyJ)Z) + Rwx.jviz
= (Vw )X, (VyJ)Z) + Ry 12500w)J(JX)
= <(VWJ)X, (VyJ)Z> — ((VJyJ)JZ, (VJWJ)JX> + Ryviziwix
= RjwixivJiz
Ademis:

Rywixvz + Riwxivz + Riwxviz = Ryzswix + Riwxivz — Rywxiy)iz
=—((Vy))Z,(VwJ)X) + Ryzwx + (Vow )X, (Vv J)Z)

= Rwxvyz

(ii) Usando la identidad de Bianchi resulta:
Rwxwz+ Rwixwiz — Rwowxsz
= Rwxwz + Rwixwiz — Rwowxiz — (Rwxswiz + Riwwxiz + Rxoww.z)
Luego por (i) y (iii) tenemos que:
Rwxwz+ Rwixwiz — Rwiwxiz
= ((Vw )X, (VwJ)Z) + Rywxowz — Rxywwiz + Riwwxisz — Riwwxiz
=((Vw )X, (VwJ)Z) + Rywxwiz — Rywxsw.iiz)
Usando el resultado obtenido en (i) otra vez queda:
Rwxwz + Rwixwiz — Rwowxsz = (VwJ) X, (VwJ)Z)
=((Vw )X, (VwJ)Z)
2((Vw D)X, (VwJ)Z)

(Vow )X, (VwJ)JZ)

+
+{(J(Vw )X, J(VwJ)Z)
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PROPOSICION 3.3. Para todo W, X,Y,Z € X(M) se cumple:

(i) <2V2F(W, X,Y, Z)> = _<(VWJ)X7 (VYJ)JZ>_<(VWJ)Z) (VXJ)JY>_<(VWJ)Y7 (VZJ)JX>
(i) (VER(W,W,Y,J2)) = (V2F(Y, Z,W,JW)) = —{(Vw J)Y, (Vi J)Z)

DEMOSTRACION. (i) Por la demostracién del lema 3.1 tenemos que:

(VPF(W,X.,Y,Z)) — (V’F(X,W,Y, Z)) = —Rwx(F)(Y, Z)
=F(RwxY,Z)+ F(Y,RwxZ)
= (JRwxY,Z) — (JY,RwxZ)

= —-RwxyJjz — Rwxivz

Ademds sabemos que:

—(V2E(W,Y, W, Z)) + (V2F(Y,W,W, Z)) = (V?F(W,W, W, Z)) + (V2F(Y,W,W, Z))

Pero (V2F(Y,W,W, Z)) = 0 pues M es aproximadamente Kihler, entonces:

(VPE(W,W, W, Z)) = —(V*F(W,Y,W, 2)) + (V*F(Y,W,W, Z))
=—RywwJjz — Rywowz
= —((Vy )W, (Vw J)JZ)

Por lo tanto, hemos probado que:
(12) (V2E(W,W.W, 2)) = ~(Vw J)Y, J(VwJ)Z).
Por la linealidad de los tensores en (12) tenemos:
Eg)Q)F(W, XY, Z2)—(V*F(X,W,Y, Z)) = —((Vw )Y, J(VxJ)Z)~((VwJ)Z,J(Vx J)Y).
Finalmente, de (12) y (13) obtenemos el resultado deseado.
(ii) Usando (i) resulta que:
(VPF(W,W,Y, JZ))
- _%{_«ij)w, (VyNZ) +(VNwd)JZ,(Nwd)JY) + (Vw )Y, (V20)JW)}
= —%{((VWJ)Z, (Vww )Y) = (Vw )Y, (VzJ)W)}
=—((Vw)Y,(VwJ)Z)
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Y por otro lado:
(V2F(Y, Z, W, JW))
= ATV D Z (T TIW) + (Ty DV IW.(V 2D)TW) + (Ty W, (Vw1 2))

_ _%{«VWJ)Y, (Vwd)Z) = (Vy D)W, (Vi J) Z)}
= —((Vw )Y, (VwJ)Z)

g

Las siguientes férmulas que involucran a los tensores R y R* son debidas a Koto [18].

Sean p € M, U entorno abierto de p y {E,..., E2,} campos vectoriales tales que
{E14: ..., Eang} es base de T, M para todo ¢q € U, entonces

LEMA 3.4. R y R* cumplen que:
(i) RJ=JR

(i) R*J = JR*
(iii) Para todo X.Y € X(M) se cumple:

2n

(14) (R-R"X,Y) = Z<<VXJ>E1-, (VyJ)E;)

(iv) Para todo Y € X(M) se tiene:

2n
(15) —(R=R"JY =) (Vg )Y
=1

DEMOSTRACION. Observemos que {Jquq, e JqEan} también es base de T, M para
todo g € U. Luego, para todo X, Y € X(M),

2n
(i) (RIX,Y)=> Rixmve,
i=1
2n

=—> RxseiviE,
i=1
— (RX,JY)

= (JRX,Y)
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2n
(i) (R*JX,Y) ZRJXJYE JE;

_ 1 RxvjE,E;
>

=-3 Z Rx 10v)1E0(IE)

—(R*X,JY)
= (JR*X,Y)

(iii) Usando la proposicién 3.2 tenemos que:

(RX,Y) Z RxEyvE;

= Z Re,xEy
=1
= Z 2((VEe, )X, (VEJ)Y) — R, yxE. vy + RE,JE XJY

2n
=Y 2A(Ve )X, (V)Y Z Rxypyyie, + Z RxvEJE,

i=1 i=1

=Y 2(VgJ)X, (Vg J)Y) — (RX,Y) + 2(R*X,Y)

(iv) Veamos que 37" (V3 5 J)Y, Z) = —((R — R*)JY, Z) para todo Y, Z € X(M). En
efecto:

2n

S AVEE Y, Z) =Y —~((Vig )Y, J(JZ))

i=1 i=1

™)
S

= (Ve )Y, (Vg J)JZ)

i=1

= ((R—R"Y,JZ)
= (—J(R—R"Y, Z)
= (—(R— R")JY, JZ)
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Fl siguiente teorema expresa un resultado muy ttil que involucra al tensor R — R*
y a su derivada covariante. Estas férmulas aparecen en [18] de una manera ligeramente
diferente.

TEOREMA 3.5. Para todo U, X, Y € X(M) se tiene:
1 x
(Vo(R—R)X.Y) = {{(R—-R)(VuJ)X,JY) + (R = R")J X, (VuJ)Y)}

DEMOSTRACION. Derivando la ecuacién (14) tenemos:
(Vu(R—R)X,Y) Z{ Vu (Vg )X, (Vg J)Y)+

Entonces, si X =Y queda:

2n
(Vu(R—R)X,X) =2) {(Vu(VE )X, (VE)X) = (V) VuX, (VEJ)X)}
i=1

2n
=2 V’F(U,E;, X, (Vg J)X).
=1

Usando la proposicién 3.3 resulta:
(Vu(R— R"X, X) Z{ (Vu)E;,(VxJ)J(VE,J)X)

—((Vu ) (Ve /)X, (Vg J)JX) + (Vo)) X, (Ve J)(VE,J)X)}.
Pero los dos primeros términos de la suma se cancelan y nos queda:
2n

(16) (Vu(R—R)X,X) =) ((VuDX, (V) (VEI)X).
=1

Polarizando (16) obtenemos el resultado buscado.

4. El tensor curvatura caracteristico

Una nueva conexién de importancia especial se define en una variedad casi hermitiana
M por:

VY = VxV + = (VXJ)J
= 5(VXY — JVxJY)

para X,Y € X(M), donde V es la conexién de Levi Civita en M. Sea T la torsién de la
conexién V1.
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Esta nueva conexion es una conexion hermitiana, es decir, satiface que tanto la métrica
como el tensor J resultan paralelos. En efecto, (Vk J)Y =0, pues:

(Vi)Y =viJgy —gviy

1
= i{VXJY +JVxY —JVxY —VxJY} =0.

Y ademds, X(Y, Z) = (VLY, Z) + (Y, VL Z), pues:

(VYY,Z) + (Y, VL 2Z) = (VxY, Z) + %((VXJ)JY, Z)+(Y,VxZ) + %(Y, (VxJ)JZ)
= X(YV.2) + (Y. (V)T Z) — (Y. (V)T 2))
= X(Y,2).

Sea r el tensor de tipo (0,2) dado por:
r(X,Y)=((R— R")X,Y), paratodo X,Y € X(M).

Una consecuencia importante de lo observado anteriormente es el resultado de la sigu-
iente proposicién. Para la demostracién nos basamos en el trabajo de Nagy [20].

PROPOSICION 4.1. Sea M una variedad aproximadamente Kdhler. Entonces el tensor
r es paralelo con respecto a V', es decir, Vir = 0.

DEMOSTRACION. Como el tensor r es de tipo (0, 2), su derivada covarinte es el tensor
de tipo (0, 3) dado por:

(Vir)(X,Y)=Vr(X,Y) —r(VLX,Y) - r(X,V}Y)
=V{(R—-R"X,Y)—{((R— R")V,X,Y) - ((R— R")X,V,Y)

Usando la definicién de V! y el teorema 3.5 resulta:

(Vir)(X,Y) = (Vy(R - R)X,Y) — %‘K(R — R*)(Vv )X, JY) + (R - R)JX, (Vv J)Y)}
=0
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PROPOSICION 4.2. Si M es una variedad aproximadamente Kdhler, la torsion T' es
totalmente antisimétrica.

DEMOSTRACION. Usando que V es sin torsién y que M es aproximadamente Kahler
resulta que:

THX,Y)=VkY - VL X — [X,Y]
1
= S {VxY = JVxJY = Vy X + JVyJX = 2[X,Y]}
1
= 5{—VxY +VyX —JVxJY + JVyJX}

— %{(VXJ)JY — (VyJ)JX}
= (VxJ)JY

Luego, es inmediato que 71 (X,Y) = —T1(Y, X). Ademds:
(TY(X,Y), 2) = (VxJ)JY. Z) = =(Y.(VxJ)JZ) = ~(T(X, Z).Y)
O

Maés atin, se puede probar que V! es la tinica conexién hermitiana sobre M con torsién
totalmente antisimétrica (ver [7]). Un resultado no trivial probado por Kirichenko es que
T! es paralela respecto V!(ver [15]).

Consideremos ahora el tensor curvatura asociado a V: Rlyyy = V[1W7 X]~ [V%,V, Vﬁ(]

Llamamos a R'yyxyz = (RYwxY, Z) el tensor curvatura caracteristico de M.

LEMA 4.3. Sea M wuna variedad aprorimadamente Kdhler. Para todo W, XY, Z €
X (M) se cumple que:

(i) R'wxyz = Rwxyz—3((Vw )X, (Vy ) Z)+ 1 {{(Vw )Y, (VxJ)Z)—((Vw ) Z, (VxJ)Y)}
(i) R'wxvz = H{8Rwxvz + 2Rwxsviz + Rwyszix + Rwzixsv}

cee 1 1
(i) Rlwxyz = —R'xwyz = —R'wxzy = R'vzwx = Rlwxuviz = RYywixiviz
DEMOSRACION. (i) Usando la definicién de R' y de V! resulta que:

R'wxvz = (Viyx)Y. Z) = (ViyVxY, Z) + (VX Vi Y. Z)

1
= VXYY = Vi VxY + 2V Y = 20 VwxJY = JVx VY + IV JVxY
~Vx IV JY + VigJVxJY — JVxVwJY + IV VxJY, Z)}.

Luego, por la definicién del tensor R tenemos:
1
RIWXYZ = Z{RWXYZ—F(V[WX}Y’ Z>+2<V[VV7X}JYV, JZ>—|—<VX¢]VW}/, JZ>—<VW<]VXY, JZ>

—(VxIVWJIY, Z) + (VwIVxJY, Z) + (VxVwJY, JZ) — (VwV xJY, JZ)}.
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1
= Z{RWXYZ + Rwxaviz + Vwx)Y, Z) + (Viwx)JY, JZ) + (VxJ)VwY, JZ)
IVXVWY, JZ) — (Vw)VxY, JZ) — (JVwVxY,JZ) — (VxJ)\ViwJY, Z)

H(Vx VY, JZ) + (Vi )V )V xJY, Z) — (Vi VxJY, JZ)}.

= LRy + 2Rwxavaz — (V) (Vw )Y, Z) + (Vw ) (Vx DY, Z)}.

Finalmente, usando la proposicién (3.2) resulta:

lexyz = %{4wayz—2<(VWJ)X, (ij)Z>+<(ij)Y, (VxJ)Z>+<(ij)Y, (VwJ)Z>}.

(ii) Usando (i) tenemos que:

Rlywxyz = %{4RWXYZ—2<(VWJ)X, (Vy N Z2)+(Vw )Y, (VxJ)Z)+((Vx )Y, (VwJ)Z)}

Luego, por la proposicién (3.2) resulta:

1
R'wxvz = Z{QRWXYZ +2Rwxyviz + Rwyxz — Rwysxiz — Rwzxy + Rwzixiy}-

1
= Z{2RWXYZ +2Rwxowiz — Rywxz — Rwyixjz — Rxywz + Rwzixivy}-

Finalmente, usando la identidad de Bianchi, queda:

1
Rl'wxyz = Z{3RWXYZ +2Rwxjviz — Rwyixiz + Rwzixiv}-
(iii) es un caso particular de (ii).
(iv) Es consecuencia de (i) y de las propiedades del tensor R que ya probamos.
O
PROPOSICION 4.4. Sea M una variedad aprozimadamente Kahler. Para todo W, X,Y,Z €
X(M) se tiene:
(VvRYwxvz + (VxRYvwyz + (VwRY) xvyz

= —i((VyJ)Z, (Vv /) (Vw )X + (Vx J)(Vy )W + (Viy J)(Vx J)V)

La prueba de esta proposicién se encuentra en [11]. El siguiente resultado fue probado
por Watanabe y Takamatsu en [24]. Aqui damos una demostracién més simple, dada por
Gray en [11].

TEOREMA 4.5. Sea M wuna variedad aproximadamente Kdhler. Para todo W, X €
X(M) se cumple:
2n
> ((R—R")E;, Ej)(Rwe,xg, — 5Rwe.xi8,) =0
ij=1
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DEMOSTRACION. Usando las propiedades de R! del lema (4.3) resulta:

2n 2n
1
(17) > Rlywxpvyne = 5 Y AR wxpwvnE — Rwxiswyniet =0
i=1 i=1

Por otro lado tenemos que:

2n 2n
> (VuRYwxpwvne = > AURWxE v nE — R'vowxemy e,
=1 =1

1 1 1
R wv,xevynE — B wxvyevvne — B wxe oy nE -

Luego por (17) esta ecuacién queda:

2n 2n
(18) ;(VURl)WXEi(VVJ)Ei = - Zl RlWXEi(V%]VJ)Ei'

Ahora tomemos U =V = E; y sumemos. Usando (15) obtenemos:

2n 2n
1 _ 1
Z R WXE(V g DE: = ZR WX E;(R—R*)JE;
ij=1 =1

2n
=Y R'wxp.s,((R— R)E;, Ej;)

3,j=1

Tomando X = JW y usando el lema (4.3) resulta:

2n 2n
1 *
(19) > RlWJWEi(V%jEjJ)Ei =1 > (Rwewe, — 5Rwz.wie;){(R — R)E;, Ej).
i,j=1 1,j=1

Por otro lado tenemos que:

2n 2n
Z (Vg Rl)WJWEZ-(VEj NE; = Z (Vg J)Ej, E)(VE,R") 5, 5,w oW
=1 ij, k=1

2n
1
=3 > (Ve D)E) E)(VeR) gmawow + (Ve J)Ei, Ej)
ij k=1
(Ve R)eg;wow + (Ve J)Ee, E)(VE,R) gomwaw -

Usando que ((Vg,J)Ej, Ei) es antisimétrica con respecto a i, j, k y la proposicién 4.4
resulta:
2n

(20) Z (VEle)WJWEi(VEjJ)Ei =0.
ij=1

Luego, por (18), (19) y (20) llegamos al resultado deseado.



CAPITULO 3

La Estructura de variedades aproximadamente Kahler

En la primera seccién de este capitulo seguiremos fundamentalmente el trabajo de Gray
[11], para llegar a demostrar el teorema de descomposicién de variedades aproximadamente
Kahler. En la segunda seccién daremos algunos ejemplos bien conocidos.

1. Descomposicién de variedades aproximadamente Kéahler

DEFINICION 1.1. Sea M una variedad aproximadamente Kahler. Decimos que M es
estricta si para todo p € M y para todo v € T,M con v # 0 se cumple que (V,J) # 0.

Asi, una variedad aproximadamente Kéhler estricta es, por asi decir, lo contrario de
una variedad de Ké&hler. El objetivo de esta seccién es dar condiciones bajo las cuales
una variedad aproximadamente Kéahler tiene una descomposicion, ya sea localmente o
globalmente, de la forma: M = M x M*®, donde M*¥ es una variedad de Kéhler y M*°
es una variedad aproximadamente Kéahler estricta. Para ello, precisaremos los siguientes
lemas.

LEMA 1.2. Sea M una variedad aproximadamente Kdhler y sea p € M. Denotamos
por S1(p),...,Ss(p) a los autoespacios de R — R* asociados a los autovalores no nulos de
R — R*, y sea H(p) = {v e T,M|(R — R+)v = 0}. Entonces H(p) = {v € T,M|V,J =0}
y la distribucion p — H(p) es integrable sobre cualquier subvariedad abierta de M en el
que la dimH(p) es constante. Ademds, se puede descomponer el espacio tangente como
una suma directa de la siguiente forma: T,M = H(p) ® S1(p) ® --- @& Ss(p).

DEMOSTRACION. Si (V,J)Y = 0 para todo Y € X(M), por (14), (R — R*)v = 0.
Reciprocamente, si v € H(p), por (14), Z?gl<(vvJ)Ei,(VyJ)Ei> = 0 para todo Y €
X(M). En particular, 21221 | (VyJ)E; ||?= 0. Entonces (V,J)E; = 0 para todo i. Por lo
tanto, (VyJ) = 0.

Sea N una subvariedad abierta de M en el que la dimH(p) es constante para todo
p € N. Veamos que la distribuciéon p — H(p) es integrable sobre N. Por el teorema de
Frobenius basta ver que la distribucién es involutiva.

Sean W, X € X(M) tales que W), X,, € H(p) para todo p € N, y sean Y, Z € X(M).
Queremos ver que [W, X| € H(p). En efecto:

(Vwx) Y, Z) = (Viwx)JY, Z) + (Viw,x)Y, I Z)
= Rwxsvz + {([Vw,Vx|JY,Z) + Rwxvsz + ([Vw, Vx|Y, JZ)
=((Vw)X,(VyvJ)Z)
=0

29
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A partir de ahora, asumamos que M es una variedad aproximadamente Kéhler simple-
mente conexa. Sea M = M? x M' x --- x M' la descomposicién de de Rham de M. Aqui
M? denota algin espacio euclideo, y M, ..., M! son variedades riemannianas irreducibles.

Consideremos una nueva descomposicion a partir de la descomposicién de deRham:
M = MY x M% donde, MK denota el producto de todos los factores M" tales que
(VxJ) =0 para todo X € X(M?), y M?® es el producto de los factores restantes.

En los siguientes lemas asumimos también que R — R* es paralelo en M, o sea, que
V(R— R*) = 0. En [11] estd probado que en cualquier variedad aproximadamente Kéahler
de dim <8 V(R — R*) = 0. Ademas en el mismo trabajo se dan condiciones de para que
se satisfaga que R — R* es paralelo.

LEMA 1.3. Para cada factor M de la descomposicion de de Rham de M existe una
constante A; tal que (R — R*)X = A\ X para todo X € X(M?").

DEMOSTRACION. Por el teorema de de Rham el grupo de holonomia de M actia
irreduciblemente sobre cada espacio tangente T, M i, Ademéds R — R* conmuta con el
grupo de holonomia de M en p pues es paralelo. Luego, por el lema de Schur, R — R* =
Ni(p)I : T,M" — T,M". Como R — R* es paralelo, \;(p) es una funcién constante. O

LEMA 1.4. M* C M¥X siy solo si \j =0

D_EMOSTRACION. Sabemos que M* ¢ M¥X si y sélo si (VxJ) = 0 para todo X €
X(M"). Luego, por el lema (1.2) (VxJ) = 0siysélosi X, € H(p), es decir, si (R—R*)X =
0. Por el lema (1.3), resulta:

M c M%siy sélosi (R— R*)X = \X =0 para todo X € X(M?%)si y sélo si A\; = 0.
]

LEMA 1.5. Sea p € M. Entonces T,M* = H(p).

DEMOSTRACION. Dado z € T,M¥, podemos escribir: z = Y aricak Ti con cada
T; € TpMi. Luego:

(Vad)= > (Ve J) =0,

MicMK
entonces x € H(p).

Siz e H(p),
0=[R-RYz= > Nz
Como los {z;} son linealmente independientes, \;z; = 0 para todo i tal que M* ¢ MX.
Entonces z € TpMK. 0

LEMA 1.6. MY es una subvariedad de Kihler de M y M*® es una subvariedad aprox-
imadamente Kdhler de M.

DEMOSTRACION. Notemos que (M%7, (,)) y (M*®,J,{(,)) son variedades casi hermi-
tianas, pues:

SixzeT,MX, (R— R*)J,x=J(R— R*)xz =0y entonces Jyx € T,M¥X.
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Luego, para todo X € X(M¥) VxJ = 0, entonces M¥ es de Kihler. Ademés
M? es aproximadamente Kihler porque es subvariedad casi compleja de una variedad
aproximadamente Kahler, por el teorema 2.2 del capitulo anterior. O

Notemos que la restricciéon de la curvatura de Ricci R a cualquier factor M* en la
descomposicién de deRham es la curvatura de Ricci de M*. Lo mismo ocurrre con la
curvatura * de Ricci. Por lo tanto, denotamos R, R*, y R — R* en ambos casos.

LEMA 1.7. En M® se cumple que R = 5R*. Ademds R y R* son paralelos en M*.

DEMOSTRACION. Para \; # 0, consideremos M ();) el producto de todos los M* tales
que R — R* = \;I en M". Entonces M()\;) es una subvariedad casi compleja de M y por
lo tanto, es aproximadamente K&ahler. Luego, por el teorema 4.5, tenemos:

0=> ((R—R")Ey, E)(Ryp,z5, — 5RY EyJZJE))
k,l

para todo Z,Y € X(M()\;)).
Como R — R* = \;I en M' y )\j # 0, entonces

2n
0=> X(Ryg,zm, —5Ryp,.z/8,)
k=1
2n 2n
Z Ryg,zE, = Z SRy E,121E,
k=1 k=1

(RY,Z) =5(R"Y, Z)
Por lo tanto, R = 5R* en M%.

Ademss como R — R* es paralelo y R = 5R* en M, entonces R y R* son paralelos
en M*. U

Para demostrar el lema 1.9, vamos a necesitar el siguiente resultado, que esta probado
en [17].

TEOREMA 1.8. Sea M una variedad de Kdhler simplemente conexa y completa y sea
Moy x My X --- x My su descomposicion de de Rham. Entonces My, ..., M; son variedades
de Kdhler.

LEMA 1.9. MX y cualquier M* ¢ MY son subvariedades de Kdhler de M; MS y
cualquier M* C MS son subvariedades aprozimadamente Kdhler estrictas de M.

PROOF. Por el lema 1.5 sabemos que MX es una variedad de Kihler. Luego, por el
teorema anterior, cualquier M* C M¥ es subvariedades de Kihler de M. Veamos ahora
que cualquier M* C M? es subvariedad aproximadamente Kihler de M. Para esto, basta
ver que M* C M?® es una subvariedad casi compleja.

En efecto, supongamos que J(T,M*) # T,M* para algin M’ C M?, y algin p € M".
Entonces existe v € T,M* tal que v # 0y (Jv,y) = 0 para todo y € T,M". Luego:

1 2n
(R*v,v) = 5 ZRUJUGJ.JGJ. =0.
j=1
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Por el lema 1.7, resulta que 0 = ((R — R*)v,v) = \; || v ||?. Pero esto contradice al lema
1.4. Por lo tanto, M* es una subvariedad casi compleja de M?, y en consecuencia, es
aproximadamente Kéhler. Ademés es estricta pues M?® es el producto de los factores M?
tales que (VxJ) # 0. O

LEMA 1.10. Todo M* C M?® es una variedad de Finstein.

DEMOSTRACION. Sea M* C M*. Entonces R —5R* =0y R— R* = M\l en M*. Por
lo tanto, R = %/\ZJ. O

LEMA 1.11. MS y M* ¢ M* tienen la curvatura de Ricci R y la curvatura * de Ricci
R* positivas.

DEMOSTRACION. Sea x # 0 € T,M*. Entonces
4
0<Ai|lz|*=((R-R"z,z)= = (Rz,7) = 4Rz, )
[l

Ahora resumimos los resultados de los lemas anteriores en el siguiente teorema dado
por Gray en [11].

TEOREMA 1.12. Sea M una variedad aproximadamente Kdhler completa, simplemente
coneza tal que R — R* es paralelo. Entonces M = M x MS donde MY es una variedad
de Kdhler y M*° es una variedad aprozimadamente Kdhler estricta. La descomposicion
de de Rham de M¥ consiste en el producto de variedades de Kdhler irreducibles, y la
descomposicion de de Rham de M*® consiste en el producto de variedades aprozimadamente
Kdahler irreducibles de Einstein.

A continuacion daremos algunas condiciones suficientes para que R — R* sea paralelo.

TEOREMA 1.13. R — R* es paralelo si se cumple alguna de las siguiente situaciones:

(i) R — R* tiene sdlo un autovalor.

(ii) R — R* tiene exactamente dos autovalores y uno de ellos es cero.

DEMOSTRACION. Supongamos que R — R* tiene sélo un autovalor A # 0. Sea p €
X(M), entonces por el lema 1.2 podemos escribir:

T,M = H(p) © S(p),

donde S(p) es el autoespacio asociado al autovalor A y H(p) = {0}. Es decir, para todo
x € T,M, (R— R*)x = Az. Luego por el teorema 3.5 tenemos que para todo z,y € T,M:

(Vo(R— R)w0) = {{(R — R)(Vud)a, Jy) + (R~ B*)J, (VT )y))
= A{(Vud)e, o) + (T, (Tu)))

=0

Por lo tanto, R — R* es paralelo.
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(ii) se prueba andlogamente.
U

OBSERVACION. Nagy prueba en [20] el teorema 1.12 sin la hipdtesis de que R — R*
sea paralelo.

En el capitulo anterior caracterizamos las variedades aproximadamente Kéhler de
dim < 4. Ahora vamos a poner mayor énfasis en las variedades aproximadamente Kéahler
de dimension 6, donde los tensores VJ y R — R* también son bastantes simples.

TEOREMA 1.14. Sea M una variedad aprorimadamente Kdahler con dimM = 6. Supong-
amos que M no es de Kdahler. Entonces se cumple que:

(i) Para todo X,U € X(M),
(21) I (Vx DU |*=o{|| X ||> —(X,U)* - (JX,U)*}
donde « es una constante positiva,
(i) R — R* =4a1d,
(iii) M es una variedad aproximadamente Kdhler estricta;
(iv) M es una variedad de Einstein.
DEMOSTRACION. Sea p € M y sean {ey, ez, Jey, Jea} vectores ortonormales en T, M.
Es fécil ver que (Ve J)ey es perpendicular a cualquiera de esos cuatro vectores. Podemos

escribir (Ve,J)ea = aes, donde a =|| e3 ||? y resulta que {e1,es,e3, Jer, Jea, Jes} es una
base ortonormal de T,M. Luego tenemos que: (V.,J)ez = ae pues:

(VeyJ)es,e1) = —(e3, (VeyJ)er) = (€3, (Ve J)e2) =
((Vey,J)es, Jer) = —(Jes, (VeyJ)er) = (Jes,e3) =0
<(V€2 J)es, e2) = —<63, (Vez J)ez) =0
<(V62J)63, J62> = —<J€3, (V62J)62> =0
<(v€2<])63’ 63> = _<(v63‘])62’ 63> = <€27 (v€3‘])63> =0
<(ve2J)63, J€3> = —<(V63J)62, J63> = <J€2, (VeSJ)63> =0

Analogamente se prueba que (V,J)e; = aey donde (ijk) es cualquier permutacién
par de (123). Luego, resulta inmedito que se cumple la ecuacién (21). Sélo falta ver que

« es una funcién constante.
Usando (14) y (21) tenemos que, para todo X € X(M)

2n
(R=RHX,X)=> | (Vx))E; |
i=1
2n
—a > X P —(X, BN — (JX, B}
i=1
=da || X |?

Por lo tanto R — R* = 4al, donde a > 0. Luego M¥ = {0}, o sea, M es estricta, y
por el lema 1.10, es de Einstein. Entonces, « es constante.
[
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Un resultado de Nagy publicado en [19] generaliza el teorema de descomposicién de
Gray, en el sentido que especifica la parte estricta y ademads resalta la importancia de las
variedades aproximadamente Kéahler de dimensién 6. Dice que una variedad aproximada-
mente Kahler estricta y completa es localmente un producto riemanniano de variedades
aproximadamente Kéhler homogéneas, espacios twistor sobre variedades de Kéhler cu-
aterniénicas y variedades aproximadamente Kéhler de dimension 6.

Por lo antes visto, la geometria aproximadamente Kéahler estricta estd concentrada
en la dimensién 6. Butruille clasifica en [4] las variedades aproximadamente Kahler ho-
mogéneas de dimension 6. El resultado es el siguiente.

TEOREMA 1.15. Las unicas variedades aproximadamente Kahler estrictas homogéneas
simplemente conexos de dimension 6 son isomorfas a G/H donde G y H estin dados en
la siguiente lista:

(1) G=83xS%yH=1.
(2) G=Ga y H es SU(3) (en este caso G/H es una esfera de dimensin seis) o sus
subgrupos finitos.
(3) G = Sp(2) y H = S! x SU(2) (de este modo G/H es el espacio proyectivo
complejo CP(3)) o uno de sus subgrupos finitos.
(4) G=SU(3), H=S8'x Sy G/H es el espacio de banderas F(1,2).
Mds atun, sobre cada uno de estos espacios homogéneos existe una unica estructura casi
compleja aprorimadamente Kdhler invariante por isomorfismos.

Permanece abierta la clasificaciéon de la variedades aproximadamente Kéahler de di-
mension 6 en general.

2. Ejemplos de variedades aproximadamente Kahler

En esta seccién vamos a dar algunos ejemplos de variedades aproximadamente Kahler.
En el primer ejemplo vemos que, si G es un grupo de Lie compacto con una métrica bi-
invariante, entonces G X G admite una estructura de variedad aproximadamente Kéhler.
De esta forma resulta que el primer grupo del teorema de Butruille, S3 x S2, es aprox-
imadamente Kahler. En el siguiente ejemplo nos ocuparemos del segundo espacio dado
en el teorema de clasificacién de variedades homogéneas, la esfera S®. Finalmente, en
los ultimos ejemplos construimos dos familias de variedades aproximadamente Kéahler,
la primera a partir de submersiones riemannianas con fibras totalmente geodésicas, y la
segunda, a partir de una clase especial de variedades homogéneas reductivas.

EJempLO 2.1. El siguiente ejemplo fue propuesto por K. Sekigawa, segin [1].

Sea G un grupo de Lie compacto con g su algebra de Lie y una métrica bi-invariante
g. Consideremos los siguientes campos en el grupo de Lie producto G x G:

2 1
NERVG
Notemos que g x g =V @ H donde V = {X"|X € g} y H = {X"|X € g}. Definimos
la estructura casi compleja J y la métrica (,) invariante a izquierda en G x G por:
J(X°)= X" J(X")=-XY, paratodo X € g,
(XU, YY) =g(X,Y), (X°.YM =0, (X" Y" =g(X,Y) paratodo X,Y €g.

XU =(0,X), XM=( ), Xcg.



2. EJEMPLOS DE VARIEDADES APROXIMADAMENTE KAHLER 35

Notemos las siguientes relaciones que cumplen los corchetes de Lie:

(22) [(X° Y] = [X, Y],
v hy _ h v L v
1 v 2
(24) (XM Y = —g[X, Y)Y + %[X, Y]

PROPOSICION 2.2. (G x G, {,),J) es una variedad aprozimadamente Kdahler.

DEMOSTRACION. Basta ver que ((VyJ)V + (VyJ)U, W) = 0 para todo U,V,W €
gxg.

En primer lugar, supongamos que U,V € V, 0sea, U = X",V =YY", con X,Y €g. Si
W =2% Z € g, resulta:

(Vu D)V + (Vv HUW) = (Vxo Y Z%) 4+ (Vxo YV, ZM) 4+ (Vyo XP Z0) + (Vyo XY, 2,
por la definicién de J. Como V es la conexién de Levi Civita, queda:

(Vo )V + (Vy U, W) =
(X7, Y, 20 —([27, XL, Y (YR, 27, XU (X7, YY), 29— (127, XV, Y)Y, 27, X)
(Y, XM, 20— (12, YL, XY ((XR, 27, Y)Y, X, 20— (120, Y, X)X, 27, v
Luego, usando las relaciones (22) (23) y (24) y que g es bi-invariante tenemos que:

3 v v v v
%(([Yv Z] 7X >+<[X’Z] ’Y >)
- jgaq([y, 7, X) + (X, 2,Y)) =0

(Vu )V + (VyJ)U,W) =

Andlogamente se prueban todos los casos:

Vo)WV + (Vv )U,W)=0si U,V eVyWeH

((

(Vu)V+(Vy ) UW)=0siUVeHyWeV
(Vo )WV + (VyHNUW)=0siU,VeHyWeH
(Vu )V + (Vy HNUW)=0siUWeVyVeH
(Vo )V + (Vy U W)=0siUecVyV,WeH

EJEMPLO 2.3. Un caso particular del ejemplo anterior es tomar G = S° la esfera
de dimensién 3. Entonces S? x S® admite una estructura de variedad aproximadamente
Kahler.
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EJEMPLO 2.4. Otro ejemplo muy conocido de una variedad aproximadamente Kahler
es la esfera S de dimensién 6. Un resultado de Borel y Serre de 1951 establece que S? y
S6 son las tinicas esferas que admiten una estructura de variedad casi compleja.

Hemos definido en el primer capitulo, una estructura casi compleja J sobre S tal que
es (8%, J,(-,-)) resulta casi hermitiana, con (-,-) la métrica inducida por R”. En lo que
sigue nos basamos en el trabajo [8].

Para ver que S% con esa estructura casi hermitiana es una variedad aproximadamente
Kaéhler, basta ver que V4 F (A, B) = 0 para todo A, B € X(M). Para ello vamos a necesitar
el siguiente resultado.

LEMA 2.5. Sea T : X(M) x X(M) — X(M) el tensor configuracion y V la conexion
riemanniana de M. Entonces, para todo A, B,C € X(M) se cumple:

VAF(B,C) = (TA(N), B x C)

DEMOSTRACION. Veamos primero que Ty N = V4 N. En efecto, como V es compatible
con la métrica y (N, N) = 1, resulta:

_ 1
(VAN,N) = SA(N,N) =0

Por lo tanto V4N es tangente a M, y entonces Ty N = P(VAN) =VaN. Luego, usando
(4) y (2):

VAF(B,C)=(VaJB —JV4B,C)
= (Va(N x B) = N x V4B, C)
= (Va(N) x B,C)
= (Ta(N),B x C)
O
Sea (z1,...,x7) sistema coordenado de R”. Denotamos X; = 8%1 Entonces inXj =

0 para todo 4,j. Si A € X(M) y N es el campo normal a S% definido antes, entonces

7

7
A:Zanj, donde Za?: 1.
j=1 j=1

7
N => bjX;, donde bj(p) = p;.
j=1
Luego,

7
TAN = VAN = > a;Xi(b)) X,
ij=1
Pero X;(bj) = ;5. Por lo tanto TyN = A.
Con este resultado y el lema 2.5 tenemos que:

VAF(A,B) = (TA(N),Ax BY = (A, Ax B) = (A x A, B) = 0.
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EJEMPLO 2.6. Consideremos ahora una nueva familia de variedades aproximadamente
Kaéhler construidas a partir de variedades de Kéhler y submersiones. Sean (M, g) y (B,9)
dos variedadades riemannianas y m : M — B una submersién diferenciable. Sea © € M,
con b = 7(x). Denotamos:

Fy,=n"1(b) = F,, la fibra en b,
V, = ker(m,), el espacio vertical,
H, =V, T, el espacio horizontal.
‘H = la distribucién horizontal.

V = la distribucion vertical.

DEFINICION 2.7. w : M — B es una submersion riemanniana si m. induce una
isometria de (M, gz|3,) en (1TyB,7;,) para todo @ € M, con b = 7(x).

Sean V la conexén de Levi Civita asociada a g. Denotamos por T el tensor de tipo
(2,1) sobre M dado por:

TxY =HVyxVY + VVyxHY, XY € ff(M)

Recordemos que una subvariedad riemanniana M de una variedad riemanniana N se
dice totalmente geodésica si toda geodésica en M es también geodésica en N. Esta probado
en [3] que una submersién riemanniana es totalmente geodésica si y sélo si T' = 0.

DEFINICION 2.8. Definimos el tensor de O’Neill A, como el tensor de tipo (2,1) sobre
M dado por:

AxY = HVxxVY + VVuxHY, XY € :{(M)

Diremos que un campo X € X(M) es bdsico si es horizontal y estd m-relacioneado con
un campo X, € X(B). Recordemos que cualquier campo horizontal en M es localmente
una combinacion lineal de campos basicos.

Sean X,Y,Z campos horizontales, y U, V, W verticales. Supongamos que X,Y,Z son
bésicos. Entonces tenemos las siguientes propiedades (ver [5]):

(1

[V, W] es un campo vertical,
2) [X, W] es un campo vertical,

)
(2)
(3) A es antisimétrica,
(4) AxY =1/2V[X,Y],
(5)

5) AxV =HVyX.

Sea m : M — B una submersiéon Riemanniana con fibras totalmente geodésicas. En-
tonces se puede descomponer cada espacio tangente como suma directa del espacio vertical
y el horizontal, es decir: T, M =V, ® H, para todo x € M.
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Supongamos que (M, g) admite una estructura casi compleja J compatible con la
métrica tal que (M, g, J) es variedad de Kéhler y J, preserva los espacios V, y H, para
todo z € M.

Definimos la variacion candnica g de la métrica riemanniana g de M por:

gelv =tglv,  gtlu =gls, a(V,H)=0.
Existe una estructura casi compleja J compatible con g; dada por:
J’V:—J, Yy J|’H:J.
Esta estructura casi compleja fue introducida en [6] para el caso de espacios de twistor

sobre variedades de dimensién 4. Consideremos en particular la métrica § = g1.
2

PROPOSICION 2.9. La variedad (M, g,J) es aprozimadamente Kdhler.

DEMOSTRACION. Sea A : X(M) x X(M) — X(M) el tensor de O’Neill. Como (M, g)
es de Kéhler, se cumple que AJ = JA.

Sean X, Y, Z campos horizontales, y U, V, W verticales. Usando las propiedades (1)-(5)
y la definicién de g, resulta que

(25) G(VyW.U) = §(VyW,U)

(26) G(Vy W, X) = §(VyW, X)
(27) G(VXW,U) = §(VxW,U)
(28) §(VxY,Z) = §(VxY.2)

(29) §(VxY,U) = §(AxY.U)

(30) JVVXY) = 4V X — SAXVY)

Luego se cumple que:

I(VxHX,Y) =g((Vx])X,Y) =0,
(Vx )X, U) = §(AxJX,U) — §(JAxX,U) = 0.
Por lo tanto, (VxJ)X = 0. De manera similar se prueba que:
(Vu)U =0, y (VyJ)X = —(VxJ)U

~

Entonces (M, g, J) resulta aproximadamente Kéhler.
[l

OBSERVACION. Notemos que CP?"*! admite una estructura de variedad de Kihler
(ver [17]). Ademés la proyeccién a HP" es una submersién riemanniana con fibras total-

mente geodésicas [3, p. 415]. Entonces CP*"*! resulta una variedad aproximadamente
Kahler.
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EJEMPLO 2.10. Veamos que la variedad bandera U(3)/U(1) x U(1) x U(1) es aproxi-
madamente Kéhler. La demostracién que presentamos corresponde a Ilka Agricola.

Sea M una variedad homogénea reductiva, M = G/H. Denotamos por g al dlgebra
de Lie de G y suponemos que g admite un producto escalar 5 Ad(G)-invariante. Sea
g = m @ b una descomposicion reductuva de g dada. Ademads escribimos a m como suma
directa de espacios ortogonales respecto a 5: m = mj;@my, tal que se cumplan las siguientes
relaciones:

(31) [pymi]=my, [my,mo] ChOmy, [h,mg] Cmy, [mg,mo]Ch, [my,my]Cmy.

Para cada t > 0, B; := Blmyxmy + 2t8|myxm, define un producto escalar sobre m. Asi
queda determiada una métrica sobre M ¢; invariante a izquierda para cada t > 0. Luego,
la conexion de Levi Civita asociada a g; estd univocamente determinada por la transfor-
macién A; : m — so(m) tal que, para X, Y € my y A, B € mgy,

A(X)Y = %[X, Vim, AX)B=t[X,B], A(A)Y = (1—[A,Y], A(A)B=0.

Es facil ver que A; es una conexién compatible con la métrica [; y sin torsién.

OBSERVACION. La construccién anterior esta relacionada con la variacién canénica de
la métrica que consideramos en el ejemplo anterior, en una submersién riemanniana entre
espacios homogéneos.

Ahora tomemos G = U(3) y H=U(1) x U(1) x U(1) C G. Entonces M = G/H es
una variedad homogénea reductiva de dimensién 6 con:

g=u(3) ={A e M3(C)|A +A = 0}, bh={A€cu(3)|A es diagonal}.

Ademas u(3) admite un producto escalar Ad(G)-invariante dado por:

—Re(trAB
B(A,B) = 6(27”), para A, B € u(3).
Sean h =m', y
0 a b 0 0 O
mp:={(-a 0 0)[a,b€C}, my:={|0 0 c]lceC}.
-5 0 0 0 —¢ 0

Entonces m; y my resulta ortogonales respecto 5y cumplen las relaciones (31). Luego, la
métrica g; esta bien definida, y la conexién A; es la Levi Civita asociada a g;.

Ahora tomemos una base de m. Para i,j = 1,2, 3, sea D;; la matriz 3 X 3 que tiene un
1 en el lugar (7,7) y el resto de las entradas 0; y sean E;; = D;j — Dji, y Sij = i(Dij + Dji).
Los elementos:
1 1
——Fb3, e5:= —=05
o 23 6 Jo 23

forman una base ortogonal de m respecto ¢, de la cual, los primeros cuatro elementos
forman una base de m; y los dos restantes de mo. Como una base para fh, tomemos los

e1 = Ei2, ex:= 512, e3:=FEi3, e4:=0513, e5:=

elementos: H; = %, para j =1,2,3.
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Identifiquemos m con R® y tomemos como base de s0(RS) a las matrices {E;;|i >
J,i,7 =1,...,6}. Luego, la conexién de Levi Civita estd univocamente determinada por
A¢ : RS — s0(R%). Calculando el corchete entre los elementos de la base, se puede probar
que:

Ai(er) = \/5(1735 + Ey6), Ai(e2) = \/g(E45 — F36), Ailes) = \/g(E% — Ei5),

Ai(es) = —\/E(EIG + Fas), Ailes) = 1\/_2—;(]513 + Eay), Ailes) = 1\/_2—;(1514 — E»3).

Denotamos por e;; a la dos forma e; A e;. Sea ) la dos forma definida por: 2 =
e12 — e34 + e56. Queremos ver que 2 cumple la condicién VxQ(X,Y) = 0 para todo
X,Y € X(M), es decir, que (M, g;/2,2) es una variedad aproximadamente Kéhler.

Para ello, calculemos primero la derivada covariante de las dos formas eqo, €34, €56.

Resulta:
t t
Vee12 =0, Vgez = 5(645 —e36), Ve €56= 5(636 — €45),

t t
Ve,e12 =0, Ve,ezq = —\/;(635 +es6), Veye56 = \/;(635 + es6),

t t
Ves€12 = \/;625 +e16), Vesess =0, Vegess = \/g(€25 + e16),

t t
Vese12 = \/;(615 —e€26), Ve =0, Vees5= \/;(615 — €26),

1-t¢ 1-t¢

Vese12 = ﬁ(eﬁ —e14), Vezess = ﬁ(em —€23), Vezes6 =0,
1-—1¢ 1—-1¢
Vege12 = ﬁ(el?) +e24), Vegesa = ﬁ(ew +e24), Vezese =0.

A partir de estos resultados es ficil ver que V,€(e;, e;) = 0 para todo i, j.

En el trabajo [23] de Wolf y Gray, se plantea la siguiente conjetura: "Sea U/K una
variedad homogénea, donde U es un grupo de Lie compacto que no es simétrico hermitiano
y tal que la isotropia K tiene rango mdximo en U. Entonces existe una estructura de
variedad casi hermitiana invariante en U/K que es aproximadamente Kdihler pero no
de Kihler si y sélo si la subdlgebra de isotropia es el conjunto de puntos fijos de algin
automorfismo de orden 3.

En el trabajo [21] se estudian las variedades banderas aproximadamente Kéhler y se
confirma esta conjetura para la clase de variedades homogéneas formada por las variedades
banderas. El resultado es el sigiente:

TEOREMA 2.11. Sea F = U/K una variedad bandera y sea ¢ el dlgebra de Lie de K.
Entonces F' admite una estructura de variedad aprorimadamente Kdahler que no es Kahler
sty solo si

(1) la subdlgebra de isitropia € es el conjunto de puntos fijos de un automorfismo de
orden 8y
(2) F no es simétrica Hermitiana.
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