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Implicaciones del teorema de Godel en ciencias
Osvalde M. Moreschi’

1 Introduccion

El teorema de Kurt Godel ha causado gran nfluencia en la manera en que se entienden los
sistemas formales matematicos Si bien ¢l teorema es ateniente a la matematica y eni particular
a la ldgica, nosotros no nos concentraremos en estos temas [Smug2] sine en las implicaciones
que pudiese tener este resultado y las técnicas de su prueba en otras ciencias.

Estudiaremos implicaciones del teorema que entendemos se pueden extender a ofras
ciencias

En esta presentacion, comenzaremos por repasar los antecedentes y el contemdo
fundamental del teorema dé Godel.

Antecedentes de los Fundamentos de la matemadtica
Aunque el estudio de los fundamentos de la matematica tal vez se remontan al trabajo de
Euclides, por el afio 300 antes de Cristo; en tiempos modernos se encuentran tres [Sha94]
escuelas de pensamiento.

Logicismo En esta escuela se asume que los objetos matemdticos abstractos pueden ser
desarrollados a partir de ideas bésicas de la teoria de conjunto y razonamientos 16gicos.

Intuicionismo En el pensamiento intuicionista, se rechazan algunos conceptos y la idea de
que el método axiomdtico sea suficiente para explicar toda la tnatemdtica. Los intuicionistas
criticaron el uso de entidades infinitas, Luitzen Egbertus Jan Brouwer fue un defensor de esta
postura. y sugirid que solo los. conceptos mateméticos que pueden ser demostrados o
construidos en un mimero finito de pasos eran aceptables en la construccién del conocimiento
matematico

Formalismo Los formalistas entienden que la matemdtica se puede entender como la
manipulacién de simbolos, independientemente de su posible intetpretacion fisica. En esta
escuela, Hilbert conjeturaba que seria posible probar que !a matemética estaba libre de
confradicciones y por lo tanto era consistente

El resultado de Godel fue un golpe al pensamiento propuesto por Hilbert

2 Resultado del Teorema

Godel se basé en el rabajo de A. Whitehead y B. Russell [WR25], Principia Mathematica, 2nd
edition, Cambridge 1925. La pregunta que estudio Godel es si dado un sistéma formal basado
en axiomas y reglas de inferencia era posible decidir, 0 determinar, todas las preguntas
matematicas que pudiesen ser expresadas dentro del formalismo

Kurt Gédel encontré [Ged3l, Geds2} afirmaciones dentro del formalismo de Principia
Mathematica que no se pueden probar s1 son verderas o falsas. En realidad su resultado es
valido incluso para toda extension de este formalismo basado en un nimero finito de @xiomas.
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El teorema al que nos referimos fue publicade en 1931 por Kuri Gédel en el articulo con
titulo: "Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica und vewandter Systeme
1", en Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Volume 38, pp. 173-198 (Lzipzig: 1931). La
traduccidn al inglés de este titulo es: “On formally undecidable propositions of Principia
Mathematica and related systems 1"

No entraremos en los detalles técnicos que permitieron a Godel llegar a este resultado.
M4s bien nos interesan las ideas generales y su posible extension a otras ciencias.

En Ia introduccion del articulo Godel expresa una analogia entre su método y la antinomia
de Richard, ademas de la cercana relacién con la antinomia del mentiroso.

La paradoja de Richard La paradoja de Richard se genera de ]a siguiente manera [Kra82].
Supongamos que se desea listar una secuencia de propiedades de los nitmeros enteros, como
por gjemplo: ‘primo’, ‘par’ o ‘mfltiplo de 3’ Luego de tener formuladas las propiedades se
puede elegir un criterio para ordenarlas. Como toda propiedad se genera a partir de un niimero
finito de palabras, cada una escrita de un nimeto finito de letras, se puede elegir la propiedad
que contenga el nimero menor de letras y asignarle la posicién (1) en la serie. La proxima
definicion se le asigna la posicién (2} v asi siguiende Si dos propiedades tienen el mismo
namero de letras se las ordena en base al orden alfabético. De esta forma cada propiedad tiene
un nimero de orden asignado.

Es posible que un niimero de orden tenga la propiedad descripta en la propiedad a la que
estd numerando, Por ejemplo, podria ocurrir que el nimero 17 esté numerando a la propiedad
que caracteriza a un nimero primo, cuya definicién se podria haber caracterizado de la
siguiente forma. “un nimero entero x es primo si y 5610 si no es exactamente divisible por
cualquier nitinero patural, excepto el mismo y 1" Notamos que 17 tiene esta propiedad. En
C()I‘lu'ap()SlCléﬂ supongamos que el nimero 14 es el niumero de orden de la propiedad de ser
impar; que se podria formular de la siguiente manera: “un nimero entero x es impar si y sélo si
deja un resto 1 cuando de lo divide por 2 Observamos que 14 no tiene esta propiedad. Un
niimero de orden come el anterior que no tiene la propiedad a la que numera si dice qiie tiene
la propiedad de ser Richardianc. Entonces, en las suposiciones anteriores, 17 no seria
Richardiano y 14 si lo seria.

La propiedad de ser Richardiano, tendra una formulacidén precisa que por ende tendra una
ubicacién en la serie de propiedades. Denotemos con # el niimero de orden de la propiedad de
ser Richardiano

La pregunta que surge es: ,Es el nilmero n Richardiano? Si la respuesta fuese afirmativa,
el mimero » no podria tener la propiedad a la que numera, y por lo tanto no podria ser
Richardiano. Por lo-que se deduce que si se asume que » es Richardiano entonces se concluye
que 7 no es Richardiano:

Supongamos en vez desde el principio que # no es Richardiano. Luego # tiene la propiedad
a la que estd numerando y por lo tanto es Richardiano. Por lo que se deduce que si se asume
que » no es Richardiano entonces se concluye que # es Richardiano

Como hay s0lo dos posibles respuestas a las preguntas y cada una de ellas conduce a la
conjuncion de una afirmacion 4 y su negacién —d, se tiene una paradoja. Esta situacién viola la
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ley de comtradiccién, ~(p * —p), que establece que una afirmacién y su negacién no pueder
ambas ser verdaderas.

El recurrir a érdenes superiores del lenguaje formal ha sido una téenica esencial en la
formulacion del teorema de Godel. Parte de nuestra intencion es estudiar las implicaciones de
usar este tipo de técnicas en otras ciencias.

La formulacién de-Godel En su articulo, Gédel dio significado, dentro del formalismo de
Primcipia Mathematica, a conceptos come “férmula’, ‘formula que se puede probar’ y otros.
Con este tipo de elementos, Giide! fue capaz de escribir una férmula que en palabras dirfa algo
asi: ‘esta formula no se puede probar’.

S1 fuese posible probar esta férmula, por un a lado probariamos que es verdadera, pero si
es verdadera entonces el sistema serfa inconsistente, pues se permitiria probar algo que es
falso

Si Ia formula no se puede probar, entonces la formula es verdadera; jpero no se puede
probar!

3 Relacién con el trabajo de Turing

Se adjudica a Alan Turing (1912-1954) ser el primero que trabajé en teoria de la computacion
Turing ide6 un modelo de una computadora, ahora llamada la “mdquina de Turing’, capaz de
ejecutar programas arbitranoes. Esto lo realizd antes de que-se construyese una computadora.

La méquina de Turing se puede idealizar como un dispositivo, corn niimero de estados
finitos, capaz de leer una cinta unidimensional, con registros consecutivos. Ademas puedé
avanzar y retroceder la cinta y cambiar los valores de cada registro. En una maquina nniversal
de Turing, 12 manera en que la maguina reacciona a la lectura de la cinta estd codificada en la
nlisma cinta.

Tal vez conviene enfatizar que la llamada méaquina de Turing no es un artefacto fisico sino
una construccion abstracta en la matemaética de la computacion.

Se conmoce como la tesis de Church-Turing la afirmacién: lo que pueden hacer las
maquinas de Turing define lo que se conoce como procedimiento algorftmico. En realidad
existen varias formulaciones de esta tesis; otro conocido enunciado es: ‘toda funcién que
naturalmente se considere computable, puede ser computada en una méaquina universal de
Turing’. ‘

La intencién de Turing era atacar & problema propuesto por Hilbert, quien requiné un
algoritmo general que permitiese resolver cuestiones matemdticas; y por ende la respuesta a la
pregunta de si tal algoritmo existe.

Al intentar responder la pregunta: ‘;Existe un procedimiento mecdnico para responder
todos los problemas mateniaticos de una gran pero bien definida ctase?” Turing encontrd. gue
podia reformular esta pregunta en término del problema de decidir si una dada maquina de
Turing pararfa en un proceso de cémputo. Esto se lo conece como el problema de Aalting; que
tal vez se pueda traducir como el problema del alto o la parada.

En 1936, Turing encuentra que no existe un algoritmo que determine con antelacion s1 otra
computadora terminara su cileulo.

Esto se entiende como que existen cosas muy senciflas que no son computables.
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Turing ademds deduce que no hay forma de usar un sistema axiomdtico formal para
establecer esta cuestion.

4 Descripcion de Chaitin del teorema de Godel

Es interesante la forma en que Gregory J Chaitin expresa el teorema de Gidel Usando
argumentos de teorfa de informacién, Chaitin encuentra [Cha82] que si un teorema coniiene mas
informacion que un dado conjunto de axiorhas, entonces es imposible que se deduzca el
teorema de los axiomas. De aqui deduce que el fenémeno de incompletitud descubierto por
Gadel es natural y extendido en vez de patoldgico e inusual,

Chaitin usa la nocién de ‘teoria de la informacion algoritmica’ para encomtrar sus
resultados. El contenido de informacioén algoritmica I(X) de un objeto X se define como el
tamafio, en bits, del programa mdis pequefio que calcula a X. Como las computadoras de
propositos generales (las maquinas universales de Turing) pueden simular unas a ofras; se
supone que esta definicién describe una caracteristica intrinseca de X.

Es posible definir también la nocién de informacién algoritmica conjunta f(X,¥), de dos
objetos X ¢ ¥; el contenide de informacion condicional f{X]¥) y el contenido de informacién
mutua f(X:7).

Al final de su articulo Chaitin se pregunta:

¢Hay algin fenémeno fisico que compute algo no computable? En contraposicion,
;Restringe la tesis de Turing, de que cualquier cosa computable puede ser computada en
una maquina de Turing, al universo fisico en el que vivimos?

5 Relacién con las ciencias naturales

Computadoras universales cudnticas Como existe una analogfa entre el resultado de Gédel y
el problema de halting de Turing, y como las maquinas de Turing definen la nocidn dé proceso
algoritmico, de acuerdo a la tesis de Church-Turing, surge la pregun?‘a natural. ;Es la
naturaleza algoritmica? St la respuesta fuese afirmativa, parece que se podria encontrar una
relacién directa entre el resultado de Gédel y Ia naturaleza,

En relacion con este punto es interesante recordar el trabajo de D. Deutsch [Deuss] en el

. que hace una extensién de la tesis de Turing a la fisica. El afirma: ‘Todb sistema fisico finito
puede ser perfectamente simulado por una computadora universal operando por medios
finitos.’ En realidad Deutsch argumentza que la computadora universal debe ser una
computadora cuénfica. La computadora cudntica universal consta de una unidad de
procesarniento finita y dispone de una memoria infinita, de la cual solo sé usa una porcidn
finita. El computo se desarrolla en pasos de duracidn T, vy en cada paso. solo la unidad de
procesamiento ceniral y una porcién finita de ia memoria interaccionan, La descripcién de los
estados de la unidad de procesamiento cemtral es cuéntica, asi como la de los estados de la
memoria.

No proseguiremos con una descripcién detallada de las computadoras cudniica, pero
deberia quedar clare que si se definiese la nocidén de algoritmos cudinticos como aquellos
procesos que puederi ser llevados a cabo por una computadora cudntica universal, estos
algoritmos residen en un espacio diferente que los anteriores definidos por una maquina de
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Turing universal. Aunque Deutsch argumenia que una computadora cuéntica universal puede
simular cualquier méquina de Turing; no discute el problema de halting en las computadoras
cuénticas.

Implicaciones generales ;Qué hemos aprendido del teorema de Godel que se pueda
aplicar a las ciencias naturales? En principio uno podria decir que si se usa un sistema de
deduccion, como se hace en matematica, con reglas matemadticas de induccién similares a las
de Principia Mathematica, uno encontraria ¢l mismo resultado hallado por Godel. Sin embargo,
creemos que existen otras implicaciores que son de utilidad en ciencias naturales, que tienen
que ver mas con la forma que un investigador puede pensar o encarar un determinado
probiema.

Un legade que se puede deducir de las técricas empleadas en la prueba del teorema de
Godel, podria ser. “La formulacién de una pregunta que emplee conceptos o estructuras
ajenos. al marco teorico.del sistema bajo estudio, puede conducir a situaciones aparentemente
contradictorias ” En ciencias naturales, si se encuentra una situacién coniradictoria, uno no
infiere la existencia de una paradoja, sino que todavia no entendié bien af sistema. Esto podra
indicar que los fundamentos del marco teérico empleado tal vez no son los mejores; 6 tal vez si
son los mejores, pero no se entienden bien todavia. Con la mecénica cudntica parece que ha
pasado esto 1iltimo.

A continuacién describiremos un ejemplo donde creemos existe una relacién con el
resultado de Godel.

El problema de Einstein, Podolsky y Rosen Unas de las problemdticas més interesantes
en fisica esta asociada a los problemas de interpretacién de la mecanica cuaatica. Unio de Tos
articulos {EPR35) mds discutido en relacion con los fundamentos de la mecamca cuantica es ¢l
escrito por Einstein, Podolsky vy Rosen (EPR)

En el articulo EPR se plantea la pregunta: ;Es la descripcién dada por la mecdnica
cudntica completa? Para esta afirmacion necesitaban aclarar la nocién de completa; por lo que
afirmaron. Todo elemento de la realidad fisica debe tener una contrapartida en la teorfa fisica,
en donde se nota la introduccion del término ‘clemento de la realidad fisica’.

La lectura de esta afirmacion aparenta dar una sensacion de racionalidad. Sin embargo, por
otro lado, la introduccién de este concepto parece apartarse dé la indicacion de Dirac [Dirs8]
que afirma que todos los elementos de la teorfa, y por ende las preguntas, s6lo deberian
referirse a observables. Y en mecénica cudntica a cada observable le correspende un operador .
hermético en un espacio de Hilbert, por lo g que el término observable tiene una nocién téenica
precisa. Sin embargo en el articulo EPR los autores introducen un nuevo término.

Consientes de que esta accion era clave para la I6gica de su trabajo; lo explican de la
siguiente manera: Si, sin disturbar en ninguna formg al sistemq, se puede predeciv- con
seguridad (esto es con probabilidad igual a uno) el valor de una cantidad fisica, existe un
elemento de la realidad fisica correspondiente con esta cantidad fisica.

La argumentacion presentada en el articulo, 1lévd a inferir 2 los autores que la funcion de
onda no provee una descripcion completa de Ja realidad fisica de un sisterna. Aunque la
argumentacion presentada en el manuscrito es criticable, no es nuestra intencidén hacer un
analisis completo del argumento; sino que nos limitamos a sefialar la técnica de ampliar los
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fundamentos de la discusién introduciendo nuevos términos del metalenguaje que no estaban
contenidos en el marco tedrico inicial.

No estamos diciendo que no sea una actitud permitida, sinc que es convemente que sea
una actitud explicita, en vez de implicita.

Gidel mostrd que dentro del formalismoe mateméatico, que 1ncluye las reglas de inferencia,
es posible formular preguntas que no se puede probar si son verdaderas o falsas, Para ello
recurrié a las reglas del metalenguaje introduciendo la nocién de “formula que puede ser
probada’. Los autores del trabajo EPR, andlogamente, hicieron uso del metalenguaje, con la
introduccién de nuevos términos que no estaban en principio contemplados en el marco tedrico
original.

La ley faltante entre fisica y biclogia En otra oportunidad nos hemos referido [Mor05] a
las caracteristicas de la ley faltante que permita una unidn més suave entre ia biologia v la
fisica. Es muy probable que la ley que describa la posibilidad de formar sistemas con las
propiedades de autoorganizacién funcional tenga la caracteristica de formalizarse sélo cuando
los sistemas han alcanzado un cierfo grado de complejidad. Una descripeién formal de una
teorfa que pueda incluir esta situacién, probablemente tenga que ser lo suficientemente. amplia
como para ir cambiando el conjunto de principios basicos dependiendo de fa complejidad del
sistema.

Principio de la descripein finita de sistemas finitos En un trabajo anterior [Mor99]
hemios postulado que: todo sistema finito puede ser descripto completamente por una sentencia
finita de un lenguaje formal. Esto podria llevar a la induccion de que entonces €l Universo es
descripto por cierta clase de autémata celular; sin embargo en huestra opinidn esto no
representa a la realidad. Lo que puede representar mds fielmente a la misma es que, si lo
pensames como un sistema formal con reglas de inferencia, todas las instancias posibles de
procesos, equivalentemente todas las preguntas posibles sobre caminos logicos, son intentadas
y aquellas que todavia son compatibles con la esiructura vigente, se cngtahzan € procesos
reales. Si intentamos escribir esto en un programa de computacion esto nos. conduce & que no
deberfa tener una estructura l6gica rigida, o dicho de otra forma, el ndmero de axiomas
fundamentales iria cambiando con el tiempo. Esto es lo que se espera suceda con un, sistema
cuya complejidad va en aumento con el tiempo.

Este punto nos conduce a la pregunta: ,es verdaderamente posible que un sisteTna real
finito pueda ser descripto por una *maquina universal de Turing” o por una ‘computadora
vniversal’? La respuesta es negativa. Una situacion como la que proponemos no puede tener
asociado un algoritmo, al menos estitico.

Hasta el dia de hoy siempre se han usado leyes fijas en fisica. Probablemente sea necesario
hacer uso de marcos te6ricos en los cuales se admitan leyes que se adapten a la evolucidn
temporal del sistema complejo que pueda describir un sistema con vida.

6 Relacion con ciencias sociales

Respecto de las ciencias sociales, se le adjudica a Popper la pregunta. ,Por qué es posible
predecir un eclipse, pero no una revolucion? Podriamos intentar resporder que esto se debe a
dos causas fundamentales: la primera es que sistemas dindmicos complejos necesariamente
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mnvolucraran la nocién de dindmica cadtica; lz segunda es que en el estudio y la discusion de
sistemas complejos, cada investigador puede hacer uso de puntos de partidas diversos, al
incluir inadvertidamente (o conscientemente) ‘axiomas’ implicitos, por lo que los marcos
tedricos-construidos son distintos.

Entendemos que en ciencias sociales no se le da suficiente peso a este punto. Como la
discusién en ciencias sociales se realiza empleando el lenguaje cotidiano; la delimitacién que
en forma precisa se detecta en el articulo de Godel entre lenguaje y metalenguaje; es de dificil
distincion en el lenguaje comin. Donde es posible expresar tan facilmente la paradoja del
iméntiroso
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