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ENTRE FINITISMO E
INTUICIONISMO:OBSERVACIONES SOBRE LOS
ORIGENES DE LA DEDUCCION NATURAL

1. Bl surgimiento de la Deduccidn Natural

La aparicién del sisteria de Deduccion Natural 2 comienzos de 1a década de 1930
es un hecho en Ja historia de la logica modeina que vale 1a pena destacar En efecto, Ia
Deduccidn Natural trajo consigo una nueva conceépeion de la 10gica, la cual parte de fa
idea de reconstruir de manefa aproximada lo que sé considera el razonamiento intuitivo
{al menos en matematica), v la inferpretacion dada al sisteria origind an ‘programa
semdntico, que mas tarde constituird una aiternativa a la semantica de Ia teorfa de
modelos

El sistema fue desarrollado por Gerhard Gentzen, quien lo presenid en las
primeras secciones de su tesis doctoral, termunada en julio de 1933 y publicada dos afios
mas tarde en la Mathematische Zeitschrift (Gentzen 1935) El objetive central de la tesis
era desarfollar uit sisteing para la 16gica de pritner orden én el cual las demostraciones
obedecieran a una ciérta "forma nermal" Como consecuencia, podia demosirarse la
consistencia de 1a 16gica de primer orden y de la artmética sin el principio de induccidn
completa (véase Legris 1995)

Estos resultados pueden considerarse én su totalidad como una contribucton al
programa de Hilbert, en el cnal Gentzen se habia formado duranta gng estudios da

matematica y fisica en Géttingen desde 1928 hasta 1933 All eran profesores, etitre otros, -

David Hilbert, Paul Bernays, Hermann Weyl (quien dirigié su tesis) y Paul Hertz.
La Deducei6n Natural hizo su aparicién cuando la légica sumbélica entraba en su
periodo de madurez, lnego de los resultados de G6del. Eu esa época, el programa de

Hilbert se encontraba en -un pericdo de reformitlacion precisaments 4 -causa -de los -

teoremas de incompletud demostrados por Gédel en 1931, Esta reformialacion consistia,
de un lade, en desarrollar ampliaciones del punts de vista finito, admitiendo métodos de
demostracidn mas poderosos, lo que conllevaba el abandono del finitisino. De ofro lado, el
programa de Hilbert ¥ el intuicionismo matematico éstaban buscando en ese momiento
acercar sus posiciones Y de estodan cuenta las ideas de Weyl acérca del intuicionismo y
las axiomatizaciones de Heyting de la logica y lamatematica intuicionistas.

Ahora bien, la Deduceién Natural puede considerarse como un resultado
independiente, novedoso en el desarrolle de la 16gica moderna, sin antecedentes directos
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en el programa de Hilbert y que con el fiempo adquiriria peso propie A contmuacién
resumiré brevemente tres caracteristicas de la Deduccion Natural que considero
especialmente relevantes.

En primer lugar, es un sistema que consta exclusivamente de reglas, retomando
en este aspecto una tradicidn que comienza con Aristoteles y contmia en la légicd
medieval Esto establece una diferencia con la concepcion generalizada en esa época,
marcada por el "pensamiento axiomatico” de Hilbert, aunque, en cuanto a los fines, 1a
Deduccién Natural comparte el mismo espiritu y estd de acuerdo con las ideas del Hilbert
tardio, guien en 1931 consideraba a su teoria de la demostracion como un "protocolo
acerca de las replas” de nuestro pensamiento (véase Hilbert 1931, p 493) Segin las
afirmaciones de Gentzen, la idea de un sistema puramente de reglas habria surgido de un
analisis de las propiedades del razonamiento matematico real (véase 1935, pp 176 y
passim) De todos modos, es sabido que la idea no era totalmente ajena a la época.
Herbrand, éit su tesis doctoral "Inivéstigaciones scbre la teoria de la demostraciin” de
1930, presenta en el cap. 1 un sistema de cuatro reglas y un unico axioma Mas atn, en
1926, Lukasiewicz ya habia sugerido la idea de un sistema de reglas y, sobre esta base,
Stamislaw Jaskowski desarrolld, de manera simmltdnea con (pero independiente dg)
Gentzen, un sistema de reglas (que, como lag de 1a Deduccion Natural, ineluian supuéstos,
véase Jaskowski 1934) No me ocuparé agui del problema de la presencia de supuestos en
Ia reglas, lo que le da caracteristicas particulares al sistema.

En segundo lugar, y esto me parece mas importante desde el punto de vista
hastdrico, en el sistema hay reglas independientes para cada constante 16gica (conectivas y
cuantores), con lo cual se obtiene un sistema separable para la logica de primer orden. En
pocas palabras, un sistema de reglas es separable, si para demostrar un teoreta, en el cual
aparece el signo 1dgico *, s¢ necesitan Unicamente reglas para * El problema de la
separabilidad es de temprana aparicién en la ldgica moderna, sobre todo en conexién con
el fragmento "libre de negacion” de la logica de primer orden. Desde la perspectiva
algebraica, ¢l problema esti ya presente a fines del siglo pasado en los {rabajos de Ernst
Schroder sobre el dlgehra de 1a Idgica Pere, en sircunstancias mds préximas a Gentzen, la
1dea de separabilidad aparece en los sistemas axiomaticos de Hilbert y Bernays formulados
en la década de 1920 En el trabajo de 1922, "Nueva fundamentacién de la matematica”,
Hilbert considera en forma separada la "parte positiva” de 1a Iégica de predicados, y en su
articulo de 1927, "Los fundamentos de la matematica”, formula un sistema con axiomas
separados para condicional, conjuneion, disyuneién y negaeion (s1 bien el condicional
aparece en todos ellos) Surge asi la idea de que cada grupo de axiomas "defina" la
constantt 1dgica en cuestion De este modo, la Deduccidn Natural parece solo sef una
trasposicién del sistema de Hilbert.

Un caso especial lo constituyen los cuantificadores En los trabajos de Hilbert
(por ejemplo, 1925 y 1931) éstos aparecen caracterizados por medio de "axiomas
transfinitos”, en vinculacién con la distincion que hace Hilbert dentro de la matematica
entre su parte real, que es la que contiene enunciados con contenido, y su parte ideal,
cuyas expresiones carecen de significado (véase Hilbert 1923, en este contexto aparece la
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funcion de eleccion transfinita €). Esta distinci6n es esencial para el punto de vista finto
(o finitismo) de Hilbert. Por el contrario, esta distincion estd ausente en la Deduccion
Natural, lo gue leva a concluir que Gentzen ya en ese momento consideraba a los
enunciados ideales de la matematica comeo significativos, tal como- hize efectivaments en
su obra posterior Por ejemplo, segiin la regla de introduccién del cuantor existencial, un
enunciade IxAfx] es afirmable respecto del dominic de los nimeros natrales, a
condicion de que se haya encontrado un nmimero que satisfaga Ia condicidn expresada por
A, lo cual puede verse como una caracterizacion finitaria del cuantificador existencial, a
diferencia de Hilbert para quien los cuantificadores existenciales debian entenderse como
negaciones de universales.

Estas consideraciongs conducen a tomar en cuenta una tercera propiedad de la
Deduccién Natural, tal vez la mas importante, a saber, que las reglas del sistema son
también reglas de significado Asi lo expresa claramente el propio Gentzen;

Las introducciones representan, por asi decirlo, las “definiciones™ de los
respectivos signos, y las eliminaciones son, en definitiva, solo consecuencias de éstas, lo
que puede expresarse aproximadamente asi. en la eliminacion de un signo, sélo puede
usarse la formula en cuestion, de cuyo signo exterior se trata, “de acuerdo con lo que
significa sobre 1a base de la introduccion de ese signo”. (Gentzen, 1935 p. 189)

Con esta afirmacion, Gentzen sienta las bases de un programa semantico, dicho
rapidamente, la Deduccién Natural misma debe verse como una semantica.

2. La Deduccién Natural como semantica

Las afirmaciones de Gentzen merecen un analisis mas profundo. Puesto. que: se
pretende no sdlo fijar el significado de las constantes logicas sino también aclararlo, las
reglas de introduccion son las que otorgan el significado, y si esto es asi, las reglas de
eliminacién deben ser consecuencia del significado asi otorgado. Esto significa que estas
reglas no pueden dar lugar a consecuaicias que no sea posible cbtener mediante reglas de’
introduccion exclusivamente En otras palabras, las reglas de eliminacion deben ser
conservativas respecto de las reglas de introducciéon. Pero esto. es algo «que debe
demostrarse

Una manera de hacerlo es establecer procedimientos mediante los cuales toda
derivacién hecha en la Deduccidén Natural empleando reglas de eliminacién pueda
reducirse a otra derivacion en la que se emplee exclusivamente reglas de introduccién
Determinar estos procesos de reduccién implica ademas tener una definicion precisa de lo
que es una derivacidn valida én el sistema de Deduccion Natural, puesto que lo que se
debe reducir son derivaciones validas (véase Prawitz 1973, pp. 234 v s8.)

Lo que se estd planteando aqui es, en realidad, la adecuacion semantica del
sistema entero de Deduccion Natural (reglas de introduccién y eliminacién) respecto de
las reglas de introduccion (entendidas como reglas semanticas). Los procedimientos de
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reduccion aseguran que toda inferencia demostrable en la Deduccidn Natural es también,
valida, es decir, la correccion semantica del sistema. A su vez, demostrar Ja completud del
sistema implicaria demostrar que el conjunto de todas Ias reglas derivables en Deduccion
Natural es el conjunto maximo de reglas, (O, dicho de otra manera, toda regla vilida es
una regla derivable en el sistema ) Pero esta demostracidn presupone una caracterizacion
formal de los procedimientos de reduccion (véase Legris & Molina 1997).

Ahora bien, una vez solucionado este problema de la adecuacion del sistema
entero de reglas respecto de las de introduccion, puede afirmarse que las reglas de la
Deduccion Natural proporcionan el significado de 1as constantes logicas, y por lo tanto
puede considerarse a este sisterna como semantica. En efecto, 1a adecuacién de un sistema
formal cualquiera para Ia logica de primer orden podra establecerse al demostrarse su
equivalencia con el sistema de Deduccidn Natural En este sentido es que puede
entenderse la demostracion de equivalencia de la Deduccion Natural (y de su
reformulacion en un sistema de secuentes) con el sistema axiomdtico de Hilbert
mencionado mas arriba (en Hilbert 1927) de Ia que se ocupa toda fa seccion V, la dltima
seccion, de las "Investigaciones” de Genizen.

En suma, se esta aqui frerite a dos sentidos diferentes de adecuacion. El primero
se da entre las reglas de introduccidn y el sistema entero de Deduccion Natural. El
segundo se da entre cualquier sistema para 16gica de primer orden y la Deduccion Natural,
entendida ahora como semantica.

3. Deduccién Natural y la "légica de problemas" de
Kolmogorov

En este punto, vale la pena comparar las 1deas de Gentzen con in irabajo que e
16gico v matematico ruso Andrei Nikolaevich Kolmogorov habia terminado (segiin
testimonio de Uspensky 1992 p.391) durante una visita a Géttingen en enero de 1931 ¥
que aparecid en alemén en el volumen correspondiente a 1932 de la Mathematische
Zeitschrift (Kolmogorov 1932). Alli Kolmogorov interpretaba de manera constructiva las
constantes 16gicas recurriendo al concepto de "tarea" o "problema" (Aufgabe en aleman).
Este concepto era entendido en el sentidoe de, por ejemple, los problemas constructivos de
Ia geometria, y lo que se obtenia era algo asi como una seméntica de problemas que
fundamentaba a la 10gica entendida a su vez como un calculo de problemas, en €l que las
reglas logicas validas son esquemas de resolucion de problemas (véase Kolmogorov 1932
p 58) (Esta interpretacidn es un antecedente de la formulada por Kleene veinte afios mas
tarde en términos de realizabilidad ) La caracterizaciéon de las conectivas conjuncion,
disyuncidén y condicional era la siguiente.

Si a y b son dos problemas, entonces a&b designa la tarea de “resolver ambos

problemas a y b”, mientras que avb designa el problema de “resolver al menos une de los
problemas a y b” Ademds, a = b es el problema de, “bajo el supuesto de que esta dada la
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soluctén de a, resolver b”, ¢, lo que significa lo mismo, de “reducir la solucién de bala
solucion de a”. (Kolmogorov 1932, 1 59)

La caracterizacion de Ia negacién surge a partir de la existencia de problemas
contradictorios. Asi —a se interpréta ¢omo el problema de, “bajo €l supiests dé que esta
dada la solucion de a, obtener unia contiadiccion” (véase Kolmogorov 1932, 'p. 0]
Finalmente, y de manera alge colateral, Kolmogorov interpreta una cuanfificacidn
universal ¥xa(x) como el problema de "proporcionar un ‘método general para la solucion
de a(x) para cada valor individual de x" (véase Kolmogorov 1932, p. 60)

Asi, los enunciados que contienen constantes logicas significan un tipo pariicular
de problemas que implican métodos de deduccion. Si a, b y ¢ son enunciados atomicos,
entonces cualquier composicién de los mismos mediante constantes 16gicos se representa
comio una funcién p(a,b.c), y afirmar que plab,c) es un teorema es afirmar que se puede
proporcionar un método general para resolver p(a b ). '

Con esta concepcién, Kolmogorov proporciona entonges una interpretacion del
sistema axiomatico para la légica de enunciados intuicionista que Heyting habia
presentado poco antes (véase Heyting 1930); la cual parte de supuestos diferentes de
aquellos que los intuicionistas solian emplear en ese entonces (como, por ejemplo, la
concepcion de los objetos matematicos como construcciones hechas por el sujeto o la del
infinito como potencial y no actual), y establece ademds una suerte de adecuacidn (sin
demostrar formalmente) entre el sistema de Heyting y esta "semantica de problemas”

Mas alla de una influencia directa del trabajo de Kolmogorov en el de Gentzen, la
cual séle puede conjeturarse, las conexiones entre las. reglas de introduccion de la
Deduccién Natural y la caracterizacion de las constantes 1dgicas de Kolmogorov saltan a
Ia vista. En el caso de Kolmogorov, el significado de las constantes logicas es elucidado de
manera intuitiva, mostrandose su adecuacién (intuitiva) con el sistema de Heyting. En el
caso de Gentzen, la elucidacién se lleva a cabo por medio de reglas formalizadas en un
caleulo.

Por io demas, en la propuesta de Kolmogerov Ias constantes ldgicas no son
clarificadas recurriendo al concepio de dssiiostrabilidad o derivacién (combo hizo poco
después Heyting), sino al de reglas para resolver problemas. Y Algo semejante puede
afirmarse también de la Deduccién Natural Gentzen piensa sobre todo én el concepto de
regla y no en ¢l de demostracion Estas reglas pueden entenderse de diferentes maneras,
en particelar como meras reglag de operacion sobre simbolos, lo ‘que es 4fin a ciertos
aspectos-del programa de Hitbert y caracteristico de Ia teoria de 1a demostracion: Conallo,
no se cumple la condicidn intuicionista de que los enunciados a los que se aplican las
reglas tengan un contenido especifico Esta interprefacion lleva a una definicidn de
validez diferente de la considerada mas arribia, la cual se aplica primatiamente a reglas y
solo secundariamente a derivaciones, de iiodo que la reduccion de las reglas de
eliminacion a las de introduccion y la consigniente demosfracion de adecuacion Corren por
oftros carriles '
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4, La Deduccién Natural, ia Iégica infuicionista y Ia teoria de la
demosftracion

Como se menciond mas arriba (en la seccion 1), el sistema de la Deduccion
Natural no representa el finitismo de Hilbert. Pero tampoco representa la légica que
subyace a la matematica clisica (o “actualista”, como la denoruné Gentzen en diferentes
oportuntdades) Es sabido que el conjunto formado por los pares de reglas de introduccion
y eliminacion (con el agregado de una regla correspondiente al principio del ex falso
sequitur quodlibet) da lugar a un sistema due es equivalente al sistema axiomatico de
Heyting para la logica intuicionista mencionado arriba En las "Investigaciones” Gentzen
agrega, a fin de obtener 1a 10gica clasica, el principio de tercero excluido a manera de un
axioma (si bien sefiala que lo mismo se obtierie si se agregara una regla de doble negacion,
véase Gentzen 1935, p. 190).

Obviamente, estos afiadidos llevan a una extension no conservativa de la
Deduccion Natural, que afecta no sole al significado de la negacidn, sine al de otras
constantes logicas, tal como lo nwestra el caso de la ley de Peirce, que contiene
exclusivamente el condicional pero que no se sigue de las reglas para el condicional
Gentzen mismo sefialaba que la regla de doble negacion no es "adnusible" en el sistema
{(véase Gentzen, foc. ¢it.)

De este modo, la 1égica intwcionista resulta privilegiada frente a la clasica; las
regias que caracterizan a esta tltima (como la regla de doble negacion, que es una forma
de eliminacion de la negacién) no estan justificadas por el significado dado a las
constantes 16gicas (i e, no pueden reducirse a reglas de mtroduccion), sino que son
condiciones especiales agregadas.

Desde el punto de vista historico, surge aqui la pregunia de si ésta era la
intencion originaria que Gentzen tenia al formular Ia Deduccion Natural. Es cierto que Ia
logica intuicionista pierde este privilegio al formuldrsela en el sistema de seciientes
desarrollado por el mismo Gentzen y que en las "lavestigaciones” no aparecen argumentos:
ulteriores en su favor No obhstants son las reglas de Teduccion Natural Ias gue lfevan el
peso de proporcionar las definiciones de las constantes logicas,

En trabajos posteriores, Gentzen toca de manera directa la polémica entre
ntuicionisme y platonismo en fundamentos de matematica En un trabajo publicado en
1938 acerca de la situacion de la investigacion sobre los fundamentos de la matematica,
Gentzen afirma que el punto de vista constructivo (que abarca para é1 tanto el
intuicionismo como el finitismo) tiene un papel fundamental en matematica, debido a su
marcada autoevidencia Sin embargoe, "no hay razones apremiantes de por qué todas las
partes del andlisis que se basan en la interpretacion actualista (la que propone la 1égica
clasica) deberian ser rechazadas radicalmente, por el contrario, ellas adquieren una gran
importancia por derecho propio, sobre todo en vistas de sus aplicaciones fisicas" (Gentzen
1938, pp. 20y s).

Estas afirmaciones se entienden mejor en el contexto del replanteamiento radical
de las bases del programa de Hilbert, contexto en el cual se situaba Gentzen. El objetivo
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fundamentat era, desde esta nueva posicion, obtener demostraciones de consistencia para
el analisis matematico, indispensable para las aplicaciones de la matematica én la fisica,
empleando Gnicamente ampliaciones aceptables del punto de vista finito. Esta fue la tatea
que finalmente se impuso la teoria de la demostracién Inego de Hilbert. Para Gentzen,
estas ampliaciones debian obedecer a principios constructivos (en un sentido de
"gconstructivo" que nunca,. llega a quedar bien claro, véase §16 de Gentzen 1936). Mas alla
de este problema, poco le importaba la oposicidn entre intuicionismo y platonismo
Gentzen estaba convencide de que seria posible encontrar métodos y principios para
demostrar Ja consistencia del analisis que fueran incluso mas alla de Ia teoria de mimeros
y que fueran a la vez constructivos, y esta conviceidn lo acompafié toda su vida, Asi, vista
retrospectivamente, desde Ia obra posterior de Gentzen, la Deduccion Natural muestra &l
abandono del punto de vista finito y el comienzo de la teoria de la demostracmn en su
sentido actual.
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