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Resumen

En los iltimos anos, ha existido un incremento en el interés en los dispositivos nanoelectromecé-
nicos, méaquinas cuénticas autéonomas impulsadas por corrientes y en los efectos mecéanicos de las
corrientes eléctricas en conductores de tamanos nanométricos. Aqui realizamos un estudio exhaus-
tivo de distintos fendémenos dentro del transporte cuantico dependiente del tiempo que sirven como
mecanismo de accion intrinseco o que afectan a este tipo de sistemas. En la primera etapa del traba-
jo estudiamos el comportamiento general de sistemas cuanticos abiertos. En particular, estudiamos
los estados metaestables de complejos colisionales formados por diferentes dtomos y moléculas. Si
bien, dicho sistema podria parecer alejado de los tipicos modelos de transporte cuéntico usados en
el contexto de bombeo cuantico o en maquinas cuanticas adiabaticas, demostramos que la caracte-
rizacién de ambos tipos de sistemas es equivalente. Posteriormente, trabajamos con el modelo més
simple posible dentro del contexto de transporte cuéntico, un punto cuéntico (modelado por un solo
nivel de energia) acoplado a dos reservorios de particulas no-interactuantes (modelados como cade-
nas semi-infinitas en una aproximacion tight-binding). Encontramos expresiones cerradas para las
fuerzas inducidas por corrientes de equilibrio y de no-equilibrio, ademas del rotor de dichas fuerzas.
Los trabajos realizados hasta aqui fueron obtenidos a partir de expresiones tedricas generales ya
conocidas, basadas en expansiones adiabaticas de funciones de Green de no-equilibrio. La siguiente
etapa consistié en derivar nuevas expresiones que permitan calcular 6rdenes superiores de dichas
expansiones adiabaticas y los observables de interés que de las mismas se derivan. En particular, se
obtuvieron las expresiones generales para el calculo de corrientes de particulas, las fuerzas inducidas
por corrientes y las autocorrelaciones de las mismas. La ultima etapa del trabajo se centrd en estu-
diar el rendimiento de maquinas cuanticas impulsadas por combinaciones arbitrarias de reservorios
de equilibrio y de diseno. Estos tltimos sistemas estan compuestos por particulas no interactuantes,
pero cuyas funciones de distribucién son no-térmicas.

Palabras claves: Fuerzas inducidas por corrientes. Corrientes de particulas. Corriente de calor.
Funciones de Green de no equilibrio. Expansion adiabatica. Reservorios de no equilibrio.

Abstract

In recent years, there has been an increase in interest in nanoelectromechanical devices, autonomous
current-driven quantum machines, and the mechanical effects of electrical currents on nanometer-
sized conductors. Here, we carry out an exhaustive study of different phenomena within the time-
dependent quantum transport that serve as an intrinsic mechanism of action or that improves this
type of system. In the first stage of the work, we study the general behavior of open quantum
systems. In particular, we study the metastable states of collisional complexes formed by different
atoms and molecules. Although such a system might seem far from the typical quantum transport
models used in the context of quantum pumping or in adiabatic quantum machines, we show that
the characterization of both types of systems is equivalent. Subsequently, we work with the simplest
model possible within the context of quantum transport, a quantum dot (modeled by a single
energy level) coupled to two reservoirs of non-interacting particles (modeled as semi-infinite chains
in a tight-binding approach). We find expressions for the equilibrium current-induced forces and
the non-equilibrium ones, and the rotor for a given force. These expressions were obtained from
already known general theoretical expressions, based on adiabatic expansions of non-equilibrium
Green functions. The next stage consists of deriving new expressions that allow us to calculate
higher orders and the observable of interest that are derived from them. In particular, we give
the general expressions for the calculation of particle currents, the forces induced by currents, and
their autocorrelations. The last stage of the work focused on studying the performance of quantum
machines driven by an arbitrary combination of equilibrium and design reservoirs. These latter
systems are composed of non-interacting particles, but whose distribution functions are non-thermal.

Key words: Current-induced forces. Charge currents. Heat currents. Nonequilibrium Green’s
function. Adiabatic expansion. Non equilibrium reservoirs.
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Capitulo 1

Introduccién general

El desarrollo tecnologico de los tltimos anos nos ha permitido construir estructuras de tamanos cada vez
méas pequenios y, en particular, sistemas donde su funcionamiento involucra corrientes de cargas eléctricas y el
movimiento de algan grado de libertad mecanico. Las primeras en construirse fueron denominadas MEMs (del
inglés Micro Electrical Machines). Posteriormente, se fabricaron sistemas atn mas pequerios, que presentaban
nuevos efectos y dificultades en su construccion, los cuales se llamaron NEMs (del inglés Nano Electrical Machi-
nes). Actualmente, se han logrado disenar y construir sistemas relacionados atin més pequenos, como motores
moleculares, junturas moleculares, o polimeros conductores, donde los movimientos nucleares interactiian con
los grados de libertad electronicos. A diferencia de los primeros dispositivos mesoscopicos basados en silicio,
donde se estudiaba el transporte cuantico de cargas, los sistemas mencionados anteriormente no son estructuras
rigidas, y los mismos son propensos a movimientos nucleares o mecéanicos de gran amplitud [I-14]. En estos
sistemas, la corriente eléctrica estd influenciada por los cambios conformacionales, mientras que la dindmica
de los grados de libertad mecénicos o nucleares esté influenciada a su vez por las fuerzas inducidas por las
corrientes eléctricas. Esto resulta en un gran desafio desde el punto de vista tedrico y ha llevado a extender
los formalismos usados previamente, para describir estructuras mesoscopicas y nanométricas con dependencias
temporales [15-19].1

El tipo de sistema considerado en trasporte cuantico consta de un sistema local nanoscépico o mesoscodpico,
conectado a reservorios de particulas, donde se manifiesta la condicién de no-equilibrio (diferencias de tempera-
turas o de potenciales quimicos entre los reservorios). Ademas, los sistemas pueden presentar grados de libertad
mecanicos (o nucleares) asociados y/o una dependencia con un agente exterior que modifique sus propiedades.
El acoplamiento entre los grados de libertad nucleares y electrénicos ha dado lugar a una variedad de nuevos
fen6bmenos de transporte, como la resistencia diferencial negativa, el bloqueo de Franck-Condon, o las reacciones
quimicas inducidas por corriente [5, 7, 10, 20-27]. Ademas, como los electrones que atraviesan el dispositivo
electréonico pueden intercambiar energia con los grados de libertad nucleares a medida que viajan a través de él,
se puede inducir la activacion de modos vibracionales especificos [28-33], lo que a menudo conduce a cambios
conformacionales extremos en la geometria molecular y, posiblemente, a la ruptura de enlaces [1, 34-37].

El acoplamiento entre grados electronicos y mecanicos es la caracteristica definitoria de los NEMs [38, 39],
los cuales en muchos experimentos estan representados por puntos cuénticos suspendidos [40], nanotubos de
carbono o laminas de grafeno [11, 12|, cables unidimensionales [43] y uniones moleculares [14, 15]. Cabe destacar,
que el tamano reducido y la alta sensibilidad de los dispositivos resultantes los hacen atractivos para aplicaciones
tales como sensores de masa o carga, motores a nanoescala o interruptores [16]. Y, en un nivel més fundamental,
la capacidad de enfriar el sistema por medio de la accién inversa permite estudiar los fenémenos cuénticos a
nivel nanoscopico, alcanzando eventualmente el limite cuéntico de medicion [47, 48].

Se han propuesto una multitud de teorias de diversos grados de sofisticacién para tratar el transporte de
electrones acoplado a modos vibracionales. Por un lado, podemos mencionar a las ecuaciones maestras |7, 21,

-53], integrales de camino [54], superoperadores espaciales de Fock-Liouville [55, 56], teoria de dispersion
[57-60], funciones de Green de no equilibrio [61-66], y teoria de Hartree dependiente del tiempo de configuracion
multiple multicapa [67-70]. Sin embargo, estas teorias sufren la limitacion de que las amplitudes del movimiento

nuclear deben ser pequenas.

Si queremos tratar sistemas mas generales donde las amplitudes de las vibraciones o movimientos mecénicos
puedan ser arbitrarias, atin restarfa distinguir entre dos regimenes. Por un lado, cuando las escalas de tiempo
electronicas son lentas en comparacion con las vibraciones mecanicas, se pueden observar consecuencias drésticas
para el transporte electronico, como bandas laterales debidas a la tunelizacion asistida por fonones [71, 72] o

! Cuando se publicaron los primeros textos de transporte cuantico en sistemas mesoscopicos y nanoestructuras, casi cualquier
estudio de transporte cuantico se consideraba mesoscopico, donde el término mesoscopico era utilizado para caracterizar el tamafno
intermedio entre el microscépico y el macroscopico. Hoy en dia un sistema mesoscopico se asocia con sistemas cuasiclasicos cuyos
espectros de energia son densos o continuos [19].
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el efecto de bloqueo de Frank-Condon, un anélogo fonénico del bloqueo de Coulomb en puntos cuanticos [21,

, 74]. En el régimen opuesto, los electrones atraviesan répidamente la nanoestructura, observandose una
configuracion cuasiestatica de los modos de vibracion, pero afectando profundamente su dindmica al mismo
tiempo [1, 47, 75, 76]. En este ultimo régimen de transporte cuantico se centra esta tesis.

La interaccion entre grados de libertad electronicos y nucleares (o mecénicos) permite pensar en el desarrollo
de distintas formas de nanoméquinas donde la mecénica cuantica juega un rol fundamental. Esto incluye NEMs,
pero también otros sistemas emparentados agrupados bajo el nombre genérico de maquinas cuanticas (motores
y bombas cuanticas adiabaticas, maquinas térmicas cudnticas, y bombas cuanticas de calor, ver [77]). En este
contexto, durante anos recientes, se ha comenzado a explorar la utilizacién de fuentes de energia no candnicas
como impulsoras de estas maquinas, como los denominados «reservorios de disefio» [78-84], o los «demonios
de Maxwell» [85-90]. Los demonios de Maxwell son sistemas que al interactuar con una region de estudio no
intercambian calor ni trabajo, pero que, sin embargo, provocan diversos efectos entropicos en esta tltima, de
manera analoga a como fue pensado por primera vez por el fisico escocés James Clerk Maxwell como parte de un
experimento mental. Por otra parte, los reservorios de diseno, son sistemas lo suficientemente grandes como para
ser tratados como reservorios de particulas y donde las energias permitidas forman un continuo, pero donde las
particulas que los componen no siguen una distribuciéon térmica. Dentro del contexto del transporte cuantico, las
distribuciones no térmicas en sistemas mesoscopicos no solo se han estudiado teéricamente [79, 91-94], sino que
también se han observado experimentalmente en una gran diversidad de sistemas [95-99]. Resulta interesante
entonces estudiar también el efecto de este tipo de reservorios de disefio sobre distintas formas de méquinas
cuanticas y NEMS.

En la mayor parte de este trabajo, utilizamos un formalismo capaz de describir la dindmica de los problemas
de transporte cuantico con gran precision mediante el uso de funciones de Green de no equilibrio (FGNEs). En
la primera seccién introduciremos brevemente los conceptos basicos de este formalismo, por supuesto, siempre
dentro del marco del transporte cuantico. En la seccién siguiente nos adentraremos en el transporte electrénico
introduciendo el modelo basico que estamos interesados analizar y mencionaremos cémo se adapta el formalismo
de las FGNEs a los resultados ya conocidos de transporte. En esta instancia se esclareceran los criterios para
la introduccién de las FGNEs para describir este tipo de problemas. Finalmente, haremos un breve repaso de
algunas herramientas fundamentales de la termodinamica que, adaptadas al contexto del transporte cuéntico,
nos permitiran estudiar distintos sistemas y fenémenos de nuestro interés.

1.1 Sistemas cuanticos

Para el estudio de la dindmica en mecanica cuantica, el objetivo central consiste en resolver la ecuaciéon de
Schrédinger dependiente del tiempo:

L O

ih—, = Hv, (1.1)

donde el sistema esté determinado por el Hamiltoniano H, mientras que la funcion de onda 1 contiene toda la
informacion del estado del mismo. En particular, estas funciones representan los estados propios del sistema, con
los cuales podemos obtener las densidades de estados, el espectro de energia, las probabilidades de transmision,
entre otras magnitudes de interés. Tipicamente, los esfuerzos requeridos para resolver la ecuaciéon de Schrédinger
estan dedicados a encontrar la funcién v, aunque no es el inico método para analizar la dindmica de un sistema
mecanico cuantico. Otra forma consiste en el uso de funciones de Green, definidas por:

4! !
m@G(t,x,t,x)

o —HG (z,t;2' ) =0t —t') 6 (z — '),

siendo G (¢, x;t', 2") la funcion de Green, también denominada solucion fundamental. En el caso de lograr obtener
la funcion de Green, conocido el estado inicial ¥ (tg, o), podemos calcular el estado del sistema a todo tiempo
de la forma:

Y (t,x) = ih//G(t,x;to,xo)w(to,xo) dxdt.

En este sentido, la funcién de Green nos permite propagar el estado inicial al tiempo tg y la posiciéon zy hasta un
estado con tiempo t y posicion x. Por este motivo, la funcion de Green también es denominada propagador. Vale
aclarar que, aunque en general encontrar la funciéon de Green es tan dificil como obtener las funciones de onda,
este método permite un tratamiento formal muy util para describir sistemas abiertos y en particular sistemas
abiertos acoplados a reservorios de particulas. Ademés, resulta muy conveniente para tratar perturbativamente
problemas sin soluciéon exacta. Para un desarrollo mas elaborado de las funciones de Green en mecéanica cuantica,
se puede consultar el Apéndice A.1. Si bien nosotros nos hemos concentrado en estudiar problemas de mecénica
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cuantica, esta técnica también es utilizada en otras areas de la fisica, siendo el electromagnetismo una de las
mas populares.

1.1.1 Sistemas de muchas particulas

En el contexto del transporte cuéntico, el objetivo es resolver un problema de muchos cuerpos. Esto es asi,
ya que los contactos metalicos actiian como reservorios y estos contienen una gran cantidad de electrones N,
comparable con el niimero de Avogadro (~ 10%* electrones). Por ello, debemos introducir una funciéon de onda
de muchos cuerpos capaz de describir la dinamica del sistema. La técnica usual que se utiliza para construir
dicha funcién de onda es mediante el determinante de Slater:

Viy (1) g, (22) o0 Yy (TN,)
1 wkz (3’31) ’(/}kz (.’1,‘2) T wkz (mNe)

Wiy, (X1, 2N,) = : : . : ;

N! : : . :
Yky, (1) UN, (22) - Un, (TN,)

donde las funciones de onda v, (z) describen el comportamiento de un electron y las mismas pueden ser apro-
ximadas por ondas planas.

La representacion del estado de muchos cuerpos expuesto anteriormente manifiesta algunos inconvenientes.
Uno de ellos, es la imposibilidad de describir la interaccion de un fonén con un electron o la creaciéon y aniquilacion
de algunas particulas. Para sortear estos inconvenientes, introduciremos la segunda cuantizacién, por lo que el
estado de muchos cuerpos queda determinado por:

0),
t

en esta expresion, el estado |()) corresponde al vacio y los operadores ¢; son los responsables de crear un
electron con el vector de onda k en el vacio. Si bien no esté expuesto en la ecuaciéon anterior, también existe el
operador ¢ cuya funcién es aniquilar un electrén con el vector de onda k [100]. Bajo esta formulacion también
es posible introducir funciones de Green. La mas simple, corresponde a un sistema de muchos cuerpos en el
estado fundamental v, la cual se expresan como?:

o ot
CkNE e ck1

\I]khm,kNe (l‘l,. .. ,a?NE) = <$1 .. .INe

i ol T [ (2, ) ¥l (2, t) | [ o)
h (ol o)

En esta formula se exhiben algunos objetos mateméaticos nuevos, el operador T7..] de ordenaciéon temporal (el
cual simplemente ordena temporalmente los operadores que aparezcan entre corchetes) y los operadores de

G(z, ;2" 1) = —

(1.2)

campo QZJL (z,t) y Vn (z,t). Estos ultimos contienen toda la informacion de Hamiltoniano H y son responsable
de crear y aniquilar, respectivamente, particulas desde y hacia el estado fundamental vy (equivalente al vacio en
este contexto) al tiempo ¢ y en la posicion x. Esta funcion de Green, denominada de temperatura cero, también
se interpreta como un propagador que evoluciona el estado inicial con coordenadas espacio-tiempo (z’,t') hasta
un estado final con coordenadas espacio-tiempo (z,t).

A pesar de su utilidad, la funciéon de Green que hemos expuesto en la Ec. (1.2) presenta algunas limitaciones.
Primero, la misma no es valida para cualquier estado del sistema, sino solo para su estado fundamental de muchas
particulas. Segundo, esta funciéon de Green asume un Hamiltoniano independiente del tiempo. Claramente, es
necesario otro tipo de funcién de Green para describir problemas de transporte cuéntico tipicos, ya que, por
ejemplo, el estado inicial es mucho méas complicado que el descrito por 1y. Estos estados consisten en particulas
en equilibrio termodindmico en cada uno de los varios reservorios conectados a una muestra, ver Fig. 1.1,
reservorios que no necesariamente deben tener la misma temperatura ni potencial quimico. Ademaés, ain para
Hamiltonianos independientes del tiempo, el estado final de la evolucién mecano cuéntica del sistema total no
debe coincidir con el estado inicial, lo que lleva a diversos problemas técnicos que dificultan la generalizacion
de la Ec. 1.2 para situaciones fuera de equilibrio, ver Apéndice C.1 y Refs. [18, |

Una técnica que nos permite suplir los inconvenientes mencionados més arriba, es utilizar las denominadas
funciones de Green de no equilibrio (FGNESs), con las que podemos abordar una gran variedad de problemas
fisicos relacionados con el transporte cuantico. El método de las FGNEs fue propuesto por Kadanoff, Baym
y Keldysh, siendo una de las primeras aplicaciones exitosas dentro de la teoria de la superconductividad para
sistemas fuera del equilibrio. Posteriormente, surgié como una buena candidata para usarse en fisica mesoscopica
y electrénica molecular. Una de las ventajas del formalismo de las FGNEs radica en la capacidad de tratar de
forma exacta una gran variedad de sistemas y problemas que presenten una fuerte condicion fuera de equilibrio.
Bajo esta formulacién, también se puede incluir efectos de interaccion entre las particulas de forma sistemaética,

2 La derivacién de esta funcién es larga, pero se puede ver en los capitulos 2 y 10 de la Ref. [101].
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Figura 1.1: Esquema de un sistema nanoscépico que presenta transporte electrénico entre dos reservorios. En
esta representacion se supuso que el desbalance genera un flujo de electrones del reservorio rojo hacia el azul.
Las razones del flujo pueden deberse a diferentes motivos: el reservorio rojo tiene un potencial quimico mayor
al reservorio azul, uy > g, una diferencia de temperaturas, 77, > Tk, o una combinacion de ambas.

como por ejemplo la interaccion electron-electréon. Las FGNEs fueron propuestas por primera vez para las
estructuras mesoscopicas por Caroli y otros [61, |. Después, Meir, Wingreen, Pastawski y Jauho trabajaron
en el enfoque inicial propuesto por Caroli para exponerlo de una forma elegante [15, , ]. Ellos lograron
obtener una expresion exacta para la corriente que circula a través de un sistema de escalas nanométricas, el
cual interactia con reservorios de particulas no interactuantes macroscopicos en términos de las funciones de
Green de no equilibrio.

Sin adentrarnos en la discusién técnica de las FGNEs, por el momento simplemente mencionaremos que es
una estructura formal més compleja que las funciones de Green usuales y constituyen el principal marco que
utilizaremos en este trabajo. Si se desea profundizar un poco més sobre este formalismo, se puede consultar el
Apéndice C.1 y las Refs. [18, |. En lo que sigue, nos adentraremos al transporte cuintico propiamente dicho
introduciendo derivaciones intuitivas que ayudan a comprender facilmente distintos problemas relacionados con
esta tesis.

1.2 Transporte electréonico

El estudio del transporte de cargas es muy antiguo, siendo el electromagnetismo la primera area de la fisica
en tratarlo. La electrodindmica clasica comprende el movimiento de las cargas debido a los campos eléctricos y
magnéticos, los cuales, en general, son modeladas como una distribucién continua. Si bien el electromagnetismo
también es capaz de modelar la dindmica de particulas cargadas muy pequenas, solo podemos aplicarlo a sistemas
fisicos a granel (o «bulk») donde los efectos cudnticos son despreciables®.

Sin embargo, si se reduce el tamano del sistema hasta alcanzar escalas nanométricas, se comienzan a observar
efectos puramente cuénticos, por ejemplo, surgen sistemas cuyos niveles de energias disponibles son discretos,
como los puntos cuanticos. Otra formas posible de crear sistemas que presenten algunas caracteristicas cuanticas
es bajando la temperatura, en cuyo caso aparecen fenémenos como la superconductividad, el cual nosotros no
trataremos aqui.

El tipo de sistema que estamos interesados en estudiar en transporte cuantico se ilustra esqueméticamente
en la Fig. 1.1, donde el mismo esta constituido por reservorios fermiénicos caracterizados por una temperatura y
una energia maxima de ocupacién, denominada energia de Fermi. Las distintas regiones del sistema se conectan
mediante cables, también llamados alambres, a los terminales que acttian como reservorios de particulas. La
muestra es de escala nanoscopicas®, mientras que los reservorios son de caracteristicas macroscopicas, con una
cantidad de particulas del orden del niimero de Avogadro, por lo que supondremos que se encuentran en equilibrio
térmico.

Los electrones dentro de los cables se encuentran en un estado termalizado, constituido por una superposiciéon
de estados incoherentes. Por lo tanto, las excitaciones electrénicas en el conductor se pueden representar por
ondas planas, mientras que la probabilidad de ocupacién estd determinada por la distribucién de Fermi-Dirac:

frp(e) = ——

)

3 Para describir el campo eléctrico producido por un electréon es necesario recurrir al potencial de Coulomb. Pero si deseamos
estudiar la dindmica de un electrén usando las ecuaciones de Maxwell, como por ejemplo el movimiento del tnico electréon que
hay en el atomo de Hidrégeno, nos encontraremos con algunos resultados experimentales que no coinciden con las predicciones
tedricas.

4 En general, las escalas de las muestras en trasporte cuantico son mesoscépicas o nanoscopicas. Pero, dado que nosotros estamos
interesados en analizar sistemas que presenten fuertes efectos cuanticos, los sistemas tipicos a tratar son de escalas moleculares o
nanométricas.
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siendo kpT la energia térmica, u el potencial quimico del reservorio y e es la energia del electréon (ver Fig.
1.1). Por otro lado, el nimero de particulas que contiene la muestra es lo suficientemente pequenio tal que
solo haya procesos de termalizacion débiles dentro de la misma. Como resultado, la muestra solo depende del
intercambio de carga y energfa con los reservorios. Mas adelante, también supondremos que tienen dependencia
con algunos grados de libertar clasicos, como por ejemplo, un movimiento lineal o rotacional de piezas que son
parte constitutiva de la muestra.

1.2.1 Foé6rmula de Landauer

El formalismo mas difundido para el estudio de trasporte cuantico en el estado estacionario esta basado en
las ideas de R. Landauer [106]. En este formalismo, el modelo propuesto es similar al descrito anteriormente, de
una muestra conectada a dos reservorios externos, uno a la izquierda (L) y el otro a la derecha (R), los cuales
se conectan a la muestra mediante dos cables modelados por alambres unidimensionales (ver Fig. 1.1).

En lo que sigue, deduciremos una expresion para la corriente entre los terminales. Para ello, debemos advertir
que la corriente que circula por la muestra depende del nimero de estados disponibles con energia ¢ para el
transporte entre ambos alambres. Dicho ntumero, se encuentra determinado por las densidades de estados N, (¢)
y Ng (g) para el alambre izquierdo y derecho respectivamente. Luego, como la ocupacion de los reservorios estan
determinados por las distribuciones de Fermi-Dirac f;, y fgr, el nimero de electrones por unidad de tiempo
proveniente del canal L (equivalentemente el canal R) con el intervalo de energias entre ¢ y de es:

N (&) E ) vn(e) [6 (Nr @) fr () Z ) ore)] (1.3)
( 7)o@ o ( ) on)

donde el término entre paréntesis corresponde al nimero de electrones por unidad de longitud que se mueven
hacia la muestra, mientras que vy, (¢) es la velocidad de las cargas que salen del reservorio L (de la misma
forma, v (¢) es la velocidad de las cargas que salen del reservorio R). El factor 1/2 proviene de contar solo los
electrones que viajan en una de las dos direcciones posibles. Finalmente, la corriente I7, s que sale por el canal
L y la que entra Iy, ., dependen de la densidad de estados y la ocupacion:

J / Tas, () vr () (;NL © fr (5)) de
A / To (2) vn (2) <;NR (©) fa (5)) de,

siendo Trr (¢) y Trr (¢) los coeficientes de transmision de los electrones que se mueven del reservorio L hacia
el reservorio R, y la respectiva direccién contraria. Desde la perspectiva de Landauer, la densidad de estados en
los alambres dependen de la velocidad de los electrones de la formas:

2
Ne &) = g (1.4)
Ng (e) = hvj o (1.5)

donde h es la constante de Planck. Por lo tanto, la corriente total que atraviesa el alambre L se expresa de la
forma simple:

e

Ip=1Ips—1Ipc= 5 / (Trr (¢) fr () = Trr (¢) fr (€)) de.

En esta ultima expresion se puede observar como la corriente es resultado de la diferencia entre las ocupaciones
de los cables. En ausencia de campos magnéticos no debe existir una direcciéon privilegiada, lo que nos permite
tomar Try, (¢) = TLr (). Bajo esta aproximacion se obtiene la ecuacion:

e

IL = _E/TRL (6) (fL (E)—fR (5))d€, (1.6)

la cual es conocida como formula de Landauer. Notese que la deduccion de esta corriente de particulas para
estados estacionarios fue realizada bajo un modelo intuitivo. Sin embargo, se puede alcanzar el mismo resultado
usando las FGNEs, encontrado que esta expresion solo es vélida en una aproximacion adiabatica, es decir, los
parametros clasicos capaces de intervenir la muestra, tal como puede ser un campo magnético o capacitores,
deben variarse con velocidades mucho menores que las que tienen los electrones. En particular, las FGNEs nos
brinda una forma funcional de la transmitancia en términos la funciéon de Green retardada G y la funcion de
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Reservorio L pieza movil Reservorio R

1225
Ty

MR
Tr

Figura 1.2: Esquema de un sistema nanoscopico sobre el cual corriente de electrones ejerce fuerzas sobre una
pieza movil. En esta representacion también hemos considerado que el flujo neto de electrones tiene la direccion
del reservorio rojo hacia el azul.

Green avanzada G (ver Apéndice A.1):
TRL (E) = 4tr {FLGTFRGG} 5

donde las matrices I';, y ' contienen la informacion de los estados disponibles en los reservorios.

Otra magnitud fisica de interés es la transferencia de energia de un reservorio hacia el otro, resultando en un
flujo de energia que atraviesa la muestra. La deduccion de esta corriente es exactamente igual a la presentada
para las particulas, pero debemos reemplazar la carga de los electrones —e por la correspondiente energia, la
cual debe pertenecer a los estados disponibles. De esta forma, se obtiene una expresion para la corriente de
energia:

=y / EThr, (&) (f1 () — [ (€)) de. (L.7)

Hasta aqui, hemos construido una descripcion de las corrientes suponiendo que existe un desbalance entre los
reservorios. No obstante, es posible transportar cargas de un reservorio hacia al otro, incluso cuando ambos no
presenten esta diferencia de ocupaciones. Para llevar a cabo este proposito, es necesario controlar a voluntad las
variables mecanicas de la muestra, que son las responsables de este flujo. Este comportamiento es denominado
bombeo cudntico [107], y también puede deducirse usando el formalismo de las FGNEs.

1.2.2 Fuerzas inducidas por corrientes

Al igual que las expresiones para las corrientes de particulas o de energia que se derivaron en la subseccion
anterior, también es posible construir una formulaciéon que caracterice las fuerzas que pueden surgir en una
muestra que presente movimiento mecanico. Para tomar un caso concreto, consideremos dos nanotubos, el
primero de ellos es interno y lo suficientemente largo tal que conecte dos reservorios, el otro nanotubo se ubica
por fuera y se puede mover libremente a lo largo de la guia proporcionada por el nanotubo interior. Ademés, el
nanotubo exterior debe contener impurezas aleatorias capaces de crear un potencial inhomogéneo sobre la guia.
Usando el modelo desarrollado anteriormente, el sistema manifestara un flujo de electrones, el cual es debido a
una diferencia de ocupaciones entre los dos reservorios. Dicho flujo de particulas es el responsable del movimiento
del nanotubo exterior a lo largo de la gufa. El movimiento lineal de este dispositivo nanoelectromecanico puede
explicarse en términos de la variaciéon del momento lineal de los electrones, ya que los mismos generan una
fuerza sobre la pieza movil inducida por las corrientes eléctricas. En la Fig. 1.2 se esquematiza el nanotubo
conectado a dos reservorios, y sobre el mismo se puede mover una pieza libremente.

Para simplificar el problema, no consideraremos el espin del electrén y despreciaremos las contribuciones de
equilibrio, pues no son capaces de producir trabajo. Por un lado, sabemos que el nanotubo exterior modifica
sustancialmente el potencial del nanotubo interior debido a las impurezas, en consecuencia, los electrones que se
mueven a lo largo del nanotubo detectaran el potencial de la pieza movil. Y si la dinamica de las particulas se
encuentra determinada por el Hamiltoniano H. (), entonces, el potencial es causado por la posicion relativa
de la pieza movil y sus impurezas. De esta forma, la fuerza total producida por la corriente proviene de la
interaccion de los electrones con el potencial creado por el nanotubo exterior, pues los electrones inyectados desde
el reservorio L son repelidos por el potencial con probabilidad de reflexion Ry g (¢). Es decir, por conservacion
del momento lineal, los electrones reflejados entregan un momento Ap;, al nanotubo mévil. También debemos
considerar la contribucién Apg correspondiente a los electrones provenientes del reservorio R, pero estos deben
tener menor energia, y por consiguiente menor momento, tal que se presente una corriente electronica del
reservorio L hacia R.
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Para deducir una férmula para la fuerza, debemos remitirnos al anélisis que hemos realizado para las corrien-
tes, donde el nimero de electrones por unidad de tiempo provenientes del reservorio L con energias entre € y de
estd dada por la Ec. (1.3). Lo que nos permite expresar a la fuerza total F, como suma de las contribuciones
de electrones provenientes de ambos reservorios y todas las energias disponibles [108]:

Fx = /RLR (5) vr, (8) <;NL (6) fL (E)) ApLd{:‘ + /RRL (6) VR (E) (;NR (6) fR (6)) Ade&

Si introducimos la densidad de estados dada por las Ecs. (1.4) y (1.5), se llega a una expresion para la fuerza
ejercida sobre la pieza movil:

1

o=+ / (Rer (€) fL (€) ApL + RryL (€) fr (€) Apr) de.

Nuevamente, suponemos que no existe una direccién privilegiada, por lo que podemos tomar Rgy, (¢) = Rpg (¢).
Esto conduce a la formula:

Fo= / Rin(e) (fr (€) Apr + fr (c) Apr) de.

A pesar de que el modelo propuesto solo describe fuerzas de sistemas muy particulares, nos permite com-
prender el rol de las corrientes en la producciéon de una fuerza neta. Si deseamos generalizar esta formulacion,
uno de los caminos posibles consiste en retomar la ecuaciéon de Schréodinger y considerar a la muestra como un
sistema puramente cuantico. Entonces, suponiendo que la muestra depende de la variable mecanica x y que la
misma se describe mediante un Hamiltoniano H. (), la fuerza se puede expresar de la forma [109]:

dE (¢ |-25=2=ly) L (W]E|Y)
= = 0e 1P pdt \T 1 Gel T/
= W) PG )

siendo F la energia del sistema y 1 la funciéon de onda de la muestra.

En este trabajo, estamos interesados en el caso particular donde las variable mecanicas, como el movimiento
de la pieza moévil en el nanodispositivo, son lo suficientemente lentas tal que se pueda implementar la aproxi-
macion adiabatica de Born-Oppenheimer. Ademés, asumiremos que los grados de libertad mecanicos pueden
tratarse de forma clésica, donde su dinamica se rige por el valor medio de las fuerzas inducidas por corrien-
tes (FICs), tomando la variacion de estos grados de libertad como infinitamente lentos. El valor esperado del
operador fuerza se puede expresar también mediante el formalismo de FGNEs de la forma °:

B dj_ _6Hele . O0He <
Fy=—— —tr{ B p(t)}—zﬁtr{ 5 Y (t,t)}7

siendo p (t) la matriz densidad y G< (¢, 1) la funcién de Green menor en el formalismo de Keldysh, ver Apéndice
C.1 y Ref. [L10]. Con esta formula podemos calcular la fuerza para una familia amplia de sistemas, incluyendo
atomos, moléculas, o sistemas mecanicos nanoscépicos.

1.2.3 Corriente de calor y entropia

En las deducciones previas, el flujo de particulas sobre la muestra y las correspondientes fuerzas son debido
a un desequilibrio entre los reservorios. Como las ocupaciones de los reservorios estan determinadas por las
distribuciones de Fermi-Dirac, el desequilibrio esté caracterizado por una diferencia de potencial quimico o por
una diferencia de temperaturas. Esta tltima nos permite pensar a los nanodispositivos que hemos menciona-
do como maquinas térmicas (o bombas térmicas). Para abordar este aspecto, debemos incorporar conceptos
termodindmicos dentro de nuestro anélisis, aparte de los dindAmicos que ya hemos mencionado.

Recordando la primera ley de la termodinamica, y teniendo en mente el esquema de transporte electronico
representado en la Fig. 1.1, la variacién de energia total debe ser igual al trabajo realizado en el sistema maés el
calor @) intercambiado. Por simplicidad, dejaremos de lado el trabajo mecanico, el cual viene de las FICs en la
muestra. En este caso, solo resta el trabajo eléctrico, el cual es igual, en estado estacionario, a la cantidad de
cargas totales que fluyeron entre los reservorios por la diferencia de voltaje entre los mismos. Esto nos conduce
a la corriente de calor sobre el reservorio L, J,, la cual debe estar dada por [111]:

Ju= bt Ml = / (e — ur) Trr (&) (1 () — fr (€)) e,

5 Notese que esta nueva expresion, se encuentra descripta en el marco de matrices densidad. La misma también estd determinada
en la segunda cuantizacion.
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donde se usaron las Ecs. (1.6) y (1.7).°

La importancia de esta tdltima expresion radica en la posibilidad de estudiar a los nanodispostivos pensan-
dolos como méquinas térmicas o bombas de calor, tal como sucede con los motores térmicos o los refrigeradores
macroscopicos. Bajo esta perspectiva, la variaciéon de la entropia con respecto al tiempo S de este tipo de
sistemas también se puede calcular, ya que cada reservorio esté en equilibrio termodindmico. Por lo tanto, la
produccién de entropia se puede escribir de la formas:

Sy = —, (1.8)
a Ta
donde Ty, es la temperatura del reservorio « y S, es velocidad de produccién de entropia por intercambio de
particulas del reservorio (o simplemente corriente de entropia [112]). Por otra parte, dado un sistema en estado
estacionario, la variacién de la entropia de la muestra es cero en un ciclo completo. Por lo tanto, la variacion
de la entropia total del sistema por ciclo solo depende de una suma sobre los S, [77, , , |

Los argumentos expuestos arriba, nos permiten estudiar la termodinamica de sistemas nanoscopicos cuyas
dimensiones son menores que la longitud de termalizacion y donde incluso puede haber fuertes efectos cuanticos,
cuando sus dimensiones son menores que la longitud caracteristica de coherencia. Entre otras cosas, la utilidad
de estos estudios es poner cotas maximas a la eficiencia de maquinas construidas con dichos sistemas [77],
permitiendo el desarrollo de nanodispositivos de mayor rendimiento.

1.3 Organizacion de la tesis

En este trabajo se abordaron diferentes problemaéticas del transporte cuantico, donde la discusion principal
es en torno al funcionamiento de los dispositivos que involucran corrientes de cargas eléctricas, corrientes de
calor y corrientes de entropia. Ademas, si bien nuestros anélisis fueron aplicados principalmente a los motores,
los resultados obtenidos pueden extenderse a las bombas cuénticas y a otros sistemas emparentados.

Si bien dentro de las teméticas estudiadas pueden surgir una gran variedad de interrogantes, nosotros nos
concentramos en los siguientes:

e Dado que, en principio, conocemos bastante bien en sistemas modelos cémo se ve afectada la dindmica
cuéntica cuando los mismos se conectan a un entorno, jEs posible aplicar las mismas técnicas usadas alli
para tratar casos mas realistas? Ademas, ;El mismo tipo de fenémenos que se describen en casos simples
también aparecen en sistemas mas complejos?

e Dado un sistema nanoscopico cuya dindmica puede describirse mediante la ecuacion estocastica de Lange-
vin, tal como sucede en el caso de un nanopilar o un motor molecular, una pregunta que surge es: ; Co6mo
deberiamos construir un dispositivo nanométrico impulsado por corrientes de cargas eléctricas tal que el
rendimiento sea el mayor posible? Para una respuesta adecuada debemos analizar las fuerzas adiabaticas
debido a las corrientes, el trabajo realizado por estas fuerzas y el rozamiento electrénico utilizando un
modelo que sea independiente de la forma especifica del sistema fisico.

e El rozamiento electréonico se introduce como la correcciéon a primer orden de las fuerzas adiabaticas. De
manera similar, las corrientes de bombeo de carga y calor son correcciones a primer orden de las corrientes
adiabaticas respectivas, ver Ecs. 1.6 y 1.7. Por lo que es natural preguntarse, ; Como son las correcciones a
segundo orden de estas cantidades? ;Qué fenémenos nuevos surgen como consecuencia de estas? La clave
para responder a estas preguntas se encuentra en la obtencién de soluciones formales y lo més general
posible que permitan describan dichos comportamientos.

e Ademas de las corrientes de carga y calor, de las cuales se tiene un extenso conocimiento, ;Qué rol cum-
plen las corrientes de entropia en los nanodispositvos? Si bien para reservorios en equilibrio esta pregunta
es trivial, ver Eq. 1.8, para reservorios de diseno como los discutidos en la introduccién, resulta impor-
tante, primero, entender como calcular la corriente de entropia y, segundo, como describir propiedades
termodindmicas de sistemas acoplados a reservorios tan particulares.

Lograr respondernos estas preguntas, ya sea desde una perspectiva general como de los propios detalles que
surgen durante el proceso de estudio, nos permite desarrollar herramientas fundamentales para un diseno éptimo
de nanomotores y motores moleculares. A continuacion, describiremos brevemente las teméticas principales
abordadas en cada capitulo, donde ofrecemos una respuesta a cada una de las preguntas formuladas:

6 Para ver c6mo se incluye el trabajo mecanico en la expresién de arriba, ver la Ref. [77].
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e El Capitulo 2, de alguna forma, sirve para introducirnos en teméticas y formalismos que serédn luego
usados en el resto de la tesis. En él, primero daremos una breve descripcién de la dindmica esperada en
sistemas cuanticos abiertos desde una perspectiva de funciones de Green y el estudio de sus polos. Luego
mostraremos, en un ejemplo, como este tipo de metodologia se puede extender de manera sistematica y
formal a sistemas realistas. En particular, se estudiard la formacién de estados metaestables, producto
de colisiones moleculares, donde algunos resultados seréan contrastados con experimentos. Ademaés, se
presentaran predicciones tedricas sobre la apariciéon de complejos colisionales en sistemas que, hasta donde
sabemos, dicho fenémeno no ha sido estudiado aun.

e En el Capitulo 3, llevaremos a cabo un estudio exhaustivo de las fuerzas inducidas por corrientes y la
friccién electronica de sistemas cuyo Hamiltoniano electronico efectivo puede describirse mediante un
modelo simple: un punto cuantico con una sola resonancia y acoplado a dos reservorios electrénicos.
Los resultados expuestos en este capitulo, pueden contribuir a una mejor compresion de las condiciones
generales que maximizan el rendimiento de diferentes dispositivos nanoelectromecanicos capaces de ser
tratados por el modelo estudiado. Por otra parte, nuestros resultados pueden ser ttiles para entender el
papel de las fuerzas inducidas por corriente en la deformacion mecénica de conductores unidimensionales.

e Fn el Capitulo 4 se realizé una extension del formalismo usado en el capitulo previo. En particular,
en este capitulo desarrollaremos la expansion adiabatica de funciones de Green de no-equilibrio para
describir términos de hasta segundo orden en frecuencia de observables, tales como: corriente de particulas,
calor o energia, y las fuerzas inducidas por ellas. Para ilustrar los desarrollos teoricos, se estudiaran los
distintos 6rdenes de las corrientes inducidas por el movimiento armoénico de un punto cuéntico acoplado a
reservorios. Las formulas derivadas son, hasta donde sabemos, originales, totalmente generales y aplicables
a cualquier sistema cuantico dependiente del tiempo, donde la separaciéon entre escalas de tiempo de grados
de libertad clasicos (por ejemplo, nicleos) y cuanticos (por ejemplo, electrones) justifique un tratamiento
de tipo adiabatico.

e Para finalizar, en el Capitulo 5, abandonaremos el foco en la dindmica cuantica. En cambio, aqui nos
centraremos en la termodinamica y en el estudio del rendimiento de méquinas cuénticas impulsadas
por combinaciones arbitrarias de reservorios de equilibrio y reservorios de disefio llamados reservorios
incoherentes de no-equilibrio. Estos estdn compuestos por particulas no interactuantes pero cuyas funciones
de distribuciéon son no-térmicas. En este capitulo expondremos las ecuaciones necesarias para calcular la
maxima eficiencia de distintas formas de méAquinas cuanticas. Por maquinas cuénticas nos referimos a
distintos tipos de bombas de calor o particulas (o motores impulsados por corrientes de calor o particulas)
donde las particulas que componen las corrientes inducidas (o que impulsan el movimiento del dispositivo)
son de naturaleza cuéntica. Las formulas obtenidas para describir la termodinamica y las cotas maximas de
la eficiencia de dichas maquinas requieren el calculo de lo que denominamos corriente de entropia. Un punto
importante a destacar es que para evaluar esta cantidad solo es necesario conocer la funcién de distribuciéon
del reservorio y no cémo estos estan constituidos. Finalmente, ilustraremos la metodologia desarrollada a
lo largo del capitulo mediante un modelo simple con solucién analitica, donde el calor «espontaneamente»
fluye contra un gradiente de temperatura, pero sin romper las leyes de la termodinamica.

En el cuerpo principal de cada uno de los capitulos descritos més arriba se discuten los resultados principales
y sus implicancias fisicas. En tanto que, si se desea conocer las derivaciones de las expresiones y los detalles
técnicos de los formalismos, se puede recurrir a los apéndices de cada uno. Con esto, pretendemos que el lector
tenga una primera lectura centrada en los resultados fisicos, sin distraer por deméas con los extensos formalismos
y desarrollos teoricos, los cuales, sin embargo, son también un aparte fundamental de esta tesis.






Capitulo 2

Dinamica cuantica en sistemas abiertos

En el presente capitulo introduciremos las herramientas bdsicas que utilizaremos a lo largo de la
Tesis. Primero discutiremos brevemente algunas técnicas ya conocidas tal como el uso de operadores
de Green en sistemas abiertos, la aproximacion tight-binding y el método de decimacion. Luego, con
estas herramientas estudiaremos un modelo minimo de transporte cudntico constituido por un punto
cudntico conectado a dos reservorios, el cual serd usado en otros capitulos. Finalmente, mostraremos
como se pueden extender estos estudios a sistemas realistas. En particular, se estudid, mediante el
uso de funciones de Green, la aparicion de estados metaestables en complejos colisionales, lo cual
es el principal resultado de este capitulo.

2.1 Introduccion

Los sistemas cuanticos abiertos son sistemas mecano-cuanticos que interactiian con un sistema externo,
también mecano-cuantico, denominado habitualmente como entorno, ambiente o bano. Debido a que todo
sistema en mayor o menor medida puede considerarse abierto, con la excepciéon del universo por definicion,
estrictamente una descripcién completa de cualquier sistema cuantico requiere la inclusién del entorno.

Mientras la evolucién temporal de los sistemas cuanticos cerrados se describe mediante operadores unitarios,
para los sistemas abiertos, las interacciones entre el sistema y su entorno hacen que su dinamica no pueda
describirse con precision usando solo operadores unitarios. Esto lleva a que la inclusiéon de un ambiente pueda
cambiar significativamente la dindamica del sistema, dando lugar a diversos fendémenos como estados virtuales

[115-117], colapso de supervivencia [118] o disipacién cuantica no-markoviana [119].
Entre los numerosos efectos que pueden aparecer en estos sistemas, en este capitulo nos interesaréd particu-
larmente la aparicion de estados metaestables, también llamados estados resonantes [1106, |. En general, la

energia de estos estados pertenecen al espectro continuo de los sistemas mecanicos cuanticos, pero que tiene
una vida 1til mucho mas larga que el resto de los estados. Un problema importante en muchas areas de la
fisica radica en que no es trivial encontrar estos estados dado que, en general, no surgen como autovalores de
Hamiltonianos Hermiticos como los que se encuentran en problemas tipicos de estructura electronica [117, ]
Incluso experimentalmente no es facil encontrarlos y se debe trabajar a muy bajas temperaturas barriendo
alguna propiedad de interés en un amplio rango de energias con mucha resolucion [121-123]. Una forma de
encontrarlos, desde el punto de vista tedrico, es resolviendo explicitamente la dindmica cuantica de paquetes de
onda de distintas energias [121], lo cual es muy tedioso y costoso desde el punto de vista computacional. Por
otro lado, para ciertos sistemas, es posible encontrar de manera analitica este tipo de estados mediante técnicas
de funciones de Green o matrices de dispersion [117, |. Sin embargo, solo hay registros de su utilizacién para
el analisis de sistemas modelos simples [117, 120].

En este trabajo se desarroll6 una metodologia para el estudio tedrico de estados metaestables, sin la necesidad
de realizar dinamicas cuanticas explicitas. El método se basa en la biisqueda de polos de las funciones de Green
de los Hamiltonianos efectivos que describen a sistemas abiertos de una clase muy general. En las secciones 2.2 y
2.3 describiremos generalidades del método de las funciones de Green, y del estudio de sus polos, enfocandonos
en un modelo minimo de transporte cuantico [18, |. Posteriormente, en la Seccion 2.4, mostraremos como se
puede extender esta metodologia para estudiar estados metaestables en sistemas mas realistas. En particular,
aplicaremos el método para analizar la formacion de complejos colisionales donde algunos resultados seran
contrastados con experimentos. En los Apéndices A.1, A.2, A.3, A4 y A5 se provee una descripcién mas
detallada del método para el caso genérico y su aplicaciéon a problemas de dos cuerpos sometidos a un potencial
central. En el Apéndice A.6 se detallara el método usado para calcular la dindmica de los sistemas.
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2.2 Teoria
Nuestro objetivo es resolver la ecuacion de Scrédinger:

in 250 _ gy (), (21)

ot
donde H es el Hamiltoniano del sistema y ¢ (x,t) es la funcion de onda. En una primera instancia, simplemente
podemos resolver esta ecuacion intentando obtener la funcion de onda [125, |. Sin embargo, para resolver la
ecuacion anterior utilizaremos un formalismo més sofisticado, el cual implica funciones y operadores de Green
(ver Apéndice A.1). En esta seccion solo consideraremos los casos donde los Hamiltonianos son independiente
del tiempo, por lo que los operadores de Green que nos interesaran son los que resultan de resolver la ecuacién:’

(5f - H) Ge) =1, (2.2)

donde G (€) es el operador de Green y ¢ son las energias. Cabe destacar que encontrar explicitamente el operador
G (¢) es equivalente a (y a veces tan dificil como) resolver la ecuacion original.

Por simplicidad, solo usaremos operadores de Green que admiten una representacion matricial. Esto nos
permite aplicar el método tight-binding, el cual nos ofrece una propuesta simple para analizar a los operadores
de Green analiticamente.

2.2.1 Sistemas abiertos

Sea un sistema cuyo Hamiltoniano H esta determinado por una red tight-binding que se extiende en todo
el espacio de Hilbert propio del problema. Sobre este sistema de dimension infinita le aplicamos el método
de decimacion [128, |, descrito en el Apendice A.2, obteniendo un Hamiltoniano efectivo Heyy, el cual
describiremos como un Hamiltoniano Hg de un sistema local de dimensiéon finita més la contribucién del
entorno, modelada por la auto-energia X (¢):

H,;=Hs+X (e) (2.3)

Este nuevo Hamiltoniano de dimensioén finita, se puede usar para calcular todas las propiedades del sistema
reducido de manera exacta. Aqui, podemos observa que el Hamiltoniano original no dependia de la energia,
mientras que el Hamiltoniano efectivo si tiene una dependencia con la energia, lo que lo vuelve no lineal. En
resumen, hemos convertido un Hamiltoniano conocido en todo el espacio (infinito), en un Hamiltoniano local
(finito) pero que incluye la influencia de un entorno descrito por una funcién X (¢). El nuevo Hamiltoniano
H.;; no es Hermitico en general, ya que X (¢) puede introducir partes imaginarias a los elementos diagonales
e inducir acoplamientos efectivos no Hermiticos [128, |. Ademas, cabe mencionar que estos Hamiltonianos
no representan en principio a un sistema fisico real, sino que se usan para construir bloques de interés de
las funciones de Green, las cuales si representan al sistema verdadero. Los operadores de Green construidos a
partir de estos Hamiltoniano no Hermiticos no necesariamente conserven la norma de las funciones de onda. Esto
significa que existe una probabilidad de que las particulas desaparezcan del sistema, lo cual es totalmente logico,
va que el sistema es abierto. No obstante, al analizar las funciones de Green y sus polos seremos cuidadosos, ya
que pueden surgir soluciones que no representan a un problema fisico.

En la siguiente Seccion (2.3) utilizaremos la estrategia discutida mas arriba para tratar un problema de
transporte cuantico unidimensional de dos canales. En el ejemplo a estudiar, analizaremos los polos de la funcién
de Green, la densidad de estados y la dindmica mediante la probabilidad de permanencia. A continuacion, en
la Seccién 2.4, tomaremos un Hamiltoniano independiente del tiempo actuando sobre las tres dimensiones
espaciales, el cual describe un sistema de dos particulas con un potencial central. En este caso mostraremos que
se puede convertir dicho Hamiltoniano de variable continua en un sistema tight-binding, ver también Apéndice
A5, para luego poder aplicarle técnicas de decimacion y asi estudiar su dindmica (ver Apéndices A.2 y A.6).

2.3 Modelo minimo de transporte cuantico

En los tltimos anos, se ha incrementado el interés en los dispositivos electromecanicos, en la nanoescala, ma-
quinas cuanticas impulsadas por corrientes y en los efectos mecénicos de las corrientes eléctricas en conductores

! Estrictamente, las funciones de Green son objetos formalmente diferentes pero relacionados con los operadores de Green, ver Apén-
dice A.1 o Ref. [101, |. Por ejemplo, la funcién de Green G (r, 7/, ), que es la resolvente de la ecuacion [eI — H (r)] G (r, 1/, &) =
8§ (r — '), esta relacionada con su operador G (&) mediante: G (r,7/,&) = (r| G (¢) |r'). No obstante, para mantener consistencia
con la literatura donde pocas veces se hace esta distincion, en adelante usaremos las palabras funciones y operadores de Green
como sinénimos, salvo que su distincién resulte relevante para la discusion.

12



Capitulo 2. Dindmica cudntica en sistemas abiertos

de tamanos nanométricos. Uno de los modelos mas simples para estudiar dichos dispositivos, dentro del marco
del transporte cuantico, consiste en un punto cuantico de un solo nivel de energia acoplado a dos reservorios.
Dicho sistema se puede modelar mediante un Hamiltoniano tight-binding, tal como se describira en la presente
seccion.

Mediante este modelo del Hamiltoniano, analizaremos la dindmica mediante la funciéon de Green retardada
del sistema en la representacion energia, clasificindola en diferentes regimenes. Estos diferentes regimenes estéan
separados por las denominadas transiciones de fase dindmicas cuanticas, las cuales se observan como cambios
abruptos en las propiedades dinamicas de las particulas.

2.3.1 Transiciones de fases dinamicas cuanticas (TFDCs).

La idea intuitiva de las transiciones de fase dinamicas se puede comprender considerando el problema cla-
sico del oscilador armoénico amortiguado en ausencia de fuerzas externas. El oscilador presenta dos regimenes
dindmicos bien definidos, un movimiento amortiguado y otro sobreamortiguado, los cuales pueden ser obtenidos
modificando un solo parametro [115, 131]. Entre estas fases de movimiento existe una discontinuidad analitica en
las graficas de algunos observables dinamicos, como la frecuencia de oscilacién en funcién de algin parametro de
control. Por su similitud con las transiciones de fase termodinémicas, este fendémeno se conoce como transiciones
de fase dindmicas [115, 131].

En mecénica cuantica, se presenta el mismo tipo de fendémeno. En este caso, el movimiento de un solo
parametro del Hamiltoniano puede producir cambios abruptos (no analiticos) en la dindmica del decaimiento

de las particulas cuanticas o en sus espectros [1 106, -139].
Para Hamiltonianos independientes del tiempo, las TFDCs suelen ser analizadas a través de los polos de la
funcién de Green retardada (o avanzada) G” (¢) (o G (¢)) [L16], las cuales se definen de la forma (consultar

Apéndice A.1):

G (¢) = nl_fg; [(e+in)I—H " (2.4)
G (e) = nli%lf [(e+in)I—H] ", (2.5)

donde todas las propiedades espectrales y dinamicas del sistema se pueden obtener a partir de los elementos
de G". Por ejemplo, la densidad local de estados (DLEs) en un sitio n de un Hamiltoniano tight-binding viene
dado por:

Ny () = lim — ~Im{GT, (= +in)} . (2.6)

Por otra parte, la probabilidad de supervivencia de una particula en el sitio n, puede expresarse como [116]:

Py () = [(thn (1) | 0 (0))*

2

=10 (1) / N, () e "7 de| | (2.7)

donde O (t) es la funcion escalon de Heaviside.

2.3.2 Modelo tight-Binding.

Tal como se menciond, en esta secciéon consideraremos el sistema tight-binding descrito en la Fig. 2.1. El
sistema, consiste en un solo nivel de energia con energia F; acoplada, con constantes de acople Vi y Vg, a
dos cadenas tight-binding semi-infinitas con energia de sitio Ey y acople Vj. Este Hamiltoniano representa un
modelo minimo de un punto cuéntico acoplado a dos reservorios y es ampliamente utilizado en el contexto del
transporte cuéntico. El Hamiltoniano total se expresa como:

A=Y E™n) (0] - V™ (In) (n+ 1] + n + 1) (n]), (2.8)

n—=—oo
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(b)
Vo Vo VL(?.) V(X)
Ey Ey Ed(?) Ey Ey

Figura 2.1: (a) Representacion esquematica de un punto cuantico (PC) acoplado a dos reservorios electronicos a
diferentes potenciales quimicos (ur, y ugr) y temperaturas (17, y Tr). El punto cuantico también interactta con

algunos grados de libertad mecéanicos (X ) que cambian la energia del punto o su acoplamiento a los reservorios.
Los grados de libertad mecanicos pueden incluir un movimiento del propio punto cuantico o el movimiento
de algun dispositivo acoplado capacitivamente al punto cuantico. (b) Modelo tight-binding del Hamiltoniano
electronico. Las energias del sitio y los acoples se denotan por E y V, respectivamente. En color azul, resaltamos
los sitios que corresponden al sistema de nuestro modelo.

donde:

E(n)* Ed sin=0
ClE, sin#0

Vi, sin=-1
Vi =S Ve sin=0 :
Vo sin#{0,—-1}
Notese que no hemos tenido en cuenta el grado de libertad de espin, lo que implica que el modelo solo es
valido en ausencia de campos magnéticos. Mantendré esta suposicién durante todo el desarrollo del trabajo de

esta seccion.
Por conveniencia, reescribiremos el Hamiltoniano total, dado por la Ec. (2.8), de la forma:

ﬁ:ﬁL+VL+gs+VR+ﬁR, (29)
siendo H, y Hp, las cadenas semi-infinitas que representan los reservorios a izquierda y a derecha respectiva-

mente:

-2

Hy =Y Eoln)(n|=Vo(ln) (n—1]+|n—1)(n])

n—=—oo

Hr =) Egln) (n| = Vo (In) (n+ 1] +|n+1) (n]),

n=2

y los operadores Vi y Vg son los acoples del Hamiltoniano del sistema aislado Hg con los reservorios de izquierda
y derecha respectivamente:

Ve = =Vo (I-1) (=2 +[-2) {(-1])
Vi = —Vo (11) (2 +[2) (1]).

El Hamiltoniano del sistema en la representacion matricial, en la base ortonormal B = {|—1),]0),|1)}, esta
dado por la expresion:

Ey -V 0
Hs=|-VL E; Vg
0 —Vr Ey
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La ecuacion de autovalores:

Hly) =elv), (2.10)

puede reducirse a un sistema efectivo, cuya representacion matricial es de dimension finita, mediante el uso
la técnica de decimacion [128, | (ver Apéndice A.2). De esta forma, los Hamiltonianos que representan los
reservorios en la Ec. (2.9) son descritos por una auto-energia (la cual esta asociada a una funcion de Green
retardada):

2 () = Ao (e) —iTo (¢), (2.11)

donde la componente real Ag (¢) y la componente imaginaria I'g (¢) de f (¢) estan dadas por:

= J(S)? V2 si e > B+ 2V
Ag () = ¢ =fo si Eog+2Vy>¢e> Ey—2V
sy [(52) V2 si By-2Vp>e
0 si € >2Fy+ 2V,
Lo(e) =8\ /V2 = (552)° si Eo+2Vp>e> Ey—2Vp -
0 si FEyg—2Vyg>e¢

Aqui se puede observar que la region donde se satisface T'g () = 0 corresponde a los valores de energia donde las
excitaciones no se propagan libremente dentro de los reservorios. Utilizando la auto-energia anterior podemos
definir el Hamiltoniano efectivo Heys (¢) tal que:

Hefy(e) = Hs + 27 (e) + 2R (2)
siendo 22 (e)y i}} () las auto-energias de los reservorios a izquierda y a derecha respectivamente:

27 (e) = T (e) [-1) (-1
£h(e) =25 () 1) (1.

En la representacion matricial sobre los sitios {|—1),]0),|1)} se obtiene:

€ — (E0+Z6 (E)) Vi 0
(EI — Heff (6)) = VL g — Ed — ZZ VR . (212)
0 Vr e— (Ep+ 2§ (g))

De esta forma, partiendo de la Ec. (2.10) y el Hamiltoniano de la Ec. (2.9) se llega a obtener la ecuacion de
autovalores de dimension finita y exacta:

(eI —Heyy (€)) theys =0,

siendo s la autofuncion por derecha.’
Mediante la Ec. (2.4) podemos calcular G” (¢) utilizando la Ec. (2.12), mientras que la funcion de Green
avanzada se calcula via la relacién:

G (e) =[G" (). (2.13)

Debido a que Xj (¢) € C, el Hamiltoniano efectivo es no-Hermitico, por lo que puede suceder que sus
autovalores sean nimeros complejos. Esto significa que los polos de la funcion de Green asociada G” (g) no son
necesariamente reales. Es importante destacar que estos polos pueden cambiar abruptamente manipulando los
parametros del Hamiltoniano. De la misma forma también cambia la densidad local de estados (ver desde la
Fig. 2.2-(c) hasta la Fig. 2.2-(¢)) y la dindmica del sistema (ver desde la Fig. 2.2-(f) hasta la Fig. 2.2-(h)).

Es usual, por razones técnicas, acoplar también un tercer reservorio al sistema, el cual se representa como X}
en la Ec. (2.12). La componente real de este reservorio es nula, mientras que el término imaginario es contante,

2 Es importante notar que esta funcién no es ortogonal en el sentido tradicional con respecto a la autofuncién por izquierda. Para
mas detalles, ver por ejemplo Refs. [132, I
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lo cual conduce a una auto-energia de la forma:
¥, = —ily conT'; >0, (2.14)

El proposito de este reservorio adicional, y esta forma particular, es agregar una regularizaciéon a la DLEs y
proveer siempre una ocupacion al sistema. Ambos efectos son particularmente importantes cuando las auto-
energias del Hamiltoniano efectivo se encuentran fuera de la banda o cuando V;, = Vi = 0. Para evitar que este
reservorio extra interfiera con los resultados, en todos los célculos se tomara el limite:

r,—o0,

por lo que sus efectos sobre los polos es despreciable.

2.3.3 Polos y transiciones de fases dindmicas cuanticas del sistema

Los polos del sistema corresponden a los puntos singulares de la funcién de Green. El modelo especifico
tight-binding descrito en el la seccién anterior tiene dos polos {e, +,&, _}, los cuales estan dados por las raices
de la ecuacion secular:

det (eI —Hcy¢ (¢)) = 0.

En el modelo propuesto, solo tres variables son realmente necesarias para describir dichos polos, a saber
{E4, V5, Vr}. El efecto de Ejy es solo trasladar la posiciéon de los polos, mientras que V) da la escala de energia.
Por ello, definimos los pardmetros adimensionales:

_ &+ — Eo "
€p,4+ = % 5 v = %7
Ep,— — EO VR
=2 == 2.15
6?7 ‘/O VR ‘/0 ( )
Eq— Ey
ed:T, vzzv%—kv%.
La parte real e imaginaria de los polos adimensionales son [117, |:
bt (5710 -1) s ()40
Re(ep+) = , ) (2.16)
€d (1 + m) SZ (%i) —|— U2 g 1
0 sio (2) +02>1
Im (ep,+) = 2 2 . 2 )
- (@] s (@) <

para v? # 1. En las Figs. 2.2-(a) y 2.2-(b) se muestra la parte real e imaginaria de los polos, €, 1 , en funcién
del pardmetro adimensional ¢; con v? < 1. En las gréficas inferiores de la Fig. 2.2, véase los paneles (c¢)—(h), se
muestra el espectro y la dindmica caracteristica de los tres tipos de polos que definen los estados resonantes, los
estados virtuales y los estados localizados, los cuales se detallan a continuacion.

Estados Resonantes: Estos estados corresponden a los polos cuya componente imaginaria es diferente de
cero. El punto verde marcado como (1) en la Fig. 2.2-(a) es un ejemplo. Cuando el sistema presenta tal polo, la
DLEs puede aproximarse mediante una funcién Lorentziana cuyo pico estd centrado proximo al valor Re (e, +).
Por otro lado, el ancho de la Lorentziana est4 determinado por Im (ep +). Esta descripcion es particularmente
precisa cuando Re (e, 1) esté cerca del centro de la banda. Sin embargo, cuando Re (€, +) se aproxima a uno de
los bordes de la banda, el méximo de la DLEs se desplaza hacia el borde de la banda mas cercana y su forma se
desvia de la funcién Lorentziana, dejando de ser la funciéon Lorentziana una buena aproximacion. Después de un
decaimiento cuadratico rapido, la dindmica tipica de tales sistemas presenta un decaimiento exponencial [115].
Inicialmente, la probabilidad de supervivencia de los estados resonantes se puede aproximar mediante la regla
de oro de Fermi (ROF), pero luego de un tiempo, la probabilidad de supervivencia abandona el comportamiento
exponencial y, por lo tanto, deja de cumplirse la ROF. En la Fig. 2.2-(f) se ilustra dicho comportamiento donde
la probabilidad de supervivencia estd dada en escala logaritmica.
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Figura 2.2: (a) Partes reales e imaginarias de los polos del sistema en funcién de la energia €4 del punto cuantico.
Las lineas negras punteadas muestran los bordes de la banda. Los puntos verdes corresponden a tres diferentes
ejemplos de polos. El punto (1) corresponde a un estado resonante, el punto (2) a un estado virtual, y el (3) a
un estado localizado. (b) Detalle del panel (a). Las graficas (¢), (d) y (e) corresponden a la DLEs para los casos
(1), (2) y (3) respectivamente. Para cada uno de estos casos, las lineas negras corresponden a la parte real de
los polos de cada estado. Las graficas (f), (g) y (h) corresponden a la probabilidad de supervivencia para casos
(1), (2) y (3) respectivamente. Para todas las graficas se tomé vy, = vg = 0,35.

En el caso particular de la aproximaciéon de banda ancha, la cual se obtiene tomando:

E—EO

Vo > 5

)

la DLEs esta determinada estrictamente por una funcién Lorentziana cuyo maximo se encuentra exactamente
en Re (¢p,+). Bajo esta aproximacion, el sistema solo presenta estados resonantes para todo valor de energia y
cualquier configuracion de los pardmetros {E4, Vi, Vg }.

Estados Localizados: Estos estados corresponden a polos con Im (e, +) = 0 donde Re (e, +) queda fuera
de la banda, es decir, se satisface |Re (¢p,4)| > 2. Por ejemplo, el punto verde marcado como (3) en la Fig.
2.2-(b) es un caso de estado localizado. Cuando en el sistema se manifiesta dicho polo, la DLEs presenta un pico
muy estrecho fuera de la banda (en el limite para I’y — 0 converge a una delta de Dirac). La probabilidad de
supervivencia puede mostrar una pequena disminucién para tiempos cortos, pero luego se mantiene constante
con el tiempo, tal como se ilustra en la Fig. 2.2-(h).

Estados Virtuales: Estos estados también corresponden a polos con Im (¢, +) = 0y |Re (€, 4+)| > 2. El punto
verde marcado como (2) en la Fig. 2.2-(b) es una caso particular a este tipo de estados. No obstante, se tiene
que estos polos yacen en la hoja de Riemann no fisica de Xf,, para mayores detalles consultar las Refs. [116,

|. Debido a esto, no hay un pico en la DLEs en Re (e, +). Sin embargo, el efecto de los polos de los estados
virtuales en la DLEs dentro de la banda es el mismo que se observa para los polos de los estados localizados.
Existe una acumulacién de estados cerca del borde de la banda més cercano, el cual crece a medida que se
acerca el polo al borde de la banda. La similitud entre los estados localizados y virtuales se puede observar en
las Figs. 2.2-(d) y 2.2-(e).

17



Capitulo 2. Dindmica cudntica en sistemas abiertos

Los tres tipos de polos descritos anteriormente determinan dos TFDCs. A saber, la transicion de fase
resonante-virtual y la transicion virtual-localizado. La transicion de fase resonante-virtual estd dada por la
curva [117, 133]:

p\?, o
(5) po? =1, (2.17)
mientras que la transicion de fase virtual-localizada esta dada [117, 133]:
v =2F ¢q. (2.18)

Una clasificacién maéas detallada puede conducir a otra TFDC, ya que los estados resonantes se pueden
subdividir en dos tipos adicionales de polos, ver Ref. [116, ]. Sin embargo, a efectos practicos en este trabajo,
esta sub clasificacion es irrelevante y sera ignorada.

Para finalizar el analisis dinamico sobre el modelo considerado, una tltima observacién. En escenarios més
generales de un punto cuantico acoplado a m cadenas semi-infinitas idénticas con acoplamiento V;, los polos
correspondientes todavia estan dados por la Ec. (2.16), pero el acoplamiento cuadratico v? debe ser reemplazado
por:

v? :i <Vi>2, (2.19)
o\

donde m es un nimero arbitrario, pudiendo ser m = 1, que es el caso con el que trabajaremos en la siguiente
Seccion (2.4).

2.4 Estados metaestables en complejos colisionales

Los estados metaestables pueden definirse como estados energéticos excitados, ya sea de un atomo, ntucleo,
molécula, u otro sistema particular cuya vida media, si bien es finita, es més larga con relacion al resto de los
estados excitados. Por lo tanto, a un sistema metaestable se lo puede pensar como una condicién energética
temporal de la cual se puede escapar, transcurrido un dado tiempo, para adoptar una configuracién mas estable,
pero el tiempo que hay que esperar para que ello suceda es relativamente largo.

Estos estados metaestables son de suma importancia, ya que tienen un rol central en diversas areas cienti-
ficas, como la quimica, donde aparecen en los procesos de isomerizacion, fluorescencia, fosforescencia y cinética
de reaccitén, la bioquimica, donde toman protagonismo en los mecanismos de transporte de biomoléculas, la
fotosintesis, y muchos de los procesos de catalisis, la fisica nuclear, con el decaimiento de nticleos radioactivos
y en los circuitos electrénicos, con el transporte de electrones en semiconductores, por nombrar solo algunas de
sus aplicaciones.

Desde el punto de vista de la espectroscopia, la transicion desde estados metaestables estd prohibida y es
mucho menos probable que las transiciones permitidas desde otros estados excitados. A pesar de esto, esta clase
de estados puede afectar de manera notable al sistema global gracias a fendémenos cuanticos; por ejemplo, a
través de efecto tunel en cruces no adiabéticos de superficies de energia potencial.

Un problema importante en muchas areas de la fisica y quimica tedrica radica en que no es trivial encontrar
estos estados dado que, en general y salvo para el caso de las transiciones espectroscopicas prohibidas, no surgen
como autovalores de Hamiltonianos Hermiticos como los que se encuentran en problemas tipicos de estructura
electronica [116, , ]. Incluso experimentalmente no es facil encontrarlos, y se debe trabajar a muy bajas
temperaturas barriendo alguna propiedad de interés en un amplio rango de energias con mucha resolucién
[121-123]. Una forma de encontrarlos, desde el punto de vista teorico, es resolviendo explicitamente la dinamica
cuantica de paquetes de onda de distintas energias [121], lo cual es muy tedioso y costoso desde el punto de
vista computacional. Por otro lado, para ciertos sistemas, es posible encontrar de manera analitica este tipo de
estados mediante técnicas de matrices de dispersion. Sin embargo, solo hay registros de su utilizaciéon para el
analisis de sistemas modelos simples [120].

2.4.1 Técnica aplicada a los complejos colisionales

Debido a la falta de un método extensible y eficiente para la busqueda de estados metaestables (o resonancias
de colision, o estados resonantes dependiendo del contexto) hemos desarrollado una metodologia para el estudio
tedrico de estos estados, sin la necesidad de realizar dinamicas cuanticas explicitas. El método se basa en la
busqueda de polos de las funciones de Green de los Hamiltonianos efectivos que describen a sistemas abiertos.
La anica limitacion, a priori, del tipo de método utilizado, es que el estado asintético del sistema (a t — 00)
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debe poder describirse como una particula libre, lo que significa que solamente se pueden considerar colisiones
moleculares de dos cuerpos.

En lo que sigue de este capitulo, implementaremos el uso de técnicas de funciones de Green para encontrar
estados metaestables en sistemas realistas. Aqui solo comentaremos brevemente el método empleado, para més
detalles consultar las Secciones A.4 y A.5. En particular, se estudiaran los estados metaestables que resultan
de colisiones elasticas entre diferentes tipos de moléculas o d4tomos, modelandolos con dos potenciales centrales
distintos. El primero de ellos corresponde al potencial de Morse y el segundo al potencial de Lennard-Jones.

Para ilustrar brevemente la metodologia, primero debemos considerar un Hamiltoniano cuyo potencial U
solo depende de la distancia entre los dos cuerpos. Este Hamiltoniano se puede expresar de la forma:

ﬁl,Q = HCM + H,
donde:

1 2

1 2
3Pt Ulirl),

siendo Heyy el Hamiltoniano correspondiente al centro de masa, para el cual M es la masa total y P es el
momento del centro de masa. Por otro lado, el Hamiltoniano H representa el sistema efectivo descrito desde
el centro de masa, donde p es la masa reducida, r es la posicién relativa entre los cuerpos y p el momento
relativo. Luego, colocandonos sobre el centro de masa del sistema, podemos ignorar el Hamiltoniano Her y
concentrarnos en trabajar sobre el Hamiltoniano H , el cual se puede expresar convenientemente en coordenadas
esféricas de la siguiente forma:

~ R (9* 20 L?
p=2 (L 29 2 p
2u <5T2 + 1“5'7’) * 2ur? U,

siendo L es el momento angular orbital y r la distancia entre los cuerpos. En consecuencia, lo que resta es
resolver la ecuacién de autovalores para el operador H:

I:[wn,l,m = En,lﬂ}n,l,nr (220)
Como este Hamiltoniano esta dado en coordenadas esféricas, propondremos el ansatz:
¢n,l,m (Ta 97 ¢) = Yim (07 ¢) Rn,l (T) ’

donde Y, (6, ¢) son los armonicos esféricos y R,,; (r) es una funcién a valores reales que solo dependen de la
coordenada radial. Luego, utilizando la ecuacién de autovalores de los armonicos esféricos, dada por:

LY™(0,6) =1(1+1) Y™ (0,0),

conl € {1,2,3,4,...}, e introduciendo el ansatz propuesto en la Ec. (2.20), se llega a una ecuacion de autovalores
para la componente radial:

I;[RRn,l (T) = En,an,l (T) 5 (221)
siendo el Hamiltoniano dado por:

5 292 20  RI(I+1) .
HR__ﬂﬁ+;5+ﬂT+U(T)

En lo que sigue, aplicamos el cambio de variables:
Un,i (1) =Ry (r),
la ecuacion radial de autovalores, Ec. (2.21), queda de la forma:

ﬁuun,l (7") = En,lUn,l (7”) 5 (222)
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donde el Hamiltoanino radial para la nueva variable queda expresado de la forma conveniente:

donde hemos definido el potencial efectivo Ul(ef ) de 1a forma:

R+

Ul(eff) (r) = T

+U(r). (2.23)
Como se puede observar, el problema de dos cuerpos en tres dimensiones fue reducido a un problema de un
cuerpo unidimensional.

A continuacién, debemos aplicar el método de diferencias finitas sobre la Ec. (2.22), obteniendo el sistema
de ecuaciones:

VoY B v = o, ¥, (2.21)
siendo k, n y [ nimeros enteros y:
unkjl) =t (ka), Ui =U (ka),
1(1+1) h?
B = Uy +2Vy + Vo2 Vo=
P k+2Vo+ Vo 2 0 202’

En particular, necesitamos que el tipo de potenciales centrales decaigan a cero para puntos muy alejados
del centro dispersor, ya que esta propiedad nos permite tomar un punto de corte tal que las energias El(cl) sean
iguales y constantes. De esta forma, el sistema de ecuaciones se encuentra en condiciones de aplicarle el método
de decimacién. En resumen, el procedimiento descrito es capaz de convertir el problema de dos cuerpos en
un sistema abierto modelado por una cadena tight-binding. En el Apéndice A.5 se detalla el procedimiento
mencionado para la construccién del sistema tight-binding, mientras que la puesta en practica del método de

decimacion se especifica en el Apéndice A.2.

2.4.2 Potencial de Morse

La dinamica de un sistema de dos particulas interactuantes esté determinada por la Ec. (2.1), y si el potencial
solo depende de la distancia entre ambas particulas, el problema se puede expresar como un sistema reducido
de un solo cuerpo unidimensional, tal como demostr6 anteriormente. Por lo que solamente debemos analizar la
componente radial y especificar el potencial, el cual en nuestro primer caso corresponde al de Morse:

Ur)=Ug (6720‘(7’7”’) - Qe*a(“”’)) .

Siendo 7 la distancia entre los cuerpos, a es un parametro que controla el «ancho» del potencial y rq es la
distancia donde se ubica el minimo, cuyo valor es —Upy. Entonces, el potencial efectivo, definido en la Ec. (2.23),
esta dado por:

_ R+

Ul () tU o, (e—Qa(r—m _ 26—a<r—ro>) , (2.25)

2u r

Notar que el potencial efectivo depende del niimero cuantico ! asociado al momento angular orbital. Esto va
a producir una modificacion del potencial de Morse efectivo, generando la aparicion de una barrera de potencial
dependiente de [, tal como se ilustra en la Fig. 2.3. Esto es importante, dado que para ciertos [ especificos, donde
existen una barrera, la particula puede entrar o escapar del pozo por efecto tunel. Por lo que, para colisiones a
energias entre el minimo del pozo y el maximo de la barrera del potencial pueden aparecer estados resonantes
con un tiempo de vida finito, aunque tipicamente largo. Estos son los denominados estados metaestables de
colision.
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Potencial efectivo de Morse

Figura 2.3: Potencial efectivo de Morse para distintos valores de [. La escala va decreciendo desde [ = 11, de color rojo,
hasta [ =1 de negro. Las distancias estdn en unidades de 7o y las energias en Up.

Una vez determinado el potencial efectivo del sistema, se procede a aplicar el método de diferencias finitas
para convertir el Hamiltoniano del sistema (de variable continua) en un Hamiltoniano tight-binding con acoples
a primeros vecinos, obteniendo las Ecs. (2.24). A continuacién, dicho Hamiltoniano se decima numéricamente
(ver Apéndice A.2) hasta terminar en un Hamiltoniano efectivo de 2 x 2 con dos sitios con energias efectivas
y acoplamientos efectivos. Uno de los sitios es proximo a rg y el otro estd lo suficientemente alejado como
para considerar constante al potencial efectivo, por lo que la auto-energia en dicho sitio estd dada por la Ec.
(2.11). Finalmente, con el Hamiltoniano efectivo obtenido se calcula la funcion de Green, Ec. (2.2), para analizar
numéricamente la DLEs, los polos® y las TFDCs segtin se clasificaron en la Seccién 2.3.3.

En primer lugar, utilizaremos el potencial de Morse para modelar la interaccién entre la molécula I y
el atomo He. Nos interesa analizar este sistema, ya que se ha estudiado experimentalmente la desactivacion
de moléculas de I» excitadas vibracionalmente por la colisiéon con d4tomos de He en condiciones de alto vacio

[121-123]. Los parametros para el potencial que utilizamos fueron [122]:
a=1,203 A
ro = 4,05 A (2.26)

Uy = 14,94 em™ .

La variaciéon del nimero cuantico ! solo se consider6 en el intervalo entre 1 y 10, dado que para un mayor valor a
10 la forma del potencial es totalmente repulsiva, ver Fig. 2.3. Notar que se esta considerando a la molécula de
Todo como puntual, lo cual, si bien es una aproximacién, se sabe que produce resultados razonables al comparar
con experimentos [122].

Estados localizados y resonantes en el sistema I, — He

Con los parametros de potencial dados en la Ecs. (2.26), buscamos los polos de las funciones de Green en el
sistema Iy — He. Para ello, recurriremos a la clasificacion de los polos descrita en la Seccién 2.3.3, aunque en
este caso solo consideraremos un reservorio. Los autoestados encontrados se pueden observar en la Fig. 2.4.

3 Al buscar los polos de la funcién de Green, sobre todo numéricamente, hay que tener cuidado, ya que los mismos pueden caer en
alguna de las hojas de Riemann que surgen de extender G” (¢) y G* (¢) al plano complejo, € € C, ver Apéndice A.3.
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Autoestados de I, — He

1 [ Umaa: 7
Umi'n
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Figura 2.4: Parte real de los polos de la funciéon de Green del sistema Io — He. Upmaz y Umin representan, para distintos
I, el valor de la barrera del potencial efectiva de Morse, Ec. (2.25) y del minimo del pozo, respectivamente. La barra de
error en los estados resonantes es igual a la magnitud de la parte imaginaria. Notar que el valor de esta tltima es tan
pequeno que no se logra apreciar en el grafico y, segin lo discutido en la Secciéon 2.3.3, esto implicaria tiempos de vida
media muy grandes. Los estados localizados tienen parte imaginaria nula y tiempos de vida media infinita. Notar que su
energia es siempre menor a cero, por lo que el sistema no puede escapar del pozo.

De analizar los resultados se predice que existen estados resonantes solamente para ! = 6 y que para un valor
mayor de [ no se presentan estados de ningun tipo. Esto se debe fundamentalmente a la forma que adquiere el
potencial, ya que para [ = 6 no se admite estados localizados pero si un estado resonante, mientras que para
[ > 6 el potencial toma una forma repulsiva.

Es importante mencionar que es posible contrastar los resultados de mas arriba con experimentos y simulacio-
nes. En particular, la relajacién vibracional del Is por colisiones con 4tomos de He a muy bajas temperaturas ha
sido estudiada tanto experimentalmente (mediante técnicas de fluorescencia resuelta en el tiempo en expansiones
supersonicas [122, 123]) como teoricamente (mediante simulaciones de paquetes de onda [121]). Dichos trabajos
demuestran la presencia de un complejo colisional para el par Iy — He consistente con nuestros resultados.

Para comparar con los experimentos seguiremos la misma linea de razonamiento que la usada en la Ref. [121],
donde se considera que, de acuerdo a las condiciones experimentales, es razonable tomar al momento angular
total J igual a cero. Esto implica, debido a la conservaciéon del momento angular total, que el nimero cuantico
[ de nuestros calculos se puede comparar directamente con el nimero cuantico rotacional del I, denotado por
j- Los experimentos muestran una distribucién no-Boltzmann, casi insensible a la temperatura, de la relajacion
vibracional de I con un gran exceso de la poblacién relativa con j7 = 6. Esto es consistente con nuestros
resultados, ya que la formacion del complejo colisional con | = 6 deberia favorecer el proceso de relajacion
vibracional. En conclusién, el método tedrico desarrollado resulta representativo de la situacién experimental,
aun a pesar de las simplificaciones utilizadas, en particular el despreciar la estructura interna de la molécula de
Is.

Densidad local de estados

En esta subseccion discutiremos un detalle importante que puede causar confusion al analizar las DLEs. Si
se analiza la DLEs, en la zona donde se encuentra el minimo o el maximo local del potencial en funcion de la
energia, lo esperable es encontrar picos méximos cuando la energia coincida con las correspondientes energias
de los estados localizados o resonantes. Sin embargo, al realizar los calculos, si bien se encontraron picos a las
energias de los estados localizados y resonantes, la DLEs no era cero para el resto de las energias, sino que
presentaba un patron oscilante. Esto ultimo se debe a un fenémeno similar al que ocurre por efecto de cercania
de una pared a un punto sobre las densidades locales de estado medidas en dicho punto, lo cual se puede explicar
de la siguiente manera:

e Primero consideremos una particula libre donde:

¢ (r) = e
p = hk
_(nk)®
T
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Aqui, ¥ (r) es la funciéon de onda, r la posicion, k el namero de onda, p el momento, ¢ la energia y p la
masa de la particula.

e Ahora nos pararemos en un punto 7, cercano a una pared, donde la funcién de onda entonces sera
¥ (r,) = e*7» 4+ ae=*"» con a = —1 para qué 1 (0) = 0. Claramente, no todos los estados pueden existir
en la posicién r, ya que para kr, = 2mn, con n € N, existe una interferencia destructivamente sobre
la posicion. Por lo tanto, la densidad local de estados en la posicion 7, debe ser exactamente cero para

energias:
2
551p) — 2 (me) .
KX Tp

Para mostrar este comportamiento calculamos la DLEs en el minimo local, tanto para el potencial de Morse
como para el de una particula libre con una pared infinita en el origen. En la Fig. 2.5 se muestran las DLEs
obtenidas para los estados localizados y resonantes, en ambas situaciones. En estos gréficos, se puede ver que
las DLEs obtenidas coinciden con lo esperado, los picos para valores de energia coincidentes con la parte real de

los polos de la funcién de Green, montados sobre una estructura similar a la esperada para una pared infinita.

DLE de I, — He DLE de I, — He
10 | 10 \
Pared —— Pared ——
8 L Morse i g L Morse i
o s
Lot {1 st f
= A\
3 4 I |
A A
2 | 1 2 - N i
0 ! | ] ! 0 | TS~
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
e/Uoy e/Uo
(a) Caso para [ = 1 (solo hay 1 estado localizado). (b) Caso para I = 6 (solo hay un estado resonante)

Figura 2.5: Densidad local de estados en 7o para I — He.

Dinamica de estados para el complejo I, — He

En esta subsecciéon analizaremos de manera explicita como se relacionan los distintos tipos de polos con las
dinamicas esperadas para paquetes de onda. En particular, se analiz6 la probabilidad de encontrar la funcion
de onda en distintas regiones del espacio en funcién del tiempo (Ec. (2.7)), para diversos valores dé [. Para ello,
se generd un paquete de onda gaussiano v (tg), con una dada distribucion de energia cuyo movimiento se dirige
hacia el origen (momento promedio igual a —hk), y se lo situdé en distintas regiones del espacio r, segin se
quisiera analizar los estados resonantes o los localizados:

2
T—1T9 .
") —ikr

P (to) e_( o (2.27)

Para los estados resonantes se analiz6 el caso con | = 6, donde se compar6 lo que sucede cuando se genera
un paquete de onda gaussiano con energia media igual a la del estado resonante:

(hk)*
Re (5polo) = 2M )
0 con energia media mayor al mismo:
(hk)”
R olo .
e(sp i ) < 2

A partir del analisis de las dindmicas ilustradas en las Figs. 2.6, se puede observar para el caso, donde la
energia media del paquete es igual a la del polo resonante, Fig. 2.6-(a), que parte de la funcién de onda queda

23



Capitulo 2. Dindmica cudntica en sistemas abiertos

atrapada en la region del pozo de potencial. En el segundo caso, Fig. 2.6-(b), como la energia media del paquete
es mucho mayor a la del estado resonante, ninguna componente de la energia del mismo posee la energia del
polo, por tanto, nada quedara atrapado en el pozo de potencial y el paquete colisiona elasticamente.

Dinamica de Iy — He Dinamica de Iy — He
120 160 15 6
& o
120 5 5
= 80 = =10 =
3> E 3 E
S) 80 = = 3%
X 40 2 X5 3
0 2 :
ol [l
0 0 0 0
1 3 5 7 9 1 3 5 7 9
r/To r/To
(a) Caso Re (8polo) = Epaquete = (2122 (b) Caso Re (‘Epolo) < Epaquete = (hQ’L)Z .

Figura 2.6: Dinamica para el sistema I> — He con | = 6 donde éste presenta un estado resonante con energia Epolo- Para
la condicién inicial de la dindmica se usé en la Ec. (2.27) con rp = 3, 0 = 0,5 y k = /2u€paquete /. Las distancias estan
en unidades de 7o, las energias en Uy y el tiempo en h/Up.

En cuanto a los estados localizados, se generé un paquete Gaussiano de baja energia (k = 0) situado en el
centro del pozo de potencial (1, ~ 1) para { = 1 y para [ = 10. La dinamica de estos dos casos se muestran en
las Figs. 2.7.

Dinamica de I — He Dinamica de I — He
120 20 40 20
S 5
167, 30 0L
= 80 = = =
So 12 o So 12 <
S < £20 <
8 = g8 =
Z 40 z X 2
42 10 -
ol ol
0 0 0 E 0
1 3 5 7 9 1 3 5 7 9
r/To r/To

(a) Caso I = 0 (un estado localizado). (b) Caso l = 10 (potencial practicamente repulsivo).

Figura 2.7: Dindamica para el sistema I — He para l = 1 y [ = 10. Para la condicién inicial de la dindmica se us6 en la
Ec. (2.27) con rp, =1, 0, = 0,1 y k = 0. Las distancias estan en unidades de 79, las energias en Uy y el tiempo en /i/Uy.

Como era de esperarse, para [ = 10 el paquete de onda presenta una probabilidad de permanencia baja
cerca del pozo, dado que el potencial tiene una forma totalmente repulsiva. En cambio, para [ = 1, se puede
observar como parte del paquete desaparece, ya que posee una energia mas alta que el pozo, pero una porcion
considerable, la que tiene energia mas baja que el pozo, queda localizada at infinitum en la regién del pozo.
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Autoestados de Cgg — Cgo
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Figura 2.8: Polos de las funciones de Green para los sistemas Cgg — Cgo, C — O y He — C’g{). Todas estas

interacciones fueron modeladas por el potencial de Lennard-Jones usando la Tab. 2.1. Las energias estan en
unidades de Uj.

2.4.3 Potencial de Lennard-Jones

En esta subseccién se analizaréan los polos de distintos sistemas, descritos por potenciales de tipo Lennard-
Jones, tratando de encontrar otros ejemplos que presenten estados metaestables colisionales.
El potencial de Lennard-Jones puede escribirse de la forma:

o= ((2)"-2(2)°)

donde Uj es la profundidad del pozo del potencial y 7 es la distancia en la cual se sitia el minimo —Uj. Por lo
que, el potencial efectivo queda expresado de la formas:

Ul<eff>(r)ﬁQl(ngl)+UO<<7;?)122(m)s)

20 r r

A continuacion, analizaremos los polos modelando la interaccion entre las moléculas con el potencial efectivo
de Lennard-Jones, el cual tiene comportamiento comparable al de Morse, incluso en la dependencia con respecto
al namero cuantico [. Estos potenciales divergen en el origen y tiene un minimo local seguido de un méximo
local similar al caso del potencial de Morse, Fig. 2.3, lo que nos permite determinar los polos localizados y
resonantes dentro del intervalo U,,;n ¥ Umnaz, tal como se realizo para el sistema I — He.

Para este potencial se analizaron los autoestados, DLEs y la dindmica de los estados resonantes y localizados
de tres sistemas diferentes: dos fulerenos (Cgo—Cgp), fulereno con He (He—C¢;) y monéxido de Carbono (C—O).
Los parametros utilizados para cada uno de estos casos se exponen en la Tab. 2.1, ver Refs. [110, |

Los polos encontrados para estos sistemas se muestran en las Figs. 2.8. En todos estos sistemas se han
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| Sistema | Uo (J) EYEN) ‘

Cso — Ceo | 4,58 x 10—22 3,89 + 2r¢,,

He—Cg, | 2,15 x 1072 | 3,07 + ¢y,
C—0 |1,38x10 2 3,76

Cuadro 2.1: Parametros del potencial de Lennard-jones para distintos sistemas, donde r¢,, = 5,09 A.

encontrado estados resonantes (resonancias de colision). Sin embargo, lamentablemente no se han encontrado
para estas moléculas en la literatura experimentos relacionados con sus resonancias colisionales o estados meta-
estables de colisién. Aun asi, es interesante para una futura investigacion constatar si lo predicho teéricamente
se corresponde con lo experimental. Particularmente interesante resulta el caso del C'O. En este caso, los es-
tados metaestables encontrados deberian aumentar la probabilidad de formacién de la molécula al aumentar
la probabilidad de colisién con un tercer cuerpo que se lleve el exceso de energia y de esa forma estabilice al
CO. Por lo tanto, nuestros resultados podrian tener gran relevancia en el estudio del mecanismo de reaccion de
formacion de esta importante molécula. Ademéas de los sistemas mostrados aqui, se estudiaron otros sistemas
(H2 y N») también descritos por potenciales de Lennard-Jones, pero en ninguno de ellos se encontraron estados
metaestables.

La DLEs y la dinamica de los tres ejemplos discutimos mas arriba resultan muy similares a lo ya discutido
en la subseccion 9. Por ese motivo, en lo que sigue solo analizaremos el caso particular Cgg — Cygo-

Densidad local de estados para Cgg — Cgg

A continuacion, analizaremos la DLEs del complejo Cgg — Cgo modelando la interaccién entre las moléculas
con el potencial efectivo de Lennard-Jones, el cual recordemos tiene comportamiento similar al potencial efectivo
de Morse. Aqui implementaremos el mismo procedimiento de la Seccién 9, parandonos en el sitio r = rg y
comparando los resultados con los de una particula libre que colisiona contra una pared.

DLE de 060 — 060 DLE de CGO — 060
6 ‘ 10 \
Pared —— Pared ——
Lennard-Jones 8 Lennard-Jones i
T I T,
= = |
E 2 L i E 4 I
A A
2 MMMMM
0 J 0
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
e/Uo e/Uo
(a) Casol =1. (b) Caso | = 38.

Figura 2.9: Densidad local de estados para Csp — Cso bajo un potencial de Lennard-Jones (azul) calculada en r = 7o
paral =1y [l = 38. En el caso para el cual [ = 1, el sistema presenta varios estados localizados, mientras que para [ = 38
presenta un dnico estado resonante. En rojo se muestran las DLEs para un potencial de pared como el descrito en la
Seccion 9. Todas las distancias estan en unidades de 1 y las energias en Up.

En la Fig. 2.9 se ilustran dos casos. El primero de ellos corresponde a [ = 1, mientras que la segunda es para
I = 30. Aqui se puede observar que los niimeros cuanticos [ pueden alcanzar valores considerablemente grandes,
debido a la masa del Cgg. En ambos casos se manifiestan efectos de tipo «pared» similares a lo observado en el
sistema I — He.

Dinamica de estados para Cgy — Cgg

La dindmica del sistema Cgg — Cg se realizo bajo el mismo procedimiento realizado en la Secciéon 9 y también
supondremos que el estado inicial estara dado por la Ec. (2.27). En la Fig. 2.10-(a) se ilustra la dindmica para
un estado localizado, donde se ha tomado I = 1. Nétese que en este caso, bajo un comportamiento analogo
al ilustrado en la Fig. 2.7-(b), la particula queda localizada dentro del pozo. Por otro lado, para un nimero
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cuantico | = 50 el sistema presenta un choque completamente eléstico, tal como se muestra en la Fig. 2.10-(b).
Por altimo, el estado resonante (que aparece para | = 30) se expone en la Fig. 2.10-(c). Al igual que antes, se
puede observar que la particula tiene una probabilidad importante de quedar atrapada en el pozo por un tiempo
relativamente grande.

Dinamica de 060 — 060 Dinamica de 060 — 060
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Figura 2.10: Dinamica de estados localizados y resonantes para Cgso — Cso. (a) Para | = 1 se observa un estado localizado
en el sistema. Para esta dinamica se utiliz6 como condicion inicial un paquete descrito por la Ec. (2.27) con r, = 1,
or = 0,1 y k = 0. (b) La condiciéon ! = 50 implica que el potencial es repulsivo y no hay ni estados localizados ni
resonantes. Para la condicion inicial de la dindmica se usé rp, = 1, 0 = 0,1 y k = 0. (¢) En la tltima condicién, dada
por | = 38, el sistema presenta un estado resonante a una energia €,01,. Para la condicién inicial de la dinamica se us6
rp =10, 0 = 1y k = \/211€po10/h. Todas las distancias estan en unidades de ro, las energias en U y el tiempo en h/Uy.

2.5 Conclusiones

A lo largo de este capitulo hemos mostrado como usar funciones de Green para analizar la dinamica de
sistemas cuanticos abiertos en general. Por otro lado, hemos extendido el método para encontrar estados meta-
estables en complejos colisionales de dos cuerpos. Parte de la importancia de esto radica en que, por primera
vez, se ha logrado describir estados metaestables para sistemas reales utilizando el formalismo de funciones de
Green*. Ademaés, se logr6 validar el método para el complejo colisional de I, — He, mostrando que lo predicho
tedricamente representa correctamente lo obtenido en condiciones experimentales a bajas temperaturas.

Un aspecto interesante de la metodologia utilizada, es que los calculos son por mucho menos costosos que
los involucrados en dindmicas cudnticas explicitas, como las utilizadas, por ejemplo, en la Ref. [121]. Por lo
tanto, resulta especialmente til para buscar nuevos sistemas candidatos a poseer resonancias colisionales. En

4 Hasta el momento dicho formalismo solo habia sido usado en sistemas modelos, muy especificos [116, , |. En la Ref. [120]
se usa un método alternativo basado en matrices de dispersion para encontrar estados localizados, resonantes o virtuales, pero
también acé el método se aplica a un sistema modelo muy simple.
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este sentido, se aproveché esta ventaja para estudiar otros sistemas colisionales, encontrandose en algunos de
ellos estados metaestables. Esto podria tener un rol relevante en el mecanismo de formaciéon de los mismos y
en los procesos que dependan del tiempo de permanencia del complejo, como la transferencia de energia. Es
importante mencionar que los ejemplos mostrados son solo representativos y que seria directo utilizar el mismo
procedimiento para encontrar estados colisionales metaestables en cualquier sistema de dos cuerpos, siempre
y cuando se conozca el potencial intermolecular, que no necesariamente debe ser Lennard-Jones o Morse. De
hecho, no resultaria dificil la extensién del método a procesos colisionales con varios canales de salida. Caso
interesante a estudiar en un futuro.
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Capitulo 3

Fuerzas inducidas por corrientes en
sistemas de una resonancia simple

En este capitulo introduciremos las fuerzas inducidas por corrientes (FICs) en el formalismo de las
funciones de Green de no equilibrio (FGNEs), cuyos resultados conocidos son dados en la expansion
adiabdtica hasta primer orden. Analizamos las fuerzas adiabdticas, descomponiéndola en un término
de equilibrio y otra contribucion de no equilibrio. También ofrecemos una expresion para el trabajo
realizado por ciclo de la fuerza adiabdtica. Con respecto al coeficiente de rozamiento electrénico, ana-
lizamos su comportamiento a bajas temperaturas. Todos estos resultados son implementados analitica
y numéricamente al modelo minimo de un punto cudntico conectado a dos reservorios desarrollado
en el capitulo anterior.

3.1 Introduccion

Actualmente, se sabe que las corrientes eléctricas pueden inducir fuerzas mecanicas en dispositivos de tama-
nos nanométricos. Tales fuerzas inducidas por corrientes (FICs) [142-147] han atrapado la atencion en diferentes
areas de la fisica de la materia condensada, incluyendo nanoelectromecénica [17, 48, 72, 74, -150], electromi-
gracion [151, |, cables moleculares y nanojunturas [4, -161], el desarrollo de nanodispositivos impulsados
por corrientes [108, 162-166] y la termodinamica cuéntica [112-114, 167-170]. Las FICs también podrian jugar un
rol importante en la compresion y desarrollo de los motores Brownianos moleculares [171-173]. Entre los ejem-
plos mas interesantes estan aquellos en los que las fuerzas no son conservativas. Estos tipos de fuerzas pueden
resultar en fenémenos tales como enfriamiento, calentamiento o amplificacion de movimientos mecanicos [47,

, , ]. Asimismo, también son la base de interesantes propuestas como motores cuanticos adiabaticos
[163]. La descripciéon més simplificada de un motor cuantico consiste en un sistema conectado a reservorios,
donde una corriente de particulas cuanticas impulsa algunos grados de libertad mecéanicos. Esto es al revés de lo
que sucede en una bomba cuantica, donde la manipulacion de los parametros del Hamiltoniano (la cual puede
realizarse mediante una manipulaciéon mecanica o eléctrica externa) induce una corriente [107, , , ,

, , |. Comprender las reglas que dictan la interaccion entre la dindmica electronica y los grados de
libertad mecéanicos es crucial para un diseno 6ptimo de dispositivos electromecanicos e incluso puede contribuir
a la aparicion de dispositivos con nuevas caracteristicas.

Aparte de las potenciales aplicaciones, el tipo de dispositivos discutido anteriormente puede resultar par-
ticularmente atractivo desde el punto de vista tedrico. Esto se debe a que los motores cuanticos, las bombas
cuanticas y algunos dispositivos nanoelectromecanicos pueden interpretarse como manifestaciones macrosco-
picas del comportamiento cuantico. Por lo tanto, estos sistemas pueden proporcionar una plataforma para el
estudio de la transicion entre el mundo clasico y el cuantico, tanto desde un punto de vista dindmico [143,

|, como de una perspectiva termodinamica [112, , , |. Ademaés, el Hamiltoniano efectivo de los
sistemas cuanticos abiertos resulta ser no-Hermitico, lo que agrega riqueza extra al problema. Por ejemplo, la
no-Hermiticidad puede afectar la dindmica de los electrones de manera no trivial debido al cambio de algunos
parametros, especialmente cerca de las llamadas transiciones de fase dindmica en sistemas cuénticos (TFDCs)
[ ) ’ - ]

En este trabajo realizamos un estudio en profundidad de las FICs y el tensor de friccién electrénico para
distintos tipos de nanodispositivos capaces de ser descritos como un sistema con un solo nivel energia relevante
conectado a dos reservorios, modelo Hamiltoniano muy comin en el transporte cuantico [18, , |, ver
Fig. 2.1. La principal motivacién detris de esta propuesta es encontrar las condiciones generales que resulten
en una mejora del rendimiento en diferentes dispositivos nanoelectromecénicos y méquinas cuanticas. Ademas,
dado que las FICs pueden conducir a fallas mecéanicas de dispositivos conductores tales como nanohilos, el
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analisis desarrollado también puede contribuir a una mejor comprensién de las circunstancias que aumentan las
posibilidades de tales fallas.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la Seccién ?7 discutiremos los principales aspectos
teodricos, estos incluyen una breve introduccion a las FICs. En la Seccion 3.4 presentaremos los resultados
obtenidos y en la Seccion 3.5 destacaremos los principales hallazgos, discutiendo su importancia.

Para evitar abrumar a los lectores con las derivaciones de expresiones analiticas, pondremos todos los co-
mentarios no esenciales y los detalles matematicos en los Apéndices B.1, B.3, B.2, B.6, B.5, B.4, B.7 y B.8.
También incluiremos, en el Apéndice B.9, un ejemplo de como aplicar nuestros resultados a sistemas fisicos
concretos.

3.2 Corriente de cargas

Consideremos un sistema tipico de trasporte cuéntico, tal como se describié en la Secciéon 1.2. El mismo esté
constituido por un sistema local, determinado por el Hamiltoniano H s, v una cantidad Ng de reservorios, los
cuales cada uno de ellos tienen el Hamiltonianos f[a, que se encuentran conectados al sistema local mediante el
Hamiltoniano de iteracién V. Por lo que el Hamiltoniano electrénico total del sistema esta dado por:

Ngr Ngr
H=Y Ho+Hs+ ) Va, (3.1)
a=1 a=1
y cada uno de estos Hamiltonianos se pueden expresar en términos de operadores en la segunda cuantizacion:

0

) 72: T

ch - €akCppCak
k=1

N N
Hg =) "> hyydfd, (3.2)

l=1s=1
oo oo

Va :ZZ (Vakmclkdm + Vakmdjncak) ’
k=1m=1

donde:

° ch es el operador creacion de un fermion en el reservorio a y ¢k €s el operador aniquilaciéon de un fermion
dentro del mismo reservorio.

° le es el operador creacién de un fermién en el sistema aislado y d; es el operador aniquilacion de un
fermion dentro del sistema aislado.

Ademas, supondremos que el sistema local depende de un conjunto de grados de libertar clasicos, represen-
tados por las coordenadas {X, : 1 <v < N}.
Definido el sistema, la corriente de particulas por el reservorio a con la carga —e se puede escribir como:

Io(t) = —e <Na (t)> , (3.3)

siendo N, (t) el operador que determina el namero de particulas que atraviesan el reservorio @ por unidad de
tiempo.

3.2.1 Corriente de particulas en el formalismo de Keldysh

Conectados los reservorios al sistema local, luego de un tiempo prologado, las corrientes de cargas en el
formalismo de Schwinger-Keldysh dada por la Ec. (3.3), usando las funciones de Green de no equilibrio, se
expresa como una expansion en serie de la forma:

_5¢ — 1 i\ 7 N7 N < N A< Nsa
Ia(t)—ZENZ::OﬁRe (—2h) /tr{aTg (T,e)OVES (T,e) + ONG< (T,e) VS (T,e)Vde b (3.4)

Esta ultima expansion se denomina adiabdtica, pues fue realizada suponiendo que la velocidad con la que se
modifican las coordenadas mecénicas X, son mucho menores a las velocidades de las cargas, tanto en el sistema
como en los reservorios. En la misma, G" (T, ¢) es la funcion de Green retardada siendo € la energia y T el
tiempo medido. Por otro lado, G< (¢,7T) es la funcién de Green menor. Cabe destacar que este operador de
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Green, al igual que el operador de Green retardado, se obtiene de aplicar la transformada de Weyl-Wigner a la
funcién de Green menor dependiente de dos tiempos [18, |:

G< (x,t,x',¢') = % W () (x,0)) (3.5)

donde t es el tiempo inicial en la posicién inicial x’ de una particula y ¢ es el tiempo final ¢ en la posicion final
x de la misma, para la cual ¥ (x,t) es el operador de campo asociado a la particula. Esta funcion de Green
generaliza la matriz densidad y se llama el propagador de la particula. Ademas de la funcion de Green menor,
también se define la funcién de Green mayor:

G< (x,t,x',t') = % <’(/J (x,1) T (%, t/)> . (3.6)

Usualmente, G< se la denomina propagador de agujeros, ya que el orden de los operadores de creacion
y aniquilacion estan invertidos. Ambas funciones de Green estan directamente vinculadas a los observables y
propiedades cinéticas, como densidades y corrientes de particulas [15, 18]. Una notacion mas cuidada requiere
distinguir las funciones de Green solamente dependientes del tiempo, Ecs. (3.5) y (3.6), de las dependientes del
tiempo y las energias. Sin embargo, por el momento utilizaré la notaciéon mencionada que corresponde a la de
mayor difusion en el area de transporte cuantico.

En escenarios complejos como el tratado aqui, donde los Hamiltonianos dependen del tiempo via la variacion
lenta de algunos parametros, la funciéon G< se puede calcular recurriendo a una expansion adiabatica en funcion
de los pardmetros dependientes del tiempo [15, 18], ademas de la ya introducida por las corrientes de cargas.
Entonces, la expansion de G< (¢, 7T) hasta el primer orden esta dada por [112]:

. N
G<(,T) ~ G~ + % > [(0-G%)A,G* — G"A, (0.G7) + (0.G") A,G= — GTA, (0-G")] X,,, (3.7)

v=1
donde G< es la funcion de Green menor adiabatica, dada por:
G< =G'¥<G*, (3.8)

siendo G” y G son los operadores de Green retardados y avanzadas respectivamente, las cuales corresponden
al término de orden cero en la expansion adiabatica. De igual manera, el operador de Green retardado hasta el
primer orden es [142]:
L M
r r ih r r r Y
G'(T.e) G+ 5 > {9.G"A,G" - G"A,0.G"} X, (3.9)
v=1
Tanto para el operador de Green menor como para el avanzado se distingue el término A, el cual estd dado
por:

 OHg

Al/ - )
0X,

siendo Hg la representacién matricial del operador Hyg dado en la Ec. (3.2). Tal como se defini6 dicho operador,
los elementos de matriz estan dados por los términos h;;, lo que nos permite expresar a la matriz Hg como:

HS:{thlglgN&lS]SNs}

Ademas, < es la auto-energia menor:

Ngr
$<=2 Y fala. (3.10)
a=1

Esta ultima contiene la informacién de los reservorios acoplados al sistema aislado, para la cual f, es
la funcién distribucién de Fermi-Dirac del reservorio o con el potencial quimico u, y la temperatura T,,. Las
funciones I, son las partes imaginarias de las auto-energias de los reservorios, y describen la tasa de escape de la
region del contacto en unidades de fi. Por otro lado, la derivacion de la Ec. (3.7) fue realizada suponiendo que las
auto-energias X<, X" y X% no dependen de las coordenadas X,. Esto significa que solo describiremos sistemas
donde, tanto las propiedades de los reservorios (temperatura y potencial quimico) como su acoplamiento al
sistema, no dependen de la coordenada. Este tltimo punto no es tan problemético, ya que, de existir acoples que
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cambien con la coordenada, los mismos se pueden incorporar como parte de lo que definimos como sistema local,
en consecuencia, los nuevos acoples seran independientes de X,,. Una dependencia explicita de las temperaturas
y los potenciales quimicos con el tiempo, en principio, también puede ser incorporada al formalismo, pero las
ecuaciones resultaran mucho més complicadas.

Finalmente, introduciendo las aproximaciones de las funciones de Green menor y retardada de las Ecs. (3.7)
y (3.9), dentro de la corriente de carga (Ec. (3.4)) tomando solamente los términos a primer orden, se tiene que:

L) =IY )+ 10 (¢)

a . . L. P . .
donde I((), ) (t) corresponde a la corriente adiabatica de no equilibrio causado por un desbalance de las ocupaciones
entre los reservorios. Esta contribucion de la corriente de carga corresponde a la formula de Landauer:

Ngr
19— 35 [ s (06706 (1 6) - o)
p=1

Por otro lado, el término b (t) es la primera correccion a la corriente adiabética, que contiene una contribucion
debido al desequilibrio entre los reservorios y también contiene una corriente debido al bombeo cuéantico [107,
, |, que aparecen cuando se hacen variar las coordenadas mecanicas X,.

3.3 Fuerzas Inducidas por Corrientes

Cuando una corriente de particulas cudnticas se acopla a un dispositivo mecanico mesoscépico, la dinamica
clasica de la parte mecanica puede ser descrita por una ecuacion efectiva de Langevin [142, |:

. oU
MY, + g = Fot b ve{l,...,N}. (3.11)

El lado izquierdo de la ecuacién efectiva de Langevin tiene los términos correspondientes a los grados de
libertad clasicos, donde las coordenadas {X, : 1 < v < N} estan asociadas con masas M, y aTU es la compo-
nente de una fuerza externa arbitraria generada por el potencial externo U. Los términos del lado derecho de
la Ec. (3.11) corresponden a las FICs, o las fuerzas que surgen de la interacciéon entre el dispositivo mecanico y
las particulas cuanticas (en nuestro caso son electrones). El término £, describe las fluctuaciones cuanticas de

las FICs en la descripcion de la dindmica de Langevin, mientras que JF,, es el valor medio del operador fuerza

asociado a la coordenada X, :
OH
Fo={(- . 3.12
(%) a1y

A continuacién, utilizaremos la condicién mencionada anteriormente, la cual que dicta que sistema aislado
Hg depende de las coordenadas mecanicas {X,}, y que los reservorios no dependen de dichas coordenadas.

3.3.1 Fuerzas Inducidas por Corrientes en el formalismo de Keldysh

Trabajando en el formalismo de Schwinger-Keldysh con la expresion de la fuerza dada por la Ec. (3.12)
y el Hamiltoniano del sistema abierto dado por la Ec. (3.1), se obtiene el valor medio del operador fuerza en
términos de las funciones de Green':

1
.Fl/ (T) = T tr {_Ayg< (E,T)} de. (3.13)
i
Al igual que en el caso de las corrientes, tratar directamente sobre las fuerzas es un problema dificil de abordar.
Por lo tanto, tal como se propuso para las corrientes de particulas, podemos introducir la aproximacion adiabatica
a primer orden de la funcién de Green menor dada por la Ec. (3.7). Esto nos permite escribir la componente de
la fuerza F, de la forma:

N
Fl/ = Fu* Z "Yl/y’Xl// (314)
/=1

1 En la notacion, se distinguira entre los operadores generales y las matrices. Aunque a fines practicos utilizaremos preferentemente
matrices para los calculos y la notaciéon de operadores generales para describir el formalismo.
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donde la fuerza adiabatica F), esta dada por:

Fo=— [ {A,G)de (3.15)

2mi

Aqui, los términos 7y,,, son las componentes del tensor «y de la fricciéon electronica. Los elementos diagonales
de v determinan la disipacién de energia mecénica, mientras que los componentes no diagonales son términos
Lorentz, que permiten la transferencia de energia entre modos. Este tensor se puede descomponer linealmente
en una suma de un término simétrico y otro antisimétrico:

You' = Vot + Vs (3.16)

cuyas contribuciones estdn definidas de la forma:

s Yov! +,YI//V
’Yl/l/, - 2
’y r— ’y ’
’Y,',ll,/ _ v 5 vy )

La componente antisimétrica es finita solo para bias (diferencias de potencial quimico) diferente de cero
entre los reservorios, o gradientes de temperatura distintos de cero. De esta forma, para condiciones cerca del
equilibrio, solo la contribucion simétrica del tensor de friccion electronico se debe tener en cuenta.

3.3.2 Expansiéon de las FICs

En esta seccion, estamos interesados solo en los 6rdenes principales de la expansion de la fuerza F, en
términos de diferentes fuentes de no-equilibrio, las cuales incluyen diferencias de potencial (§u # 0), diferencias
de temperaturas (67 # 0), y el movimiento de los parametros (X, # 0).

Primero, considero la descomposicion de la fuerza adiabatica dada por la Ec. (3.15), la cual se puede expresar
linealmente como una suma de un término de equilibrio F5? y otro término de no equilibrio F*¢:

F, = F 4 Fred,

para la cual, la contribucién de equilibrio FS? es conservativa y, por lo tanto, se puede escribir como el gradiente
de una energia potencial U®?, tal que:

U
X,

Fel = conve{l,...,N}. (3.17)

El potencial de equilibrio se puede expresar como (ver Apéndice B.1):

U = 2%” Z fo(e)In (m) de, (3.18)

donde fj es la funcion de distribucion de equilibrio de Fermi-Dirac determinada por pg y 1o, el potencial quimico
y la temperatura de equilibrio, respectivamente.

Por otro lado, el término de no equilibrio de la fuerza adiabatica se puede expandir en serie en término
de los potenciales quimicos y las temperaturas. A pequetios voltajes y gradientes de temperatura, los primeros
términos de la expansion estan dados por:

Ofhey-

€q

Ngr
OF,
5T+ E Y
a=1 aﬂa

En el limite de bajas temperaturas (ver apéndice B.2) esta expresion queda:

Ngr Nr
ne 1 r a m 0 GrraGa 5T0‘
Fred ~ = Z tr{—A, (G'T,G )}\Ezuo Opte, — 3 (kBTo)Z Z tr {A,,(ag)} T
a=1 a=1 e '
donde:
5Ta =T,—-Ty
Ofhe = o — Mo,
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y la expresion es valida para:
0T, < Ty.

Hasta aqui, solamente hemos analizado el término adiabatico de la expansion en serie de las FICs a primer
orden dada por la Ec. (3.14), los que resta es analizar el término de rozamiento. Sin embargo, como consi-
deraremos al sistema en una condiciéon perturbada levemente con respecto al estado de equilibrio, solamente
consideraremos la contribuciéon simétrica de equilibrio 2, por lo que tomaremos:

Vort = Vo
entonces:
e 1
"= / tr {(AvGS Ay + Ay GEA,) 0.G2, ) de, (3.19)

donde Ge<q es la funcién de Green menor de equilibrio, mientras que G€>q es la funcion de Green mayor de
equilibrio. Ambas se expresan de la forma (consultar el Apéndice B.1):

G5, =ifoA
G2, =—i(l- fo)A,

siendo A la funcién espectral, determinada por:
A=i(G"-G").

La Ec. (3.19) puede reescribirse de la forma simple (ver Apéndice B.3):

h ( dfo

eq _ v
T = de

g ) tr {A,LAA, A} de, (3.20)

Esta ultima expresiéon nos manifiesta que solo los estados con energias cercanas a la energia de Fermi
contribuyen al tensor de rozamiento electréonico de equilibrio. Estos estados también son responsables de la
corriente eléctrica [128] y la contribucién de no-equilibrio de las FICs, tal como veremos mas adelante. Por lo
tanto, la Ec. (3.20) manifiesta una conexion fisica fundamental entre ambas cantidades. En el limite de bajas
temperaturas, la Ec. (3.20) se expresa de la forma:

h
lim ~7, = y tr {A,AA, A} (3.21)

kpTo—0*t e=Ho

Las fuerzas estocasticas, en la Ec. (3.11), puede ser obtenida usando la Ec. (3.21) y la relacion de fluctuacion-
disipacion [142], dada por:

Dy =2k Ty,

donde kp es la constante de Boltzmann y se asume que las fuerzas estocésticas estan descritas por las correla-
ciones:

(€ ()& (1)) = Dyl o (t—1')

3.3.3 Trabajo realizado por las fuerzas adiabaticas

Uno de nuestros principales objetivos es estudiar las condiciones generales que maximizan el rendimiento
de diferentes dispositivos nanoelectromecanicos y maquinas cuanticas. En este sentido, una de las magnitudes
centrales a evaluar es el trabajo W realizado por las FICs durante movimientos ciclicos. Si se esta tratando con
sistemas que solo requieren tres parametros® para describir el movimiento de dichos dispositivos, entonces es de

2 Notar que v necesariamente involucra §u # 0 y, por lo tanto, es una contribucién a, por lo menos, segundo orden en la expansiéon
en (6;1, oT, X).
3 A fines practicos, nuestro analisis sera realizado solamente considerando tres variables mecanicas, aunque el sistema puede tener

muchas mas. En el caso de tener mas de tres variables mecanicas, el analisis sugerido es tomar solamente tres variables y fijar las
restantes. Un anéalisis mas cuidadoso involucra estudiar el Teorema de Stokes-Cartan para variedades diferenciales N dimensionales

[174].
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gran utilidad escribir el trabajo utilizando el Teorema de Kelvin-Stokes:

W= /?-d? = (v x 1—5) dS, (3.22)

donde ? es el vector de las variables mecéanicas, ? es el valor de expectacion de las FICs?, C es una curva
cerrada sobre la cual se mueven los parametros ciclicos y S es la superficie encerrada por dicha curva. Las
componentes del rotor de las FICs se pueden escribir de la forma:

3 3
(V X ?)p :ZZ ero,F, con p € {1,2,3}, (3.23)

p=1lvr=1

donde €”* es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita. Notese que el rotor de la fuerza representa el
trabajo por unidad de area, el cual esta determinada por las variables mecanicas.

Para el calculo del trabajo de la FICs solamente consideraremos el término adiabatico, dado por la Ec.
(3.15), y nos concentraremos en su correspondiente rotor, descrito por la Ec. (3.23). En este caso, se tiene que
(ver Apéndice B.4):

(v x ?)p - Zim 7 tr { (ii ePWHW> G<} de, (3.24)

p=1lv=1
donde:
M, =A,G A, + A,G°A,,.

Es importante observar que la fuerza de equilibrio esta dada por el gradiente de un potencial, tal como dicta
la Ec. (3.17). Por lo tanto, como la fuerza adiabética esta dada por la suma de un término de equilibrio y otro
de no-equilibrio, la contribucién al trabajo mecanico solamente sera de este ultimo. Por lo que el analisis de las
fuerzas de no-equilibrio lo realizaremos a través del trabajo.

Finalmente, por la definicién de las FICs, se tiene que las mismas dependen estrictamente de las variables
mecénicas elegidas. A pesar de ello, el trabajo definido en la Ec. (3.22) es independiente de dicha eleccion de las
variables, lo cual sera cierto siempre y cuando la curva de los parametros C' permanezca inalterada (consultar
el Apéndice B.5).

3.3.4 FICs en nuestro modelo Hamiltoniano

A continuacion, aplicaremos los resultados obtenidos para la fuerza adiabéatica de equilibrio, el tensor de
rozamiento simétrico de equilibrio y el trabajo realizado por la fuerza adiabatica. Para ello, utilizaremos el
modelo tight—-binding descrito en la Secciéon 2.3.2, el cual describe un punto cudntico conectado a dos reservorios.

Para el analisis de las fuerzas, especialmente para las fuerzas de equilibrio, es crucial tener una ocupacion
bien definida del sistema, no solo para los estados resonantes, sino también para estados localizados o incluso
cuando se tiene qué Vi, = Vg = 0. Como se discutioé en la Seccion 2.3.3, cuando el sistema se encuentra en
un estado localizado, los polos de la funcién de Green G", o equivalentemente las auto-energias de H.f¢, son
reales y se sittian fuera de la banda. Esto significa que las componentes imaginarias de las auto-energfas I' son
nulas. Lo mismo sucede para Vi, = Vi = 0. Esta situaciéon conduce a la condicién no fisica para la cual los
estados localizados no contribuyen a las fuerzas, o peor aun, que los sistemas aislados no presentan fuerzas en
absoluto. Para resolver este problema, agregamos el tercer reservorio al modelo, el cual estd determinado por la
auto-energfa X} descrita en la Ec. (2.14). Asumiremos que su ocupacion esté dada por la funcién de distribucion
de equilibrio de Fermi-Dirac, determinada por:

fR‘f’fL.

fo =122

Finalmente, tomaremos el limite I';, — 0 para este tercer reservorio.

Dado el Hamiltoniano de la Ec. (2.12) y las definiciones de las funciones de Green adiabaticas G", G* y
G <, descritas por las Ecs. (2.4), (2.5) y (3.8), podemos expresar las funciones de Green mediante expresiones
analiticas simples, las cuales se detallan en el Apéndice B.6. Como puede verse en las expresiones del Apéndice
B.6, el tercer reservorio no afecta a los calculos de las ocupaciones dentro de la banda, siempre que I', sea lo

4 La notacion utilizada para los valores de expectacion de las FICs se debe a la necesidad de distinguir dichas magnitudes de los
operadores.
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suficientemente pequeno.

Por otro lado, la utilizacién de este reservorio ficticio permite el célculo de la funcién de Green de equilibrio
G~y, por lo tanto, de las fuerzas de equilibrio, para cualquier condicién. Entonces, todos los estados ocupados,
independientemente de si estan dentro o fuera de la banda, contribuyen a las fuerzas de equilibrio. Un punto
importante a destacar es la contribucion de no equilibrio de G<, y por consiguiente también de F'®?, siempre
es nula para estados fuera de la banda (estados localizados), o para la condicion Vi, = Vi = 0. Esto tendra
importantes consecuencias al estudiar la maximizacion del rotor en el cilculo de las fuerzas.

Segun la Ec. (3.13), los elementos del Hamiltoniano electrénico dependen explicitamente de la forma funcional
de los grados de libertad mecanicos, conduciendo a la necesidad de precisar el sistema fisico particular que se
desea analizar. Como las fuerzas se determinan a través del Hamiltoniano, también es importante establecer
el sistema. Por lo tanto, para ganar generalidad, tomamos como variables «mecénicas» a los parametros del
Hamiltoniano tight-binding X, € {Ey4, Vg, V1 }. Utilizando estas variables, las fuerzas adiabéticas F, quedan
adimensionales (ver Apéndice B.5). Luego, conocida la dependencia de variables fisicas g,, con respecto a los
parametros del Hamiltoniano X, las fuerzas adiabaticas se pueden evaluar facilmente mediante la férmula:

F.(7)= >, F (7) X, (3.25)

X, €{Eq4,Vr,VL} 0.

Por lo tanto, el uso de nuestra atipica eleccién de variables «mecanicas» en la Ec. (3.24) proporciona una
herramienta 1til para analizar de manera general el desempeno de dispositivos nanoelectromecanicos o maquinas
cuanticas sin tener que especificar los detalles de su implementacion fisica.

3.4 Resultados

En lo que resta, aplicaremos las formulas analiticas obtenidas para las fuerzas adiabaticas de equilibrio, el
trabajo realizado por las fuerzas adiabéaticas y el tensor de rozamiento simétrico de equilibrio al modelo de un
punto cuéntico conectado a dos reservorios, representado por el Hamiltoniano tight-binding propuesto en la
Seccion 3.3.4. Ademés, para el analisis dinamico, se usaran las TFDCs descritas en la Seccién 2.3.3.

3.4.1 Potencial de equilibrio

Usando la Ec. (3.18) junto a las expresiones de las funciones de Green G” y G* enunciadas en el Apéndice
B.6, hemos calculado el potencial de equilibrio para el sistema propuesto:

Ued = % / fole,er)In(g (€, eq,v)) de, (3.26)

donde:

det (G") (6 — 2 (6))2 [e — €q — ey — VPX (e)}

€,€4,V) = = . 3.27
9(€ a,v) det (G2) (e —xr5 (e))? [ — €q + iey — v*E] (€)] (3.27)
Aqui, se aplicaron las propiedades de las funciones de Green y del determinante:
det (G") = 1
~ det (eI — Heysr (2))
1
det (G%) = " ,
det (51 —Hl (6))
y ademas se utilizaron las variables adimensionales dadas por las Ecs. (2.15) junto a las variables:
g — EO Mo — EO FU
— — —_— = . 3.28
€ ‘/O y €p VO N €y VO ( )

Cabe mencionar que la Ec. (3.26) también es valida para sistemas acoplados a mas de dos reservorios, donde v?
viene dada por la Ec. (2.19).

En la Fig. 3.1 mostramos la energia potencial para algunos valores representativos de la energia de Fermi
normalizada ep. Las lineas verde y cian sobre los graficos muestran las diferentes TFDCs, en las mismas no
se aprecia una clara correlacion entre ellas y el potencial de equilibrio. Sin embargo, las figuras muestran una
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25 0 25 25 0 2.5
€q €4

Figura 3.1: Potencial de Equilibrio U¢? en unidades de Vj para Ty — 0 y calculado usando la Ec. (3.26) para:
(a) ep = —1,5, (b) ep = —0,75, (¢) ep = 0,75 y (d) ep = 1,5. Las lineas continuas verdes indican las TFDCs
virtual-localizado (Ec. (2.18)) y las lineas punteadas de color cian exhiben las TFDCs resonante-virtual (Ec.
(2.17)).

fuerte dependencia de U®? con la energia de Fermi. Esta observaciéon nos indica la posibilidad de controlar la
posicion de equilibrio del sistema modificando los potenciales quimicos de los reservorios o, con las respectivas
consideraciones del caso, manipular la dinamica del sistema. En este sentido, tener una expresion simple para
U*°? puede resultar de gran utilidad.

3.4.2 Rotor de las fuerzas adiabaticas

Bajo nuestra eleccion de las coordenadas mecénicas, las matrices A, son (ver Seccion 3.3.4):
0 0 0 0 00 010
Ag,=(0 1 0], Ay, =—|0 0 1], Ay, =—1[1 0 0. (3.29)
0 00 010 0 00
La funcion espectral puede ser calcular a partir de:

A =2Im{G"}.

Usando esta expresion de la funcion espectral y la Ec. (3.24), es posible obtener una expresion simple para los
elementos del rotor de las fuerzas (consultar el Apéndice B.7):

17 _
VxF = / TN (T (€) (f1 — fr) de, (3.30)
0 —0o0
donde T () es el coeficiente de transmisién entre los reservorios y Ny (€) es la densidad local de estados del

punto cuantico y:
7 (e) = gﬂ 11
VLVR ’ ’UR7 VL ’

Aqui, nuevamente, se utilizaron las variables adimensionales dadas por las Ecs. (2.15) y (3.28). Esta expresion
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del rotor se puede expandir para pequenos desplazamientos del equilibrio y a bajas temperaturas:

S 71 9 _ , 6T
Vx F o~ (er) Ny (ep) T (er) H T 5 [ ONOT ()] . (ks To)* (3.31)
donde:
_ MR+ prL T_TR+TL
- ) 0 — )
2 2
Op = pR — KL, 0T =T — Tg.

Recordemos que el rotor de la fuerza representa el trabajo por unidad de area que, en nuestro caso, esta
dada en unidades de energia. Por lo tanto, el rotor de las fuerzas tiene unidades de uno sobre energia.

En la expansion del rotor, dada por la Ec. (3.31), el mismo esta4 comprendido por tres coordenadas, donde
cada una de estas componentes contiene dos variables de la expansion, uno para la diferencia de temperaturas
0T y otro para la diferencia de potencial quimico du. Entonces, se tiene un total de seis componentes para
la expansion de los rotores. Sin embargo, debido a la simetria del problema, los coeficientes de expansion de

1% VR
(V X ?) son equivalentes a los coeficientes de expansion de (V X ?) con Vi e Vg intercambiados. Por

lo tanto, vamos a considerar solo cuatro coeficientes, a saber:

1 _
W = Ny (er) T (er)

Vr
wo = 7;2‘/11% %(Nd (e)T (e)) L
Wit = 2L () T (er)
o _ ?j;o — (- ) Na(OT(0) 5
De esta forma, la expansion quede escrita como:
(v x ?) P61+ WD (kpTp)? ‘% (3.32)
(v x ?)E ~ WO+ WED (kpTy)? (ST:S (3.33)

Notese que el término de la Ec. (3.32) es el trabajo realizado por unidad de &rea para un movimiento ciclico
de las variables { E4, Vr }, mientras que el dado en la Ec. (3.33) es el trabajo por unidad de area cuando se hacen
variar ciclicamente las variables {Vz, Vgr}.

Tener una expresion simple para los coeficientes W‘(/i“ ), ng“ ), W‘(/iT) o W}(E‘ZT) puede ser importante cuando
se estudian diferentes formas de dispositivos nanoelectromecanicos, motores cuanticos adiabaticos o motores
cuanticos de calor. Recordemos que debido a las relaciones reciprocas de Onsager, los coeficientes de expansion
del trabajo en términos de du y 67 dan la carga bombeada por bombas cuénticas adiabaticas y el calor bombeado
por bombas de calor cuanticas adiabaticas respectivamente [163, |. Por lo tanto, las expresiones encontradas
para los coeficientes y las conclusiones sobre su comportamiento general también son vélidas para tales sistemas.

En la Fig. 3.2 mostramos algunos ejemplos del comportamiento de los coeficientes de la expansion del rotor.
En general, su comportamiento es fuertemente dependiente de la energia de Fermi, tal como sucede para U®4.
Esta caracteristica puede ser 1util, pues nos permitiria controlar la dindmica de un sistema usando el voltaje
como una perilla. De hecho, para una region determinada del espacio de los pardmetros, es posible cambiar el
signo de los coeficientes y, en consecuencia, la direcciéon de movimiento del sistema simplemente modificando
€F.

Las lineas continuas verdes y las lineas discontinuas cian nos indican las TFDCs en la Fig. 3.2. Aunque
no es obvio a simple vista, descubrimos que el comportamiento de los coeficientes W esté relacionado con el
tipo de polos de la funcién de Green del Hamiltoniano propuesto. Esto es asi, porque la forma de la DLEs
esta caracterizada por el tipo de polo, los cuales a su vez dependen de los parametros del Hamiltoniano. A
continuacion se discutird mas en detalle este punto.

Los coeficientes W([s“) W(JT) dependen del cuadrado de la DLEs®, o su derivada respectivamente. Por lo

5 Notar que, las componentes del rotor dependen de la DLEs y del coeficiente de transmision, tal como se detalla en la Ec. (3.30). Pero
ademaés, dentro de una aproximaciéon de banda ancha y para nuestro sistema en particualr, la transmitancia T (€) es proporcional
a la DLEs [18].
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vy €d

Figura 3.2: Coeficientes de la expansion del rotor W‘(/i”), Wgsf), W‘(/iT) y Wl(z“i,T) (ver Ecs. (3.32) y (3.33)), en
unidades de V%Z para los términos asociados a du y Viog, para los términos con 67. Para todas las gréficas se
tomé ep = 1,75, donde las figuras las (a) y (¢) se realizaron para e; = 0,5, mientras que en las figuras (b) y
(d) se escogio el valor v;, = 0,5. Las lineas continuas verdes corresponden a las TFDCs virtual-localizado, las
lineas de puntos de color cian muestran las TFDCs resonante-virtual y las lineas discontinuas violetas indican
la condicion esperada que maximiza los coeficientes W.

0 25
€q

Figura 3.3: Coeficientes de la expansion del rotor W‘(/i“), W](E(Z“), W‘(/iT) y ngT) (ver Ecs. (3.32) y (3.33)), en
unidades de % para los términos asociados a du y % para los términos con 67'. A diferencia de las Figs. 3.2,
0 0

aqui se utilizo el valor ep = 1,99. Para las figuras (a) y (c¢) se tomaron los mismos valores, es decir, €4 = 0,5, y
para las figuras (b) y (d) también se escogio el valor vy, = 0,5. Las lineas de diferentes colores tienen el mismo
significado que en las Figs. 3.2.
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vy €q

Figura 3.4: Elementos diagonales del tensor de rozamiento electrénico simétrico en equilibrio v*“? en la aproxi-
macion de bajas temperaturas, dadas por las Ecs. (3.37), (3.38), (3.39) bajo las mismas condiciones utilizadas
en la Fig. 3.2. Cada una de las graaficase estan en unidades de VL(? Los paneles (a), (¢) y (e) son los elementos
diagonales del tensor cuando se modifican los pardmetros Vp y Vgi. Por lo tanto, deben compararse con los

coeficientes ng ) y W}(EiT) de la Fig. 3.2. De manera similar, los paneles (b), (d) y (f) deben compararse con

los coeficientes W‘(/i“) y W‘(/iT) de la Fig. 3.2. En (a), (¢) y (e) usamos ¢4 = 0,5, mientras que en (b), (d) y (f)
utilizamos vy, = 0,5.

tanto, es de esperar una relacién entre las regiones con los valores maximos de los coeficientes y las regiones
con los valores maximos de la DLEs, tal como se puede ver en Ec. (3.31). De acuerdo con las discusiones de la
Seccion 2.3.1, para estados resonantes (ver la region encerrada por la linea discontinua cian en la Fig. 3.2), el
méximo de la DLEs coincide aproximadamente (para polos no demasiado cerca de los bordes de la banda) con
la parte real del polo, ver la Fig. 2.2-(c). En tal caso, se espera observar un méaximo de los coeficientes W‘(/i“ )

y
W\(/iT) para:
€Ep = Re (Ep,:i:) 3 (334)
aqui debemos recordar que €, son los polos del sistema descriptos por la Ecs. (2.16), o:
2 1 2
Ugp = 1 ) (335)
14+ 1 —
2(4-1)

donde hemos introducido la Ec. (2.16) para estados resonantes dentro de la Ec. (3.34). La ecuacion anterior se
representa en las Figs. 3.2-(b) y 3.2-(d) como lineas discontinuas de color violeta. Como puede verse, las regiones
donde los coeficientes W\(/i“ ) y WX(/iT) alcanzan los valores maximos estan cerca de la linea descripta por la Ec.

(3.35).
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Para los coeficientes W]gi” ) y W]SZT) se puede hacer el mismo analisis, excepto que dependen del cuadrado de

la DLEs multiplicado por el término (e — ¢4), desplazando el méaximo de la funcién de Re (e, +). En este caso,
el valor maximo de los coeficientes debe estar cerca de las regiones donde la siguiente funcion es maxima:

Im (epyi) )2
(er —Re (ep,i))2 + (Im (ep,i))2 .

Para derivar esta ecuacién hemos usado la aproximacién de banda ancha y que la transmitancia se puede
escribir proporcional a la DLEs. En este caso, la DLEs puede aproximarse a una funciéon Lorentziana centrada
en Re (e, 1) y con un ancho dado por Im (¢, + ). Usando esto en la Ec. (3.33) se deriva la condicién 3.36 . Tenga
en cuenta que €, + es una funcion de {e4, vz, vr}, tal como se detalla en la Ec. (2.16). La condicién 3.36, hallada
numéricamente, se representa en las Figs. 3.2-(a) y 3.2-(¢) como lineas discontinuas de color violeta. Como puede

(3.36)

Q(€F7€da€p,i) = (€F - Ed) (

. . s 5T - . .
verse, las regiones donde los coeficientes WIEJ;L) y W}Ed ) alcanzan los valores maximos estan cerca de esa linea.
Todas las discusiones anteriores son validas siempre que:

ler| < 2.

Recordemos que so6lo cuando €, + esta lejos de los bordes de la banda, la DLEs puede ser descripta por una
funcién Lorentziana centrada en Re (¢, 4 ). Cuando Re (€, +) se acerca a uno de los bordes de la banda, es decir
|Re (€p,+)| = 2, la DLEs sufre una distorsién considerable, presentando un pico pronunciado cuyo maximo esta
desplazado hacia el borde de la banda mas cercano. Si movemos el polo atin mas, dejara de ser un estado resonante
y se convertira en un estado virtual (ver Fig. 2.2-(a)). Para estados virtuales, condiciéon que corresponde a polos
que cumplen:

[Re (€p+)| =2 Y Im (ep,+) =0,

la DLEs presenta un maximo muy préximos a los bordes de la banda € =~ £2, ver Fig. 2.2-(d). La altura de
este maximo crece hasta llegar a la TFDC localizado-virtual (donde el maximo est4 exactamente en € = £2) y
luego disminuye. Por tanto, en todos estos casos se espera que el maximo de la DLEs coincida aproximadamente
con uno de los bordes de la banda. Esta es la razon por la cual para los valores ep =~ +2, el maximo valor del
rotor coincide aproximadamente con la TFDC virtual-localizado, ver Fig. 3.3. Para estados localizados, también
existe un maximo fuera de la banda, ver Fig. 2.2-(e). Sin embargo, como se discutié en la Seccion 3.3.4, los
estados con energias que yacen fuera de la banda no contribuyen a las fuerzas de no-equilibrio. Notese también
que, la transmitancia T (€) es nula fuera de la banda, y de acuerdo a la Ec. (3.31), también lo es el rotor de la
fuerza.
En resumen, como reglas generales podemos decir que:

e Cuando |ep| < 2, las regiones del espacio de parametros donde los coeficientes W‘(,i” ) y W‘(/iT) son

maximos estan dadas por la Ec. (3.35), mientras que para los coeficientes ng” ) y ngT) estas regiones
estan desplazadas y dadas por el méaximo de la Ec. (3.36).

e Por otro lado, cuando ep &= +2, las regiones del espacio de pardmetros con los valores méximos de ambos

coeficientes (W‘(/i” ), W‘(/iT), ng” ) y W}(EiT)) coinciden aproximadamente con la TFDC virtual-localizado,
dada por la Ec (2.18).

3.4.3 Tensor de rozamiento electronico

También hemos obtenido expresiones analiticas para los elementos del tensor de rozamiento electréonico
simétrico en equilibrio v¢? en la aproximacion de bajas temperaturas, consultar el Apéndice B.8. Los elementos
del tensor simétrico estdn dados por:
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2.5 (a)

Figura 3.5: (a) Valor maximo del coeficiente ng“) el cual se obtiene realizando un barrido de la energia de
Fermi er en cada punto del espacio de parametros. Las lineas continuas verdes muestran las TFDCs virtual-

localizado y la linea de puntos cian indica el TFDCs resonante-virtual. (b) Valor de e¢r que maximiza ng“ )

(G%MM)). (¢) v (d) Ejemplos de algunos de los elementos del tensor de friccion electronico calculado mediante el
valor de €\,
lin 58 5, = 7 N (er) Na (er) (337)
ksTo—0+ Vs
i o, = 47th(R+) (er = )" Naler) Naer) + 5 T er) (3.39)
At = j) (e = ca)” Naer) Na(er) + 5T (er) (339)
ol S, = 2 e (e — ) N (er) N (er) (3.40)
ol 3, = 27 e (e — ) Nafer) Naer) (3.41)
kB%)Hioﬂ‘c}iVR ”‘%@?:ff%)g (er — €a)” Nu(er) Ny (er) — ;‘%@T(EF) (3.42)

La Fig. 3.4 muestra algunos elementos del tensor ~¢¢ para las mismas condiciones utilizadas en la Fig.
3.2. Como se puede ver, las regiones en el espacio de parametros que maximizan los coeficientes W coinciden,
aproximadamente, con las regiones que maximizan los elementos del tensor v°?. Esto es razonable, ya que
~¢? muestra también una dependencia con la LDE y la transmitancia. Los elementos diagonales dependen del
cuadrado de la DLEs, mientras que para los elementos no diagonales también debe considerarse un término mas
que contiene el coeficiente de transmision, tal como se expone en las Ecs. (3.37), (3.38), (3.39), (3.40), (3.41)
y (3.42). Por lo tanto, se pueden usar argumentos similares para explicar los criterios donde las regiones del
espacio de pardmetros presentan un maximo.

3.4.4 Maximizacién del trabajo por ciclo

Uno puede preguntarse cudles son las regiones en el espacio de pardmetros que maximizan los coeficientes

W independientemente de er. Es decir. Si uno pudiera modificar e a voluntad, la pregunta es: ;Cual es el

conjunto de parametros del sistema para el cual el trabajo es méximo? Esto se muestra en las Figs. 3.5 y 3.6.
. (67) (6T) . . .

No presentamos los coeficientes Wy "y Wy, "7, ya que sus comportamientos son aproximadamente iguales

que el mostrado para los coeficientes W]gi” ) y W‘(/i” ). Como puede observarse en las graficas, las regiones que
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Figura 3.6: (a) Valor maximo del coeficiente W‘(/i“) el cual se obtiene realizando un barrido de la energia de Fermi
er en cada punto del espacio de parametros. Las lineas continuas verdes muestran las TFDCs virtual-localizado

y la linea de puntos cian indica el TFDCs resonante-virtual. (b) Valor de er que maximiza WX(/i“ ) (eS,MM)). (c)

y (d) Ejemplos de algunos de los elementos del tensor de friccion electronico usando el valor de egmw).

maximizan los coeficientes W coinciden, en general, con la TFDC virtual-localizado. Sin embargo, en la Fig.
3.5 se observa también una region cerca de los valores vy, =~ vr =~ 0 donde los valores de W](E‘l”) son similares a
los dados por las TFDCs virtual-localizado. En cuanto a los elementos del tensor de rozamiento electronico, se
puede ver un comportamiento aproximadamente similar al expuesto por los coeficientes .

Finalmente, para ayudar a comprender mejor como se pueden aplicar los resultados anteriores a sistemas
fisicos reales, en el Apéndice B.9 se discute un ejemplo concreto de nanomotor basado en un atomo capaz de
moverse libremente en la esquina de dos alambres conductores dispuestos en un cierto angulo.

3.5 Conclusiones

Al disenar o estudiar un dispositivo nanoelectromecanico o una maquina cuantica, es fundamental compren-
der el efecto de los parametros del sistema en su rendimiento. Aqui, llevamos a cabo un estudio exhaustivo de
las FICs en la aproximacion adiabatica y el tensor de friccion electronico (primera correccion adiabatica a las
FICs), utilizando uno de los modelos Hamiltonianos mas populares en el transporte cuantico |18, , |. Es
importante mencionar que cualquier Hamiltoniano de una sola particula, donde solo hay un estado relevante,
puede reducirse al modelo utilizado aqui por medio de un procedimiento de decimacion, ver Ref. |

Derivamos formulas analiticas para el potencial de equilibrio (Ecs. (3.18), (3.26) y (3.27)), el limite de bajas
temperaturas del tensor de rozamiento electronico (Ec. (3.21)) y el rotor de las FICs (Ecs. (3.24) y (3.30)).
Para este ultimo, implementamos ademés una expansion a bajas temperaturas y pequeno voltaje (Ec. (3.31)).
Mostramos también, la conexion entre las TEDCs, el rotor de las FICs y el tensor de rozamiento electronico.
El conjunto de resultados obtenidos nos ofrece reglas generales para identificar las regiones del espacio de
parametros que se deberian escoger para maximizar el trabajo por ciclo realizado por distintos dispositivos
nanoelectromecénicos. En este sentido, debido a la estrategia que utilizamos para realizar el analisis, nuestros
resultados son independientes de los detalles de cémo los grados de libertad mecanicos se relacionan con los
grados de libertad electrénicos.

Por otro lado, queremos enfatizar que, debido a las relaciones reciprocas de Onsager, nuestro anélisis en
relacién a los términos de la expansion del rotor, W,§6“ ) y WééT), conjuntamente a las formulas exhibidas en las
Ecs. (3.24) y (3.30,) también son vélidas para bombas cuanticas adiabaticas y bombas cuanticas de calor [163,

Si bien nos centramos en proponer herramientas que ayuden a disefiar méquinas cuanticas més eficientes,

estos resultados también pueden aplicarse a otros problemas de transporte cuantico. Por ejemplo, nuestros ana-
lisis también pueden ser utiles para comprender las fallas estructurales, originadas por las FICs, en dispositivos
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conductores. Para adaptar este enfoque al desarrollo realizado, debemos interpretar al Hamiltoniano propuesto
como un modelo minimo de una impureza en un conductor unidimensional. Por lo tanto, segiin nuestros resulta-
dos, algunos valores particulares de los parametros del sistema deberian aumentar drasticamente las fuerzas no
conservativas, y en consecuencia el rotor de la fuerza, lo que en ultima instancia podria conducir a una falla me-
canica. Sin embargo, cabe destacar que este razonamiento depende de la relaciéon entre los modos vibracionales
involucrados, la dinamica del sistema fisico y las corrientes de cargas eléctricas [1].

Algunas direcciones atractivas para extender este trabajo incluyen el andlisis de otros modelos Hamiltonianos
comunes, como los puntos cuanticos dobles, y el estudio de sistemas en el régimen de bloqueo de Coulomb en
transporte cuantico.

Las contribuciones originales de este capitulo fueron publicadas en: “ Current-induced forces in single-resonance
systems”. Sebastian E. Deghi, Lucas J. Fernandez-Alcazar, Horacio M. Pastawski y Raul A. Bustos-Martn. Jour-
nal of Physics: Condensed Matter 33.17 (2021).
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Capitulo 4

Correcciones de orden superior a las
corrientes de carga, calor y a las FICs

Para analizar las FGNFEs aplicadas al transporte cudntico es conveniente utilizar la transformada de
Weyl- Wigner, la cual nos permite descomponer las funciones de Green en dos escalas temporales y,
mediante el producto de Moyal, realizar una expansion en términos de estas escalas. Las expansio-
nes adiabdticas a primer orden, tanto de las corrientes de particulas o de energia, como de las FICs
son bien conocidas. En este capitulo fuimos un paso mds alld de esto y calculamos los términos a
sequndo orden para cada uno de los observables de interés en transporte cudntico. Luego, introduci-
mos el modelo minimo desarrollado anteriormente para ilustrar cada una de las contribuciones de
la expansion.

4.1 Introduccion

A pesar del progreso en la descripcion tedrica de sistemas tales como: maquinas cuénticas, SNEMs (siste-
mas nanoelectromcanicos), junturas moleculares, o polimeros conductores, la mayor parte de la investigacion
en ellos se ha centrado en condiciones en las que los parametros del sistema se encuentran cerca del equilibrio
termodinamico, es decir, pequenios voltajes de polarizacion, gradientes de temperatura o frecuencias de conduc-
cion externa [111, , , , |. Esto es razonable, ya que, en tales condiciones, el régimen de respuesta
lineal de las fuentes en desequilibrio da una descripcion precisa del problema, mientras que simplifica mucho su
tratamiento general. Desde un punto de vista teérico fundamental, no resulta tan complejo extender la descrip-
cion de observables tipicos como corrientes de particulas, calor y fuerzas inducidas por corrientes (FICs), a un
régimen no-lineal de voltaje o temperatura [142, , |. Sin embargo, incluir términos de orden superior en
las expansiones en frecuencia (més alla de primer orden [107, , , , ]) es algo altamente no trivial
y una tarea muy laboriosa, especialmente si lo que se pretende es encontrar expresiones generales y no solo
expresiones particulares para sistemas de un solo sitio o similares [179, s

Extender las expansiones en frecuencia a 6rdenes superiores no solo permitiria ampliar el rango de validez
de los tratamientos de tipo adiabéaticos, sino que abriria las puertas al estudio de fendémenos excitantes como la
aparicion de miltiples estados estacionarios para un mismo conjunto de condiciones [169] o la posibilidad de la
aparicion de masas efectivas distintas a la masa en reposo del sistema.

En este capitulo, en la Seccion 4.2, introduciremos el sistema abierto con el cual trabajaremos junto a una
breve descripcion de las funciones de Green de no equilibrio (FGNESs) que iremos usando a lo largo del capitulo.
Luego, en la Seccién 4.3 desarrollaremos los observables de Fuerza y sus correlaciones en las dispersiones, las
corrientes de particulas, corriente de energia y por tltimo la corriente de calor. Para cada uno de estos observables
realizaremos una expansion adiabatica a segundo orden, ofreciendo una expresion analitica para cada uno de
los casos. Algunos de los resultados obtenidos seran ilustrados mediante un modelo minimo en la Seccién 4.4.
En general, los resultados expuestos en cada una de las secciones requieren de una gran cantidad de calculos
algebraicos, por lo que en los Apéndices C.1, C.2, C.3, C4, C.5, C.6 y C.7 expondremos, al menos, los pasos
necesarios para llagar a cada uno de los resultados.

1 Es posible dentro del régimen de bloqueo de Coulomb encontrar recursivamente los términos de orden superior de las expansiones
en frecuencia [169]. Sin embargo, estas son solo validas en el limite de acoplamiento débil sistema-reservorio.
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4.2 Sistema cuantico abierto

El problema que estudiaremos corresponde a un sistema cuyo Hamiltoniano total depende del tiempo H (1),
el cual puede expresar de la forma:

Ng Ng
H(t) =Y Ho+Hs(t)+ > Va, (4.1)

donde H s (t) es el Hamiltoniano del sistema aislado, ﬁa son los Hamiltonianos de los reservorios y Va son los
operadores que describen el acople entre el sistema aislado y el reservorio «. Tenga en cuenta que hemos hecho
explicito el parametro de tiempo t para mostrar qué Hamiltonianos tienen una dependencia temporal.

En nuestro anélisis consideraremos que solamente el Hamiltoniano aislado tiene una dependencia temporal a

través de un vector multidimensional 7, de componentes {X,, : 1 < v < M}, que describe los grados de libertad
mecdanicos, los cuales se fijardn segin sea el problema fisico considerado. En la formulacién de la segunda
cuantizacion, el Hamiltoniano Hg (¢) adquiere la siguiente forma:

Ng N

Hs (1) =33 hus (? (t)) dids, (4.2)

l=1s=1
siendo dzr y d;, respectivamente, los operadores creacién y destruccion de un fermion en el sistema aislado y
R j (? (t)) es un elemento de matriz que depende de los grados de libertad mecanicos. Como tenemos Ny X Ny

elementos de matriz, es conveniente expresarlos en forma matricial:
HS:{hl,stlglgNs,lgsgNs}.

El Hamiltoniano del los reservorios, asumidos macroscopicos y de electrones no interactuantes, se describe
por:

ﬁoz :Z Eakclkcak (43)
k=1

donde cL & s el operador creacion de un fermién en el reservorio « en el estado k y cqr es el operador aniquilacién
de un fermién dentro del mismo reservorio y estado.

Finalmente, tenemos los operadores de acoplamiento del sistema con los reservorios, los cuales toman la
forma:

[e.eliNe o
Va :ZZ (Vahlclkdl + V;k,ld;rcak) ; (4.4)
k=1i=1

aqui, los elementos de matriz Va1, y su respectiva compleja conjugada Vi, ;, describen la amplitud de transicion
entre los estados k del reservorio « y el estado [ del sistema aislado.

Los operadores creacion y aniquilaciéon, que constituyen los operadores Hamiltonianos, satisfacen las relacio-
nes de anticonmutacion:

{clk,c};l} =0, {dl,d;} =0, {clk,d;} =0,
{Cak70m} = 0, {d57 dl} = 0, {Cak7dl} = 0, (4.5)
{C:rxk'?CBl} = a0k, {ds, di} = 64, {ch,dl} =0.

4.2.1 Funciones de Green para sistemas abiertos fuera del equilibrio

En lo que sigue, haremos uso del formalismo de Schwinger-Keldysh para la descripcion de las funciones de
Green de no equilibrio (FGNEs) [18, , 181], para una breve introduccion y motivacion consultar el Apéndice
C.1. Entonces, definiremos los elementos de las funciones de Green menor G<, la funcién de Green avanzada G¢
y la retardada G" para un sistema que evoluciona, no necesariamente mediante un proceso de equilibrio, de un
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tiempo ¢’ a un tiempo ¢, como:

GrL (t.1') = —%@ (t— ) ({d. (1) (1)}
o) =[g1, )],

para estados correspondientes al Hamiltoniano aislado del sistema se tiene que el elemento de la funcién de
Green menor G< es:

Gr (1) = 3 {df (1), (1)) (16)

mientras que para estados del sistema aislado que se propagan a los reservorios, y viceversa, se tiene que el
elemento de la funcién de Green menor G< queda:

G (1) = 7 (el (1) i (1)) (47)

Asumiremos que, las auto-energias para cada uno de los reservorios « no dependen del tiempo. Entonces,
los elementos de la auto-energia retardada son:

NROO

lr,s (ta t/) :ZZ ‘/l,akg;k (tv t/) Vak:,s» (48)

a=1k=1

donde, para un sistema de particulas no interactuante, los elementos diagonales de la funcién de Green retardada
estan dados por:

ot (t.8) = =70 (¢ — #) ot (t=1),

De manera analoga, la auto-energia avanzada es de la forma:

NR o0
;175 (ta t/) :ZZ ‘/l,ozkggk (t, t/) Vak,s~ (49)
a=1k=1
Por dltimo, las auto-energias menores son:
NR oo
Zl<,s (t7 tl) :ZZ Vvl,@kQSk (ta t/) Vak,s; (410)
a=1]=1

para la cual, si las particulas son no interactuantes, los elementos diagonales de la funciéon de Green menor son
de la forma:

21 . /
g(jk (t> t/) = %foc (Eak) e_leak(t_t )7

siendo f, las funciones de distribuciones de Fermi-Dirac del reservorio a y la energia €, es la auto-energia
del estado k del reservorio (Ec. (4.3)). Notese que, hasta aqui, hemos definido todas estos operadores como
propagadores en la representaciéon tiempo.

4.2.2 Ecuacion de movimiento para la funciéon de Green

A continuacién, partiremos de la ecuacion de Dyson para la funciéon de Green retardada en la formulacion

diferencial |18, |, la cual determina la ecuacion de movimiento:
—ihdpG" (t,t) =30 (t —t') + / dity [gr (t,t1) S (¢4, )+ G (¢,t)) Hs ()] . (4.11)

Cabe destacar que la funcion de Green G" (¢,t') que satisface la Ec. (4.11) es en principio la exacta. Resolver
esta ecuacion integro-diferencial es un problema complicado en general; sin embargo, es mucho més complicado
para el caso de Hamiltonianos dependientes del tiempo [15]. Para tratar estos altimos casos se suele realizar
una expansion de las funciones de Green verdaderas, las cuales denotamos con letra caligrafica G, en término
de funciones de Green calculadas para Hamiltonianos independientes del tiempo mucho més faciles de obtener
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y denotadas simplemente como G. A esto se lo conoce como expansion adiabatica de las funciones de Green y
es a lo que dedicaremos el resto del capitulo.?

En primer lugar, haremos un cambio de coordenadas temporales pasando a la llamada «representacion de
Wignery:

t4+t
T = +T (4.12)

T=t-1t, (4.13)

donde T se denomina tiempo lento, mientras que 7 se llama tiempo rdpido. Bajo este cambio vamos a aplicar
la transformacion de Weyl-Wigner para el tiempo-energia® a la funcion de Green retardada y la auto-energia
retardada (ver Apéndices C.2 y C.3). Luego, utilizando la notaciéon para la transformacion:

WG (&) (T,e) = Wgr (T’ ¢)
WS (t1,t)] (T,€) = Wer (T,¢)

aplicando la transformada de Weyl-Wigner y el producto de Moyal® a la Ec. (4.11), resulta (ver Apéndice C.3):

1
1= —thaTng (T, 5) — Wgr (T, 5) g

e it (5.30-5,3)

- Wgr (T WET (T, 5) — Wgr (T, 6) e

donde se us6 la notacion:

(5. 9,-5079.)

eii%(f”?a?*a?éa?)WAWB = Wye Whg.

Es importante mencionar que en la ecuaciéon anterior no hemos implementado ninguna aproximaciéon. La
ultima ecuacion de movimiento, dada por la Ec. (4.14), nos describe la evolucion exacta en términos de una
expansion infinita en series de la funcion de Green retardada. La ventaja del trabajar en la representacion de
Weyl-Wigner es la descomposicion en las escalas de tiempo, siendo 7 la escala temporal rdpida necesaria para
describir el comportamiento de los electrones, mientras que la escala temporal lenta T' responde el movimiento
de las coordenadas mecénicas o nucleares {X, : 1 < v < M}. Es decir, hemos introducido una aproximacion de
Born-Oppenheimer de forma implicita, aplicando una trasformada de Fourier solamente sobre la coordenada
rapida, la cual resulta representada por la energia . Por lo tanto, podemos suponer que las variaciones de la
funcién de Green retardada con respecto al tiempo lento 7" son muy pequefias con respecto al tiempo rapido 7,
lo que nos permite expandir a los operadores exponenciales como una serie convergente finita. En el Capitulo
anterior hemos usado dicha expansion hasta el término de primer orden, no obstante aqui realizaremos la
expansion hasta segundo orden aplicando un método iterativo (ver Apéndice C.4). Luego, definiendo la funcion
de Green retardada adiabatica como:

G (T,2) = [e — Hs (T) ~ Wer (T,)] -

y las derivadas del Hamiltoniano del sistema aislado:

orHs (T Z A,X,,

M M

O2Hs (T) =3 A X, X+ Z AX,,

v=1p=1

2 Existen métodos numéricos relativamente eficientes para calcular las funciones de Green de no equilibrio, y por ende la Ec. (4.11)
de forma exacta, ver por ejemplo Ref. [182, |- Sin embargo, para casos en los que hay una separaciéon importante de escalas
temporales entre grados de libertad mecanicos (o nucleares) y electrénicos, estos métodos resultan impracticables.

3 Dada una funciéon C (t,t'), definida en t y #’, la transformada de Weyl-Wigner para el tiempo-energia de la misma W¢ (T €) es:

oo 1 (o) 1
We (T,e) = [ C(t,t') e *7°7dr, mientras que la correspondiente inversa esta dada por: C (t,t') = #ﬁ J We (T,e)e'n de.
— 00 — 00
_ h(9AgB_5AnB =] _ihgAp oo (;hgAgB
4 El producto de Moyal se define como: e~ ¢ (9297 —979.) = > M > u donde 94 (84) corresponde
m=0 m n=0
a la derivada parcial sobre A con respecto a la variable € (T) y 98 (8{5) corresponde a la derivada parcial sobre B con respecto
a la variable e (T).
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donde:
OHg
A, = —=, 4.1
X, (4.15)
5 A
Ay = &,
0X,0X,

y aplicando el método iterativo dos veces, conservando solamente los términos a segundo orden de la serie,
finalmente se obtiene la cuasi-distribucion probabilista de Wigner para la funciéon de Green retardada a segundo
orden:

. M
Wgr (T,e) ~ G" + % > {0.G"A,G" - G"A,0.G"} X,

v=1

ih 2 M M ' ' M )
+ <2> {ZZ {EZV (T7 5) - GTA;L(?EGTAVGT} X,uXu+ Z QZ (T, 5) Xz/} , (416)

v=1p=1 v=1
donde:

Qr (T,e) = % {02G"A,G" — 20.G"4,0.G" + G"A,02G"}

=, (T,e) = 02G"K},,G" — 20.G"K},,0.G" + G"K},,02G",

haciendo uso de:
T T 1
K;, = A,G" A, + 5/1,“,. (4.17)

Notar que G™ o G" (T, ¢), funcién de Green usada y definida en los capitulos anteriores como G (¢), es en un
contexto méas formal solo el término de orden cero de la transformada de Weyl-Wigner Wg- (T, ¢) de la funcion
de Green temporal exacta G" (¢,t'). Por ese motivo se la denomina funciéon de Green retardada, adiabatica
o congelada, ya que se la calcula como si el Hamiltoniano se encontrara «congelado» en una determinada
posicion. En varias referencias|18, , |, se utiliza directamente G” (T, ¢) para denotar la transformada de
Weyl-Wigner de G" (¢,t'), aqui preferimos usar Wg- (T, ¢) para enfatizar el origen de esta funcion.

La funcion de Green avanzada se relaciona con la funciéon de Green retardada en la representacion de Weyl-
Wigner via:

Wga (Tv 5) = [WQT (T7 5)]T s

por lo que, de la misma forma, la cuasi-distribucion probabilista de Wigner para la funcién de Green avanzada
hasta el segundo orden queda:

. M
Wge (T, ) =~ G* + % 3 (0.6°4,G — G*4,0.G°) X,

v=1

ik 2 M M ) ) M .
+ <2> {ZZ (28, (T,e) = GA,02G"A,G") X, X, + Y Qo (T¢) X,,} , (4.18)

v=1lpu=1 v=1

donde:

Q% (T,¢) = % {02G*A,G* — 20.G"A,0.G* + G*A,0°G}

20, (T,e) = O2G KL, G* — 20.G*K},0.G* + G K1, 02 G,

S
habiendo tomado:
1
K, = A,G"A, + 5/1,“, (4.19)
G*(T,e) = [G" (T,e)]".
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4.2.3 Funcion de Green menor

La funciéon de Green menor, omitiendo las coordenadas espaciales, satisface la ecuacion en su expresion
integral [18, 102]:

o0 o0

G=< (t,t’):/ dty / dtaG" (t,t1) X (t1,t2) G* (t2, 1) .

— 00 —0o0

Luego, tomando el cambio de coordenadas de Wigner, Ecs. (4.12) y (4.13), podemos aplicar nuevamente la
transformacion de Weyl-Wigner a las funciones de Green retardada, avanzada y la auto-energia menor, tomando:

WG (t2, )] (T, €) = Wga (T'¢)
[g< (t, t ] €)= Wg< (T,¢)
WSS (11, t2)] (T,s) — W (T,e),

y usando el producto de Moyal. En resultado es (ver Apéndices C.2 y C.3

3):
it £(9. 370 i4(9.9r-927.)

Wg< (T, 6) Wgr (T 9 36)VVE< (T, 6) Wga (T, E) .

Esta ultima expresion también es exacta, pero al igual que con la funcion de Green retardada, es dificultoso
tratar directamente con esta serie infinita, por lo que debemos desarrollar la expansién en serie de los productos
de Moyal y a continuacién introducir las expansiones de las funciones de Green retardadas y avanzadas a segundo
orden, Ecs. (4.16) y (4.18). Entonces, la funcién de Green menor hasta segundo orden queda expresada de la

forma (ver Apéndice C.4):

. M M M
Wg<:G<+%Z S X, +< ) {ZZT TEXXU+ZlQ<T5)X} (4.20)

v=1 p=1lv=1
donde hemos definido los operadores:

V(T €) = 0.GT A GS — GSA,0.G% + 0.G<A,G® — G"A,0.G<
Y5, (The) = E5, (Tye) — G A,0°G<A,G* +w (T ) A,G* — G A (T, e) — 20.G" A,G<A,0.G*

= _#V

05 (T, e) {82G<A G* —20.G<A,0.G* + G=A,0°G* + 9*°G"A,G< — 20.G"A,0.G< + G" A 62G<}
para las cuales se utiliz6 las identidades:

wi (T,e) = 92G"A,G~ — G=A,02G"
=5, (Te) = BSGTK;,,G< -20.G"K},,0.G~ + GTK;U83G< + 862G<KZVG“ - 20.G°K},0.G" + G<Kff,,852G“7
siendo K, o y K}, dadas por las Ecs. (4.17) y (4.19) respectivamente, y la funcién de Green menor adiabatica
dada por:®

G<(T,e) = G" (T,e) Ws< () G* (T\¢) .

El término de orden cero de la expansion del operador de Green retardado (Ec. (4.16)) da como resultado
las ecuaciones de movimiento bajo la aproximaciéon adiabatica, y el término de primer orden da las correcciones
lineales. Bode y otros [142] obtuvieron la misma expresion para la correccion no adiabética de primer orden
de la funcién de Green retardada y la funcion de Green menor en el estudio de fuerzas inducidas por corriente
en conductores mesoscopicos. En particular, la funcion de Green retardada a segundo orden coincide con la
derivada por Kershaw y otros [179], aunque en ese caso las expresiones derivadas para las funciones de Green
y los observables estudiados son solo aplicables para el caso donde el sistema es de solo un sitio, esto es Hg es
una matriz de 1 x 1 y todas las funciones de Green son solo ntumeros.

Nos detendremos para caracterizar las auto-energias en el dominio de las energias. El elemento (I, s) de la

5 Notese que al asumir que la dependencia temporal del Hamiltoniano esta dada solo en el sistema y no en los reservorios o en el
acoplamiento a ellos, se cumple que Wy < (T,¢) = X< (¢) y Wxr (T,e) = X7 (¢), esto es, solo los términos adiabaticos contribuye
a las expansiones. Igualmente continuaremos usando la notacién Wy« y Wxr para hacer énfasis en el origen de estas funciones y
dejar abierta la puerta a futuras extensiones de este trabajo.
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auto-energfa retardada del reservorio a, Wyr (), donde Wyr () = Zale Wsr, , estd dada por:

Wsr, (€) = Aars (e) —ilars (e),

Su componente imaginaria, la cual nos determina la extension en el espectro de las energias, es:

Fal,s (5) =T Z Vi,ozkr(S (E - 6ozk:) Vak,57
k=1

mientras que las funciones Ak, (€) se pueden calcular a partir de I'yp , (€) usando las relaciones de Kramers-
Kroning [18]. Alternativamente, en el Capitulo IT hemos visto un método, el cual puede ser numérico o analitico,
que nos devuelve la auto-energia en la representacion energia usando técnicas de decimacion. Por otro lado, los
elementos de la auto-energia avanzada se pueden obtener de la misma forma que hemos aplicado anteriormente
para las funciones de Green:

Wya = Wi,
Finalmente, los elementos de las auto-energias menores en la representacion energia quedan:

Wy, (€)= fa (e) [We; ()] = 2ifa (¢) Taus (e).-

als als

(e) — Wse

als

4.3 Observables

A continuacioén, estudiaremos la fuerza ejercida por el sistema aislado descrito por el Hamiltoniano de la Ec.
(4.1) en la Seccion 4.2. Ademas, estamos pensando que dicha fuerza esta actuando en un sistema nanoscopico o

mesoscopico, donde los grados de libertad mecanicos o nucleares X seran considerados como variables clésicas.
Por lo tanto, como hemos asumido que la dindmica de nuestro sistema nanoscédpico es lenta con respecto a los
electrones, podemos obtener una ecuaciéon de movimiento de Langevin para cada componente X, [8, , ]:

ou
0X,

M, X, + =F,+& vell,...,M}. (4.21)
Estas ecuaciones se componen de un potencial clasico externo U <?) que solamente depende de las variables

mecanicas lentas, y una fuerza F, debido a las FICs junto a la fuerza estocastica asociada &, para un sistema
que compromete una masa M,.

Para finalizar, también describiremos las corrientes de particulas, corrientes de energia y corrientes de calor
del mismo sistema a segundo orden.

4.3.1 Fuerza generalizada

Consideraremos el sistema abierto descrito por la Ec. (4.1), donde el sistema aislado esta descrito por la Ec.

(4.2) y es el tnico que contiene la dependencia implicita del tiempo via las variables mecanicas X (t). Luego, la
fuerza esta dada por [142, 179, 180]:

oH
]-‘l,_<—8XV> donde ve{l,...,.M}, (4.22)

por lo que:

—ZZ Oh Sdes.

I=1s=1

Introduciendo este resultado dentro de la Ec. (4.22), tengo que:

—ih ZZ Oh,s (;1 <d}ds>) .

l=1s=1

Utilizando la formulacion de Schwinger-Keldysh para las FGNEs (ver Apéndice C.1), el Hamiltoniano del
sistema tiene asociado una funcién de Green menor que, en una dada base con elementos (I,s), [G< (t,t')], .
describe la evolucion el sistema desde el estado s al tiempo ¢’ al estado [ al tiempo ¢ para el sistema fuera de
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equilibrio, ver Ec. (4.6). Entonces, usando la expresion de la Ec. (4.15), la fuerza es:
Fy, =ihtr {A,G< (t,t)}.
Como la transformada de Weyl-Wigner inversa de la funcién de Green menor para tiempos idénticos esté

dada por (ver Apéndice C.2):

1

G (t,t) = s

/ Wg< (T, ¢) de,

se tiene que la fuerza se puede expresar de la forma:

o0

F, = 7% tr{A, (T) W= (T, )} de. (4.23)

—0o0

Abordar esta expresion de forma directa no es facil en el caso general, por lo que procederemos a aplicar
una expansion adiabéatica a segundo orden. Entonces, utilizando la funcién de Green menor a segundo orden,
dada por la Ec. (4.20), la fuerza queda:

M M M M
F,~F, — Z ’}/W,IXVI+ ZZ Il,uy/XﬂXy/+ Z mW/Xl,/. (424)
v'=1 p=1ly’'=1 =1

Aqui F, es la fuerza adiabéatica y 7,, el tensor de rozamiento, ambos dados por [142, ]:

1 o0
Fo=—pr / tr {4,G<) de

_ h <
WUV’*E / tr{AV’YU/}d&

— 00

El término m,,/, que esta asociado a la aceleracion X, puede interpretarse como una correcciéon a la masa M,
en la ecuacion de Langevin (Ec. (4.21)). Este término se expresa como:

no §
Mo = o | {495} de,

— 00

Trabajando algebraicamente sobre esta expresion®, el término de la correcciéon de la masa al momento lineal
total se puede expresar de forma compacta como:

9 [ee]
Myyr = _% / Im {tr {8EG<A1186GTAV/}} de.

Por ultimo, el término I,,,- puede interpretarse como un término inercial que estéa asociado a fuerzas de colioris
) W
y centripetas y esta dado por:

E
Iy = S / tr {A,,Tiy/} de.
—o0

Definiendo el tensor w,,,

1
Wypp' = 5 (IV,U,V’ + IVI///J.) )

6 Para alcanzar esta expresiéon debemos aplicar integraciéon por partes reiteradas veces y el hecho de que la funcién de Green es de
soporte compacto.
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se encuentra que:
Wypv' = Re {IV;J,V’} P
y satisface la relacion de simetria:
Wypy! = Wov' -

lo que lo convierte en un tensor simétrico en los indices p y v/. Por lo tanto, esta contribucion a la fuerza se
puede reescribir como:

M M o M M oo
S5 B KK =30 Xy

p=1v'=1 p=1v/=1
por lo que el tensor w,,, expresa la correccién a segundo orden mediante un tensor simétrico. Este tensor
simétrico se puede seguir trabajando algebraicamente, hasta llegar a:

2 oo
Wy = —% / Im {tr {A, (20.G" K7, 0.G< + 0.G" A,G<4,,0.G*) } } de.

Obtenidos todos los términos a segundo orden de la expansién adiabatica, la ecuacién de Langevin, Ec.
(4.21), se puede finalmente escribir como:

. oU M ) M M o M .
(Mu_mvu)Xu"_aT:Fl/_ Z ’YVU/XV/—’_ ZZ UJV/J,V’X}LXL/—’_ Z mVU/XD,+£V V€{17'~~7M}7
v v'=1 p=1v’'=1 v#r'=1

donde la misma se ha escrito de manera que quede explicita la correcciéon a la masa, aunque también se podria
haber escrito de manera compacta como:

(M—m)X:F—’yX—FXTwX—FS.

4.3.2 Fuerza estocastica en sistemas no interactuantes

En la Ec. (4.21), se introdujo el término &, el cual representa la fuerza estocéstica o ruido y esta dado por
las fluctuaciones simetrizadas térmicas y de no-equilibrio del operador fuerza, 121 Zl (—0vhis) d}ds.7
=1s=

La suposicion mas frecuente sobre £, es que sigue una distribucién normal centrada en cero, (£,) = 0. En
cuanto a las posibles correlaciones del ruido, se suele suponer a este descorrelacionado a tiempos distintos.
Esto es consistente con la aproximacion adiabética, donde las escalas temporales electronicas (origen del ruido
estocastico de las FICs) son mucho mas rapidas que las escalas involucradas con la dindmica clasica de X,,. Un
ruido de este tipo tiene un espectro constante de frecuencias, y recibe el nombre de ruido blanco. Su funciéon de
correlacion, local en el tiempo, usualmente es expresada de la forma:

(€ ()& () =Dy ()6 (t—1),

donde el pardmetro D, representa la varianza del ruido.

Utilizando el valor de expectacion de la fuerza generalizada, Ec. (4.23), y puesto que estamos tratando con
electrones no interactuantes, las fluctuaciones de las FICs se pueden expresar en términos de funciones de Green
de una sola particula utilizando el teorema de Wick. Entonces, se satisface:

(Fu (0) Fo (1)) = (Fu (1) (Fo () = WPtr {A,G= (', 1) 4,67 (t,1) ],
y las fluctuaciones simetrizadas se puede expresar de la forma (ver Apéndice C.5):

(€u (1) & (t) = PPtr {A,G= (', 1) A6 (,1)}

7 En principio las fuerzas estocasticas pueden tener diversos origenes. Sin embargo, en nuestro caso nos limitaremos a las fuerzas
estocasticas de origen cuantico tnicamente.

s )
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donde hemos usado la notacion:

{Avu}g = AV“ s AMV-
: 2
Notese que las correlaciones de las fuerzas estocésticas estdn dadas a diferentes tiempos y para diferentes
coordenadas. Sin embargo, es de interés calcular las correlaciones locales en el tiempo. Por lo que, considerando
solo estas correlaciones, la varianza D, de la fuerza, expandida adiabaticamente a primer orden® , se expresa
de forma compacta como (consultar Apéndice C.5):

Dy, (T) ~ DO (T +ZD§}M ) X,
donde:
h oo
DY) (1) o / tr {A,G<A,G>} de
e)
DHV/\( )— —E Im{tr{@um\} }
siendo:

O (T,6) = A, G0 K[\ G — A,GK[,0.G" + 0. K[, G<A,G” — K/, 0.G<A,G”.

Aqui se utiliz6 la definicion de los términos auxiliares K, dada por la Ec. (4.17). Ademaés, se ha introducido
el cambio de coordenadas de Wigner, Ecs. (4.12) y (4.13), y la transformada de Weyl-Wigner (ver Apéndice
C.5).

4.3.3 Corriente de particulas

La corriente de particulas por el reservorio a estd dada por el valor de expectacion de la variacion de
particulas del reservorio con respecto al tiempo [18, |:

Lo (t) = —¢ (No (1)),
luego, mediante el teorema de Ehrenfest, tenemos que:
L) =i <[Na HD . (4.25)

Para calcular el conmutador de arriba, utilizaremos el operador namero del reservorio « definido como:

(o]

\ fE T

Ny = CokCaks
k=1

el Hamiltoniano total descrito por la Ec. (4.1) y las relaciones de anticonmutacion de los operadores creaciéon y
aniquilacion, Ecs. (4.5), conduciendo al resultado:

{ } ZZ { akdChdy — Vl,akleCak} ;
I=1k=1
por lo que la corriente de particulas por el reservorio a resulta:
7622 { ak,l3 <C¢T)¢k:dl> Wak <d Cak>}
I=1k=

Utilizando la Ec.(4.7) de la funcién de Green menor que interacciones el sistema con el reservorio a igual

8 Como la expansién adiabatica de la fuerza realizada es a segundo orden, por el teorema de fluctuacién detallado, se debe tener
en cuenta en la varianza términos hasta primer orden en la expansion, ver Ref. [185].
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tiempo, podemos obtener:

G 0] = —1 (4 O car ). (4.26)

Entonces, usando estas expresiones, la corriente en el reservorio o queda de la forma:

1) =2¢ 33" Re{VariGisus (10)}- (4.27)

I=1k=1

Ahora, utilizaremos la técnica de Keldysh, donde consideraremos la funciéon de Green para diferentes tiempos
del contorno ordenado, ver Apéndice C.1:

Glak (1,7') = —i < {dl( ) Ch (7/)}>’

entonces, se puede obtener el resultado [102]:

Grok (1,7') Z@ﬁgzs 7,71) Vs,akGak (11, 7') d1,

s=1 C

donde:
Gis(T,71) =—1i <T {dl (Tl)}>
Gak (11, 7") = —i <Tc {Cak (11) ch (T/)}> )

siendo C' es el contorno de integracion. Luego, utilizando el teorema de continuacion analitica de Langreth [102,
|, la integral anterior se escribe de la forma:

O () =3 [ {0 (6:) VengS (0,0) + G (1) Vgl (1,8 it (4.28)
s=1 00

Para tiempos idénticos, tenemos que:

o0

glfak (t7 t) :Z / {gl’r’s (t7 tl) Vs,akg(jk (tla t) + gl<é (t7 tl) ‘/s,ockggk; (t17 t)} dtl (429)

Introduciendo este resultado dentro de la Ec. (4.27):

o0
oo

I, (t) =2e ZZ Re Z/ ng (tt1) Ve.akgor (t151) Vara + Gr5 (8 11) Ve angag (t1 )Vakl}dtl

I=1k=1

Recordemos que los elementos de la auto-energia retardada X7, (¢1,t), que caracterizan el tuneleo entre el
sistema aislado y los reservorios, estd dada por la Ec. (4.8), y que los elementos de la auto-energia avanzada
xe ., (t1,t) se puede obtener usando la Ec. (4.9). Por otro lado, los elementos de la auto-energia menor XS, (t1,t)
esta determinada por la Ec. (4.10). Entonces, podemos escribir las sumatorias de la Ec. (4.28) como trazas:

SO GE (1) B (t18) = 0 {07 (8.12) 55 (h1,1))

l=1s=1

ZZ glfs (tv tl) Egs,l (tlv t) =tr {g< (tr tl) Eg (tla t)} 5

1=1s5=1
Por consiguiente, la corriente de particulas resulta en la expresiéon compacta:

o0

I, (t) = 2e / Re {tr {G" (t,t1) X5 (t1,t) + G= (t,t1) X% (t1,t) } } dts. (4.30)

—00
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En esta tltima expresion las integrales estan dadas en el tiempo. Luego, tomando el cambio de coordenadas
temporales de Wigner, Ecs. (4.12) y (4.13), y aplicando la transformada de Weyl-Wigner junto al producto de
Moyal (ver Apéndice C.6), la corriente de particulas se expresa’:

oo 1 . N =
Z (—’g) /Re{tr{@fpVWgr(T,e)aéVWEE (e) + ONWg< (T,e) 0N Wa (¢)} } de.

N=0

> o

— 00

Si bien esta expresion es exacta, nuevamente se presenta una ecuacion compleja dificil de abordar. Por lo
que procederemos introducir las funciones de Green expandidas a segundo orden de manera tal que la expansion
adiabatica de la corriente de particulas sea a segundo orden. Finalmente, el resultando es una corriente I, (T)
sobre el reservorio «, que a segundo orden dada por:

I (T) ~ IO(T) + I (T) + 18D (T) + 1) (T) (4.31)

en esta expresion podemos identificar los términos:

IO(T) = 2% / Re {tr {G"Wy< + G<Wixa }} de (4.32)

—0o0

M o0
IO(T) = % > / Re {itr {9.G" A, (("Wg< + GWsa) + 0.G<A,G W } } de X, (4.33)

v=1"_

[e3

M o0
12(1) = —g > / Re {tr {02G" 4, (G"Wy< + GWa) + 02G<A,G W4 } } deX, (4.34)
y:l_oo
eh LM 7 .
I (T) = -— S / Re {tr {¥,, (T,e) (G"Wg< + GWsa) + Oy, (T,6) G*Wya } } de X, X,, (4.35)

v=lp=1"__

donde, usando las definiciones de K, y K}, dadas por las Ecs. (4.17) y (4.19) respectivamente, se tiene que:

Ou (T,e) = 0. (0-G"1,G<A, + 35G<KZV) (4.36)

U, (T,e) =0: (&EGTKZV) . (4.37)

El término 7" (T') de la Ec. (4.31) es la corriente adiabatica de particulas, la cual, después de algunos pasos
algebraicos, conduce a la formula de Landauer [186], mientras que el término Lgl) (T') es la primera correccion
a la corriente adiabética y es el primer término capaz de describir el bombeo cuantico [107]. La expresion
obtenida de esta tltima también coincide con resultados previos, ver referencias [1412, |- Los términos nuevos

son I (T)y 12 (T), los cuales contienen las correcciones a segundo orden de la corriente adiabatica. Estas

altimas expresiones coinciden con los tnicos resultados encontrados en bibliografia capaces de ser comparados
[179, |. Aunque de nuevo se aclara que en esos trabajos solo se estudio el caso de sistemas de un solo sitio,
donde Hg y G" son solo numeros, lo cual simplifica enormemente las expresiones.

4.3.4 Corriente de energia

La corriente de energia por el reservorio a estd dada por el valor de expectaciéon de la variacién temporal
del Hamiltoniano del reservorio, dado por la Ec. (4.3), es:

B (t) = (Fa (1))
Luego, usando el teorema de Ehrenfest, la corriente de energia se reescribe como:

7

£ =5[]

donde, debemos recordar, el Hamiltoniano del sistema total H esta dado por la Ec. (4.1). En este momento
debemos implementar un proceso similar al realizado en la Seccion 4.3.3 para las corrientes de particulas. Para
ello, tenemos que hacer uso del las definiciones dadas en las Ecs. (4.2), (4.3) y (4.4) junto a las relaciones de

9 Luego de aplicar la transformacién de Wigner, se tiene que el tiempo t es en realidad el tiempo lento 7.
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anticonmutacion dadas en las Ecs. (4.5), se llega, después de algunos pasos algebraicos, a la expresion:

E,(t) = % ii {Gakvﬁkl <Clkdl> €ak Vi akr;l <d Cak>}

Luego, usando la definicion del elemento de matriz de la funciéon de Green menor, dada por la Ec. (4.7), en
conjunto a la relacion de su conjugado y suponiendo que las energias €, € R , se tiene que:

t):—2§:§:rm{%ugwg@k@w}. (4.38)
k=1m=1

En la Seccion 4.3.3 se ha encontrado, aplicando teorema de continuacion analitica de Langreth [102, ],
una expresion util del elemento de la funcién de green menor que es independiente del observable, la misma esté
detallada en la Ec. (4.29). Introduciendo este resultado dentro de la Ec. (4.38) de la corriente de energia queda:

= 23y Re { [ @ttt a5 01,04 G5 (10 g 01,0) s} (439)

l=1s=1

donde hemos definido:

Gas (t1,1) Z Viak (€argsy (t1:1)) Vary (4.40)
k=1

ggs,l (t17 t) = V:S,Oék (eakggk (tla t)) Vak,l' (441)
k=1

Como los propagadores son funciones de Green, deben satisfacer las ecuaciones:

0
(Zhat — Eak) g;k (tl, t) = 0
0 @ () =6(t — 1)
7 8t €ak | 9ok \U1, = 1 )
entonces:

ag;k (t17 t)
oty

-4 (tl - t) = GOJng;k (tla t) )

ih

ih 8gak (tl?t)
oty

= eakgsk- (tla t)

reemplazando estos resultados en las Ecs. (4.40) y (4.41), se obtiene:

. g, (t,t
9w (t1,) = i Z Vi oDk T “’(i%(ll W (4.42)
oo oo
) dg, (t1,t
Jos (t1,1) =ih Z Vs,akig }ét(ll )Vak,z— Z Ve,ak6 (t1 —t) Var. (4.43)

k=1 k=1
Por otro lado, supondremos que se cumple:

0

o, (Vs,arVak,) = 0. (4.44)

Noétese que este resultado no significa necesariamente que los acoples Vi o1 ¥ Var, sean independientes del
tiempo, pues pueden tener la forma Vggy, = Vﬁ(gzneif (*). Luego, usando las definiciones de las auto-energias
menor y avanzada de las Ecs. (4.9) y (4.10) respectivamente, y la condicion de la Ec. (4.44), se puede demostrar
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que:

0

aitl( as,l th ) ZV:%ak gak (tlvt)) Vak,l
0

87151( as,l tl? Z V;ak gak (tht)) Vak,l-

Después de todo lo mencionado, usando estas tltimas ecuaciones y las Ecs. (4.42) y (4.43), la corriente de
energia de la Ec. (4.39) se reescribe de la forma:

Ea(t)——QRe{ /(Zzglg t,t1) at ( as,l (t1,t ) Zzgls t,t1) ( asl(tla ))) dtl}

I=1s=1 1—1s—1
c2323 w000 3 Vs 0 Vo .
I=1s=1

Veamos que estas sumatorias se puede escribir como trazas de los operadores, es decir:

SN Gt g (B ) = {0 ) - (55 1) (4.45)

l=1s5=1

>3 67 1) e (B (1:0) = 6 {6 0.0 - (2 0 (1.46)

I=1s=1

por lo que la corriente de energia queda determinada por los operadores, mientras que el dltimo término es nulo
(ver Apéndice C.7):

Ey (t) = —2Re{ih/tr {g" (t,t1) 8%1 (X5 (t1,1) +G= (t, 1) 861 (xe (tl,t))} dtl}. (4.47)

Tal como se viene trabajando, aplicaremos el cambio de coordenada de Wigner para luego introducir la
transformada de Weyl-Wigner y el producto de Moyal, lo que da como resultado (ver Apéndice C.7):

2 1 i\~
Eo(T) =+ > = / gRe{(—’2> tr {0 Wgr (T,e) 0¥ W< () + Of Wg< (T,€) OX Wa (5)}}d5
N=0 """ Y

2 &1 i\ V!
+o Z N / Re { (2) tr {Op V' Wgr (T,€) 0N W< () + 0p T Wa< (T, ) 0N Wi (5)}} de.

Nuevamente, como en las expansiones en series infinitas que hemos dado para los casos anteriores, esta
expresion para la corriente de energia es exacta, pero dificil de resolver, por lo que introduciremos los operadores
de Green a segundo orden calculados en la Seccién C.3. Haciendo uso del hecho que los reservorios no dependen
del tiempo y que los operadores son de soporte compacto, después de mucha algebra, se llega a:

Eo (T) = EQ(T) + EY (T) + ESY(T) + EQ (T),
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donde podemos identificar las diferentes contribuciones de las corrientes de energia:

o0

BO (@) =2 [ eRefur{G Wy + G Wy )} ds (4.48)
1 &L .
EW(T) = - > / eRe {itr {0:G" A, (G"Wy< + G Wxa) + 0.G<A,G Wi } } de X, (4.49)
l/:l_oo
T .
E®(T) = —5 > / eRe {tr {02G" A, (G"Wgs + G W) + 02G<A,G*Wya } } deX, (4.50)
Vzlfoo
Bl -
E&Y(T) = - > / eRe {tr {¥,, (T,e) (GC"Wyg< + G Wsa) + 0., (T,e) G*Wsa } } deX, X, (4.51)
v=lp=1~__

donde los operadores y ©,, (T,¢) y ¥, (T,e) son los dados por las Ecs. (4.36) y (4.37) respectivamente.
Anéalogamente, a las corrientes de particulas, el término Eéo) (T') es la corriente adiabética de energia, que se
puede reescribir como la féormula de Landauer para la corriente de energia. El término E(gl) (T') es la primera
correccion adiabatica de la corriente de energia y da cuenta del bombeo de energia a primer orden. Por tltimo,
los términos nuevos son E5) (T) y EY (T), los cuales corresponden a las correcciones a segundo orden. El
primero de ellos contiene las derivadas segundas de las variables mecanicas, mientras que el segundo solo tiene
las derivadas primeras pero con términos cuadraticos.

Notese que todos los nicleos '© de las corrientes de calor, para cada uno de los érdenes, son idénticos a los
niicleos de las corrientes de particulas multiplicados por la energia, tal y como muestra la bibliografia previa con
expresiones hasta primer orden [167]. Lograr expresar cada uno de estos términos con estas formas analiticas es
relativamente facil para los términos adiabatico y su primera correccién. Sin embargo, estas expresiones no son
triviales para los términos de segundo orden.

4.3.5 Corriente de calor
El dltimo observable que consideraremos es la corriente de calor que circula por el reservorio «, para la cual,
se propone el operador [111]:
dN,
dt’

dQ.  dH,
at - ar | He

por lo que el valor de expectacion para la corriente de calor es:

o <dQ§t(t)> _ <dz> +,La<ddf‘}> — B~ 2100,

Esto significa que la corriente de calor se presenta como una combinacién lineal de la corriente de energia y la
corriente de particulas, dadas por las Ecs. (4.47) y (4.30) respectivamente. Usando estos resultados, la corriente
de calor se puede reescribir como:

Jo (t) = —2Re {tr {/ {g’” (t,t1) (Sazg (tl,t)) +G< (t,t1) (Sazg (tl,t))} dtl}} ,

donde, para simplificar la notacién, hemos introducido el operador:

5 0
o = ih— o
S, 7 ot +

Para este observable, aplicaremos directamente la expansion adiabatica a segundo orden usando los resultados
encontrados previamente, es decir, necesitaremos de las Ecs. (4.32), (4.33), (4.34), (4.35), (4.48), (4.49), (4.50)
y (4.51). Entonces, la corriente de calor a segundo orden se expresa de la forma:

Jo (t) = JO (&) + IV (¢) + T8D (1) + T2 (1),

10 Le llamamos nticleo a las expresiones que, al ser integradas en la energia, nos devuelven un dado observable.
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donde podemos identificar los términos de las corrientes de calor:

o0

JO(T) = 2% / (e — pa) Re {tr {G" W< + G<Wia } } de (4.52)
1 M )
JM(T) = - > / (e — pa) Re {itr {0-G™ A, (G"Wy< + G<Wia) + 0-G<A,GWxa } } de X, (4.53)
y:l_oo
M R ..
J(T) = —5 > / (e — pa) Re {tr {02G" A, (G"Wys + GWya) + 02G~A,G"Wxa } } deX,  (4.54)
1/:1700
i M M .
T =-=3"3 / (e — pa) Re {tr {#,, (T, ¢) (G"Wy< + GWixa) + Oy, (T,e) G*Wie } } de X, X,
v=1p=1"

oo

(4.55)

nuevamente, los operadores y O, (T,¢) y ¥, (T,¢) estan dados por las Ecs. (4.36) y (4.37) respectivamente.
Por lo que se mencioné para las corrientes de particulas y energia, el término Jéo) (T') es la corriente adiabatica
de calor, Jo(él) (T') es la primera correccion adiabatica de la corriente de calor y los términos nuevos, J&Q) (T)y
Jél’l) (T'), representan las correcciones a segundo orden de la corriente de calor.

4.4 Modelo tight-binding de un nanopilar

El estudio tedrico desarrollado en las secciones anteriores es aplicable a una extensa variedad de nanodispo-
sitivos, algunos de ellos son de disenos tedricos con el objetivo de poder realizarse en un futuro, mientras que
otros ya tienen implementaciones experimentales. Entre estos ultimos dispositivos se encuentra los nanopilares,
los cuales actualmente tienen diferentes aplicaciones. El principio fisico de funcionamiento de un nanopilar, en
el contexto de transporte cuantico, se muestra en la Fig. 4.1-a. En esta imagen se ilustra como un cilindro de
un material flexible capaz de mantener un movimiento oscilatorio entre los reservorios L y R. Debido al tamano
nanomeétrico del nanopilar, el mismo admite valores discretos de energia, por lo que podemos asociarlo con un
punto cuantico. Por otro lado, los acoples del nanopilar con los reservorios dependeré del movimiento mecanico
y su distancia con los reservorios. La razén mecénica del movimiento oscilatorio se debe a la torsion del material,
el cual al ser apartado de su posiciéon de equilibrio surge una fuerza de torsién del material que lo devuelve a
su posicion inicial, tal como se ilustra en la Fig. 4.1-b. En el caso de existir un desbalance de ocupacién ente
los reservorios, tal como sucede cuando existe una diferencia de potencial entre los terminales, la torsion del
nanopilar y la carga del mismo genera una competencia entre la fuerza mecanica y la fuerza eléctrica, resultan-
do en un movimiento oscilatorio. Finalmente, la coordinacién de estos desplazamientos da como resultado un
movimiento de cargas de la forma que se observa en la Fig. 4.1-a.

En lo que sigue, utilizaremos los resultados obtenidos en las subsecciones 4.3.3 y 4.3.4, aplicdndolas al
sistema de un solo nanopilar aislado, el cual también se ha implementado experimentalmente, cuyo principio
de funcionamiento es analogo al discutido en el nanopilar doble [187]. El punto cuantico estd montado sobre
el nanopilar y conectado a dos contactos eléctricos. Como resultado, la posicién con respecto a los reservorios
manifiesta un movimiento oscilatorio.

Para estudiar la dindmica del nanopilar recurriremos al modelo minimo de un punto cuéntico, representado
por el sistema tight-binding, detallado en la Seccion 2.3.2. Recordemos que el mismo consiste en un sistema
tight-binding conformado por un sitio con energia Fg4, que modela el punto cuantico, el cual se encuentra
conectado a dos cadenas semi-infinitas mediante los acoples Vy, y Vi. Cada una de estas cadenas representa un
reservorio del sistema. Aqui, las coordenadas {Eq4, Vg, Vi} deben depender de las variables mecanicas fisicas,
segin se analiz6 en la Seccion 3.3.4. A diferencia del modelo del doble nanopilar, la propuesta del modelo fisico
para el nanopilar simple es elegir a los acoples de la forma:

Vi = tmamea(liixLL)
Vr = tmaxea(l_%{),

siendo t,,4, la amplitud méxima de acople, a una constante de decaimiento, z; la distancia minima entre el
punto cuéntico y el altimo sitio del reservorio L, y xr la distancia minima entre el punto cuantico y el altimo
sitio del reservorio R. Las variaciones Az y Axy son las distancias desplazadas por el punto cuantico y el
altimo sitio de los reservorios, por lo que, si colocamos el sistema de coordenadas en el punto medio, usando la
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(a) Esquema de transporte de cargas (b) Fuerzas de restitu-
cién del nanopilar

- - - el

}
%

&
&
&
&

Vi Vr

(c) Modelo tight-binding capaz de describir la dinamica del nanopilar.

Figura 4.1

coordenada x, y suponemos que la distancia entre los sitios de los reservorios es L, se tiene que:

L
A:EL:§+:E,

L
AxR:§—z.

Por otro lado, supondremos que E; es una constante de punto cuantico, la cual no necesariamente podemos
controlar directamente, pero si podemos conocer su magnitud. En la Fig. 4.1-c se ilustra el esquema del modelo
fisico que deseamos calcular, donde se expone las distancias mencionadas junto al sistema de coordenadas y la
cadena tight-binding, siendo Ej la energia de los sitios de las cadenas y Vj los correspondientes acoples entre
los mismos. Como el nanopilar es en si mismo un punto cuantico, el movimiento resultante del punto cuéntico
es periodico dentro del intervalo [f%, é]

En lo que sigue, supondremos que el movimiento del nanopilar esta dado por la curva paramétrica:

z (t) = Xpmae sin (wt) ,

por lo que las distancias minimas quedan determinadas por:

L

xrr = 5 - Xmax7
L

TR = 5 - Xmam-

En lo que sigue, introduciremos este modelo fisico para calcular las corrientes de particulas y corrientes de
calor hasta el segundo orden, visualizando las diferentes contribuciones.
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Corriente por Bias Corriente por Temperatura
1 0.02
0
0.14 (a) A o SRREEREES
’ Io+ 1 + Iy -
Iy+h+hi+1Ip --------
=
N —0.01
~
~ 0.11
0.08 : y —0.04 . :
0 5 ™ 377 2 5 ™ 37” 2
wt wt
0.01

—0.01
0.09 p : 3‘7 —0.03
0 5 T 5 2
wt
0.13 ; ; ; —0.002
0.12
—0.007
=
~
=011
—0.012
0.1
. - —0.017 . -
0 5 T 377 2 0 5 T 321 2
wt wt

Figura 4.2: Corriente de particulas sobre el nanopilar, donde en todos los graficos se expone las contribuciones
de cada una de los términos y las correspondientes correcciones para los diferentes 6rdenes. La primera columna
de figuras son las corrientes de particulas debido a un diferencial de potencial, para los cuales se tomé puy, = 0,1
v ur = —0,1 usando una misma temperatura kg7, = kgTr = 0,01. Por otro lado, la segunda columna describe
las corrientes de particulas debido a una diferencia de temperaturas, donde se escogieron los valores kT, = 0,1
y kgTr = 0,01 y donde hemos utilizado el mismo potencial quimico p;, = ur = 0. Las frecuencias usadas son:

(@) y () w=05,(c)y (d) w=03,y(e)y (f) w=0,1.
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4.4.1 Corrientes de particulas en el nanopilar

Para calcular la corriente de particulas en el reservorio L, la contribuciéon adiabatica esta dada por la Ec.
(4.32), mientras que, para la primera correccion, usaremos la Ec. (4.33), reescribiéndola como:

M=e > IX,
X, €{VL,Vr,Ea}

donde:
7 = / Im {tr {4, [(G" T} + G<5]) 0.G" + G* T} 0.G<] }} de.

Las correcciones a segundo orden estan dadas por las Ees. (4.34) y (4.35), las cuales para nuestro modelo se
reescriben de la forma:

= Y IPVX,
X, €{VL,Vr,Eq}

[él,l) —e Z Z IéLl,uy)XﬂXy
X, €{VL,VRr,Ea} X, €{VL,VRr,Eq}

siendo:
h o0
L =5 / Re {tr {4, [(G"2F +G=X}) 02G" + G* L1 02G<] }} de
i) _ % / Re {tr { (K7, + K7,) A+ 0. (A,G<A, + A,G<A,) B+ (K%, + K2,) C}} de,

al que los términos A, B y C estan determinados por:

A=0.(C"ZF +G<x3)0.G" (4.56)
B=0.(G"X%)8.G" (4.57)
C =0, (G"2%)0.G<. (4.58)

Por lo tanto, las diferentes contribuciones de las corrientes para nuestro modelo son:

e
Ig)) = / 4tr TG'TrG®) (fr — fr)de

Ig) = ewAmax <fI(Ll’VL)VL + IS’VR)VR> cos (wt)
IE,Q) _ er [A12nm: (IéQ,VL)VL +Z—£2,VR)VR) 0082 (wt) 1+ Avan (ZE/Q’VL)VL _ If’VR)VR) sin (wt)}
I = ew? A2, [TV (V) 4 TRV (V) 4 20 Vi cos? (i),

aqui hemos introducido el término:

aXm(l.’E

Ama:c = m-

(4.59)

En la Fig. 4.2 se ilustra el comportamiento de las correcciones para los diferentes o6rdenes, donde hemos
tomado los valores:

tmaz = 0,75, a=0,3, Ey=-0,5, (4.60)
Xmaz = 0,5, L=2 e=h=1.
En todas las imagenes se observa que las correcciones de segundo orden son pequenas frente a las de primer

orden, y a medida que se disminuye w, también se reducen las diferencias. También, como es esperable, las
correcciones de segundo orden decaen més rapido que las de primer orden, al punto de ser imperceptibles para
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muy pequenas frecuencias. Finalmente, las figuras muestran que la contribucién dominante a segundo orden
. . 2
esta dada por la aceleracién Ig ).

4.4.2 Corrientes de calor en el nanopilar

De manera analoga al procedimiento previo de las corrientes de particulas, el cilculo de las corrientes de
calor en el reservorio L estd dado por cuatro contribuciones. El término adiabatico esta dada por la Ec. (4.52),
mientras que la primera correccion se expresa por la Ec. (4.53), la cual reescribiremos como:

=3 g,
X, €{VL,Vr,Eq}

siendo:
T = —% / (e — pr)Im {tr {A, [(G"ZF + G<X%) 0.G" + G*£39.G<]}} de.

Por otro lado, para las correcciones a segundo orden debemos utilizar las Ecs. (4.54) y (4.55), las cuales para
nuestro modelo se reescriben de la forma:

VIR St
X, e{VL,Vr,Eq}
T = > /s ob oF
Xu€{VL,Vr,Ea} X, €{VL,VR,Ea}
siendo:
T =5 / (e — pp)Re {tr {A, [(C"EF + G<£5) G + G £30°G] } } de
—00
oo
T = ot [ e = ) Re e (1, + K2, A+ (4,674, + A,G<4,) B+ (K}, + K2,) O} de

donde los términos A, B y C estan determinados por las Ecs. (4.56), (4.57) y (4.58). Después de unos pasos
algebraicos, las contribuciones de las corrientes para el modelo propuesto son:

oo

— 00

I = whman (~TVOV + TV ) cos (i)
I = A [Amae (TEVVL 4 TPV c05? () + (T2 V = TEVOVR) sin (wt)]

J£1,1) _ sz%wgC [j£1,1,VLVL) (VL)2 + jL(1,1,vRVR) (VR)2 + jL(l’l’VRVL)2VLVR} cos? (wt),

donde el término A, es el presentado en la Ec. (4.59). La Fig. 4.2 ilustra el comportamiento de las correc-
ciones para los diferentes 6rdenes, cuyos valores utilizados son los mismos que los usados para las corrientes
de particulas, Ecs. (4.60). Todas las figuras presenta un comportamiento similar al observado en la Fig. 4.2,
es decir, en general las correcciones de segundo orden son menores a las de primer orden y la contribucion
dominante a segundo orden es J ](;2).

4.5 Conclusion

A lo largo de este capitulo hemos descrito brevemente las herramientas formales de FGNEs para luego
usarlas en el célculo de los valores de expectacion de las corrientes de particulas, energia y calor. Ademaés,
hemos determinado los valores medios de las FICs y las correspondientes correlaciones estocéasticas, necesarias
para la evolucion dinamica en la ecuacion de Langevin y el cumplimiento del teorema de fluctuacion-disipacion.
Sobre cada uno de los valores de expectacion estudiados se realizé6 una expansion adiabatica a segundo orden
donde, a diferencia de trabajos previos [179, ], las expresiones obtenidas resultan totalmente generales. La
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Corriente por Bias Corriente por Temperatura
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Figura 4.3: Corriente de calor sobre el nanopilar. La disposicion de las figuras es idéntica a la de la Fig. 4.2 y
los parametros usados son los mismos.
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inica aproximaciéon usada fue que los Hamiltonianos de los reservorios, asi como el acoplamiento a ellos, es
independiente del tiempo. Esto, en la mayoria de los casos, no resulta problematico, ya que se puede redefinir
a lo que llamamos sistema para incluir una parte de los reservorios. Es importante aclarar ademas que, a
pesar del modelo utilizado como ejemplo, en las expresiones obtenidas no se realiz6 ninguna suposicion del
tipo «particulas no interactuantes» para las funciones de Green, salvo para los reservorios, como es usual en el
contexto del transporte cuintico. Tampoco se supuso condiciones de voltaje cero para los reservorios, como en
la mayoria de las expresiones de corriente de bombeo encontradas en literatura [107].

Las expresiones obtenidas pueden tener una gran variedad de potenciales aplicaciones, las cuales van desde
un método confiable para determinar el error cometido en la introducciéon de las correcciones adiabaticas de
primer orden hasta el analisis de correcciones a las masas efectivas para sistemas fuera de equilibrio. También
se pueden utilizar para analizar término a término y de manera detallada céomo la ruptura de adiabaticidad
resulta perjudicial o favorable a fenémenos como el bombeo de carga o calor, o para el rendimiento de méquinas
cudnticas [163, |. En conclusion, esperamos que las expresiones obtenidas proporcionen una puerta de entrada
para estudiar una gran variedad de fendémenos en el contexto del transporte cuantico dependiente del tiempo
que hasta el momento eran de dificil de acceso, permitiendo una separacion sisteméatica y formal de escalas de
tiempo entre grados de libertad electronicos y mecanicos (o nucleares).
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Capitulo 5

Corriente de entropia y eficiencia de
maquinas cuanticas

Para un andlisis completo de los nanodispositivos, ademds de estudiar su dindmica, es necesario
abordarlos desde una perspectiva termodindmica. En el siguiente capitulo estudiaremos el rendimiento
de las mdquinas cudnticas impulsadas por combinaciones arbitrarias de reservorios de equilibrio y
reservorios de particulas no interactuantes, pero cuyas funciones de distribucion no son térmicas
(reservorios incoherentes de no equilibrio o RINs). Para ello derivaremos formulas explicitas para
calcular la corriente de entropia (o velocidad de produccion de entropia por intercambio de particulas)
de los RINs. Por dltimo, ilustramos la metodologia desarrollada a través de un modelo simple con
solucion analitica, donde el calor «espontdneamente» fluye contra un gradiente de temperatura.

5.1 Introduccion

En los Capitulos 3 y 4 hemos realizado un cuidadoso y extenso estudio de distintos aspectos teoricos de
maquinas cuénticas relacionados con su dindmica. En el presente capitulo abordaremos a estos dispositivos
a través de un enfoque termodinamico. El objetivo es estudiar el rendimiento de estas méaquinas cuanticas,
las cuales pueden ser motores o bombas, pensandolas como méquinas térmicas. De esta forma, el rol de la
corriente de energia o de calor y las configuraciones termodinamicas de los reservorios adquieren una importancia
relevante. En particular, nos centraremos en la posibilidad de utilizar fuentes de energia no canoénicas, como los
reservorios de no equilibrio [78-84] o los demonios de Maxwell [85-90], los cuales se presentan como una direccién
tentadora que puede, no solo, ofrecer formas alternativas de controlar las maquinas cuanticas, sino que también
pueden esclarecer el comportamiento termodinamico de experimentos reales y teodricos.

En la literatura existen diferentes formas de «reservorios de diseno». Muchos de ellos involucran coherencias
cuanticas o efectos de correlacion [78, 80-82]. Aqui nos concentraremos en un tipo de reservorio de diseno algo
mas simple que llamaremos reservorios incoherentes de no equilibrio (RINs)!. Estos reservorios consisten en
particulas cuanticas no interactuantes (al igual que los habituales en el transporte cuantico [114, 167-169, D,
pero en este caso las funciones de distribucion son no térmicas. En el contexto del transporte cuéntico, las
distribuciones no térmicas en sistemas mesoscopicos no solo se han estudiado teéricamente {79, 91-94], sino que
también se han observado experimentalmente, por ejemplo, en hilos mesoscopicos [95], en nanotubos de carbono
[96, 99], en sistemas con efecto Hall [97] y en grafeno [95].

A pesar de ser mas sencillos que otras propuestas, los RINs pueden dar lugar a fenémenos fascinantes. Por
ejemplo, se ha demostrado que los RINs pueden actuar como una clase de demonio de Maxwell que, sin inyectar
energia o particulas en un dispositivo, son capaces de controlar el flujo de calor entre reservorios termodindmicos
conectados al sistema. Un ejemplo interesante de este comportamiento se ilustra en el bombeo de calor contra
un gradiente de temperaturas estudiado por Sanchez y colaboradores [34]. Este tipo de dispositivos pueden tener
aplicaciones importantes, como la posibilidad de construir un refrigerador de dimensiones nanométricas capaz
de funcionar sin necesidad de inyectarle energia, la cual en algin momento debe disiparse como calor [169].
Mas alla de esta propuesta, otras formas de dispositivos cuanticos, impulsados por combinaciones méas generales
de reservorios de equilibrio y no equilibrio, también son posibles e interesantes para estudiar. Sin embargo, no
hay una descripcion termodindmica capaz de generalizar esta extensa clase de dispositivos y esto conduce a
inconvenientes al momento de tratarlos. Una dificultad surge cuando se desea calcular el rendimiento, ya que,
por ejemplo, siguiendo tratamientos termodinamicos estandar [169], se necesitaria saber como estan construidos
los RINs para evaluar la eficiencia de méquinas conectadas a ellos.

I Incluyo la palabra incoherente en el nombre de los reservorios incoherentes de no equilibrio para enfatizar la diferencia con otros
tipos de reservorios de disenio que incluyen de coherencias cuéanticas, ver [78, 80-82].
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A continuacion, discutiremos la termodinamica y la eficiencia de esta clase de dispositivos, pero bajo una
descripciéon que solo requiere el conocimiento de la funcién de distribucién de probabilidad de los RINs. Esta
formulacion se basa en el calculo de una cantidad que aqui denominamos «corriente de entropia» y la cual
se derivara desde un enfoque semiclasico en la proxima seccion. Como aclaracion, vale mencionar que esta
cantidad también se puede denominar como velocidad de produccién de entropia debido al intercambio de
particulas. Sin embargo, preferimos el nombre corriente de entropia, ya que este pone en pie de igualdad la
cantidad mencionada con las otras corrientes (energia y particulas) como responsables de impulsar las maquinas
cuanticas, lo que puede ayudar a comprender més intuitivamente algunos fenémenos desconcertantes permitidos
por los reservorios no térmicos.

5.2 Corriente de entropia

Comenzaremos considerando un reservorio con energia total U y un nimero de particulas indistinguibles
no interactuantes N, el cual supondré que es lo suficientemente grande comparable al namero de Avogadro.
Dividiremos el espectro en grupos de niveles llamados «celdas» separadas por un intervalo de energia de. El
nimero de estados posibles de la i-ésima celda es g;, la energia media de la celda es ¢; y n; es el naumero de
particulas que ocupan los estados dentro de la i-ésima celda para una configuraciéon particular del reservorio.
La entropia S de este reservorio se puede calcular mediante la forma [188]:

Ng
S=kpln (> W;{n}|,

Jj=1

siendo kp la constante de Boltzman, W; {n;} el namero de estados del reservorio correspondiente al conjunto j
de nameros de ocupaciones {n;}, y la sumatoria (sobre la Ny configuraciones) contiene todos los conjuntos de
ocupaciones compatibles con la energia total U y el ntimero de particulas totales N del reservorio. Es importante
destacar que asumiremos a las fluctuaciones en torno a un valor de n; como despreciables, de esta forma puedo
aproximar la sumatoria a un valor fijo. Por lo tanto, se tiene que:

Z Wj{ni} = Wo{ni}.

Aqui, Wy {n;} esta asociado al conjunto fijo de numeros de ocupacion de estado estacionario, donde este
estado estacionario estd sostenido ya sea por un agente externo o por la maximizaciéon de la entropia del
reservorio en el caso de reservorios termodinamicos. Como estamos tratando con particulas no interactuantes,
tengo que:

N
Wo {ni} =] ] wi,
i=1

donde w; denota el numero de formas en que n; particulas pueden asignarse a la i-ésima celda del reservorio
con g; estados. Entonces, para bosones y fermiones, se tiene la siguiente relacion [188]:

L0 _ (it gi—1)

== "2 % bosones
n;! (i — 1)!
|
wl(f) SR AN — fermiones
ni! (gi — nl)'

Luego, asumiendo que g; > 1, tanto para bosones como para fermiones, y aplicando la aproximacion de
Stirling se obtiene:

9i n; T
(f)
In (wi ) o i B B i .
~qn; (In| = 1 —In(l—nq) |, (5.2)
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siendo 7; la ocupacién media de la i-ésima celda dada por:

_ 2
n;g = —.
Gi
Entonces, para el reservorio o con N(® particulas se puede calcular su entropia S, con la ayuda de las Ecs.
(5.1) y (5.2) mediante:

N

So=kp Y Mwia. (5.3)
=1

Ahora, abandonaremos la condicién de equilibrio y supondremos que existe un flujo de particulas por unidad
de energia n, (g;) ingresando al reservorio. Entonces, la corriente de particulas se puede expresar proporcional-
mente a las variaciones de las ocupaciones medias de las celdas n;, tal que:

i (1) = Tiia <§;> , (5.4)

donde asumimos que el espectro del reservorio g;, es constante. A continuacion, lo que deseamos conocer es el
cambio por unidad de tiempo de la entropia como consecuencia de este flujo de particulas, el cual llamaremos
«corriente de entropiay. Derivando con respecto al tiempo, la Ec. (5.3) y utilizando la Ec. (5.4) se obtiene:

N

S = ki Z 5lnwm

8nm

N ]
Z Olnwiy g (g4)
- kB : 6nia Gia 551‘.

Por altimo, derivando las Ecs. (5.1) y (5.2) con respecto a la ocupacion media se llega a la expresion:

1 9lnw? 1
77“1 = In — +1
Jia ania Nija

1 dlnw' 1
nwm:ln< _1),

Jia ONia Nia

lo que conduce a los siguientes términos para las corrientes de entropia:

N
SO =k 1 1) e (&) 0e;
B z:: n<nm+ )na(sz) i
N .
S(f) =k ln< 1) Ne (€5) 08;.
B ; N ( )

Dado que el reservorio es macroscopico, siempre podemos tomar al nimero de estados g;, dentro del intervalo
de energias de; (no importa cuan chico sea este ultimo) lo suficientemente grande como para considerar 7i;,
independiente del tiempo. Esto es:

NiaT K N,

donde 7 es una escala de tiempo que tiene que ver con la duraciéon del experimento o con el periodo de un
cambio ciclico del sistema. Esto resultara util mas adelante al integrar la corriente de entropia sobre el tiempo.

Por lo que se propuso inicialmente, el nimero de particulas disponibles en cada uno de los reservorios es
lo suficientemente grande como para poder transformar la sumatoria en una integral. Entonces, reemplazado
flio por la distribucion de probabilidad f, (¢) (para enfatizar el hecho que se estad considerando reservorios
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macroscopicos), se tiene que:

S = kg /m (féf)l(e) — 1) e (€) de. (5.5)

Estas expresiones son vélidas para cualquier tipo de distribuciéon de probabilidad de bosones o fermiones.
En particular, si reemplazamos f, (¢) por las distribuciones de Fermi-Dirac (o de Bose-Einstein) a un dado
potencial quimico u, y temperatura 7)., se tiene que la corriente de entropia (en ambos casos) resulta:

o0

) 1 )
Sr = / (6 — i) s (&) de.
T
—0o0
Esta expresion coincide con la clasica formula de transporte cuantico que relaciona la corriente de calor J,
con corriente de entropia (o velocidad de produccion de entropia), donde [114, 167-169, 175]:
) J,
Sy = —.
T Tr

En el Apéndice D.1 se describe una deduccion alternativa de la Ec. 5.5 basada en la entropia Von Neumann,
utilizando el marco formal de la mecéanica estadistica y la mecanica cuéntica. En ese caso se expresa la corriente
de entropia en término de una temperatura efectiva dependiente de la energia.

5.3 Eficiencias de maquinas cuanticas impulsadas por RINs

Consideraremos un sistema local conectado a un cierto ntimero de reservorios en equilibrio, denotados por el
subindice r, pero también conectados a varios RINs, denotado por el subindice [, tal como se ilustra en la Fig.
5.1. Para agregar generalidad, también incluiremos la posibilidad de que el sistema local esté conectado a un
dispositivo mecénico. Por lo tanto, las fuerzas inducidas por corrientes (o las posibles fuerzas externas) deben
también tenerse en cuenta [1 14, 144, 163, 167-169, 175]. Finalmente, para realizar las derivaciones supondremos a
los reservorios como fermiénicos. Sin embargo, los resultados se pueden traducir facilmente para el caso bosénico
o incluso para reservorios mixtos (teniendo en cuenta de manera apropiada la conservacion o no de particulas

en este ultimo caso).
‘r"‘\
Dispositivo
“ mecénico
4

ettt et -~

\
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Figura 5.1: Esquema general del tipo de sistema tratado. Un sistema local, conectado (o no) a un dispositivo
mecéanico, que intercambia particulas con reservorios en equilibrio (a temperatura T; y potencial quimico p;) y
reservorios incoherentes fuera del equilibrio.

Comenzaremos escribiendo la derivada temporal de la energia total Uyyee; de los reservorios:

] NRes ) Ngrin )
Utotal = Z (TrSr + ﬁr.”r) + Z U17 (56)
r=1 =1

donde Uj es la energia interna del reservorio [. Los reservorios de equilibrio estan caracterizados por una tem-
peratura T,., una entropia S, un niimero de particulas n, y un potencial quimico u,. Para estas expresiones se
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uso la primera ley de la termodindmica:
Ur =J,+ hr,ulry

donde he introducido la definicién de la corriente de calor J,.:

J. =T,85,.
Ahora, defino las cantidades:
5T, =T, — T
Sptr = pir — po,

donde Ty y po son, respectivamente, la temperatura y potencial quimico de referencia. En principio, Ty y o son
arbitrarias, pero por conveniencia identificaremos estas magnitudes con la temperatura y el potencial quimico
del ambiente circundante, tal como se ilustra en la Fig. 5.1.

La conservacion de la energia impone la relacion:

NRes Nrin

S (Ot 0)+ > (Tt 0a) + 0, = —Wop,

r=1 =1

siendo W la potencia entregada por las fuerzas inducidas por corriente (o las fuerzas externas) que podrian
estar actuando sobre el sistema local, U, es la corriente de energia del sistema local, por tltimo, los términos
US,T y US,Z son las derivadas temporales de los acoples entre el sistema local y los reservorios.

Por otro lado, el principio de conservacién de particulas impone la relacion:

NRes NgriIn

> it > i+ =0.
r=1 =1

en la cual, n; son las corrientes de particulas en los RINs y 7, es la corriente de particulas sobre el sistema local.
La derivada temporal de la entropia de todos los reservorios esté dada por:

NERes NRriIN

ST Zz:l ST—‘F lzz Sl.
r= =1

Esta expresion se obtiene usando la Ec. (5.6) y todas las expresiones anteriores, consultar Ref. [114, 167-169,
|. La cantidad St se puede descomponer linealmente como suma de una componente reversible Sé,fev) y una

componente irreversible S(T"TEU). La tasa de produccion de entropia del término irreversible esta dada por:

» . N 0T\ K -
r=1 " =1

mientras que la contribucion reversible de St es:

. NRes i NRrIN .
TS — (z Gt 32 Us,wons)
r=1 =1

La segunda ley de la termodindmica impone la condicién (para una discusion al respecto, ver D.2):
T
/ SETTdr > 0, (5.8)
0

entonces, después de integrar la Ec. (5.7) sobre un ciclo de una méaquina cuéntica (con periodo 7) dentro del
sistema local, se satisface la siguiente desigualdad:

Ngrin

We+ Y. A& Ng.. ST
03— 3 (b + ) 37 ). (5.9
r=1

T
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donde Wr es el trabajo por ciclo realizado por la fuerzas inducidas por corrientes. Ademaés, utilizaremos la
T

definicion del promedio por ciclo dada por (e) = % | edt y hemos definido la cantidad:
0

Agl = AU[ - qunl - T()ASZ. (510)

Para dar una primera interpretacion del significado fisico del término AE; vamos a considerar el siguiente
proceso:

(1) Primero, se convierte el estado inicial del RIN en un reservorio de equilibrio con la temperatura T; y el
potencial quimico p;, mientras se mantienen constante U; y n;.

(2) Luego, se induce el cambio de la energia y el ntumero de particulas en una cantidad de AU; y Ang,
respectivamente.

(3) Por ultimo, se cambia el estado final del I-ésimo reservorio de «equilibrio» en el estado final deseado del
RIN, mientras se mantienen constante U; y n;.

A partir del procedimiento mencionado, realizaremos las siguientes observaciones:
e El cambio de la energia del I-ésimo reservorio de equilibrio durante el paso (2) es dé ASl(eq)(STl + Angdpy-

e El minimo calor absorbido por el entorno (el cual se encuentra a temperatura Tp) durante los pasos
(1) v (3) para transformar el reservorio de no-equilibrio en uno de equilibrio, y el proceso inverso, es

Ty (AS? - A8)).

Notese que la suma de estas dos contribuciones mencionadas anteriormente conduce al resultado expuesto
para A&;. En el Apéndice D.3 se continta con la discusion del significado fisico de dicho término y se completa
la demostracion. Finalmente, debe notarse que & es asemeja a un gran potencial (potencial macrocanénico o
potencial de Landau) pero para RINs, donde Ty y o se usan como la temperatura y el potencial quimico del
reservorio [111].

La Ec. (5.9) impone los limites de la eficiencia para una amplia clase de méquinas cuanticas. Por ejemplo,
para motores cudnticos adiabaticos y bombas cuanticas adiabaticas, la Ec. (5.9) se expresa como:

Wr

1> NERes Ngrin (5'11)
=7 2 () dpur— 3o A&
r=1 =1
Npes
P 3 ) o
1> N , (5.12)
W S A&
=1

siendo la Ec. (5.11) la que satisfacen los motores cuanticos adiabaticos, para la cual Wg > 0 es la energia de
saliday ) . (f,) 0pr < O es la energia de entrada. La Ec. (5.12) corresponde a las bombas cuanticas adiabaticas
para la cual ) (7,) dpr > 0 es la energia de salida y Wp < 0 es la energia de entrada. En ambos casos se tiene
que:

NRes

r=1

Similarmente, para los motores cuanticos de calor y bombas cuanticas de calor, se obtiene:

1>—— Wr - (5.13)
Res ST RIN
3 e 5 Al
r=1 " 1=1
NRes 5T
g
1> Nriv ’ (5.14)
—Wr— > A&

=1

Al igual que en los casos anteriores, la Ec. (5.13) corresponde a los motores cuanticos de calor, siendo

Wr > 0 la energia de salida y 3, (J;) %= < 0 la energia de entrada. Mientras que las bombas cuanticas de
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calor satisfacen la Ec. (5.14), donde ) _(J,.) % 5TT > 0 es la energia de salida y Wg < 0 es la energia de entrada.
En ambos casos se tiene que:

NRes

r=1

Debe tenerse en cuenta que, a excepcion del término ), A&, las Ecs. (5.11), (5.12), (5.13), y (5.14) son
equivalentes a las formulas conocidas para la eficiencia de las maquinas cuanticas impulsadas solo por reservorios
de equilibrio [114, 167-169, 175]. En el caso de ignorar el término ) 3, A&, en principio, pueden surgir violaciones
de la segunda ley de la termodinamica, como eficiencias de maquinas cuanticas de calor mayores que el limite
de Carnot (mas alld de las eficiencias de Carnot) o calor que fluye espontaneamente contra el gradiente de
temperatura (ruptura de la desigualdad de Clausius).

Aqui, hemos utilizado la convencién de que tener J, > 0, 7 > 00 U, > 0 significa que el calor, las
particulas o la energfa estan ingresando al a-ésimo reservorio respectivamente. Bajo este escenario, ), A& < 0
significa que los RINs estan actuando como fuentes de energia externas. Debe tenerse en consideraciéon que,
incluso cuando un reservorio fuera del equilibrio no intercambia energia o particulas con el sistema local, el
cambio de su entropia puede actuar como una fuerza impulsora. De esta forma, se puede pensar que hay tres
tipos de corrientes que pueden impulsar a las nanoméquinas: particulas, energia y entropia. Esta interpretacion
es la que nos lleva a nombrar a S como la corriente de entropia.

Usando la Ec. (5.5) dentro de las Ecs. (5.11), (5.12), (5.13) y (5.14), donde AS) se identifica con el término
T <Sl>, se puede extraer una cota méaxima de la eficiencia de las méquinas cuanticas. Esta cota méaxima es una
contribucién al limite superior de las eficiencias, ya que otros procesos pueden contribuir a la tasa global de
produccion de entropia, por ejemplo, la relajacion interna del RIN hacia su estado de equilibrio. Ademas, si el
RIN proviene del estado estacionario de algin dispositivo mesoscopico, las fugas de corrientes podrian aumentar
la tasa global de produccion de entropia. Curiosamente, estos dos fenémenos se deberian volver despreciables en

el limite 7 — 0, donde la eficiencia de los dispositivos cuanticos deberian aproximarse a las Ecs. (5.11), (5.12),
(5.13) y (5.14).

5.4 Formulacién de Landauer-Biittiker aplicada a la corriente de en-
tropia
En lo que sigue, nos centraremos tnicamente en la conduccién balistica de electrones en conductores mesos-

copicos. En este régimen, para un sistema local conectado a N reservorios, la corriente de particulas del [-ésimo
reservorio esta bien descrita por [184, 189]:

Il = eNl = fl) dt’:‘7 (515)

b\@

>/

8\8

donde h es la constante de Planck, e es la carga del electrén, T, es el coeficiente de transmisién (o también
llamada transmitancia) y {fa, fi} son las funciones de distribucion de Fermi-Dirac de los reservorios, pues
estamos considerando a una corriente de electrones. También hemos denotado a la variacion de particulas por
unidad de tiempo correspondiente al [-ésimo reservorios como N;. Observando detenidamente la Ec. (5.15), se
puede reconocer el siguiente término dependiente de la energia:

1oL
:EZTl,a(fa_fl)v

a#l

el cual representa el nimero de particulas por unidad de energia y unidad de tiempo ingresando al [-ésimo
reservorio. Entonces, insertando el anterior término dentro de la Ec. (5.5) y luego, integrando sobre un periodo
7, la formula de Landauer-Biittiker para el cambio de entropia del [-ésimo reservorio queda de la forma:

AS; = T g:7 Tla — fi)ln (fl( ] 1> de. (5.16)
aFl Zog

Si la interaccion de los RINs con el sistema local involucra bombeo de corrientes, una expresion similar
puede obtenerse usando las expresiones derivadas en las Ref. [107, |. Por dltimo, cabe destacar que mediante
un procedimiento similar al descrito para fermiones se obtiene la respectiva expresion para los bosones via la
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distribucion de Bose-Einstein.

5.5 Ejemplo de un RIN

Consideraremos un sistema local acoplado a dos reservorios termodindmicos en equilibrio. A cada uno de
ellos les asignaremos la etiqueta h para el de mayor temperatura y c¢ para el de menor temperatura. Cada
reservorio estara determinado por las funciones distribucién de Fermi-Dirac f, y f., las temperaturas Ty y
T., y los potenciales quimicos pup y p. respectivamente. Las condiciones que impondré sobre cada unos de los
reservorios son:

Ty > 1T,
Ho = Hh = fe-

El sistema local también esta acoplado a un tercer reservorio fuera de equilibrio con la funcién de distribucion
fa, €l cual, determinada la conexién con el sistema local, trabaja como un intermediario entre los reservorios
de equilibrio, tal como se ilustra en la Fig. 5.2. Lo que nos interesa del problema es analizar al RIN como un
demonio de Maxwell, mas apropiadamente, como un demonio-N? [34]. La condicién de «demonio» del reservorio
fuera de equilibrio se manifiesta en una aparente «violacion» de la segunda ley de la termodinamica. Sobre este
reservorio, que representa el demonio, impondremos que no exista intercambio de energia o particulas con el
sistema local, es decir:

£q=0
N, =0.

Aunque la condicion del demonio se parece a la condicion del voltimetro, representada a través del modelo
de prueba ficticia [190, ], no debe confundirse con el esquema de medicién-retroalimentacion® de un tipico
demonio de Maxwell [85-90].

Ademas, supondremos que el sistema local no intercambia particulas de forma neta con ninguno de los
reservorios de equilibrio, es decir:

N, =0
N, =0.

Sin embargo, cada uno de los reservorios de equilibrio si intercambian energia con el sistema local tal que la
corriente total de energia se conserva:

én #0
Ec£0

en+é.=0.

Para simplificar atn més el problema, consideraremos que los acoples del sistema local con el reservorio
«caliente» esta descrito por dos resonancias centradas en las energias €1 y €2, cuyos canales tienen un ancho
caracteristico I'. Ademads, tomaremos la precaucion de que |e; — e2| sea mucho mayor que T, tal que, no se
superpongan ambos canales. De igual forma, los acoples del sistema local con el reservorio «frio» estan mediados
por dos resonancias centradas en las energias €3 y €4 con el mismo ancho caracteristico I'. Para este reservorio
también supondremos qué |ez — e4| > T

En el marco de la formulaciéon de Landauer-Biittiker, la condicién del demonio y de los reservorios de
equilibrio para las corrientes de particulas se deben calcular utilizando la Ec.(5.15), la cual para el demonio-N
se reescribe de la forma:

I =eN, = % 3 T1v (&) (fr — fi) de donde 1 € {h,c,d} (5.17)
ref{h,c,d} “

2 En inglés se denominan «N-demon» donde N refiere a «Non-equilibrium» [84]. Analogamente, aqui utilizamos la expresion demonio-
N para un demonio con una funcién distribucién de No equilibrio.

3 En inglés, la terminologia popularmente utilizada dentro del &rea de termodinamica estocastica y demonios de Maxwell es
«measurement-feedback». Para mayor detalles se puede consultar las Refs. [85-90].
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Figura 5.2: (a) Sistema local, constituido por cuatro puntos cuanticos. Cada uno de los puntos cuanticos tienen
una resonancia angosta centrados en las energias {e1,£9,€3,64}, y estan conectados a un RIN (el demonio-N)
y dos reservorios de equilibrio, donde denotaremos por h (al reservorio «caliente») y ¢ (al reservorio «frio»).
Por la accién del demonio-N, el calor fluye «espontédneamentes del reservorio frio al caliente. (b) Coeficiente
de Operatividad (COP) del dispositivo representado en la Fig. 5.2-(a). En el recuadro pequeno se muestra la
potencia del dispositivo (¢5). Los parametros usados son kgT), = pup = pte = €1 =1, 69 =2 y €3 = 1,5.

mientras tanto, las corrientes de energias estan determinadas por la expresion:

g = % Z / €T (e) (fr — fi)de =0 donde l € {h,c,d}, (5.18)

re{h,c,d} Z

siendo esta tltima expresion la que utilizaremos para la condicion de la corriente de energia del demonio y los
reservorios de equilibrio. Por simplicidad, tanto para la Ec. (5.17) como para la Ec. (5.18), asumiremos que:

Tl,r = Tr,l-

Ademas, consideraremos que los picos de las transmitancias estan determinadas por las energias de las
resonancias {e1,¢e2,3,4}, ¥ que son lo suficientemente suaves frente a las funciones de distribucion f., f5 y
f1. De esta manera, las integrales involucradas en el calculo de todas las corrientes definidas por las Ecs. (5.17)
y (5.18), se convierten en sumatorias donde las incognitas ahora son {f4 (€1), fa (e2), fa (€3), fa (€4)}, es decir,
los valores de la distribucién del demonio-N evaluadas en energias de las resonancias.

Determinado el sistema y las condiciones, el problema siguiente consiste en encontrar una funcion de distri-
bucion del demonio-N f; (en el caso de que exista), tal que produzca el resultado no trivial:

ép > 0. (5.19)

Por la convenciéon de signo considerada, la expresion anterior significa que la energia fluye del reservorio
de menor temperatura hacia el reservorio de mayor temperatura. No obstante, se encontr6 que cuando el
sistema local presenta cuatro resonancias diferentes, es posible reportar soluciones fisicas, es decir, soluciones
que satisfagan a relacion:

0< faler) <1 vre{1,2,3,4}, (5.20)

tal que se cumpla la Ec. (5.19). Se encontro infinitas soluciones para este caso particular, aunque una sola de
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ellas garantiza la Ec. (5.19) para cualquier valor de pg, Th, T. y de las energias resonantes (para mayor detalle,
consultar el Apéndice D.4). Esta solucion esta dada por:

€3 — &4

fa(er) = fn(e1) — ( ) (fe(e3) = fe(ea))

€1 — &2
€3 — €4

Jules) = i (e2) + (51 =

fa(es) =2fc(e3) — fe(a)
fa(ea) = —fe(e3) +2fc(ea),

) e ea) = feea)

y la correspondiente corriente de energia para la distribucién presentada es:

. T
én =~ (g3 —ca) (fe(e3) = fe(e4))

Si bien la solucion expuesta satisface la condicion dada por la Ec. (5.19) para cualquier conjunto de para-
metros, esta afirmacion no es cierta para las Ecs. (5.20). Por lo que, si se observan valores no fisicos de f; (&)
para cada r € {1,2, 3,4}, significa que el demonio-N no puede bombear calor en las condiciones estudiadas. No
obstante, si se imponen las siguientes aproximaciones, las soluciones seran siempre fisicas:

1> |€3 —64‘
ler —e2] > 0.

La eficiencia de una bomba de calor cuantica generalmente se analiza en términos de un coeficiente de
operatividad, también llamado coeficiente de rendimiento® (COP) [114, 168, 169]. El valor de COP es la rela-
cion entre el enfriamiento proporcionado y la energia requerida que, de acuerdo con las discusiones realizadas
anteriormente, es:

cop ="
ToSa

Para el modelo desarrollado, el coeficiente de rendimiento est4 dado por (ver Apéndice D.4):

1

COP =
kgTy ln ((1_fd(51)) fd(EE)) + kpTy ln ((1_fd(54)) fd(sd)) ’
e1—¢€2 1—fa(e2) ) fa(e1) €3—€4 1—fa(es) ) fa(ea)

donde he tomado:

Th =Ty

- A

Sd:ﬁ,
T

y para el calculo de la variacion de entropia hemos utilizado la Ec. (5.16). Notese que, de acuerdo a la Ec. (5.14),
la eficiencia del dispositivo esté acotado por:
T
0<COP < —"—.
X X Th — Tg
En la Fig. (5.2) se ilustra el COP y la potencia de la bomba cuéantica de calor discutida anteriormente. Como
era de esperar, las eficiencias siempre estan por debajo del limite termodinédmico:
T
COP, ="
term. Th — Tc
Ademas, las eficiencias tienden a cero cuando la temperatura del reservorio frio se aproxima al cero abso-
luto, de acuerdo con la tercera ley de la termodindmica. También esta presente la tipica compensaciéon poten-
cia/eficiencia de este tipo de maquina (comparar el panel central de la Fig. 5.2-(b) con la grafica pequeiia).
Por tltimo, es interesante mencionar que existe una temperatura minima, diferente de cero, debajo la cual el
reservorio frio no puede enfriarse mas. Esta temperatura limite se aproxima a cero solamente cuando €3 — €y,

4 Las siglas COP estan en inglés y el significado es «coefficient of performance».
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donde (consultar el Apéndice D.4):

T
P=_"°__.
co 3T, — 1.

5.6 Conclusiones

A lo largo del estudio presentado, se ofrece un enfoque general para calcular, de manera termodinamicamente
consistente, el limite superior de la eficiencia de las méquinas cuanticas impulsadas por RINs sin depender de
ningtn conocimiento de cémo se construyeron realmente los RINs. Esto puede contribuir a la comprension y el
desarrollo de una clase mas amplia de maquinas cuanticas. En particular, este enfoque permite incluir corrientes
de entropia en el anélisis, ademas de corrientes de energia y de particulas, lo que puede ser clave para arrojar
luz sobre fenémenos como las eficiencias mas alla de Carnot o la ruptura de las desigualdades de Clausius.

Las contribuciones originales de este capitulo fueron publicadas en: “ Entropy current and efficiency of quan-
tum machines driven by nonequilibrium incoherent reservoirs”. Sebastian E. Deghi y Radl A. Bustos-Marun.
Phys. Rev. B 102.4 (2020).
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Capitulo 6

Conclusiones generales

A lo largo de este trabajo hemos abordado diversos aspectos del transporte cuantico en sistemas con una
fuerte interaccion entre grados de libertad tratables clasicamente y grados de libertad propiamente cuanticos.
En términos generales, podemos decir que hemos ido incrementando la complejidad de los formalismos usados
en cada uno de los capitulos. Asi, en el Capitulo 2 se desarroll6 un método que permite, para Hamiltonianos ge-
nerales independientes del tiempo con potencial central, analizar el problema de dispersiéon usando el formalismo
de las funciones de Green. El método fue aplicado para encontrar estados metaestables en diferentes complejos
colisionales, mostrando incluso una buena coincidencia con resultados experimentales. Luego, en el Capitulo
3 se trabajé con un modelo tipico de transporte cuantico dado por un Hamiltoniano de un sitio conectado a
dos reservorios, y en el cual analizamos en profundidad las fuerzas inducidas por corrientes (FICs). Entre otras
cosas, se calculo el trabajo realizado por la contribucién adiabatica de las FICs en el caso particular de bajas
temperaturas y pequenas desviaciones del equilibrio termodinamico. Esto nos permitio, por ejemplo, obtener
mapas completos del trabajo maximo esperable para distintas maquinas basadas en el Hamiltoniano estudiado,
lo cual podria servir de guia para un diseno eficiente de las mismas. En el siguiente capitulo, nos adentramos
aun mas en el formalismo de funciones de Green de no equilibrio y en su expansiéon adiabatica. Aqui, calculamos
diversas magnitudes de interés en el area de transporte, tales como corrientes de particulas, corrientes de ener-
gia, corrientes de calor, FICs, y las correlaciones de las FICs. Todas estas magnitudes fueron calculas a segundo
orden en la expansion adiabatica, desarrollando expresiones novedosas y generales de las mismas. Por tltimo, en
el Capitulo 5 abandonamos el enfoque en la dindmica para centrarnos en la termodinamica de distintas formas
de maquinas cuanticas y analizar la cota méxima de la eficiencia de las mismas cuando se conectan a reservorios
incoherentes, pero con distribuciones no térmicas.

Si bien se han realizado muchas contribuciones a las areas abarcadas, los resultados de esta tesis abren diver-
sas puertas a seguir explorando. Tal es el caso de las expresiones analiticas a segundo orden en las expansiones
adiabaticas obtenidas en el Capitulo 4. Expresiones sobre las que queda atin mucho por discutir. Por ejemplo,
se puede trabajar sobre la correccion de la masa o de las «fuerzas de coliorisy distinguiendo cuando estas contri-
buciones son positivas o negativas. En particular, la potencial presencia o no de masas efectivas negativas es un
tema interesante en si mismo. También resta analizar en méas detalle el comportamiento a segundo orden de las
distintas corrientes y qué fendmenos nuevos, las mismas permitirian, por ejemplo, la posibilidad de la aparicion
de més de un estado estacionario para un sistema nanoelectromecanico. En particular, las corrientes de orden
superior pueden resultar muy relevantes en sistemas donde las contribuciones de orden cero son practicamente
nulas, como en sistemas desordenados de dimensionalidad reducida. Por otro lado, en el Capitulo 3 solamente
hemos trabajado con un modelo de un punto cuantico, por lo que seria interesante extender los resultados a
otros sistemas simples como puntos cuanticos dobles. Algo similar se puede plantear con respecto al Capitulo 2,
donde se aplico la metodologia desarrollada al estudio de complejos colisionales de sistemas con un solo estado
asintético posible. Resulta natural entonces preguntarse como extender la metodologia para el estudio de sis-
temas en los que, como resultado de la colision, se puedan producir distintos estados asintoticos. Con respecto
al Capitulo 5, si bien hay diversas direcciones en las que se podria seguir, resulta particularmente interesante
estudiar sistemas fisicos més complejos y concretos. Esto incluye maquinas cuénticas de mayor complejidad,
pero también una descripcion méas concreta de los reservorios de no-equilibrio, para de esta forma poder usar
en un caso practico las predicciones tedricas para optimizar el funcionamiento del dispositivo.

Para finalizar, queremos mencionar que esperamos que en un futuro no muy lejano los resultados de esta
tesis contribuyan a la investigacion de las ideas tratadas, o inspiren otras relacionadas, y de esta manera se
aporte al desarrollo de maquinas nanométricas basadas en efectos cuanticos.
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Apéndice A

Operadores de Green y método
tight-binding

A.1 Funciones de Green y operadores de Green

En esta seccion describiremos brevemente una introducciéon a los conceptos bésicos de la teoria de las
funciones y operadores de Green [101, , |. Lo cuales vienen en dos variedades, la dependiente del tiempo
y la dependiente de la energia (o independiente del tiempo). Las funciones de Green dependientes del tiempo
estan estrechamente relacionadas con los propagadores, los cuales son ttiles para resolver problemas dependientes
del tiempo. Cabe destacar que, el tratamiento expuesto corresponde al de una sola particula. No obstante, estos
resultados también son validos para particulas no interactuantes, que son el tipo de sistema que consideraremos.

A.1.1 Fuentes y ondas dispersadas en mecanica cuantica

Consideremos la dispersion de una particula sin espin en tres dimensiones debido a un potencial V. Entonces,
la ecuacién de Schrodinger que deseamos resolver es:

(Ho+V (x) ¢ (x) = e (x),

donde 9 (x) es la funcion de onda independiente del tiempo, las energias e son positivas para alguna solucién
dispersiva y:

Reordenando los términos:

(el = Ho) ¢ (x) =V (x) ¢ (%), (A1)

se tiene el operador de una particula libre en el lado izquierdo, mientras que en el lado derecho tenemos un
término proporcional al campo. La funcién de onda 1 (x) puede verse como la suma de una onda incidente
mas una onda dispersada, siendo esta tltima producida por «fuentesy cuya «fuerza» en cualquier punto x es
V (%) ().

Para resolver la Ec. (A.1) requerimos de una funcién de Green para el operador €I — Hy, que es un ejemplo
de una funcion de Green dependiente de la energia. Sin embargo, antes de analizar las funciones de Green
dependientes de la energia, primero debemos analizar las funciones de Green dependientes del tiempo.

A.1.2 Funciones de Green dependientes del tiempo en mecanica cuantica

Consideremos la ecuacion de Schrodinger no homogénea dependiente del tiempo:

{mgt ~H (t)] b (x,t) =8 (x,1), (A.2)
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donde H (t) es un Hamiltoniano y S (x,t) es un término «fuente».! Para resolver esta ecuacion requerimos una
funcién de Green G dependiente del tiempo, es decir, una funcién que satisfaga la ecuacion:

{ihaat - H (t)] G(x,t;x, t')=ihd (t —t') 5 (x — ). (A.3)

Cualquiera funcion G (x,t;x’,t') que satisfaga esta ecuacion diferencial serd considerada una funcion de Green
para el operador iha% — H (t). La funcién de Green G depende de un par de puntos del espacio-tiempo. Pensa-
remos en el primero de ellos, (x,t), como el punto «campoy, y en el segundo, (x’,#'), como el punto «fuente». *
Ademas, el operador Hamiltoniano H solo actiia sobre las variables de campo.

Si podemos encontrar tal funcién de Green G, entonces la solucion general de la Ec. (A.2) se puede escribir
como:

P (x,t) =Yy (x,t) + % / dt'/d?’x’G (x,t;x',t") S (x',t), (A.4)

donde 9y, (x,t) es una solucion arbitraria de la ecuacion homogénea:

{ihgt ~-H (t)] b, (x,1) = 0.

La solucion la dada en la Ec. (A.4) de la ecuacion no homogénea no es tinica. Aunque en las aplicaciones fisicas,
normalmente elegimos la solucién que deseamos imponiendo condiciones de contorno.

Observe que la expresion que define la funcion de Green, Ec. (A.2), es en s{ misma una ecuaciéon no homo-
génea, por lo que la solucién G tampoco es tnica. Hay muchas funciones de Green para un operador dado, ya
que las funciones de Green estan asociadas a las condiciones de contorno que satisfacen.

A.1.3 Funciéon de Green retardada dependiente del tiempo

Hay muchas funciones de Green dependientes del tiempo, pero la méas importante para nuestros propositos
es la funcion de Green retardada, definida como:

G" (x, t;x' )y =0 (t—t) (x|U (t,t)|x'), (A.5)

aqui © (t —t') es la funcion escaléon de Heaviside y U (t,t’) es el operador evoluciéon temporal, el cual depende
del tiempo inicial ¢’ y el tiempo final ¢, debido a que el Hamiltoniano es, en general, dependiente del tiempo.
Este operador satisface la ecuaciéon de Schrédinger:

m% —HOU 1),

con la condicién inicial:
U, th)=1.

La funcion de Green retardada G” satisface la Ec. (A.3), la cual se suele llamar el propagador retardado y
también se suele expresar de la formas:

G (x,t;x, ) =0t —t)G(x,t;x,t),
donde:
G (x,t;x',t") = (x|U (t,t')|x') .

Notese que la funcion antes definida G no es una funcion de Green, por lo que no satisface la Ec. (A.3).
La funcion de Green Retardada G" satisface algunas propiedades de nuestro interés:

e Debido a la funcion escalon de Heaviside, la funcion G™ (x, t;x’,t’) se anula para t < t'.

e La funcion G” (x,t;x’,t') es una solucion de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo en las
variables de campo (x,t) para t > t’, ya que la funcion 6 (t — ¢') en el lado derecho de la Ec. (A.3) se anula

! Este término fuente puede surgir de un tratamiento del tipo mostrado en la ec. A.1 como asi también de tratamientos como el
usado en el método de las funciones de onda para resolver problemas dentro del formalismo de Keldysh, ver Ref. [132].
2 Debe tenerse cuidado con esta convencién, porque algunos libros (por ejemplo, el Jackson) invierten estas interpretaciones a veces.
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para t > t'. También satisface la ecuaciéon de Schrodinger para ¢ < t’, ya que G" = 0 para este caso.

e Si permitimos que ¢ se acerca a t’ desde el lado positivo, entonces G” se aproxima a § (x — x’). Esto puede
comprenderse mediante la definicion de la funcién de Green retardada, Ec. (A.5), yaque © (t —t') =1 en
el lado positivo, y U (¥,t') — I en dicho limite. Es decir:

lim G (x,t;x/,t') =6 (x — ).
t—t/+
Entonces, la funcién de Green retardada para ¢ > t’ puede considerarse como la solucion ¢ (x,t) de la

ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo con las condiciones iniciales singulares ¢ (x,t) = § (x — x’)
ent==t.

Si usamos la funcion de Green saliente dependiente del tiempo G” (x,¢;x’,t") para resolver la ecuacion de
Schrodinger, dada en la Ec. (A.2), la solucién es:

¥ (x,t) =Py (x,t)—i—% / dt’/dgx’Gr (x,t;x",t") S (x/,t). (A.6)

Sin embargo, el factor © (¢t —t’) que aparece en la definicion de G” significa que el integrando se anula para
tiempos t' > ¢, por lo que el limite superior de la integracion ¢ en la Ec. (A.6) puede ser reemplazado por t.
Ademas, impondremos la condicion de causalidad, es decir, el campo 9 (x,t) es causado por la fuente S (x,¢).
Esto significa que si S (x,t) = 0 para tiempos t < tg, entonces debemos tener ¥ (x,t) = 0 para ¢t < to. Asi que
estableciendo ¢ en la Ec. (A.6) en algtin momento ¢ < ty, el lado izquierdo se anula, al igual que la integral,
porque la variable de integracion ¢ debe satisfacer t' < t < tg, por lo que S (x,t') = 0. Por lo tanto, la solucion
homogénea v, (x,t) también debe desaparecer para t < ty. Pero esto significa que 9, (x,t) = 0 para todo
tiempo, ya que la solucién de la ecuacién homogénea esta determinada por sus condiciones iniciales, que en este
caso son cero. En conjunto, la solucion que obtenemos usando la funciéon de Green retardada es:

t
1
P (x,t) = - / dt’/d3x’GT (x,t;x",t) S (x/,t).

A.1.4 Funcién de Green dependiente del tiempo avanzada

Existe otra funcion de Green dependiente del tiempo de gran importancia, la funciéon de Green avanzada,
definida como:

G (x,t;x", ) =—-O (' —t) (x|U (t,t')| x') . (A7)

En comparacion con la definicion de la Ec. (A.5) de G", el argumento en la funcién escalonada se invierte, por
lo que G° (x,t;x',t") desaparece para los tiempos ¢t > t'. Ademaés, se tiene que G también satisface la Ec. (A.3).

La funcion de Green entrante G satisface la ecuacion de Schrodinger en las variables (x,¢) tanto para ¢t < t/
como para t > t’, en este Gltimo caso es trivial, ya que G* = 0 para ese intervalo de tiempos. También tiene la
forma limite cuando ¢ tiende a ¢’ del lado negativo:

lim G° (x,t;x',t') = =6 (x — x').

t—t'—

A.1.5 Operadores de Green

_ Asociaremos las funciones de Green G” (x,t;x',t') y G (x,t;x',t') con los operadores de Green Gr (t,t") y
G*® (t,t') respectivamente, por:
x’>

<),
Las funciones de Green son solo los elementos de la matriz del espacio posiciéon de los operadores de Green. En
este Apéndice, escribiremos los operadores de Green con sombrero y las funciones de Green sin sombrero®. Las

G" (x,t;x', 1) = <x ‘G” (t,t)

G (x,t;x',t') = <X ‘G“ (t,t)

3 Distinguiremos con un sombrero a los operadores de las funciones de Green, simplemente para enfatizar que son diferentes objetos
matematicos. Sin embargo, en todo este trabajo solamente utilizaremos los operadores de Green.
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definiciones dadas en la Ecs. (A.5) y (A.7) de las funciones de Green G" y G* son equivalentes a las definiciones
de los operadores:

Ot —tU(t,t)

G" (t,t)
N=-0{ -tU(t,t),

G (t,t)

los cuales satisfacen las ecuaciones para los operadores:

[zhgt -H (t)] G (t, ') =ihd (t —t') T

{mgt -H (t)] G (t,t') =ihd (t —t') I.

Cuando introducimos en ambos lados de las expresiones anteriores los términos (x| y |x), la funcion espacial
§ (x — x') aparece en el lado derecho, tal como sucede en la Ec. (A.3).

La notacion de los operadores no solo es mas compacta que la notaciéon de funcion de onda, sino que también
es més general, ya que no tenemos que ser especificos sobre la forma del Hamiltoniano o la naturaleza del espacio
de Hilbert sobre el que actua.

A.1.6 Hamiltonianos independientes del tiempo

En el caso particular en que el Hamiltoniano H es independiente del tiempo, el operador de evolucién
temporal U (¢,t') depende tnicamente del tiempo transcurrido ¢ — ¢'. En este caso escribiremos U (t) para el
operador de evolucién temporal, siendo ahora ¢ el tiempo transcurrido, y por supuesto tenemos que:

it H
U(t)=e "nH,
Luego, con un ligero cambio de notacién, definimos los operadores:

Gr(t)=0 @)U (1) (A.8)
G (t)= -0 (=) U (1), (A.9)

los cuales satisfacen:

{m; — H] GT (t) =ihé (t) T

[mgt - H} G (t) = ihd (t) 1.

Diremos que:
G (x,x/,t) = <x ‘ér (t)‘ x’>
G (x, ¥, 1) = (x|G= (0] x'),
para las funciones de Green en el caso de Hamiltonianos independientes del tiempo.

A.1.7 Funciones de Green dependientes de la energia
Ahora, consideremos la ecuaciéon de Schrédinger inhomogénea e independiente del tiempo:
(eI — H) 1 (x) = 5 (). (A.10)

donde H es un Hamiltoniano independiente del tiempo y S (x) es una «fuentey. Notese que H representa
el operador diferencial que actia sobre las funciones de onda 1 (x), mientras que H representa el operador
Hamiltoniano que actia sobre los estados, los cuales son representados usando la notaciéon bra-ket de Dirac.
Para resolver la Ec. (A.10) requeriremos de una funcién de Green para el operador (eI — H), es decir, una
funcion G (x,x’,€) que satisfaga:

(el —H)G (x,x',e) =0 (x—x), (A.11)
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donde H acttia solo sobre la variable x de G (el punto «campoy ), mientras que x’ (el punto «fuente») y € se
considerard como pardmetro. La funcion de Green depende de € porque el operador (eI — H) depende de €, a
esta la llamaremos funcion de Green dependiente de la energia. Usaremos el simbolo G (¢) para las funciones
de Green dependientes de la energia y G (t) para las funciones de Green dependientes del tiempo. La energia ¢
no es necesariamente un valor propio del Hamiltoniano H, sino que debe considerarse como un pardmetro que
podemos controlar. De hecho, puede tomar valores complejos.

Las funciones de Green no son tnicas, pero si logramos encontrar una, podemos escribir la solucién general

de la Ec. (A.10) como:

P (x) = p (x /d3x'Gxx £)S(x),
donde vy, (x) es la solucion de la ecuacion homogénea:

(eI = H)pn (x) = 0.

Es decir, 9y, (x) es una funcion propia de H de energia . En particular, y si € no es un autovalor de H, entonces

¢h (X) = O

A.1.8 Operador de Green retardado dependiente de la energia

Para expresar las funciones de Green dependientes de la energia discutidas anteriormente en términos de
operadores, debemos tomar:

G (x,x',¢) = < ‘G ‘ >

Entonces, la Ec. (A.11) para una funcion de Green dependiente de la energia se puede escribir en forma de
operador como:

(ci-A)C@E=1.
La cual pareceria tener la solucién:

G(e)= (I - ﬁ)‘l, (A.12)

pero, el operador (5[ —H ) puede no tener inversa, o en el caso de que admita inversa, esta puede ser tnica o

tener varias, dependiendo del valor €. En un espacio vectorial de dimension finita, un operador (es decir, una
matriz) tiene un inverso si y solo si su determinante es distinto de cero, y si lo tiene, es tnico®. En espacios de
dimension infinita esto ya no es cierto. Las inversas multiples que existen para (5[ - H ) estan relacionadas con
las condiciones de borde.

Comenzaremos nuestro analisis de los operadores de Green dependientes de la energia, definiendo el que nos
serd maés 1til, el operador de Green retardado, el cual lo denotaremos como G” (¢). Este operador, basicamente
es la transformada de Fourier del operador de Green retardado dependiente del tiempo, cuyo Hamiltoniano no
depende del tiempo:

o0

G (e) = Zlh/dtehG’()

—00

A continuacion, sustituiremos el operador G" (t), dado por la Ec. (A.8), dentro de la expresion anterior.

Entonces la integral queda:
IR 17 >
— = | @t FU ) = — [ dteir(el-H)
ih / ih / te!
0 0

Determinar esta integral, directamente tal como se expresa en la ecuaciéon anterior, implica serias complicaciones.
La mas importante de ellas es la determinaciéon de la convergencia.
Una propuesta para determinar la convergencia de la integral corresponde a mantener el Hamiltoniano H

4 Este es el tipo de problema que trabajaremos en el presente capitulo.
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inalterado, pero reemplazar el parametro de energia ¢ de la transformada de Fourier por € 4 in siendo n > 0.
Entonces, tomando z = € + in podemos definir un operador de Green retardado para tales energias complejas

de la forma:
1 o0
e dte® h
ih / ¢
0

Por lo tanto, el operador de Green G" (z) es simplemente la inversa del operador d—H para Im (z) > 0. Sin
embargo, este operador no es Hermitiano, aunque tiene un conjunto completo de autofunciones ortonormales,
determinadas por H.Y dado que los autovalores de H son todos reales, los valores propios de «I—H siempre
tienen una componente imaginaria distinta de cero y nunca se anulan. Asi, para Im (z) > 0, el inverso de 2I—H
existe y es dnico.

En lo que sigue, escribiremos la inversa de zI — H en términos de los autovalores y los autoproyectores H.
Supongamos que H tiene algunos autovalores negativos discretos &, < 0 con sus autoestados asociados |n, a):

(z] H) B con Im (z) > 0. (A.13)

fI|n,a) =enn, ),

donde « es un indice introducido que describe cualquier degeneracién, y un espectro continuo de energias
positivas € > 0 y con sus autoestados asociados |e, a):

Hle,a) =cle,a).

Para simplificar, supongamos que « es un indice discreto (aunque en la practica también puede ser continuo).
Luego, los autoestados se pueden normalizar para satisfacer las condiciones de ortonormalidad:

(nya | n';a) = 6pwbaa
(nya|n';a) = 8400 (e =€)
(n,alea’) =0,

y la identidad:

Z|n7a><n,a|+z/d€|£7a><a,a|:I.
n,o a

Por lo que el operador de Green queda:

A . g n,q) (n, o e a) (e, a
G (E+Z77):{(€+Z77)I } |€+Z77—5|+Z/ /€+”7—5’. (A.14)

n,o
Vemos que mientras 7 > 0, ninguno de los denominadores en la ecuaciéon anterior desaparece. Por lo tanto,
considerado como una funciéon de la variable compleja z, la Ec. (A.12) es un operador bien definido en la mitad
superior del plano complejo.
Una vez que hemos obtenido una expresion para el operador de Green que admita soluciéon, debemos tomar
el limite 7 — 0 para obtener el operador de Green para valores fisicos de la energia, lo cuales deben ser reales.
Esto nos conduce a definir:

G" (¢) = lim G (e +1in), (A.15)

n—0+
en la medida en que este limite sea significativo. Para ello, nos interesa analizar los siguientes casos:

(a) SiRe(z) = e no esigual a ninguno de los autovalores de H, ya sea discreto o continuo. Esto significa que
€ es una energia negativa que se localiza entre los autovalores discretos negativos ¢,,. En este caso, cuando
17 — 0 se tiene que ninguno de los denominadores en Ec. (A.14) se anula. Asi, el limite esta definido y el

inverso de (€f - ) es Uinico para tales energias reales.
(b) Si Re(z) es igual a e,, es decir, a uno de los autovalores discretos y negativos de H. En este caso,

uno de los términos de la suma en la Ec. (A.14) diverge cuando n — 0, de hecho, para pequernios 7, la
suma estd dominada por un término que es proporcional al operador de proyeccion sobre él autoespacio
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correspondiente a &,,:
P, = Z [n, @) (n, .
«@

Para tales valores de energias, el operador de Green Gr (€) no existe, ya que es divergente. Estos puntos
los denominaremos polos del operador de Green.

(¢) Si consideramos los puntos donde Re(z) > 0, nos acercaremos a uno de los autovalores positivos del
espectro continuo de H cuando 1n — 0. En este caso, ninguno de los denominadores en la suma discreta en
la Ec. (A.14) desaparece, pero el denominador debajo de la integral se aproxima a cero en ¢’ = ¢, que es
parte del rango de integraciéon. Sin embargo, resulta que el limite de la integral como 1 — 0 esté definido,
aunque no probaremos este hecho. Asi, para £ > 0, el operador Gr (€) esté definido.

Entonces, cuando la funcién de Green retardada esta definida, es decir, cuando € no es igual a ninguno de
los autovalores discretos ¢, de los estados ligados, en efecto es un operador de Green para la Ec. (A.14) usando
la definicién dada en la Ec. (A.15):

(sf - ﬁ) Gr(e) =1.

Puesto que Gr (€), definido siempre que € no sea igual a uno de los autovalores discretos de H , es un
operador de Green para el operador (5f - H ), se puede usar la funcion de Green correspondiente G” (x, %/, ¢)

para resolver la Ec. (A.10) para tales energfas.

A.1.9 Operador de Green avanzado dependiente de la energia

El operador de Green avanzado dependiente de la energia, denotado Ge (), tal como sucede con el operador
de Green retardado, se define como la transformada de Fourier del operador de Green retardado dependiente
del tiempo G* (t):

/ dte’® G (¢ (A.16)

el cual también tiene problemas de convergencia. Utilizando la definicion del operador G (t) dada por la Ec.
(A.9), se tiene que:

0 0
A 1 st A~ 1 . ~ N
G* (5):—% / dtelfU(t):_% / dtelﬁ(cff—H).

Al igual que en el caso del operador de Green retardado, la integral tiene problemas de convergencia. Para
solucionar dicho problema se propone reemplazando e por € — in en la Ec. (A.16), empujando asi la energia
hacia la mitad inferior del plano complejo y conduciendo a la definiciéon:

0
—1

G (z) = — dte’ hU(): (zI H) conIm(z) <0,

ih

—00

donde ahora z = € — in. Notese que, comparando con la Ec. (A.13), se obtiene la misma formula, pero las
energias se encuentran en diferentes partes del plano complejo.

Analizando G (z) como hicimos anteriormente con G (z), encontramos que esté bien definido en todo el
semiplano inferior, es decir, Im (2) < 0. Para obtener un operador de Green definido para valores fisicos (reales)
de €, debemos definir:

G4 (e) = lim G* (e +in), (A.17)

n—0—

un limite que existe siempre que € no sea igual a ninguno de los autovalores discretos de los estados ligados &,
asociados a H. Para aquellos valores en los cuales exista el limite, Ga( ) es un operador de Green, es decir,
satisface la ecuacion:
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(ci-H) 6 (=1,

y asf se puede utilizar para resolver la ecuacion de Schrédinger no homogénea, dada por la Ec. (A.10).

A.2 Meétodo de decimacion

A continuacion se presenta un resumen del método de decimacion con su derivacion y su consecuencia para
las denominadas auto-energias Para profundizar en la tematica se puede acudir a las referencias 128, |, por
ejemplo.

Sea un Hamiltoniano que admite una representacion matricial H(®) de dimensién n x n, al cual lo dividiremos
en bloques de la forma:

E® v
H= H(O) = ( (0[)1:n7m],[1:n7m] (Ogn7m+1:n],[1:n7m] conl<m<n,
V[l:nfm]7[n7m+1:n] E[nfm+1:n],[n7m+1:n]

Elo:)n—m],[lzn—m
y 1 < j <n—my el superindice indica que el Hamiltoniano corresponde al original, es decir, atin no se ha
aplicado el método iterativo de decimacion. El resto de los bloques estan determinados de forma analoga. A los
bloques diagonales los hemos denotado por E y a los no diagonales por V.

Luego, supongo que el Hamiltoniano satisface la ecuacion de autovalores:

donde el bloque matricial E ] contiene los elementos del Hamiltoniano [H(O)] i con 1<i<n—-m

HOOv = ev,
entonces, se tiene que:
(0) (0)
oI H(O) _ ( (61 _(g)[lzn—m],[l:n—m] _\Z-O[n—m—&-l:n],[l:n—m] > ]
7V[1:n7m],[n7m+l:n] (EI - E )[n—m—‘,—l:nL[n—m-‘,—l:n]

Luego, utilizando la expresion anterior, podemos calcular la resolvente, que nos determina el operador de Green
(ver Apéndice A.1):

—1
G=GO= (51 - H(O)) : (A.18)

la cual también se puede escribir por bloques, bajo la misma a notacién anterior:

(0) _q©
G(O) — G[l:n—m],[l:n—m] G[n—m+1:n],[1:n—m]
PO ) :

[1:n—m],[n—m+1:n] G[n—m+1:n] J[n—m+1:n]

En lo que sigue, solo resta establecer las relaciones entre los bloques del operador de Green G(® con los del
Hamiltoniano eI — H(®. Para llevar a cabo dicha tarea, aplicaremos iterativamente las reglas de la inversa de
matrices por bloques, dadas por:

(A B)‘l _ ( [A-BD'C] " _A'B [D—CAIB}1> | (A.19)

C D -D-!C[A-BD"!C]"" [D-cA-'B]™"

Primero, consideraré el caso m = 1, por lo que el operador de Green G(? y eI — H(®) quedan expresados:

(0) _ @
GO — [ Cn-npn-u ~Cnia-y (A.20)
_GE;)')n—l] n [G(O)]
_ RO v
el — H(O) _ (EI E )[lzn—l],{l:n—l] V”h[l:n*l] , (A21)
-V [el - EO)]
n n n,n
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donde los ultimos términos son escalares:

c©] =al)

[51 - E(O)} 08
Luego, aplicando la identidad de la Ec. (A.19) a la Ec. (A.18), usando las expresiones dadas por las Ecs. (A.20)
y (A.21), se tiene que el primer bloque del operador de Green satisface la relacion:

-1
1
1 = - _ g0 _ -
G = G[l:n—l],[l:n—l] - ((51 E )[1:77,71],[1:7171] Vn,[l:n—l] - Eglozlv[l:n—l],n> )

donde para simplificar la notaciéon asumimos que el operador identidad I tiene la dimension de la matriz del
Hamiltoniano E. A continuacion, definimos el Hamiltoniano efectivos H(*) como:

1
— =V 1in—1],n>»
. _ g0 [ ]

o

H(l) = E[lmfl]’[l;nfl] + Vn,[l:nfl]

cuyos elementos diagonales estan dados por:

[H(l)] B E(O) + V(O) ;(0) V( ) parai=j
i, ViEJO») + VZE )6 o8 V( ) parai#j’

siendo El(oz) los elementos diagonales de H(® y Vl(?) son los no diagonales. Este es un Hamiltoniano efectivo de

un sistema de dimensién n — 1 que tiene la misma informacién que el Hamiltoniano original.

Esto es lo que llamamos método de decimacion [128, |, v consiste en reducir el tamafio de la matriz H(®)
sobre la que deseamos trabajar para encontrar algunos de los elementos de su operador de Green correspondiente.
Este procedimiento es muy 1til si no necesitamos conocer toda la matriz G, sino solamente un bloque de ella.
Como es el caso del problema tipico en el contexto de transporte cuantico.

Si nos interesara continuar aplicando el procedimiento para obtener un bloque més pequeno, podemos repetir
el mismo procedimiento, pero aplicandolo a G():

(1) 1)
G(l) — ( G[l:n—Z],[l:n—Z] _Gn—l,[l:n—Q] )

(1)
7G[1:n—2],n—1 [G(l)]n—Ln 1
1 (1)
d—HD — ( (eI - E( ()))[1:%2],[1;%2] Vo ltin—g >
= 1 b
_V[l n—2],n—1 [EI - E(l)]n—l,n—l
donde, nuevamente, los tltimos términos son escalares:
1
[G(l)}n_l _— = sz—)1,n—1
|:€I — E(l)i|n—1 i =& — Ey(ll_)l,n—lv

entonces, el bloque matricial del operador de Green queda:

1
@) = _ g _ v by
G = G[l:n72],[1:n72] - ((61 E )[1%_2]7[1:“_2] Vn—l,[lzn—Z] . V[l:n—?],n—l) ?

lo que nos conduce a definir el Hamiltoniano efectivo en la representacion matricial con dos columnas (o filas)
decimadas:

2 _ (g (1) 1 (1)
H( ) = (E[1:n2],[1:n2] +Vn 1,[1:in— 2] E(l) V[l:nQ],nl) :

n—1,n—1
El procedimiento se puede continuar hasta llegar a obtener H("~1 | la cual consiste en una matriz de un solo
elemento, E("~1 que corresponde a la energia efectiva del primer sitio. De esta forma, podemos calcular el
elemento (1,1) del operador de Green de forma exacta. En la Fig. A.1 se ilustra este procedimiento con los
diferentes pasos.
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E; E; E, Vii B B Vi E;

Figura A.1: Esquema del procedimiento tipico de decimacion cuando estamos interesados en la interacciéon entre
dos filas de sitios, 7 y j. Primero se decima una fila de sitios entre las filas ¢ y j, luego debemos decimar los sitos
a izquierda de 7 y los sitios a derecha de j.

Notese que aqui hemos ilustrado el método considerando solamente una columna (equivalentemente una fila)
en cada paso. Sin embargo, también se podria haber decimado varias columnas simultaneamente.

A.2.1 Decimacién en sistemas abiertos

Consideremos un Hamiltoniano constituido por una red tight-binfing tal como se ilustra en la Fig. A.2. Al
bloque que representa los elementos de matriz de la primera fila de sitios a la izquierda la llamaremos Eq,
al bloque de la segunda fila E; y asi sucesivamente. Al bloque que contiene los elementos de matriz que me
conectan las filas 1 y 2 lo denominaremos V1 », al bloque que contiene los elementos de matriz que me conectan
las filas 2 y 3 lo denotaremos Vg 3, y asi sucesivamente para el resto de los bloques. Vamos a considerar el caso
donde estas matrices satisfacen:

_vT
V,i=V,,.

—~

Ego) Eéo) Eg()) EE;O) EO) E

P Y
O—0—0—©

0) Eé()) Ez(zO) Ez(ll) Ego) Ego) Eg2) E(l(]) EéB)

ot
=

oo oo
\
oo oo

,,

“57(0) /(0 0 0
Vis Vs Vil Vi
Figura A.2: Proceso de decimacion. Fragmento de un sistema tight-binding finito bidimensional.

Supongamos que comenzamos el procedimiento de decimacion sobre la tltima fila, la cual en la Fig. A.2
corresponde a la 5. Entonces, aplicando el método de decimaciéon descrito anteriormente, se tiene que:

B =B + v [0 - B0 VO,
Definiendo la auto-energia de la primera iteracion:
=0 — vy [1- B Ve
podemos escribir:

E{) =E{” + 5.
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Repitiendo el procedimiento en la fila 4, sobre la fila 3, queda:
B =B+ Vi) 1BV
Para esta segunda iteracién también podemos definir una auto-energia:
=0 = v [1-EP] VD,
conduciendo al resultado:
EY =EY + =0
Aplicando sucesivamente estos pasos se llega a:
EY =E” + 56
donde:
= = v [1-5] Vi
Notese que la dltima de auto-energia se puede reescribir en términos de la anterior, por lo que:
=0 = v{% [s1- (B + =] v,

Una vez comprendido el procedimiento descrito, estamos en condiciones de generalizar el proceso a un sistema

de dimension n + 1. Para ilustrar el sistema, supongamos que la Fig. A.2 se contindan con las columnas Eéo),

E(70) y asi hasta llegar a la columna E%O), aplicando el procedimiento descrito se tiene que:

Egn+1) _ Ego) + M
donde:

-1
B0 = v [61 _ (Ego) n E(n—l))] Vo).

Aqui observamos que la definicion de la auto-energia (™ se puede interpretar como la correccion al bloque
Ei‘”. Para llegar a este resultado debimos decimar el Hamiltoniano n veces, y de esta forma, alcanzando el
bloque EYH_U.

Pensemos por un momento el caso de un sistema infinito hacia la derecha, es decir, n tiende a infinito.
Entonces (™ representa la correccion por los infinitos sitios hacia la derecha sobre el primer sitio de la izquierda,
mientras que ("~ reproduce la correccion de los infinitos sitios hacia la derecha, pero parandonos sobre el
siguiente sitio contando desde la izquierda. Suponiendo el caso para el cual el sistema presenta simetria de
traslacion, se tiene que (™ y X(»=1) deben ser iguales, por lo que:

> = lim ™,

n—r oo

y dicha auto-energia se consigue resolviendo la ecuacion:

2 =v{) - (B +x)] v,
Con esta auto-energia, en la representacion matricial, podriamos tomar entonces un Hamiltoniano que en prin-
cipio es infinito y obtener un Hamiltoniano efectivo de dimension finita. Por lo tanto, por la Ec. (A.18), el
operador de Green también lo es.

En este caso solamente hemos considerado el proceso de decimacion para una cadena que se extiende hacia la
«derechay. No obstante, también se puede considerar una extension de la cadena en varias direcciones, resultando
en un sistema local descrito por un Hamiltoniano del sistema local y el resto de los sitios determinados por la
auto-energia.
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A.2.2 Cadena tight-binding unidimensional

Para aplicar los resultados previos, considero un Hamiltoniano tight-binding unidimensional independiente
del tiempo dado por:

H =Y Eyln)(n| = Vo(In) (n+ 1]+ n+1) (n]),

n=1
cuya representacién matricial estd dada por:

Ey -V 0 0
Vo Ey W 0
Ho| 0 % E -V
0 0 Vo Ep

Implementando el método de decimacién a la cadena tight-binding, la auto-energia se obtiene de resolver la
ecuacion:

1
L=V
%E—Eo—z‘/o

Esta ecuacion conduce a varias soluciones, por lo que consideraremos las soluciones fisicas aquellas que cumplen:®

lim ¥ () =0.
e—too
Debido a lo discutido en el Apéndice A.1 para los operadores de Green independientes del tiempo, los cuales
hemos clasificado en retardados y avanzados dependiendo del signo de una pequefia contribucion imaginaria,
podemos retomar a la Ec. (A.18) y considerar dos tipos diferentes de auto-energias. Dada la Ec. (A.15) para el
operador de Green retardado se tiene que:

n—0+

2
Y (e) = lim @ —sgn (e — Ey) \/<6 _280> -V, (A.22)

donde g9 = Ey —in.° Esta funcion es la auto-energia retardada, mientras que, por la Ec.(A.17), la auto-energfa
avanzada esta dada por:

Y% (e) = lim (5260)+sgn(550)\/<660)2 - V@& (A.23)

n—0— 2

De acuerdo a las Ecs. (A.22) y (A.23), existe un intervalo de energias dados por:

~E\2
(E 5 0) —VZ <o,

para el cual X" () y X% (¢) tienen una parte imaginaria, omitiendo la componente imaginaria 1 colocada arti-
ficialmente. Este intervalo define la banda o el intervalo de energias donde el continuo admite estados y, por lo
tanto, la particula puede escarpase. Para este caso unidimensional, el intervalo esta dado por:

E0—2|V0| <e< Eo+2|‘/0|,

siendo los puntos Ey £ 2|V;|, los bordes de banda.

A.3 Hojas de Riemann y polos del operador de Green

Las definiciones de las auto-energias retardadas y avanzadas de las Ecs. (A.22) y (A.23) respectivamente
estan definidas en el limite para n muy pequeno. Para extender las funciones de Green al plano complejo de las
energias es necesario remover ese limite, pudiendo tomar 7 tanto valores positivos como negativos. Es en ese
caso donde surgen dos posibilidades, ya que para cualquier valor de 7 la funciéon de Green puede tomarse como

5 Una alternativa equivalente es considerar que la densidad de estados debe ser positiva.
6 Notar que resulta equivalente a incluir una parte imaginaria positiva sobre € qué negativa sobre eg.
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Figura A.3: Mo6dulo cuadrado de las funciones de Green independientes del tiempo, para un sitio superficial
de una cadena semi-infinita de sitios tight-binding, determinadas por la Ecs. (A.24), (A.25), (A.26) y (A.27)
tomando Ey = Eg =0y Vg = Vo = 1. (a) Funcion de Green avanzada extendida sobre el plano complejo. (b)
Funcion de Green retardada extendida sobre el plano complejo. (a) Funcion de Green fisica. (a) Funcion de
Green no fisica.

la extension al plano complejo de G™ o de G, ver ejemplo paneles (a) y (b) de la Fig. A.3. Sin embargo, por
la discusion dada en las subsecciones A.1.8 y A.1.8, solo una de las dos superficies tendra sentido Fisico para
un dado par (g,7). Esto nos lleva a definir dos nuevas auto-energias que surgen como combinaciones de las X"
y 2% A una de ellas la denominaremos auto-energia fisica y la definiremos de la forma:

e+in—E e+in—Ey\’
P (e, ) = w—sgn(n)sgn(e—m\/ (”0> 2.

2 2

Tomando el limite cuando 7 tiende a cero por derecha o izquierda de 2% nos da X" o X¢ respectivamente. La
otra solucién de la ecuacion cuadratica de ¥ la denominaremos auto-energia no fisica:

, ; 2
€+1in— B e+in— E
SNF (e,n) = % + sgn () sgn (E—E())\/<20 — V2.

Diremos que la auto-energia no fisica esta en otra hoja de Riemann con respecto a la auto-energia fisica. Esto
es clave, porque estas definiciones facilitan la bisqueda numérica de polos.

Para ejemplificar lo anterior, mostramos el caso de una cadena tight-binding semi-infinita homogénea de
energia Ey y, acople Vj conectada a un sitio de energia F; con acople a la cadena V. Entonces, aplicamos
decimacion sobre la cadena homogénea hasta llegar al sitio Eg, por lo que, usando las definiciones de las
Ecs. (A.15) y (A.17) de las funciones de Green retardada y avanzada respectivamente, se puede determinar el
elemento de matriz del sitio E4, tal que:

-1

G" (e,n) = |e+in— Eq — (“;;l) 37 (e, 77)] (A.24)
9 -1
G*(e,n) = |e+in—Eq— <“;Z) 2% (e, n)] , (A.25)

donde hemos considerado a las funciones de Green antes de tomar el limite del n pequeno. De la misma forma,
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definimos las funciones de Green G¥** y GNF sobre todo el plano complejo como:

2 -1
G (e,n) = |e+in— Eq— <¥d) nFis (s,n)] (A.26)
0
Vi -
GNFe,n) = |e+in—E4— (Vd) »NE (E,n)} . (A.27)
0

En la Fig. A.3 se ilustra las funciones de Green definidas anteriormente para una cadena homogénea, es
decir, Eg = Ey v Vg = V. En esta imagen se puede observar que las GF* y GMF son continuas, cada una en
una hoja de Riemann diferente, a diferencia de las G" y G°.

Como hemos definido las GF* y GN¥ nos permite ahora encontrar de manera mas facil numéricamente los
diferentes polos de las funciones de Green, ver Seccién 2.3.3. En la primera columna, contando desde la izquierda
de la Fig. A.4 se grafican las funciones de Green fisicas y no fisicas, Ecs. (A.26) y (A.27) respectivamente, para
un estado localizado. Para el mismo se tom6é F; = 1,9 V4. En la segunda columna se presentan las funciones
de Green para un estado resonante, donde se tom6 E4 = 0,5 V. La ultima columna se ilustran para un estado
virtual, donde se eligi6 E; = 1,4 V,. Para todos los casos se tom6 Vy; = 0,1V, Eg =0y Vo = 1.

\G‘\“'F\Q - Localizado iGN ’”'\2 - Resonante \G‘\‘(F\Q - Virtual

‘ GFi s

(d)

2 .
‘ - Localizado

Figura A.4: Funciones de Green fisicas y no fisicas para los diferentes estados: resonantes, localizados y virtuales.

A.4 Sistema de dos cuerpos

Considero un sistema constituido por dos cuerpos interactuantes, cuyo Hamiltoniano es:

N 1 1
Ho=—pi+-—ps+U(r;i—r A.28
12 = P+ oPE + U (I —ral). (4.28)
donde m es la masa del primer cuerpo, p; es el momento y r; su respectiva posiciéon, de forma analoga mo es
la masa del segundo cuerpo siendo ps su momento y ro la posicion. Ademés, hemos supuesto que el potencial
solo depende de la distancia entre los cuerpos. Cabe mencionar que el Hamiltoniano del sistema actta sobre el
espacio de Hilbert H; ».
Este Hamiltoniano se puede simplificar introduciendo la siguiente transformacion para los operadores posi-
cion:
miry + molo

Rowm
mi + mo

r=ri; —ry,
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siendo R la posicion del centro de masa y r la posicién relativa entre los cuerpos. Entonces, los correspondientes
operadores de los momentos son:

Pcym = p1 + P2
mip1 — maPp2
mi 4+ mo

tal que P¢cps es el momento del dentro de masa y p el momento relativo entre los cuerpos. Bajo esta transfor-
macion, el Hamiltoniano para los dos cuerpos, Ec. A.28, se reescribe:

lﬁh,z = I:]CM -Hff,

donde:
N 1
Hey = —P?
CM = oar
N 1
H=_—p’
5.2+ U (Il

el término p se denomina masa reducida y estd dada por:

mims

mi + mo

El Hamiltoniano Hcps nos determina la energia cinética del centro de masa, y el mismo actia sobre el
espacio de Hilbert Hc s, mientras que H contiene la interaccion de los cuerpos actuando sobre el espacio de
Hilbert H,..;. Entonces, se tiene que:

7‘[172 = HCM ® Hrel'

En lo que resta, solo analizaremos el Hamiltoniano H, el cual, por conveniencia, lo expresaremos en coorde-
nadas esféricas:

B2 (0% 20 L? A

donde L es el operador momento angular, dado por:

L? = —n? <Sin1( ) % <sin (6) {fe) + Sin; 0 88:2) : (A.30)

Dado el Hamiltoniano, el problema que debemos resolver es la ecuacién de autovalores:

I:Iwn,l,m = En,lwn,l,my (Agl)

donde utilizamos los subindices n, [ y m, siendo el primer subindice una referencia del espectro del operador
H , pues el mismo puede representar a estados ligados o un estado dispersivo. Ademas, consideraremos que las
particulas no estan sometidas a un campo magnético o interacciéon espin-érbita, por lo que las autoenergias del
Hamiltoniano H no dependeran del nimero cuéntico m y el momento angular orbital se conservaré.

A.4.1 Propiedades de los armoénicos esféricos

Antes de comenzar el analisis, repasemos algunas propiedades de utilidad de los armoénicos esféricos. El
conjunto de funciones {Y;* (6,¢)|(0,¢) € [0,7) x [0,27),m,l € N, -l < m <[} forman una base ortonormal
sobre la esfera unidad Q (0, ¢), con el producto interno dado por:

T 2T

<g (9,¢> 7f(97¢)>§2 = g* (T79a¢)f(9’¢) Sil’leded(b,
[l
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para dos funciones f (6,¢) y g (0, ) tal que (6, ¢) € Q. Entonces, los armonicos esféricos satisfacen la regla de
ortogonalidad:

(Y (8.0). Y7 (8,6)) =SB

Luego, podemos expresar a una dada funcion f (6, ¢) en la base ortonormal de armonicos esféricos de la
forma:

[e's) l
f (07 ¢) :Z Z alm}/lm (05 d)) )
l=0m=-—1

siendo:
amm = (f (0,9),Y" (6,0))q -
Ademas, los armonicos esféricos satisfacen la ecuacion de autovalores:
L2Y™ (0,¢) =1L+ 1) Y™ (6,0), (A.32)

conl € {1,2,3,4,...} y siendo Lel operador momento angular dado por la Ec. (A.30).

A.4.2 Soluciones de la ecuacién radial

Para intentar resolver la ecuacion de autovalores, con el operador H dado en coordenadas esféricas, propon-
dremos el ansatz:

wn,l,m (’I", 97 ¢) = Yim (97 ¢) Rn,l (T) ’

donde Y, (6, ¢) son los armonicos esféricos y Ry, ; (r) es una funcién a valores reales que solo dependen de la
coordenada radial. Entonces, aplicando la solucién propuesta a la Ec. (A.31) y utilizando el resultado de la Ec.
(A.32) para el momento angular, se obtiene la ecuacion para la funcion radial:

HpRpy (1) = enaRuy (1), (A.33)

siendo:

- R 9> 20  RI(I+1)
Hp=—rz5+-a+———
24 Or ror  2u T

YU (7). (A.34)

A pesar de no especificar la forma funcional del potencial central del Hamiltoniano, diremos que las soluciones
de la Ec. (A.33) satisfacen las relaciones de ortogonalidad:

R:ﬂ,l’ (7") Rn,l (T’) 7,2d7,, = 5nn’6ll’7 (A35)

0\8

por lo tanto, las soluciones de la Ec. (A.31) puedan satisfacer la condicion de ortonormalidad:
<’¢}n’.l’,m’ (’I“, 07 ¢) ) wn.l,m (’I“, 97 ¢)> = 5ll’§mm’6nn’ .

Entonces, las funciones {t,,;,»} forman una base ortonormal del espacio de Hilbert sobre el cual opera H. En
particular, el Hamiltonino es diagonal en dicha base:

<wn’.l’,m’7 Hwn.l,m> = 5ll’5mm/5nn’€n,l,m~

Ademas, impondremos a las soluciones R, ; (r) las siguiente propiedades:

(a) Las funciones radiales deben ser acotadas, es decir:

[rRy . ()| < oo Vr € [0,00),
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(b) También deben decaer polinomialmente mas rapido que r, es decir:

lim rR,; (r) = 0.

00

Estas condiciones junto a la integral para las funciones radiales, Ec. (A.35), nos sugiere realizar el cambio
de variable:

Un,i (T’) =rRn, (T) ) (A36)

a la ecuacion para la funcion radial. Introduciendo este cambio, la Ec. (A.33) queda expresada de la forma:

Hytny (1) = enytin, (), (A.37)
para este caso hemos tomado:
: o 79
2u or? (r) ( )

donde hemos definido el potencial efectivo U de la forma:

RI(I+1)

Ul(eff) (r) = 1

+U(r).

Esta nueva funcién obedece la relacién de ortonornalidad:
o0
/ Up’ l’ Un,l (T) dT = 6nn’5ll’7
0

y las propiedades, para la nueva funciéon u,,; (r), quedan determinadas por:
(@) |tn,(r)] < oo ¥r e [0,00),

(b) lm u,, (r) =0.

r—00

En este momento es importante destacar que el problema de una particula en un espacio tridimensional
sometido al Hamiltoniano H fue reducido a un problema unidimensional con un Hamiltoniano H, cuyo potencial
esta dado por Ul(ef 2 (r), el cual dependera del nimero cuantico ! asociado al momento angular.

A.5 Diferencias finitas para un Hamiltoniano con potencial central

A continuacion, aplicaremos una expansion de Taylor de la funciéon wu,; (r) en torno de un punto ry con
un desplazamiento de a, que hemos desarrollado en el Apéndice A.4. El desarrollo en serie seré cortada en el

segundo orden y el residuo lo describiremos mediante la formula del resto de Lagrange [193]. Entonces:
Un, 1 1 8 Un,l 2 1 83un 1 3 1 64un 1 4
Un,1 (o + a) = un, (ro) + d = J — d a
o |,—, 2 or? — 6 Or3 ety 24 Ort ety
811,"71 1 3 unl 2 1 (9 unl 1 (9 unl 4
tn,t (70 = @) = tn,t (o) = or |,._, 2 o2 6 Ord | _ i 24 ort | _ @
=To T*5+ r=¢§_

donde &4 € (ro,m70+a) y - € (1o — a,10). Luego, sumando las dos ecuaciones anteriores y despejando el
término de la derivada segunda, obtenemos:

82un7l

or2

Uy (ro +a) = 2up g (ro) + Un, (ro — a) B a: Oy
h a? 12 ort

)

=&,

T=T0o

aqui se tiene qué &, € (rg — a, 7 + a). Después, convenientemente elegiremos a los valores de 7 equiespaciados,
es decir, tomaremos ry = ka siendo k un entero positivo. Por lo tanto, una buena aproximacion de la derivada
segunda, con un error de a?, es:

2
0 Un,l
or?

o g (k4 1) @) — 2y (K0) + g (k — 1) )}

r==ka
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Por altimo, introduciendo la aproximacion de la derivada segunda dentro de la Ec. (A.37), y definiendo las
identidades:

unkl) = up, (ka), Uy =U (ka),
0 l (l + 1) K2
E) = 2 - v
k Uk + ‘/E) + ‘/0 k'2 ) % 2//6012 )
se llega a:
Vit B Vil = 2l
Como r > 0, se tiene que u;kl) = 0 para k negativos, resultando en un sistema semi-infinito de ecuaciones:
B 00 N (N
) , .
B Ol
0 Vo Bt Vo | ul) | =c, |ul) |, (A.39)
0o o0 v EY | |ued) ul)

el cual se puede identificar con un sistema tight-binding donde las energias de sitio estan determinadas por E,(Cl)

O]
k

y los acoples con Vj. Sin embargo, las energias E;’ no son necesariamente iguales, por lo que impondremos al

potencial central que satisfaga:

AU =0
entonces, eligiendo un r,, = k,,a tal que:

RPI(1+1

iUy 2) <1,

210 (aky)

. . l .
podemos aproximar a las energias mayores a E,i) como constantes e iguales a:
m

EY ~ovy k> k.

Con esto en mente, y aplicando el método de decimacion declarado en el Apéndice A.2, la Ec. (A.39) se
reduce a un sistema de ecuaciones finito pero no lineal y no Hermitico, debido a la auto-energia:

ComH W0 : 9
Vo end — BV Vg 5 “S%
0 Vo Vo 0 . | =o.
: ' Vo eni—EY | Vo )
0 0 Vo eni— (B + 55 (enn)) up”

A.6 Dinamica en sistema con potenciales centrales

Antes de comenzar con el analisis, asumiremos que la soluciones se puede expresar de la forma:

¢n,l,m (7"7 0, ¢, t) = Ylm (97 ¢) Rn,l (Ta t) )

donde hemos supuesto que la contribucién de la funcién radial contiene la dependencia temporal, mientras que
los armonicos esféricos son independientes del tiempo, esto se debe a que hemos supuesto que el momento se
conserva.

Luego, introduciendo la solucién propuesta en la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo con el
Hamiltoniano dado por la Ec. (A.29), se llega a:

ihaRn,l (7“, ﬁ)

815 :HRRZ (T‘7t),
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siendo el Hamiltoniano Hy el dado en la Ec. (A.34). Aplicando el cambio de variables descrito por la Ec. (A.36),
la ecuacion anterior se escribe de la forma:

ma“%t(”) = Hou (r,1), (A.40)

aqui el Hamiltoniano H,, esta determinado por la Ec. (A.38).

En lo que resta, aplicaremos el método de diferencias finitas. Para ello, el término de la derecha en la Ec.
(A.40) utilizaremos el desarrollo de la Seccién A.5 para el desarrollo de la coordenada espacial. Para el lado
izquierdo, realizaremos una expansion de Taylor en el tiempo de la funcién u,; (r,t) en torno a ty y un paso
At. El desarrollo en serie, truncando con la formula del resto de Lagrange [193], es:

0un7l
ot

1 1 83un l
= —_— A — . A I )
2AL {Un’l (t() + t) Un,1 (to t)} 6 atg

t=to

(At)?,

t=&¢

donde &; € (tg — At, to + At). Entonces, podemos aproximar de la derivada primera de la forma:

8un’l
ot

1
~ TAt {unﬁl (to + At) — Unp,] (to — At)} .

t=to
Finalmente, la Ec. (A.40) en su forma discreta queda:

2At .
wnt (fo+ At) = == (—Vouﬁff” + EDu®) — voul; 1)) +up (to — At).

99






Apéndice B

Fuerzas inducidas por corrientes a primer
orden

B.1 Potencial de equilibrio

Recordar que la fuerza adiabatica esta dada por:

de
F, = —/%tr{AyG<},

donde:

0Hg

A, =525
0X,

siendo Hg el Hamiltoniano del sistema aislado, X, la variable mecénica y G< el adiabatico de la funcién de
Green menor:

G< =G'E<G". (B.1)

Ademas, debemos recordar que X< es el término que contiene las componentes imaginarias de los Np
reservorios I', con las respectivas distribuciones de Fermi-Dirac f,:

Ngr
$<=2i ) fula.
a=1

Considerando que las distribuciones f,, estan dadas por un desplazamiento con respecto a una distribucion
de equilibrio fp:

Ja=fo+Afa,

el sigma menor se puede escribir de la forma:
Ngr Ngr
X< =2ifg Y To+2i» Afala.
a=1 a=1
Luego, definiendo el sigma menor de equilibrio y el sigma menor fuera de equilibrio como:
Nr
x5, =2ifo »_ Ta
a=1
Nr
Breg =20 > Afala,
a=1

Podemos expresar el sigma menor como una suma:

< =35+ =5

neq-*
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A continuacion, definiendo la funcion de Green menor de equilibrio y la funciéon de Green menor fuera de
equilibrio de la forma:

< _ ry1<< a
Geq =G Equ
< _ re < a
Gneq =G 2nqu ,
la funcién de Green menor se reescribe:

< _ <
G< =G + G5,

Por dltimo, definiendo las componentes de la fuerza adiabatica de equilibrio y las componentes de la fuerza
adiabatica fuera de equilibrio de la forma:

o0

. 1
Fyq:—%/tr{A,,G;}ds
-0
Feq:fi/tr{A GS, )} de
v 2mi v ineq s 0

se tiene que las componentes de la fuerza adiabatica se descomponen linealmente:
_ eq neq
F,=F%+ F}*.

De aqui en adelante, solo trabajaremos sobre las componentes de la fuerza de equilibrio. Entonces, lo primero
que realizaremos es considerar las funciones de Green expresadas de la forma:

Ng
[51 ~-Hs— ) X}

a=1

Ng
lgI ~Hs— > =9

a=1

G~

(G

)

donde X7, es la auto-energia retardada del reservorio oo y 3% es la auto-energia avanzada del mismo reservorio.
Ambas estan dadas por:

X = Ay —iTy
2 = Ay +iTa,

por lo que:
Ngr
G - [GY " =2i ) T,
a=1
Luego, la auto-energia menor de equilibrio admite la expresion:
r—1 a1—1
=5 =6 (6" -6,
utilizando esta tltima expresion dentro de la Ec. (B.1), la funcion de Green menor de equilibrio se puede escribir:
qu = fo(G*-G").

Por lo tanto, la componente de la fuerza de equilibrio se expresa de la forma:
1 o0
F = ~5 / fotr {A, (G* — G")} de. (B.2)
™

De aqui en adelante, consideraremos que G” es de dimension finita, es decir, como una matriz n x n. En lo
que sigue, enunciaremos un lema sin demostracion.

Lema: Sea A € K™*™ no singular y sea t un parametro de A, entonces:
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dA~1 dA

=-—A 1AL
dt dt
ii)
dA dA~!
—=-A——A.
dt dt

Aplicando el resultado del Lema en la Ec. (B.2), se obtiene:

Fe9 = — 2; 1 f0< {( G gi:}tr{(Ga)_l gf’(j})da (B.3)

A continuacién, enunciaremos teoremas que utilizaremos posteriormente.

Teorema 1: Sean A € K™*™ no singular diagonabilizable tal que 3P no singular y Ddiagonal tal que:
D =P 'AP,
entonces:

In(D)=P 'In(A)P.

Teorema 2: Sean A € K"*™ no singular diagonabilizable y sea t un pardmetro variable de A, entonces:

tr (A“Z‘i‘) gtr (In (A))

Demostracién del teorema 2: Veamos primero que:
0A d
tr (A_1> = —tr(In(A)).

Sea A; con i € {1,...,n} los autovalores asociados a la matriz A. Luego, como A es diagonabilizable 3P no
singular y Ddiagonal tal que:

D = P 'AP,
entonces:
A =PDP!
A"'=PD'P".
Utilizando el Lema se tiene que:

0A oP oD dP
108 y19Y 51 195 1 a4l
A 5 A 5 P "A+PD 5 P 7 P,

0A oD
1947 1
o (A ot ) (D ot )

son diagonales, entonces D122

por lo que:

Como D™ty % es diagonal, entonces:

t t

(D- aD) (Z In (A ) ,
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donde A; son los elementos diagonales de D (autovalores). Utilizando el teorema 3 tengo que:

por lo tanto:

entonces, utilizando el Teorema 1 tenemos que:

tr(A_laA> itr(ln(D)):itr(P—lln(A)P) —tr(In(A)).

ot

Veamos ahora que:

(A 185?) jtln(det( ),

por lo que, como D es una matriz diagonal tal que D = {\;}, entonces:

n

det (D) =] [ M.

i=1

mediante esta expresion se tiene que:

<D 18;?) o (Z In (A ) - (H A) 7 In(det (D).

Como P es no singular, entonces det (P) # 0. Luego, tengo que:
det (D) = det (P*IAP) =det (A),

entonces:

(A— aa"?) = tr (D‘laD) = 4 (det (D)) = %m (det (A)).

Retomando las funciones de Green, podemos aplicar el resultado del Teorema 2, entonces:

w{(ry 087 - Ol (6)

09X, 0X,,
o1 0G®)  Oln(det (Ga
tr{(G 28 }: (8X( ).

entonces, la fuerza de equilibrio dada por la Ec. (B.3) se expresa de la forma:

oo

9
Fea — 2m/foaX (det () - In (det (G)} de = — 5 ! /fo (

2mi

— 00

Definiendo el potencial:

Ueq_% Z <det Dd&

tenemos el resultado que buscdbamos:

ouel
X,

eq — _
Fi =
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Apéndice B. Fuerzas inducidas por corrientes a primer orden

Notese que:
det (G")| 1
det (Ga)| 7’
por lo que podemos tomar:
det (G") _ eix,
det (G®)

considerando x como el valor principal del logaritmo, se tiene:

e 2Re(det (G)) I (det (G7))
X Re (det (G™))% — Im (det (G7))? )~

Utilizando esta ultima expresion, el potencial de equilibrio puede reescribirse:

1
Uel = — €) de.
o [ fox @

Debe tenerse en cuenta que no es necesario integrar a lo largo de toda la recta real, sino solo sobre energias
donde Im (G") # 0 (donde x (g) = 0). Como la funciéon arco-tangente estd acotada y es monotonamente
creciente, se cumplen las siguientes desigualdades:

T = X > -7
1 fd> Ueq >_1 fd
9 oac = = 2 oag,

donde los intervalos de integracion solo cubren los rangos de energia donde Im (G") = 0, o en otras palabras,
las integrales solo recorren rangos de energia donde los canales soportan estados de propagacion, o el sistema
presenta estados localizados. Entonces, la ecuacién anterior muestra que el potencial de equilibrio esté acotado
por la ocupacién de los reservorios y del sistema. Por esta razon es fundamental que se pueda definir una
ocupacion del sistema para toda energia y es lo que llevo a incluir un reservorio extra al final de la subsecciéon
2.3.2.

B.2 Expansion en serie de la fuerza de no equilibrio

Sea ¢ () : R— R una funcién C*° (R) (Continua e infinitamente diferenciable) de soporte compacto (o al
menos que decaiga rapidamente a cero para valores grandes de ). Luego, defino:

(uT) = / 6(e) F (e — o kuT) de, (B.4)
donde:
fle—pkpT) = — (B.5)
14+ e¥BT

es la funcion distribucién de Fermi-Dirac con el potencial quimico u, kp es la constante de Boltzmann y la
temperatura 7.

En lo que sigue, subseccién B.2.1, realizaremos una expansion en serie para el potencial quimico a bajas
temperaturas de la funcion:

o0

F(pr,pr,T)=1(pr, T) = I (ur,T) Z/ ¢ (e){fr (e — pr,kBT) — fr (e — ur, ksT)} d, (B.6)

siendo fr, (¢ — ur,kgT) y fr(e — pur,kpT) dos distribuciones de Fermi-Dirac con los potenciales quimicos iy,
y Wr respectivamente, ambas a la misma temperatura 7.
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Luego, subseccion B.2.1, introduciremos una expansiéon asintotica para las temperaturas:
F(u, Ty, Tr) =1 (p,Tr) — I (1, Tr) =/ ¢ (e){fr(e = kpTr) — fr(e — p,kpTr)} de, (B.7)

en este caso fr (e — u,Tr) y fr (¢ — 1, Tr) son dos distribuciones de Fermi-Dirac con las temperaturas Ty, y Tr
respectivamente, ambas al mismo potencial quimico pu.
Por dltimo, en la subseccion B.2.3, se describira la expansién a primer orden para ambas coordenadas:

F(up,pr,Tr,Tr) = I (ur,Tr) — I (ur, Tr) , (B.8)

donde solamente se comparte la funcion ¢ (¢).

B.2.1 Expansion en serie del potencial quimico.

La distribucion de Fermi-Dirac, cuya expresion esta dada en la Ec. (B.5), satisface el limite:

1f — 1, kgT) = H (e — B.
kBTlgwf (e — p, kpT) (e—n), (B.9)

siendo H (¢ — p) la funcion escaléon de Heaviside, que en nuestro caso esta dada por:

ste <

H(e—p)= sie=p.

O =

St e>

Implementando la expansiéon en serie de Taylor a la distribuciéon de Fermi-Dirac con respecto a la variable
1 en torno al punto g se tiene que:

=1 9y
—wksT) = f(e— kgD, + > — — o)™,
f(e—pkeT)= f(e—p,keT)|,_,, + 25 g | (1 — po)
tomando el limite de bajas temperaturas y aplicando el limite de la Ec. (B.9):
) ZOO 1 0™H (e — p) n
kBITlrgmf (e —p.kpT) = He = p)]my, + — nl o - (1= po)”

La derivada de la funcion escalon de Heaviside (en el sentido distribucional) es:

OH (¢ — )

O H (e — ) =16 (e — p)
1
o

=0Emm = B A e T

por lo que, la expansiéon en serie de la distribucién de Fermi-Dirac a bajas temperaturas queda:

) 01 96 (e — p) .
kBlil“IEOJrf(g — i, kpT) = H (¢ — po) — ; W o | (1= po)” -

Retomando la Ec. (B.6), podemos calcular el siguiente limite para la diferencia entre las distribuciones de
Fermi-Dirac:

lim (i (& e, kiT) — e~ pun kD)) =30~ T DOEZI o)~ (s~ o))
im — — — = — — — —
kTt UL KL, kB R KR, KB - ol dun=D e HR — Ho KL — Ho) |»
aqui hemos definido el potencial quimico:
ML + UR
Mo = )
2

y ademas consideramos el caso:

1> |pur — pgl-
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Luego, introduciendo este resultado dentro de la integral, se obtiene:

$S 100
(

n+1)!  ge(

lim F T) =
pom (b, pr,T)

n=0

Como se cumple:

n+1 .
_oantl _\nt+l _ [(BR T HL 2 sin=2k
(e = o) ™" = (2.~ o) ( 2 ) {o sin=2k+1’

se tiene que:

e 9—2k 8(2k)¢ (E) 2kt1
lim F(ur,pr,T)= — . B.10
kT o0+ (e, r, T) 1;) 2k+1)! 0eB | _ (k= pe) (B.10)
B.2.2 Expansion asintética de la temperatura.
Antes de comenzar con el analisis, defino la siguiente funcién:
2= [ o) s,
luego, integrando por partes y usando el teorema fundamental del calculo [194, |, la funcion I (u, T) dada
en la Ec. (B.4) se puede expresar como:
0
I(p,T)=- D (¢) &f(sfﬂ,kBT)de,

donde hemos tomado que’:

lim @ (c) f (e -, T)[ %, = 0.

R—o0

A continuacion, realizaremos una expansion en serie de Taylor de ® (¢) entorno a € = p, lo que conduce a:

1 9™ (e)
o)=Y — T2 — )"
(E) Z n' ag(n) - (E /’1/0) ’
por lo tanto:
* 1 9mP (e T of(e—uT .
I ==Y~ an / %(s_u) de | . (B.11)
=0 Yo

Ahora, debemos calcular la derivada de la distribucion de Fermi-Dirac (Ec. (B.5)) y calcular la integral que
contiene a la misma. Entonces, después de un poco de algebra, se llega a:

2%k ot >
o0 B (kBT) E(}l—{noo a{fu (6211)2 2z n =2k
/ af(gfluvT) (€*ILL)nd€: T kpT
a sQ— K )
e ) - (kBT)%'s'1 lim k7T 22y n=2k+41
EQ— 00 _eo—m (ez+1)2
EgT

1'Si ¢ () es de soporte compacto, entonces ® (¢) también lo es.
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donde las paridades de cada uno de los términos es:
eZ
L impar

(e +1)°
z
¢ 22k —>pa7“,

(e= +1)°

por lo que:

(B.12)

Por lo tanto, la integral total esta dada por:
2k
n=2k+1’

{

00 5 §
[ gre-nmE-wa=1,
—o0
aqui hemos introducido la integral:
% L2kl
Iy, = d
2k /eZJrl *
0

z—1

Iw:/ i
ez +1
0

Veamos la siguiente integral, que satisface:
donde ¢ (z) es la funcion Z de Riemann y I'(x) es la funcion Gamma. Para ntimeros pares, la funcion Z de

dz(1-2""")¢(2)T (2),

2k

k+1 (27) B Wk € N

Riemann cumple:
2k) = (—

I'(n)=(n-1),

donde By son los nimeros de Bernoulli. Ademas, si n € N, la funciéon Gamma I" (n) cumple:
(B.13)

por lo tanto, la integral Is; queda:
2k k+1 w2k
Lo = (27" = 2) (-1 By
= (22 =2) (<) o

Finalmente, introduciendo las expresiones de las Ecs. (B.12) y (B.13) dentro de la integral de la Ec. (B.11),
2.

(kgT)** .

se obtiene la expansion en serie conocida como «FExpansion de Sommerfeld»
a(Qk—l) ¢ ( E)
9D | _

I(u,T) :/ ¢ (z)det Y @ (—1)FFT (2%% — 2) 7%+ By,
Y k=1

2 Cabe destacar que esta expansiéon no es una serie de Taylor, sino una expansién asintética para temperaturas que se acercan al

I

cero absoluto, tal como lo mencioné Lev Landau |
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Luego, retomando la Ec. (B.7) y suponiendo que:

1>1Ty
1> Tk,

se puede calcular:

oo 1 . / 8(2]“_1)(;5(6)
F(p, Ty, Tr) ZZ @h)! (—1)" (2°% = 2) 7°* By, ToeED)

k=1

[(k;BTR)% ~ (kpTy)?]. (B.14)

e=p

B.2.3 Expansion en potencial quimico y temperaturas a primer orden.

Observando detenidamente la Ec. (B.10), podemos concluir que la expansion de F' (ur, ug,T) a bajas tem-
peraturas solo contiene términos impares., mientras que la expansion asintotica de F (u,Tr,Tgr) en la Ec.
(B.14) solo tiene términos pares. Esto nos sugiere que los términos cruzados de la expansion de la funcion
F(pup, g, Tr, Tr) en la Ec. (B.8), los cuales deberfan ser de la forma (kgT)*" (1uz — pgr)** ™. Sin embargo, el
término cruzado de menor orden es nulo, por lo que la expansién a primer orden en temperaturas y potencial
quimico es:

w2 9¢ (e
F (ug s T Tr) = 0 ) (e — pn) — = 22 g = (i),
E=HUF
definiendo:
TO = TR i TL )
2
se tiene que:
72 0¢ (e Tr—T
F (oo Tos To) = 0 ur) (un — n) — 5 22| ey T2 1L
E=UFR

B.3 Tensor de rozamiento de equilibrio

Las componentes del tensor de rozamiento {v,, : 1 <v < N,1 <’ < N}, mencionada en la Ec. (3.14),
estan dadas por:

1
Yo = 5= /tr{G<Ay (0.G") A, — G<A, (0-G*) A, } de.

Este tensor se puede descomponer en una contribucién simétrica y otra antisimétrica, tal como se realiz6 en la
Ec. (3.16). Cada una de las componentes estan dadas por:

Vi = ﬁ /tr{(AyG<A,,/ +A,GA,)0.G™ ) de
o _ﬁ / tr {(ALG<A, — A,GA,) 0. (G + G} d.

Sin embargo, como se ha mencionado, solamente estamos interesados en la componente simétrica del tensor de
rozamiento electrénica en equilibrio. Bajo esta condicién el tensor de rozamiento simétrico ., queda expresado
por la Ec. (3.19).

A continuacion, como las funciones de Green menor y mayor estan dadas por [18, |:

G:, =ifoA
G, =—i(1- fo) A,

donde fj es la funcion de distribucion de equilibrio de Fermi-Dirac descrita por el potencial de equilibrio pg y
la temperatura de equilibrio Ty. Ademés, A es la funcion espectral, dada por:

A=i(G"—G"). (B.15)

Introduciendo estas expresiones dentro de la Ec. (3.19), el término simétrico del tensor de rozamiento en
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equilibrio se puede escribir como?®:

Vo = % / fol(0- (1= fo)) tr {ALAA A + Ay AA A} + (1 — fo) tr {(AVAA, + Ay AA,) O-A}] de.
(B.16)

A continuacion, veamos las siguientes propiedades sin demostracion rigurosa, que necesitaremos posterior-
mente:

Propiedad 1: Primero, consideremos la relacion:

tr {A,AA, A+ A AA A} = 2tr {A,AA, A}

Propiedad 2: Veamos que se cumple la relacion:
O0: tr {AVAALA + A AAAY) =2tr {(AVAA +ALAA)) O-A}.
Luego, usando la propiedad 1 tenemos que:

Octr {A,LAA A+ A, AA, A} =tr {(A,AA, + A, AA,)O.A}.

Propiedad 3: Notese que se satisface la relacion:

9: (1 — fo)tr {ALAALA + Ay AAAY) = (1— fo) (tr {(AAA, + A,AA,)9.A})
+tr {(AvAA, + Ay AAL) D (1 — fo) A)}.

Por lo que, usando la propiedad 1 y 2, se conduce al resultado:

20. (1= fo)tr {A,AA,A}) = (1 — fo) Octr [AyAAA] + tr [(A,AA, + A AA,) . (1 — fo) A)].

Propiedad 4: Por ultimo, utilizando las propiedades 1 y 3, después de un poco de éalgebra, trivialmente
se obtiene:

20: (f() (1 — fo) tr {AVAA,/A}) =2 (85f0> (1 — fo) tr {AVAAV/A} + fo (1 — fo) Otr {AVAAV/A} +
+ fotr {(AyAAL + Ay AAL) . (1= fo) A)}.

Entonces:

fotr {(AVAAV/ + AV/AAV) 85 ((1 - f()) A)} = 285 (f() (1 - fo) tr {AVAAV/A}) -2 (85f0) (1 - fo) tr {AZ,AAVIA} -
- fO (]- - fO) astr {AVAAV’A} .

Introduciendo la propiedad 4 en el tensor de rozamiento simétrico en equilibrio, dado por la Ec. (B.16), el
mismo queda reescrito de la forma:

R

. h
¢ im - fy (1 — A, AA, A
fyI/l/ Rl—l;%o 27Tf0( fO)tr{ } s

B g / [20:fo (1 = fo) tr {ALAAL A} + fo (1= fo) O (tr {ALAA, A})] de.

Suponiendo que el término tr {A,AA, A} es acotado y de soporte compacto (o al menos decaiga «ra-
pidamente» a cero para «grandes» valores de energia), y utilizando los siguientes limites que involucran la
distribucién de Fermi-Dirac:

i fo (e)=0
lim fo(e) (1= fo(e)) =0,

€ — oo

eq

3 Aqui hemos utilizado la notacién 'yy;,q para el tensor de rozamiento simétrico en equilibrio, en vez de utilizar la notacion v, _,,

para hacer énfasis de que se esta trabajando con la componente simétrica.
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se satisface la relacion:

o h "
Rh_r}r;o %fo (1—fo)tr{ALAA, A} e 0.
Por lo tanto, el tensor de rozamiento simétrico en equilibrio es:
h h
s ~or /85f0 (1= fo)tr {ALAA, A}de — = / fo (1= fo)0: (tr {ALAA, A}) de. (B.17)
T T

Nuevamente, haciendo uso de las propiedad 4 y un poco de &lgebra, la Ec. (B.17) se puede expresar de la
forma compacta:

NSl = iﬁ / (—-fo) tr {A,AA, A} de. (B.18)

Notese que la Ec. (B.18) es valida para cualquier variable mecénica y temperatura. No obstante, para bajas
temperaturas se puede obtener una expresiéon ain mas simple, tal como se detalla a continuacion.

Limite de bajas temperaturas: Para analizar este comportamiento, partiremos de la Ec. (B.17) del
correspondiente tensor de rozamiento. Luego, como la distribucién de Fermi - Dirac satisface los siguientes
limites, cuando la temperatura se aproxima asintéticamente al cero absoluto:

lim  fo (e — po) = O (ko — €)

kpTo—0+
1fm 73f0(€_“°):—6(uo—6),
kpTy — 0F de

donde la funcion escaléon de Heaviside en el limite anterior queda:

WV

O (o —€) =

— o= O

m ® o
NI
T T E

Y, ademés, como se satisface:

m = fo(e—p) (1= fole—p) =1,

kpTo—0+t

y utilizando la suposicion de que tr {A,AA, A} es de soporte compacto, se cumple la relacion:

kBTO~>O+47T /fo (1= fo) 0= (tr {ALAA, A}) de

Por lo tanto, en el limite de bajas temperaturas, la Ec. (B.17) queda:

e=po °

h
lim ~2%% = — tr {A,AA, A}
A7

B.4 Expresion general del rotor

Nuestro objetivo es obtener una expresion cerrada para el rotor de las FICs adiabaticas para un sistema con
tres variables mecanicas, las cuales estan dadas por:

1 o0
F,=—— / tr {AVG<} de 1<v <3, (B.19)
211
donde:
O0Hg
A =525
0X,
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siendo Hg el Hamiltoniano del sistema, {X, : 1 <v < N} una de las variables mecanicas que deseamos mo-
dificar. Ademaés, si G es la funciéon de Green adiabatica retardada y G* es la funcion de Green adiabatica
avanzada, la funcion de Green menor queda determinada por:

G< = G'¥<G, (B.20)

para la cual, el sigma menor X< contiene las componentes imaginarias de las auto-energias I', de los N reser-
vorios conectados al sistema aislado, ponderadas con las funciones distribucién de Fermi-Dirac f,:

Ngr
»< =2 Z fala. (B.21)
a=1

La condicién que impondremos en el siguiente analisis es suponer que los reservorios no dependen de las
variables mecéanicas, esto significa que las auto-energias no dependeran de estas variables. Por lo que, observando
la Ec. (B.21), se satisface la relacion:

X<

Asimismo, dada la forma de las funciones de Green, se satisface las relaciones®:

_ ot oGy
M= =0 — =% (B.23)

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, el primer paso a realizar consiste en derivar la fuerza adiabatica,
determinada por la Ec. (B.19), con respecto a las variables mecénicas X,,, entonces:

oF, 1 [ ow{A,G<}
- 0X, 2mi 0X,

— 00

de.

Luego, como la derivada de la traza del operador es la derivada sobre los elementos diagonales, supondremos
que se satisface la relacion:

otr {A,G<} tr{aAsz } o { O, 9G< }

<
il A,
X, ox, ox, ¢ TMax,

A continuacién, haciendo uso del lema enunciado en el Apéndice B.1, calcularemos la derivada de la funcion
de Green menor con respecto a X, dada por la Ec. (B.20). Por lo tanto, aplicando la condicion impuesta por
la Ec. (B.22), se obtiene el resultado:

0G<  9G" %< 0G*

S N L clicani  TI e 15 5
9x, ~ 0xX, L R ax,

= —G"A,G< —- G“A,G",

donde hemos utilizado la Ec. (B.4), la cual nos conduce a la propiedad de nuestro interés:

T
A=A

1wy

y hemos aplicado la relacién entre las funciones de Green adiabéaticas dada por:
(G"H' =G~

Finalmente, la derivada de la traza queda expresada:

otr{A,G<}
oxX,

A
—tr{ (ALG"A, + (ALG"A)' — ) G<}.
{( : . aXH

Finalmente, definiendo el siguiente elemento:

oA,

®,, =AG'A, +(AG"A )T ,
Iz M B 0X,,

4 Cabe destacar que las condiciones impuestas por las Ecs. (B.22) y (B.23) también fueron utilizadas para obtener la féormula de la
fuerza adiabética dada por la Ec. (B.19).
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podemos escribir las componentes del rotor de las fuerzas en una forma compacta:

N N e 3 3
(VxF) =33 emo,F, = ﬁ / tr {ZZ ep‘“’tI>WG<} de. (B.24)

p=1lv=1 RS p=1lv=1

La Ec. (B.24) nos da una forma simple para calcular el rotor de las fuerzas adiabaticas. Sin embargo, esta
expresion se puede reducir ain més. Para ello, debemos suponer que el Hamiltoniano del sistema aislado es
continuo y diferenciable con respecto a las variables mecéanicas X, y X,, tal que se satisfaga el Teorema de
Clariaut [195]. Bajo esta situacion, se tiene que:

oA, O (0Hs\ 0 (0Hg\ 0A,
0x,  0x,\0x, ) ox, \ox,) ~ ox,’

seguidamente, considero el término ¥, para los casos en los que u # v. Dadas estas consideraciones, podemos
observar que:

OA,,
X,
= AG'A,+ (A,G'A) —A,G'A, — (A,G"A),

OA,

P
0X,

®,, =A,GA,+(A,GA,) — ~A,G"A, — (A, G"A)T +

pv

para p y v diferentes. Por lo tanto, podemos redefinir el tensor de la forma:
II,, =AG'A,+A,GA,,
con lo cual, las componentes del rotor de las fuerzas quedan determinadas por:

(vxF) = /n{(ZZewn > }da.

p=1lv=1

B.5 Variables mecanicas y fuerzas inducidas por corrientes

Sean {X, : 1 <v < N}y {g,:1<p <N} dos conjuntos diferentes de variables mecénicas, las cuales estan
relacionadas mediante alguna expresion g, (X,) que supondremos continua, pero no necesariamente lineal.
Entonces, las fuerzas inducidas por corrientes se pueden expresar via las variables {X,} de la forma F (X,) o
en términos de las variables {g,} mediante la formulacién F (g,). Luego, como se tiene que:

y utilizando la Ec. (3.13), se puede relacionar ambas descripciones de la forma:

f(Xu):—/;ifitr{Ayg<}=i (—/ —tr {A,G< }) gy _i]_—( )aa)q(ﬂ

Ignorando la notacién, el resultado anterior nos sugiere en pensar en una transformacion de conjunto de
variables como una variedad diferenciable hacia otra variedad [174].

El trabajo realizado por las fuerzas sobre un ciclo cerrado, determinado por la curva C' en el espacio de
las variables, es independiente de la eleccién del conjunto de variables mecanicas utilizadas para describir el
sistema, como puede demostrarse facilmente:

N

w(X) = / F.ax :XN: / ,)dX, 722 / Fq aq“ “dX, = / F(qu) dg, = W ().

C(?) v=1 C(}}) v=1lp=1 p= 1C(?)

Esta propiedad nos permite, por ejemplo, elegir un conjunto de variables de conveniencia {X,} tal que las
fuerzas F' (X, ) sean independientes de la forma particular en que las variables mecanicas afectan el Hamiltoniano
electronico. Luego, conociendo la relacion g, (X,,), se puede determinar las fuerzas del sistema fisico particular
que se desee considerar.
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Notese que hemos realizado todo el analisis utilizando la fuerza general. No obstante, andlogamente también
se puede demostrar los mismos resultados para la fuerza adiabatica dada por la Ec. (3.15).

B.6 Funciones de Green del sistema propuesto

Tal como se mencioné en la Seccion 2.3.2, aplicando decimacion sobre la Ec. (2.10) con el Hamiltoniano
dado por la Ec. (2.9), se llega una ecuacion de autovalores sobre los sitios {|—1),|0),|1)} cuya representacion
matricial es:

(el —Hegy (€)) [thess) = 0
A partir de esta expresion, la funcion de Green retardada se puede calcular usando al resolvente:

G (g) = (eI — Hegy ()~

= (I-Hs -5} () + Zh(e) - =)

-1

e— (Eo + X§ (e)) VL 0
= VL g — Ed - ZZ VR )
0 VR g — (E0+Z6 (E))

donde las representaciones matriciales de las auto-energias retardadas estan dadas por:

Sre) 00 00 0 0 0 0
Eg)) (e) = 0 0 0}, Egg) (e)=10 0 0 , 27(70): 0 % o],
0 00 0 0 XI(e) 0 0 0

siendo la funcion escalar de la auto-energia Xj (¢) descrita por la Ec. (2.11), la cual se obtiene de aplicar el
método de decimacion, a saber:

S5 (e) = Ao (6) — iT'o (&), (B.25)

cuyas componentes son:

= J(S)? V2 si e > B+ 2V
Ag(e) = = si Eg+2Vy>e>Ey—2Vp (B.26)

ﬂ_‘_ (6—E0)2_V02 si Eg—2Vy>¢

0 si e >2Fy+ 2V,
Ty (6) = V02 _ (672130)2 st Eg+2Vy>e>FEy—2Vy, (B.27)
0 si FEog—2Vyg>c¢

mientras que ¥} corresponde al reservorio ficticio, el cual supondremos de la forma:

2= —ily,

donde I';, es constante y positiva.
Para calcular la funcion de Green retardada emplearemos la regla de Cramer [197]. Entonces, por un lado,

se tiene el determinante de la resolvente:

det (61~ Hegy () = [ - (B + S @ (= B = 3 - (Y22 ) w5.6)).

por lo tanto, la funcién de Green retardada queda:

E—Ed—E;_(%>226‘(E) Vi yr Vi yr Vi r
1 ) o ©) VT?EOS) VA% ()
G"": P) 2 _Vilé 6(5) 1 _Vigza (5) ’
(e = Ba - - (552 55.0) ° 75

2
efEde;f<V—0> o7 (e)
e—(Eo+35(e))

Ys(e) BEe) %5 ()

(B.28)
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en tanto que la funcion de Green avanzada se calcula usando la Ec. (2.13), es decir:
G (e) =[G" ()] (B.29)

Para el célculo de las FICs, para las cuales se utilizo la formulacion de Schwinger-Keldish, debemos introducir
la funcién de Green menor dada por la Ec. (3.8), a saber:

G< =G"E<G", (B.30)

donde X< es la auto-energia menor dada por la Ec. (3.10). Entonces, para nuestro problema se tiene que:

Io(e) 0 O 0 0 0 0 0 0
'@ =( 0o oo0|, TE=(00 o |. T@®=(0 1, 0f, (B.31)
0 0 0 0 0 Ty(e) 0 0 0
por lo que:
=< =2 (.0 (&) + fal R (&) + foT) (B.32)

siendo fr, v fr las distribuciones de Fermi-Dirac de los reservorios:

fL:fO‘i‘%a fozw,
fR:fO_%a Af=frL— fr.

Notese que hemos asumido que el tercer reservorio se encuentra en equilibrio, mediante la distribuciéon fy, y
las distribuciones de los reservorios restantes estan expresados en términos del apartamiento de la condicion de
equilibrio.

A continuacion, escribiremos a la funcién de Green menor G< como suma de un término con la distribucién
de Fermi-Dirac de equilibrio fy y otro que contiene la diferencia de las ocupaciones entre los reservorios Af.
Para ello debemos usar la Ec. (B.30), entonces:

G< = Ge<q + G

neq’

donde:
G5 =G [Qifo (I‘(LO) (6) + T (e) + 1“,,)] el

G, =G’ [zm f (r<L°> (e) - TV (5))} G,

neq

por lo tanto, las contribuciones de no equilibrio G;eq no dependerén del reservorio ficticio 37, pero si las

contribuciones de equilibrio Ge<q. Esto significa que el trabajo y las fuerzas de no equilibrio no dependen de la
introduccion del reservorio 37, pero si lo serdn el potencial de equilibrio y el tensor de rozamiento simétrico de
equilibrio, debiendo tener en cuenta los estados localizados fuera de la banda.

Por dltimo, debemos mencionar algunas observaciones de interés:

(1) Elsistema fue decimado reduciéndolo hasta la base B = {|—1),|0),|1)}, aunque podria haberse decimado
hasta obtener una funcién escalar sobre el sitio |0). Sin embargo, las expresiones de las FICs que utili-
zaremos fueron derivadas, suponiendo que los reservorios son independientes de las variables mecénicas,
las cuales en nuestro caso estan dadas por {Eg4, Vg, V1 }. Por lo tanto, el sistema més pequeiio que puedo
tomar corresponde al dado sobre la base B.

(2) Otro requisito exigido en la derivacion de las FICs, supone que las funciones de Green deben ser de soporte
compacto, o al menos decaer a cero rdpidamente para valores grandes de energfa. Introduciendo las Ecs.
(B.25), (B.26) y B.27) dentro de la funcién de Green dada por la Ec. (B.28) podemos demostrar que se
satisface esta condicion. Luego, como la funcion de Green avanzada estd determinada por la Ec. (B.29), la
misma tendré el mismo comportamiento asintotico que la retardada. Ademaés, en particular, se tiene que
la funcién de Green menor de no equilibrio es de soporte compacto.

(3) Las variables utilizadas en las expresiones expuestas en este Apéndice son las propias del sistema, pero
por simplicidad, en la Seccién 3.4 se renormalizaron las variables para que sean adimensionales. Queda
para el lector la demostraciéon de la equivalencia entre ambas descripciones.
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B.6.1 Componentes de las fuerzas

A lo largo de los apéndices subsiguientes, para el calculo de las variables mecéanicas de fuerzas tomaremos el
siguiente orden:

Edﬂl
VL—>2
Vg — 3.

En consecuencia, como las FICs estan determinadas por la Ec. (3.13), las fuerzas quedan expresadas mediante
un vector de la forma:

donde las componentes del vector estan dadas por:
1
Fi, (1) = 5 /tr [ Ap,G< (e.T)} de

Fu, (1) = 5 [ (A 6% D)} de

1
Fvp, (T) = — /tr {fAVRg< (s,T)} de.
211
Por lo tanto, realizando la expansion adiabatica a primer orden dada por la Ec. (3.14), se puede escribir a
las FICs:

?(T):?—l—ql?,

siendo:
FEd (T) YE4,Eq VEq, Vi VEa4,Vr Eq
? = FVL (T) ) Y=\ MWr,Ea« VVo,Vvi VVL,Vk | ? = | VL
Fy,, (T) YWr,Ea YVa,Vi VVr,Vr Vr

B.7 Elementos del rotor del modelo tight-binding

Para el calculo del rotor de las fuerzas adiabaticas V x ? tomaremos el sistema tight-binding de dos reservo-
rios conectados a un punto cuéntico descrito en la Seccion 3.3.4 y el Apéndice B.6. Sin embargo, consideraremos
la aproximacion en la cual el reservorio ficticio es nulo:

= =0, (B.33)

esto es posible, pues sabemos que las fuerzas que contribuyen al trabajo son las de no equilibrio y, tal como se

demostré en el Apéndice B.7, la funcion de Green menor Gy, es nula fuera de la banda de conduccion.

Ademas, para el calculo del rotor tomaremos el orden de las variables dado en el Apéndice B.1. Luego, los
elementos del el rotor de la fuerza para el sistema propuesto estan dados por (ver la Ec. (3.23)):

o 3 3
p 1 v <
(V X F) =5 / tr{<;; 2 HW> G }de Vp e {E4, Vi, Vi),
siendo:

II,, =A,G"A, +A,G A, (B.34)

Entonces, cada una de las componentes del rotor de la fuerza adiabatica para el sistema propuesto se pueden
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expresar como:

(V = ?)E - % 7 r { <z3:zs: 6Ed,wnw> G<} de

P p=1lv=1
? Vi 1 by 2 Vi pv <
(VxF) " = 5o | ZZ Ve, | GS b de
NS p=1lv=1
? vn 1 b oS Verpv <
(V X ) = o tr ;; e "HIL,, | G de,

donde, usando la Ec.(B.34), se tiene que:

3 3
SO>I, = Ay, (G = GY) Ay, — Ay, (G" = G) Ay, (B.35)
p=1lv=1

3 3
SN I, = Ag, (G — G*) Ay, — Ay, (G" — G*) Ap, (B.36)
p=1lr=1

3 3
SN I, = Ay, (GT - G) A, — A, (G" = G") Ay, (B.37)
p=1lv=1

Antes de comenzar a calcular, por simplicidad definiremos la notacioén:

S (e) = (5) 5 (0)

S (2) = (VV'“’) S (e,

por lo tanto, tenemos que:

siendo:
aue = () s0e), an = () 8060,
T, () = (‘V%)Qro (e), Th () = (“f;)?ro ©)
Utilizando estas notaciones, podemos deducir los siguientes resultados que utilizaremos posteriormente:
72 |5 EF o (©) =L ) (1.35)
72 %R (P To (e) = T o). (8.39)

B.7.1 Funcion de Green menor adiabatica

Usando la condicion del reservorio ficticio dada por la Ec. (B.33), las Ecs. (B.31) y (B.32) quedan expresadas
de la forma:

frTo(e) O 0
xS =12 0 0 0
0 0 fRFO (6)

117



Apéndice B. Fuerzas inducidas por corrientes a primer orden

Luego, introduciendo la funciéon de Green retardada sobre los sitios {|—1),]0),|1)}:

Gl 1 Gl GUyg
G'=1|Gt1 Goo Goa | (B.40)
Gi1 Gio Giy

dentro de la Ec. (B.30), bajo la condicion dada por la Ec. (B.33), la funcién de Green menor adiabatica queda:
G< =2iQ, (B.41)

donde la funcién de Green avanzada fue calculada usando la Ec. (B.29) y los elementos de Q estan dados por:
Qu = {G1 G 1 fil0 () + G frlo ()] s € {=1,0,1}. (B.42)

fj satisfacen la relacion:

Notese que los elementos de matriz
Qi =Qji Yi<j i,j€{-1,01},
por lo que la funcion de Green menor cumple con:

[¢<]"= -G~

B.7.2 Transmitancia y densidad local de estados

Ahora que hemos logrado determinar los elementos de la funciéon de Green, tenemos lo necesario para calcular
el coeficiente de transmision, el cual se puede obtener mediante [18, 128]:

Tor(e) = dtr {r<LO>GTr§§)Ga} .

Usando la funcion de Green retardada dada por la Ec. (B.28), su relacion con la funcién de Green avanzada
determinada por la Ec. (B.29) y las Ecs. B.31) correspondientes a las partes imaginarias de las auto-energfas,
la transmitancia se expresa de la forma:

I'r(e)Tr ()

TLR (E) :4|5_Ed_ZL (E) _ZR (6)‘2. (B43)

Por otro lado, también estamos en condiciones de calcular la densidad local de estados (LDE) sobre un sitio
n de una cadena tight-binding, cuya definicion esta dada en la Ec. (2.6), a saber:

1
No(e) = lim — ~Tm{GL, (¢ +in)}
la cual en nuestro modelo, sobre le sitio del punto cuantico, es:

Ng(e) = f%Im {Goo(e)}. (B.44)

B.7.3 Elemento del rotor de la fuerza para p=E;,

Usando el hecho de que la funcién de Green retardada en nuestro caso es simétrica, es decir:
G"" =G, (B.45)

la relacion entre la funcion de Green retardada y avanzada dada por la Ec. (B.29), y las matrices dadas por las
Ecs. (3.29), las cuales son:

000 000 010
Ag,=|0 1 0), Ay, =—10 0 1), Ay, =—|1 0 0], (B.46)
00 0 010 00 0
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se calcula el término de la Ec. (B.35), obteniéndose:

3 3 0 —a -b
S et~ o 0 o).
p=1lv=1 b Cc 0

donde se definio:

a=Ghy—Gyo=2im (G})
b=Gjo— Goo = 2ilm (Gj ) (B.47)
c=G"y -G 4 =2ilm (G" ).

Luego, utilizando el resultado anterior y la funcion de Green menor dada por la Ec. (B.41), se puede llegar

3 3
St {(F ML) G} =20 (Ghy — Glo) (Q-10 — @-10)

p=lv=1
+ 27 (GS,O — 68,0) (Q-11— @—1,1)
+2i (G’;LO - ég,,l) (Qor—Qo.1)
luego, introduciendo los elementos de matriz dados por la Ec. (B.42), se llega a:

ii tr { (54 T,,) G<} = —4Tm (G) [Im (G, 1G4 ) fiTo () +Im (G7, 1 Gy ) FrTo (2)]

p=lv=1
—dIm (G o) [Im (G741 G 1) fuTo () + Tm (G71, Gy ) faTo (6)]
—d4lm (G", ) [tm (G5 1@ 1) fuTo () +1m (G5 ,GY L ) faTo (0)]

A continuacion, reemplazaremos los elementos de matriz de la funciéon de Green retardada por los dados en
la Ec. (B.28), que son los elementos propios de nuestro modelo. Entonces:

—r —r T T
Im (Gil’,lGo’,l) frTo(e) + Im (GCIJGOJ) frTo (e) = _VLL -z, —LE(]EL) (E}; (—€)§]R (5)\2 (fr — fr)
e —r —F Tr T
Im (GT,1,—1G1,71) frlo (e) +Im (GT,1,1G1,1) JrTo (€) = (EVLVRd) = _LX(JEL) (5};(—6)21% OF (fz — fr)
. . T, (e)T
I (G5, 1 G1, 1) fulo (2) +Tm (G5,G5 1) Salo (2) = —ViR E L;) (5’;(’3)21% op e Iw),

para obtener estas expresiones se utilizaron las propiedades dadas por las Ecs. (B.38) y (B.39). Por lo tanto,
usando la Ec.(B.43) para el coeficiente de transmision, se tiene que:

3 3
ZZ tr{(GEd/“/H#l,) G<} =2 {Im ( 671) VLL —Im ( 6,0) %VR (e = E4) + Im (GT,LO) VlR}T(E) (fL — fr),

p=1lv=1

nuevamente, usando los elementos de la funciéon de Green retardada de nuestro modelo, los cuales estan dados
por la Ec. (B.28), y la definicion de la DLEs, dada por la Ec. (B.44), se llega a:

3 3

1
ZZ tr{(eEd””Hw) G<} = 4mv v

u=1v—1 LYR

(e = Eq) Na(e)T (¢) (fr — fr)-

Finalmente, el elemento del rotor de la fuerza para p = E; queda:

o0

(V X ?)Ed :/ 2%Nd (e)T (¢) (fr — fr) de.

— 00
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B.7.4 Elemento del rotor de la fuerza para p=1V}

Aqui, nuevamente utilizaremos que la funcién de Green retardada es simétrica (Ec. (B.45)), la relacion entre
la funciéon de Green retardada y avanzada (Ec. (B.29)) y las matrices Lambdas dadas por las Ecs. (B.46), se
puede calcular el término de la Ec. (B.36), cuyo resultado final es:

3 3 0 0 O
S e, =(0 0 b,
0 b

p=1lv=1 0

donde b esta definido en la Ec. (B.47). Posteriormente, usando el resultado anterior y la funciéon de Green menor,
la cual est4 determinada por la Ec. (B.41), se puede llegar a:

3 3
ZZ tr{(EVLWHuV) G<} =2 (GS,O - ég,o) (QO,I - 60,1) ;

p=1lv=1

luego, introduciendo los elementos de matriz dados por la Ec. (B.42), se llega a:

ii tr { (VP T0,,,) G<} = —4Im (G ) [Im (057_151_1) F1To (€) + Im (Gal@ll) Falo (5)} .

p=1lv=1

En lo que sigue, reemplazaremos los elementos de matriz de la funcién de Green retardada de nuestro modelo
(Ec. (B.28)), lo que se obtiene:

- AT r =T o 1 Iy (E) I'r (E)
I (G4, 1) fu0 )+ I (GGt ) Fl (2) = =~ Eo o s e e

esta expresion fue obtenida mediante el uso de las propiedades dadas por las Ecs. (B.38) y (B.39). Por con-
siguiente, utilizando la Ec.(B.43) para el coeficiente de transmision y la Ec. (B.44) para la DLEs, se llega
a:

3

3
SO (VML) G} = 2w Na ()T (@) (i~ fr)-

p=1lr=1

Al final, el elemento del rotor de la fuerza para p = Vj, se expresa:

(v X ?)VL :7 VLRNd )T () (fr — fr) de.

B.7.5 Elemento del rotor de la fuerza para p = Vj

Tal como se procedi6 en el calculo de las componentes anteriores del rotor, haremos uso de la propiedad
de simetria de la funcion de Green retardada (Ec. (B.45)), su relacion con la funcién de Green avanzada (Ec.
(B.29)) y las matrices Lambdas (Ecs. (B.46)), el término de la Ec. (B.37) queda:

3 3
E E EVR’“’HW:

p=1lv=1

b

o ot O

0
0

o O O

donde b estda dado por la Ec. (B.47). Seguidamente, manipulando el resultado expuesto anteriormente y la
funcion de Green menor (Ec. (B.41)), el resultado obtenido es:

3 3
ZZ tr{(ekuﬂw) G<} =2 (GB,O - ég,o) (Qfl,o - @71,0) )

p=1lv=1

después, usando los elementos de la matriz Q (Ec. (B.42)), se puede obtener la expresion:

3 3
SO o {(VH L) G} = —4Im (G ) [Im (Gz Hég,,l) frTo (e) + Im (Gz M@S,l) frlo (g)} .

p=1lv=1
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Para continuar con el célculo, debemos reemplazar los elementos de matriz de la funciéon de Green retardada
de nuestro modelo (Ec. (B.28)), por lo que se llega a:

1 I ()Tr (e)
VL ‘€—Ed — ZL (E) — ER (€)|

Im (Gil,—lag,—l) frTo (e) +Im (Gil,lég,l) frlo (e) = — 5 (fr = fr),

nuevamente, para el calculo de la expresion anterior se necesito de las propiedades dadas por las Ecs. (B.38)
y (B.39). Luego, usando el coeficiente de transmision y la DLEs (Ec.(B.43) y Ec. (B.44) respectivamente), se
tiene:

ZZ tr { (""" ,,) G<} = 27”7Nd( e)T (e) (fL — fr)-

Por dltimo, el elemento del rotor de la fuerza para p = Vi queda determinado por:

oo

(v x ? / L N @ T () (1 — fr) de

B.7.6 Expansion del rotor de la fuerza

Recolectando los resultados de las componentes del rotor de la fuerza adiabatica, mediante el orden de las
variables descrito al inicio del apéndice, se puede expresar el rotor de la forma vectorial:

VxF :/ 7 (e, Ea, Vi, VR) Na () T () (fr. — fr) de,
donde:

c—Ey) 1 1
E — () ),
?(87 daVL7VR) ( VLVR 7VR7 VL

Aplicando la expansion en serie descrita en el Apéndice B.2, el rotor de la fuerza se puede expandir en torno
a la condicién de equilibrio a bajas temperaturas, cuyos primeros términos estdn dados por:

lm V x F =~ (10) Na (j10) T (10) 8 _ﬁﬁ(ﬁ(s)N(e)T(a)) (k T)Zd—T
kT o0t (1o) Na (po Ho 3 9e d . Blo Ty’
siendo:
_ it 1= TntTe
9 ) 0 2 )
op = pr — pr, 0T =Tg —1TL.

B.8 Tensor de friccién electréonica en el modelo tight-binding

A igual que en el calculo del trabajo realizado por las fuerzas adiabaticas, supondremos que el reservorio
ficticio es nulo. Esto es razonable, pues solamente puede existir corrientes para las particulas cuya energia se
encuentre dentro de la banda. Por fuera de la banda no hay corrientes de particulas, ya que los estados son
localizados, ver Seccién 2.3.3.

Ademaés, usaremos el orden de las variables determinado en el Apéndice B.6.1. En el mismo se expresa al
tensor de rozamiento como una matriz cuadrada de tres por tres.

Por otro lado, como el tensor de rozamiento en equilibrio (y bajas temperaturas) que deseamos calcular
corresponde a una matriz simétrica (ver Ec. (3.21)):

(B.48)

€=po’

lim ~9, = 4£ tr {ALAA, A}
T

kpTo—0+ "

solo necesitaremos obtener seis elementos para describirlo.
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B.8.1 Funcidén espectral

Tal como se muestra en la Ec. (B.48), el tensor de rozamiento simétrico en equilibrio a bajas temperaturas
depende de la funcion espectral, la cual esta definida en la Ec. (B.15). Entonces, usando la Ec. (B.40) para la
funcion de Green retardada y la relacion con la funcion de Green avanzada descrita por la Ec. (B.29), se tiene
que la funcién espectral es:

Im (Gil,_l) Im (G 10) Im (G 1, 1)
A=-2(Im(G;_,) Im(Gj 0) Im (Gf ,)
Im (G’i,,l) Im ( 1,0) Im (Gl 1)

A continuacion, mediante las matrices Lambdas de las Ecs. (B.46), se puede calcular las siguientes expresiones
utiles:

0 0 0
Ap,A=-2|Im(G",,) Im(Ggy) Im(Gp,)
0 0 0

m (G710)  Tm(Gho)  Im(Gjy)
Ay, A=2|Tm (G, ) Im(G",,) Im(G”,,)
0 0 0
0 0 0
Av,A=2Im(G",,) Im(Gj,) Im(GY,)
Im (G”;LO) Im ( 6,0) Im (Ggal)

Notese que la funcion de Green es simétrica (Ec. (B.45)), por lo que usando las Ec. (B.29) y (B.15), sabemos
que la funcién espectral también lo es. Esto significa que, solamente es necesario calcular seis elementos de la
funcién espectral.

Por lo tanto, detallaré seis elementos de la funciéon espectral utilizando los elementos de la funcién de Green
retardada del sistema propuesto expuesta en la Ec. (B.28):

1 {(eEd)Q (“//Toa) 2(€Ed)A0+{(VO) +<‘\%)2}26|Q}

Im (G” =—— r B.49

m (Gl -) 7 e~ Eq— S -3 f (B.49)
. (e—Eq)V, :

Im (G7 1 ) = v +dV}%L1m( no) (B.50)

I . { 2 (e — Eq) Ao + |25 {( >2+(‘é§)2}} <VL>2<VR>2FO (B1)

o VLVR le—Ey—Yp— 31 Vo o
Im (Gh o) = — - EZL_J;I;R_ o (B.52)
Tom ( 6’1):—W1m( vo) (B.53)
) {( B (VL)QQ(eEd)AO+{($;)2+( :) }|z | }
IR E— o (B

‘E—Ed—ER—EL‘z

B.8.2 Elemento del tensor de rozamiento ﬁs’j% ’

Veamos primero que:
tr{Apg,AAp,A} = 4Im (G} ;) Im (G o) ,

luego, introduciendo la definicién de la DLEs sobre el punto cuantico dada por la Ec. (B.44), se puede obtener
el elemento diagonal:

lim 47 5 = 7hNa (o) Na (po) -

k)BTo—>0+
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B.8.3 Elemento del tensor de rozamiento fyf/f?/L

Después de algunos pasos algebraicos se puede demostrar:
tr{Ay, AAy, A} =8 [Im (GT_LO) Im (GT_LO) + Im (GS,O) Im (GT_L_l)] .
Usando las Ecs. (B.49), (B.50) y (B.52), se llega a:

r T T r (5 - E ) Vi r g 1 I'rl’
Im (G ) Im (G741 o) +Im (Gh o) Im (G7; _;) =2 (Mlm (Gho) ) + E _RE; —~

nuevamente, usando la definicién de la DLEs sobre el punto cuantico (Ec. (B.44)) y la definicién del coeficiente
de transmision (Ec. (B.43)), se llega al elemento diagonal:

) N (10) Na (p0) + s T (1) -

eq — 4 (:U’O - Ed) VL
2n V7

VE+V?

s,eq

B.8.4 Elemento del tensor de rozamiento WeVe

Al igual que en el elemento anterior, se demuestra que:
tr {Av, AAy, A} =8 [Im ( 0.1)Im (Gf ) +Im (Gp ) Im (G{l)] .
Luego, utilizando las Ecs. (B.52), (B.53) y (B.54), se tiene que:

r r T r (6 —E ) V) r ? 1 I'pl’
Im (G5 ) Im (G ) + Im (G o) Im (GT ;) = 2 <M1m (Gro)) + T 732; —

por lo que, usando la definicion de la DLEs sobre el punto cuantico (Ec. (B.44)) y la definicion del coeficiente
de transmision (Ec. (B.43)), se obtiene el ltimo elemento diagonal:

- F
seq 4o ((Mo 1) VR T (o) -

lim
kBT()*)O'*' VrVR V}% + VE

2
1
) Ny (NO) Ng (/140) + gw
R

Es importante observar que, debido a la simetria del problema, este elemento del tensor es igual al elemento
diagonal 4y}, pero reemplazando la variable Vi, por V.

B.8.5 Elemento del tensor de rozamiento 7'y,

Ahora, calcularemos el primer elemento no diagonal del tensor de rozamiento. Entonces, veamos que se
satisface la relacion:

tr{A g, AAy, A} = —8Im (G ) Im (G" ).
Aqui debemos utilizar la Ec. (B.50), lo que conduce a:

2 (p—Eq) Vi
s

ImGj oImG” | =
’ ' VE+ V3

Im (G5 o) Im (G o)
aqui debemos usar la definicién de la DLEs, por lo que el elemento se expresa como:

X —F
lim seq o (/’LO d) VL

= N, N,
kpTo—0t FrVE VZgveE e (10) Na (110)

B.8.6 Elemento del tensor de rozamiento ’yg’j‘q,R

El siguiente elemento no diagonal del tensor de rozamiento cumple con la relacion:
tr{Ag,AAy,A} = —8Im (Gj,) Im (G, ) -
En este caso se tiene que usar la Ec. (B.53), entonces:

(n—Eq) Vg

2
ImGj o ImGp | = p V21 V2 Im( 6,0) Im (G6,0> )
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nuevamente tenemos que usar la definiciéon de la DLEs. Por lo tanto, el elemento no diagonal queda dado por:

—Eq)V,
lim vgegf _ (MO d) R

= N, N, .
kpTo—0t+ PR VI? + V}% d (“0) d (HO)

Este elemento presenta, una vez maés, otra simetria propia del problema, ya que este ultimo elemento es

idéntico al elemento no diagonal ’yg’jg@ pero reemplazando la variable Vi, por Vig.

B.8.7 Elemento del tensor de rozamiento ’y‘s,f‘q/R

Este es el altimo elemento del tensor de rozamiento que calcularemos, el cual es no diagonal y solo involucra
los acoples. Aplicando un poco de algebra se puede llegar a:

tr {Av, AAv, A} =8 [Im (Gg o) Im (Gy 1) +Im (G7 1 o) Im (GG )] -

En lo que sigue, nos serviremos de la Ecs. (B.50), (B.51), (B.52) y (B.53), con las cuales se puede llegar a la
expresion:

(e — By)? ViVe, 1 I

Im (G, ) Im (G"; ;) +Im (G"; o) Im (G}, ;) =2 t o) Im (Gh
m( 0,0) m( 1,1) m( 1,0) m( 0,1) (V1%+VL2)2 m( 0,0> m( 0,0)

usando la definicién de la DLEs y la definicién de la transmitancia, se tiene el elemento no diagonal:

s,eq (MO - Ed)2 VLVr 1 1 =

i =4 N, N, - — T
kBTIOIgOJrrYVLVR T (VI% N VL2)2 d (o) Na (po) 27 Vi VR (10)

Cabe destacar que este ultimo elemento es invariante frente al intercambio de las variables Vi, y Vg, tal como
se espera por la simetria del problema.

B.9 Ejemplo concreto de un sistema tight-binding.

En esta seccion, analizaremos un ejemplo tight-bimding concreto con el fin de ilustrar a los lectores como
implementar nuestros resultados en sistemas fisicos. Nuestro ejemplo consiste en un alambre atémico recto con
un pliegue abrupto, donde el atomo ubicado en la esquina del pliegue puede moverse libremente en el plano
z—y. Este ejemplo ya se estudio en la Ref. [162], donde los autores manifiestan que las FICs no conservativas
producen un movimiento eliptico del atomo situado en la esquina. Este tipo de sistema puede considerarse
como un ejemplo de un motor cuéntico adiabatico [163]. No entraremos en los detalles experimentales de como
realizar tal propuesta, ya que esta mas alla del objetivo de nuestro trabajo. Sin embargo, un buen candidato para
extender el estudio de dicha propuesta podria ser un punto cuéntico colocado sobre un nanopilar, acoplado a dos
reservorios formando un angulo. Otra posibilidad seria reemplazar el nanopilar por alguna molécula organica
apropiada.

El Hamiltoniano electrénico del ejemplo es el mismo que se muestra en la Ec. (2.8) y la Fig. 2.1. El hecho
de que los conductores formen un angulo entre si no modifica el Hamiltoniano electréonico. Para simplificar,
supondremos que el angulo « entre los reservorios es de 90°, donde el reservorio L se coloca a lo largo del eje
74", mientras que el reservorio R se lo ubica a lo largo del eje "z”. Por lo general, los acoples de los reservorios
con el punto cuantico varian exponencialmente con la distancia, pero aqui tomaremos una aproximacion lineal
tal que:

Ve =Vo +V'éz
Vi = Vo + V/(Sy

donde §x y dy son las desviaciones de la posicion de equilibrio del punto a lo largo de los ejes "z” e "y”
respectivamente. Debe tenerse en cuenta que la ecuacion anterior se puede modificar facilmente si se desea

considerar un angulo « diferente de 90°. Solo para poner algunos nameros, tomaremos los mismos pardmetros
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tight-binding dados en la Ref. [162]:

E0:06V
Vo =-3,88¢eV
Ed:2eV

3,88 eV
Iy 00 eV
Visdx 55 %
er = Ky,

es decir, las bandas de los reservorios se encuentran ocupadas hasta la mitad. Estos valores corresponden a los
parametros adimensionales:

(0=0) _
€= 338 v =L
€Ep = O, Ué&y:@) =1.

De acuerdo a la Ec. (3.25), las FICs F, y F, actuando en las direcciones z e y respectivamente se relacionan
con las fuerzas adimensionales Fy,, y Fy, por:

F, = Fy,,V'
F,=Fy,V'.

Para desplazamientos pequenos con respecto a la posicion de equilibrio, el trabajo realizado por el punto
cuantico, debido a las FICs, a lo largo de una érbita peridédica, se puede escribir como:

W= (v x ?)z A donde A= [ dudy,

es el area encerrada por la curva obtenida por el movimiento del punto cuantico a lo largo de las coordenadas
z e y (recordemos que una orbita en forma de ocho tiene una area nula).

Como se destaca en el Apéndice B.5, el trabajo W es independiente de como las variables del Hamiltoniano
(VR v Vg) dependen del movimiento de las variables mecanicas (dx y dy). Por lo tanto, suponiendo que Ey4
es constante a lo largo de la trayectoria, y ademas consideramos el limite de bajas temperaturas y pequenos
voltajes bias, el trabajo da como resultado:

W= (v x ?)E {[ avaava
= (v X ?)E (V') A

~ WM (V') Adp

~ €EF —€d \ & "2 ﬁ
~ 2 <’UL1}R > T(EF) Nd (EF) (V) A5VO

Para los pardametros elegidos, encontramos numéricamente el punto para el cual se obtiene el trabajo 6ptimo
o 5 . .
(valores de vy, y vg que maximizan WI(E;L ) donde se satisface e r = 0). Estos valores son aproximadamente:

VR =0V = 0,51,
el cual corresponde a:

ox =0y = (0,51 — 1) % = —0,306 A.

Tomando er = 2, valor para el cual el trabajo ng“ ) crece dramaticamente, de acuerdo a lo discutido en la
Seccidén 3.4, el punto donde se presenta el trabajo 6ptimo esté cerca de la TFDC virtual-localizado, véase la Ec.
(2.18). Esto ocurre para:

vh+ v =2F €

(141,602)° + (1 + 1,66y)* =2 F 0,515,

donde el signo menos corresponde a ep =~ —2 (energia de Fermi cerca del borde inferior de la banda), mientras
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que el signo positivo corresponde a e &~ 2 (energia de Fermi cerca del borde superior de la banda).
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Apéndice C

Expansiones adiabaticas de funciones de
Green de no equilibrio

C.1 Funciones de Green de no equilibrio

El método de las funciones de Green de no equilibrio (FGNESs) es probablemente el enfoque méas poderoso
para describir el transporte cuéntico a nanoescala. La corriente a través de un nanosistema, asi como otros
observables, se puede expresar de manera exacta con la ayuda de las FGNEs. El formalismo de Keldysh (también
llamado Kadanoff-Baym-Keldysh o Schwinger-Keldysh) permite extender sisteméaticamente la teoria de muchos
cuerpos en equilibrio al caso de no equilibrio y asi encontrar las FGNEs de problemas concretos. En lo que
sigue, realizaremos una breve introduccion a las FGNEs y al formalismo de Keldysh, para simplemente ilustrar
el contexto sobre el cual estamos trabajando y asi poder adentrarnos en las expansiones adiabaticas de las FGNEs
y los distintos observables calculados a partir de ellas. Para profundizar en la temética se puede consultar las
referencias |18, , | sobre las cuales se basan las dos primeras secciones de este apéndice.

En primer lugar, consideremos un sistema con un Hamiltoniano que se puede descomponer de la forma:

H=Hy+V (),

tal que Hy sea una contribucion independiente del tiempo a la cual llamaremos «libre», mientras que V ()
contiene los términos interactuantes y cualquier dependencia temporal. Dado este Hamiltoniano, los operadores
y las funciones de onda se pueden escribir en distintas representaciones: En la representacion de Schrédinger
las funciones de onda g (t) son dependientes del tiempo mientras los operadores A no; en la representacion de
Heisenberg las funciones de onda g son constantes (i = g (0)) mientras los operadores AH dependen del
tiempo (121 u(t) = e t Ae=iHl %); en la representacion de interaccion las funciones de onda 15 evolucionan con V
(11 (t) = eifote=tHty 5 (0)) mientras los operadores A; evolucionan con Hy (Aj (t) = e'flot Ae=iflot),
En la representacion de interaccion, la evolucién temporal se puede expresar como:

Yr(t) =St t)¢r(t),
donde S es la matriz-S. Este propagador cumple la propiedad S (¢,t') = S (¢t,t”) S (t",t') y se puede expresar
en término de un producto ordenado temporalmente:

t
S(t,t')=T |exp —i/VI (u)du ||,

t

donde T'[...]es el operador de ordenaciéon temporal.
Usando la matriz-S, la relacion entre operadores en representacion de Heisenberg e interaccion se puede
escribir como:

Ay (t) = 5(0,t) Ar () S (t,0).
Finalmente, como en ¢ = 0 todas las representaciones coinciden, se encuentra:

[ @) =S (0)[¥(0); =5 0)|[d)y
)i = 5 (0,%00) [¢) (£00)) -
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Volviendo ahora si a las funciones de Green. Comencemos por la denominada funciéon de Green a temperatura
cero ordenada temporalmente, la cual se define como:

i ol T [ (z,t) Ol (2, t) | o)
h (Yol o) ’

donde 1y es la funciéon de onda del estado fundamental del sistema con Hamiltoniano H y los operadores de
campo @Z}L (@'t y zﬁ u (x,t) respectivamente crean o destruyen una particula en 2’ a tiempo ' y en z a tiempo
t. Esta definicion de la funcion de Green contiene un problema: implica conocer el estado fundamental exacto
del sistema, lo cual, de conocerse, haria innecesario el uso de funciones de Green en primer lugar. Para superar
ese problema, debemos expresar el estado fundamental exacto |¢p) en términos de cantidades que conocemos,
por ejemplo, el estado fundamental para el sistema sin interacciones, |®g). Para ello vamos a suponer que la
interaccion es prendida adiabéaticamente desde cero a tiempos muy alejados en el pasado (t — —o0) y luego
apagada de nuevo adiabdticamente en el futuro (t — 00). Tomando |®) igual, salvo una fase, a |1 (£00))," , y
usando los resultados anteriores, se encuentra que:

g (xata xl7t/) = -

i (o] T[S (00, —00) b (2,1) 6} (', )] |@0)
h (@0 S (00, —00) |®o) '

g (x,t;z’,t/) ==

Es decir, hemos transformado el valor medio sobre un estado que no conociamos en un valor medio sobre
el estado libre, el cual se supone es conocido. Este importante resultado genera el esquema de perturbaciéon
sistematica para la funcion de Green. El calculo procede expandiendo la matriz-S (tanto en el numerador como
en el denominador) en la perturbacion V' y el subsecuente uso del teorema de Wick para generar los diagramas
de Feynman usuales |18, |. Estas expansiones se pueden expresar en término de la denominada ecuacion de
Dyson.

Sin entrar en detalles, simplemente diremos que a temperaturas finitas las funciones de Green se pueden
calcular siguiendo un procedimiento similar al descrito mas arriba, pudiéndose usar Tr [pG] = ). p; (¥5| G [1);)
o la coincidencia entre la forma funcional de la matriz densidad de equilibrio y el operador evolucién para
desarrollar un método més sofisticado [102, |. Sin embargo, al tratar con situaciones fuera de equilibrio, la
técnica descrita mas arriba falla, fundamentalmente porque los estados asintoticos fuera de equilibrio ¥ (—o0)
y 1 (+00) no estan relacionados de forma facil. Esto es evidente desde el punto de vista fisico, ya que cuando
un sistema pierde el equilibrio, su futuro asintético es bastante diferente de su preparacion inicial en el pasado
remoto. El propdsito de los diversos contornos de no equilibrio, como el contorno de Schwinger-Keldysh de
dos ramas, es precisamente evitar cualquier referencia al estado en el futuro asintético y basar la expansion
unicamente en el estado dado en el pasado asintoético.

El denominado contorno cerrado de Keldysh, se puede expresar como:

Cx =C,.UC_,

y corresponde a un camino en tiempo 7 que va desde t; hasta el tltimo de los tiempos ¢ y ' para luego volver
a to. La rama C; corresponde a tiempos que van desde ¢y hasta Max (¢,t'), mientras que C_ corresponde a
la rama que vuelve hasta ty3. En este contorno también se define un operador de ordenaciéon temporal Tk y la
matriz-S, ahora Sk, se expresa como:

Sk =Tk |exp —i/V] (t)dt
Ck

La funcion de Green de no equilibrio en el contorno cerrado de Keldysh se expresa como:

i . .
G(z,m;2',7") = —%tr {p (to) Tk [SK (to, to) Wi (x, 7)) (.’17/,7'/)} } ,
donde p (tg) es la matriz densidad del sistema a tiempo tg y se toma el limite ¢y — —oo.

Como se puede demostrar [181], la funcion de Green ordenada por contornos tiene la misma expansion
perturbativa que la correspondiente funciéon de Green de equilibrio ordenada temporalmente. En consecuencia,
asumiendo que se puede definir una auto-energia, la funciéon de Green ordenada en el contorno de Keldysh tiene

! Este paso tiene diversas sutilezas que aqui omitimos pero se pueden encontrar en [102, .
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la misma ecuaciéon de Dyson que la correspondiente funciéon de equilibrio:
G(z,x')=Go (z,2') + /dwl /dw2g0 (z,21) 2 (1, 22) G (T2, 2)
= Go (z, ") + /dsc1 /d:czg (z,21) X (w1, 22) Go (22, 2'), (C.1)

donde G (z, ') es la funcion de Green exacta, Gy (x, ') es la funcion de Green sin perturbar, ¥ (z1,x2) es
la auto-energia de una particula y todas estas funciones estan definidas en el espacio de Keldysh. Notar que,
para simplificar la notacion, se defini6 la coordenada espacio-temporal x;, esto es x; — (?i, t;)

C.1.1 Funciones de Green en el espacio real y ecuaciéon de Keldysh

Lo interesante de la curva Ckx , en la coordenada temporal, propuesta por Keldysh es que la expansion
perturbativa de la funcién de Green resultante es equivalente a la situacion de equilibrio [18, , |. En con-
traparte, debemos calcular varias funciones de Green. Para expresar cada una de ellas es conveniente introducir
una estructura matricial en el llamado espacio de Keldysh. Esto nos ayudara a indicar a qué rama del contorno
de Keldysh pertenecen los argumentos del tiempo y asi poder definir las funciones de Green en el espacio real
del tiempo. La funciéon de Green queda entonces definida por la matriz:

. gt g<
g = (g> gf> ;

donde:
) .
QT (Xl,tl;X27t2) = —ﬁ <T [\I/ (Xl,tl)\I}T (Xg,tg)]> St tl,tz S C+
< . _ i T ;
g (X1,t17X27t2)=ﬁ<‘I’ (x2,t2) ¥ (x1,11)) sity € Cy tp € Co
> . _ ¢t T ;
g (X1;t17X27t2)=_ﬁ <\I/(X1,t1)\11 (Xz,t2)> st t GC,,t2€C+
. : . )
G (x1,t1; %0, t2) = % <T [V (x1,11) ot (X2,t2)]> sity,ta €C_,

siendo T el operador ordenacién temporal y T el anti-ordenado temporalmente. Todas estas funciones de Green
no son independientes y obedecen la condicion de causalidad, la cual establece que:

G<+¢>=g"+g".

Como las componentes de G no son independientes, es conveniente transformar la matriz G de la forma:

. L1 1\ [1 0)\s(1 1
o=30 )6 S)elh )

en esta nueva representacion, la funciéon de Green queda dada por:

. (gn gk
g_<gZ ga)a

donde las componentes rotadas son:?

1
Q” (Xl,tl;Xg,tg) = *ﬁ@ (tl — tQ) <\I’ (Xl,tl) \I/T (Xg,tg) + \I/Jr (X2,t2) v (Xl,t1)>
‘
h
1
gK (Xlatl;x27t2) = 7% <\Il (Xlatl) \IJT (X27t2) - \I/T (X25t2) v (X17t1)>

gZ (Xlatl;x27t2) O

G* (x1,t1; X2, t2) O (to — t1) (W (x1,t1) U (xa,t2) + U1 (x2,12) ¥ (x1,11))

Considerando los productos matriciales de las funciones de Green en la ecuacién C.1 surgen las denominadas
reglas de Langreth[102], de ellas se deduce la ecuacion de Dyson para las funciones de Green retardadas y

2 El término GZ no es necesariamente nulo si la evolucién en los dos caminos del tiempo no es la misma, esto puede suceder en
presencia de fluctuaciones cuénticas.[102]
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avanzadas:

gr/a — gg/a + gg/azr/agr/a
— gg/a + gr/azr/agg/a7

donde las integrales sobre los tiempos y coordenadas intermedias estan implicitas:
gr/azr/agé’/a _ //dmldmggr/“ (.’13,.’131) Er/a (371, m2) gr/a ((132,.’13,) )

Para calcular observables en general nos interesara conocer G< (o G~) y para obtenerla se aplican también
las reglas de Langreth. Al resultado, obtenido iterando a orden infinito (ver [102, ]), se lo conoce como
ecuacion de Keldysh:

donde < (X7) es la auto-energia menor (mayor) y se han omitido las integrales intermedias. En el capitulo IIT
partimos directamente de esta conocida ecuacién cuya derivacién recién ahora esquematizamos.

C.2 Transformada de Weyl-Wigner

Sea T' el espacio de fases con coordenadas canonicamente conjugadas (p,q) y sea f : I' — R una funcion
real definida sobre el espacio de fases. Consideraremos los operadores P, () € H sobre el espacio de Hilbert que
satisfacen las relaciones de conmutacion canénicamente conjugadas en la representacion de Schrédinger:

[P,Q} — i, [P, P} —0, {Q,Q} —0.

Entonces, la transformacion de Weyl (o Cuantizacion de Weyl) de la funcion f estd dada por el operador

[201, 202]:
1 . P
3[f] = —— ([ 7 (a,b) ei(eQ+P) gaap,
1] (%)Jrjf( )

donde f (a,b) es la transformada de Fourier de f (g, p):
f(a,6) = [[  (a,p) e” "0+ dgdp.
r

Es decir, esta transformaciéon toma funciones y las convierte en operadores. La transformacién inversa de Weyl
se llama transformacion de Wigner. En la representacion posicion de los elementos de los operadores, el mapa
de Weyl esta dado por:

LT (55 ety
R = P

y en la representacion posicion de los elementos de los operadores, el mapa inverso de Weyl, que corresponde al
mapa de Wigner, esta dado por:

[e.9]

f(g,p)=2 / (a+y|®[f]lg—y)e mPdy.

— 00

Si bien hemos considerado las variables canénicamente conjugadas del espacio y momento, la transformacion
de Weyl-Wigner es valida para cualquier variable canénicamente conjugada, como por ejemplo el tiempo y las
frecuencias.

Ademas, debemos observar que la trasformacién de Wigner es una buena candidata para considerar valores
de expectacion de operadores sobre el espacio de fases. Veamos ahora una aplicaciéon de nuestro interés, para
ello, considero la matriz densidad p asociada un sistema cuantico S el cual puede estar constituido por estados
mixtos o puros. Considero la transformacion, cuyo dominio son los operadores sobre el espacio de Hilbert H y el
soporte corresponde a funciones reales, donde el dominio son las variables clasicas candénicamente conjugadas.
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Entonces, defino la distribucién cuasi-probabilistica de Wigner de la matriz densidad como:

o0
1 ,
W(z,p) = — / (@ +ylplz —y)e " PVdy,
—0o0
la cual corresponde al mapa de Wigner en la representacion posicion de la transformacion de Wigner.

Luego, consideremos el observable O, el cual actua sobre el espacio de Hilbert del sistema S. Entonces, el
valor de expectacion de los elementos del operador en la representacion posicion esta dada por:

o0

o(xz,p) =2 / <x+y‘0’x—y>e‘i%pydy.

—00

Entonces, el valor de expectacién del operador O esta dado por:

<O> =tr {ﬁé} = JIW (x,p) o (x,p) dxdp.

C.2.1 Distribucién cuasi-probabilistica de Wigner para tiempo-energia

En mecéanica cuéantica, el operador tiempo no esta definido, por lo que no podemos construir una transfor-
macion de Weyl-Wigner. Sin embargo, si podemos definir una cuasi-distribucion probabilista de Wigner debido
al principio de incerteza de Heisenberg. Como existen muchas formas de definir la funciéon de distribucion de
Wigner, para poder seguir trabajando adoptaremos una sola de ellas.

Consideremos una funcion correlacion entres dos puntos espacio-temporales (¢1,x1) y otro (¢1,x1) dada por
C (ta,x2,t1,x1), entonces, realizando el cambio de coordenadas temporales:

t1 + o

t:

2
T =12 — 11,
tenemos que:

-
t2 :t+ 5
p

La expresion de la cuasi-distribuciéon probabilista de Wigner para el tiempo-energia, omitiendo las coorde-
nadas espaciales, es:

We, (t,€) :/ C, (t + %,t — %) e ineTdr = 2 / Co(t+71,t—1) e~ineTdr,

y la correspondiente inversa esta dada por:

T

T 1 y iler
Cm <t+ §7t7§) —% / WCT (t,E)@ h dg.
C.2.2 Expansion en gradientes tiempo-energia.

Ahora, consideremos el propagador B (¢, 72, t1, ?1), el cual describe una evoluciéon espacio-tiempo desde
el punto (¢4, 71) hasta el punto (s, 7), y el propagador A (¢, T, s, 7), el cual describe una evolucién espacio-
tiempo desde el punto (s, 7) hasta el punto (t2, 72) Entonces, el propagador:

c<t2,?2,t1,?1>://A@Q,yz,s,y)B(g,y,tl,mdsdy,
R3 R

describe una evolucion espacio-tiempo desde el punto (¢1, 71) hasta el punto (to, ?2), considerando todas las
trayectorias posibles. Por el momento, solo deseamos analizar la evolucién temporal, por lo que expresaremos
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el resultado anterior omitiendo las coordenadas espaciales:

C b, 1) = /A (ta5) B (5, 1) ds. (C.2)

R
La ecuacién anterior describe la evolucion de los operadores mediada por una integracion de tiempos inter-
medios. Nuestro motivo es saber cémo evolucionan las transformadas de Weyl-Wigner W4, W v W sobre el

espacio de fases tiempo-energia de los respectivos operadores A, B y C, dada la evolucion anterior. Para ello,
realizaremos un proceso de anélisis caracterizado en diferentes pasos.

Teorema: Sean Wy (T,e) y Wg (T,¢) las transformadas de Weyl-Wigner de los propagadores A y B
respectivamente:

o0

Wi (T,¢) :/ A <T+ g,T - g) e~iketgr
b T T —iZet
Wg (T, e) = B<T+§,T—§)e netdr,
donde se aplico el cambio de variable:
t t
T — 1J2r 2
T =19 7151, (C4)
entonces:
S iR\ 1 L om iR\" 1 0 om
we =33 {(-5) merorwaral{(F) Joporwa o)
n=0m=0 : '
= (—ikoraR)™ | [ (ikogal)"
_ 2Ye YT 2YT Ye
- |an—:O m! nz:;) n! Wa (Ta 5) Wg (T7€)
= 5 (0207002 )y (T, ) Wy (T €), (C.5)

siendo W¢ (T, €) la transformada de Weyl-Wigner de C' dado por la Ec. (C.2). La notacion notacion utilizada
anteriormente significa que 92 es la derivada sobre A con respecto a la variable ¢ y (“)74 corresponde a la derivada
sobre A con respecto a la variable T'. Las derivadas parciales 92 y 0F estan definidas de forma analoga, pero
para B.

Para llegar a la expresion de We (T, ) mostrada en la Ec. (C.5), se expande A (t2,s) y B (s,t1) en término
de los tiempos centrales de cada propagador. Luego, usando las sustituciones s —t; = s’ y to —s =t — s/, se

llega a:
cwr) = /ds'K—;)mw%A(t—s',T)] [(;)n[i;]!na}"BB(s’,T)

n,m=0

Finalmente, se aplica el teorema de convolucién y se llega a la expresion deseada.
Otra notacién alternativa, y mas usada, para la FEc. C.5 estad dada por:

5.3, 5.:7.)

We (T,e) = Wa (T,e) e ( W (T¢).

Este resultado se conoce como Regla del producto de Moyal. Sin embargo, la expansiéon que usaremos con mayor
frecuencia sera:

1

oo N
Wo (Te) =% % (h) Cn (The), (C.6)
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donde hemos definido el término:
1 /i N
On(Te) = 15 (h) Z ( )aN 19IW o (T, &) 030N I W (T, )
Jj=

Lo que nos permite escribir la expansion a diferentes érdenes segin el término N.

C.3 Transformada de Weyl-Wigner de la ecuacién de Dyson

Tal como se mencioné en la Seccion C.1 del Apéndice, la dinamica de un sistema fuera de equilibrio esta
determinada por una ecuacion de Dyson que satisfacen las FGNEs [18, ]. La misma se puede reescribir en
una forma diferencial [1412], la cual, usando el sistema y los Hamiltonianos definidos en la Seccion 4.2, se expresa
de la forma:

—ihOpG" (t, ) =6 (t —t') + / dty (G" (t,t1) 27 (t1,t') + G (¢, 1) Hs (1)), (C.7)

donde G" (t,t') es la funcién de Green retardada, X7 (¢1,t’) es la auto-energia retardada total y Hg (t') es el
Hamiltoniano del sistema aislado, el cual depende del tiempo. Luego, como:

G (4, ¢) H, (t') = / t207 (¢, 1) Hy ()8 (ts — t'),
defino el operador:
h(ta,t') = Hq (t2) 6 (t2 — t'),

donde h es el operador con los elementos del Hamiltoniano aislado®. Luego, la Ec. (C.7) se puede reescribir
como:

ROy GT (L) = 5 (E— 1) + /dtlgr (t,0) S (t1, ¢ /dt2g (t,12) I (12 1) - (C.8)

Luego, tomando el cambio de coordenadas temporales de Wigner, las cuales son las dadas por las Ecs. (C.3)
y (C.4), podemos aplicar la transformacion de Weyl-Wigner a la funcién de Green retardada (ver Seccion C.2):

o0

W (G" (t,4)] (T, <) / g (14 L7 D) e tHerar, (C.9)

— 00

En lo que sigue, aplicaremos la transforma de Weyl-Wigner y el producto de Moyal a la Ec. (C.8). Para
ello, previamente debemos obtener algunos resultados. Primero, tenemos que la cuasi-distribucién probabilista
de Weyl-Wigner para la delta de Dirac esta dada por:

W5 (t— )] (T,¢) :/ 5(r)e—ihemdr — 1.

Por otro lado, por la regla de la cadena se tiene que:

A GT (1) = %aTgr (T+ %,T— %) —9,G" (T+ %,T— %) .

Luego, como:

T T T T i1 1 T T
- T T 7,T—7) l ET} T‘(T 7,T—7) 72767'_'7 ’I‘(T 77T_7) 77’167—’
a{g<+2 2 OG\THgT—g)e ™ —igeg' (T+ 5. T—5)e™

3 Como este operador es de dimensi6n finita, podemos representarlo por una matriz.
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nos permite aplicar la transformacion de Weyl-Wigner a la derivada temporal de la funcién de Green retardada:

W(00G" (1] (T,) = 300 W [6" (1] (T2} = &7 (T+ 27— D) ever|”

2 o Z%eW [G" (t,1)] (T,e).

Suponiendo que los estados asintéticos de la funcién de Green son idénticos*, resulta que:

-

T=—00

T T -1
(T *T**) —igET
g( tylt—g)e

Por lo que la transformacion de Weyl-Wigner a la derivada temporal de la funcién de Green retardada se expresa
de la forma:

W (00 G (t, )] (T, &) = %aT (WG (4, )] (T, )} — Z%EW 67 (4] (T, c) .

Por ultimo, aplicamos la transformacion de Weyl-Wigner a los términos integrales de la ecuaciéon de Dyson
diferencial, Ec. (C.7). Para calcularlos, utilizamos la regla de Moyal. Para la primera integral se tiene que:

5.9:-5:7.)

w [/ dt1G" (t, 1) X" (tl,t’)] (T,e) =W I[G" (t,t)] (T, ¢) e*i%( WS (t,¢")] (T, ¢), (C.10)

y para la segunda integral:

. _in( R
v [/ 0" (1, 15) <t2,t/>] (T,e) =W (0" (1)) (Tye)e 22T ) w iy ey (can)
Como:
/ — Tr_T)eitergr = r iR =
W Ik (t,t)] (T, ) _/ h(T+ 5T 2) e~ikeTdr / H, (T+ 2) 5 (r)e~iheTdr = H, (T),
tenemos que la integral de la Ec. (C.11) se reescribe de la forma:
. (e —
W [ g @it .0 =wie )@ 0T g @y (e
Luego, definimos la notacion compacta para las transformadas:
WG" (t,1)](T,e) = Wgr (T¢) (C.13)
W [Z" (t1,t)] (T, e) = Wsr (T, €) . (C.14)

Por lo tanto, aplicando la transformacion de Weyl-Wigner a la ecuacién de Dyson diferencial bajo la expresion
de la Ec. (C.8), resulta en:

a dicha ecuacion podemos expresarla de la formas:

1
1= —gihaTWgr (T,e) —Wgr (Tye)e

5.9, 5.:7.)

—Wgr (T, ¢) eﬂg( Wer (T,e) — Wgr (T, ¢) 6_i%(<553T_<5T35> H,(T).

Usando la expansion en serie del producto de Moyal dada por la Ec. (C.6), se tiene que los productos de

4 Aqui estamos pidiendo una condicién débil, es decir, estados asintéticos en el tiempo de la funcién de Green sean iguales. Sin
embargo, hemos impuesto que la funciéon de Green sea de soporte compacto, por lo que esta condiciéon se satisface trivialmente.
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Moyal de las Ecs. (C.10) y (C.12) son:

e v oo 2\ IV
Wgr (T, €) (0T T ) gy (T.e) =) % % Cx (T,e)
N=0 """
it (5.30-5,3. <1 fin\Y
Wgr (T,e)e 2(8 ? >HS(T):Z N! > Cy (T,e)
N=0
siendo:
N
Cx (T.e)=> (- ( )aN 190 Wgr (T, €) 03,0N W (T €) (C.15)
7=0
N
)= (- < )aN 199Wgr (T,e) 030N T H, (T). (C.16)
7=0

Luego, observando que el Hamiltoniano Hg no depende de la energia, el mismo satisface:
ONTIH,(T) =0VYN > j > 0.

Por lo tanto, solo sobrevive el término j = N. Entonces, la Ec. (C.16) queda de la forma:

oo

h (e « 2\ NV
Wor (12 SO T T T g 5 (‘zh) 0N Wor (T, ) O H, (T) .
N=0 "~

Ademas, consideraremos que los reservorios no varian con el tiempo, por lo que se cumple:
HWsr (T,e) =0VYN >j > 1.

Entonces, solo sobrevive el término j = 0, y la serie de la Ec. (C.15) queda:

~i4(9.3,-9,7. =1 ("
Wgr (T,e)e 2 ( >W27~ (T,¢) :Z NI (2) OFWgr (T,¢) 0N W (T, é).
N=0

Introduciendo estos resultados en la ecuaciéon de Dyson:
1
1= _élhaTWgr (T, 5) - Wgr (T, 5) £
SN N N N N N
- Z ﬁ ? {8T Wgr (T7E) 85 WET <T7 E) + (_1) a& Wgr (T? 6) aT HS (T)} )
N=0 "~

y realizando el cambio de variable € = —¢, se llega a:

1
1 = 7§'LhaTWg7 (jﬂ’7 E) =+ WQT (T, E) €

- % (?) {(=DN N Wor (T,0) 0N W (T, €) + 0¥ Wor (T,€) 0 H, (T) } (C.17)
N=0 ’

C.3.1 Expansion adiabatica de los operadores de Green retardado y avanzado
Reordenando la sumatoria de la Ec. (C.17) en los términos de orden cero y primer orden, por un lado,

mientras que los 6rdenes superiores los colocamos por otro en una sumatoria, se tiene que:

1=Wgr (T,e){e—Hs (T) — Wxr (T, €)} — %@Wgr (T,e)OrHs (T) — %ih@TWgr (T,e){1 -0 Ws- (T,€)}

. N
-3 4 (5) {0t o we @ 2.0+ Wer (100 1.(1). (©18)
N=0 "'

La funcién de Green retardada para el sistema aislado, con la correccién debido a la auto-energia, en la
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representacion energia para tiempos lentos esta dada por:

G (T,€) = [e — Hy (T) — Wy (T, )] ',
por lo que:

[G"(T,e)] " =e— H, (T) — Wgr (T,€).
Entonces, utilizando las propiedades de los operadores invertibles, se tiene que:

0.GT (T, ¢) = —G" (T, €) [1 — 0. Wer (T, €)] G™ (T, ¢) .

Considerando que el conjunto de variables {X, : v € (1,2,3,..., M)} dependen del tiempo lento, tenemos que:
M M
0H, 0X, .
drH, (T) = : ST A X,
rH, (T) ; 0X, T ;
donde hemos definido:
OH
A, = —=2.
0X,

Luego, la Ec. (C.18) queda:

. M .
1=Wgr (T,e) [G" (T, ¢)] " — % > 0Wgr (T,e) A, X, — %aTWg,. (T,€) (1 — 0. Wsr (T, €))
v=1

. N
=Y i (G) {evYorwe oo 1.0+ 0w (.o o 1. (1)}
N=2

Multiplicando G” (T}, €) en ambo lados de la ecuacion anterior, se llega a:

LM .
G" (T,e) = Wg (T,¢) — % Z dWgr (T,€) A,G™ (T, €) X, + %OTWQT (T,e) [G" (T, €)' 0.G" (T, ¢)
v=1
e} 1 . N
-> = (Zj) {(=1N 0 W (T, ) 90X W (T, ) G" (T, ) + 0¥ Wor (T,€) 0N H, (T) G" (T, ) |,
N=2 """

dando vuelta los términos, obtenemos la cuasi-distribucion probabilista de Wigner de la funcién de Green
retardadas:

. M
Wgr (T,€) = G" (T, ) + ? {Z OWgr (T, €) A,G™ (T, ¢) X, — 0rWgr (T, €) [GT (T, €))L 0.G™ (T, e)} (C.19)

v=1
S

. N
+ NZZZ % <22h) {(71)1\[ 8§"VWQ"' (T7 6) aévWE'r' (T, 6) G" (T, e) + agVWg,,. (T7 6) a,JJYHS (T) G (T, 6)} .

La funcion de Green Avanzada se relaciona con la funcion de Green Retardada en la representacion energia
de la forma:

como se cumple que:
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tenemos la funcion de Green avanzada en términos de la funciéon de Green del sistema aislado es:

. M
Wge (T,e) =G (T'¢) + % {aﬁWg“ (T.¢) [Ga (T, 6)]71 OrWga (T, €) — Z G*(T,€) A,0:Wga (T, ¢) XV}

o] . N -
+> Ni (m) {(—1)NG“ (T,€) 07 Hy (T) 0N Wge (T, €) + G* (T, €) 0N W (T, €) OF Wga (T, e)}.
(C.20)

C.3.2 Expansion adiabatica del operador de Green menor

Ignorando las coordenadas espaciales, la funciéon de Green menor satisface la ecuacién en su expresion integral

[18, 102, 181]:
g<(t,t') = /dt1 /dtggr (t, 1) B (t1,t2) G* (t2, 1),
siendo X<(t1,t') la auto-energia menor. En lo que sigue, nos conviene definir:
B(t,t') = /dt22< (t1,t2) G* (t2,t'),
por lo que la funciéon de Green menor se reescribe de la forma:
g<(t,t) = /dtlgr (t,t1) B (t1,t).

Ahora estamos en condiciones de introducir el cambio de coordenadas temporales de Wigner dada por
las Ecs. (C.3) y (C.4). De esta forma, usando la definicion de la Ec. (C.9) y aplicando la transformacion de
Weyl-Wigner a la funcién de Green avanzada, a la auto-energia menor y al término B (¢1,t'):

oo

WG (t.1)] (T, e) =/ g* (T + ;T - %) e IR dr

WIES ()] (o) = [ 55 (T4 3.0 D) e thar

— 00
oo

W B (t,t)] (T,e) :/ B (T + %,T - %) e dr,

—00
nos permite emplear el producto de Moyal a la funcion G< (¢,t'), entonces:

—iy(5.90-547.)

W [G< (t,)] (T,e) = W[G" (t,11)] (T, ) e W B (t1,)] (T, ) .

De la misma forma, aplicamos la regla de Moyal a la funcion B (¢1,t’), se obtiene:

W B (4, )] (Tye) = W [E° (t1,2)] (T,e) e (P 77907 )y (o (1 ) (T, ).
Luego, definiendo:

W [G® (ta,t")] (T, €) = Wga (T, ¢), W [E= (t1,t2)] (T, e) = W< (T, ¢),

w [g< (t,t/)] (T7€) = Wg< (Tv 5) ) w [B (tlvt/)] (Ta 5) =Ws (Ta 5) »

y utilizando la notacion compacta para las transformadas dadas en las Ecs. (C.13) y (C.14), podemos expresar
la regla de Moyal de forma compacta:

n (e —
Wg< (T,e)Wgr (T, €) 6—15(853T— aTgs)

L (5.5 507.)

Ws< (T,¢) e_if(
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entonces, la expansion en serie de la regla de Moyal da como resultado:

fe'e) . N N
W< (T,¢) :Z Ni <Zzh> > (-1 (J;,])a;”agwgr (T,e) &N Wp (T, ¢)

=0 §j=0
0o 00 1 <ZFL)N+K N K " N K N
= — (—1)] 3 0, Jag Wgr (T, E) ON7 i, Kl (T, 6) s
NXZ:OKZ::O NIK!\ 2 ;; jJ\1)T !

donde:
Cnjr (Tye) = 050N 77 {050 W< (T, ) 840K "' Wea (T,¢)} .
Luego, aplicando la suposicion de que los reservorios no dependen del tiempo, se tiene que:
OK~'Wy< (T,e) =0VN — 1 #0.

Introduciendo este resultado dentro la cuasi-distribuciéon probabilista de Wigner de la funciéon de Green menor,

queda:
oo oo (_1)K ih N+K N ; N N N X «
Wg< (Tvg)ZE E NI \ 3 E (-1) i Op 1 0IWgr (T, €) 070 J{as W< (T, ) 01 Wga (T,s)}.
K —

N=0K=0 j=

Expandiendo la derivada utilizando combinatorias:

NI oK W< (T,e) 05 Wga (T,e)} = Z Z < ) ( >5K+N )G " W< (T, ) Q20K T Wea (T €),
s=0m=0
y utilizando la hipoétesis de que los reservorios no varian con el tiempo, tenemos que:
& We< (Tye) =0V —m #0,
conduce al resultado:
ih\ VHE K N N—j S (N\(N -
Wg< T 6 Z Z N'K' () (—1) Z (—1) (]) ( s )CN,K,j,s (T7E),
N=0K=0 §j=05=0
siendo:
Cn.1js (Tye) = Oy 01 Wgr (T,e) KN~ Wyo (T,¢) 9207 T Wga (T¢).

A continuacioén, primero realizamos el cambio de indices de los sumatorios dobles para una funcién arbitraria
fa,p arbitraria:

oo o0 oo Q
Z Z fnx :ZZ fNo-N donde Q=N+K,
N=0K=0 Q=0N=0

después de implementar este cambio, de nuevo introducimos el cambio de indices de los sumatorios dobles:

Q Q—q
ZZfN’J ZZ fa+jj donde N =q+j,
N=0j5=0 q=035=0

tenemos que:

o0 Q
1
Wg< T 6 = E ' (—) FQ (T,e’:‘),

Q:O

siendo:

Q q Q—q .
Fo (T,e) :ZZZ (—1)7¢ ( @ ) (q;3> (g) 0L0IWgr (T, ) 09~ U+ Wye (T, ) 0:0% " Wge (T ).
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Realizando el cambio de variable ¢ = —¢, la cuasi-distribucién probabilista de Wigner de la funciéon de Green
menor expandida en serie es de la forma:

N T A
W< (T,e) =Y — 5 ) F5(The), (C.21)
Q=0
donde:
Q q Q—q q+9\ (q A ‘
F5(T.e)=> (-1)7¢Y "> (qﬂ)( ; >(S>a;agwgr (T,€) 09U+ W< (T, €) 020%™ Wga (T, €)

q=0 s=075=0

De esta forma, podemos calcular la expansion en serie a diferentes 6rdenes segin Q).

C.4 Soluciéon Iterativa de la Cuasi-distribucion de Wigner para las
funciones de Green

Retomando la cuasi-distribucién probabilista de Wigner de la funcién de Green retardada, dada por la Ec.
(C.19), podemos identificarla como una ecuacion no lineal e infinita de operadores evaluados en dos variables.
Esto la convierte en una ecuacion dificil de resolver, por lo que afrontaremos esta ecuaciéon proponiendo un
método iterativo, tal que en cada iteracién se pueda escribir la soluciéon en términos del término adiabatico
G" (T,e) [142, |. Sin embargo, la solucion iterativa también es dificil de obtener de forma completa, lo que
nos conduce a considerar una soluciéon aproximada truncando la serie infinita en algin término de orden N, ;.

El estado inicial sobre el cual comenzaremos a iterar es:

W = Wer (T,e),

luego, por simplicidad definimos el término:

OV (T, ¢) = {Z O Wgr (T,¢) A,G™ (T, €) X, — 0rWgr (T, €) [G" (T, €)] ' 0.G™ (T, e)},

v=1

de igual manera, consideramos las siguientes definiciones:

. N
(958’1\” (T,€) = % <22h) {(fl)N ORWgr (T, €) 0N W (T, €) G" (T, €) + ONWgr (T, €) ON H, (T) G" (T, e)} )

Aqui hemos utilizado una convencién en la notacion. Para comprenderla, primero debemos definir el término
general de la forma OJ(\;l’N), donde el subindice N representa el orden del término del factor %, el cual nos
determina las unidades. Ademaés, el supraindice n corresponde al nimero de la iteraciéon y el supraindice N al

el orden de la derivada con respecto a la energia®. Entonces, la funcién de Green sin iterar se expresa como:
[ee]
0 0,1 0,N
W =G (T, e) + OO (T )+ 37 00N (Te) .
N=2

Tomando las derivadas primeras con respecto a la energia y al tiempo lento, ambas a primer orden, se cumple
que:

8.0 (T, ¢) = 002 (T, ¢)
O (T,¢) = 0 (T, ¢),

donde el término (951’2) (T, €) contendra la derivada de la funcion de Green adiabatica 0.G" (T, €) y el término

(’)51’1) (T, €) contendra las derivadas temporales de las coordenadas X,. Este dltimo enunciado se puede de-
mostrar observando que la derivada con respecto al tiempo lento de la funcion de Green retardada OrG”, es
proporcional a la derivada con respecto al tiempo de las variables mecanicas X, .

Las derivadas de 6rdenes superiores con respecto a la energia y al tiempo lento, junto a los términos cruzados

2 Estamos contando el nimero total de derivadas con respecto a la variable de la energia, y para el término que no presenta derivada
se cuenta como cero.
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de 6rdenes superiores, cumplen la relacion:

NOY (T,e) = 0NV (T, €)
aNOUD (T, e) = 0D (T, e)
0£OS O (T, ¢) = 0TV (T e) .

Introduciendo estos resultados dentro de W(O)( €), v separando las derivadas del orden N,,,, con las de
ordenes superiores, se obtiene:

Numax o0

WS (T =G (T + Y. o T+ Y oM (1.

=1 1=Nmaz+1

Nétese que esta ltima expresion contiene la funcion G” (T',€) y la derivada 9.G" (T, €). Ademas, contiene la
derivada primera de las coordenadas X, .
Continuado este procedimiento iterativamente, el cual consiste en introducir el término wiw (T,€) dentro

del término Wénﬂ) (T, €), hasta llegar a la iteracion N,q., llegamos a:

Noas - RS Noansi - i
WENme (T,e) = G (T,e) + Y O T+ Y oM (Te).

i=1 i=Nmaz+1

Truncando en este orden, la solucion se puede expresar solamente en términos de Wy (T, ¢), G" (T,¢€) y sus
respectivas derivadas con respecto a la energia 0G" (T, ¢€) con j € {1,..., Npaz }, como:

Nmaz

WiNme) (T €) = G" (T, €) + Z OWNmae D (T ¢).

También se tiene que la ecuacién anterior depende de la derivada N-ésima de las coordenadas mecanicas X, ,
ademas de los 6rdenes menores y los términos cruzados.

C.4.1 Funciéon de Green retardada y avanzada a segundo orden

A continuacion, aplicaremos este método hasta obtener una funcién de Green retardada a segundo orden en la
derivada de la energia de G” (T, €), o equivalentemente, segundo orden en la derivada temporal de las coordenadas
mecanicas. Entonces, expandiendo en serie la cuasi-distribuciéon probabilista de Wigner de la funciéon de Green
retardada hasta el orden dos, omitiendo las variables, resulta en:

. 2
~ar4 2 {Z 0 Wgr A, G" X, — OrWgr [G"] 7 0, G’} 5 (f) {02 W 02 Ws G + 92 Wgr 02 H,GT ) .

Como la derivada segunda del Hamiltoniano aislado con respecto a la energia esta dada por:

M M
s=> > A XX+ Z A,%,,
v=1p=1
donde:
O*H
A,ul/ = 737
0X,0X,

y usando la expresion:

8.G" + G [1 — O Wsr] G =0,
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la cuasi-distribucién de Wigner de la funciéon de Green retardada a segundo orden es

. M
Wor (T,¢) ~ G™ + % 3 {0.674,G" — GTA,0.G7} X,

v=1
N2 (LM o M .
+ <2> {ZZ {Z, (T,e) = G"AL02G" A, G} X, X+ Y Q) (T,s)Xl,}, (C.22)
v=1

v=1p=1

donde:
Qr(T,e) == {826""/1 G" —20.G"1,0.G" +G" A 82G”}
—=r _ 2 T 1T r T 1T T T I 2
=7, (T,e) = 92G" K, G" — 20.G" K, 0.G" + G'K,02G
(C.23)

ta T 1
Kjy = MG A+ 5 A

De la misma forma, usando la Ec. (C.20), la funcién de Green avanzada a segundo orden en la derivada de

la energia es:

a Zh a a a a\ v
Wge (T.6) = G* + Z (0.G°A,G* — G*A,0.G") X,

v=1
M
— GA02G A, GY) X, X+ Y Q2 (T,e) X, } (C.24)

(3 {E5 e >

v=1p=1

donde:
Qe (T,e) == {82G“/1 G* —20.G*A,0.G* + G"AVE'?G“}
~W( €)= 82GaKa G* — 285G“KZV850“ +G“KZV8§G“
(C.25)

K%, = A,GA, + 5AW.

C.4.2 Funcion de Green menor a segundo orden
Introduciendo las funciones de Green retardadas y avanzadas a segundo orden, Ec. (C.22) y C.24) respecti-

vamente, dentro de la expansion en serie de la Ec. (C.21), luego de varios pasos algebraicos se llega a

2 M
Wg< ~ G< + th <X, +< ){ZZT TsXX,,+ZQ<Ts)X} (C.26)

v=1 p=1lv=1

vy (T,e) = 0.G" A, G~ — G=A,0.G* + 0.G<A,G* — G"4,0.G<
Y5, (T.e) = Z5, (T,e) — G A, 02GA, G + wys (T,e) A,G* — G" Aywy (T, €) — 20.G" 4,G<A,0.G"
1

Qs (T,e) = 3 {02G<A,G* —20.G<A,0.G* + G=A,92G" + 92G"A,G= — 20.G"1,0.G~ + G"A,0?G~}

wi (T,e) = 02G"A,G< — G<4,0°G*

=5, (T,e) =02G"K],,G< - 20.G"K},,0.G~ + G"K],,0°G< + 0?G~K[,G* — 20.G~K},0.G" + G<K},0?G*,
siendo los términos K7, y K}, dados por la Ecs. (C.23) y (C.25). Ademas, la funcién de green menor adiabética
es:

G< = G"Wx<G“.

C.5 Fuerzas Estocasticas
Las correlaciones de las fuerzas inducidas por corrientes son de la forma: [142, , 184]:

(€u (1) & (#)) = {(Fu (t) F (t) = (Fu (£)) (Fu (1))}, - (C.27)
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donde {...}; indica que la cantidad entre llaves esta simetrizada, esto es {4, .} = (A, + Au0)/2, vy ademas
hemos hecho la distincion entre el operador y el valor medio de la fuerza, F, y (F,) respectivamente.
Usando el sistema descrito en la Seccion 4.2 y la definicion de la fuerza, se tiene que:

N N

oH Ohy s Y&
FV (t) = _8XV = — ZZ 8)?1/ d}ds = - ZZ [AV]Z,S djds’

I=1s=1 I=1s5=1

siendo H el operador del sistema total dado por la Ec. (4.1), hy s €l elemento de matriz del Hamiltoniano
aislado de la Ec. (4.2) y [A,], , es el elemento (I,s) de la matriz A, definida previamente. Por otro lado, el
correspondiente valor de expectacion de la fuerza esta dado por:

o (20N )

Para calcular las correlaciones de las fuerzas, primero veamos que:

N N N N

(Fu () Fy (1) =353 S iy, 4, (] () ds (9l () dn (8),

I=1s5=1m=1In=1

Luego, como el valor de expectacion de los operadores creacién y destruccion estan dados por el propagador:
(df (t)ds (1) df, () du ()) = (0|7 {d] (0 ds (0, () (#) ] 0),
donde T es el operador ordenador temporal:©
T{d] (¢)ds () d, (¢) du (¢) } = © (¢ =) df (1) dy (1) df, (F) d (1) + © (¢ = ) d] (¢) s (¢) d, (1) i (1),
se puede aplicar el teorema de Wick para obtener el propagador. Entonces:

<0 ‘T {dj () ds (1) d!, (') dy (t’)}) 0> = DiyDyn + DisyDgn, + Din Dy,

siendo:
Dy = <o ‘T {d} (t)d, (t)}‘ o>, Dim = <0 ’T{d} (t)dl (t’)}’ 0>, Din = <o ‘T {le (1) d, (t’)H o>,
Dy = (0T {dl, (#)dn (t)}|0), Dsn = (0|T{ds (t)d, (t')}|0), Dy = (0|T {ds (t)d}, (t')}]0).

Luego, como:

<0 ‘deT

1Y m

0) =0, (0dfar,|0) <o, (0lat,di|0) <o, (0dl,ai|0) <o,
entonces:
Dy = 0, Dy, = 0.
Por otro lado, utilizando la definicién:
Dig = {d] (t)dy (£)) = —ihG55 (£,1), Dy = {d] (#)dn (¢))) = —inG;5, (¢,1),
Dy = {d, (') dy (') = —ihGS,, (', 1), Dy = {ds (t)d}, () = ihG7,, (t,1'),

y reemplazando estos resultados se llega a:

(af (1) d (1)l () do (1)) = PG, (6,0) G (1) + HPGS, (1) G2, (1),

6 Asumiendo ¢t > t’. En caso contrario, se usaria el operador anti-ordenador temporal con resultados equivalentes. Igual, recordar
que en la expresion final de (€, (t) & (t')), es necesario simetrizar respecto al intercambio de variables.
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Por lo tanto:

(F. (t)F, (t')) (ZZ ) (ZZ (A Griom (t’,t’))
+ b ZZZZ o Gt (¢ ) [A4], G2 (1)

Como:

p"qz

ZZ Hls t t)

[4,.6° (t7t)]z,z =tr {4,G%(t, 1)}

l=1s=1 =1
N

ZZ o G (@) =37 [4,65 (1], =t {4,65 (1,1}
m=1ln=1 m=1

N N N N

SN A G t)[Ap]l,ngm@,t')

m=1l=1n=1s=1

(4,65 (¢, 1) A,G7 (t,1)]

m,m

I
= &MZ

A,G< (1) 4,67 (1)}
tenemos que:
(Fu (1) F, (1) = (Fu (1) (F, (1)) + PPte {A,G= (', 1) 4,67 (,1)} .
Finalmente, la amplitud de fluctuacion esta dada por:
(Fu () F, (¢)) = (Fu (1) (F, (1)) = W?tr {A,G= (¢',) 4,67 (.1},
por lo que, usando la definicion de la Ec. (C.27), las correlaciones estan dadas por:
(€ (0 & (1) = R*tr {A,G= (t',1) 4,67 (1)}, (C.28)

Notese que las correlaciones de las fuerzas estocésticas estan correlacionadas a diferentes tiempos y para
diferentes coordenadas. Sin embargo, es de interés calcular las correlaciones locales en el tiempo. Ademés, se
puede encontrar el término G~ (¢,t') llamado funcion de Green mayor [18, , |, que hasta aqui solamente
la habiamos mencionado en el Apéndice C.1.

C.5.1 Transformada de Weyl-Wigner de la correlaciéon de las fuerzas estocasticas

Definimos el operador:

Ay (1) = A, (1) G= (', 1) A, () G7 (£, 1)

al cual le aplicamos el cambio de coordenadas temporales de Wigner, dadas por las Ecs. (C.3) y (C.4). De esta
forma, aplicamos la transformacion de Weyl-Wigner a la funcion A, (¢',t):

o0

W[Auu(tﬁt)](T,S):/A (T+ )g< (T+ T — 2)/1# (T—g)g> (T*%,T+%)e7i%”d7—_

— 00

Como el Hamiltoniano aislado solamente depende del tiempo lento, consideraremos las siguientes expansiones
en términos de los tiempos lentos:

() =3 5T G = e ()
n(r-5) =30 o T8 = e ()
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Introduciendo estos resultados dentro de la transformada:
WA, (', 0] (T vy pym L1 1n+mc<1>T
[ V/J«(t7t)]( ’5) _nlz::()?;) (_ ) E% § n,m( 55)7
siendo:
oA, (T) omA, (T) T T 1
(1) T — <(r T _ >(p_ L po L n+m —iter
Chm (T-€) / arn Y ( +2 2) orm Y ( 2’ +2)T e e,

A continuacion, realizaremos un cambio en las sumatorias dobles. Para ello, consideraremos el siguiente
cambio de indices para una funcién f,; arbitraria:

e SIINe] oo N
ZZ fm,n:ZZ fN—m,m donde N =m-+n.

m=0n=0 N=0m=0

Luego, aplicando el cambio a la serie infinita de la distribucién cuasi-probabilista de Wigner, tenemos que:

W Ay (¢, 1)) (T, 2) = (Q}T,i) Nf:: - (;)N S oy (M)cn e, (C.20)

m=0

donde:

(2) ) | oN=mA, (T)

— 00

G= (T+ T — 2) %g> (Tf T 714 I) N —iker g

En esta instancia, introduciremos la inversa de la transformacion inversa de Weyl-Wigner de las funciones
de Green menor y mayor, dadas por:

(e g 5) - gl | Moo
1 1
o (1 5T+ D) =gty [ Wor e,

entonces:

oN-m4, omA, (T
Com (T29) /// 9TN-m W9< (T’El)aﬁuwg)ww (T, 22) 7N el 1722~ dr ey de.

Por simplicidad, definimos el operador:

BIN™ (T, e1,62) = %Ww (T,e1) %W@ (T,es),
por lo que:
s 00 o0
CI(\?,)m (T,e) :/ / BIE];\[ ™) (T, e1,€2) / NeinE—e2=aTq % g dey.

Sobre esta tltima expresion, primero, aplicamos el cambio de coordenadas:

€1 =€&1—¢&2
€1+ €2
2 b

€ =
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lo que conlleva a:

1 o0
(2) (T,e) // (Nm( —€1 + €3, — 2€1+62) /TNG’L’(Elig)TdT deides.

— o0 —00 — 00

en lo que sigue, aplicamos el segundo cambio de coordenadas, dado por:

wo T
=
por lo que:
C](\?)m T,e) / / B(Nm ( —€1 + €2, — 51 + 62> h / wNeler=9qy b dei des.
—00—00 — 00
Recordar que la transformada de Fourier satisface:
% . ONGS (e1 —
F [wN] (e—e1) :/ whVellar=2)w gy, = Ni({gel E).
e

Por lo que, reemplazando este resultado en la transformada de Weyl-Wigner se llega a:

TN 1 1
2 m
CJ(V,)T)’L (T, 6) = 27h / a{-:N {Bl(lllv ) <T, € + 56’ €y — 25) } d€2.

Luego, como la derivada cumple:

N f v (N e N 1 1
9 {Bw’m } :Z (s>aT A, (T) 0N W< (T, €2+ 25) OF A, (T)OEWg> (T, €r — 25) :

N
Oe —~

Por lo tanto:

N o0
N 1 1
C](\?)m (T,e) = 27h E (8> / ONT™A, (T) 0N ~*Wg< (T, €+ 25) o' A, (T) 0 Wg> (T, €2 — 25) des.
(C.30)

Ahora, considero las siguientes expansiones en términos de la energia de las transformadas de Weyl-Wigner
de las funciones de Green menor y mayor:

1 =1 0'Wg< (T,ea +y) eyl =1 /1 lale< (T,e2) ,
W< (T - - =Nz
9<( ’62+25> gz ' 5_0(2) ; 1\ 2 oé,

1 1 0 Wgs (T, €2 + ) ek X1 1\ oW (T,e2)
Wos (Trea— =) =" = ’ S [ N ) Al -2
g>< 2 2E> z:;)k! dy* 75:0< 2) %m( 2) ok 7

entonces:

0 [P
Ne—s 1 _ 1/1 0 Wg< (T, 62) Nes .1
85 Wg< (T, €2 + 56 = E ZT 5 TQS [& ]

1=0
00 k
s 1 1 1 6ng> (T, 62) s k
88Wg> (T, €9 — 25) :kz;O H <—2> Tae [5 ] .
En este momento, usaremos los siguientes resultados, lo cuales se pueden demostrar sin mucha dificultad:
l!
(I+s—N)!

Ko,
m@b © (k — S) 5

N [€] = e Ne(l+s5—N)

o [€F] =
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por lo que:
= 0( +st) 1\ 0Wg< (T,e2) 1oo_
ON=Wg< (T, o) IR s N C.31
oo (reye) 2 T (3) T e
= O0k— P O*Wgs (T,e3)
We> | T, AL .32
e N <2> Za o

Aqui, debemos reemplazar las Ecs. (C.31) y (C.32) dentro del término dado por la Ec. (C.30), el cual, a su
vez, introduciremos dentro de la Ec. (C.29). Al resultado obtenido, nuevamente le introduciremos el cambio en
el orden de las sumatorias dada por:

0o 0o oo S
ZZ 9.k :ZZ gM—kk donde S=I1+k,

1=0k=0 5=0k=0

Lo que finalmente conduce al resultado para la transformada de Weyl-Wigner:

Wa,, (T,e) = % ii % (—?)N (;)S S=NoWs (1), (C.33)

N=05=0
siendo:
e ) _iii e <N> <N> e ey (T) (C.34)
"o _m:[)s:Ok:O m s (S - N — (k - S))' (k — 5)' N,5,mk ’ .
Insmpk (T') = / Oy A, (T) 05" W< (T, e2) O A, (T) 05, Wg> (T, €2) des. (C.35)

Notese que hemos expresado la transformada como un polinomio en la energia e, por lo que el resto de los
términos solamente dependen del tiempo lento T'. Ademaés, introducimos la notacién compacta:

Wa,, (T,e) =W [A,, (t',1)](T,e).

v

C.5.2 Fuerzas estocasticas: Correlaciones locales en el tiempo

En esta instancia, cuando ya hemos obtenido una relacién para la transformada W4
mos la transformada de Weyl-Wigner inversa:

1 t'+t e
”7 7155(25 7t)d
orh Avu ( 2 ’6) € &

— 00

(T, ¢), implementare-

vy

Ay, () =

entonces:

Ay, (E1) (%h)z ii N <2>N (;)SFN_ (t —t)C(3) (1),

N=0S5=0

donde hemos usado la definicion de la Ec. (C.34) y tomado:

o0
1

Fy_s(t' —t) :/ eSNemine(t'=1) g, (C.36)

—o0
Después de varios pasos, la integral de la Ec. (C.36) queda determinada por:

95 N(t'—t)

a7 5—-N S>N
Fy_s(t' —t)=(2rh) ()5~ N o7 vls T T
S <N

1 (t'—t)
(N—=S—1)1 ~ 2[7—1

reemplazando este valor dentro de la antitransformada de Weyl-Wigner, finalmente obtenemos el operador
expandido en términos de deltas de Dirac y un polinomio:
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A

iﬁ Ni 2 W <2>N (f)MCﬁ,)s () %t)_Nts (C.37)

Aqui, consideraremos solamente los términos localmente correlacionados, es decir, tomaremos el caso par-
ticular en el cual M = N. Por lo tanto, la segunda sumatoria de la Ec. (C.37) desaparece, y para la primera

sumatoria tomamos:

Luego, usando la expresion

se llega a:

siendo:

NG —t
W =ds,N0 (¢ —1).

anterior y la identidad:

©(s—k)O(k—s)=0dks,

Aqui se utiliz6 la definicion de la Ec. (C.35). De esta forma, usando la Ec. (C.28), las correlaciones locales

quedan determinadas por:

donde:

(€ (1) & (t) = Doy (T) 5 (¢ = 1),

o) . N
auﬂ:;{gag@f)DWaﬁ. (C.38)

C.5.3 Expansion de la correlacion de las fuerzas Estocasticas a primer orden

La cuasi-distribucion probabilista de Wigner para la funcién de Green menor y mayor hasta primer orden

son:

donde:

s (T,
vx (T,

M
W< (T, €) ~ G~ (T,e)+ 5 Z ’yf (T,E)X)\

. M
h )
Wos (T,6) = G (T,e) + = S 7% (T,e) Xa,

€) = 0.G"A\G< — GSA\0.G* + 0.G=N\G* — G"A,0.G=
€) = 0.G"ANG” — GZ A\ 0.G* + 0.G” N\G* — G" A,0.G~.

Introduciendo estos resultados dentro de la Ec. (C.38) y después de un poco de algebra, se obtiene el resultado

final a primer orden:

1
Dy (T) = +Z%A ) X,
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tal que:
DO (1) = P tr {4,G<A,G>} d
l“/( )_% I'{ ® v }s €
5 2 .
D/w)\ ):_E Im{tr{@uw\}s}da,
—o0
siendo:

Ol (Ty¢) = A,G<0.K[\G” — A, G<K[,0.G” + 0.K\G<A,G” — K/, 0.G<A,G”.

donde hemos utilizado la definicion de los términos auxiliares K7, dada por la Ec. (C.23). Notese que el término
de orden cero es idéntico al presentado por la Refs. [112, |

C.6 Expansion adiabatica de la corriente de particulas
La corriente de particulas por el reservorio a esta dado por la Ec. (4.30), es decir:
I, (t) = 2¢eRe {tr {/g’“ (t,t1) X5 (tr,t) dty + /g< (t,t1) X% (t1,1) dtl}} . (C.39)
Aqui, tomaremos las siguientes integrales:
(t,t) /g (t,t1) X tl,)dtl

t t /g< t tl t17 )dth

(t,t) /gf’ tot1) U5 (t1,t dt1+/g< (t,t1) X% (t1,t) dt,
entonces:
Co (t,t) = Aq (£, 1) + Ba (L, 1).
Primero, aplicaremos el cambio de coordenadas temporales de Wigner, dadas por las Ecs. (C.3) y (C.4).

Acto seguido, empleamos la transformada de Weyl-Wigner (ver Apéndice C.2). Entonces, usando el producto
de Moyal y su correspondiente expansion en serie, las funciones A, (¢,t), By, (¢,t) quedan:

e} . N N
W [Aq (£,8)](T,e) =) % (;h> Z (—1) (7) oy T oIWgr (T,¢) 030 W< (T,e)

WiB (012 =3 1 (57) {3 07 (7)o e (e o s, (o)
por lo que la funciéon C,, (¢,t) esta dada por:

W) (T,e) = W [Ca (18)] (T6) = W [Ag (1.] (T, €) + W [Ba 9=y 1,(' )N W (1,e),

N=0

donde se defini6 el término:

Wer (T,e) =)~ (~1) (].V ) {ON 7 00Wer (T.2) 940N Wz (T,) + 0F 0Wo= (T,€) 00X Wiy (T,e) }.

i=0 J
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Utilizando el criterio en el cual los reservorios no varian con el tiempo, se cumple:

HWsr (T,e) =0VYN >j>1
HWsa (T,e) =0VYN >j>1
HWys (T,e) =0YN >j > 1.

Por lo tanto, el término Wg:) (T, e) queda:

WET,2) = 0F Wor (T,6) 0N Ws (T,2) + OF W (T,€) 0N Wy (T,¢) .

A continuacion, realizamos el cambio de variable e = —e¢, por lo que nos queda:
0o . N
1
We, (1.0 =3 i (~5) {05 Wor (1,002 Wz (1.6) + 0 W (1,00 Ws (T, 0)}.
N=0 "

Como la transformada de Weyl-Wigner inversa para diferentes tiempos esta dada por”:

Co(t1,t2) = 5 / (“”2 e) e ire(ti=t) g, (C.40)

entonces, para igual tiempo:
Co (1) = — I (t,e)d (C.41)
a(tt) = o C, (8, €) de. .
Introduciendo este término en la expansion, tenemos que:
11 fin\Y
i
Ca (t,t) = 5— NZ::O i (2> / {0Y Wgr (T, €) 0¥ W< (T, €) + 0f Wg< (T, €) OX Wsa (T, €)} de.
Por lo que, la corriente por el reservorio «, determinada por la Ec. (C.39), es

( 12h> / tr {ON Wgr (T, €) 0N W< (T, €) + 0N Wg< (T, €) 0N Wixa (T'€) } de

i

b\m

— 00

(C.42)

C.6.1 Expansion de la corriente de particulas a segundo orden

Para calcular la corriente de particulas a segundo orden en la expansién adiabatica debemos introducir
la expansiones a segundo orden de las funciones de Green retardada y avanzada, determinadas por las Ecs.
(C.22) y (C.24) respectivamente, ademés de la funcion de Green menor dada por la Ec. (C.26), dentro de la Ec.
(C.42). Haciendo uso de la integracion por partes y la suposicion de que las funciones de Green sean de soporte
compacto, después de una gran cantidad de pasos algebraicos, se obtiene la corriente de particulas I (t) sobre
el reservorio 8 a segundo orden de forma compacta:

Lo (T) = I (T) + I (T) + 1§ (1) + I (1),

7 Notese que hemos introducido la variable —e en la antitrasformada, en vez de colocar e.
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donde podemos identificar los diferentes términos de las corrientes de particulas dados por:

o0

(1) =25 [ Re{er{GWyz + G<Wy )} de (C.43)
e M .
I9(T) = ~ > / Re {itr {9.G" A, (G"Wg< + G<Wsa) + 0.G<A,G* W } } deX, (C.44)
v=1"

M o)
I9(T) = f% > / Re {tr {02G"A, (G"Wg< + G W) + 02G<A,G*Wsa } } de X,
Vzlfoo

«
M M

18D (T) = —%h S / Re {tr {¥.,, (T,e) (G"Wys< + G<Wsa) + 0, (T,e) G*Wsa } } de X, X,

v=lp=1"__

G)MV (T7 6) = ae (aeGTAMG<AV + 8€G<Ksu)
q),u,u (T, 6) = ae <8€GTK/:V) .

C.6.2 Corriente de particulas adiabatica LSO)

Si consideramos las distribuciones fg estdn dadas por un desplazamiento con respecto a una distribucién f,
de la forma:

fﬁ = fa +Af,6’7

donde:
Afps = fp = fa,

usando las expresiones de la auto-energia menor (ver Seccion 4.2):
N
S =2i Y ful,
pn=1
y el resultado:
G =[G =2 T,

entonces, la corriente de particulas adiabatica, dada por la Ec. (C.43), luego de unos pasos algebraicos se puede
reescribir como:

1 = 5 [ T fi) e

donde se ha definido el coeficiente de transmision:

Tozﬂ (E) = 4tr (FQGTF[;GG) .
Esta forma de expresar la corriente adiabatica corresponde a la corriente de Landauer [102, , 168].
C.6.3 Correcciéon a primer orden 1Y en la aproximaciéon de banda ancha

La correccion de la corriente a primer orden estd dada por la Ec. (C.44). Luego, integrando por partes la
traza, considerando a las funciones de Green con soporte compacto y usando 0.4, = 0, la corriente de particulas
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a primer orden se expresa como:

.M
IV = Re % > / tr {0.G"A,G" W< + (0.GA,G" — G"4,0.G<) Wxa — G"A,G<0:Wsa } deX,
v=1"

En la aproximacién de banda ancha debemos tomar:
3€W25 == 0,

por lo tanto, la primera correccién a la corriente adiabatica, en la aproximacién banda ancha, queda:

.M
IV = Re % > / tr {0.G"A,G" W< + (0.G<A,G* — G"4,0.G<) Wa } deX,
v=1"

Esta dltima expresion es la obtenida por Bode y colaboradores en las Refs. [

7 ]'

C.7 Corrientes de energia

Tal como se demostro en la Seccion 4.3.4, la corriente de energia se puede expresar como en la Ec. (4.47), la
cual usando las trazas de las Ecs. (4.45) y (4.46), se reescribe de la forma:

E, (t) = —2Re {ih/tr {g” (t,t1) a% (55 (t, 1)) +G< (t. 1) a% (xe (tl,t))} dtl} + EO (1),

donde el término adicional E? (t) esta dado por:

EQ()=2> > Re {/g@s (t,t1) Y Vaard (tr — 1) Vakymdtl}
k=1

m=1s=1
oo 0o 9]
= 2Re { Z Z g;,s (t, t) Z Vs,akvak,m} .
m=1s=1 k=1

Esto nos sugiere definir el operador:
E?a)s,m :Z ‘/;,akvak,mj7
k=1
lo que conduce a:
S 05 (1) S VeV =30 32 G5 () Sy = 1 (6% (1, 22).
m=1s=1 k=1 m=1s=1

En esta tltima expresién hemos obtenido el operador X9, el cual trivialmente se demuestra que es autoadjunto:
(22 =22
Reemplazando en el término E° (t), rapidamente se tiene que:
EQ (t) =2Re {tr {G= (t,t) X0} }.

Luego, como la funcion de Green menor es anti-autoadjunta (si fuera a valores reales seria antisimétrica), es
decir:

(6= (t6)]" = -g<(t,1),

151



Apéndice C. Expansiones adiabdticas de funciones de Green de no equilibrio

tenemos que:
ES(t) =tr {G= (t,t) 20} + [tr {G= (t,t) Z°}]"
=t {G= (t,t) X0} +tr {0 (-G~ (t,1))}
=tr{G° (t,t) X2} —tr {G= (¢, 1) X2}
=0.

Por lo tanto, la corriente de energia se expresa como en la Ec. (4.30), a saber:

E, (t) = —2Re {ih/tr {g’“ (t,t1) a% (X5 (t1,1) + G (. t1) a% (xe (tl,t))} dtl} . (C.45)

C.7.1 Expansion adiabatica de la corriente de energia.

Tal como se procedi6é en la subseccion C.6.1, tomaremos los operadores:
T a <
Ay (t,t) = [ G"(t,t1) pr (25 (tr, 1)) dty
0
Ba (1,1) = /g< (t,) 5 (54 (01,) dta,
1

y el operador:
Co (t,t) = Ay (t,t) + Bo (8, 1),

Luego, introducimos el cambio de coordenadas de Wigner usando las Ecs. (C.3) y (C.4), lo que nos posibilita
la implementacién de la transformacion de Weyl-Wigner a las funciones Ag (t,t), Bg (t,t), para luego llevar a
cabo el producto de Moyal. Entonces:

—3(5.30-57.) [ 0

Wa, (T,e) =WIG" (t,t1)] (T, ) e - (&8 (tl,t))} (Te)

ot
fe%e) . N N
= 4 (50) (T e (Narawie wwiaoorw [ £ (95 @) @
N=0 )
Wp, (T.¢) = W [G ()] (T,e) e 12(85T3T35)w{£ (5% (b1, ))} (T e)
o) . N N
> = (;ﬁ> S (1) (f) ONIBIW [G< (1,1,)] (T, ) 40N W [a? (s (tl,t))} (T,¢)
N=0 " j=0 1

Para calcular la transformada de una derivada primero debemos realizar algunos pasos previos. Con este
objetivo, aplicamos la regla de la cadena a la derivada de la auto-energia avanzada y a la auto-energia menor,
obteniendo:

0 1 T T
< < I < - = —) = <
O 55 (11,8) = 555 (0 (T,7) 4 (T,7) = 50085 (T = 2.7+ 2) = 0,55 (T - 3.7+ 7)

oty 2
9 1 T T T
S (41,1) == — 5 (t; (T, 7),t (T, 7)) = Ea(T—f,T 7)_ 72“( _Tr )
0,55 (1,1) == o8 (1 (T,7) (1, 1) 39r 5% (T = 3,74 5) = 0,58 (T~ 3.7+
como:
) 1 T T y
e E< (T*Z T 7) 72%67—}* 7.2< (sz T I) 71}157 - E< (T** T 7) —ipET
8{ o gt Tg)e g SR Zhs 2t tg)e
T L T T 1 T
T e (T* *,T 7) 72767’} _ TEa (T* *,T 7) —igET Ea ( ,T 7) eT
a{a gl tg)e 0r2a gt tg)e Zhg Tyt tg)e
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la transformada de Weyl-Wigner de la derivada temporal es:

o0

W [0, 55 (t1,1)] (T,¢) :/ {;aﬂ; (T - %,T—i— %) — 9,55 (T— %,T+ ;)}e—i%”dr
1 -1 0 1
= 30r {W [2; (tl,t)} (T, s)} _ 55 (T - g,T + %) T —izeW [55 (1,0)] (Te)
W (00, 59 (11, 8)] (T, 2) :/ {;aﬂg (r-Tr+l)—om(r-2.7+7) } iter g
1 1 oo 1 a
= 500 (WS (0, 0] (T0)} = 22 (T = 2,7+ 5 ) e 7| —imeW [52 (01, 0)] (T2).

Suponiendo que los estados asintoticos de la auto-energia avanzada y la auto-energia menor decaen a cero,
tenemos que:

S T i
% (T _ %,T n %) eiheT T;OO —0,

por lo que la transformada de Weyl-Wigner queda:
1 1
W [0, 25 (t1,1)] (Tye) = §3T (W [Z5 (4, 0)] (Tye)} - izeW (25 (4, 1)] (T e)

W10, 58 (1, 0)] (T, ) = 50r (W [58 (0,0)] (T,)} — iz eW [58 (0, 0)] (T, ),

Ahora podemos calcular la trasformada de Weyl-Wigner de la funcién Cp (¢, 1), la cual esta dada por:
W [Cy, (t, )] (T,e) = W [Ay (t,1)] (T, e) + W [By, (¢, )] (T, €) .

Usando la notacion compacta de la subseccion C.6.1, tenemos que la transformada de Weyl-Wigner de C,, (¢, 1)
queda dada por:

oo 1 . N
We. (2 =Y 5 (5) WE e, (C.40)
N=0 """
donde
W(N) _ ol N\ N- Jjaj r J 9N —j 9 <
C (T,E _Z j a 8 w g (t tl)] (Tvg)aTas w %(Za (tlat)) (T»E)

0

v ()
(7)8 AW [G= (t,11)] (T,e) 0N TW Lﬂ)tl (xe (tl,t))] (T,¢)
- (5)

N

1o 1o s
or-oiws . (2&}65—3 (0 Wz (T.)) — i~ 0408 (Wi (T,s)))

N
3 (1) (]]V ) oI 9IWge (T, e) (;&9%8;\’ 3 (0r W (T,€)) — iliaﬂTaN-J (W (T, 5)))

En esta instancia es conveniente recordar que los reservorios no varian con el tiempo, por lo que satisfacen las
relaciones:

HWys (T,e) =0VYN >j>1
HWsa (T,e) =0VYN >j>1

iy b
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Por lo tanto, el término Wg:) (T, ) queda:

N
WD 9 = 5 3 1 () or o (. oo (W 7))

=0

gr\ .
<.

N
23 (V)oyowee () o (W, (1.0).

j=0

SRS
.

Por otro lado, usando nuevamente el hecho de que los reservorios no varian con el tiempo, se tiene que:

8%861\7_j (eWss< (T)e)) = oN—I (eWs< (T,€)) 850
8%6g_j (5W23 (T, 6)) = 8§_j (EWES (T,&)) (Sjo,

entonces:
W) (T,6) = 1 (0N Wor (T,) 0 (Wi (T,)) + 0 W (T,0) 9 (W (T,6))}.

A continuacion, del mismo modo que se realiz6 en las secciones anteriores, aplicamos el cambio de variable
e = —¢, lo que devuelve el valor:

We, (T,e) = (;i) Nz::o % (—Zzh) {0 Wgr (T,€) OF (Wx< (Tye)) + ONWg< (T, e) 0N (Wxa (T€)) }-

Ahora, calcularemos la transformada de Weyl-Wigner inversa, dada por la Ec. (C.40) para diferentes tiem-

pos. Sin embargo, nosotros utilizaremos la anti-transformada para tiempos iguales, descrita por la Ec. (C.41).
Entonces, colocando la Ec. (C.46) dentro de la transformada inversa, se llega a:

1 o0
Calt) = 5y [ Wo, (t.e)de

MERFAR N A AN
AW N\ 2 N A€
N=0
donde:

In.n (T,e) / {6T Wgr (T, €) 0N (Wy< (T,€)) + ONWg< (T, €) 0N (Wxe (T,€)) } de.
Por lo tanto, la corriente de energfa por el reservorio 3, dada por la Ec. (C.45), es

ih Z Ni ( Zh) / tr {6T Wgr (T 6)8 <6W2< (T 5)) +8T Wg< (T €>8 (GWEQ T € )}dé
N=0

— 00

Notese que esta expresion para la corriente de energia es similar a dada para la corriente de particulas.
Ahora, si deseo expandir la derivada en la energia» tengo que considerar las siguientes identidades:

N

o Wz (1.0) = () (02 wisz (1.0
s=0
N

N (W (T, €)) :Z ({Z) (0N~%€) 9 Wsa (Te).
s=0

Y como se cumple:

N_
0, *e=¢€dns+0N_1,s,
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entonces:
ON (Wys (Tye)) = edNWy< (T, €) + NON ' Wy< (T €)
ON (Wxa (T,€)) = 0¥ Wya (T €) + NON 'Wxa (T, €).

Reemplazando estos resultados en C,, (¢,t), luego de algunos pasos algebraicos, se puede obtener la expresion:

1 /NS 1 in\Y T N N v
Ca(t,t) = 5— <h) NZ::O N (2) / e (N Wgr (T,€) 0N W< (T, €) + 0N Wg< (T, €) 0N Wia (T, €)) de

1oy S 1 YT
+ % (h) Z ﬁ <—2> / (8¥+1Wgr (T, 6) 8£VW2§ (T, 6) + 8¥+1Wg< (T, 6) 6€NWZZ (T, 6)) de.
N=0 "’ Yo

Por lo tanto, la corriente de energia por el reservorio a queda dada por:

e’} o . N
E, (t) :% Z 1 / eRe{(Z;) tr {Of Wgr (T,€) 0N Wy (T, €) + 07 Wg< (T, €) 0N Wa (T, e)}}de+

e’} o . N+1
+ % Z L / Re { (_zh) tr {BJTVHWQT (T,¢) 6€NW2§ (T, €) + 0N T Wg< (T ¢) Béngg (T, e)}} de.
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Apéndice D

Reservorios incoherentes de no equilibrio
(RINSs)

D.1 Corrientes de entropia utilizando temperaturas efectivas

Antes de comenzar, determinaremos las condiciones del problema. Para ello, considero un sistema de Ng
reservorios, cada uno de ellos con N, particulas no interactuantes, conectados a un sistema local. Luego asumi-
mos que la matriz densidad total puede escribirse en término del producto de las matrices densidad reducidas
de cada reservorio. Ahora elijamos el reservorio particular « al que se le esta inyectando una pequena canti-
dad de particulas y calculemos el cambio de entropia del mismo. Debido a la condicién de muchos cuerpos no
interactuantes, la matriz densidad de ese reservorio se puede escribir, a su vez, como el producto de la matriz
densidad de una particula p,. Usando esto, podemos definir la contribucién a la entropia total de cada particula
del reservorio o, S,(1), en término de la entropfa de Von Neumann de pq:

Sa1) = —kBtr (paInpy) .

A continuacion, derivando S, (1) con respecto al tiempo y utilizando las propiedades del operador densidad
junto a los teoremas que satisface el logaritmo de una matriz, se tiene que:

Nao(1) Nao(1)

Say = —kB E Pai pai — kB E Pai
i=1 i=1
Nea(1)

. 0
_kB Z Po,i lnpa,i - kBa {tr (p&)}v

i=1

donde hemos considerado que el operador densidad es diagonalizable, siendo {pq;} los autovalores del operador
densidad (base energia). Luego, por propiedad del operador densidad, se cumple:

0
o ()} =0,
lo que conduce a:

Nao(1)

Sa(l) = —kp Z pa,i lnpa,i' (Dl)
i=1

El reservorio a no esta necesariamente en equilibrio, pero por conveniencia, vamos a tomarlo de la siguien-
te forma funcional genérica para p, ;, cuya interpretaciéon es la probabilidad de encontrar la particula en el
autoestado |é) en el reservorio a:

Q*Ba(ii)(éi*EQF)

Pa,i = —Za s (D2)
donde ¢; es la i-ésima autoenergia del Hamiltoniano de la particula perteneciente al reservorio a, B, (g;) no
es una funcién contante, sino una funciéon arbitraria dependiente de ¢;, por el momento e,r es una constante
arbitraria sin una interpretacion fisica y Z, es la constante de normalizacién. En la condicion de equilibrio, Z,
corresponde a la funcién particion. Notar que, si bien la Ec. D.1 es general, la forma de la ecuacién D.2 implica
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una matriz densidad diagonal en la base de energia.
Introduciendo la Ec. (D.2) en la Ec. (D.1) se obtiene:

Nao(1)

. . )

Sa1) = kB z PoviBa (€i) (€i — €ar) + kpIn Za& {tr (pa)}
i=1
Nea(1)

= kB Z pa,iﬂa (51) (Ei - EaF) . (Dg)

i=1

Ahora, nos preguntamos como p, ; se relaciona con n, ; (el ntimero de particulas en el reservorio o dentro
del intervalo de energias de en torno a la energia ;). Esta relacion esta dada por:

Ny

Ny '

(D.4)

Pa,i ~

Notese que en la expresion anterior asumimos que ¢ es lo suficientemente pequeno tal que:

. E._6£ ~ . E_l’_éj
Po,i 4 9 ~ Pa,i i D) .

Ademas, también asumiremos que n, ; es los suficientemente grande tal que el error estadistico es desprecia-
ble. Aqui de nuevo, podemos apelar al concepto de reservorio macroscopico, donde el niimero de estados dentro
del intervalo de es siempre muy grande (tiende a infinito) independientemente del valor del intervalo de energia
tomado.

Derivando con respecto al tiempo, la Ec. (D.4) queda expresada como:
. (na,z - na,l%)
Pa,i ~ N,
Como estamos interesados en el limite de reservorios macroscopicos, entonces:
& ~ 0,
No
luego, reemplazando estos resultados en la Ec. (D.3), la corriente de entropia queda determinada por:

Na()
Satty = 5-be > tnsba (&) (6 = ar).
El cambio total de entropia del reservorio «, el cual estd compuesto por N, particulas no interactuantes, es:
Sa = NaSa);
entonces, definiendo la densidad de corriente de particulas:

Ny

de’

ha (E,) =
y convirtiendo la sumatoria en una integral, el cambio de entropia total del reservorio es:
S, = kg /ﬁa (€) (€ — eqr) Ne, (€) de.

Esta ecuacion se puede reescribir como:

. [(e—¢ar) A
So = /Teff @ (€) de, (D.5)
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donde T,y (¢) es una temperatura efectiva dada por:

(e—€ar) para bososnes
In (b% +1
o (e) — 8 )
Teys (¢) —(e=far) _ para fermiones
1
5§ @

Como se puede ver, la Ec. D.5 es formalmente equivalente a la Ec 5.5. En particular, la expresion para
bosones es la misma que la derivada en la Ref. [79] para osciladores armonicos en contacto con bafios térmicos
en equilibrio. Finalmente, se puede notar que para los casos particulares de las distribuciones de Fermi-Dirac

f(gf ) y Bose-Einstein f,gb)7 el término S, (¢) adquiere la forma 1/kgT.

D.2 Menciones sobre segunda Ley

Estamos considerando a la entropia como una propiedad extensiva donde podemos separarla en distintas
contribuciones:

NRes NRrIN

ST:E:1 S, + l}: S+ S,
r= =1

donde por simplicidad vamos a considerar en esta seccién que el sistema local incluye a los contactos con los
reservorios y contribuye con S, a la velocidad de cambio total de entropia Sp. Ademés, recordemos que el
subindice 7 corresponde a los reservorios en equilibrio, mientras que el subindice [ describe a los RINs. Ahora
analicemos cada uno de los términos:

Término Ss: Estamos interesados en estados estacionarios del sistema local, lo cual implica por definicion:

/SsthO,
0

siendo 7 es el periodo del ciclo que puede sufrir el sistema local en estado estacionario o la duraciéon del experi-
mento. Por lo tanto, el sistema o los contactos sistema-reservorios no pueden contribuir en estado estacionario
a la parte irreversible de la velocidad de producciéon de entropia:

NRes Ngrin

Sgrrev) :Zl S'girrev)_k IZ Sl(irrev).
r= =1

Término S, : Los reservorios termodinamicos estan en equilibrio por definicién, por lo que siempre podriamos
escribir S, = % donde J,. es la corriente de calor y 7). la temperatura del reservorio.
"

Término S;: La velocidad de produccién de entropia de los RINs, al no estar en equilibrio, puede tomar
cualquier valor en principio. Sin embargo, la funcién de distribucion de los RINs no es espontanea y, sin un
mecanismo o agente externo que la compense, la interacciéon del sistema local con los mismos cambia en una
cantidad fo fl ) dt. Restaurar esa distribucion al final del experimento o del ciclo implica que el ambiente, el
cual si esta en equlhbrlo, debe absorber o liberar calor para compensar a los RINs y que estos vuelvan a su
estado inicial.

Tomando en cuenta lo anterior, vemos que al final de un ciclo (donde los RINs vuelven a su estado inicial)
los tinicos cambios en la entropia se producen en reservorios de equilibrio (los reservorios de equilibrio o el
ambiente), todos en equilibrio termodinamico, por lo que podemos escribir la segunda ley como:

NRes
> AS, +AS; >0,

r=1

siendo ASj el incremento de entropia correspondiente al ambiente.
Ahora, asumiendo como caso méas favorable que el proceso por el cual los reservorios de no equilibrio retornan
a sus estados iniciales involucra cambios reversibles de calor con el ambiente, entonces:

Ngrin

ASy =" = (Silmg— Sili=r)

=1

donde queremos llevar el reservorio I al estado inicial Sj|,_, desde el estado final del experimento (o ciclo)
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Si|;_,- Por lo tanto, se puede escribir:

NRes Nrin NRes
Y ASH Y AS = Y AS +AS; >0,
r=1 =1 r=1

donde AS; = Si|,_o — Si|,_,, expresion que es equivalente a la Ec. 5.8.

D.3 Interpretacion del término AE.
Comenzaremos desde la expresion para A&, dada por la Ec. (5.10). A saber:
Agl = AU[ - ,LL()ATLZ - ToASl. (DG)

Ahora impondremos valores arbitrarios de temperatura 7; y de potencial quimico yu; para el [-ésimo reservorio,
tal que:

AU = ASCDTy + Angy,

equivalentemente:
At = 1 ap, - A

Introduciendo estas expresiones en la Ec. (D.6), se logra llegar a:

AE = ASEVT + Angpy — polng — ToAS;
= AS“DST) + Ampdpy + T (AS}E‘” - ASZ) :

donde hemos utilizado:

0 =1, — Ty
dpu = p — Ho-
Los términos ASl(eq)éTl y Angou; del lado derecho de la ecuaciéon corresponden a la variacion de energia del

l[-ésimo reservorio de equilibrio con temperatura 7; y potencial quimico y;. El cambio de entropia del dltimo
término de la ecuacion se puede reescribir de la forma:

— (s — a8)) = (S = Stini) + (Stpin — 5 -

Notese que el lado derecho de la ecuaciéon anterior produce el cambio de entropia del [-ésimo reservorio
cuando este evoluciona del estado inicial de no-equilibrio al estado inicial de equilibrio, sumado al cambio de
entropia del [-ésimo reservorio del estado final de equilibrio al estado final de no-equilibrio. Ahora considerando
(como caso més favorable) que el cambio total de la entropia del universo es cero durante la transformacion de

ida y vuelta del reservorio [ a su version de equilibrio, se encuentra que el término (ASl(eq) — AS;) es el cambio

de la entropia del medio ambiente durante estas transformaciones. Por lo tanto, el término Ty (ASl(eq) — ASl)

puede ser interpretado como el calor minimo absorbido (o liberado) por el ambiente durante el proceso.

D.4 Ejemplo de demonio-N

Para el ejemplo de un demonio-N, consideraremos un sistema local acoplado a dos reservorios en equilibrio
termodinamico a las temperaturas {Tj,T.} y potenciales quimicos {pp, fi}, tales que:

Ty > T.
Ho = Uh = Hc,
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donde cada uno de los reservorios tiene asociado una funcién de distribucién de Fermi-Dirac:

1
In (&Mh,Th) = TN .
exp (71635“:) +1
1
fc (guuchc) = o .
exp (k?B%) +1

Posteriormente, introduciremos un tercer reservorio fuera de equilibrio con una funcién de distribucion fy (&)
representado al demonio-N. Debido a la configuracién del sistema local, el demonio-N acttia como intermediario
entre los reservorios en equilibrio termodindmico a través de dos resonancias para cada reservorio, tal como se
ilustra en la Fig. 5.2-(a). Con esta configuracion, y dentro de la formulacion de Landauer-Biittiker del transporte
cuéntico, las corrientes de particulas y de energia para los reservorios se expresan:

o0

/ T'r,d [fd (6) — fr (6)] de (D.?)

—00

==

(oo}

. / Tralfa(e) — fr(©)de  re{he}. (D.8)

— 00
En cambio, para el demonio se tiene que:

o0

/ [Taelfe () — fa ()] + Tanfa (€) — fa (o)} de (D.9)

—00

Ny =

S| =

o0

/ ATae e (&) = Fa (&) + Tan i (6) — fa ()]} de, (D.10)

—0o0

€d =

S

siendo:
e h es la constante de Planck.

e N, conre {h, c} es la variacion total de particulas (fermiones) con respecto al tiempo a través del r-ésimo
reservorio y Ny es la variacion total de particulas (fermiones) a través del demonio. Nétese que la corriente

total sobre cada reservorio esta dada por I,. = eN,..

e £, conr € {h,c} es la variacion total de energia con respecto al tiempo a través del r-ésimo reservorio y
€q4 es la variacion total de energia a través del demonio.

o T, 4 es el coeficiente de transmisién del reservorio caliente al demonio y T'q 1, es el coeficiente de transmision
del demonio al reservorio caliente.

o T 4 es el coeficiente de transmision del reservorio frio al demonio y Tq . es el coeficiente de transmision
del demonio al reservorio frio.

Notese que las ecuaciones anteriores naturalmente satisfacen las leyes de conservaciéon de particulas y energia:
Np+N.+Ng=0
En+éc+€eq4=0.
Ademas, hemos considerado a los coeficientes de transmisiéon como reciprocos, es decir:

Tha=Tan
Tc,d = Td,c-

La condicién del demonio impone los requisitos sobre las corrientes de particulas y de energia dados por:

Ig=eNy=0 (D.11)
eq=0. (D.12)
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Para simplificar el problema, supondremos que los reservorios no intercambian particulas de forma neta, es
decir:

N, =0 (D.13)
N. =0, (D.14)

y sin pérdida de generalidad, asumimos la siguiente forma funcional para los coeficientes de transmision:

na=y e (e (2 5)) o (- (=+5) D15)
Teq —;@<s— <s—g)> —@<5— <s+g)> (D.16)

siendo O (¢) la funcion escalon de Heaviside, €; para i € {1,2,3,4} son los centros de las i-ésimas resonancias, y
I" es el ancho caracteristico de las resonancias, el cual asumimos idénticos para todas las energfas. Finalmente,
consideramos que I' es lo suficientemente pequenos tal que:

F<‘€1—€2|
F<\€3*€4|,

y las funciones distribucion f (€), fc (¢) v fa (€) pueden ser consideradas constantes dentro de los intervalos:

r
<e< g+=  Vie{l,23,4}.

r
g — =
2 2

Introduciendo las condiciones del demonio, dadas por las Ecs. (D.11) y (D.12), y las condiciones impuestas
para los reservorios de equilibrio, dadas por las Ecs. (D.13) y (D.14) dentro de las corrientes de particulas y
energfa determinadas por las Ecs. (D.7), (D.8), (D.9) y (D.10) utilizando los coeficientes de transmision dados
por las Ecs. (D.15) y (D.16) se obtienen las expresiones:

0= fd (61) — fh (51) + fd (52) - fh (52)
0= fales) — fe(es) + fa(es) — fe(e4)
0=c¢1[fa(er) = fn(e1)] +e2lfa(e2) — fn(e2)] +e3(fa(es) — fe(e3)] +eafa(ea) — fe(ea)]-

Luego, manipulando algebraicamente las ecuaciones anteriores, se puede calcular la distribuciéon del demonio-
N evaluado en las resonancias:

€3 —€&4

fater) = fute) = (222) (fofen) = faen)

€1 — &2

€3 — &4

faten) = futen) + (E225) (ffen) = fuen)
fa(es) = fe(e3) + fe(ea) — fa(ea) .

Notese que el término f; (e4) queda indeterminado, generando un conjunto infinito de soluciones posibles.
Cabe destacar que la mayoria de las soluciones encontradas no son validas para cualquier valor de fg (¢4), donde
no validas hace referencia a la condicion fisica de las funciones de distribucion 0 < f(¢) < 1. No obstante,
escogiendo el término libre de la forma particular:

fd (54) = _fc (53) +2fc (54) ) (D17)
el resto de las distribuciones del demonio-N evaluadas en las resonancias quedan de la forma:

fa(er) = fu(er) (‘) (o (e3) - fu(e0)) (D.18)

€1 — €2

€3 — &4

falen) = )+ (2252 (o) - fofen) (D.19)
fa(es) =2fc(e3) — fe(ea) . (D.20)
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D.4.1 Potencia

La potencia del refrigerador, en el formalismo de Landauer-Biittiker, estad determinada por la corriente de
energfa sobre los reservorios mediante la Ec. (D.8). Considerando la corriente de energia que circula por el
reservorio caliente, y aplicando las aproximaciones y condiciones mencionadas, se obtiene:

én =5 1lfa () = i (0] + 2 [fae2) = fu ()

A continuacion, insertaremos la distribucion del demonio-N utilizando los valores descritos por las Ecs.
(D.18), (D.19), (D.20) y (D.17) en la corriente de energia del reservorio caliente. Estos célculos conducen al
resultado:

Ep = —% (€3 —€4) (fe(e3) = fe(€4))- (D.21)

Como f. (¢) es una funcion de distribucion de equilibrio:
e Siez > g4, entonces f. (g3) < f.(e4) por lo que &, > 0.
e Siez < g4, entonces f. (g3) > f.(e4) por lo que &, > 0.
De esta forma, la solucion propuesta satisface la condicién deseada:
en =0 Ve, e9,€3, €4, o, Ih, Te € (0,00),

es decir, el calor fluye contra el gradiente de temperaturas. Por otro lado, las condiciones que deben cumplir las
energias {e1, 9,3, €4} para que los valores {f4(€1), fa(e2), fa(e3), fa (€4)} correspondan a probabilidades son
poco restrictivas, a saber:

1> ‘53 — €4| ,
ademaés de que:
ler —ea| >0,

pues no esta definido el conjunto de soluciones en el punto €; = 5. En particular, para valores en los cuales
€1y €2 estan proximos, los valores {fq(e1), fa(e2), fa(e3), fa(e4)} dejan de corresponder a probabilidades,
0< f(e) < 1.

D.4.2 Coeficiente de rendimiento para el demonio-N

En el ejemplo de demonio-N desarrollado, el coeficiente de operatividad (o coeficiente de rendimiento) esta
definido como:

cop = "
ToSa

donde la expresion para ép, estd dada por la Ec. (D.21), mientras que la expresion para S, puede derivarse
usando la Ec. (5.16), adaptandola al ejemplo propuesto. Entonces, aplicando las aproximaciones consideradas
anteriormente con el coeficiente de transmision dado por la Ecs. (D.15) y (D.16), se deduce que:

Gy =25
= ]%B 7 Tai(fi = fa)In <fd1(6) - 1) de
le{h,c} “
=532 (Un (e = faeln (G = 1) + U )~ faCenllin (17— 1))

T ([fc (e3) = fa(e3)]In (fd (153) - 1) ¥ lfeled) = falea) e (fd (154) - 1)) '

Ahora, introduciendo las Ecs. (D.18), (D.19), (D.20) y (D.17) (correspondientes a las distribuciones del
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demonio-N) en la expresion anterior, se tiene que:

s'd_”;f((jj‘jj)m(m—fd(m)(ln( 1) ln<fd<152 )))
I (e = tateay (m (s 1) -1 ( e Y)
In

s oo [P (EEED) 3235232) () 589

h 1 — &2 €3 — &4

Luego, usando la Ec. (D.21) de la corriente de energia, la corriente de entropia del demonio-N queda:

sostn [ (=) ) e () )

Finalmente, el coeficiente de rendimiento se puede determinar mediante siguiente formula:

cor-m (@) fe) -2t () ) - e

D.4.3 Coeficiente de rendimiento en el limite de ¢4, — €3

Comenzaremos reescribiendo las funciones logaritmicas de la Ec. (D.22) de la siguiente manera:

tanh ( S1=52 1-23=
o ((100) ) | 58 28] .
— Ja(e2 a(e1 tanh ( 72 ;
i {#-1}+1
—3 tanh
In <<1 —Ja (64)) Ja (83)> = 2arctanh 363 E(fk Te ) , (D.24)
— fa(es)) fa(eq) QMJCJrl

€3—¢€q
kg Tc

donde hemos definido los términos:
€1 — €2 €1 — Mo €2 — Ho
Jy, = tanh — tanh
h <2kBTh> ( an ( % 5T, ) an ( 2% 5T, ))
€3 —¢&4 €3 — Ho €4 — Mo
J <2kBTC) ( an ( % 5T, > an ( %pT, ))

Para la deduccion de las expresiones anteriores hemos utilizado las Ecs. (D.18), (D.19), (D.20) y D.17).
Ademas, aplicamos los siguientes resultados complementarios:

€& —Ho\ _ 4 ] .
tanh(2kBTh)—1 2fn (&) Vi € {1,2}

tanh( k}g}“) 1-2f.(c;)  Vje{34}.

Antes de analizar el limite del coeficiente de rendimiento para €4 — €3, es conveniente advertir los siguientes
comportamientos asintéticos:

, €4 €3 — &4 €3 —¢&4
1 tanh = donde A\ = .
A% [ a (2kBT )} (2kBTC ) onae <2kBTc )
ilino [J.] <0
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Usando estos comportamientos asintoticos en la Ec. (D.23), se llega a:

) 1 1—fa(e1) fa(e2)\] _ o 1 €1 — &2
AT [51 — &2 8 <(1 — fa (52)) fa (61)” gt [51 — &2 zarctanh (tanh (QkBTh ))]
1

kBTh.

Por otro lado, usando los comportamientos asintoticos en la Ec. (D.24), se obtiene el resultado:

i [mma () )] = o [ (o (557 )
AHO [53—841 (<1—fd(€3> fd(€4) AAHO 63—542a ctanh 3 tanh QkBTC ’

Finalmente, con la ayuda de la expresion:

2arctanh (—3tanh (z)) = —6z + O (2%),
se puede calcular el comportamiento asintético:
fm [ ! 1n<<1_fd(€4)) fd(s?’)ﬂ -3
A0 |3 — €4 1~ fa(es)) fa(eq) kpT,

En este momento tenemos todas las herramientas para evaluar el comportamiento asintético del COP para
€4 — €3, el cual, utilizando todos los resultados anteriores, se expresa de la forma:

T.T;
[COP] < h

I = __cth
A%0 To 3T, — Tp)

donde para el caso particular en el cual Ty = T}, el comportamiento asintotico correspondiente es:

T,
If Pl=_—<¢ .
A [COP]= o

165






Bibliografia

[1]
2]
3]
4]
5]
[6]
17l

18]

19]

[10]
[11]
[12]

[13]

[14]
[15]
[16]
[17]
(18]

[19]

[20]

B. C. Stipe et al. “Single-Molecule Dissociation by Tunneling Electrons”. In: Phys. Rev. Lett. 78.23 (1997),
pp- 4410-4413. DOI: 10.1103/PhysRevLett.78.4410.

Tamar Seideman. “Current-driven dynamics in molecular-scale devices”. In: Journal of Physics: Con-
densed Matter 15.14 (2003), R521-R549. DOI: 10.1088/0953-8984/15/14/201.

F. Pistolesi et al. “Self-consistent theory of molecular switching”. In: Phys. Rev. B 78.8 (2008), p. 085127.
DOI: 10.1103/PhysRevB.78.085127.

Jing-Tao Lii et al. “Blowing the Fuse: Berry’s Phase and Runaway Vibrations in Molecular Conductors”.
In: Nano Letters 10.5 (2010), pp. 1657-1663. DOI: 10.1021/n1904233u.

Alan A. Dzhioev et al. “Kramers problem for nonequilibrium current-induced chemical reactions”. In:
The Journal of Chemical Physics 135.7 (2011), p. 074701. DO1: 10.1063/1.3626521.

Jing-Tao Lii et al. “Laserlike Vibrational Instability in Rectifying Molecular Conductors”. In: Phys. Rev.
Lett. 107.4 (2011), p. 046801. DOI: 10.1103/PhysRevLett.107.046801.

R. Hirtle et al. “Vibrational instabilities in resonant electron transport through single-molecule junc-
tions”. In: Phys. Rev. B 83.12 (2011), p. 125419. DOI: 10.1103/PhysRevB.83.125419.

Jing-Tao Lii et al. “Current-induced atomic dynamics, instabilities, and Raman signals: Quasiclassical
Langevin equation approach”. In: Phys. Rev. B 85.24 (2012), p. 245444. poOI: 10.1103/PhysRevB.85.
245444,

Lena Simine et al. “Vibrational cooling, heating, and instability in molecular conducting junctions: full
counting statistics analysis”. In: Phys. Chem. Chem. Phys. 14.40 (2012), pp. 13820-13834. DOI: 10.1039/
C2CP40851A.

Alan A. Dzhioev et al. “Out-of-equilibrium catalysis of chemical reactions by electronic tunnel currents”.
In: The Journal of Chemical Physics 138.13 (2013), p. 134103. DOI: 10.1063/1.4797495.

Albert C. Aragonés et al. “Electrostatic catalysis of a Diels—Alder reaction”. In: Nature 531.7592 (2016),
pp- 88-91. DOI: 10.1038/nature16989.

Haixing Li et al. “Mechanism for Si-Si Bond Rupture in Single Molecule Junctions”. In: Journal of the
American Chemical Society 138.49 (2016), pp. 16159-16164. porL: 10.1021/jacs.6b10700.

Giuseppe Foti et al. “Origin of Vibrational Instabilities in Molecular Wires with Separated Electronic
States”. In: The Journal of Physical Chemistry Letters 9.11 (2018), pp. 2791-2796. DOI: 10.1021/acs.
jpclett.8b00940.

David Gelbwaser-Klimovsky et al. “High-Voltage-Assisted Mechanical Stabilization of Single-Molecule
Junctions”. In: Nano Letters 18.8 (2018), pp. 4727-4733. DOI: 10.1021/acs.nanolett.8b01127.

Horacio M. Pastawski. “Classical and quantum transport from generalized Landauer-Biittiker equations.
II. Time-dependent resonant tunneling”. In: Phys. Rev. B 46.7 (1992), pp. 4053-4070. por: 10.1103/
PhysRevB.46.4053.

T. Dittrich et al. Quantum Transport and Dissipation. Wiley, 1998.

Y. Imry. Introduction to Mesoscopic Physics. 2nd ed. Mesoscopic physics and nanotechnology. Oxford
University Press, 2002.

Hartmut Haug et al. Quantum Kinetics in Transport and Optics of Semiconductors. 2nd ed. Solid-State
Sciences 123. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2008. DOI: 10.1007/978-3-540-73564-9.

Dmitry Ryndyk. Theory of Quantum Transport at Nanoscale: An Introduction. 1st ed. Springer Series
in Solid-State Sciences. Springer International Publishing Switzerland, 2016. por: 10.1007/978-3-319-
24088-6.

Michael Galperin et al. “Hysteresis, Switching, and Negative Differential Resistance in Molecular Junc-
tions: A Polaron Model”. In: Nano Letters 5.1 (2005), pp. 125-130. poI: 10.1021/n1048216¢.

167


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.78.4410
https://doi.org/10.1088/0953-8984/15/14/201
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.78.085127
https://doi.org/10.1021/nl904233u
https://doi.org/10.1063/1.3626521
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.046801
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.83.125419
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.85.245444
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.85.245444
https://doi.org/10.1039/C2CP40851A
https://doi.org/10.1039/C2CP40851A
https://doi.org/10.1063/1.4797495
https://doi.org/10.1038/nature16989
https://doi.org/10.1021/jacs.6b10700
https://doi.org/10.1021/acs.jpclett.8b00940
https://doi.org/10.1021/acs.jpclett.8b00940
https://doi.org/10.1021/acs.nanolett.8b01127
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.46.4053
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.46.4053
https://doi.org/10.1007/978-3-540-73564-9
https://doi.org/10.1007/978-3-319-24088-6
https://doi.org/10.1007/978-3-319-24088-6
https://doi.org/10.1021/nl048216c

[21]
[22]
23]
[24]
[25]

[26]

[27]

28]
[29]
[30]

31]

[32]
[33]

[34]

[35]
[36]

[37]

38)
[39]
40}
ja1)
j42)
[43]

[44]

168

Jens Koch et al. “Franck-Condon Blockade and Giant Fano Factors in Transport through Single Molecules”.
In: Phys. Rev. Lett. 94.20 (2005), p. 206804. DOI: 10.1103/PhysRevLett.94.206804.

Alex Zazunov et al. “Phonon-mediated negative differential conductance in molecular quantum dots”. In:
Phys. Rev. B 73.11 (2006), p. 115405. DOI: 10.1103/PhysRevB.73.115405.

Gemma C. Solomon et al. “Understanding the inelastic electron-tunneling spectra of alkanedithiols on
gold”. In: The Journal of Chemical Physics 124.9 (2006), p. 094704. DOL: 10.1063/1.2166362.

Zvi Ioffe et al. “Detection of heating in current-carrying molecular junctions by Raman scattering”. In:
Nature Nanotechnology 3.12 (2008), pp. 727-732. DOL: 10.1038/nnano.2008. 304.

Michael Galperin et al. “Cooling mechanisms in molecular conduction junctions”. In: Phys. Rev. B 80.11
(2009), p. 115427. por: 10.1103/PhysRevB.80.115427.

Rainer Hértle et al. “Communication: Mode-selective vibrational excitation induced by nonequilibrium
transport processes in single-molecule junctions”. In: The Journal of Chemical Physics 133.8 (2010),
p- 081102. DOI: 10.1063/1.3474464.

R. Hartle et al. “Resonant electron transport in single-molecule junctions: Vibrational excitation, rectifi-
cation, negative differential resistance, and local cooling”. In: Phys. Rev. B 83.11 (2011), p. 115414. por:
10.1103/PhysRevB.83.115414.

M. A. Reed et al. “Conductance of a Molecular Junction”. In: Science 278.5336 (1997), pp. 252-254. DOIL:
10.1126/science.278.5336.252.

V. J. Langlais et al. “Spatially Resolved Tunneling along a Molecular Wire”. In: Phys. Rev. Lett. 83.14
(1999), pp. 2809-2812. DOI: 10.1103/PhysRevLett.83.2809.

R. H. M. Smit et al. “Measurement of the conductance of a hydrogen molecule”. In: Nature 419.6910
(2002), pp. 906-909. DOI: 10.1038/nature01103.

Marcel Mayor et al. “Electric Current through a Molecular Rod-Relevance of the Position of the Anchor
Groups”. In: Angewandte Chemie International Edition 42.47 (2003), pp. 5834-5838. DOI: https://doi.
org/10.1002/anie.200352179.

H. Vazquez et al. “Probing the conductance superposition law in single-molecule circuits with parallel
paths”. In: Nature Nanotechnology 7.10 (2012), pp. 663—667. DOL: 10.1038/nnano.2012. 147.

Mark Ratner. “A brief history of molecular electronics”. In: Nature Nanotechnology 8.6 (2013), pp. 378—
381. DOI: 10.1038/nnano.2013.110.

Hezy Cohen et al. “Direct measurement of electrical transport through single DNA molecules of complex
sequence”. In: Proceedings of the National Academy of Sciences 102.33 (2005), pp. 11589-11593. DoOI:
10.1073/pnas.0505272102

N. J. Tao. “Electron transport in molecular junctions”. In: Nature Nanotechnology 1.3 (2006), pp. 173—
181. por1: 10.1038/nnano.2006.130.

Latha Venkataraman et al. “Dependence of single-molecule junction conductance on molecular confor-
mation”. In: Nature 442.7105 (2006), pp. 904-907. DOI: 10.1038/nature05037.

Anders Borges et al. “The Role of Through-Space Interactions in Modulating Constructive and Destruc-
tive Interference Effects in Benzene”. In: Nano Letters 17.7 (2017), pp. 4436-4442. po1: 10.1021/acs.
nanolett.7b01592.

H. G. Craighead. “Nanoelectromechanical Systems”. In: Science 290.5496 (2000), pp. 1532-1535. DOI:
10.1126/science.290.5496.1532.

Michael Roukes. “Nanoelectromechanical systems face the future”. In: Physics World 14.2 (2001), pp. 25—
32. DOI: 10.1088/2058-7058/14/2/29.

E. M. Weig et al. “Single-Electron-Phonon Interaction in a Suspended Quantum Dot Phonon Cavity”.
In: Phys. Rev. Lett. 92.4 (2004), p. 046804. DOL: 10.1103/PhysRevLett.92.046804.

B. J. LeRoy et al. “Electrical generation and absorption of phonons in carbon nanotubes”. In: Nature
432.7015 (2004), pp. 371-374. DOL: 10.1038/nature03046.

J. Scott Bunch et al. “Electromechanical Resonators from Graphene Sheets”. In: Science 315.5811 (2007),
pp- 490-493. DO1: 10.1126/science.1136836.

I. V. Krive et al. “Resonant tunneling of electrons in quantum wires (Review)”. In: Low Temperature
Physics 36.2 (2010), pp. 119-141. por: 10.1063/1.3319350.

Michael Galperin et al. “Molecular transport junctions: vibrational effects”. In: Journal of Physics: Con-
densed Matter 19.10 (2007), p. 103201. por: 10.1088/0953-8984/19/10/103201.


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.206804
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.73.115405
https://doi.org/10.1063/1.2166362
https://doi.org/10.1038/nnano.2008.304
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.80.115427
https://doi.org/10.1063/1.3474464
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.83.115414
https://doi.org/10.1126/science.278.5336.252
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.83.2809
https://doi.org/10.1038/nature01103
https://doi.org/https://doi.org/10.1002/anie.200352179
https://doi.org/https://doi.org/10.1002/anie.200352179
https://doi.org/10.1038/nnano.2012.147
https://doi.org/10.1038/nnano.2013.110
https://doi.org/10.1073/pnas.0505272102
https://doi.org/10.1038/nnano.2006.130
https://doi.org/10.1038/nature05037
https://doi.org/10.1021/acs.nanolett.7b01592
https://doi.org/10.1021/acs.nanolett.7b01592
https://doi.org/10.1126/science.290.5496.1532
https://doi.org/10.1088/2058-7058/14/2/29
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.92.046804
https://doi.org/10.1038/nature03046
https://doi.org/10.1126/science.1136836
https://doi.org/10.1063/1.3319350
https://doi.org/10.1088/0953-8984/19/10/103201

[45]

[46]

[47]
48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]
[58]
[59]

[60]

[61]
[62]
163]
[64]

[65]

[66]

H Park et al. “Nanomechanical oscillations in a single-C60 transistor”. In: Nature 407.6800 (2000), pp. 57—
60. DOI: 10.1038/35024031

Kilho Eom et al. “Nanomechanical resonators and their applications in biological/chemical detection:
Nanomechanics principles”. English. In: Physics Reports 503.4-5 (2011), pp. 115-163. por: 10.1016/j.
physrep.2011.03.002.

A. Naik et al. “Cooling a nanomechanical resonator with quantum back-action”. In: Nature 443.7108
(2006), pp. 193-196. DOI: 10.1038/nature05027.

Joel Stettenheim et al. “A macroscopic mechanical resonator driven by mesoscopic electrical back-action”.
In: Nature 466.7302 (2010), pp. 86-90. DOI: 10.1038/nature09123.

V. May. “Electron transfer through a molecular wire: Consideration of electron-vibrational coupling
within the Liouville space pathway technique”. In: Phys. Rev. B 66.24 (2002), p. 245411. pOI: 10.1103/
PhysRevB.66.245411.

A. Mitra et al. “Phonon effects in molecular transistors: Quantal and classical treatment”. In: Phys. Rev.
B 69.24 (2004), p. 245302. DOI: 10.1103/PhysRevB.69.245302.

Bijay Kumar Agarwalla et al. “Full counting statistics of vibrationally assisted electronic conduction:
Transport and fluctuations of thermoelectric efficiency”. In: Phys. Rev. B 92.24 (2015), p. 245418. DOI:
10.1103/PhysRevB.92.245418.

C. Schinabeck et al. “Hierarchical quantum master equation approach to electronic-vibrational coupling
in nonequilibrium transport through nanosystems”. In: Phys. Rev. B 94.20 (2016), p. 201407. por: 10.
1103/PhysRevB.94.201407.

Daniel S. Kosov. “Waiting time distribution for electron transport in a molecular junction with electron-
vibration interaction”. In: The Journal of Chemical Physics 146.7 (2017), p. 074102. poI: 10.1063/1.
4976561.

Lothar Miihlbacher et al. “Real-Time Path Integral Approach to Nonequilibrium Many-Body Quantum
Systems”. In: Phys. Rev. Lett. 100.17 (2008), p. 176403. DOI: 10.1103/PhysRevLett.100.176403.

Alan A Dzhioev et al. “Nonequilibrium configuration interaction method for transport in correlated
quantum systems”. In: Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 47.9 (2014), p. 095002. DOI:
10.1088/1751-8113/47/9/095002.

Alan A Dzhioev et al. “Superoperator coupled cluster method for nonequilibrium density matrix”. In:
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 48.1 (2014), p. 015004. po1: 10 . 1088/ 1751 -
8113/48/1/015004.

M. Ci zek et al. “Theory of vibrationally inelastic electron transport through molecular bridges”. In:
Phys. Rev. B 70.12 (2004), p. 125406. DOI: 10.1103/PhysRevB.70.125406.

H. Ness et al. “Vibrational inelastic scattering effects in molecular electronics”. In: Proceedings of the
National Academy of Sciences 102.25 (2005), pp. 8826-8831. DOI: 10.1073/pnas.0500389102.

Maytal Caspary Toroker et al. “Electronic transport through molecular junctions with nonrigid molecule-
leads coupling”. In: The Journal of Chemical Physics 127.15 (2007), p. 154706. DOI: 10.1063/1.2759916.

Natalya A. Zimbovskaya et al. “Vibration-induced inelastic effects in the electron transport through
multisite molecular bridges”. In: The Journal of Chemical Physics 131.11 (2009), p. 114703. por: 10.
1063/1.3231604.

C Caroli et al. “A direct calculation of the tunnelling current: IV. Electron-phonon interaction effects”.
In: Journal of Physics C: Solid State Physics 5.1 (1972), pp. 21-42. DOI: 10.1088/0022-3719/5/1/006.

Dmitry A. Ryndyk et al. “Nonequilibrium resonant spectroscopy of molecular vibrons”. In: Phys. Rev. B
76.15 (2007), p. 155430. DOI: 10.1103/PhysRevB.76.155430.

Thomas Frederiksen et al. “Inelastic transport theory from first principles: Methodology and application
to nanoscale devices”. In: Phys. Rev. B 75.20 (2007), p. 205413. DOI: 10.1103/PhysRevB.75.205413.

R. Hértle et al. “Multimode vibrational effects in single-molecule conductance: A nonequilibrium Green’s
function approach”. In: Phys. Rev. B 77.20 (2008), p. 205314. pOI: 10.1103/PhysRevB.77.205314.

Eli Y. Wilner et al. “Nonequilibrium quantum systems with electron-phonon interactions: Transient
dynamics and approach to steady state”. In: Phys. Rev. B 89.20 (2014), p. 205129. po1: 10.1103/
PhysRevB.89.205129

A. Erpenbeck et al. “Effect of nonadiabatic electronic-vibrational interactions on the transport properties
of single-molecule junctions”. In: Phys. Rev. B 91.19 (2015), p. 195418. DOL: 10.1103/PhysRevB.91.
195418.

169


https://doi.org/10.1038/35024031
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2011.03.002
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2011.03.002
https://doi.org/10.1038/nature05027
https://doi.org/10.1038/nature09123
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.66.245411
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.66.245411
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.69.245302
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.92.245418
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.94.201407
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.94.201407
https://doi.org/10.1063/1.4976561
https://doi.org/10.1063/1.4976561
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.100.176403
https://doi.org/10.1088/1751-8113/47/9/095002
https://doi.org/10.1088/1751-8113/48/1/015004
https://doi.org/10.1088/1751-8113/48/1/015004
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.70.125406
https://doi.org/10.1073/pnas.0500389102
https://doi.org/10.1063/1.2759916
https://doi.org/10.1063/1.3231604
https://doi.org/10.1063/1.3231604
https://doi.org/10.1088/0022-3719/5/1/006
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.76.155430
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.75.205413
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.77.205314
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.89.205129
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.89.205129
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.91.195418
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.91.195418

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]
[72]
73]
[74]
[75]
[76]
7]
78]
[79]
[80]
[81]

82]

[83]

[84]

[85]

[36]

[87]

[83]

170

Haobin Wang et al. “Numerically exact, time-dependent treatment of vibrationally coupled electron
transport in single-molecule junctions”. In: The Journal of Chemical Physics 135.24 (2011), p. 244506.
DOI: 10.1063/1.36602086.

Haobin Wang et al. “Numerically exact, time-dependent study of correlated electron transport in model
molecular junctions”. In: The Journal of Chemical Physics 138.13 (2013), p. 134704. po1: 10.1063/1.
4798404.

Eli Y. Wilner et al. “Bistability in a nonequilibrium quantum system with electron-phonon interactions”.
In: Phys. Rev. B 88.4 (2013), p. 045137. DOL: 10.1103/PhysRevB.88.045137.

Haobin Wang et al. “On the accuracy of the noninteracting electron approximation for vibrationally
coupled electron transport”. In: Chemical Physics 481 (2016). Quantum Dynamics and Femtosecond
Spectroscopy dedicated to Prof. Vladimir Y. Chernyak on the occasion of his 60th birthday, pp. 117—
123. DOL: https://doi.org/10.1016/j.chemphys.2016.06.002.

L. H. Yu et al. “Inelastic Electron Tunneling via Molecular Vibrations in Single-Molecule Transistors”.
In: Phys. Rev. Lett. 93.26 (2004), p. 266802. DOI: 10.1103/PhysRevLett.93.266802.

S. Sapmaz et al. “Tunneling in Suspended Carbon Nanotubes Assisted by Longitudinal Phonons”. In:
Phys. Rev. Lett. 96.2 (2006), p. 026801. DOI: 10.1103/PhysRevLett.96.026801.

Jens Koch et al. “Theory of the Franck-Condon blockade regime”. In: Phys. Rev. B 74.20 (2006), p. 205438.
DOI: 10.1103/PhysRevB.74.205438.

Renaud Leturcq et al. “Franck—-Condon blockade in suspended carbon nanotube quantum dots”. In:
Nature Physics 5.5 (2009), pp. 327-331. DOL: 10.1038/nphys1234.

G. A. Steele et al. “Strong Coupling Between Single-Electron Tunneling and Nanomechanical Motion”.
In: Science 325.5944 (2009), pp. 1103-1107. pOI: 10.1126/science.1176076.

Benjamin Lassagne et al. “Coupling Mechanics to Charge Transport in Carbon Nanotube Mechanical
Resonators”. In: Science 325.5944 (2009), pp. 1107-1110. DOI: 10.1126/science.1174290.

Rail A. Bustos-Martn et al. “Thermodynamics and Steady State of Quantum Motors and Pumps Far
from Equilibrium”. In: Entropy 21.9 (2019). DOI: 10.3390/e21090824.

Marlan O. Scully et al. “Extracting Work from a Single Heat Bath via Vanishing Quantum Coherence”.
In: Science 299.5608 (2003), pp. 862—864. DOI: 10.1126/science.1078955.

Robert Alicki et al. “Non-equilibrium quantum heat machines”. In: New Journal of Physics 17.11 (2015),
p- 115012. por: 10.1088/1367-2630/17/11/115012.

Gonzalo Manzano et al. “Entropy production and thermodynamic power of the squeezed thermal reser-
voir”. In: Phys. Rev. E 93.5 (2016), p. 052120. DOL: 10.1103/PhysRevE.93.052120.

Gianluca Francica et al. “Daemonic ergotropy: enhanced work extraction from quantum correlations”.
In: npj Quantum Information 3.1 (2017), p. 12. DOI: 10.1038/s41534-017-0012-8.

A. Ghosh et al. “Thermodynamic principles and implementations of quantum machines.” In: Thermody-
namics in the Quantum Regime: Fundamental Aspects and New Directions. Ed. by F. Binder et al. 1st
ed. Springer, Cham, Switzerland, 2018.

Rogério J. de Assis et al. “Efficiency of a Quantum Otto Heat Engine Operating under a Reservoir
at Effective Negative Temperatures”. In: Phys. Rev. Lett. 122.24 (2019), p. 240602. po1: 10. 1103/
PhysRevLett.122.240602.

Rafael Sanchez et al. “Nonequilibrium System as a Demon”. In: Phys. Rev. Lett. 123.21 (2019), p. 216801.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.123.216801.

J. V. Koski et al. “Experimental Observation of the Role of Mutual Information in the Nonequilib-
rium Dynamics of a Maxwell Demon”. In: Phys. Rev. Lett. 113.3 (2014), p. 030601. por: 10.1103/
PhysRevLett.113.030601.

Patrice A. Camati et al. “Experimental Rectification of Entropy Production by Maxwell’s Demon in a
Quantum System”. In: Phys. Rev. Lett. 117.24 (2016), p. 240502. DOI: 10.1103/PhysRevLett . 117.
240502.

Mihai D. Vidrighin et al. “Photonic Maxwell’s Demon”. In: Phys. Rev. Lett. 116.5 (2016), p. 050401. DOI:
10.1103/PhysRevLett.116.050401.

Kensaku Chida et al. “Power generator driven by Maxwell’s demon”. In: Nature Communications 8.1
(2017), p. 15310. poI: 10.1038/ncomms15301.


https://doi.org/10.1063/1.3660206
https://doi.org/10.1063/1.4798404
https://doi.org/10.1063/1.4798404
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.88.045137
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.chemphys.2016.06.002
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.93.266802
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.96.026801
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.74.205438
https://doi.org/10.1038/nphys1234
https://doi.org/10.1126/science.1176076
https://doi.org/10.1126/science.1174290
https://doi.org/10.3390/e21090824
https://doi.org/10.1126/science.1078955
https://doi.org/10.1088/1367-2630/17/11/115012
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.93.052120
https://doi.org/10.1038/s41534-017-0012-8
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.240602
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.240602
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.216801
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.030601
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.030601
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.117.240502
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.117.240502
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.050401
https://doi.org/10.1038/ncomms15301

[89]

[90]
[91]
192]

193]

94]

[95]
[96]
[97]
[98]
[99]
[100]
[101]
[102]
[103]
[104]
[105]
[106]
[107]

[108]

[109]

[110]
[111]

[112]

Y. Masuyama et al. “Information-to-work conversion by Maxwell’s demon in a superconducting circuit
quantum electrodynamical system”. In: Nature Commaunications 9.1 (2018), p. 1291. por: 10. 1038/
s41467-018-03686-y.

Philipp Strasberg et al. “Thermodynamics of a Physical Model Implementing a Maxwell Demon”. In:
Phys. Rev. Lett. 110.4 (2013), p. 040601. DOI: 10.1103/PhysRevLett.110.040601.

Torsten Karzig et al. “Energy Relaxation and Thermalization of Hot Electrons in Quantum Wires”. In:
Phys. Rev. Lett. 105.22 (2010), p. 226407. DOI: 10.1103/PhysRevLett.105.226407.

D. L. Kovrizhin et al. “Relaxation in Driven Integer Quantum Hall Edge States”. In: Phys. Rev. Lett.
109.10 (2012), p. 106403. DOIL: 10.1103/PhysRevLett.109.106403.

Shigeru Ajisaka et al. “Nonequilibrium mesoscopic Fermi-reservoir distribution and particle current
through a coherent quantum system”. In: Phys. Rev. B 87.19 (2013), p. 195114. DOI: 10.1103/PhysRevB.
87.195114.

Thomas Stegmann et al. “Nonequilibrium distribution functions in electron transport: decoherence, en-
ergy redistribution and dissipation”. In: New Journal of Physics 20.4 (2018), p. 043039. pOIL: 10.1088/
1367-2630/aab530.

H. Pothier et al. “Energy Distribution Function of Quasiparticles in Mesoscopic Wires”. In: Phys. Rev.
Lett. 79.18 (1997), pp. 3490-3493. DOI: 10.1103/PhysRevLett.79.3490.

Yung-Fu Chen et al. “Nonequilibrium Tunneling Spectroscopy in Carbon Nanotubes”. In: Phys. Rev.
Lett. 102.3 (2009), p. 036804. DOI: 10.1103/PhysRevLett.102.036804.

C. Altimiras et al. “Non-equilibrium edge-channel spectroscopy in the integer quantum Hall regime”. In:
Nature Physics 6.1 (2010), pp. 34-39. DOI: 10.1038/nphys1429.

J. Voutilainen et al. “Energy relaxation in graphene and its measurement with supercurrent”. In: Phys.
Rev. B 84.4 (2011), p. 045419. DOL: 10.1103/PhysRevB.84.045419.

Nicholas Bronn et al. “Spatial dependence of electron interactions in carbon nanotubes”. In: Phys. Rev.
B 88.16 (2013), p. 161409. DOI: 10.1103/PhysRevB.88.161409.

L.D. Landau et al. Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory. Teoreticheskia fizika. Elsevier Science,
2013.

Eleftherios N. Economou. Green’s Functions in Quantum Physics. 3rd ed. Solid-state sciences. Springer
Berlin, Heidelberg, Alemania, 2006. DOI: 10.1007/978-3-662-11900-6.

Joseph Maciejko. “An introduction to nonequilibrium many-body theory”. In: Lecture Notes, Springer
(2007).

C Caroli et al. “A direct calculation of the tunnelling current. II: Free electron description”. In: Journal
of Physics C: Solid State Physics 4.16 (1971), pp. 2598-2610. DOI: 10.1088/0022-3719/4/16/025.

Horacio M. Pastawski. “Classical and quantum transport from generalized Landauer-Biittiker equations”.
In: Phys. Rev. B 44.12 (1991), pp. 6329-6339. DOI: 10.1103/PhysRevB.44.6329.

Yigal Meir et al. “Landauer formula for the current through an interacting electron region”. In: Phys.
Rev. Lett. 68.16 (1992), pp. 2512-2515. DOI: 10.1103/PhysRevLlett.68.2512.

R. Landauer. “Spatial Variation of Currents and Fields Due to Localized Scatterers in Metallic Conduc-
tion”. In: IBM J. Res. Dev. 32.3 (1988), pp. 306-316. DOI: 10.1147/rd.323.0306.

P. W. Brouwer. “Scattering approach to parametric pumping”. In: Phys. Rev. B 58.16 (1998), R10135—
R10138. por1: 10.1103/PhysRevB.58.R10135.

Lucas J. Fernandez-Alcazar et al. “Nonequilibrium current-induced forces caused by quantum localiza-
tion: Anderson adiabatic quantum motors”. In: Phys. Rev. B 99.4 (2019), p. 045403. por: 10.1103/
PhysRevB.99.045403.

Massimiliano Di Ventra et al. “Hellmann-Feynman theorem and the definition of forces in quantum
time-dependent and transport problems”. In: Phys. Rev. B 61.23 (2000), pp. 16207-16212. por: 10.
1103/PhysRevB.61.16207.

Sebastian E Deghi et al. “Current-induced forces in single-resonance systems”. In: Journal of Physics:
Condensed Matter 33.17 (2021), p. 175303. DOI: 10.1088/1361-648x/abe266.

Massimiliano Esposito et al. “Quantum Thermodynamics: A Nonequilibrium Green’s Function Ap-
proach”. In: Phys. Rev. Lett. 114.8 (2015), p. 080602. DOI: 10.1103/PhysRevLett.114.080602.

Sebastian E. Deghi et al. “Entropy current and efficiency of quantum machines driven by nonequilibrium
incoherent reservoirs”. In: Phys. Rev. B 102.4 (2020), p. 045415. DOL: 10.1103/PhysRevB.102.045415.

171


https://doi.org/10.1038/s41467-018-03686-y
https://doi.org/10.1038/s41467-018-03686-y
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.110.040601
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.105.226407
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.106403
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.87.195114
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.87.195114
https://doi.org/10.1088/1367-2630/aab530
https://doi.org/10.1088/1367-2630/aab530
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.79.3490
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.036804
https://doi.org/10.1038/nphys1429
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.84.045419
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.88.161409
https://doi.org/10.1007/978-3-662-11900-6
https://doi.org/10.1088/0022-3719/4/16/025
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.44.6329
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.68.2512
https://doi.org/10.1147/rd.323.0306
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.58.R10135
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.99.045403
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.99.045403
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.61.16207
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.61.16207
https://doi.org/10.1088/1361-648x/abe266
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.114.080602
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.102.045415

[113]

[114]

[115]
[116]
[117]

[118]

[119]
[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]
[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

172

Maria Florencia Ludovico et al. “Periodic Energy Transport and Entropy Production in Quantum Elec-
tronics”. In: Entropy 18.419 (2016). DOI: 10.3390/e18110419.

R. S. Whitney et al. “Quantum Thermodynamics of Nanoscale Thermoelectrics and Electronic Devices.”
In: Thermodynamics in the Quantum Regime. Fundamental Theories of Physics. Ed. by F. Binder et al.
1st ed. Vol. 195. Springer, Cham, 2018.

Hernan L. Calvo et al. “Dynamical phase transition in vibrational surface modes”. In: Braz. J. Phys.
36.3b (2006), pp. 963-966. DOI: 10.1590/S0103-97332006000600044.

Axel D. Dente et al. “Dynamical regimes of a quantum SWAP gate beyond the Fermi golden rule”. In:
Phys. Rev. A 78.6 (2008), p. 062116. DOI: 10.1103/PhysRevA.78.062116.

Rail A. Bustos-Marin et al. “Buffering plasmons in nanoparticle waveguides at the virtual-localized
transition”. In: Phys. Rev. B 82.3 (2010), p. 035434. DOI: 10.1103/PhysRevB.82.035434.

E. Rufeil Fiori et al. “Non-Markovian decay beyond the Fermi Golden Rule: Survival collapse of the
polarization in spin chains”. In: Chemical Physics Letters 420.1 (2006), pp. 35-41. DOL: https://doi.
org/10.1016/j.cplett.2005.12.025.

A. D. Dente et al. “Non-Markovian decay and dynamics of decoherence in private and public environ-
ments”. In: Phys. Rev. A 84.4 (2011), p. 042104. DOI: 10.1103/PhysRevA.84.042104.

H. Hogreve. “On the (de) stabilization of quantum mechanical binding by potential barriers”. In: Physics
Letters A 201.2 (1995), pp. 111-118. DOI: https://doi.org/10.1016/0375-9601(95)00254-Z.

Alberto Garcia-Vela et al. “The role of orbiting resonances in the vibrational relaxation of Io(B, v’ = 21)
by collisions with He at very low energies: a theoretical and experimental study”. In: Phys. Chem. Chem.
Phys. 14.16 (2012), pp. 5570-5580. DOIL: 10.1039/C2CP24061K.

Ivan Cabanillas-Vidosa et al. “Direct evidences of scattering resonances enhancement in the vibrational
relaxation of I 2(B?’H(Tu, v = 21) by collisions with He at very low temperatures”. In: Chemical Physics
Letters 429.1 (2006), pp. 27-31. DOI: https://doi.org/10.1016/j.cplett.2006.07.089.

Ivan Cabanillas-Vidosa et al. “Vibrational energy transfer between I 2(B3Haru7v’ = 21) and He at very
low temperatures: Impulsive versus complex formation mechanisms assisted by tunneling through the
centrifugal barrier”. In: The Journal of Chemical Physics 129.14 (2008), p. 144303. DOI: 10.1063/1.

2987706.

Natalya A. Zimbovskaya. Transport Properties of Molecular Junctions. 1st. Springer Tracts in Modern
Physics. Springer, New York, NY, 2013. po1: 10.1007/978-1-4614-8011-2.

Eugen Merzbacher. Quantum Mechanics. 3rd ed. Quantum Physics and Field Theory. John Wiley and
Sons, Hoboken, 1998.

A. Messiah. Quantum Mechanics. Dover Books on Physics. Dover Publications, 2014.

J.R. Taylor. Scattering Theory: The Quantum Theory of Nonrelativistic Collisions. Dover Books on
Engineering. Dover Publications, 2006. DOI: 10.1063/1.3128052.

H. M. Pastawski et al. “‘Tight-Binding’ methods in quantum transport through molecules and small
devices: From the coherent to the decoherent description”. In: Rev. Mex. Fis. 47S1 (2001), pp. 1-23. DOI:
10.48550/arXiv.cond-mat/0103219.

Carlos J Cattena et al. “Generalized multi-terminal decoherent transport: recursive algorithms and appli-
cations to SASER and giant magnetoresistance”. In: Journal of Physics: Condensed Matter 26.34 (2014),
p. 345304. por: 10.1088/0953-8984/26/34/345304.

Rail A. Bustos-Marun et al. “Tailoring Optical Fields Emitted by Subwavelength Nanometric Sources”.
In: Plasmonics 9.4 (2014), pp. 925-934. DOI: 10.1007/s11468-014-9698-z.

Horacio M. Pastawski. “Revisiting the Fermi Golden Rule: Quantum dynamical phase transition as a
paradigm shift”. In: Physica B: Condensed Matter 398.2 (2007), pp. 278-286. DOL: https://doi.org/
10.1016/j . physb.2007.05.024.

Ingrid Rotter. “Dynamical Phase Transitions in Quantum Systems”. In: Journal of Modern Physics 1.5
(2010), pp. 303-311. DOI: 10.4236/jmp.2010.15043.

Savannah Garmon et al. “Analysis Technique for Exceptional Points in Open Quantum Systems and
QPT Analogy for the Appearance of Irreversibility”. In: International Journal of Theoretical Physics
51.11 (2012), pp. 3536-3550. DOI: 10.1007/510773-012-1240-5.

I Rotter et al. “A review of progress in the physics of open quantum systems: theory and experiment”.
In: Reports on Progress in Physics 78.11 (2015), p. 114001. DO1: 10.1088/0034-4885/78/11/114001.


https://doi.org/10.3390/e18110419
https://doi.org/10.1590/S0103-97332006000600044
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.78.062116
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.82.035434
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cplett.2005.12.025
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cplett.2005.12.025
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.84.042104
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0375-9601(95)00254-Z
https://doi.org/10.1039/C2CP24061K
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cplett.2006.07.089
https://doi.org/10.1063/1.2987706
https://doi.org/10.1063/1.2987706
https://doi.org/10.1007/978-1-4614-8011-2
https://doi.org/10.1063/1.3128052
https://doi.org/10.48550/arXiv.cond-mat/0103219
https://doi.org/10.1088/0953-8984/26/34/345304
https://doi.org/10.1007/s11468-014-9698-z
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physb.2007.05.024
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physb.2007.05.024
https://doi.org/10.4236/jmp.2010.15043
https://doi.org/10.1007/s10773-012-1240-5
https://doi.org/10.1088/0034-4885/78/11/114001

[135]

[136]
[137]
[138]

[139]

[140]

[141]
[142]
[143]

[144]

[145]

[146]

[147]
[148]
[149]
[150]
[151]
[152]
[153]
[154]
[155]
[156]
[157]

[158]

Andres Ruderman et al. “Molecular dissociation in presence of a catalyst: II. The bond breaking role
of the transition from virtual to localized states”. In: Materials Research Exzpress 3.8 (2016), p. 085017.
DOI: 10.1088/2053-1591/3/8/085017.

E. Sénchez-Burillo et al. “Dynamical signatures of bound states in waveguide QED”. In: Phys. Rev. A
96.2 (2017), p. 023831. DOI: 10.1103/PhysRevA.96.023831.

A. A. Gorbatsevich et al. “Unified theory of resonances and bound states in the continuum in Hermitian
tight-binding models”. In: Phys. Rev. B 96.20 (2017), p. 205441. DOI: 10.1103/PhysRevB.96.205441.

Savannah Garmon et al. “Non-Markovian dynamics revealed at a bound state in the continuum”. In:
Phys. Rev. A 99.1 (2019), p. 010102. DOI: 10.1103/PhysRevA.99.010102.

Gonzalo A. Alvarez et al. “Environmentally induced quantum dynamical phase transition in the spin
swapping operation”. In: The Journal of Chemical Physics 124.19 (2006), p. 194507. DO1: 10.1063/1.
2193518.

M. F. Mesleh et al. “Structural Information from Ion Mobility Measurements: Effects of the Long-
Range Potential”. In: The Journal of Physical Chemistry 100.40 (1996), pp. 16082—-16086. DOI: 10.1021/
jp961623v.

Barry J. Cox et al. “Mechanics of atoms and fullerenes in single-walled carbon nanotubes. 1. Acceptance
and suction energies”. In: Proc. R. Soc. A. 463 (2007), pp. 461-477. DOIL: 10.1098/rspa.2006.1771.

Niels Bode et al. “Scattering Theory of Current-Induced Forces in Mesoscopic Systems”. In: Phys. Rev.
Lett. 107.3 (2011), p. 036804. DOI: 10.1103/PhysRevLett.107.036804.

Lucas J. Fernandez-Alcazar et al. “Decoherence in current induced forces: Application to adiabatic quan-
tum motors”. In: Phys. Rev. B 92.7 (2015), p. 075406. DOI: 10.1103/PhysRevB.92.075406.

Hernan L. Calvo et al. “Real-time diagrammatic approach to current-induced forces: Application to
quantum-dot based nanomotors”. In: Phys. Rev. B 96.16 (2017), p. 165309. DOI: 10.1103/PhysRevB.
96.165309.

Maria Florencia Ludovico et al. “Enhanced performance of a quantum-dot-based nanomotor due to
Coulomb interactions”. In: Phys. Rev. B 98.23 (2018), p. 235409. DOI: 10.1103/PhysRevB.98.235409.

M. Hopjan et al. “Molecular junctions and molecular motors: Including Coulomb repulsion in electronic
friction using nonequilibrium Green’s functions”. In: Phys. Rev. B 98.4 (2018), p. 041405. por1: 10.1103/
PhysRevB.98.041405.

Feng Chen et al. “Current-Induced Forces for Nonadiabatic Molecular Dynamics”. In: The Journal of
Physical Chemistry A 123.3 (2019), pp. 693—-701. DOL: 10.1021/acs. jpca.8b09251.

A. M. Fennimore et al. “Rotational actuators based on carbon nanotubes”. In: Nature 424.6947 (2003),
pp. 408-410. por1: 10.1038/nature01823.

Pawel Utko et al. “Nanoelectromechanical coupling in fullerene peapods probed by resonant electrical
transport experiments”. In: Nature Communications 1.1 (2010), p. 37. DOIL: 10.1038/ncomms1034.

J. O. Island et al. “Few-Hundred GHz Carbon Nanotube Nanoelectromechanical Systems (NEMS)”. In:
Nano Letters 12.9 (2012), pp. 4564-4569. DOI: 10.1021/n13018065

R. Hoffmann-Vogel. “Electromigration and the structure of metallic nanocontacts”. In: Applied Physics
Reviews 4.3 (2017), p. 031302. DOI: 10.1063/1.4994691.

A Chatterjee et al. “Electromigration and morphological changes in Ag nanostructures”. In: Journal of
Physics: Condensed Matter 30.8 (2018), p. 084002. DOIL: 10.1088/1361-648%/aaa80a.

Brian Cunningham et al. “Nonconservative dynamics in long atomic wires”. In: Phys. Rev. B 90.11 (2014),
p. 115430. DoI: 10.1103/PhysRevB.90.115430.

Enrique Burzuri et al. “Franck—Condon Blockade in a Single-Molecule Transistor”. In: Nano Letters 14.6
(2014), pp. 3191-3196. DOI: 10.1021/n1500524w.

Bailey C. Hsu et al. “Effects of Current-Induced Forces on Pt—Benzene—Pt Single-Molecule Junctions”.
In: The Journal of Physical Chemistry C 118.5 (2014), pp. 2245-2252. DOIL: 10.1021/jp4073284.

Jing-Tao Lii et al. “Current-Induced Forces and Hot Spots in Biased Nanojunctions”. In: Phys. Rev. Lett.
114.9 (2015), p. 096801. DOI: 10.1103/PhysRevLett.114.096801.

Lei Gu et al. “Current-induced enhancement of DNA bubble creation”. In: New Journal of Physics 18.5
(2016), p. 053032. por: 10.1088/1367-2630/18/5/053032.

Jing-Tao Lii et al. “Electron and phonon drag in thermoelectric transport through coherent molecular
conductors”. In: Phys. Rev. B 93.20 (2016), p. 205404. DOI: 10.1103/PhysRevB.93.205404.

173


https://doi.org/10.1088/2053-1591/3/8/085017
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.023831
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.96.205441
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.99.010102
https://doi.org/10.1063/1.2193518
https://doi.org/10.1063/1.2193518
https://doi.org/10.1021/jp961623v
https://doi.org/10.1021/jp961623v
https://doi.org/10.1098/rspa.2006.1771
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.036804
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.92.075406
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.96.165309
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.96.165309
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.235409
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.041405
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.041405
https://doi.org/10.1021/acs.jpca.8b09251
https://doi.org/10.1038/nature01823
https://doi.org/10.1038/ncomms1034
https://doi.org/10.1021/nl3018065
https://doi.org/10.1063/1.4994691
https://doi.org/10.1088/1361-648x/aaa80a
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.90.115430
https://doi.org/10.1021/nl500524w
https://doi.org/10.1021/jp4073284
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.114.096801
https://doi.org/10.1088/1367-2630/18/5/053032
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.205404

[159]

[160]
[161]
[162]
[163]
[164]
[165]
[166]
[167]

[168]

[169]

[170]

[171]
[172]
[173]

[174]
[175]

[176]

[177]

[178]

[179]

[180]

[181]

[182]

174

Chit Siong Lau et al. “Redox-Dependent Franck—Condon Blockade and Avalanche Transport in a Graphene—
Fullerene Single-Molecule Transistor”. In: Nano Letters 16.1 (2016), pp. 170-176. poI: 10.1021/acs.
nanolett.5b03434.

Jonathan Brand et al. “Nonequilibrium Bond Forces in Single-Molecule Junctions”. In: Nano Letters
19.11 (2019), pp. 7845-7851. DOI: 10.1021/acs.nanolett.9b02845.

Christopher McCooey et al. “Curl maps in nanowires”. In: Phys. Rev. B 102.11 (2020), p. 115403. DOI:
10.1103/PhysRevB.102.115403.

Daniel Dundas et al. “Current-driven atomic waterwheels”. In: Nature Nanotechnology 4.2 (2009), pp. 99—
102. por: 10.1038/nnano.2008.411.

Raul Bustos-Marun et al. “Adiabatic Quantum Motors”. In: Phys. Rev. Lett. 111.6 (2013), p. 060802.
DOI: 10.1103/PhysRevLlett.111.060802.

A Celestino et al. “Rotational directionality via symmetry-breaking in an electrostatic motor”. In: New
Journal of Physics 18.6 (2016), p. 063001. DOI: 10.1088/1367-2630/18/6/063001.

Lucas J. Ferndndez-Alcazar et al. “Dynamics and decoherence in nonideal Thouless quantum motors”.
In: Phys. Rev. B 95.15 (2017), p. 155410. DOL: 10.1103/PhysRevB.95.155410.

H. H. Lin et al. “Current-induced rotations of molecular gears”. In: Journal of Physics Communications
3.2 (2019), p. 025011. poI: 10.1088/2399-6528/ab0731.

Maria Florencia Ludovico et al. “ Adiabatic response and quantum thermoelectrics for ac-driven quantum
systems”. In: Phys. Rev. B 93.7 (2016), p. 075136. DOL: 10.1103/PhysRevB.93.075136.

Giuliano Benenti et al. “Fundamental aspects of steady-state conversion of heat to work at the nanoscale”.
In: Physics Reports 694 (2017). Fundamental aspects of steady-state conversion of heat to work at the
nanoscale, pp. 1-124. DOIL: https://doi.org/10.1016/j.physrep.2017.05.008.

Rail A. Bustos-Martn et al. “Thermodynamics and Steady State of Quantum Motors and Pumps Far
from Equilibrium”. In: Entropy 21.824 (2019). DOL: 10.3390/e21090824.

Natalya A. Zimbovskaya et al. “Energy, Work, Entropy, and Heat Balance in Marcus Molecular Junc-
tions”. In: The Journal of Physical Chemistry B 124.13 (2020), pp. 2632—2642. DOIL: 10.1021/acs. jpcb.
0c00059.

Franco Chiaravalloti et al. “A rack-and-pinion device at the molecular scale”. In: Nature Materials 6.1
(2007), pp. 30-33. DOL: 10.1038/nmat1802.

Tibor Kudernac et al. “Electrically driven directional motion of a four-wheeled molecule on a metal
surface”. In: Nature 479.7372 (2011), pp. 208-211. DOI: 10.1038/nature10587.

Heather L. Tierney et al. “Experimental demonstration of a single-molecule electric motor”. In: Nature
Nanotechnology 6.10 (2011), pp. 625-629. DOI: 10.1038/nnano.2011.142.

R.M. Wald. General Relativity. University of Chicago Press, 1984.

Maria Florencia Ludovico et al. “Dynamics of energy transport and entropy production in ac-driven
quantum electron systems”. In: Phys. Rev. B 94.3 (2016), p. 035436. DOI: 10.1103/PhysRevB.94.035436.

P N Butcher. “Thermal and electrical transport formalism for electronic microstructures with many
terminals”. In: Journal of Physics: Condensed Matter 2.22 (1990), pp. 4869-4878. pOI: 10.1088/0953-
8984/2/22/008.

F. Haupt et al. “Heat, molecular vibrations, and adiabatic driving in non-equilibrium transport through
interacting quantum dots”. In: physica status solidi (b) 250.11 (2013), pp. 2315-2329. DOL: https://doi.
org/10.1002/pssb.201349219

Federico D. Ribetto et al. “Role of coherence in quantum-dot-based nanomachines within the Coulomb
blockade regime”. In: Phys. Rev. B 103.15 (2021), p. 155435. DOI: 10.1103/PhysRevB.103.155435.

Vincent F. Kershaw et al. “Nonequilibrium Green’s function theory for nonadiabatic effects in quantum
electron transport”. In: The Journal of Chemical Physics 147.22 (2017), p. 224109. por: 10.1063/1.
5007071.

Vincent F. Kershaw et al. “Non-adiabatic effects of nuclear motion in quantum transport of electrons: A
self-consistent Keldysh-Langevin study”. In: The Journal of Chemical Physics 153.15 (2020), p. 154101.
DOI: 10.1063/5.0023275.

A. P. Jauho. “Introduction to the Keldysh Nonequilibrium Green Function Technique”. In: Lect. notes
17 (2006).

Benoit Gaury et al. “Numerical simulations of time resolved quantum electronics”. In: Physics Reports
534 (2014), pp. 1-37. DOI: 10.1016/j.physrep.2013.09.001.


https://doi.org/10.1021/acs.nanolett.5b03434
https://doi.org/10.1021/acs.nanolett.5b03434
https://doi.org/10.1021/acs.nanolett.9b02845
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.102.115403
https://doi.org/10.1038/nnano.2008.411
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.111.060802
https://doi.org/10.1088/1367-2630/18/6/063001
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.95.155410
https://doi.org/10.1088/2399-6528/ab0731
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.075136
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physrep.2017.05.008
https://doi.org/10.3390/e21090824
https://doi.org/10.1021/acs.jpcb.0c00059
https://doi.org/10.1021/acs.jpcb.0c00059
https://doi.org/10.1038/nmat1802
https://doi.org/10.1038/nature10587
https://doi.org/10.1038/nnano.2011.142
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.94.035436
https://doi.org/10.1088/0953-8984/2/22/008
https://doi.org/10.1088/0953-8984/2/22/008
https://doi.org/https://doi.org/10.1002/pssb.201349219
https://doi.org/https://doi.org/10.1002/pssb.201349219
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.103.155435
https://doi.org/10.1063/1.5007071
https://doi.org/10.1063/1.5007071
https://doi.org/10.1063/5.0023275
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2013.09.001

[183]
[184]

[185]

[186]
[187]
[188]
[189]
[190]
[191]
[192]

[193]
[194]
[195]
[196]
[197]
[198]

[199]
[200]
[201]

[202]

Thomas Kloss et al. “Tkwant: a software package for time-dependent quantum transport”. In: New
Journal of Physics 23 (2021). DOI: 10.1088/1367-2630/abddf7.

Niels Bode et al. “Current-induced forces in mesoscopic systems: A scattering-matrix approach”. In:
Beilstein Journal of Nanotechnology 3 (2012), pp. 144-162. DOI: 10.3762/bjnano.3. 15.

Massimiliano Esposito et al. “Nonequilibrium fluctuations, fluctuation theorems, and counting statistics
in quantum systems”. In: Rev. Mod. Phys. 81.4 (2009), pp. 1665-1702. DOI: 10.1103/RevModPhys.81.
1665.

Supriyo Datta. Quantum Transport: Atom to Transistor. Cambridge University Press, 2005. DOIL: 10.
1017/CB09781139164313.012.

Dominik V. Scheible et al. “Silicon nanopillars for mechanical single-electron transport”. In: Applied
Physics Letters 84.23 (2004), pp. 4632-4634. pDOI: 10.1063/1.1759371.

Kerson Huang. Introduction to statistical physics. 2nd ed. Chapman and Hall/CRC, 2009. pDo1: 10.1201/
9781439878132.

M. Biittiker et al. “Generalized many-channel conductance formula with application to small rings”. In:
Phys. Rev. B 31.10 (1985), pp. 6207-6215. DOI: 10.1103/PhysRevB.31.6207.

M. Biittiker. “Role of quantum coherence in series resistors”. In: Phys. Rev. B 33.5 (1986), pp. 3020-3026.
DOI: 10.1103/PhysRevB.33.3020.

Jorge L. D’Amato et al. “Conductance of a disordered linear chain including inelastic scattering events”.
In: Phys. Rev. B 41.11 (1990), pp. 7411-7420. DOI: 10.1103/PhysRevB.41.7411.

G. Barton et al. Elements of Green’s Functions and Propagation: Potentials, Diffusion, and Waves.
Oxford science publications. Clarendon Press, 1989.

Richard L. Burden et al. Numerical Analysis. 10th ed. Cengage Learning, 2015.

Michael Spivak. Calculus. 4th. Cambridge University Press, 2012.

James Stewart. Multivariable Calculus. 9th. Cengage Learning, 2015.

N.W. Ashcroft et al. Solid State Physics. HRW international editions. Holt, Rinehart and Winston, 1976.
K. Hoffman et al. Linear Algebra. Prentice-Hall, 1971.

Murray Gell-Mann et al. “Bound States in Quantum Field Theory”. In: Phys. Rev. 84.2 (1951), pp. 350—
354. DOI: 10.1103/PhysRev.84.350.

R.D. Mattuck. A Guide to Feynman Diagrams in the Many-body Problem. Dover Books on Physics Series.
Dover Publications, 1992.

Alex Kamenev. Field Theory of Non-Equilibrium Systems. Cambridge University Press, 2011. DOI: 10.
1017/CB09781139003667.

M. W. Wong. Weyl Transforms. 1st ed. Universitext. Springer New York, NY, 1998. po1: 10. 1007/
b98973.

Thomas L. Curtright et al. “Quantum Mechanics in Phase Space”. In: Asia Pacific Physics Newsletter
01.01 (2012), pp. 37-46. DOI: 10.1142/82251158X12000069.

175


https://doi.org/10.1088/1367-2630/abddf7
https://doi.org/10.3762/bjnano.3.15
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.81.1665
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.81.1665
https://doi.org/10.1017/CBO9781139164313.012
https://doi.org/10.1017/CBO9781139164313.012
https://doi.org/10.1063/1.1759371
https://doi.org/10.1201/9781439878132
https://doi.org/10.1201/9781439878132
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.31.6207
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.33.3020
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.41.7411
https://doi.org/10.1103/PhysRev.84.350
https://doi.org/10.1017/CBO9781139003667
https://doi.org/10.1017/CBO9781139003667
https://doi.org/10.1007/b98973
https://doi.org/10.1007/b98973
https://doi.org/10.1142/S2251158X12000069

	Agradecimientos
	Glosario
	Índice de figuras
	Introducción general
	Sistemas cuánticos
	Sistemas de muchas partículas

	Transporte electrónico
	Fórmula de Landauer
	Fuerzas inducidas por corrientes
	Corriente de calor y entropía

	Organización de la tesis

	Dinámica cuántica en sistemas abiertos
	Introducción
	Teoría
	Sistemas abiertos

	Modelo mínimo de transporte cuántico
	Transiciones de fases dinámicas cuánticas (TFDCs).
	Modelo tight-Binding.
	Polos y transiciones de fases dinámicas cuánticas del sistema

	Estados metaestables en complejos colisionales
	Técnica aplicada a los complejos colisionales
	Potencial de Morse
	Potencial de Lennard-Jones

	Conclusiones

	Fuerzas inducidas por corrientes en sistemas de una resonancia simple
	Introducción
	Corriente de cargas
	Corriente de partículas en el formalismo de Keldysh

	Fuerzas Inducidas por Corrientes
	Fuerzas Inducidas por Corrientes en el formalismo de Keldysh
	Expansión de las FICs
	Trabajo realizado por las fuerzas adiabáticas
	FICs en nuestro modelo Hamiltoniano

	Resultados
	Potencial de equilibrio
	Rotor de las fuerzas adiabáticas
	Tensor de rozamiento electrónico
	Maximización del trabajo por ciclo

	Conclusiones

	Correcciones de orden superior a las corrientes de carga, calor y a las FICs
	Introducción
	Sistema cuántico abierto
	Funciones de Green para sistemas abiertos fuera del equilibrio
	Ecuación de movimiento para la función de Green
	Función de Green menor

	Observables 
	Fuerza generalizada
	Fuerza estocástica en sistemas no interactuantes
	Corriente de partículas
	Corriente de energía
	Corriente de calor

	Modelo tight-binding de un nanopilar
	Corrientes de partículas en el nanopilar
	Corrientes de calor en el nanopilar

	Conclusión

	Corriente de entropía y eficiencia de máquinas cuánticas
	Introducción
	Corriente de entropía
	Eficiencias de máquinas cuánticas impulsadas por RINs
	Formulación de Landauer-Büttiker aplicada a la corriente de entropía
	Ejemplo de un RIN
	Conclusiones

	Conclusiones generales
	Operadores de Green y método tight-binding
	Funciones de Green y operadores de Green
	Fuentes y ondas dispersadas en mecánica cuántica
	Funciones de Green dependientes del tiempo en mecánica cuántica
	Función de Green retardada dependiente del tiempo 
	Función de Green dependiente del tiempo avanzada
	Operadores de Green
	Hamiltonianos independientes del tiempo
	Funciones de Green dependientes de la energía
	Operador de Green retardado dependiente de la energía
	Operador de Green avanzado dependiente de la energía

	Método de decimación
	Decimación en sistemas abiertos
	Cadena tight-binding unidimensional

	Hojas de Riemann y polos del operador de Green
	Sistema de dos cuerpos
	Propiedades de los armónicos esféricos
	Soluciones de la ecuación radial

	Diferencias finitas para un Hamiltoniano con potencial central
	Dinámica en sistema con potenciales centrales

	Fuerzas inducidas por corrientes a primer orden
	Potencial de equilibrio
	Expansión en serie de la fuerza de no equilibrio 
	Expansión en serie del potencial químico.
	Expansión asintótica de la temperatura.
	Expansión en potencial químico y temperaturas a primer orden.

	Tensor de rozamiento de equilibrio
	Expresión general del rotor
	Variables mecánicas y fuerzas inducidas por corrientes
	Funciones de Green del sistema propuesto
	Componentes de las fuerzas

	Elementos del rotor del modelo tight-binding
	Función de Green menor adiabática
	Transmitancia y densidad local de estados
	Elemento del rotor de la fuerza para =Ed
	Elemento del rotor de la fuerza para =VL
	Elemento del rotor de la fuerza para =VR
	Expansión del rotor de la fuerza

	Tensor de fricción electrónica en el modelo tight-binding
	Función espectral
	Elemento del tensor de rozamiento EdEds,eq
	Elemento del tensor de rozamiento VLVLs,eq
	Elemento del tensor de rozamiento VRVRs,eq
	Elemento del tensor de rozamiento EpVLs,eq
	Elemento del tensor de rozamiento EpVRs,eq
	Elemento del tensor de rozamiento VLVRs,eq

	Ejemplo concreto de un sistema tight-binding.

	Expansiones adiabáticas de funciones de Green de no equilibrio
	Funciones de Green de no equilibrio
	Funciones de Green en el espacio real y ecuación de Keldysh

	Transformada de Weyl-Wigner
	Distribución cuasi-probabilística de Wigner para tiempo-energía
	Expansión en gradientes tiempo-energía.

	Transformada de Weyl-Wigner de la ecuación de Dyson
	Expansión adiabática de los operadores de Green retardado y avanzado
	Expansión adiabática del operador de Green menor

	Solución Iterativa de la Cuasi-distribución de Wigner para las funciones de Green
	Función de Green retardada y avanzada a segundo orden
	Función de Green menor a segundo orden

	Fuerzas Estocásticas
	Transformada de Weyl-Wigner de la correlación de las fuerzas estocásticas
	Fuerzas estocásticas: Correlaciones locales en el tiempo
	Expansión de la correlación de las fuerzas Estocásticas a primer orden

	Expansión adiabática de la corriente de partículas
	Expansión de la corriente de partículas a segundo orden
	Corriente de partículas adiabática I(0)
	Corrección a primer orden I(1) en la aproximación de banda ancha

	Corrientes de energía
	Expansión adiabática de la corriente de energía.


	Reservorios incoherentes de no equilibrio (RINs)
	Corrientes de entropía utilizando temperaturas efectivas
	Menciones sobre segunda Ley
	Interpretación del término E.
	Ejemplo de demonio-N
	Potencia
	Coeficiente de rendimiento para el demonio-N
	Coeficiente de rendimiento en el límite de 43


	Bibliografía

