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Resumen

En este trabajo, estudiamos la existencia de clases fantasma en la cohomologia de
las variedades de Shimura asociadas a los grupos algebraicos GSps y GU(2,n — 2),
para n > 4. Utilizamos ciertos argumentos sobre los pesos de las estructuras de Hodge
mixtas asociadas a los espacios de cohomologia involucrados en la definicion del espacio
de clases fantasma.
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1 Introduccién

Sea (G, X) un par de Shimura y (p, V') una representacién algebraica irreducible de G, en-
tonces para cada subgrupo compacto abierto K C G(A/) y bajo ciertas condiciones en V' y
G, V induce un sistema local en la variedad de nivel correspondiente Sy = Shx (G, X) que
serd denotado por V. Denotamos por Sy la compactificacién de Borel-Serre de Sk y por 95k
su borde, entonces tomando el limite proyectivo sobre el conjunto de subgrupos compactos
abiertos K C G(Ay) obtenemos la variedad de Shimura S, su compactificacién de Borel-Serre
Sy suborde 9S. Las variedades Sk son llamadas variedades de nivel finito mientras que S se
la llama la variedad en nivel infinito. Supongamos que ya hemos elegido un toro maximal T’
en GG, un Q-toro desplegado maximal en GG contenido en T' y un sistema de raices positivas en
los respectivos sistemas de raices asociados tales que son compatibles. Por estas elecciones en
el Q-sistema de raices tenemos un conjunto inducido P(G) de Q-subgrupos parabdlicos de G,
el conjunto de Q-subgrupos parabdlicos estandares. Para cada subgrupo compacto abierto
K C G(Ay), 0S i puede ser escrito como la unién de caras indexadas por los Q-subgrupos
parabdlicos estandares de G, y para cada P € P(G) denotaremos por Op i su correspondiente
cara en 0Sk. Tenemos las nociones andlogas para el nivel infinito y también se cumple que
0S estéd cubierto por caras dp indexadas por los elementos de P(G).

Una propiedad de la compactificacién de Borel-Serre es que la inclusién Sx < S es
una equivalencia homotépica, entonces se puede extender V a un sistema local en S deno-
tado también por V, obteniendo un isomorfismo H%(Sy,V) = H9(Sg,V) para cada ¢, y
considerando su correspondiente restriccion al borde de la compactificacion de Borel-Serre
obtenemos la siguiente sucesion exacta larga en cohomologia

. — HY(Sk, V) — HY(Sk,V) = HY(9Sk,V) — ...

donde H?(Sk,V) denota la cohomologfa a soporte compacto.

Por otro lado, el cubrimiento de Sk dado por las caras asociadas a los Q-subgrupos
parabdlicos estandares induce una sucesion espectral que converge a la cohomologia del borde
H*(dSk, V).

Si G tiene Q-rango semisimple 2 entonces P(G) consiste de tres elementos, un Q-subgrupo
parabolico estandar minimal denotado por Py y dos maximales denotados por P; y P, esto
reduce la sucesion espectral mencionada a una sucesion exacta larga en cohomologia dada
por

—>Hq(85K, )—>Hq((91K, )@Hq(agj(, )—>Hq(80[(, )—>

Todas las variedades de Shimura consideradas en este trabajo tendran Q-rango semisimple 2
y entonces tendremos siempre la segunda sucesién exacta larga en cohomologia.

Los resultados de este trabajo envuelven las variedades de nivel infinito, por lo que tra-
bajaremos principalmente en el marco del nivel infinito. Como consecuencia necesitaremos
enunciar las sucesiones exactas largas ya mencionadas, en la forma mas conveniente:

.— HIY(S, V) — HY(S,V) — HYIS,V) —

.— HY9S,V) — HY(d,,V) & HY(0,, V) = HY(0,, V) —

Ahora podemos definir el objeto central de este trabajo, los espacios de clases_fagtasma.
El espacio de g-clases fantasma Gh?(V') estd definido como el subespacio de H4(9S, V') dado



por la interseccion de la imagen del morfismo

HY(S, V) — HYdS,V)
con el nucleo de cada morfismo
HY(9S,V) — HY(0p,V)

correspondiente a cada Q-subgrupo parabdlico estandar P de GG. En los casos presentados en
este trabajo, el espacio Ghi(V') de ¢-clases fantasma puede ser descrito como la interseccién
de la imagen del morfismo

HY(S,V) — HY0S,V)

con el nicleo de

HY(OS,V) — HY(0,,V) @& HY(0s,V)

El objetivo de esta investigacion es el de estudiar la existencia, o no, de clases fantasma
para ciertas variedades de Shimura y la principal estrategia para llevarlo a cabo proviene de
la teoria de las estructuras de Hodge mixtas.

Por la teorfa de Saito de médulos de Hodge mixtos y por los resultados en [H-Z II], cada
término en las ultimas dos sucesiones exactas largas esta dotado de una estructura de Hodge
mixta y los correspondientes morfismos son morfismos de estructuras de Hodge mixtas, por lo
que el espacio de clases fantasma esta dotado de una estructura de Hodge mixta. Utilizando
informacion sobre los espacios de cohomologia en dichas sucesiones exactas largas, podemos
obtener informacion sobre los posibles tipos de la estructura de Hodge mixta del espacio de
clases fantasma.

La informacién sobre los espacios Gh?(V) serd obtenida por el estudio de los morfis-
mos H4(S,V) — HY(0S,V), H'(0,V) — HIT Y0, V) y H'(0,,V) — HT(0,,V)
como también por consideraciones en las estructuras de Hodge mixtas asociadas a los cor-
respondientes espacios de cohomologia. Mientras que los argumentos para el estudio de los
primeros dos morfismos provienen de consideraciones en los pesos, el estudio del morfismo
H1 Yy, V) — H11(dy, V) seré basado en resultados de [Hal.

Sabemos que los pesos en la estructura de Hodge mixta asociada a H9(Sk, ‘7) son >
q+wt(V), donde wt(V') es el peso de la variacién (compleja) de estructuras de Hodge en Sk
definida por V, mientras que los pesos en HIT'(Sg, V) son < (¢ + 1) + wt(V), por lo tanto
lo mismo ocurre en el nivel infinito y llamamos a g + wt(V') el peso medio. Una pregunta
interesante en el estudio de los pesos posibles en el espacio de g-clases fantasma es si su
estructura de Hodge mixta tiene pesos iguales al peso medio y/o al peso medio mas uno, y
en el caso que Ghi(V') satisfaga esta propiedad para todo nimero natural g diremos que la
representacion V satisface la propiedad débil del peso medio.

Para un espacio localmente simétrico conexo I'\ X, asociado a un grupo algebraico semisim-
ple G definido sobre Q y un subgrupo aritmético I' C G(Q) y un sistema local V asociado
a una representacion irreducible V' de G tenemos una descomposiciéon del espacio de coho-
mologia H%(e/(P), V) asociado a la cara ¢/(P) de la compactificacién de Borel-Serre corres-
pondiente a un subgrupo parabdlico P del grupo algebraico semisimple dado. Esta descom-
posicién puede encontrarse, por ejemplo, en la seccién 5 de [S II]. Para los objetivos de este
trabajo necesitamos la version adélica de dicha descomposicion, como puede encontrarse en
[Ha] para el grupo G Ls.



Escribimos, sin mas explicacion, la descomposicion

H(0p, V)= P In dp(A ) HOT O (M W, )

weWwr

que puede encontrarse en[Ha| y [S] y puede obtenerse utilizando, entre otras cosas, el teorema
de Kostant ([K]). En la tltima expresién W denota cierto subconjunto del grupo de Weyl
asociado al sistema de raices ®(G,T), I(w) denota la longitud del elemento w, A denota el
peso maximal de la representacion irreducible V', W, (1) es la representacion irreducible del
subgrupo de Levi Mp de P de peso maximal w,(\) asociado a w y m(G(R)) es el grupo de
componentes conexas de G(R). Esta descomposicién es muy til para un mejor entendimiento
de las estructuras de Hodge mixtas asociadas a los espacios de cohomologia H9(0p, f/), como
podemos ver en (5.5.6) de [H-Z II].

Para cada Q-subgrupo parabdlico estandar maximal P tenemos una descomposicién de
su subgrupo de Levi Mp en su parte hermitiana Gy p y su parte lineal Gy p y G), p forma
parte de un par de Shimura (Gj p, hp).

Entonces los pesos en la estructura de Hodge mixta en cada sumando directo H~{®) (SMp Ww*( )
estan determinados por el morfismo de peso asociado al par de Shimura (G, p, hp) y la re-
presentacion irreducible Ww*( ) de Mp. Para un Q-subgrupo parabdlico estdndar no maximal
() tenemos un Q-subgrupo parabdlico estdndar maximal de G asociado P (con la notacién
de [H-Z III] se dice que @ esta subordinado a P y se denota II(Q) = P) y los pesos en la
estructura de Hodge mixta en H9~ /) (SMa, Ww*(,\)) seran determinados por (G p, hp) y la
representacion irreducible Ww*o\) de My.

Para determinar los pares de Shimura (G}, p, hp) utilizamos las primeras paginas de [H II]
donde primero necesitamos determinar el morfismo de Cayley admisible wp : G,,, — Ap con
Ap un subgrupo de Mp.

Daremos a continuacion un pequeno resumen de los contenidos y resultados presentados
en este trabajo.

En primer lugar, utilizamos algunas estrategias relativas a los pesos en las estructuras de
Hodge mixtas tratadas en este trabajo, para ello una de las principales herramientas es una
sucesion exacta larga en cohomologia, que es también una sucesion exacta de estructuras de
Hodge mixtas, que involucra la cohomologia a soporte compacto y la cohomologia del borde.
Como podremos observar, hay dos pesos para los cuales es dificil obtener informacién por
medio del uso de esta sucesion, el peso medio y el peso medio mas uno, para ser mas preciso,
para una clase en la cohomologia del borde 95 cuyo peso en la estructura de Hodge mixta
correspondiente no es ni el peso medio ni el peso medio mas uno, podemos determinar exac-
tamente cuando dicha clase se encuentra en la imagen del morfismo H9(S, V) — H?(0S,V),
y esta imagen es uno de los ingredientes principales en la definiciéon de las clases fantasma.

En este trabajo estudiamos la existencia de clases fantasma en la cohomologia del borde
de la compactificacion de Borel-Serre de la variedad de Shimura correspondiente y en los casos
donde no podemos determinar exactamente si existen o no clases fantasma, determinamos los
posibles pesos en la estructura de Hodge mixta asociada al espacio de clases fantasma. Una
pregunta interesante es cuando estos pesos posibles pertenecen siempre al conjunto formado
por el peso medio y el peso medio mas uno. Como ya hemos dicho, diremos que el sistema
local V satisface la propiedad débil del peso medio si esto ocurre y mas ain diremos que
satisface la propiedad del peso medio si el inico peso posible en dicha estructura de Hodge
mixta es el peso medio.

En la seccién 3 trabajamos en la variedad de Shimura asociada al grupo simpléctico de



similitudes GSp, (dicho grupo tiene Q-rango semisimple 2), este caso ha sido parcialmente
estudiado en algunos trabajos y en esta seccién daremos no solo un tratamiento completo
de este caso sino que también estaremos aplicando estrategias que involucran los pesos en
las estructuras de Hodge mixtas asociadas a los espacios que aparecen en la definicién del
espacio de clases fantasma. Dichas estrategias, cuando son aplicadas en las variedades de
Shimura tratadas en la seccion 4 dan nuevos resultados sobre la existencia de clases fantasma
y sobre los pesos posibles en los espacios de clases fantasma.

En la secciéon 3, las representaciones algebraicas irreducibles de G\Sp, son parametrizadas
por pesos maximales que estan dados por una expresion de la forma A = my\| +moX,+ck. En
este marco probaremos que, salvo cuando m; = my = 0, no hay clases fantasma mientras que
en los casos en los cuales m; = my = 0 se prueba que las tnicas clases fantasma pertenecen
al espacio de cohomologia de grado 2 y una construccion de tales clases en la imagen del
morfismo de Borel puede encontrarse en [KR], mas ain tenemos que para este caso las clases
fantasma tienen peso igual al peso medio, en otras palabras probaremos que en los casos
my1 = mo = 0 el sistema local correspondiente satisface la propiedad del peso medio.

En la seccion 4 utilizamos dichas estrategias para tratar el espacio de cohomologia del
borde de la compactificacién de Borel-Serre de la variedad de Shimura asociada al grupo
unitario de similitudes GU(2,n — 2) para n > 4. Dividiremos este estudio en los casos n = 4
y n > 4. Las representaciones algebraicas irreducibles de GU(2,n — 2) estdn parametrizadas
por (n + 1)-uplas (ai,...,a,,c) donde a; > ... > a, y ¢ es congruente a » ., a; médulo
2. Con esta notaciéon y para n = 4 probaremos que en los casos en los cuales a; # as o
az # ay, esto incluye los pesos regulares, no hay clases fantasma y para los casos a; = as y
az = ay determinamos los pesos y el grado en cohomologia de las posibles clases fantasma,
obteniendo que para los casos a; = as y az = ay el sistema local correspondiente satisface al
menos la propiedad débil del peso medio.

Finalmente trabajaremos en el caso n > 4 obteniendo que para los sistemas locales
definidos por pesos maximales regulares no hay clases fantasma. En los casos no regulares
obtenemos algunas descripciones de los pesos posibles en los espacios de clases fantasma y
con dichas descripciones podemos probar que la propiedad débil del peso medio se cumple
paran =5y en el caso n = 6 daremos algunas condiciones especificas para los tinicos casos
en los cuales la propiedad débil del peso medio podria no ser satisfecha.

2 Preliminares

En esta seccién vamos a presentar las definiciones y los resultados utilizados en este trabajo.

2.1 Teoria de Hodge

Primero presentaremos algunos aspectos de la teoria de las estructuras de Hodge y luego
continuaremos en la siguiente secciéon presentando la definicién de un par de Shimura y la
construccién de la correspondiente variedad de Shimura.

Definicién 1. Una estructura de Hodge real es un espacio vectorial real V' junto con una
descomposicion

Ve=VerC=pvr

DP,9EL

de tal manera que VP9 =Var Vp q € Z.



Los pares (p, q) tales que VP17 £ ( se los llama los tipos de la estructura de Hodge real.
Consideremos una estructura de Hodge real en un espacio vectorial real V', entonces los

subespacios
@ VPa \Z

p+q=n

para n € Z, estan claramente definidos sobre R e inducen una descomposicién, llamada la
descomposicion por los pesos, denotada por

vz@vn.

neL

Si R C R es un subanillo y Vz es un R-submddulo tal que V = Vg ®g R y todos los sub-
espacios V,, C V estan definidos sobre R entonces decimos que Vg junto con la descomposicién
de Hodge de V¢ es una R-estructura de Hodge.

Por la caracterizacion de las representaciones de un toro algebraico podemos ver que
definir una estructura de Hodge real en un R-espacio vectorial V' es lo mismo que dar un
homomorfismo algebraico definido sobre R desde el grupo algebraico real S = Resc/rGy,
a GL(V), donde Resc/r denota la restriccién de escalares de Weil. Mas precisamente, si
identificamos S(C) con C* x C* de tal manera que la inclusién S(R) — S(C) esta dada por

C*—->C*xC* 2z (z,2)

entonces para una estructura de Hodge real en V dada por Vo = @,,VP? definimos la
representacion algebraica S¢ — GL(V¢) por

(21,22) 0 = 2Pz 0 V(z1,29) € S

y esta representacién esta definida sobre R, luego podemos asociar a la estructura de Hodge
real dada una representacién algebraica S — GL(V'). Por otro lado, dada una representacion
algebraica S — G L(V') podemos considerar la correspondiente representacién S¢ — GL(V¢),
luego definimos por VP C V¢ el subespacio vectorial complejo que consiste de los elementos
v € Vi tales que (z1,22)v = 21725 V(z1,22) € Sc y de esta manera obtenemos una
estructura de Hodge en V.

Si la estructura de Hodge real V' satisface V' = V|, para algiin n € Z entonces decimos
que V es una estructura de Hodge de peso n.

Dadas Vg, Wg dos R-estructuras de Hodge de peso k, (R C R subanillo) un morfismo de
R-estructuras de Hodge de Vi a Wx es un morfismo de R-médulos f : Vg — Wg tal que su
extension fc : VR @g C = W ®p C satisface fc(VP9) C WP,

La descomposiciéon de Hodge de una R-estructura de Hodge de peso k esta determinada
por su filtracion de Hodge, que es la filtracién decreciente F*V definida por

Fr V — ®pZT Vp,q

donde Ve = @pig=rVP? es la correspondiente descomposiciéon de Hodge. Describir una
estructura de Hodge por medio de su filtracién de Hodge es mas conveniente dado que es la
descripcion utilizada en la definicion de una variacién de estructuras de Hodge, una nocién
importante que veremos en lo que sigue. En este marco observamos que podemos utilizar la
definicién equivalente de un morfismo de R-estructuras de Hodge Vg, Wg de peso k como un
morfismo de R-mdédulos f : Vz — Wx cuya extension a Vg @ C — Wgi ®p C preserva las



respectivas filtraciones de Hodge.

Como ya hemos mencionado, otra nociéon importante es la de una variacion de estructuras
de Hodge (VHS), que consiste de una estructura de Hodge para cada punto de una variedad
compleja tal que ciertas propiedades son satisfechas. Para ser mas precisos daremos una
definicion de dicho objeto.

Definicién 2. Dada una variedad compleja X con haz de funciones holomorfas Ox, una
variacion de estructuras de Hodge de peso k en X consiste de un sistema local Vy de gru-
pos abelianos finitamente generados en X junto con una filtracion decreciente finita del fi-
brado wvectorial holomorfo V = Vz ®z Ox por subfibrados vectoriales holomorfos F' tales
que ellos inducen, en cada fibra, una estructura de Hodge de peso k y la conexion natural
V:V = VR, Q% satisface la condicién de transversalidad de Griffiths (en otras palabras, si
denotamos por V la conezidn plana asociada al sistema local V' entonces VF' C F 1@, Nk,
donde Q% denota el fibrado vectorial de 1-formas holomorfas).

Los principales espacios que vamos a estudiar en este trabajo estdn dotados de una es-
tructura de Hodge mixta, esta es una estructura mas general y continuamos con la definicion
de dicho objeto.

Definicién 3. Sea Hz un grupo abeliano finitamente generado, una estructura de Hodge
mazta en Hy consiste de una filtracion decreciente finita F*H de Hz,®7zC, llamada la filtracion
de Hodge, y una filtracion creciente finita W*H de Hy ®z Q, llamada la filtracion por los
pesos, tal que para cada k € 7 la filtracion de Hodge induce una estructura de Hodge de peso
k en el espacio cociente

Gr) = WrEH/WFH.

Dadas (Hz, W*H,F*H) y (Hz, W*H, F*H) estructuras de Hodge mixtas, un morfismo
de estructuras de Hodge mixtas de Hy a lfIZ es un morfismo de grupos abelianos de Hyz a
]:IZ tal que sus extenciones a Hz ®7 Q v Hz ®7 C son compatibles con las filtraciones por los
pesos v la de Hodge respectivamente.

Podemos también definir estructuras de Hodge mixtas racionales solo remplazando Z por
Q en la definiciéon anterior.

Otra importante generalizacién de las nociones de estructura de Hodge real y variacion
de estructuras de Hodge, que también es utilizada en este trabajo es la de una estructura de
Hodge compleja y variacién compleja de estructuras de Hodge y a continuacién daremos las
definiciones correspondientes.

Definicién 4. Una estructura de Hodge compleja es un C-espacio vectorial de dimension
finita E junto con una descomposicion

E=p B

DP,qEL

en suma directa de C-subespacios vectoriales y decimos que es una estructura de Hodge com-
pleja de peson si EP? =0 siempre que p 4+ q # n.

Podemos ver que dar una estructura de Hodge compleja es equivalente a dar una repre-
sentaciéon algebraica del grupo algebraico Sc.

Esta definicion es mas adecuada para los propdsitos de este trabajo dado que conside-
raremos familias de estructuras de Hodge definidas por la composicion de ciertos homomor-
fismos h : S — G provinientes de la definiciéon de un par de Shimura, y una representacion
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algebraica de G que sera considerada absolutamente irreducible y entonces no necesariamente
definida sobre R. Es por ello que en lugar de una variacién de estructuras de Hodge en la
variedad de Shimura considerada, obtendremos una variaciéon compleja de estructuras de
Hodge. A continuacién daremos la definicién de dicho objeto, como puede encontrarse por
ejemplo en [Z].

Definicién 5. Dada una variedad compleja X, una variacion compleja de estructuras de
Hodge de peso k en X es un sistema local V en X de C-espacios vectoriales de dimension
finita tal que para cada punto x € X hay una estructura de Hodge compleja de peso k en la
fibra

Ve = GprgiHE"

de tal manera que se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Dados p,q € Z tales que p 4+ q = n y denotando por V el fibrado vectorial holomorfo
asociado al sistema local V', los espacios vectoriales HP? definen un subfibrado vectorial
C®, HP? de V.

1) Para cada s € Z el fibrado vectorial F° = @,>sHP? es holomorfo y el fibrado vectorial
— p=
F = Dy>sHP? es antiholomorfo.

(iii) Para cada i € Z tenemos que VF' C F' ' Qo Q% y VE cF ! R0, U donde V es
la conexion plana asociada al sistema local V.

2.2 Variedades de Shimura

Definicién 6. Un par de Shimura es un par (G,X) que consiste de un grupo algebraico
reductivo conexo G definido sobre Q y una G(R)-clase de conjugacion X de homomorfismos
de R-grupos algebraicos h : S — Gg tal que:

SV1 Para todo h € X, la estructura de Hodge en g = Lie(Ggr) dada por el homomorfismo
Adg o h es de tipo (—1,1) + (0,0) + (1,—1). Para h € X denotamos la estructura de
Hodge correspondiente por

0,0 11 1,-1
gc=g " @g e Y.

SV2 Para todo h € X, adg(h(i)) induce una involucion de Cartan en G (donde G denota
el grupo adjunto de G ).

Como consecuencia de esta definicion tenemos la siguiente observacién:

Observacion 7. Si (G, X) es un par de Shimura y h € X, consideramos el homomorfismo
candnico de grupos algebraicos reales v : G, g — S, entonces la imagen del morfismo h o
i Gpr — Gr es central (dado que su composicion con la representacion adjunta es tri-
vial). Entonces dicho homomorfismo de grupos algebraicos reales G,,g — Gr no depende del
elemento h € X elegido. Lo llamaremos el homomorfismo de peso de la variedad de Shimura
y lo denotaremos por wx.

Por simplicidad asumiremos que G es Q-simple, sin embargo todos los resultados im-
portantes son también validos sin esta suposicion.

Dado un par de Shimura (G,X) y h € X, denotamos K;, = Stabgmw(h) y entonces
escribimos X = G(R)/K}. Denotamos por G*(R)* la componente conexa de la identidad
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del grupo de Lie G*(R), entonces se puede demostrar que el espacio homogéneo X es una
unioén finita disjunta de espacios simétricos isomorfos, cada uno de ellos, al espacio simétrico
dado por el cociente de G?(R)" sobre su subgrupo compacto maximal. Podemos también
ver que cada componente conexa D de X tiene una estructura natural de dominio hermitiano
simétrico definiendo variaciones de estructuras de Hodge. Para ser mas preciso, daremos el
enunciado de la siguiente proposicién que puede encontrarse en [M],

Proposicién 8. Sea (G, X) un par de Shimura y sea p : Gg — GL(V') una representacidn
algebraica de G definida sobre R, entonces para cada h € X sabemos que p o h define una
estructura de Hodge en V. Entonces X tiene una unica estructura compleja tal que para toda
representacion algebraica p : Gg — GL(V) definida sobre R, la asignacion h € X — poh
define una variacion de estructuras de Hodge.

Mas ain si tenemos una representacién algebraica p : G — GL(V) sobre un espacio
vectorial complejo V', no necesariamente definida sobre R, entonces asumiendo que el caracter
central de V restringido al Q-toro desplegado maximal del centro de G esté definido sobre
Q, obtenemos mediante el mismo procedimiento una variacién compleja de estructuras de
Hodge, donde el punto h € X se corresponde con la estructura de Hodge compleja definida
por po h.

Continuamos con la definicion de los espacios localmente simétricos correspondientes,
que en este caso son hermitianos. Para ello necesitamos presentar los subgrupos aritméticos.
Sea G un grupo algebraico definido sobre @, un subgrupo I' C G(Q) se dice un subgrupo
aritmético de G(Q) si para una representacién algebraica fiel p : G — GL,, (y luego para toda
representacion algebraica fiel) el subgrupo p(I') C p(G(Q)) es conmensurable con p(G)(Q) N
GL,(Z). Si H es un grupo de Lie real conexo, un subgrupo I' C H se dice un subgrupo
aritmético de H si existe un grupo algebraico GG definido sobre @, un subgrupo aritmético
Iy de G(Q) y un homomorfismo suryectivo p : G(R)™ — H con niicleo compacto tal que
p(FoNG(R)T) =T (aqui estamos denotando la componente conexa de la identidad de un
grupo de Lie por el superindice +).

Sea D un dominio hermitiano simétrico y sea I' C Hol(D)" un subgrupo discreto sin
torsién, el cociente I'\ D tiene una estructura compleja tnica tal que la proyeccién candnica
7w : D — T\D es un isomorfismo local de variedades complejas. Denotamos por D(I") al
espacio I'\ D dotado de esta estructura compleja.

Un teorema muy importante para la definicién de la variedad de Shimura asociada al par
de Shimura (G, X) es el siguiente:

Teorema 9 (Baily y Borel). Sea D un dominio hermitiano simétrico y sea IT' C Hol(D)"
un subgrupo aritmético sin torsion, entonces D(I') tiene una estructura candnica de variedad
quasi-proyectiva compleja.

Finalmente, dado un par de Shimura definimos la variedad de Shimura asociada de la
manera siguiente.

Definicién 10. Sea (G, X) un par de Shimura y sea K C G(A') un subgrupo compacto
abierto, definimos la variedad de nivel asociada a K por

Shi(G,X) = G(Q)\ (X x (G(AT)/K)).

Para K suficientemente pequeno, el espacio Shi (G, X) es homeomorfo a una unién dis-
junta finita de espacios localmente simétricos. Para ser mas precisos, dado el par de Shimura
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(G,X) vy K C G(A7) un subgrupo compacto abierto, denotamos por G(R), el grupo de
elementos en G(R) cuya proyeccién a G (R) estd en la componente conexa de la identidad
con respecto a la topologia dada por la estructura de grupo de Lie. Denotamos por G(Q) .
al grupo G(Q) N G(R),. Podemos probar que el conjunto C = G(Q), \G(A7)/K es finito y

Shg(G,X) = |T,\D

geC

donde T'y = gKg ' NG(Q)4 y D es la componente conexa de X conteniendo la projeccién
del elemento identidad y la igualdad significa un homeomorfismo considerando la topologia
natural en X, la topologia adélica en G(A’) y la topologia cociente en Shy (G, X).

Dicho homeomorfismo esta definido como sigue: para cada g € C, la aplicaciéon I')\D —
Shi (G, X) estd dada por [z] — [z, g].

Tenemos que verificar que para cada g € C el subgrupo I'; es un subgrupo aritmético
de Hol(D)". gKg~' N G(Q) es un subgrupo aritmético de G(Q). Necesitamos el siguiente
resultado cuya prueba puede encontrarse en la pagina 204 de [P-R).

Lema 11. Sea ¢ : G — G' un homomorfismo suryectivo de grupos algebraicos definidos
sobre Q y sea I un subgrupo aritmético de G(Q), entonces ¢(I') es un subgrupo aritmético

de G'(Q).

Tenemos entonces que la imagen de gKg~' N G(Q) por la proyeccién canénica G —
G es un subgrupo aritmético de G*(Q). El morfismo canénico G*(R)* — Hol(D)* es
suryectivo con nicleo compacto, podemos entonces concluir que I'y es un subgrupo aritmético
de Hol(D)*.

Como conclusién, cada variedad de nivel Shg (G, X) admite una estructura de variedad
quasi-proyectiva compleja.

Si K’ C K entonces tenemos un morfismo canénico Shy/ (G, X) — Shi(G, X), y mas
aun dicho morfismo es regular.

Definicién 12. Sea (G, X) un par de Shimura, definimos la variedad de Shimura asociada

a dicho par por el limite
Sh(G,X) = lgnShK(G,X).
K

En algunos articulos se pueden encontrar otros axiomas adicionales en la definicion de un
par de Shimura, como por ejemplo:

SV3 G no tiene Q-factor directo H tal que H(R) es un grupo de Lie compacto.
SV4 El homomorfismo de peso wx estd definido sobre Q.

SV5 Zg(Q) es discreto en Zg(AT).

SV6 El toro Zg es desplegado sobre un cuerpo CM.

Finalmente, daremos una descripcion del limite inverso que define la variedad de Shimura
asociada al par de Shimura (G, X).

Teorema 13. Para un par de Shimura (G, X) tenemos que

lim Shie(G, X) = (G(Q)/Z6(@)\ (X x (G(AY)/Za(@)))

K
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donde Zg(Q) denota la clausura de Zg(Q) en Zg(AT). Mas ain, si (G, X) satisface SV'5
entonces tenemos
lim Shi (G, X) = GQ\X x G(AT).
K
Dado un subgrupo compacto abierto K C G(A) y g € G(AY) podemos definir un isomor-
fismo de variedades Shi (G, X) — Shy-1x,(G, X) por [z,a] — [z,ag]. Estos isomorfismos
definen una accién de G(A7) en el sistema inverso (Shx (G, X))k que da una accién de G(A/)
en la variedad de Shimura asociada al par de Shimura (G, X).
Si (p, V) es una representacién algebraica irreducible de G entonces podemos definir
sistemas locales en los espacios Shi (G, X) y también en la variedad de Shimura Sh(G, X)
como sigue. Para K C G(A') sea V el sistema local en Shy (G, X) definido por

GQ\X x V x G(AT)/K
mientras que el sistema local en Sh(G, X) estd definido por

lim G(Q)\X x V x G(AT)/K

K

y serd también denotado por V.

Denotamos por Sk la variedad de nivel asociada a K y por S la variedad de Shimura
Sh(G, X).

Entonces, dada una representacion algebraica irreducible de G obtenemos sistemas locales
V en S y en cada variedad de nivel Sk, y podemos considerar los espacios de cohomologia
H*(S,V)y H*(Sk, V).

2.3 Q-estructura y compactificacion de Borel-Serre

Cuando el Q-rango semisimple de G no es cero (en los casos presentados en estas notas el
Q-rango semisimple de los grupos algebraicos involucrados serd 2) la variedad de nivel Sk
no sera compacta y consideramos su compactificacién de Borel-Serre denotada por Sk, cuya
definicién estd dada en [B]. La inclusién Sx <+ Sk es una equivalencia homotdpica, el
sistema local V puede ser extendido naturalmente a un sistema local V en S y tenemos un
isomorfismo B B
H*(Sk,V)= H*(Sk,V)

como podemos encontrar por ejemplo en [Ha] y [S]. Denotamos el borde de la compacti-
ficacién de Borel-Serre por dSg. Podemos entonces considerar la sucesién exacta larga en
cohomologia

..._>ch(SK7‘~/)—>Hq(SK7‘~/)_>Hq(a§K7‘~/>—>"'

donde H!(Sk,V') denota la cohomologia a soporte compacto. Todos estos espacios estan
dotados de una estructura de Hodge mixta canodnica por la teoria de Saito de mddulos de
Hodge mixtos, y ademas la sucesion exacta es una sucesion exacta de estructuras de Hodge
mixtas.

Para la descripciéon de la compactificacion de Borel-Serre necesitamos entender la Q-
estructura de G. Fijamos un toro maximal 7" en G definiendo un sistema de raices ®(G,T) y
fijamos un conjunto de raices positivas en este sistema de raices, denotamos por A el conjunto
correspondiente de raices simples. Fijamos un Q-toro desplegado maximal T en G y todo
esto tal que T C T Fijamos un sistema de raices positivas en el sistema de raices ®(G, T) de
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tal manera que sea compatible con el sistema de raices positivas para (G, T'), y denotamos
por Ag su correspondiente conjunto de raices simples.

Asociado a estas elecciones tenemos un conjunto de representantes P(G) para el conjunto
de G(Q)-clases de conjugacién de Q-subgrupos parabdlicos de G, el conjunto de Q-subgrupos
parabdlicos estandares de G. P(G) puede ser identificado con el conjunto de subconjuntos de
Ag donde cada Q-subgrupo parabdlico estandar maximal se corresponde con un subconjunto
de 1 elemento de Ag. El borde Sk de la compactificacién de Borel-Serre de Sy puede
escribirse como una unién de caras indexadas por los Q-subgrupos parabdlicos estandares de
G, luego dado I C Ag denotamos por d; k la correspondiente cara en S k. Este cubrimiento
induce una sucesion espectral en cohomologia

Ef’q = @ Hq(a[’K,f/) = Hp+q(8§[(,‘~/)

[I|=p+1

que converge a la cohomologia del borde.

Supondremos en adelante que G tiene Q-rango semisimple 2 (este serd el caso para las
variedades de Shimura tratadas en este trabajo). Entonces Ag tiene solo dos elementos y ten-
dremos dos Q-subgrupos parabdlicos estandares maximales, que seran denotados por Py, Ps,
y uno minimal, denotado por P, (también denotaremos sus caras correspondientes en el
borde de la compactificacion de Borel-Serre de Sk por 0y k, 02 k v Op k respectivamente). En
este caso especial la sucesion espectral que hemos mencionado es equivalente a una sucesion
exacta larga en cohomologia, dada por

o= HY0Sk, V) = HY 01k, V) © HY (a1, V) — H (Ooic, V) — ..

Por [H-Z II], cada término en dicha sucesién exacta larga admite una estructura de Hodge
mixta natural (el lector debe observar [H-Z IT’] para la correcta descripcién de la estructura
de Hodge mixta) y la sucesién exacta larga es una sucesion exacta larga de estructuras de
Hodge mixtas. Esta serd una de las herramientas principales utilizadas para el estudio de
los espacios de clases fantasma. En el marco mas general de QQ-rango semisimple > 2, los
resultados de [H-Z II] muestran que dicha sucesién espectral es una sucesién espectral de
estructuras de Hodge mixtas.
Si trabajamos en el nivel infinito, podemos escribir

HY(S,V) =lim H'(Sk, V), HY0S,V)=1im H (0Sk,V) y HI(S,V) = lim H!(Sk, V),
K K K

y tenemos la primera sucesiéon exacta larga en este marco. De la misma manera tenemos
la segunda sucesién exacta larga en cohomologia en el nivel infinito (para G de Q-rango
semisimple 2). Los objetos andlogos en el nivel infinito correspondientes a las caras del borde
de la compactificacién de Borel-Serre 0; i serdan denotados por 0;. En otras palabras, para
el nivel infinito se verifica que las siguientes sucesiones son exactas:

oo = HY(S, V) — HIYS,V) 2% HY(S, V) — ...

o HIOS, V) 2 HY01, V) @ HY (D2, V) — HI(0,V) —

Observamos que en ambas sucesiones exactas largas hemos nombrado dos morfismos p, y 74,
estos seran utilizados en la siguiente subseccion para dar la definicion de clases fantasma.
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2.4 Clases fantasma y teoria de Hodge mixta en cohomologia

En esta subseccion definiremos el objeto de interés en este trabajo y explicaremos las estrate-
gias utilizadas para llegar a los resultados obtenidos.

Recordamos que estamos asumiendo que el Q-rango semisimple de G es 2, luego con
la notacién de la subseccion anterior definimos el espacio de g-clases fantasma del par de
Shimura (G, X) a coeficientes en el sistema local definido por la representacién irreducible
V', por

Ghi(V) = I'm(rq) N Ker(pg),

en otras palabras, es el espacio de clases en la cohomologia del borde de la compactificacion de
Borel-Serre que estan en la imagen de H7(S, \N/) por la proyeccién candnica y en el nicleo de
cada proyeccién a la cohomologia de cada cara del borde de la compactificacién de Borel-Serre
H(0;, f/) correspondiente a un Q-subgrupo parabdlico estandar.

Las estrategias utilizadas en estas notas estan basadas en el hecho de que todos los espacios
de cohomologia considerados estdn dotados de una estructura de Hodge mixta por la teoria de
Saito de médulos de Hodge mixtos y por [H-Z 1], y las ya mencionadas sucesiones exactas
largas en cohomologia son sucesiones exactas largas de estructuras de Hodge mixtas, esto
induce una estructura de Hodge mixta en el espacio de clases fantasma.

Como hemos ya observado luedo de la definicién de un par de Shimura, el homomorfismo
de peso no depende del elemento h € X elegido. El homomorfismo de peso wx define el peso
en la variacién de estructuras de Hodge definida por V y todo esto sigue siendo valido para
una representacion algebraica no necesariamente definida sobre R induciendo una variacién
compleja de estructuras de Hodge, denotaremos por wt(V') este peso. Por la teoria de Saito,
sabemos que los pesos en la estructura de Hodge mixta asociada a H9(S, V) son > wt(V)+¢
y los pesos en la estructura de Hodge mixta asociada a HI(S, V) son < wt(V)+¢q. Esto da la
primera implicacién en la estructura de Hodge mixta del espacio de clases fastasma dado que
implica que los pesos en la estructura de Hodge mixta asociada a Gh?(V) son > wt(V) + q.

Una pregunta a ser estudiada en este trabajo es cuando los posibles pesos en el espacio
de clases fantasma G'h?(V) pertenecen al conjunto {q + wt(V),q + 1 +wt(V)}, en el caso en
el que esto se satisfaga para la representacion V' diremos que V' satisface la propiedad débil
del peso medio. Por otro lado, si V' satisface que el espacio de clases fantasma th(f/) tiene
peso g + wt(V) diremos que V satisface la propiedad del peso medio.

Mas informacién puede ser determinada por el estudio de la estructura de Hodge mixta
en los espacios H%(d, V) y el nticleo de H9(dy, V) — HI1 (DS, V), pero dicho niicleo es la
imagen del morfismo

Hq(al, ‘7) D Hq(ag, V) — Hq(ao, ‘7)
Para estudiar dicha imagen restringimos el morfismo a cada término y estudiamos cada
H9(8;,V) — H(8y, V) por separado.

Para ello usamos la descomposicion dada para cada Q-subgrupo parabdlico estandar P
de G

HY0p, V) = @ Indpy! oo HI(SM? Hi(up, V)
i+j=q

donde up denota el algebra de Lie del radical unipotente de P, Mp es un subgrupo de Levi
de P, SM? es un espacio localmente simétrico asociado a Mp y mo(P(R)), 70(G(R)) denota el
grupo de componentes conexas de P(R) y G(R) respectivamente (podemos encontrar dicha
descomposicién por ejemplo en [Ha| y [S]).

Observacion 14. Esta descomposicion puede ilustrarse con el caso de un espacio localmente
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simétrico Xr = '\ X donde X es el espacio simétrico asociado a un grupo algebraico semisim-
ple conexo G definido sobre Q, I' C é(@) es un subgrupo aritmético y V' es una representacion
algebraica de G definiendo un sistema local V en Xp. El borde de la compactificacion de
Borel-Serre de Xt es la unidn de caras indezada_por el conjunto de I'-clases de conjugacidn
de Q-subgrupos parabdlicos propios de G. Dado P C G un Q- subgrupo parabolico propio, de-
notamos por e (P) la cara correspondiente en el borde de la compactificacion de Borel-Serre
de Xt y tenemos una fibracion de la forma

Iy \N(R) — ¢'(P) — & (P)

donde N es el radical unipotente de P, Ty =T NN(R) y &(P) es un espacio simétrico
asociado al subgrupo de Levi de P y al subgrupo aritmético I'. Finalmente, tenemos que la
sucesion espectral asociada a esta fibracion degenera en Fy y asi obtenemos la descomposicion

HY(e'(P),V) = @ H'(€(P), Hi(up, V).

i+j=q

El lector puede encontrar mas detalles en [S I1], especialmente en la seccion 4.

Aplicaremos el teorema de Kostant ([K]) con el fin de obtener una descomposicién de
H’(up,V) como suma directa de representaciones irreducibles de Mp indexadas por ciertos
elementos del grupo de Weyl.

Hemos elegido un sistema de raices ®(G,T') y un sistema de raices simples A, denotamos
por ®* el correspondiente conjunto de raices positivas. Asumiendo que la representacién
algebraica V de G es irreducible con peso maximal A\, obtenemos una descomposicion como
representaciones de Mp

H u p7 @

weW P (q

En la tltima descomposicién, W es un subconjunto del grupo de Weyl W para G, WF(q) C
WP es el subconjunto que consiste de los elementos de longitud ¢, y w.(\) = w(\ + ) — &
donde 6 = 33 4+ Q-

W?T puede ser descrito como sigue. Dada una raiz a € ® denotamos por E, C gc su
espacio de raices correspondiente. Hemos denotado por ®* al conjunto de raices positivas.
Denotemos por ®~ el conjunto de raices negativas, entonces para cada w € W definimos

®, = w(® )N ot

Sea p = Lie(P)c C gc, entonces tenemos la descomposicién p = m @ u correspondiente a la
descomposicién de Levi de Py definimos A(u) = {a € ® | E, C u}. Finalmente tenemos la
caracterizacion

P—fweWw|®,cA)}

Entonces obtenemos la descomposicion

apjv/\ @ In dp(if X0 G(R) Hq I(w (SMP /va*()\)>
wew?
l(w)<q
donde V) denota la representacién algebraica irreducible de G' con peso maximal A.
Hay subconjuntos tnicamente determinados W del grupo de Weyl W (para i = 1 o 2)
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tal queNWP 0 = WZQV[/P " y para cada w € WF la correspondiente restriccién del morfismo
Hq(@i, V) — Hq((%, V) a

m0(G(R)) e
Ind XX;O( AR ))Hq ) (SMP T, )

tiene imagen en

(Ap)xmo(G(R —l(w)—=1(®) [ cMp, Ti7
@ ] dP() Aff)X:T]()(PQ R))Hq ( ) ( )(S PO’W’J)*(’[U*()\))>'
wEWO

Ademds, para w € W € W y w; € WF (para i = 1 or 2) tales que w = ww; tenemos
l(w) = l(w) + l(w;).

Para la informacion que necesitamos de estos morfismos y como la induccién parabdlica
es exacta, todo esto se reduce al estudio del morfismo, para cada i € {1,2} y cada w € W,

H l’w)(SMp 7 @ In dpz Af xmo(Mp, (R))Hq*l(w)*l(w)(SMPU,Wﬁ;*(w*o\)))

><7r0 P'” ))
wEWO

donde P¢ denota el Q-subgrupo parabdlico (PyNMp,) de Mp,. Con el fin de aplicar estrategias
similares a aquellas utilizadas para el caso de una variedad de Shimura, tenemos que calcular

los pesos en los espacios de cohomologia H9(SM#:, Ww*( ) ¥ esto se llevard a cabo siguiendo
la seccién 5 de [H-Z 1.

Observacion 15. Tenemos que observar que cuando tomamos como referencia [H-Z 11] te-
nemos que observar también la pdgina [H-Z II'] para la correcta estructura de Hodge mixta
en la cohomologia de las caras del borde de la compactificacion de Borel-Serre.

Para i = 1 o 2 (esto es para P; un QQ-subgrupo parabdlico estandar maximal), tenemos
una descomposicién del subgrupo de Levi de P; de la forma Mp, = Gp, 1,Gp,; que es el
producto de sus partes hermitiana y lineal, cuya interseccion es el subgrupo Ap, de Mp,
dado por el producto del Q-toro desplegado maximal en el centro de Mp, y el centro de
G. Gp,, forma parte de un par de Shimura y denotamos por hp, : S — Gp, 5 el morfismo
correspondiente, que estd determinado salvo conjugacién por un elemento de Gp, ,(R). La
representacion W, (r) puede descomponerse como producto tensorial de una representacion
de la parte hermltlana Gp, v una representaciéon de un subgrupo de la parte lineal Gp,;
isomorfo al cociente de este grupo por Ap,, denotamos estas representaciones por (Ww*( A)) Ry
(Wi, ()1 respectivamente. (W, (x))n define una variaciéon compleja de estructuras de Hodge
en la variedad de Shimura Sp, asociada a (Gj, p,, hp,) y esto da una estructura de Hodge mixta

en los espacios de cohomologia H(Sp,, (W, (v)),)- Los tipos de la estructura de Hodge mixta

asociada a H*(S Mp, , /va*( ,\)) pueden ser determinados por los tipos de la estructura de Hodge
mixta asociada a H*(Sp,, (/Wv/w*(k))h), como podemos ver en (5.6.10) de [H-Z II] y [H-Z IT].
Para el parabdlico minimal F, vamos a tomar su parte hermitiana como la parte her-
mitiana de P, en el caso mas general se tiene una asociacion de un QQ-subgrupo parabdlico
estdndar maximal para cada Q-subgrupo parabdlico estdndar de G (dicha corresponden-
cia es explicada en [H-Z II], donde se enuncia diciendo que todo Q-subgrupo parabdlico
estandar () esta subordinado a un Q-subgrupo parabdlico estandar maximal P y se denota
por II(Q) = P) y la parte hermitiana de un Q-subgrupo parabdlico estdndar de G es aque-
lla del estdndar maximal asociado. Por otro lado, para w € W tenemos, como ya se ha
explicado, elementos tnicos wy € W2 y @ € WY tales que w = ww,. Finalmente, con

18



estas correspondencias, los tipos de la estructura de Hodge mixta asociada al espacio de
cohomologia H?(S My | W A)) pueden determinarse por los tipos de la estructura de Hodge
mixta asociada a H?(Sp,, (W(m)*(,\))h), como podemos ver en (5.6.10) de [H-Z II] y [H-Z IT’].

Por el dltimo parrafo, obtenemos que un paso hacia el calculo de la estructura de Hodge
mixta en la cohomologia de las caras del borde de la compactificaciéon de Borel-Serre es la
descripcion del morfismo hp definiendo la variedad de Shimura para la parte hermitiana
Gpy, del subgrupo de Levi de P, para P recorriendo el conjunto de Q-subgrupos parabdlicos
estandares maximales de G. Para ello seguiremos la seccién 5 de [H II]. El primer paso es el
célculo del unico morfismo de Cayley admisible wp asociado a P ([D], seccién 3) y luego la
descripcién de hp viene de (5.1.9) en [H II] .

2.5 Breve resumen sobre algunos resultados de [Ha]

Esta subseccion tiene como objetivo dar un pequeno resumen sobre algunos resultados en
[Ha] necesarios para este trabajo, utilizando la notacién encontrada en dicho articulo, en
particular se presentaran los enunciado del teorema 1y 2 de [Ha.

Para comenzar, sea F' una extension finita de Q, Ar denota el anillo de adeles asociado
a I e Ir denota el grupo de ideles. Denotamos por || : Ip/F* — C el cardcter de Tate,
definido por el producto del valor absoluto normalizado en cada componente.

Gy denotara el grupo algebraico G Ly definido sobre F', By denota su subgrupo de Borel de
matrices triangulares superiores, Ty su subgrupo de matrices diagonales y Tol) el subgrupo de
matrices diagonales de determinante 1. Denotamos por G, B, T y T los grupos algebraicos
definidos sobre Q dados por Resg/oGo, RespioBo, Respoly y ResF/QTO(l) respectivamente.

Denotamos por ag : By — G, el homomorfismo dado por la raiz positiva, este induce un
homomorfismo o : B — RespgGy, v evaluado en el anillo de adeles da un homomorfismo

QA - B(A) — IF

Finalmente, denotamos por |a| la composicién || o ay.
Denotaremos por G, a G(R) y sea K, C G4 definido de la manera usual. Denotamos

por X = G /K su espacio simétrico correspondiente y para un subgrupo abierto compacto
K/ C G(A7) (donde A’ denota el anillo de adeles finitos) esbribiremos K = K K7 y

Sk = GQ\G(A)/K.

Dada una representacién algebraica (p, M ) de G, denotamos por M su sistema local
correspondiente en Sk y denotamos por H*(S, M) el my(Gs) x G(AT)-médulo

lim H*(Sk, M)
K

donde my(G ) denota el grupo de componentes conexas de G, y puede ser identificado con
un subgrupo de G.
Extendiendo escalares obtenemos

T F—-Q

Por lo tanto, si (p, M) es una representacién irreducible de G' xg Q entonces es el pro-
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ducto tensorial M = ®,_ . ,5M; donde cada M; es una representacion irreducible de G'Ly /Q.
Denotamos M, = M(d(7),v(7)) con d(7) € Ny v(r) € Z, el peso maximal de M, es
(d(1) + v(7),v(7)) y serd denotado por A.. M estd entonces determinado por

)\(M) = ( AU ')T:F—>@ € X(T XQ@).
S denota el borde de la compactificacién de Borel-Serre de Sk y el limite directo

H*(9S, M) = lim H*(0Sx, M)

Ky
es también un m5(Go) X G(AS)-médulo, mas atin el morfismo
r: H*(S, M) — H*(3S, M)

es un morfismo de 7y(Go) X G(AS)-médulos.
Como la inclusién Sx < Sk es una equivalencia homotépica, el haz M puede extenderse
a Sk y tenemos que
H*(Sk, M) = H* (S, M)

H*(0Sk, M) = H*(B(Q)\G(A)/K Ky, M).

La descomposiciéon en suma directa dada en el Teorema 1 del articulo de G. Harder,
estd indexada por un conjunto denotado por Coh(M) y a continuacién lo definiremos.
Coh,(M,) C X(Tp) denota el conjunto dado por los cardcteres (d(7) + v(7),v(7)) y (v(7) —
1,d(t) + v(1) + 1) (ellos son w,(M,) para w uno de los dos elementos en el grupo de Weyl
de GLy con respecto al sistema de raices usual) y definimos deg((d(7) + v(7),v(7))) =0y
deg((v(1) —1,d(7) + v(1)+ 1)) = 1.

Entonces se define

Con(M) =[] Coh.(M,) C X*(T ®¢ Q)

T F—Q

y tenemos la igualdad como T xq Q-médulos

H(uw,M)= @ H*(u,M)()
~yeCoh(M)

donde u es el algebra de Lie del grupo algebraico dado por las matrices triangulares con 1 en
la diagonal y H*(u, M)(7) denota Q junto con la accién de T xg Q dada por 1.

Dado v € X*(T xg Q), sea 7 la composicién T(R) < T(C) 2 C*. Entonces, un
homomorfismo continuo ¢ : T'(Q)\7T'(A) — C* es llamado un cardcter de Hecke de tipo 7 si
su componente infinita satisface

_ 1
¢OO|T(R)° = T |T(R)°

donde T'(R)° denota la componente conexa del grupo de Lie de puntos reales de 7.
Continuaremos con el enunciado del Teorema 1 en [Hal.
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[Teorema 1, [Ha]] Como 7(Gs) X G(Af)-médulo tenemos

T0(Goo) XG(Af) .
0S.M)= P P IndrG i Qe @ A(H(T/Z))
vECoh(MMtypew) gl
¢f|Z:1

donde no definiremos A*(H(7'/Z)) pero diremos al menos que su estructura de m(By) X
B(Aj)-médulo es trivial.

v € X*(T ®q Q) esta dado por sus componentes ¥ = {...,7,,...}. Denotamos entonces
A1) = 7|T<1)®@@ que esta dado por la familia de enteros {...,n,,...}.

Hay una accién natural del elemento no trivial sy del grupo de Weyl en los caracteres
X(T xgQ) y en los cardcteres algebraicos de Hecke en T(Q)\T(A) y estas acciénes conmutan
con la formacion de tipos.

Sean el grado de la extension [F : Q], para y € Coh(M) definimos deg(vy) = > 5 deg(vr),
entonces deg(y) = n — deg(soy), y en el caso en el que n = 2d y deg(vy) = d diremos que =
es equilibrado.

Tenemos, por el Teorema 1 en [Ha], una descomposicion de la forma

(05, M)= P P v, enHmT/2)
eCoh(M) ¢:type(d)=7
¢r|Z=1

y considerando los pares ¢, so¢ podemos escribir

H*(0S, M) = @ (Vo; & Vi) ® A (H(T/Z))
{9,509}

denotamos [¢] = {¢, so¢} vy considerando 7 : H*(S,M) — H*(dS, M) se define

Im(r)ie) = Im(r) 0 (Ve @ Vige,) @ A*(H(T/2))) -

Dado ¢ de tipo v, denotamos por w(qb(l)) al entero definiendo el caracter dado por la
restriccién de v al toro de dimensién 1, 7™M y sabemos que w(¢™) + w(sop)) = —4, en el
caso en el que w(¢) < —2 diremos que ¢ estd en la cdmara fundamental.

Tomando ¢ en la cdmara fundamental, hay operadores 7’ é)‘jf : Vo, = Vige,, donde Té;;c es un

0bys>
producto tensorial ®,Ty, de operadores locales, si '(31) F# |a|§ entonces Ty, es un isomorfismo.
El dltimo teorema enunciado en esta subseccién es parte del Teorema 2 de [Hal.
[Teorema 2, [Hal] Sea M = M(\) y ¢ € Coh(M), [¢p] = {, sop} y se asume que ¢ esta
en la cAmara fundamental. Entonces tenemos tres casos

1. Si ¢ no es equilibrado y ¢V # |a|* y luego deg(¢) > deg(sod), entonces

Im(r)yg) = Vo, @ N"H(T/Z)

2. Si ¢ = |a|?, entonces dimM()\) = 1 y podemos encontrar una descripcién de Im(r)g
en la pagina 77 del articulo mencionado.

3. Si ¢ es equilibrado entonces fija un CM-tipo T (v) y
Im(r)y) = Xo @ N*(H(T/2))
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donde

_ 2 . LW, —1) 0.
X =Sl I (5T ) B o) ve v,
TET (V)

Mas atn I'm(r) = @glm(r)g-

3 El caso GSp,

3.1 La variedad de Shimura involucrada

Vamos a presentar la variedad de Shimura involucrada en esta seccion.
El par de Shimura estd dado por (GSpy, X), donde GSpy es el grupo simpléctico de
similitudes, en otras palabras

GSps(A) = {g € GLy(A) | ¢' Jog = v(g)J2, v(g) € A"}
0 S
J2 = { -5 0 ]
01
a0 0]

Para X tomamos la GSps(R)-clase de conjugaciéon de homomorfismos conteniendo h :
S(R) — GSps(R) dado por

para cada QQ-dlgebra A, donde

h(z +iy) = { f;g gi 1 V(z +iy) € S(R)

donde I, denota la matriz identidad 2 x 2. Entonces el morfismo de peso wy : G,,, — GSpy
estd dado por wx(t) =ty donde I, denota la identidad 4 x 4.
Sea Ky C GSps(Ay) un subgrupo abierto compacto, entonces denotamos por

Sk = GSpy(Q\X x GSpa(Af)/Ky.

su variedad de nivel correspondiente, y siguiendo la misma notacién que en la seccién anterior,
denotamos por
S = lim Sk
K
la variedad de Shimura correspondiente, donde el limite inverso se toma sobre los subgrupos
abiertos compactos Ky C GSps(Ay).

3.2 Toro maximal y sistema de raices

Para comenzar, fijaremos un toro maximal H en GSpy(C).
Tomamos para H el subgrupo {diag(hhl, hhy, hy',hi) | by, he, h € (C*} C GSpy(C).
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Sea h = Lie(H) el algebra de Lie compleja correspondiente a este toro maximal. El
sistema de raices ®(gsp,c, h) es de tipo Cs.

Como H es un Q-toro desplegado, este sistema de raices es también un Q-sistema de
raices para GSpy.

Sean €1, €2, € € h* definidas por €(X) = hy, €(X) = ha y €(X) = h para X = diag(h +
hl, h+ hg, —hg, —hl) c []

Entonces el sistema de raices ®(gsp, ¢, b) estd dado por

{e+€ +e,61 —€3,6+ 261, €+ 269, —€ — €] — €2, —€1 + €2, —€ — 261, —€ — 262} .

Podemos tomar como raices positivas {€ + €1 + €2, €1 — €2, € + 2€1, € + 265} y entonces el sis-
tema de raices simples es A = {a; = €1 — €3,a0 = €+ 265}

Nuevamente, como H es Q-desplegado, este es tambien un Q-sistema de raices positivas
de GSp,s v un Q-sistema de raices simples.

3.3 Q-subgrupos parabdlicos estandares

El préximo paso consiste en describir los Q-subgrupos parabdlicos de GSp4. Para ello solo
basta con describir los estandares, con respecto al Q-sistema de raices considerado, y sabemos
que todo Q-subgrupo parabdlico es G Sp4(Q)-conjugado a un estandar.

Como A tiene solo dos elementos, tenemos tres Q-subgrupos parabdlicos estandares pro-
pios, uno minimal y dos maximales. El minimal esta dado por

Py = Ny N GSps(C)

donde N, denota el subgrupo de matrices triangulares superiores en GL(4,C).
Por otro lado, con respecto a los maximales tenemos que

([ %« * % x )
0 * *x x%
P = 0 %  x € GL(4,C) » N GSpy(C)
L 0 0 0 = )
y
([ % % x x )
* % % %
P, = 00 * x € GL(4,C) ) NGSpy(C).
\ 0 0 * =* )

Denotamos por Sk la compactificacién de Borel-Serre de Sk y por 95k su borde. Sabe-
mos que OSk es la unién de caras, una por cada Q-subgrupo parabélico estandar, luego
denotamos cada una de estas caras por Oxp,0x1 Y Ok 2 respectivamente. Utilizamos la
notacién S, 95,0y, 01 y O, para los objetos andlogos en el nivel infinito.

3.4 La representaciéon irreducible

Con el fin de determinar una notaciéon para las representaciones irreducibles de dimensién
finita de G'Sp, ¢ consideraremos primero aquellas representaciones de Spyc.
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H' = H N Spy(C) es un subgrupo de Cartan de Sp,(C) y puede ser descrito por
H = {diag(ml,xg,xgl,xl_l) | x1, 29 € CX} C Spya(C).

Sabemos que las representaciones irreducibles de dimensién finita de Sp, ¢ estan determinadas
por sus pesos maximales. Mas precisamente, el toro maximal elegido H’ tiene algebra de Lie

"= {dzag(hl, hg, —hQ, —hl) ’ hl, hg € C} C 5]34(@)
Definimos las funcionales lineales €1, &5 : §h’ — C por

€1<diag(h17 h27 _h27 _hl)) = hl

ea(diag(hy, ha, —ha, —hy)) = ho.

El sistema de raices asociado ®(g, h’) tiene pesos fundamentales A1, Ay : " — C dados por
Al = €1V Ay = €1 + &2, v entonces las representaciones irreducibles de dimension finita de
Spac estan determinadas por sus pesos maximales, que en este caso estan dadas por las
funcionales lineales de la forma mi\; + moAy con mq, mo enteros no negativos.
Antes de considerar el caso G'Sp, fijaremos algunas notaciones. El centro de gsp, ¢ esta
dado por
3=1{hldy| h € C} Cgsp,c

y el dlgebra de Lie h de H puede escribirse como la suma directa h = 3 ® h’. Extendemos
£1,€9,A\1 ¥ A9 por cero en la descomposicién anterior obteniendo funcionales lineales de b
denotadas por €/, €}, \| v A, respectivamente. Denotamos por « la funcional lineal en f dada
por la projeccion a la primera componente de la descomposicién mecionada.

Ahora trataremos el caso GSpyc. El centro de este grupo esta dado por el toro

7 = {.Z‘]d4 ’ T € (C*} C GSp4,(c.

Por lo tanto, dada una representacion irreducible de dimensién finita de este grupo, su res-
triccién a Z estd dada por un caracter (por lo tanto determinada por un numero entero),
la restriccién a Spsc es irreducible y el cardcter central debe ser compatible con esta repre-
sentacion de Spy ¢ en el sentido de que deben coincidir en la interseccion, que en este caso es
{Idy,—1d,}. Finalmente, una representacién irreducible de dimensién finita de GSp,c estd
entonces determinada por su peso maximal, una funcional lineal de la forma mj A} +mo\,+ck
donde ¢ es congruente a (m; + 2msy) médulo 2.

Fijamos una representacién algebraica irreducible (p, V)) de GSp, con peso maximal \ =
miA] + med, + ck. El sistema local asociado en la variedad de Shimura Sk serd entonces
denotado por V.

3.5 El grupo de Weyl y la correspondiente descomposicion para
cada HY(0;,V))

En lo que sigue, es conveniente utilizar la notacién presentada en la seccion precedente. Las
nociones de la seccién 3.1 pueden ser traducidas facilmente a la nueva notacién, por ejemplo
s : 4 _ ! / _ /
las raices simples a; v ag estan dadas por ay = €] — €}, y ay = 2¢,,.
El grupo de Weyl para este sistema de raices es isomorfo al producto semidirecto Z2 x Z,
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que puede verse como un subgrupo de Sy.
Nuestro primer objetivo es el de entender los pesos en la estructura de Hodge mixta en

HT™Y(8y, Va) /i(H ™ (01, V) @ HI™' (D2, V3))

donde . . B
7 Hq’1(81, V)\) D Hqil(ag, V)\) — Hqil(ao, V)\)

es el morfismo en la sucesion exacta larga presentada en la seccion 2.3.
Para aplicar las descomposiciones
-1 ¥ GSpa(Ay)xmo(GSpa(R)) r7g—1—1 Mp, Ti7
H? (a“ V)‘) - @ In dP (Ai‘ ><f7r0( O(R)) ’ e (W)(S PZ?WU’*(A))
weWPi
l(w)<g—1
necesitamos entender el grupo de Weyl V.
Sean wy,ws € W las reflexiones simples asociadas a «y y ap respectivamente. La siguiente
tabla da una descripcion de cada elemento de W.

w w(e)) | wleh) | wiay) | w(ag) | I(w) we(A) =wA\+9)—0

1 e} eh el — ¢, 2el, 0 (mq + mg, my)

wy e gl | =€l +e 2¢’ 1 (me —1,my +mg+1)
wWoy e} - ] + &4 —2¢}, 1 (my + mg, —ma — 2)
Wy © Wy €5 €} | —€] — & 2} 2 (—mg — 3, my +my + 1)
Wy © Wy o €] gl + &b —2¢] 2 (mg —1,—my —mg — 3)
Wy © Wy © Wy -g} gh | —e1—¢&y 2¢}, 3 (—my —mg — 4, my)
Wy © Wy O Wy -&l -} gl — & —2¢] 3 | (=mg—3,—my —mg —3)
wyowyow; owy | €} -y | —€l ey | 2 4 | (=my —mg —4,—mg — 2)

Donde en la ultima columna, cada par (a, b) denota el elemento ag) +beh+cr y 6 = 2| +&}
(y estamos omitiendo el tercer término que es igual a ¢ en todos los casos).
Utilizando la tabla, podemos ver que:

wh = {1,w1,w1 O Wz, W1 © Ws Ow1}7WP2 = {1,w2,w2 O Wy, w2 ©wWy © wz}

y claramente wWh =Ww.
Como S " tiene dimensién cero para cada K C GSpy(A;) subgrupo compacto abierto,
tenemos que Hk(S?;[ 0, W, n)) = 0 para k > 0 y luego

1 ~ GSpa(Af)xmo(GSPa(R)) 170, oM jogeyd
H 00, V) = @D Indp S0 Gy HO (M, W )

weWw o
H(w)=¢—1

3.6 Pesos

En esta subseccion determinaremos, para cada Q-subgrupo parabdlico estandar maximal P
de G el homomorfismo hp : S — Gpy, donde Gp), es la parte hermitiana del subgrupo de
Levi Mp de Py (Gpp, hp) define un par de Shimura. Con estos calculos podremos obtener
informacion sobre la estructura de Hodge mixta en los espacios de cohomologia en las caras
del borde de la compactificaciéon de Borel-Serre.
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Para el caso P, trabajaremos en el siguiente orden: primero calcularemos el subgrupo Ap,
del subgrupo de Levi Mp, (con la definicién que se encuentra en [H-Z]), luego calcularemos
el morfismo de Cayley admisible wy : G,, — Ap,, y finalmente calcularemos el morfismo
hp, : S = Gp, 1, que define el par de Shimura en la parte hermitiana de Mp,.

Podemos ver que Ap,, que esta definido como el Q-toro desplegado maximal en el centro
de Mp, por el centro de G, esta dado por

hihs
Ap, = u | hy,hsy € C*

h
hy(hy)™t

Por las propiedades del morfismo de Cayley admisible descritas en [H II] podemos de-
terminar wy : G,, — Ap,. Para ser mas precisos, sea W; el radical unipotente de P; y Uy
su centro, sean to; y u; las algebras de Lie correspondientes, entonces denotando por g; al
subespacio de g en el cual la accién (por conjugacién) de wy (t) estd dada por la multiplicacién
por %, tenemos que g_o =u; y g_1 D g_o = 0.

Entonces podemos ver que

para k € Z.

Finalmente, calcularemos el morfismo hp,. Para ello aplicamos la descripcion de la pagina
330 de [H II] tomando V = R*y p : GSp, — GL4 la inclusién natural. Consideramos la
base canénica {e, e, es,e4} de R? y verificamos que la filtracién definida por el morfismo
de Cayley admisible w; estd dada por Wj_o = Re;, Wi_1 = Re; @ Rey @ Res y Wy, = R,
Entonces la representacién correspondiente de Mp, en el graduado Gr'Y' estd dada por la
inclusiéon natural Mp, — GL; X GLy x GLy. Tomamos h el morfismo dado en la seccion
3.1 para definir el par de Shimura para GSpy4, entonces sabemos (por otra propiedad del
morfismo de Cayley admisible, véase [H II], pagina 327) que la filtracién decreciente definida
por po h junto con la filtracion creciente W define una estructura de Hodge mixta en V. La
filtracién de Hodge definida por p o h esta dada por

Fh_IVC =V, F,?VC = C(e; —ieq) ® C(eg —ie3) y F,}VC =0.
El tnico valor posible de k para obtener una tal estructura de Hodge mixta es 0, entonces
t—2

t_l
1

y la estructura de Hodge mixta en V' tiene tipos (—1,—1),(—1,0),(0,—1) y (0,0), mas atn
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el morfismo hp, estd dado por

El
Re(z) Im(z)
—Im(z) Re(z) 1

hp,(2) = Vz € S(R).

en particular el morfismo de peso del par de Shimura (Gp, », hp,) €s

t?

que es entonces

wp, (t> =
t t—1

entonces, si w,(\) = di&} + daeh + ck para w € W1, tenemos que el peso del sistema local

—~—

(W, (n)n en la variedad de Shimura asociada a la parte hermitiana Gp, , de Mp, es —c —dj.
Llevando a cabo los mismos calculos para el caso P, obtenemos lo siguiente, Ap, esta
definido por

hy
Ap, = i | hy, hy € C*

ho
ha

El morfismo de Cayley admisible wy esta determinado, utilizando el mismo procedimiento
que en el caso P;, por
t72
t—2
w(t) =
1

y finalmente podemos determinar el homomorfismo hp, siguiendo [H II]. En este caso
dicho morfismo esta dado por

s

hi(2) = 5

| 2
1
1

En particular, el morfismo de peso del correspondiente par de Shimura es

t2
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y podemos reescribir esto de la siguiente manera

t t

'U)p2<t) = t t_l

t 1

por lo tanto si w,()\) = dig} + dagh + ¢k para w € W2, tenemos que el peso del sistema

local (W, (x))n en la variedad de Shimura asociada a la parte hermitiana Gp, de Mp, es
—C — dl — dg.
Dado que la parte hermitiana de Mp, es aquella de Mp,, tenemos que si w,(A) = di&] +

dyely + cx para w € W, entonces el peso del sistema local (Waw.(\)n en la variedad de
Shimura asociada a la parte hermitiana Gp, , de Mp, es —c — d; — do.

3.7 La imagen procedente de la cohomologia en 0, y 0> y conclu-
ciones

Estudiaremos el subespacio
i(HY0,, V) @ HT 10y, V3)) € HT 1Dy, Va)
Considerando que

~ GSpa(As)xmo(GSpa(R))
HO(8o, Va) = Indp, 5 g o HO (S P, W)

GSpa(Af)xmo(GSpa(R)) — o~
0o, Va) = Indp i 3 7Ty (HO (S0, Wiy, o)) @ HO(SM50, W) (v)

( )
( )
H2(00, Va) = Iy S0 S ) (O (SM70 Wy ) € HO(SM70, Wiason) ()
(90, V) = Iy iS00 e S (O (SM70 W omponnn ). ) © HO(SM70, Woasyousoun). (1))

( )

B GSpa(Ar)xmo(GSpa(R)) 170 aMp, Ti7
aOa A = Indpo(Af)>f7r0(PO(R)) H (S o, W(’ll)lowgo’u)lo’wz)*(/\))

analizaremos estos 10 espacios para estudiar en que casos ellos pueden contribuir a clases
fantasma y llegaremos al siguiente resultado.

Teorema 16. Para la variedad de Shimura asociada a GSpy y el sistema local definido por
la representacion irreducible de dimension finita de peso maximal X\ = my\] + maoX}, + ¢k,
tenemos los siguientes resultados:

. Simy >0 0 mg > 0 entonces no existen clases fantasma en la cohomologia del borde
de la compactificacion de Borel-Serre.

. Simy = my = 0, entonces las posibles clases fantasma en la cohomologia del borde
provienen de los espacios HO(S™Po, Wi owsowrows).(n) Y HO(SMPo, Wiws). (n))-

Demostracidn. Recorriendo los elementos w € W analizamos cuando los espacios HO(SYro, W, (1))
pueden contribuir al espacio de clases fantasma.

w =1 En este caso [ ndij}xfﬁ ;;:{;;&fp (D F0(5Mre T17,) € HO(9p, V3) v para contribuir a una

clase fantasma la imagen de este espacio por el morfismo
HO(&), V)\) — Hl(ag, ‘7)\)
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debe tener interseccién no nula con la imagen del morfismo H'(S,Vy) — H'(dS,Vy),
y en particular su peso debe ser > 1 — ¢ (dado que los pesos en la estructura de Hodge
mixta en H'(S, V) son > 1 —¢) pero podemos verificar que el peso de HO(SMro fWVA) es
—c — my — 2me, por lo tanto concluimos que H O(SMPO,W,\) no contribuye a una clase
fantasma.

GSpa(hs)xmo(GS
P sz)xfwj(;o(ug))pél HO(S Py W(w1 ) C H'(9p, V) v para contribuir

a una clase fantasma su peso debe ser > 2 — ¢ pero podemos verificar que el peso de
HO(SMP0 Wi,y (n) €8 —¢ — mq — 2ma, y en conclusién este espacio no contribuye a
una clase fantasma.

w = w; Tenemos que Ind

w = we Para este caso utilizaremos el hecho que Mp, coincide con su parte hermitiana. La res-
triccién del morfismo H'(dy, Vi) — H' (9, V) al subespacio Ind Pii‘;;% g T)r:(?f(%ff {ED 1 (gMe T

tiene imagen en el espacio ]ndp(if;;&g:(?o(g{ff 4(R) )HO(SMPo,fWVwQ)*()\ ), y dado que la

induccion parabohca es exacta, podemos estudiar este morfismo a través del mor-

o (S99, T3) — Ind0 ) (50, T 1), donde P} denota

Q-subgrupo parabdlico FyN M P, de M p,. Luego, consideramos la sucesion exacta larga

]\Jp1 Af ><7T0(Mpl(

)) 0 M joeyd 9 M —
P pyxmo(pir)) (ST Wiy, ) = HE(ST W) —

= HY(SMP W) — Ind

proviniente del marco de una variedad de Shimura.

En dicha sucesién exacta los pesos en H2(SMri WA) son menores o iguales que 2 — ¢ —
Mp Af)Xﬂ'o(Mp )) 0 M [

my —msy mientras que el peso en Inclp1 Xf)XWO(Pl( ; .H (SMro W(w?)*@)) es2—c—my,

por lo tanto salvo en el caso my = 0 podemos concluir que el espacio

GSp4(Af) ><7r0(GSp4

R)) 770 oMp, Tir
Polhg)xmo(Po(®)) A1 (S0, W), (v))

Ind

estd incluido en la imagen de H'(9;, VA) y no contribuye a una clase fantasma.

Para el caso my = 0, utilizamos el hecho 0 que para contribuir a una clase fantasma, el

espacio [ ndijﬁf(f ;;:(?O(ggp {®) g 0(SMry W(w2 »)) debe tener peso > 2 — ¢ pues esto es

satifecho por los pesos de H?(.S, V,\), y esto solo puede ocurrir si m; = 0.

Como conclusion, el dnico caso en el cual T ndijﬁifj ;:(7;)0((fo 1) o (gMr, W(w)*(,\))

puede contribuir a una clase fantasma es cuando m; = my = 0, en cuyo caso su peso
es igual al peso medio.

w = wy 0wy En este caso deberemos analizar el morfismo
H2((92, ‘7)\) — H2(80, f/)\)
utilizando los resultados en [Ha] y la restriccién de dicho morfismo a

GSpa(Af)xmo(GSPa(R)) 771/ oMp. Tir
[ dPQ A4f ><f7r0(};)2(R))4 H (S P27W(”LU2)*(>\))

y como en el caso anterior solo debemos considerar el morfismo

Mp2(Af ><Tl'0(]\4p2

0(qQMp, 117
P3(Ag)xmo(P3(R)) VHO(SM, Wiaonsy )

Hl(SMP2,W( 2)« (A )) — Ind
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donde P} denota el Q-subgrupo parabdlico Py N Mp, de Mp,. En este caso estaremos
siempre en el caso equilibrado, por lo tanto podemos describir precisamente la ima-
gen de dicho morfismo utilizando los resultados de [Ha] salvo que la representacion
Wiws).(n) tenga dimension uno, pero como (w2)«(A) = (mq + mg)e} + (—ma — 2)eh +
ck, esta representacion nunca tendrda dimension uno. Como conclusion, el espacio
GSpa(A ) xmo(GSpa(R = (. . . ~
Ind}; Ig‘;)jwj(?o(( " D HO(SMy, Wiwows).(n)) €std incluido en la imagen de H?(s, V))
y no contribuye a una clase fantasma.

w = wy 0wy Como Mp, coincide con su parte hermitiana, consideramos la restriccién del morfismo
H?(dy,Vy) — H*(o, V) al subespacio

GSps(Ar)xmo(GSpa(R)) 171/ aMp, Ti7
Indgy G oy HN (M, W)

y por el mismo argumento que en el caso w = wsy, todo esto se reduce al estudio de la
sucesién exacta larga

Mp, (Af)xmo(Mp, (R)) %%
o HYSM Wy, 0) = Indply 3y O™, Woasou. o)

— Hg(SMPl,W(wl)*(,\)) — ...

Los pesos en H2(SMr W(wl)*(,\)) son < 3 — ¢ — my mientras que el peso en

]\4}:1 Af XTro(Mpl(R
P1 Af)Xwo(Pl(R))

Ind HO(SM70 Wmouwn). )

es 4 — ¢ + myq, asi concluimos que Indiiffff}r:(?o((%ff‘lm HO(SMPO,W(wzowl)*(A)) estd

contenido en la imagen de H?(d, V,\) y no contribuye a una clase fantasma.

w = wy o wy 0wy Utilizando la misma estrategia que en el caso w = w; o wy, podemos concluir que el

espacio Ind Pjﬁf? j}r:(?o((%f ) g O(SMP0 Winowsou).(n)) €std incluido en la imagen de

H3(0,, V) v luego no contribuye a una clase fantasma pues la representacién W(wzowl)* )
no puede tener dimension 1.

w = wy 0wy o wy Utilizamos la misma estrategia que en el caso w = wq o wy, entonces llegamos a una
sucesién exacta larga

Mp, (Ag)xmo(Mp, (R))
. Hl(SMPl W(w1ow2) A)) — IndPlplAf)fXﬂo((le(Pl HO<SMP W(w20w10w2) (A))

- HCQ(SMPI ) W(WIOU’Q)*()‘)) R

y los pesos en el espacio H>(SMr | W(wlom)*m) son < 5 — ¢ + my mientras que el peso
en [ dMP1 Af Xﬁo(Mpl(R)
P (Ag)xmo(Fg (R))
que el espacio

)HO(SMPO, ﬁ//(wowlowz)*(k)) es 6 —c+my +2ms, luego concluimos

GSpa(Af)xmo(GSPa(R)) 170/ oMp. 117
In dpo(gf ;WO(J;JO(R))4 H°(S P07W(w20w10’w2)*(>\))

no contribuye a una clase fantasma.

= wy 0wy 0wy 0wy En este caso, utilizando los mismos argumentos que en el caso w = w; o wy concluimos
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que a menos que m; = 0, el espacio

GSpa(hs)xmo(GSpa(R)) —~
In dP() Ijsf);ﬂ:(;o (R))p4 HO<SMPO ; W(wl owsgow1 owz)*()\))

est4 incluido en la imagen de H*(dy, V) y no contribuye a una clase fantasma.

Por el otro lado, utilizando los mismos argumentos que en el caso w = wy o w; podemos
concluir que a menos que my = 0, dicho espacio est4 incluido en la imagen de H*(9;, V3)
y no contribuye a una clase fantasma.

En conclusién el tnico caso en el que el espacio

GSpa(Af)xmo(GSPa(R)) 170/ cMp, T17
Indp i ysmaro@y (S0, Wiaowsounows). ()

podria contribuir a una clase fantasma es cuando m; = my = 0.

Y luego de este tratamiento caso por caso, hemos obtenido el resultado enunciado en este
teorema. N

Para un andlisis completo debemos estudiar, para los casos m; = my = 0, cuando
HO(SMPo, Wi owgowrows). () Y HO(SMPo, Wiy, () contribuyen a clases fantasma.

Para el caso H O(SMPO,W(W)*(,\)) utilizaremos los resultados de [KR]. En dicho trabajo
podemos encontrar una prueba de la existencia de clases fantasma de grado 2, que entonces
deben provenir de la contribucién del espacio H?(SMPo, Wiy, ())-

Podemos resumir brevemente los resultados en [KR] involucrando la existencia de clases
fantasma para el grupo simpléctico Sp, (siguiendo la notacién de dicho trabajo) como sigue.
Elegimos un subgrupo compacto maximal K., C Sps(R) y denotamos por X = Sps(R)/K
su correspondiente espacio simétrico, podemos definir para cada subgrupo abierto compacto
K¢ C Sps(Ay) una variedad de nivel

Sk = Spa(Q)\X x Sps(Ay)/Ky,

y tomando el limite proyectivo sobre el conjunto de subgrupos abiertos compactos de Sps(Ay)
obtenemos un espacio denotado por S. La cohomologia de este espacio con respecto al sistema
de coeficientes trivial es denotado por H*(Sp4, C). El mapa de Borel es definido, y puede ser
interpretado como un morfismo desde la cohomologia del compacto dual del espacio simétrico
X (que serd denotado por X(©)), denotamos este mapa por B : H*(X© C) — H*(Spy, C).
Entonces el niicleo de dicho mapa esté denotado por H*(X()),,. Por el otro lado, se define
otro subespacio H*(X®);,, ¢ H*(X() C) que satisface que

H* (XN or ® H (X )i

es la preimagen, bajo el mapa de Borel, de la cohomologia interior en H*(Spy, C). Finalmente,
se denota por H*(X),, al espacio de clases en H*(X(® C) anuladas por la composicién
con el mapa de Borel junto con la restriccion a la cohomologia de cada cara del borde de la
compactificacion de Borel-Serre. Entonces tenemos que el espacio de clases fantasma en la
imagen del mapa de Borel es isomorfo al cociente

H* (X D)o/ (HY (X )per + HY (X)),
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Finalmente, en la seccién 14.1 de [KR] se concluye que la imagen del mapa de Borel, para
el caso Spy sobre Q, contiene un espacio unidimensional de clases fantasma. Ademads este
espacio pertenece al espacio de cohomologia de grado 2. Este resultado contradice aquellos
del apéndice A en [Z II], dicha contradiccién proviene del hecho que a pesar de que en el
caso m; = mg = 0 los espacios de cohomologia de grado 0,1 y 4 de la cara de Borel-Serre
correspondiente al subgrupo parabdlico estandar minimal no estan incluidos en el nticleo del
morfismo al espacio de cohomologia del borde de Borel-Serre de la variedad de Shimura, el
autor de dicho articulo parece olvidarse de verificar si el espacio de cohomolgia de grado 1
contribuye a clases fantasma (de donde las clases fantasma de grado 2 provienen).

Para el espacio H O(S?fpo,W(wlomowlow?)*(,\)), probaremos que no contribuye a clases fan-
tasma. Primero, este espacio tiene imagen en el espacio de cohomologia de grado 5 del
borde de la variedad de Shimura, luego para contribuir a clases fantasmas necesita tener
interseccién no nula con la imagen del espacio de cohomologia de grado 5 de la variedad de
Shimura. Consideramos el caso de una variedad de nivel finito, definida por un subgrupo
abierto compacto K C GSp4(Ay). Tenemos la sucesién exacta larga en cohomologia

oL HS(SK,V,\) — HB(agKaV)\) — HS(SK7V>\> —

(estamos considerando el caso en el que el peso maximal A satisface m; = my = 0) y por la
dualidad de Poincaré, consideramos la sucesion exacta

o= HY(Sk, VYY) = HY(0Sk, VYY) — HY(Sk, VYY) — ...

(donde VY también serd de dimensién uno) y, como H°(Sk, VYY) — H°(0Sk, V) es un iso-
morfismo (esto viene del hecho de que el borde de la compactificacién de Borel-Serre de cada
componente conexa de Sk es conexo) podemos concluir que H?(0Sg, Vi) — HS(Sk,V)) es
también un isomorfismo. como conclusién H?(Sk,Vy) — H?(0Sk, V) es el morfismo nulo.
Este es entonces también el caso para la variedad de nivel infinito y es entonces imposible
obtener clases fantasmas en la cohomologfa de grado 5, por lo tanto H(S™70, Wi, owsowrows). (1))
no contribuye a clases fantasmas.

Para concluir, podemos agregar estos resultados al teorema anterior obteniendo el enun-
ciado mas preciso:

Teorema 17. Sea V) la representacion algebraica irreducible de GSp4 con peso maximal A =
miN] + medl, + ck, entonces si my = my = 0 existen clases fantasma solo en la cohomologia
de grado 2 cuyo peso, en la estructura de Hodge mixta correspondiente, es el peso medio. En
el caso en el cual my # 0 0 my # 0 no existen clases fantasma en la cohomologia del borde
de la compactificacion de Borel-Serre.

En particular podemos ver que en todos los casos la propiedad del peso medio es satisfecha.

4 El caso (GU(n—2,2), X)

4.1 La variedad de Shimura involucrada

Vamos a presentar la variedad de Shimura involucrada en esta seccion. Sea K una extension
cuadratica imaginaria, sea ¢ el tinico elemento no trivial de Gal(K/Q), n € N, I;,_59) =
L5 x (=13) € GL,(Q) y sea GU(I(,—2,2)) el grupo algebraico reductivo conexo definido
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sobre Q dado por
GU(I(n—22)(A) = {9 € GL(A®q K) | 9" [(n—229 = v(g)[(n-22),v(g) € Ax}

para cada Q-dlgebra A, donde g denota t(g) y g* denota *(g) (la transpuesta de g).
Sea h : S = Resc/rGmc — GU(I(n—22))r €l homomorfismo algebraico dado por

h(z) = zl,_9 x (ZI3) Vz € S(R)

entonces el par (GU(I(,—22)), X), donde X es la GU({(;,—2,2)) (R)-clase de conjugacion de h,
es un par de Shimura.

Dado que necesitaremos la Q-estructura del grupo algebraico considerado, trabajaremos
en GU(I(,—22)) en su descripcién isomorfa, dada por

GU(Am—22)(A) ={g € GL,(A®g K) | g*An-22)9 = v(9)An-22), (g9) € A*}

para cada QQ-dlgebra A, donde

o o0 S
A(n72 2) — 0 ]n—4 0
S 0 0
y
01
S_L 0].

En esta seccién denotaremos por G al grupo GU (A(,—2,2)).
Entonces los puntos complejos de G es el grupo G(C) = GL,(C) x C* donde el mapa
G(R) — G(C) esta dado por g — (g,v(g)).

4.2 Toro maximal, sistema de raices y subgrupos parabdlicos

Sea H C G(C) el toro complejo de dimensién (n+ 1) constituido por las matrices diagonales,
este es claramente un toro maximal para Gy determina un sistema de raices de tipo A,,_;.
Sea h = Lie(H) el algebra de Lie compleja correspondiente a H, entonces h es una
subdlgera de Lie compleja de gc = gl,(C) & C. Definimos para cada i € {1,...,n} el
elemento ¢; € h* dado por ¢;(h) = h; para h = (hy,..., h,,z) € b.
Entonces el sistema de raices estd dado por

P(gc,b) ={ei—¢ | i # j}

y tomando como conjunto de raices positivas @ = {e; —¢; | i < j}, tenemos que el sistema
de raices simples esta dado por

A={e—enlie{l,....(n—1)}}

Dar una representacién algebraica irreducible de G equivale a dar una (n + 1)-upla
(a1,...,an,c) conay > ... > a, y ¢c =y a; mod(2). Fijamos una representacién al-
gebraica irreducible (py,V)) con peso maximal dado por A = (ai,...,a,,c). Esta repre-
sentacion define un sistema local en la variedad de Shimura, como en las notas preliminares,
y denotaremos dicho sistema local por V.
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El toro maximal elegido en G define un Q-subtoro desplegado maximal que consiste del
subgrupo de matrices de la forma

sin =4y de la forma

al,_4 a,a1,09 € G, ; CG

sin > 4.

Este Q-toro desplegado tiene rango 3 e induce un Q-sistema de raices de rango 2, de tipo
BC5 en el caso n > 4 y de tipo C5 en el caso n = 4.

A partir de este Q-toro desplegado maximal y del sistema de Q-raices positivas & te-
nemos definidos los Q-subgrupos parabdlicos estandar, que en este caso estan dados por

ResgoGLy * *
p = 0 GU(Am-31)) * NGU(An-22),
0 0 ResK/QGL1
Resg oG Ly * %
P2 = 0 GU(n — 4) * N GU(A(n—2,2)>7
0 0 ResK/QGL2
Yy
ResK/@GL1 * * * *

0 Resk oG Ly * * *
P(] = 0 0 GU(?’L — 4) * * N GU(A(n_Q’Q))

0 0 0 R€8K/QGL1 *

O 0 O O RGSK/QGLl

4.3 El grupo de Weyl, W y W

El grupo de Weyl puede ser identificado con el grupo de permutaciones S,,, donde o € .S,, se
corresponde con el elemento w, que satisface

We(€) = €1 Vie{l,...,n}.

Utilizamos la descripcién en [K] para los conjuntos W y W2,
Dada una raiz a € ® = ®(gc,h) denotamos por E, C gc su espacio correspondiente.
Tenemos la caracterizacién del conjunto W1 dada en la seccién 2 por

Wh ={weWw |, CAw)}
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donde u; C gc es el dlgebra de Lie del radical unipotente del subgrupo parabdlico P;.
Daremos una descripcién de los conjuntos Wi, i = 0,1,2, en la siguiente proposicién.

Proposicién 18. Con la notacion utilizada en esta seccion tenemos que

W ={w, e W|o(3)<...<o0
W ={w, e W|o@2)<...<o
W ={w, e W|o(1) <0(2),03)<...<o(n—2) and o(n —1) < o(n)}

Demostracion. Dado w, € W tenemos que wy(€; — €j) = €,-1(;) — €,-1(;), entonces €,-1¢;) —
€o-1(j) € Py siysolosii > jyo (i) <o '(j), y dado que o es bijectiva, podemos reescribir
esto de la siguiente manera:

6—€6€d,ei<jyo(i)>oa())

Finalmente w € W si y solo si Vi, j € {1,...,n} tales que i < j y (i) > o(j) tenemos
que i = 1 0 j = n (Porque en este caso u; es la suma directa de los espacios de peso E,
donde « es de la forma €; — €; o de la forma ¢; — ¢,). En otras palabras, hemos demostrado
que

Wh ={w, e W|o2)<...<o(n—1)}

Por los mismo argumentos obtenemos las correspondientes descripciones de W2 y W,
]

Debemos recordar que con esta notacién w,w, = w,, Vo,T € 5,.

4.4 Pesos en W,

Hasta el momento hemos definido el par de Shimura y hemos dado una descripcién de su
Q-sistema de raices y de sus Q-subgrupos parabdlicos, esto serd utilizado para obtener infor-
macion sobre los espacios de cohomologia del borde de la compactificaciéon de Borel-Serre de
la variedad de Shimura considerada. Como sabemos a partir de las notas preliminares, este
borde tiene una estratificaciéon cuyas caras estan indexadas por los Q-subgrupos parabdlicos
estandar. Si restringimos el sistema local en la variedad de Shimura definido por una re-
presentacion irreducible del grupo algebraico G a la cara asociada al Q-subgrupo parabdlico
estandar P y tomamos su espacio de cohomologia entonces podemos descomponer dicho es-
pacio como suma directa, indexada por el conjunto de representantes de Weyl W para P, de
espacios de cohomologia del espacio simétrico asociado a la componente de Levi de Mp del
subgrupo parabdlico con coeficientes en el fibrado vectorial definido por una representacién
irreducible, descrita en las notas preliminares y denotada por Wy, ).

El objetivo de esta seccién es dar una descripcion del sistema local Ww*( ) en el espacio
simétrico asociado a Mp.

Necesitamos entonces mas informacién sobre la estructura del grupo algebraico G. Hemos
descrito los Q-subgrupos parabélicos estandar de G, denotados por Fy, P; v P5. Ellos admiten
una decomposicion de Levi en la cual el factor de Levi, denotado por Mp,, tiene la forma de
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bloques diagonales, mas aun tenemos los isomorfismos ¢1, ¢ y ¢9 dados por

Mp, o, ResgoGL1 x GU(Am-31))
hy
g = (v(g) 'hy, 9)
h

y similarmente, para P, y Py tenemos que

Mp, 2 ResyjoGLy x GU(n — 4)

hy

g = (v(9) " s g)
hy
y
Mp, 2% Resy oGLy x ResgoGLy x GU(n — 4)
hy
ha
g — (w(g) 'hy,v(g) " ha, g)
h,

i

Para calcular los pesos de la estructura de Hodge mixta asociada a los espacios de la forma
H9(S}" ,W,.(n) (donde P denota uno de los Q-subgrupos parabélicos estandar) necesitamos
considerar la descomposicion del factor de Levi Mp como producto de la parte lineal y
hermitiana denotadas por Gp;, Gpy, (la Gltima forma parte de un par de Shimura (Gpp, hp)).

Necesitamos calcular el subgrupo Ap, del subgrupo de Levi Mp, de P;, que es el Q-toro
desplegado maximal en el centro de Mp, por el centro de G, en este caso estd dado por

(3]
a asd,_o | a € RGSK/QGm, ai,as € G, p C ]\4p1
2 —1
a0y

que es lo mismo que

a I, | a € Resg/oG, a1 € Gy,

al_l

Para el caso P, tenemos que el subgrupo Ap, de Mp,, que es el Q-toro desplegado maximal
en el centro de Mp, por el centro de GG, en nuestro caso esta dado por

a1,
a L4 | a € Resg/oGp, a1 € Gy, p C Mp,
0/1_1]2
Continuamos con el célculo del homomorfismo hp : S — Gpy, (para P uno de los dos
Q-subgrupos parabdlicos estandares maximales de GG) definiendo el par de Shimura asociado
a la parte hermitiana Gp},.
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Para el calculo del homomorfismo mencionado seguiremos la seccién 5 de [H II].

En el caso P; calculamos, para comenzar, el tnico morfismo de Cayley admisible que
denotaremos por wy. w; : G,, — Ap, puede determinarse por las propiedades enunciadas en
el trabajo ya mencionado, especialmente considerando la filtracién que induce en el algebra
de Lie g¢ a través de su composiciéon con con la representacion adjunta junto con el hecho de
que para cada representacion racional (o, W) de Gy para cada h € X, la filtracién de Hodge
asociada a la estructura de Hodge definida por la composicién o o h junto con la filtracion
inducida por la graduacién de W dada por la composicién o o w; define una estructura de
Hodge mixta en W.

Por el primer argumento podemos ver que w; estd dado por

Zk

wi(z) = KT, |z € G,
k2

para algin entero k € Z. Por el segundo argumento, tomamos la inclusién G C Resy oG Ly, C
G Ls,, como una representacion racional de dimension 2n de GG, y finalmente podemos ver que

-2

z
wi(z) = 27 d, Vz € G,,
1
y hi: Resc/rGr, — (Gpp)r esta dado por
2z
hl(Z) = h(n_371)(2) € (GPl,h)]R Vz e C*.

donde h(1pn-1) : S = GU(n — 3,1)r es el morfismo definido de manera similar a h definiendo
la variedad de Shimura para GU(n — 3,1).

Aplicando el mismo procedimiento podemos obtener el morfismo hy : Resc/rG,, —
(Gp, n)r calculando primero wsy : G, = Ap, que esta dado por

27212
wa(z) = 2ld, 4 | z € Gy,
I
obteniendo entonces la descripciéon de hy como
ZEIdQ
hQ(Z) = zld,_4 € (Gp%h)]R Vz e C*.

1

Para finalizar esta seccién, calculamos los pesos de las representaciones V de G'y (Wi, (x))n
de Gpy, para w € WP (donde P denota uno de los Q-subgrupos parabdlicos estandar de G).
Sea i € {0,1,2}. Para cada w € W7, tenemos por definicién

wi(A) =w(A+0) — 0

donde 6 = £ 3 4+ -
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En este caso tenemos § = 2((n—1)e; + (n—3)ea+...+ (1 —n)e,) = 3 >0 (n+1—20)e;,
entonces podemos escribir esto como una n-upla y obtenemos

5:(n—1,...,w,...,1—n).
2
Entonces
n+1)—20(1 n+1)—20(2 n+1)—20(n
o) = (agy s EFD=200 D 2200) L (kD) = 20t

y finalmente
(We)s(A) = (agy + 1 —=0(1),...,a00) +1i—0(1),...,0:m) +n —0c(n)).

A partir de la descripcion de h tenemos que el morfismo de pesos de la variedad de
Shimura definida por (G, h) estd dado por

R* - G(R),t —
t

entonces por la descripcién de A el peso de la representacion V), es
wt(Vy) = —c¢

Por otro lado, por la definicién de h; tenemos que el morfismo de pesos de la variedad de
Shimura definida por Gp, ;, y hy estd dado por

2 t t
t— tldn_g = t]dn_z ]dn_z S Gphh
1 t 1

y denotando w.(X) = (dy,. .., d,, c) tenemos que el peso de la representaciéon de Gp, 5, deter-
minada por Wy, ) es
wt(w, Pl) = —Cc+ (dn - dl)

pero hemos ya calculado los coeficientes d;, por lo tanto podemos verificar
wt(wy, P) = —c+ ((aGom) +n —0(n)) — (aeqy + 1 —o(1)))

Aplicando el mismo procedimiento podemos verificar que para w, € W el peso de la
representacion de G'p, ;, determinada por W,,),(\) esta dado por la férmula

Wt(We, Py) = —c4(aom)y+n—0c(n))+(tom-1)+n—1-c(n—1))—(asq)+1—0o (1)) = (as2)+2—0(2))

Por el trabajo [H-Z II] tenemos que el peso de la representacién de la parte hermitiana
de P definida por la representacion W, ), de Mp, estd dado por

wt(we, o) = —c+(aom+n—0o(n))+(asm-1+n—1-0(n—1))=(aoq) +1-0(1)) = (as@+2-0(2))
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4.5 Descomposiciones W = W)WH y W = WIW

Tenemos las descomposiciones W = WPW y W = WIW donde W7 es el conjunto de
representantes de Weyl para el inico Q-subgrupo parabélico estandar de Mp, definido por
el sistema de raices inducido por el sistema considerado para Gy W2 es el conjunto anélogo
para Mp,. Utilizando el hecho de que w,ws = wz, podemos obtener una descripcién de los
conjuntos WP y W2 como

WY ={w, e W|o(l)=1,063)<...<o(n—2)yo(n)=n}

={w, € W |oe{l,s1,5,510852}}

donde s es la transposicion (12) y sy es la transposicién ((n — 1)n).

4.6 Imagen desde 0,

Queremos describir la imagen del morfismo
Hq(al, ‘N/)\) — Hq(ﬁo, ‘N/)\)

y como estd explicado en las preliminares, estos morfismos respectan la descomposicion en
suma directa indexada por el conjunto de representantes de Weyl Wt yv W% en otras
palabras, podemos estudiar dicha imagen restringiendo a cada factor correspondiente a cada
w € WP obteniendo el morfismo desde el espacio

G(A X Ty l M ind
Indp, Aff ><7?0(P1(]R HIT N (SMe W, )

al espacio
EB In ng(A&cf Xfﬁ(f(fgo(ﬁ»ffq Ho)=D (SMP0 W), (v)-
w'eW?
Uw')<g—I(w)
Una observacion aqui es que las variedades de nivel finito S ?(40 tienen dimension cero, con
lo cual solo debemos considerar en dicha igualdad los elementos w’ € W} que satisfacen
q—l(w)—1(w") =0.

En este caso tenemos que Mp, coincide con su parte hermitiana G p, 5, por lo que estamos
nuevamente en el caso de una variedad de Shimura y consideraremos la correspondiente
sucesiéon exacta larga en cohomologia.

Sea w € W, entonces tenemos que la sucesién exacta larga en cohomologfa estd dada
por

]\4}31 Af ><7'l'0(]\4p1

R)) 170/ aMp, 1%
PL(As)xmo(PE(R)) HE(ST0, W) (v))

.= Hq_l(w)(SMpl,Ww*()\)) — @ Ind
w' €W}
H(w")=g—1(w)

N Hgfl(w)+1 (SMpl ’ Ww*()\)) .
donde P§ denota el Q-subgrupo parabdlico Py N Mp, de Mp, y el término involucrando la

suma directa corresponde a la cohomologia del borde de la variedad de Shimura asociada al
subgrupo de Levi Mp, del Q-subgrupo parabdlico P;.
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Tenemos la siguiente lista de hechos que serdn ttiles para la descripcion de la imagen de
Hq(ﬁly, V)\) — Hq(ag, V,\),

. Los pesos en la estructura de Hodge mixta de H9~!()(SMr Ww*(A)) son > q — l(w) +
wt(w, Py).

. Los pesos en la estructura de Hodge mixta de Hgil(w)H(SMpl W) son < g —1(w)+
1+ wt(w, Pl)

. El peso en Indpfkfﬁfx):&(gf\ﬁ) ))HO(SMPO, W(w/w)*(,\)) es wt(w'w, Py).

p Af)Xﬂ'()(Mp R) 0 M .
En particular, si el peso en [ndp1 kf)xwo(Pl( i) HO(SMro Ww 1), (v)) 10 es ni ¢ — l[(w) +

wt(w, P1) ni ¢ —l(w) +wt(w, P;)+ 1, podremos determinar exactamente si dicho espacio esta
incluido en la imagen de dicho morﬁsmo Mas precisamente, si el peso de dicho espacio es
> q — l(w) + 1 4 wt(w, P;) entonces dicho espacio estd incluido en la imagen del morfismo
Hq(ﬁl, V)\) — Hq(ao, V)\)

Para los calculos, fijamos w € W y w' € W), sean 0,0’ los elementos en S, tales que
w=w, y w = w,, entonces sabemos que

wt(wy, P) = —c+ (aom) +n —0(n)) — (aoq) + 1 —o(1))
mientras que
wt(w'w, By) = wt(wyer, Po)

= —c+ (a4opr(n) + 1 — 00’ (n)) + (Ayor(n—1) + n — 1 — 00’ (n — 1))
— (@oor1y +1 = 00'(1)) = (Goor(2) + 2 — 007(2))

pero como w,s € WY, tenemos que ¢’(1) = 1y 0'(n) = n y en particular oo’(n) = o(n) y
oo'(1) = o(1), luego obtenemos que

wt(w'w, Py) = wt(w, Py) + (ger(n—1) + 1 — 1 — 00’ (n — 1)) = (a4per(2) + 2 — 00'(2)).

Como conclusién tenemos que el peso en H°(SMro, W(w/w)*m) es > ¢—l(w)+1+wt(w, P)
si y solo si
q— l(w) = (') + wt(w'w, Py) > ¢ — l(w) + 1 4+ wt(w, Py)

si y solo si wt(w'w, Py) — wt(w, Py) > l(w') + 1, y de esto obtenemos el resultado

Lema 19. Si w, € W5 yw, € W0 y
(aggr(n_l) +n—1-— UO'/(TL — 1)) — (agol(g) + 2 — O’U’(Q)) > l(wg/> +1
G(Af)xmo(G(R)

entonces [ntPO(Af)MO(PO(R HO(SMro W(w ).(n) estd incluido en la imagen del morfismo
H(01,Vy) = HY(9y, Vy) (donde q = l(wy) + L(wyr) ).

4.7 Caso GU(2,2)

Trabajaremos en distintas subsecciones los diferentes subcasos para el peso maximal A =

(a1, as,as,ay,c). La primera observacién es que en este caso W es todo el grupo de Weyl
wW.
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Una notacién que utilizaremos durante esta seccion es la siguiente, una permutacién
o € S, sera denotada por la 4-upla (o(1),0(2),0(3),0(4)).

El primer paso en esta subseccién sera el de enunciar el siguiente lema, cuya demostracion
es una aplicacion directa del lema anterior.

Proposicién 20. Sea w, € W tal que 0(2) > o(3). Si

(ao(3) — Go2)) + (0(2) —0(3)) > 1

Af)XTro(G(

entonces Indp (A ) xo(Po(R)) HO(SMPO W 2).(v) estd incluido en la imagen de H*®(0y, Vi).

Demostracion. Sio(2) > o(3) y w satisface la hipdtesis de la proposicién, entonces escribimos
W, = WswW,, con respecto a la descomposicién W = WPW . En este caso podemos ver que
Hws) =1y (o) — aoz)) + (0(2) — o(3)) > 1, por lo tanto

(ao3) +3—0(3)) = (ar@) +2 —0(2)) > 1+ l(ws).

Finalmente por el Lemma 19 obtenemos el resultado enunciado. O]

4.7.1 Casoa; >as y az > ay4

Luego de un tratamiento caso por caso llegaremos al siguiente resultado.

Teorema 21. FEn el caso en el que el peso mazximal X de la representacion irreducible de G
satisface a1 > as y az > aq, no ewisten clases fantasma con respecto al sistema local dado por
Vi.

Demostracion. Un uso directo de la proposicién anterior y el hecho que a; > as y az > ay
implica que para ¢ en el conjunto

{(1,4,2,3),(1,4,3,2),(2,3,1,4),(2,4,1,3),(2,4,3,1),(3,2,1,4)

(3 4,1,2) (3,4,2,1), (4,2,1,3),(4,3,1,2)}
G(Af ><Tl'0
Po( Af)XWO P()(R - ~
todos estos subespacios estan incluidos en la imagen de H* (0, Vi) — H*(0o, V).

Por otro lado, si ¢ = (1,2,3,4) entonces el peso de H°(SMP0, Wiy, ). ) es —c + (as +

as) — (a1 + a2). Mientras que ]ndpoﬁgf;XﬂT?o((P(o( HU(S Po Ww ).(»)) es un sumando directo

tenemos que Ind H 0(SMro Tj Wiw,).(n)) no contribuye a una clase fantasma pues

de H%(8y,Vy) vy entonces para contribuir a una clase fantasma su imagen por el morfismo
H'®o)(9y,Vy) — H'@)+1(9S Vy) debe estar incluida en la imagen de H'®™)+1(S V}) —
H'®o)+1(9S V), pero como los pesos en el espacio H®)+1(S V}) son > —c + l(w,) + 1,
concluimos que el peso de H°(SMro, W, y.(n) debe ser > —c + l(w,) + 1 que en este
caso es —c + 1. Pero como —c + (a4 + a3) — (a1 + a2) < —c < —c + 1 tenemos que
H O(SMPO,W(%)*(,\)) no contribuye a una clase fantasma. Por el mismo argumento pode-
mos mostrar que H°(SMro, W(wd)*( »)) no contribuye a una clase fantasma para,

oe€{(1,2,4,3),(2,1,3,4),(2,1,4,3)}.

Para o = (1, 3,2,4) tenemos que, por el mismo argumento, el peso de H°(SMro W(wa)*()\))
es —c + (az + a4) — (a1 + a3) + 2 mientras que, para contribuir a una clase fantasma debe
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ser > —c + 2. En conclusién tenemos que dicho espacio no contribuye a clases fantasma y
obtenemos el mismo resultado para

oe€{(1,3,4,2),(3,1,2,4),(3,1,4,2)}.

Con el fin de analizar la imagen de 0y utilizaremos los resultados en [Hal.
Para el caso 0 = (3,2,4,1), consideramos la expresiéon w, = wzw,, dada por la des-
composicion W = WIWT entonces con la notacién de la subseccién 4.5 tenemos que

Mpy (Ag)xmo(Mp,(R)) -
P2 QAf ><7T0(P2(]R§) HO(SMPO’ W(wo)*()\))

estd incluido en la imagen de H?(SMr W(wUQ)*( ) salvo cuando (wy,).(A) tiene dimensién 1.
Pero

g =508y 09 =(2,3,1,4). Sabemos por [Ha] que Ind

(wUQ)*()\) = (a02(1) +1- 02(1)7 Aoy (2) +2— 02(2)7 gy (3) +3 - 02(3)7 Qg (4) +4 - U2<4)>
=(az —1,a3 — 1,a1 + 2, a4)

y dado que a; + 2 > a4 tenemos que (w,,).«(A) no puede tener dimensién 1. Como resultado
obtenemos que H°(SM, W, ).(n)) no contribuye a una clase fantasma.
Con el mismo procedimiento obtenemos el mismo resultado para

oce{(4,13,2),(4,2,3,1),(4,3,2,1)}.

Aplicando el caso equilibrado del Teorema 2 en [Ha] podemos ver que los espacios corres-
pondientes a los elementos (2,3,4,1) y (4,1,2,3) no contribuyen a clases fantasma. Esto se
obtiene, en el caso 0 = (2, 3,4, 1) por ejemplo, considerando o’ = (3,2, 1,4). En la descripcién
de la imagen del espacio de cohomologia de 0, dada en el articulo mencionado tenemos que
la interseccién de dicha imagen con el espacio
Mp, (Ag)xmo(Mp, (R))

Ind (H(SMP0, W, ). ) ® HO(SMP0, Wi ). )

P§(Ay)xmo(PF(R))
mas Ind PQFEQAJﬁfX):OT}g‘?S)(R H O(SMPO,VV(%,)*( ) es todo el espacio
Mp, ( Af xmo(Mp, (R)) 0 M T 0 M T
Indpady v mopzry) SV W) @ HY(ST0, Wi, )))

pues o estd en la cdmara fundamental (con respecto a [Ha]). Luego el resultado sigue del
(Ag)xmo(G(R))

hecho que Indpo(}{f)xio(ﬂ)(

cohomologia de 0;.

Hemos entonces demostrado el resultado enunciado. O

R)) HO(SMro W(w(,/)*( ) esta incluido en la imagen del espacio de

4.7.2 Casoa; >asy a3 = ay4

Teorema 22. Si el peso maximal A\ = (a1, ag, ag, aq, c) de la representacion irreducible Vi de
G satisface a; > as y az = a4, entonces no hay clases fantasma en el espacio de cohomologia
del sistema local definido por V.

Demostracion. El mismo procedimiento que en la subseccién anterior muestra que dado W, €

W tal que 0(2) > 0(3), si (ay(3)—Go(2))+(0(2)—0(3)) > 1 entonces Ind,, Gh ) xmo(G(R) HO(SMPO Wi

5 Af)Xﬂ'o(Po(R
esta incluido en la imagen de H'"2) (9, V}).
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Por lo tanto, para ¢ en el conjunto
{(2,3,1,4),(2,4,1,3),(3,2,1,4),(3,4,1,2),(4,2,1,3), (4,3,1,2)}

tenemos que H°(SMm, W(wg)*(x)) no contribuye a una clase fantasma.

Por el mismo argumento, H®(S"ro, W(wa)*()\)) no contribuye a una clase fantasma para
o€{(1,4,2,3),(3,4,2,1)}, pues 0(2) — o(3) > 1 en dichos casos.

Por otro lado, si ¢ = (1,2,3,4) entonces el peso de HO(SM7, W, y.(n) es —c + (ag +

az) — (a1 +az). Mientras que IndpoAAff XXW;O((GP((]}?])R)))HO(SMPO W(wg)*(,\)) es un sumando directo de

H!(wa) (5, VA) y entonces para contribuir a una clase fantasma su peso debe ser > —c+1. Pero,
como —c+(as+az) — (a;+as) < —c < —c+1 tenemos que HO(SMro, W, .(r)) no contribuye
a una clase fantasma. Por el mismo argumento podemos ver que H°(SMm, W(wa)*(,\)) no
contribuye a una clase fantasma para

oe€{(1,2,4,3),(2,1,3,4),(2,1,4,3)}.

Para 0 = (1, 3,2,4) tenemos que el peso de HO(SMPO,W(%)*(,\)) es —c+ 2+ as — a; mientras
que para contribuir a una clase fantasma dicho peso debe ser > —c+2. En conclusion tenemos
que este espacio no contribuye a una clase fantasma y obtenemos la misma conclusién para

oe€{(1,3,4,2),(3,1,2,4),(3,1,4,2)}.

Para 0 = (1,4, 3,2) tenemos que el peso de H(SMro, Wi, 1. (n) €s —c+ (az +az) — (a1 +
a4)+4 = —c+4+ ay — a; mientras que para contribuir a una clase fantasma dicho peso debe
ser > —c + 4. En conclusién tenemos que este espacio no contribuye a una clase fantasma y
obtenemos la misma conclusién para

oe{(4,1,2,3),(4,1,3,2)}.

Nuevamente, utilizamos el Teorema 2 de [Ha| para el caso no equilibrado. Sea o la
permutacién dada por (3,2,4,1), entonces tenemos la expresién wzw,, con respecto a la

descomposicién W = WIW 2 donde 6 = s, 055 con respecto a la notacion en la subseccién
A )><7T0(G( 0 M T
Po Aff)XTro(Po(R) H (S Fo W )*()‘)> no

contribuye a una clase fantasma, dado que estd incluido en la imagen de H*(0,, VA), salvo
que Wy, ).(r) tenga dimension uno y podemos probar que esta representacion no puede

4.5y 09 = (2,3,1,4). Finalmente, tenemos que Ind

tener dimensién 1 en este caso, por lo tanto HO(Sro, W(wa)*( ) no contribuye a una clase
fantasma.

El mismo resultado puede obtenerse aplicando este procedimiento a las permutaciones
dadas por (4,2,3,1) y (4,3,2,1), por lo que sus espacios correspondientes estén incluidos en
la imagen de H* (82, V3) y no contribuyen a clases fantasma.

Finalmente, para ¢ = (2,3,4,1) tenemos que, utilizando los resultados del Teorema 2

de [Ha] y el hecho que I ndgéygxxﬂﬁé((ﬁo(ﬂg) HO(SMro W, _).(n) estd incluido en la imagen de

(o) (9y, Vy) para o’ = (3,2,1,4), que

Af Xﬂo(G(R
P()(Af)XT(()(P()

Ind HO(SMPO Wiws).(n)
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estd incluido en la imagen del morfismo
o) (), V) @ H' )8y, Vi) — H' ™) (9, V)

y entonces dicho espacio no contribuye a una clase fantasma. Por el mismo argumento
podemos mostrar que para o = (2,4,3,1), H(SMr W(wa)*(,\)) no contribuye a una clase
fantasma.

De esta manera hemos demostrado el resultado enunciado. O]

4.7.3 Casoa; =as y ag > ay

Teorema 23. Si el peso mazximal A = (ay, as, as, ay, ¢) de la representacion irreducible Vy de
G satisface a1 = as y az > ay, entonces no hay clases fantasma en el espacio de cohomologia
del sistema local definido por V.

Demostracion. Como ya sabemos, dado w, € W tal que o(2) > 0(3), si (ay3) — Go(2)) +

(0(2) —o(3)) > 1 entonces Indp, X;)XXW:O((C;(o(R) HO(SMPo Wi, y.() esté incluido en la imagen
de H' ) (9, V}).

Luego, para o en el conjunto
{(17 47 27 3)7 (17 47 37 2)7 (27 47 17 3)7 (27 47 37 1)7 (3747 17 2)’ (3747 27 1)’ (27 37 17 4)’ (47 37 1’ 2)}

tenemos que HO(SMo W(w(,)*( »)) no contribuye a una clase fantasma.

Si o = (1,2,3,4) entonces el peso de H°(SMo, W(wg)*(x)) es —c + (aq + az) — (a1 + az).

Mientras que [ ndﬁﬁ{f X;?(f( P(O(R HO(SMro W ).(v) es un sumando directo de H') (3, Vi)

y para contribuir a una clase fantasrna su peso debe ser > —c+ 1. Por lo tanto tenemos que
HO(SMPo Wiy, ). () no contribuye a una clase fantasma. Por el mismo argumento podemos

ver que HO(SMo, Wiw,).(n)) no contribuye a una clase fantasma para
oe€{(1,2,4,3),(2,1,3,4),(2,1,4,3)}.

Para ¢ = (1,3,2,4) tenemos que el peso de HO(SMPO,W(%)*(,\)) es —c+ 2+ aqg — ag
mientras que para contribuir a una clase fantasma su peso debe ser > —c+ 2. En conclusion
tenemos que este espacio no contribuye a una clase fantasma y tenemos la misma conclusion
para

oe€{(1,3,4,2),(3,1,2,4),(3,1,4,2)}.

Para o = (2,3,4,1), el peso de H°(SMro W(wg)*(,\)) es —c+4 + a4 — az mientras que para
contribuir a una clase fantasma debe ser > —c + 4. En conclusién tenemos que este espacio
no contribuye a una clase fantasma y obtenemos la misma conclusién para

oe{(3,2,1,4),(3,2,4,1)}.

Utilizando el Teorema 2 de [Ha] para el caso no equilibrado tenemos que el espacio
In dPOAA{;XXT(f(C;(O(R) HO(SMro W ,).(n)) no contribuye a una clase fantasma para o = (4,1, 3, 2)

pues dicho espacio est4 incluido en la imagen de H' <) (9, f/,\) a menos que W,,),(n) tenga
dimensién 1 donde wy = (1,4,2,3). Como W(y,).(») no tiene dimensiéon 1 obtenemos el
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resultado buscado. Obtenemos el mismo resultado para cada o en el conjunto
{(4,2,3,1),(4,3,2,1)}.

Finalmente, para ¢ = (4,1,2,3) tenemos, utilizando los resultados del Teorema 2 de

[Ha] y el hecho de que Ind POAA{ f) Xxﬂ;’(fga(o(g))}[ 0(SMro, Wiy, ,).(n) estd incluido en la imagen de

H'®o)(9y, Vy) para o = (1,4,3,2), que

Af XWQ(G(R
Po(Ay)xmo(Po(R)

Ind HO(SMPO Wwa)*()\))
estd incluido en la imagen de H')(9y,V)) @ H'®o)(9y, V3) — H!®) (9, V) (dado que o
estd en la camara fundamental, con la notacion de [Hal) y entonces este espacio no con-
tribuye a una clase fantasma. Por el mismo argumento podemos ver que para o = (4,2, 1, 3),
HO(SMrPo W, ). () 1O contribuye a una clase fantasma.

Por lo tanto, hemos obtenido el resultado enunciado. O

4.7.4 Casoa; =ay y a3 = ay

Teorema 24. Si el peso maximal X = (a1, a9, as,ay4,c) de la representacion irreducible Vi
satisface a1 = ao Yy az = ayg, las unicas posibles clases fantasma en la cohomologia del sistema
local definido por Vy estdn en H(S, V3) con peso —c+2, HX(S, V) con peso —c+4 y H?(S, Vy)
con peso —c + 6.

Demostracion. Sea w, € W tal que 0(2) > 0(3), si (ao@3) — Go)) + (0(2) — 0(3)) > 1
(Af)xmo(G(R)) 4 , . . . ~
entonces Ind &rf)xxﬁo((li('o(l)l{ HO(SMPo, Wi, ). () estd incluido en la imagen de HY(d; k,V}).

Por lo tanto, para ¢ en el conjunto
{(1,4,2,3),(2,3,1,4),(2,4,1,3),(3,4,1,2),(3,4,2,1),(4,3,1,2)}

tenemos que HO(SMro, W(wg)*(x)) no contribuye a una clase fantasma.

Por otro lado, si o = (1,2,3,4) entonces el peso de HO(SMro, Wi, ). (n) €5 —c + (as +
as) — (a1 + az), mientras que Indpoyﬁfxwﬁégo(ﬁg))]{o(SMPO, W(wo)*()\)) es un sumando directo
de H l<wo>(ao, f/,\) y para contribuir a una clase fantasma su peso debe ser > —c + 1. Como
conclusion HO(SMro, Wi, ). (n)) no contribuye a una clase fantasma. Por el mismo argumento

podemos ver que H°(SMro, Wiw,).(n)) no contribuye a una clase fantasma para
oe€{(1,2,4,3),(2,1,3,4),(2,1,4,3)}.

Para o = (1,3,4,2) tenemos que el peso de H°(SMro, W(w(,)*()\)> es —c + 2 mientras que
para contribuir a una clase fantasma su peso debe ser > —c+ 3. En conclusién tenemos que
este espacio no contribuye a una clase fantasma y tenemos el mismo resultado para

o€ {(3,1,2,4),(3,1,4,2)}.

Por el Teorema 2 de [Ha| para el caso no equilibrado tenemos que

Af XWQ(G(R
Po Af))(ﬂ'o(Po(

Ind HO(SMPO Wwa)*()\))
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no contribuye a una clase fantasma para o en el conjunto
{(3,2,4,1),(4,1,3,2), (4,2,3,1)}

pues estos espacios estan incluidos en la imagen de H'“)(d,, VA) Obtenemos la misma
conclusién si aplicamos el mismo procedimiento a (4,3,2,1) a menos que a; = ay = az = ay.

Por otro lado, si a1 = ay = a3z = a4, sea o la permutacién definida por (4, 3,2, 1), entonces
w, tiene longitud 6 y entonces el espacio

Af XWQ(G(R
Po Af)Xﬂo(Po(

Ind HO(SMPO Wwa)*()\))
es un sumando directo de H" (98, ‘7,\) Aplicando la dualidad de Poincaré y por las estrategias
utilizadas en la parte final de la seccién 3 (cuando probamos que el espacio correspondiente
al elemento de Weyl w; o wy o wy 0wy no contribuye a una clase fantasma) podemos mostrar
que el morfismo H7(S,V3) — HT(9S,V)) es cero y entonces el espacio HO(SMro, Wi, y.(x))
no contribuye a una clase fantasma.

Restan 7 elementos en el grupo de Weyl, que son:

1. w, y wy para o = (1,4,3,2) y o' = (4,1,2,3). Ambos tienen longitud 3 y entonces los

(Af)xm G(]R x (Af)xm )
espamos]ndpo(j{f;;o(%( HO(SMPoW o) ))ylndpo(gf)i;o(ljo( HO(SM W(w, L)

son sumandos directos del espacio H?(0y, V,\) y ambos tienen peso —c+4 que es el peso

medio de H*(Sk, Vi).

2. Wy Y Wy para o=(2,3,4, (3 2,1,4). Ambos tienen longitud 3 y entonces los

Dy

(A m0(G(R) (Ag)xm

espacios ]ndpo Ag;)XX;O((P(O() HO(S’MPO Wiws). (0) )yIndPO }{fxxﬁo((P(O() HO(SMro W(w D)
o3

son sumandos directos de H*(0, VA) y ambos tienen peso —c + 4 que es el peso med10

de HY(S,Vy).
3. Wo y Wy para o=(2,4,3,1)y o' = (4,2,1,3). Ambos tienen longitud 4 y entonces los
G(Af)xmo(G(R)) (Af)xmo(G(R)) =
espacios Indp /)T HO(SM”O W) ¥ Indi ()0 HOS 0, Wi, . )

son sumandos directos de H 40y, V,\) y ambos tienen peso —c + 6 que es el peso medio
de H*(S,V,) mas 1.

4. w, para o = (1,3,2,4). Su longitud es 1 y entonces el espacio

G(Af)xmo(G(R)) Mo 1%
I dPO A(f ><7§')0(P0( HO(S 0 W'wa)*()\)>

es un sumando directo del espacio H (o, VA) y su peso es —c + 2 que es el peso medio
de H?(S,V}).

O

4.7.5 Conclusiones para el caso n =4

Lo que sigue es un pequeno resumen de los resultados obtenidos en este caso.

Si el peso maximal A\ = (ay,as9,as,a4,c) de la representacion irreducible V, satisface
a1 = as y a3 = a4 entonces hay posibles clases fantasma en grado 2 y 4, en ambos casos
el peso en la correspondiente estructura de Hodge mixta es el peso medio, y hay también
posibles clases fantasma en grado 5, en cuyo caso el peso en la estructura de Hodge mixta

46



asociada es el peso medio mas uno. Por otro lado, si a; # ay 0 az # a4, entonces no existen
clases fantasma.

En particular podemos ver que para n = 4, la propiedad débil del peso medio esta siempre
satisfecha.

4.8 El caso general GU(2,n — 2)

Para w, € W sea w, = wsw,, su expresién correspondiente con respecto a la descom-
posicién W = WPW T entonces por el Lema 19 sabemos que si

(@gn—1) +n—1—=0(n—1)) = (are) +2—0(2)) > 1+ l(ws)

entonces Ind Agf;;;égﬁ ) HO(SMr, W.(n) estd incluido en la imagen de H'®)(9;,V4).

4.8.1 Elcasoa; >a;y1 Vie{l,...,n—1}

Teorema 25. Si el peso mazimal A\ = (ay, ..., ay,,c) satisface a; > a;41 para todo i, entonces
no hay clases fantasma en los espacios de cohomologza H1(98, V).

Demostracion. El primer paso consiste de probar que para w, € W, si 0(2) > o(n — 1)
entonces Ind Xf;;ﬁogﬁf) HO(SMP0 W), () esté incluido en la imégen de H!=)(0;,V3).
Sea w, € WPO con o(2) > o(n—1), escribimos w, = wzw,, donde ws € WP y w,, € Wi,

Podemos ver, por la descripcién de los conjuntos WPy W que
l(ws) < (0(2) =)+ (n—o(n—1)) =2,
por lo tanto

(ag(n71) +n—1—0n-1))— (ag(g) +2—-0(2)) =
=(0(2)—1+n—-0(n—1)=2) + (Go(n-1) — to2))
> l(ws) + (as(n-1) = Go(2))
> l(ws) + 1

y obtenemos entonces el resultado deseado.

Como conclusién, los tnicos posibles pesos en el espacio de clases fantasma provienen de
los elementos w, € W con ¢(2) < o(n —1).

Continuamos verificando los casos de las permutaciones o satisfaciendo o(2) < o(n — 1).

Sea w, un elemento de W con (1) < ¢(2) < o(n — 1) < o(n). El peso del espacio
HO(SMPO , W(wg)*(,\)) es

wt(we, Fy) = — ¢+ (aom) +1n —0(n)) + (aon-1) +n—1—0(n —1))
— (@) +1 = 0(1)) = (ao2) +2 = 0(2)))
mientras que Indpofg;)xxﬂﬁ(f(cgo(m HO(SMPo Wiy, ).(n) es un subespacio de H'®) (9, V).
Luego a fin de contribuir a una clase fantasma, w, debe satisfacer

wt(wy, Py) > —c + l(w,) + 1.
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Pero, como ao(n) < Agn-1) < Go2) < Go1) ¥ H(We) = (0(1) = 1) + (0(2) = 2) + (n — o(n)) +
(n=1) —a(n—-1))

wi(we, Po) = —c+ U(we) + (Ao(n) + Qon-1) = Qo) — Ao(2))
< —c+ l(wy).

Entonces podemos concluir que H®(SMro, W(w[,)*( »)) no contribuye a una clase fantasma.
De la misma manera podemos mostrar que H°(S™*o, Wiw,).(n)) no contribuye a una clase
fantasma para los casos

o(l)y<o(2)<o(n) <o(n—1)
o(l)<o(n)<o(2)<o(n—1)
0(2)<o(l)<o(n—1)<ao(n)
0(2)<o(l)<o(n) <o(n—1)
02)<o(n—1)<o(l) <o(n)
0(2)<o(n)<o(l)<o(n-—1)

Utilizando los resultados de [Ha] como en el caso GU(2,2) podemos demostrar que los
elementos w, € W satisfaciendo ¢(2) < o(1) y o(n) < o(n — 1) no contribuyen a clases
fantasma. Para ello, sea w, € W' un tal elemento y sea w, = WzW,, la expresién de w, con
respecto a la descomposicion W = WIW 2 entonces o5(1) = 0(2),02(2) = o(1),02(n—1) =
o(n) y o2(n) = o(n — 1). Los primeros dos términos de (wg,)«(A) son ay,) + 1 — 02(1)
Y Ggy(2) + 2 — 02(2), y son claramente diferentes (el primero es estrictamente mas grande
que el segundo) y esto muestra que (w,,)«(A) no tiene dimensién 1. Este hecho junto con
los resultados del Teorema 2 de [Ha| para el caso no equilibrado concluye con el resultado
mencionado.

Por la conclusion anterior eliminamos la posibilidad de contribucion a clases fantasma
para los casos

on)<o2)<o(l)<o(n—1)
on)<o(2)<o(n—1)<o(l)
0(2) <o(n)<oln—1)<o(l).

Luego a fin de contribuir a una clase fantasma, w, € W debe satisfacer una de las
siguientes propiedades

on)<o(l)<o(2)<o(n—1)
o(2) <wn—1)<o(n) <o(1)

Finalmente, usando nuevamente los resultados del Teorema 2 de [Ha] para el caso equili-
brado, podemos mostrar (como los espacios H%(S™Mro, VNV(wG)*(A)) con w, € W satisfaciendo
on—1)<o(2) <o(l) <a(n)oo(l) <o(n) <o(n—1) < o(2) estan incluidos en la imagen
de H*(dp,, V) y en ambos casos w, estd en la cdmara fundamental) que ninguno de estos
dos casos contribuyen a clases fantasma.

0
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4.8.2 El caso no genérico

En esta subseccién trabajaremos en los casos en los cuales A es no regular. Como sabemos,
un elemento w, € W estd determinado por los cuatro ntimeros o(1),0(2),0(n —1),0(n) y
dados 14, j, k, | cuatro nimeros distintos en el conjunto {1,...,n} denotamos por w;;r € W
su correspondiente representante de Weyl.

Podemos dividir este conjunto W en 24 subconjuntos correspondientes a los érdenes
posibles de los elementos i, j, k, [ y entonces estudiaremos cada uno de dichos subconjuntos
por separado como ya hemos hecho en la subseccion anterior.

Para el caso @ < j < k < [ obtenemos lo siguiente. El peso de la estructura de Hodge
mixta en HO(SMro, W(wijkl)*(/\)) es

—c+(m+n—0+(a+(n—-1)—k)—(a; +1—13) — (a; + 2 — j).

Por otro lado, podemos ver que l(wiji) = (i — 1)+ (G —2)+(n—-0)+(n—1)—k)y
el espacio de cohomologfa ya mencionado es un sumando directo de H!'irt)(§), ‘7,\), luego
a fin de contribuir a una clase fantasma en el espacio H l(wiﬁ“l)“(@?, ‘7,\) su peso debe ser
> l(wijir) + 1 — ¢ que en este caso es

—c+14+(@-1)+(G-2)+n—=0)+((n—-1)—k).

En conclusion, a fin de contribuir a una clase fantasma una condicién necesaria para el espacio
HO(SMPO,W(WM)*(A)) es que a; + a — a; —a; > 1 lo cual es imposible, por lo tanto hemos
mostrado que en el caso i < j < k < [ el espacio H°(SMo, W(wijkl)*()\)) no contribuye a una
clase fantasma.

Paraloscasos i < j <[l <k, j<i<k<lyj<i<l<kelmismo argumento muestra
que los correspondientes espacios H°(SMro W(wijkl)*( »)) no contribuyen a clases fantasma (la
Unica cosa que cambia en los cdlculos es [(w; k) que en estos casos es mayor que el calculado
en el caso previo)

Consideremos el caso i < k < j < [. Sabemos que el peso en H°(SMro, W(wijkl)*()\)) es

—c+(g+n—0+(ar+n—1)—k)—(a; +1—13) — (aj + 2 — j).

Por otro lado, podemos ver que l(wiu) = (i — 1)+ (j —2)+(n—1) +((n —1) — k) —
1, y a fin de contribuir a una clase fantasma en el espacio H Wwigr)+1(9S,Vy) el peso de
HO(SMP0, W), (v) debe ser > 1(wijr) + 1 — ¢ que en este caso es equivalente a decir que

a+ap —a; —a; >0

En conclusion, a fin de contribuir a una clase fantasma una condicién necesaria para el espacio
HO(SMPO,W(WM)*(A)) es que a; + ar — a; — a; > 0, esto serd posible solo en el caso a; = ay,
y a; = a;, y en dicho caso el peso del espacio HO(SMPO,W(WW)*()\)) es el peso medio de
H i) t1(98 V) que es —c¢ + Hwip) + 1.

Paraloscasos i <l < j<k,j<k<i<lyj<l<1i<k,lounico que cambia en el
calculo anterior es [(w;;r) que en este caso es mayor, como resultado podemos ver que los
espacios correspondientes H®(SMm W(wijkl)*( »)) no contribuyen a clases fantasma.

Consideramos ahora el caso i« < k < [ < j. Para dicho caso sea w;j;; = ww; la
expresiéon de w;jp; con respecto a la descomposicion W = WPWHh, Estudiaremos en

que casos el espacio [ ndi{f&jijﬁéﬁﬁ(ﬂg))]—] 0(SMry W(wijkl)*(/\)) estd incluido en la imagen de
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H'wis) (9, V) — H' Wik (9, V3. Para ello necesitamos utilizar la sucesién exacta larga en
cohomologia

- ~ Mp, (Ag)xmo(Mp, (R)) T
= HOSM W) = D Indpl T HO (S0, Wy, . o) =
WEWD L(W)=1(D)

H(l:(u?)—l—l(SMpl 7 W(wl)*(/\)) O

Como sabemos los pesos en Hé(w)H(SMPl s Wiwny.) son < 1(w) + 1+ wt(wy, P;) mientras
que el peso en el espacio H°(SMr, Wiwsu)e(n) €8 wt(wijrr, Fo), en partlcular st wt(wij, Po)
G(Af)xmo(G HO(S5Mry

es mayor que (@) +1+wt(wy, ;) entonces el espacio Indj, (Af)xm)(Po(R)) W(wijkz)*(/\))

estd incluido en la imagen del morfismo desde H'®)(SMr W(wl) (v)- Sabemos, por la sub-
seccion 4.6, que

wt(wijkl,Po) = wt(wl,Pl) + (ak +n—1-— k‘) — (aj + 2 —])
luego wt(w;jui, Po) > 1(w) + 1 + wt(wy, Py) siy solo si
(ag+n—1—k)—(a; +2—j) >1(w)+1

pero en este caso podemos ver que [(0) = (n — 1) — k+ (j — 2) — 2 luego la tltima desigual-

dad es simplemente a; — a; > —1 que es siempre verdadera, y como conclusién el espacio
In dPOAA{;XXT(f(C;(O(R) HO(SMro lejkl)*(,\)) no contribuye a una clase fantasma dado que esta

incluido en la imagen del morfismo H ®is)(9y, Vy) — H'®isxt) (9, Vy).
Los mismos argumentos se aplican alos casos k < i< j <[, k<i<I<j, k<l<i<y,
E<l<j<il<k<i<y.
Estudiamos el caso ¢+ < | < k < j combinando ambas estrategias. Suponemos que
H O(SMPO,W(%W)*(A)) contribuye a una clase fantasma. Entonces por los argumentos ya
utilizados tenemos que
wt(wijp, Po) > —c+ W wijm) +1

mientras que por otro lado, tomando wyjx = wWw; la expresién con respecto a W = WPW
como este espacio no estd incluido en la imagen de H'is) (9, V,) — H'®is#)(9y, Vy) tenemos
que

wt(wijkl, Po) S Z(QZ}) +1+ wt(wl, Pl)

En este caso l(wijp) = (i—1)+ (G —2)+(n—k)—1+(n—-0)—-1,1(0) =(j—3)+(n—Fk)—1
y wt(wy, P) = —c+ (e, +n —1) — (a; + 1 — i), luego por la segunda desigualdad tenemos

ar —a; <0

que en este caso solo es posible si a = a;.

Por otro lado, como wt(wjjx, Po) > —c + l(w;jr) + 1 concluimos, por los cdlculos previos
que a; — a; > 0 y esto implica finalmente que a; = q;.

En conclusién, el espacio H?(SM, W(wijkl)*( »)) solo puede contribuir a una clase fantasma
si a; = a; y ar = a; y en dicho caso su peso es —c + l[(w;;i) + 1 que es el peso medio.

Continuamos con el caso k < j < i < [. Podemos aplicar los mismos argumentos, luego
suponiendo que el espacio H°(SMro, W(wijkz)*(/\)) contribuye a una clase fantasma, tenemos
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las desigualdades
wt(wijr, Po) > —c + H(wijm) +1

y
wt(wijkl, Po) S l(ﬁ)) +1+ wt(wl, Pl)

donde w;j; = ww; con respecto a la descomposicién W = WP,

En este caso podemos demostrar que l(w;jr) = (i—1)+(j—1)+(n—1—k) -2+ (n—1),
() =(G—-1)+n—-1—k)—2y wt(wy, ) = —c+ (+n—1)— (a; + 1 — i), luego por
la segunda desigualdad obtenemos a; — a; < 0y como a; > a; tenemos que a; = a;. Por el
otro lado, por la primera desigualdad obtenemos

a+ay —a; —a; >0

que en este caso es equivalente a a; = a;. Entonces el peso del espacio H°(S, W(wijkl)*( V)
es —c + l(wijr) + 1 que es el peso medio.

Parael caso j < [ < k < i utilizaremos los resultados de [Ha|. Sea w;;i; = ww, la expresion
con respecto a W9 = WIW 2 entonces @ = s; o s, con la notacién de la subseccién 4.5, y
wy = wjik- Luego, en partlcular estamos en el caso no equilibrado con respecto a [Hal. Esto
significa que si consideramos el morfismo

]\4}32 Af ><7r0(Mp2( ))

2/ oM T
HE(SM0, Wias)an) = Indipafy 5 o2

HO(SMPO ) W(wijkl)*()‘))
(donde los primeros dos términos en (ws).(A) son (a; +1 —j) y (a; +2 — i) mientras que los
ultimos dos términos son (a; + (n — 1) — 1) y (ax + n — k)) entonces su imagen contiene al

(Af)xmo(Mp, (R)) . »
P2}?A )f (332(1%) HO(SMro | Ww”kl ) a menos que (a;+1—j)=(a; +2—14)y

(aj+(n—1)—1) = (ag+n—k). Pero (a;+1— j) = (a;+2—1) implica (a; —a;) = (j—i)+1 1o
cual no es posible en nuestro caso pues (j—i)+1 < 0 mientras (a;—a;) > 0. Como conclusion,

Af ><7r0( (
PO Af)XTI’o(Po(]R

estd incluido en la imagen del morfismo H'®istt) (9y, Vy) — H' Wik (9, V).
Por los mismos argumentos podemos ver que en los casos [ < j <i<kyl<j<k<i,
el espacio H(S™70, Wiy, (n) no contribuye a una clase fantasma.

espacio Ind

el espacio Ind s 0(SMro szjkl)*()\)) no contribuye a una clase fantasma pues

En el caso | < k < j < i, suponiendo que el espacio HO(SMPO,W(WW)*(A)) contribuye a
una clase fantasma, por los mismos argumentos utilizados en el caso anterior podemos ver
que (a;j +1—j)=(a;+2—=14) y (s + (n—1) = 1) = (ax + n — k), pero esto solo puede ser
posible sii = j+1, a; = a;, k = [+ 1y ap = ;. Pero entonces el peso de dicho espacio serd

—c+(@+n—0+(ar+(n—-1)—k)—(a; +1—14) — (a; + 2 — j).

PQ(Af)XTFO(MPQ(R))Ho
P2 Af)XTro(P2( ))

de H'wir) (9, Vy) — H'®iw) (9, V) debemos tener

Por otro lado, como Ind (SMo] W(wi].kl)*( »)) 1o esta incluido en la imagen

wt(wijkl, Po) S Z(QI}) + 1 + wt(wl, Pl)
(donde w;jp; = wWw; con respecto a W = WPW) pero l(wiju) = (i—1)+(j—1)+(n—k)—

24+(n=0)=2,1(w) = (j—2)+((n—1)—k)—1y wt(wy, P,) = —c+(ay+n—1)—(a;+1—1i), luego
la desigualdad previa implica a; — a; < 0 lo cual implica, en este caso, a;, = a; = ar = q;.
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Entonces tenemos

wt(wige, F) = —c+(n =)+ ((n =1) = k) = (1 =1) = (2 =)
= —c+ l(wijm) + 2

que es el peso medio mas 1.

Nuevamente consideramos los resultados de [Hal, pero esta vez para estudiar el caso j <
k <l <i. Consideramos la expresién w;;i = wWws con respecto a W = WIWP | entonces
W = s; con respecto a la notacién de la subsecciéon 4.5 y we = wjig. Si HO(SMPO, W(wijkl)*()\))
contribuye a una clase fantasma entonces sabemos que

wt(wijr, Po) > —c + Hwijm) + 1

y entonces obtenemos a; + a > a; + aj.
Debemos considerar el morfismo

Mp2 (Af XTI'()(MP2 (R)

(S "2 W(w2 (/\)) _>]ndp2(Af)xTr0(P2(R))

(HO(SMPO le ikt) )) & HO(SMP()’ W(wjizk)*(/\)))'
A fin de aplicar los resultados del Teorema 2 de [Ha] necesitamos demostrar que {w;jx, wjix }
estd en la cAmara fundamental (ver 2.5), pero esto es

(@i +1—d)—(a;+2—-j)+(a+(n—-1)—k)—(@+n-1) < -

y la dicha desigualdad esté claramente satisfecha debido al orden de 4,75,k y [. Luego uti-

G(Af)xmo(G(R) HO(SMro, Ww s (n) estd in-

lizando el teorema mencionado tenemos que Indp (A7) x0(Po (R

cluido en la imagen del morfismo

HI@ar) (9, 73) @ H'k) (9, T3) — HI@aw) (8, V)

siempre que Indpolefxwﬁégﬁ ) HO(SMro, Ww Jan)«(n)) esté incluido en la imagen de

Hl(wijkl)(al’ VA) — Hl(wijkz)(ao, f/,\)

luego, en el caso en el que HO(SMro, W(w”kl) (v) contribuye a una clase fantasma, el espacio

Ind Poﬁgf))x ;S(fg)o ®)H 0(SMo W(w]zlk ).(n)) 1o estd incluido en dicha imagen y por el tratamiento

del caso i < | < k < j podemos mostrar que esto implica a; = a;. Utilizando las desigualdades
hasta aqui obtenidas podemos mostrar que si el espacio H O(SMPO,VNV(WUM)*( ) contribuye a
una clase fantasma entonces a; = a;, a; = a; y su peso es el peso medio —c + l(w; ) + 1.
Siguiendo el mismo analisis que en el caso anterior obtenemos el mismo resultado para el
caso | <1< j<k.
Consideremos el caso k < j <[ <1y supongamos que el espacio

(Ap)xmo(G(R 0/ cMp, 1%
] dPQ(Aff ><7$0(P0(R) H (S o W(wzgkl)*(A))

contribuye a una clase fantasma. Entonces, como este espacio no estd incluido en la imagen
de H'wisk) (9;,Vy) — H'Wir) (9, V) obtenemos la desigualdad

wt(wijkl, Po) S 1 + l('LD) —+ wt(wl, Pl)
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donde w;jp = ww, es la expresién de w;ji; con respecto a W = WIW . De dicha desigual-
dad obtenemos que a; = a;.
Podemos aplicar el Teorema 2 de [Ha] para el caso equilibrado, y para ello necesitamos

entender si IndIGDO(Agf)XX?O((P(O(R HO(SMro mek)*()\)) est4 incluido en la imagen de H(dy, Vy) —

H (0o, V,\) y si {wijk, wjak} estd en la camara fundamental (con respecto a la notacién de la
subseccion 2.5).
Con los mismos argumentos que en el caso anterior podemos concluir que si a; > a;

entonces [ ndi{f%f)x;ﬁs(lj(om HO(SMro, VNVwmk)*()\)) estd incluido en la imagen de H(dy,V)) —

H (0o, V,\). Luego tenemos los casos:

1) a; = a;, en cuyo caso, si H(SMm, W(wijkl)*()\)) contribuye a una clase fantasma entonces
su peso es —c¢ + [(wyjp) + 2 que es el peso medio mas 1.

2) a; > a;. En este caso tenemos que {w;jx, wjik } estd en la cdmara fundamental si y solo

si(a;—a;) < (i+k)—(j+1). Sabemos que si {w;;xi, wjix } estd en la cdmara fundamental,

el espacio Ind POAK;)XXW;O((C;D((])}?) i 0(SMo W('wijk:l)*( ) estd incluido en la imagen de

H (0, Vy) & H(8y, Vi) — H(8y, V).

Luego, a fin de contribuir a una clase fantasma necesitamos (a;—a;) > (i+k)—(j+1), en
cuyo caso si el espacio H°(SMro, Wiw,w).(n)) contribuye a una clase fantasma entonces
su peso es —c¢ + [(w;jr) + 2 + (a; — a;) que es el peso medio mas 1+ (a; — a;).

Los mismos resultados pueden obtenerse para el caso [ <1 < k < j.

Para concluir, daremos una lista de los resultados de los calculos precedentes en el siguiente
teorema.

Teorema 26. Utilizando la notacion de esta seccion hemos demostrado que los casos:

1<Ji<k<l i<j<Il<Ek, j<i<k<l, j<i<l<k
1<I<j<k, j<k<i<l, j<l<i<k, 1<k<l<y
E<i<jg<l, k<i<l<y, kE<l<i<yg k<l<j<i
Il<k<i<y, jJ<l<k<i, I<j<i<k, l<j<k<u

no contribuyen a clases fantasma. Los casosi < k < j <l yl <k < j <1 podrian contribuir
a clases fantasma solo cuando a; = a; = a = a;. Para el caso © < k < j < [ esta posible
clase fantasma tendria peso igual al peso medio mientras que en el caso | < k < j < 1 la
posible clase fantasma tendria peso igual al peso medio mas 1.

Para los casos i < Il < k< jk<j<i<lili<i<j<kyj<k<l<i, tenemos
posibles clases fantasma solo en los casos a; = a; y ar = a;, en cuyo caso el peso de la posible
clase fantasma seria igual al peso medio.

Los casos k < j <l <1yl <i<k<jpodrian contribuir a clases fantasma solo en el
caso ar = aj. En este caso, si a; = a; entonces la posible clase fantasma tendria peso igual
al peso medio mas 1. Por otro lado si a; < a; entonces la existencia de una clase fantasma
es posible cuando (a; — a;) > (i + k) — (7 +1) en cuyo caso la posible clase fantasma tendria
peso igual al peso medio mas 1+ (a; — a;).
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4.8.3 Conclusiones sobre la propiedad débil del peso medio para los casos n =5
yn==~6

Por el analisis dado en la subseccién precedente, tenemos que para n fijo, los inicos posibles
pesos contradiciendo la propiedad débil del peso medio provienen de los espacios de coho-
mologia HO(SMro, VNV(wUM)*()\)) conk <j<l<iyA=(a,...,an,c) satisfaciendo a;, = a;,
a>a;y (a;—a) > (@+k)—(j+)oconl<i<k<jy=(ay...,an,c) satisfaciendo
ap =aj, q >a; y (a; —a) > (i+k)—(j+1).

Para n = 5 tenemos que, si k < j < [ < i entonces (i + k) — (j +1) > —1, luego no
es posible obtener a; > a; y (a; —a;) > (i + k) — (j +1). Lo mismo es vélido para el caso
[ <1<k < j. Luego como resultado obtenemos:

Teorema 27. Para n = 5, la propiedad débil del peso medio estd satisfecha. En otras
palabras, si existe una clase fantasma en el espacio de cohomologia del borde entonces su
peso es el peso medio o el peso medio mas 1.

Para el caso n = 6 hay dos casos en los cuales pueden existir clases fantasma no satisfa-
ciendo la propiedad débil del peso medio.

Estos dos casos estan dados por los elementos de Weyl w = wegy15, cuando el peso maximal
es de la forma A = (a,a,a,a,b + 1,b) y wags1, cuando el peso maximal es de la forma
A= (b+1,b,a,a,a,a), donde en el primer caso a > b mientras que en el segundo caso b > a.

Teorema 28. Para n = 6, los unicos posibles casos en los cuales la propiedad débil del peso
medio podria no ser satisfecha son (con la notacién de la subseccion precedente)

1) Peso maximal A = (a,a,a,a,b+ 1,b), a > b, y la imdgen del morfismo desde

H2 (SMP2 > W(w4615)*()‘))

Mp2 Af ><7r0(Mp2( ))
P2(Af)xmo(P2(R))

Ind (HO(SMP0> W(w4651 )) b HO(SMPO I/T/v”~06415) ()\)))

compuesto con la proyeccion al sequndo factor no suryectiva (esta condicion es ana-
lizada en [Ha] y estd relacionada con ciertos operadores locales de entrelazamiento)
en cuyo caso las posibles clases fantasma provienen de la contribucion del espacio de
cohomologia asociado al representante de Weyl wegqrs.

2) Peso mazimal A = (b+1,b,a,a,a,a), b > a, y la imagen del morfismo desde

H? (SMPQ ) W(w2613)*(>‘))

Mp2 Af ><71'0(Mp2( ))
P2(Af)xmo(P2(R))

Ind (HO(SMP0, Wiwgara)o ) © HO(SM0, Wigsn)o )

compuesto con la proyeccion al sequndo factor no suryectiva, en cuyo caso las posibles
clases fantasma provienen de la contribucion del espacio de cohomologia asociado al
representante de Weyl wogs3;.

Demostracion. Podemos ver que estas dos clases son las unicas posibilidades para i, j, k, [ y
A para las cuales estamos en los casos b < j <[l <iol<i<k<jyap,=ua; a <ay
(@i —a) > (i+k)—(j+1).

Estudiamos, primero el caso w = wgq15, A = (a,a,a,a,b+ 1,b).
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La longitud de wg415 €s

l(w6415) =10
G(Ag)xmo(G(R HO(SM

luego en este caso el peso medio es —c + 11, como IndPo(A,)Xwo(Po (R)) Ww&m) o))

es sumando directo de H'(W6415) (9, VA). Entonces para este caso particular obtenemos que el
peso medio es —c¢ + 11 y el peso del espacio H*(SMP0, Wiygus).(1)) €8 —¢ + 13
Ahora analizamos la imagen desde H(0;,V)). Sea wgq15 = ww; la expresion de weq15 con
respecto a la descomposicién W = WPW | entonces [(w) = 5. Si consideramos
(@) ( @Mp, 1% Mpy (Ag)xmo(Mpy (R)) 170 oM,
N H( )(S P17W(w1)*()\)> — @ In dPl lAf)Xﬂo(Pl(Rl H (S 0 W(w (w1)« (A )) —

DEW?,1(w)=1(d)

Hl +1(SMP1 W(wl)*(k)) — ...

obtenemos que los pesos de esta sucesion exacta son:

.) Los pesos en HU®)(SMpy V~V(w1)*(>\)) son > [(w) + wt(Py,wy), y para ser mas explicitos,
ellos son > —c + 12.

) El peso de H(SMPo, Wiyguis).(ny) €8 —C + 13

.) Los pesos en Hé(w)H(SMPl,W(wI)*(A)) son < [(w) + 1 4+ wt(P,w;), en otras palabras
ellos son < —¢c+ 13

Luego por argumentos de pesos no podemos concluir si el espacio

(Ag)xmo(G(R ) 0/ oM
I dPO Af ><71'0(P0( H (S 0 Ww6415 )))
est4 incluido en la imagen desde H*(dy, Vy).
De esto concluimos que una condicién necesaria para el espacio

(Ap)xmo(G(R 0/ oM
In dpouff)xﬁo(zao(m H(SMP0, Wiagans). 1)

para contribuir a una clase fantasma es que no esté incluido en la imagen de H°(9;, f/,\) y el
morfismo

]\Jp2 Af XTro(MPQ(R

H'(SY72, Wigis). () = In dp2 (A ) xmo(P2(R))

<H0<SMPO ’ W(W4651)*(/\)))@H0(SMPO ) W(w6415)*(>\))))
descrito en el Teorema 2 de [Ha] compuesto con la proyeccién al segundo factor no sea
suryectivo.

Estudiamos ahora el caso w = wagz1, A = (b+ 1,b,a,a,a,a). Para este caso, los célculos
son similares y obtenemos lo siguiente.

La longitud de wog31 €s

l(w2631) = 10

luego el peso medio es —c + 11 y el peso del espacio H?(SMm, W(w%gl)*(,\))) es —c+13
Consideramos wag3; = Ww; la expresion de wags; con respecto a la descomposicién W =
WYW ™ entonces [(w) = 5.

Como en el caso previo tenemos que no podemos concluir si el espacio

G(Ap)xmo(G(R 0/aMp, Tf
In dPo 1—<f)><720(P0(R) HE(S57ro s Wiwaean)- (A)))
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estd incluido en la imagen desde H*(0;,V)), y como conclusién tenemos que una condicién
necesaria para que este espacio contribuya a una clase fantasma es que no esté incluido en la
imagen de H*(0;,V)) y la imagen del morfismo

Mp2 Af XTro(MPQ(R

1 oM 1
H (S P27W(w2613) (A ))) — In dP2 (Ap)xmo(PE(R))

(HO(SM70, Wiwgas). o)) BH (SM7P0, Wiaear). )

descrito en [Ha] compuesto con la proyeccién al segundo factor no sea suryectivo.

O
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