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Resumen

En esta memoria se estudian problemas de acotaciéon de operadores integrales
singulares e integrales fraccionarias que involucran funciones maximales y pesos
laterales de Sawyer.

El primer problema a abordar es el estudio de la acotaciéon de la funciéon maximal
fraccionaria lateral. Se logra determinar cémo es la mejor dependencia de la norma,
LP(v) — L4(u), respecto a diferentes clases de pares de pesos, con %1 = % — «,
0 < a < 1. Las acotaciones obtenidas son tanto fuertes como débiles.

Luego se trabaja con la integral fraccionaria de Weyl, W,,, logrando establecer
cémo es la dependencia de la norma, LP(v) — L9(u), con % = % — «, respecto a la
clase de peso Af .

Finalmente se estudia el problema de la acotacién de un operador integral sin-
gular, 7", (con nicleo K soportado en la semirrecta (—o00,0)). Dado un peso w,
funcién positiva localmente integrable, se analiza la norma de T+ en medida w(z)dz

estudiando como depende esta norma del peso w, cuando w es un peso en la clase

de Sawyer Af.

Clasificacién (2010):

42B20 : Singular and oscillatory integrals (Calderén-Zygmund, etc.)

42B25: Maximal functions, Littlewood-Paley theory.
Palabras Claves: Operadores integrales de Calderén-Zygmund, funciéon maximal
de Hardy-Littlewood lateral, funciéon maximal fraccionaria lateral, integral fracciona-

ria lateral, pesos de Sawyer, desigualdades en norma con pesos, mejores constantes.






Abstract

In this Thesis we study the weighted norm, given by strong or weak inequalities,
of the following operators: the one-sided singular integral, the one-sided fractional
operator, and the one-sided maximal fractional operator.

The first problem we consider is the study of the boundedness of the one-sided
maximal fractional function. We obtain the best dependency of the norm, L?(v) —
L4(u), in relation to different classes of pairs of weights with %1 = ]% —a,0<a< 1.
We obtain strong and weak weighted bounds.

We also work with Weyl’s and the Riemann-Liouville fractional integrals, W,
and R,. We establish the dependency of the norm, LP(v) — L9(u), with % = % —a,
in relation to the class Af or A- .

Finally, the last problem we deal is the study of weighted inequalities of a singular
integral operator with kernel K supported in (—oc,0), 7. We analyze the norm of

T+ respect to the measure w(x)dz, when w € A ( the Sawyer’s weight class).

Math. Subject Classification (2010):

42B20 : Singular and oscillatory integrals (Calderén-Zygmund, etc.)

42B25: Maximal functions, Littlewood-Paley theory.
Key words and phrases: Calderén-Zygmund integral operators, One-sided Hardy-
Littlewood maximal operator, Ones-sided maximal fractional operator, One-sided

integral fractional operators, Sawyer weights, Weighted inequalities, Best constants.
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Introduccién

En esta tesis se abordaran algunos problemas del andlisis arménico para opera-
dores laterales. Dado un operador T' actuando en el espacio de funciones medibles
de un intervalo (a,b), con —oco < a < b < oo, decimos que es un operador lateral si
el valor de T f(x) solo depende de (a, z], es decir T'f(x) = T'(fX(aa))(®), (0 si el valor
de T f(x) solo depende de [z, b) es decir T'f(x) = T(fX[zp))()). Un ejemplo sencillo
de un operador lateral es T f(x fo t) dt para f funcién medible en (0, 00).

En anélisis armoénico un problema de gran interés es ver la acotacion de opera-
dores en los espacios LP(u) donde p es una medida. En la mayoria de los casos se
considera medidas absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue
y por lo tanto se estaria considerando a los espacios LP(w) donde w es una funcién
localmente integrable y positiva, a estas funciones las llamamos pesos. Se estudian

acotaciones de la forma

(4ﬂ7@Wu@w>;§C(AQﬂOVMOﬁ){

e (s> < 5 ([ Irom w), A0,

o de la forma

con u, v pesos. A la primera desigualdad se la llama acotacion de tipo fuerte mientras
a la segunda de tipo débil, pues la primera implica la segunda.

Los operadores laterales aparecen de forma natural tanto en el andlisis armoénico
como en teoria ergdédica. Desigualdades con pesos para los operadores laterales estan
conectados al siguiente resultado clasico de la teoria ergddica dado por Dunford y
Schwartz, ver [11].

Teorema Mazimal Ergdodico: Sea (X, pn) un espacio de medida y sea

T={T":t>0}
11



12 INTRODUCCION

un semigrupo de operadores fuertemente medibles en L'(X,pu) con [T, < 1 y

T"]00 < 1. Sea
1 h
1 / th(x)dt‘.
h1Jo

Entonces existe una constante C' > 0 tal que

M7 f(z) = sup

h>0

MweXﬂ%ﬂ@>XDS§AV@Wm

para todo A > 0 y toda f € L*(p).
Este teorema da una primera informacién sobre las desigualdades con pesos
para los operadores laterales. En efecto, si tomamos X = R, con la medida w(t)dt

y T'f(z) = f(x +t). La funcién maximal ergddica, (definida en el teorema), es la

z+h
W[

es trivial ver que T" es una contracciéon en L (w) y de forma sencilla se ve que

funcion maximal lateral dada por

M*f(z) = sup
h>0 h

f x4+t dt‘ = sup
h>0

T* es contraccién en L'(w) si y sélo si w es no decreciente. Luego por el teorema
ergodico concluimos que las funciones no decrecientes son buenos pesos para la

funcién maximal lateral, pues se tiene la acotacién débil.

Por otro lado, una clase de operadores muy estudiados en el anélisis armoénico son
los llamados operadores integrales de Calderén-Zygmund. A continuaciéon definire-
mos un ejemplo clasico de estos operadores donde quedara manifiesto su importancia
en matematicas.

Consideremos el semiplano superior Q2 = {(z,y) € R? : y > 0} y f una funcién

medible en R. Al estudiar la ecuacién diferencial dada por:

Au(z,y) =0, (z,y) € Q,

U(ZL’,O) = f($)7
la solucién es una funcién arménica u en ) que viene dada por la convoluciéon con

7 . . l Yy
el nicleo de Poisson Fy(z) = 74,

uwwzﬁwm=4%u4mmw
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donde {P,} es una aproximacion de la identidad.
Es natural preguntarse cuél es la funcién v(z,y) armdnica conjugada de u(z,y)
de forma que, F'(z) = u(x,y) + iv(z,y) sea analitica en 2. La funcién v viene dada

por la convolucién con el nicleo de Poisson conjugado Q,(z) = %ﬁ,

o) = QxS0 = [ Qe =0f)dr

Ahora {Q,} no es una aproximacién de la identidad y cuando tomamos limite de y

que tiende a 0 obtenemos

L. _ 1 1 (x —y)
AP G N@) = limQy« fla) = 2l | S dy

es decir se obtiene el valor principal de %* f como distribucién temperada. Esto define
un operador que a cada f le asigna %v.p.(% x f)(z) y éste se llama Transformada de
Hilbert,

H(f)() = ~op.(- * )(x).

T
Este operador es el ejemplo clasico de operador integral de Calderén-Zygmund y
sirve como modelo en la teoria de Calderén-Zygmund.

Un resultado clasico de esta teoria es poder controlar estos operadores en norma
LP(w), 1 < p < oo, por la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Puede verificarse

la siguiente desigualdad de tipo Coifman

/Rn T f ()P w(z)de < C/Rn M f(2) | w(z)de,

donde w(z) es un peso de la clase de Mukenhoupt y M es la funcién maximal de
Hardy-Littlewood.

Tanto la transformada de Hilbert como la funciéon maximal de Hardy-Littlewood
no son operadores laterales. Aimar, Forzani y Martin-Reyes, en [I], introducen las
condiciones que tiene que cumplir un operador integral de Calderén-Zygmund para
que sea un operador lateral. Ademds en este trabajo demuestran que estos operadores
estan controlados por la funcién maximal lateral con pesos de Sawyer. Esta acotacion
es mejor que la anterior en el sentido que las funciones no decrecientes no son pesos

de Mukenhoupt, pero como habiamos mencionado anteriormente, son buenos pesos
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para la funcion maximal lateral. Es decir esta clase de funciones son pesos de Sawyer.

De esta forma se logra la acotacién para una mayor cantidad de pesos.

Por otro lado si consideramos la transformada de Fourier del operador diferencial
laplaciano obtenemos (—Af)(§) = 4W2|§|2f(§). Si reemplazamos el exponente 2 por
uno general [ se define el laplaciano fraccionario como

(=Af)PR(E) = (2r[e))” f(€)-
Es de especial interés cuando el exponente es negativo en el rango —n < g < 0.
Para estos exponentes hay una realizacion del operador formal como un operador

integral. Para este caso se define el potencial de Riez o integral fraccionaria por
I.(f) = y(a)(=A)~2(f) para todo 0 < a < n,

donde y(«) sélo depende de «. La forma integral del potencial de Riez es

L@ = [ )

R |T =y W

Este operador ha sido estudiado a lo largo de las ultimas décadas y tiene una gran
conexién con la teoria de las ecuaciones diferenciales. Las primeras desigualdades
en normas fueron dadas por Hardy y Littlewood en 1928. De forma analoga a lo

que pasa para los operadores integrales de Calderén-Zygmund existe una funcion

maximal que nos da una desigualdad de tipo Coifman

/Rn | o f(z)|P w(x)dx < C’/Rn | M, f(x) [P w(z)dz,

donde M, es la funcion maximal de Hardy-Littlewood fraccionaria.

La integral fraccionaria tiene sus versiones laterales, estos son la integral fraccio-
naria de Weyl y la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, que son operadores
de convolucién con nicleos soportados en (—o0,0) y (0, 00) respectivamente. Estos
operadores son controlados por funciones maximales fraccionarias laterales y fue-
ron estudiados por Andersen y Sawyer, ellos determinaron las clases pesos que los

controlan en normas.
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En las dltimas décadas se han realizado muchos avances en la teoria estudiando
cémo dependen las acotaciones de los operadores de Calderén-Zygmund y el poten-
cial de Riez respecto a los pesos w. En este trabajo se generalizan algunos de estos

resultados para operadores laterales.

Esta memoria se organiza de la siguiente forma. En el Capitulo [T} daremos de-
finiciones y herramientas bésicas ya conocidas que necesitaremos a los largo del
trabajo. También en este capitulo se exponen algunos resultados sencillos que sirven
en demostraciones posteriores. En el Capitulo 2] abordaremos problemas respecto
a operadores fraccionarios laterales, se determinara la mejor constante de acotacion
fuerte y débil respecto de pesos para la funciéon maximal fraccionaria lateral y la
mejor constante de acotacion fuerte y débil respecto de pesos para la integral frac-
cionaria lateral. Para ello se desarrollan resultados de extrapolacién. En el Capitulo
Bl se desarrolla la teorfa necesaria para estudiar cémo depende la acotacién de ope-
radores integrales laterales de Calderén-Zygmund respecto a los pesos de Sawyer.
En el Capitulo , expondremos algunos resultados teniendo en cuenta el trabajo [42]
de Martin-Reyes y de la Torre que dan otro punto de vista a los resultados de los
capitulos previos. Por tiltimo, en el Capitulo[f] se expondran los resultados mds im-
portantes que se obtuvieron, también se analizara como a partir de estos resultados
se podria seguir trabajando a futuro y cudles son los mayores desafios para ello.

Vamos a considerar que el lector tiene conocimientos de la teoria de Calderdn-
Zygmund de integrales singulares y operadores fraccionarios. Aunque en los preli-

minares se expondra los resultados més basicos que utilizaremos de esta teoria.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentaremos los principales conceptos y herramientas que son
necesarios para el planteo de los problemas y resultados que se van a desarrollar en
esta tesis, con la intencién de hacer esta memoria lo mas accesible posible. Utilizare-

mos definiciones estdndar muy bien conocidas, que podemos encontrar en [12], [16]
y Bl
1. Pesos de Muckenhoupt y operadores integrales

Comenzaremos definiendo diferentes formas de acotacion que seran usadas.

Sean (X,v) e (Y, u) espacios de medida, 7" un operador sublineal definido de
LP(X,v) en las funciones medibles de Y y 1 < p, ¢ < oo. Diremos que:

T es de tipo fuerte (p, q), si existe una constante C' > 0 independiente de f tal

que

1T fllzoevy < CllFllzrocn).

T es de tipo débil (p,q), con ¢ < oo, si para todo A > 0 existe una constante

C > 0 independiente de f tal que

Mly € Y |ITF)] > A7 < Cllf v (xm-

Escribimos ||T'f||La.co(v,u) = supyso Au({y € Y [T f(y)] > A})q.

Aunque ||T f||Lao(v,,) DO s una norma, en este caso tenemos

T fllzaco vy < ClIfl|Lrcxw)-

La desigualdad tipo débil es similar a la conocida desigualdad de Chebyshev que

afirma que si f € LP(X, u), con p medida regular, entonces

Mil{z € X [f(@)] > AN)7 < Ollfwixp-

17
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Ahora enunciaremos dos resultados bien conocidos sobre acotacion de operadores

que son necesarios para desarrollar el trabajo de esta tesis.

Lema 1.1 (desigualdad de Kolmogorov). Sea T un operador sublineal definido
en LY(R™) y y de tipo débil (1,1). Sea Q un cubo, llamamos 2Q al cubo con mismo

centro que Q) y lado el doble. Entonces para todo 0 < € < 1 y f integrable con

1 c
— | ITfl .
(|Q\/Q' f') S2|@|/2Q'f'

donde C solo depende de T y €.

sop(f) C 2Q), se tiene,

Lema 1.2 (Interpolacién de Marcinkiewicz). Sean 0 < py < p1 < oo y T un
operador sublineal definido en LP°(u) + LP'(u), de tipo débil (po,po) y débil (py,p1)
respecto a la medida i, reqular y definida positiva. Entonces para todo pg < p < p1,

T es de tipo fuerte (p,p) respecto a la medida p. Es mds si

n

Nou({z € R - |Tf(z) > A}) < Ao/ |f (@) dp(),

Nu({z € R : |Tf(x)] > A}) < Ay / @) dulz),

n

entonces

[ s <2 (2o pp);Aé—eA? [ 1@ duto)

P—DPo P1—

donde * = & 4 1=0
p p1 po

1.1. Funciones Maximales.

Ahora vamos a introducir el concepto de funciones maximales que son funda-
mentales en el andlisis arménico. Se consideran cubos ) que contengan al punto =z,
donde x no es necesariamente el centro de (). Para la definiciéon también se pueden
considerar bolas B o otros conjuntos medibles que cumplen una serie de propieda-
des. Respecto al punto z, se le puede pedir que esté en el centro del cubo o la bola,
como también en cualquier sitio de ésta. En todos estos casos todas las definiciones

de los operadores maximales son equivalentes entre si.
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Definicién 1.3. Sea f una funcién localmente integrable en R™ definimos la

funciéon maximal de Hardy-Littlewood como

1
ww—?@émmw

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () de R™ que contienen al punto x.

El teorema de diferenciacién de Lebesgue establece que dada una funcién local-

mente integrable f, para casi todo punto x se cumple que

1
f(z) =|6121r30@/Qf(y) dy,

donde el limite se toma sobre todos los cubos () que contienen a x. La funcién
maximal tiene gran importancia en la matematica pues controla estos limites y nos
permite generalizar el teorema fundamental del calculo integral clasico para espacios
de medida de Lebesgue. Ademaés este operador esta intimamente relacionado con los
operadores integrales de Calderén-Zygmund que juegan un papel importante en las
ecuaciones diferenciales parciales.
Sea D la familia de cubos diadicos en R" definimos la funcién maximal diadica
de Hardy-Littlewood como
Maf(a) = sup o [ 170l do
QCD |Q| Q
donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) € D que contienen al punto
x. Esta maximal es mas chica que la anterior, es decir no se las puede comparar
puntualmente pero si en término de normas p’s para p > 1. En particular, para
p = 1, existe una constante C,, que sélo depende de la dimensién tal que,
Myf(z)dx < Mf(z)dx < C, [ Myf(z)dz.
Rn Rn Rn

Dado € > 0, también definimos la siguiente funcién maximal:

M.f(x) = (M(|f) ()",

este operador es mas grande que la maximal de Hardy-Littlewood si € > 1.
Ahora si consideramos una medida g en R™ se pueden tomar las mismas defini-

ciones pero considerando la medida p en lugar de dz. En particular si es una medida
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absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, i viene dada por una

funcién g > 0 y localmente integrable, definimos

1
f%ﬂw:%%RELU@mmm%

donde, si £ es un conjunto medible Lebesgue, g(E) = [, g(y)dy y el supremo se
toma sobre todos los cubos () que contienen al punto x.

Como mencionamos anteriormente, en andlisis arménico, interesa saber como
estan acotados los operadores. Es facil ver, respecto a la medida de Lebesgue que
la funcién maximal de Hardy-Littlewood es un operador acotado en L>*(R") y para

p =1, se tiene la siguiente desigualdad de tipo débil (1,1),

o e R Mf@) > N < 5 [ If@)de (1.1)

Por el Lema (Interpolacién de Marcinkiewicz), se obtiene que esta funcién ma-

ximal es acotada fuertemente (p,p) para 1 < p < co. Es mas
|| M| Le@ny < Cup (1.2)

donde C), depende sélo de la dimension.
Acotaciones similares son validas para las otras funciones maximales definidas

en este apartado.

1.2. Operadores integrales de Calderén-Zygmund.
Ahora introduciremos uno de los operadores con los cuales vamos a trabajar
en estas memorias. En la introducciéon se motivé la definicién de estos, haciendo

mencién a la Transformada de Hilbert. Ahora vamos a dar la definicién general.

Definicién 1.4. Diremos que una funcién K en L} (R™\ {0}) es un nicleo de

Calderén-Zygmund, si satisface las siguientes propiedades:

o (1Kl < 1,
= [K(2)] < it

|:L"”’

o [K(z) = K(z —y)| < 24, donde [y| < 1,
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Definimos el operador integral de Calderén-Zygmund 1" asociado al nicleo K por:

T(f)(z) = v.p.(K * f)(x) = lim K(x—y)f(y)dy.

e—0 B. (CC)C

En lugar de usar bolas B.(z) = {y € R" : |y — 2| < €} podemos usar cubos en
R™ que contengan a x y la definicién es equivalente.

Dada una familia de operadores lineales, {7, }~0, en un espacio de medida (X, )
se define el operador maximal asociado como T*f(z) = sup..q|Tcf(x)|. En este

contexto definimos el operador maximal asociado al nicleo K como

T"(f)(x) = sup

e>0

/B( )CK(x—y)f(y)dy :

Observar que el operador adjunto de un operador integral de Calderén-Zygmund
vuelve a ser otro operador integral de Calderén-Zygmund. Como ||l/€ l|oo < €1, tene-
mos que T es un operador acotado en L?(R"). Usando esto y la descomposicién de
Calderén-Zygmund, (ver Lema [1.28)), se prueba que T es de tipo débil (1,1). Aho-
ra, por el Lema (Interpolaciéon de Marcinkiewicz) se obtiene que el operador es
de tipo fuerte (p,p) para 1 < p < 2. Al ser el operador adjunto de 7' también un
operador de Calderén-Zygmund, por dualidad, se obtiene la acotacién fuerte (p, p),
para 2 < p < oo. Estos resultados pueden verse en el trabajo [6], del ano 1952, de
Calderén y Zygmund.

Un resultado clasico de la teoria de Calderén-Zygmund es poder controlar estos
operadores integrales en norma LP(R"), 1 < p < oo, por la funcién maximal de

Hardy-Littlewood. Es decir la siguiente desigualdad de tipo Coifman,

[irrris<c [ rpwp.

De forma natural, surge estudiar acotaciones de estos operadores en espacios
LP(1) donde p es una medida. En la mayoria de los casos esta medida es absolu-
tamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y por lo tanto se estaria
considerando a los espacios LP(w) donde w es una funcién localmente integrable y

positiva (un peso). A continuacién caracterizaremos cudles son estos pesos.
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1.3. Pesos de Muckenhoupt.

Benjamin Muckenhoupt en 1972, (ver [46]), estudié las condiciones que debe
cumplir un peso w para que la funcion maximal de Hardy-Littlewood M esté acotada
de forma débil (p,p) en medida w(z)dz. El define las siguientes familias de pesos

que llamaremos pesos de Muckenhoupt.

Definicién 1.5. Dada una funcién w positiva y localmente integrable diremos

que:

» w es un peso de la clase A4,, 1 < p < oo, si para todo cubo @,

(F;/C)w(y) dy) (ﬁ/@@v(y)ﬁ dy)pl < Gy,

con (), independiente de (). Definimos la constante del peso w en A, como
el infimo de las cotas C), y la denotamos por ||w||4,.

= w es un peso de la clase A; si
Muw(z) < Crw(x) ctx e R",

con C] independiente de x. Definimos la constante del peso w en A; como el
infimo de las cotas C} y la denotamos por ||w]]4,.

= Definimos la clase Ao = 5 4p-

Respecto a la clase A, vamos a considerar una constante introducida por Fujii
en [14], que después utiliz6 Wilson en diversos trabajos ver [65], [66] y [67]. Un

peso w € Ay siy sélo si

1
[lw]la. = sup

@ w(@)

A esta constante la llamaremos constante de Fujii-Wilson de w.

/ M(wyxgq) < oo. (1.3)
Q

Posteriormente Hunt, Muckenhoupt y Wheeden, en [23], desarrollaron la teoria
de pesos adecuada para la transformada de Hilbert. Probaron que la condicién A,
caracteriza las acotaciones en LP(w) de este operador exactamente igual al caso de
la funciéon maximal.

Luego Coifman y Fefferman extendieron la teoria A, para los operadores inte-

grales de Calderén-Zygmund, ver [8].
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En estos trabajos no se tenia en cuenta como se relacionaba la norma del ope-
rador con la constante ||w||4,. Ahos después (1993) Stephen M Buckley, estudiante
de Fefferman, en [5], estudié la dependencia de la norma, cuando se considera la
acotacion fuerte (p,p), de la funcién maximal respecto a la constante del peso w.
Este resultado es una versién moderna del obtenido por Muckenhoupt en [46].

Buckley demostro:

Teorema 1.6 ([5]). Sea w una funcion positiva localmente integrable en R™ y M

la funcion mazimal de Hardy-Littlewood, entonces son equivalentes:

= w es un peso de la clase A, con 1 < p < oo.
1
= M es acotado débil (p,p) en medida w(x)dz con [|M||rrow) < Cullwl]}

donde el exponente % es el mejor posible.
Si consideramos p > 1 son equivalentes

= w es un peso de la clase A, con 1 < p < oo.
_1
= M es acotado fuerte (p,p) en medida w(x)dz con [|M||rr@w) < Copp/[|w[l} "
donde el exponente zﬁ es el mejor posible y p' es el conjugado de p, es decir

1 1
Z_7+I7—1'

En el ano 1971, en [13], considerando el caso p = 1, C. Fefferman y E. M. Stein

demostraron que si w es una funciéon localmente integrable y positiva entonces

w(fr € B Mf() > M) < 5 [l auie)ds,

n

donde C' no depende de w.

Observar que en el caso que si w € A; se tiene:

w({z €R": Mf(z) > \}) < % / ()] w(x)dz.

Este resultado motivé a Mukenhoupt y Wheeden a realizar las siguientes conje-
turas:

e Conjetura fuerte de M-W:
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Si w es una funcion localmente integrable y positiva, T" un operador integral de

Calderén-Zygmund entonces
n Cr
w{x e R" : Tf(z) > A}) < ~ |f(2)| Mw(z)dx,

donde C7 es una constante que sélo depende del operador T' y la dimension.
e Conjetura débil de M-W:

Siw € Ay, T un operador integral de Calderén-Zygmund entonces

Crllwl]a,

w(fe € R Tf(@) > 0) < A [ 1) we)ds

donde C7 es una constante que sélo depende del operador T' y la dimension.
El estudio de estas conjeturas es de gran importancia en el andlisis armoénico.

Otro problema de suma importancia de los iltimos afos es lo que se llamé conjetura

AQZ

Teorema 1.7. Sea w € Ay y T un operador integral de Calderén-Zygmund,

entonces,
Tl L2(w) < Crrflwl]a,- (1.4)

Este problema estuvo abierto durante mucho tiempo. S. Pettermichl lo probé pa-
ra la Transformada de Hilbert en 2007, ver [53]. Luego el resultado lo extendieron
Teresa Luque, Ezequiel Rela y Carlos Pérez para ntcleos de convolucién suaves en
2013, ver [37]. Finalmente Tuomas Hytonen probé la conjetura para el caso general
de un operador integral de Calderén-Zygmund, ver [24]. Existe una nueva prueba
de la conjetura mas simple obtenida por Andrei Lerner en [31].

Respecto a la conjetura fuerte de Muckenhoupt y Wheeden el mejor resultado

es el obtenido por Carlos Pérez en [51]

1
||TfHL1,oo(w) S C 2 / ‘f($)|ML(1OgL)eUJ(.T) dz. (15)
donde M joq1)c €s un operador mas grande que M, para todo € > 0. Luego en 2012,
M. C. Reguera en [55] y M. C. Reguera y C. Thiele en [56] prueban que la conjetura

es falsa trabajando con la transformada de Hilbert.
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En [33] Lerner, Ombrosi y Peréz estudian la conjetura débil y obtienen un cre-
cimiento logaritmico de la constante cuando w € A;. Para lograr este resultado fue
necesario demostrar una desigualdad sharp de tipo Holder al revés.

Dada una funcién f localmente integrable y un cubo @, usamilo la desigualdad
de Holder se sabe que para r > 1 se tiene ﬁ fQ lf| < <@1| fQ ]f|”> " La desigualdad
de Holder al revés nos dice que vale la inversa para los pesos de Muckenhoupt.
Enunciamos dos versiones que optimizan las constantes, la primera es de Pérez,

Lerner y Ombrosi, del trabajo [33] antes citado; la segunda de se debe a Hytonen y
C. Pérez ver [26].

Lema 1.8 (Desigualdad de Hélder al revés).

= Primera version. Sea w € Ay. Sir, =1+ , se tiene

1
27t lwl] 4,

R
<@/Qw ) §2|Q| Qw. (1.6)

s Sequnda version. Sea w € Ay. Siry, =1+ W, se tiene
oo

1 |
— Tw < 92— . 1.7
<|@|/Qw ) <2, (1.7

Si tomamos supremo sobre todos los cubos () en estas desigualdades obtenemos

M, w(z) < 2Mw(x). (1.8)

Tw
rw—1

Notar que 7], = ~ ||w||a, en el primer caso y 7, = = = ||w||a, en el

rw—1
segundo.
El siguiente resultado, que relaciona las normas con pesos de los operadores

integrales con la de la funcién maximal, se debe a Coifman y Fefferman, ver [§]

Proposicién 1.9 (Desigualdad de Coifman-Fefferman). Sea T' un operador in-
tegral de Calderdn-Zygmund, 0 < p < 0o, w € Ay. Entonces existe una constante

Cpw que depende de T', p, la dimension y el peso w tal que

</Rn |Tf(x)!pw(a:)da;) s Co </n(Mf($))pw(x)dx>

1
p
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Desigualdades de tipo Coifman y Fefferman son fundamentales para poder ob-
tener los resultados de Pérez, Lerner y Ombrosi.

Como se mencioné anteriormente, los resultados obtenidos en [33] y [32] repre-
sentan uno de los mayores avances respecto a la conjetura débil de Muckenhoupt y

Wheeden. A continuacién citamos sus teoremas:

Teorema 1.10 ([33]). Sea 1 < p, r < 0o, w € Ay y T un operador integral de
Calderon-Zygmund. Entonces,

1
T fll ey < Cop' (X" || F1|Le ()

donde C' sélo depende de T y la dimension.

Sir=r, es como la ecuacion @ del Lema entonces,
T fllzew) < Cop'l|wl]a|[f]]Logw)- (1.9)
Respecto a la estimacion débil (1,1) tenemos

Teorema 1.11 ([33]). Sea w € Ay y T wun operador integral de Calderdn-

Zygmund, entonces,
17l z2w) < Cllellay oge + eoll )11 2, (1.10)
donde C' sélo depende de T y la dimension del espacio.
Como corolario de estos resultados, por interpolacion, se tiene que:

Corolario 1.12 ([33]). Sea 1 < p < o0, w € A, y T un operador integral de

Calderon-Zygmund, entonces,

1T f 1 zre ) < Cllw]|a, log(e + [[w][ )| ]| r(w),

donde C = C(n,p,T).
Por un argumento de dualidad se obtiene:

Corolario 1.13 ([33]). Sea 1 < p < o0, w € A, y T un operador integral de

Calderon-Zygmund. Para cualquier conjunto medible E

SIS

1T (oxE)||oqwy < Cllwllf, log(e + [[wl]a,)o (E)7,
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donde C = C(n,p,T) yo = Wi,

Cabe mencionar que recientemente F. Nazarov, A. Reznikov, V. Vasyunin, A.
Volberg, probaron que la conjetura débil de Muckenhoupt-Wheeden es también fal-
sa, ver [48]. Ademads ellos conjeturaron que los avances realizados por Pérez, Lerner
y Ombrosi son éptimos. En esta tesis demostraremos teoremas andlogos a los Teo-
remas y pero para operadores laterales y pesos de Sawyer.

Finalmente enunciaremos las propiedades fundamentales de los pesos de Muc-
kenhoupt para poder destacar mas adelante, cudles son sus semejanzas y diferencias

con los pesos de las clases de Sawyer:

» [2]° € A, siysélosi —n < d <n(p—1).
» A, C A, para todo 1 <p < ¢q < 0.
» Dado 1 < p < o0, si p’ es el exponente conjugado de p, entonces w € A, siy

sélo si w v T € Ay y
_1 1
w74, = ([lwlla,) " -

En particular si p =2, w € Ay siy sélosi w™! € Ay y ||w]]a, = |[w™]] 4,

» Siw € A,, con p > 1, entonces existe € > 0 tal que w € A,_..

= Dado 0 < § < 1 entonces (M f)° € Ay con ||(Mf)°||, < 7.

= Teorema de factorizaciéon Si w;, wy € A; entonces w = wlw;_p € A, con
lwlla, < llwr|]a w25
Reciprocamente dado un peso w € A, existen pesos wy, ws € A; tales que
w=wywy ” con |lwi|[a, < Cullwlla,, [[walla, < Callwl|a, ¥
wlla, < wilLa, sl P < C2ll 2,

» La medida w(x)dx es duplicante: precisamente, para todo r > 1 y para todo

cubo () se satisface que

w(r@) < rPljw]|a,w(Q),

donde () denota el cubo con el mismo centro que ) y de lado r por la

medida del lado del cubo Q.
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Ahora mencionaremos algunas equivalencias respecto a la definicién de A,,. Un

peso w estd en Ay, siy solo si:

Existen constantes 0 < 9, v < 1 tales que para todo cubo @), se tiene,

{z € Q:w(z) <yw(@)} <4[Q

Existen constantes 0 < «, 8 < 1 tales que para todo cubo () y para todo

subconjunto medible E de @), vale que,
si |E| < a|@Q| entonces w(E) < fw(Q).

Vale la desigualdad de Hélder al revés, ver Lema [1.§
Existen constantes 0 < (', e < oo tales que para todo cubo @) y para todo

subconjunto medible E de @), se tiene que,

Existen constantes 0 < o/, ' < 1 tales que para todo cubo @) y para todo

subconjunto medible E de @, vale que,
si w(E) < dw(Q) entonces |E| < F|Q].

Para todo cubo () se tiene

(l%ﬂw(@)) exp (ﬁlegw*(@) < oo,

Este iltimo resultado se debe a Hruscev, ver [22], y da otra definicién de

constante de A..

2. Operadores laterales y pesos de Sawyer

En esta secciéon vamos a introducir las nociones basicas de pesos laterales y

operadores integrales singulares laterales, haciendo énfasis en las diferencias con el

caso clasico. Lo primero a notar es que sélo se trabajara en la recta real R. Vamos

a comenzar por la funciéon maximal.
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2.1. Funcién maximal lateral.
En el ano 1930, ver [20], G. H. Hardy y J. E. Littlewood introducen la siguiente

definicién de funcién maximal.

Definicién 1.14. Sea f € L}, (R). Se definen los operadores maximales laterales
como
1 [ath 1 (@
M) =swy [ If@lde S =swp [ (sl
h>0 )y h>0 1V Jyp
Es interesante notar que la funcion maximal que definieron Hardy y Littlewood
es M~ y no M. Luego para el estudio de diversos operadores se terminé adoptando
la definicién de Maximal de Hardy-Littlewood dada en la Definicién
Observar que, en los promedios considerados para la definicién, x esta restringido
al extremo del intervalo y por lo tanto M f(x) < Mf(x), M~ f(x) < Mf(z).
Ademas se tiene M f(x) < M* f(x) + M~ f(x), donde M es la maximal de Hardy-
Littlewood. Luego las acotaciones que se saben en medida de Lebesgue para M son

validas también para M y M~. Es mds, por la desigualdad (1.2,
M o) < CP, (1.11)

donde C' no depende de p.

Si tenemos un promedio de la forma 7 fwﬁh | f(t)| dt, por definicién del operador
maximal lateral M7, este promedio sélo nos d4 informacién en el punto xz. El si-
guiente lema viene a ser una herramienta simple para lograr una mayor flexibilidad
para trabajar ya que nos permite tomar al punto x en el intervalo a la izquierda del

cual tomamos el promedio.
Lema 1.15. Sea f € L (R) entonces para todo x € (2a — b, a) tenemos
1 b
[ 1wl <200 1),
DEMOSTRACION.

b b
[l < 2 sl < 2 pa),
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Definimos las siguientes funciones maximales laterales.

z+h % z %
sp) =sup (3 [0 a) s vose s (3 [ 1sora)”

h>0 h>0
donde € > 0. Observar que M*f < M7 f para todo € > 1.

En los anos '80 varios matematicos, entre ellos E. Sawyer, F. J. Martin-Reyes, P.
Ortega y A. de la Torre, empezaron a trabajar nuevamente con estas maximales por
su importancia en teoria ergddica. En estos anos también, se definen otras maximales
laterales.

Ademas de las ya mencionadas, vamos a considerar las siguientes funciones ma-
ximales laterales introducidas por Martin-Reyes, Ortega Salvador, y de la Torre en
[43]. En lugar de considerar la medida de Lebesgue tomamos una medida absoluta-

mente continua dada por un peso g.

-1

M, 1) = sup [ gy (/ o @) (112)

h>0
-1

My g =sw [ (ol ar ([ o) (113

h>0

donde ¢ es una funcién positiva localmente integrable en R.

2.2. Pesos de Sawyer.

En andlisis armoénico, dado un operador, es natural preguntarse para qué clase
de pesos estd acotado de forma fuerte (p,p) y de forma débil (p,p). Respecto a la
funcién maximal lateral Eric Sawyer respondid esta pregunta en el ano 1986, ver
[59], en este trabajo introduce las siguientes clases de pesos que llamaremos pesos

de Sawyer.

Definicién 1.16. Dada w > 0 localmente integrable diremos que:

= w es un peso de la clase A; ,con 1 < p < oo, si existe una constante C), tal

que, para todo a < b < ¢,

L)) <o

llamamos constante del peso w en A a la menor constante C,, y la denotamos

por [[w]] 4.
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= w es un peso de la clase A si existe una constante C tal que, para casi todo

xr € R,

M w(z) < CLw(z), (1.14)

llamamos constante del peso w en A} ala menor constante C} y la denotamos
por [[wl] 4+

= Definimos la clase AL =, 4

De forma analoga se definen las clases A, con 1 < p < oo. Denotamos o =
=1 . . , .
wr=1. Enunciamos ahora las propiedades basicas de estos pesos donde se ven sus

semejanzas y diferencias con los pesos de Muckenhoupt.

= Si0 < w es creciente, entonces w € Ay y [|wl] 4 = 1.

= Para1<p<oo, A, C A, A, CA y A NAl= A,

= AT C AF, para todo 1 < p < ¢ < oo.

» Dado 1 < p < o0, si p’ es el exponente conjugado de p, entonces w € A;; si
ysélosiazwfp%l €Ay

1

1
lolla, = (llollag) ™

En particular, si p =2, w € AJ si y sélosiw™ € Ay y [|[wl[3 = [[w™]| 4

s Siw € A; con p > 1, entonces existe € > 0 tal que w € A;j_e.

» Dado 0 < § < 1, entonces (M~ f)° € Af con ||(M‘f)5||A1+ <&

= Teorema de factorizacién Si w; € Af y wy € A} entonces w = wiw, * €
A3 con [lwll gy < [l gl w7
Reciprocamente, dado un peso w € A;, existen pesos w; € A] y wy € A]
tales que w = wyw} 7, con w4 < Cullwllys, llwsll, < CullwlLys ¥
[l 4 < el ag llwal B < C¥lwl

= Los pesos no son duplicantes, pero si w € A; entonces para todo a,b,c € R

con a < b < ¢y E un conjunto medible en (b, c) se cumple que

c—a

wio) < (50) ullygu(e) (1.15)
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En particular si x € R, h > 0 y tomamos a = x, b=x+h, c=x+2hy
E = (z + h,x + 2h) se cumple que,
z+h z+2h
/ w(z)de < 2p||w||A+/ w(z) de.
T P z+h
DEMOSTRACION DE LA ECUACION ([1.15]). Por la definicién de w € Af, con

p > 1y por la desigualdad de Holder, tenemos

() (5 vt
it (o) ()
= (c_la)p (/b XEw) t(;f;)))p“w“ﬁ,

luego

c—a

wiet) < (S50 lullgue)

Si w € Af se tiene que para casi todo x € Ry h > 0, j [7, w < [[w]| yrw(z).

Entonces
|E] 1 / 1 w™' (z) (/ )
—_— = xYpww - < esssup ——= XEW
c—a c—a Jp ze(be) C—Q b
c x -1
r—a
< ess sup (/ XEw> [|wl] o+ (/ w)
ze(be) C—Q b ! a
<=0 (o) il ([ )
w | ||w w
= ._a ) XE ,4‘1F ; )
luego

cC—a

wio) < (S5 el ()
]

Eric Sawyer da los primeros resultados de acotaciéon con pesos de las funciones
maximales laterales, ver [59]. Nosotros vamos a mostrar una versién de estas aco-
taciones (al estilo de las pruebas dadas por Martin-Reyes y de la Torre, ver [42]),
en la cual se tiene en cuenta la dependencia de la norma respecto a la constante del

peso.
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Primero damos una definicién equivalente para pesos en A]‘f.

Definicién 1.17. Dado w un peso se define la constante [w] a3 para el peso w

como el infimo de las cotas C, que cumplen que

((bia) /abw) <(Cib) /bcwpll)pl <G,

donde C, es independiente de a, b, c y c—=b=0b—a = %(c —a).

De forma analoga para A

Martin-Reyes y de la Torre en [42] prueban el siguiente teorema:

Teorema 1.18 ([42]). Dado 1 < p < oo, w un peso en R. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

1. we A

»» es decir [[w][ .+ < o0,

3. existe una constante C' tal que,

1

b
/ o(t)dt < C(b—a)M) (w " x(an)(a)? T,

C' no depende del intervalo (a,b),
4. existe una constante C' tal que si o0 = wp%ll entonces

1

M* (X (ap)(a) < CMF(w™ X(ap)(a)71.

FEs mads, si A es el infimo de todas las constantes C' que satisfacen (3) y (4), se tiene

1 1 1

277wl < ol <A <[]y

Ahora daremos el teorema de Buckley, version lateral que demuestran Martin-

Reyes y de la Torre en [42].

Teorema 1.19 (Teorema de Buckley lateral, [42]). Dado 1 < p < oo, w un peso

en R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

L we A,
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2. FExiste una constante C tal que para toda funcion medible f y para todo

numero real a se tiene
M f(a) < C (M (w (M (/o)) (@) 7

3. M™ es acotada fuerte en LF(w).

Es mas, tenemos las siguientes desigualdades,

1

1 1 1
ST 1 sy < el 1 sy < 1M Lo

1

1 / p—1
< 2e [l | fllewgey < 2ol 7 1l oogu.

(1.16)

Respecto a las desigualdades débiles demuestran:

Teorema 1.20 ([42]). Dado 1 < p < oo, w un peso en R. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

L we A},
2. Eziste una constante C' tal que para toda funcion medible f y para todo

numero real a se tiene
M*f(a) < C(My|fIP(a))7,

3. M* es acotada débilmente (p,p) en medida w(x)dx.
Es mas, tenemos las siquientes desigualdades,

1

1 1
S 1 ey < Tl 1 ooy < NIM7 Fllzose

1 1
< 8l|wll s [ fllzo@) < 8[w] i [ fllow)-
En el ano 1993, ver [44], Martin-Reyes, Pick y de la Torre estudian condiciones

para que un peso w esté en AT, obtienen el siguiente resultado

Teorema 1.21. Sea w un peso las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. we AL

[oops

es decir existe p > 1 tal que w € A;.
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2. FExisten constantes positivas C' y d tales que, para todos los numeros reales
a<b<cykFE C(bc) medible,

B co(2B)

c—a w(a,b)

3. Para todo o, 0 < a < 1, existe B > 0 tal que, para todos los niumeros

E E
;U((a’b)) < B3, tenemos % < a.

a<b<cuytodo E C (bc), con

4. Para todo o, 0 < a < 1, existe 3 > 0 que implica lo siguiente: dado A > 0 y

w(a,z)
r—a

un intervalo (a,b), tal que A < , para todo x € (a,b) entonces,

Hz € (a,b) : w(z) > Az} > a(b—a).

5. Vale la Desigualdad de Hélder al revés débil, (ver el trabajo de Martin-Reyes,

[39] ). Existen constantes positivas C' y 0, tal que para todo intervalo (a,b),

b b
/ w(t) dt < COM (wx ) (5 / w(t) dt.

6. Existen constantes positivas C' y 0, tales que para todo intervalo (a,b),

My (0 X(ap)))(b) < C(M™ (wx(ap))) (D)’

7. Existen constantes positivas C y §, tales que para todo intervalo (a,b),

(M) (wx () (b) < C(M™(wx(ap)) (D).

8. Existe v, con 0 < v < % y C' >0, tales que

d
w(a,b) exp (%/ 10gw1> < C(b—a),
c C

para todo a < b < c¢<d, dondeb—a=d—c=~(d—a).

Observar que, para estos pesos, no vale la desigualdad de Holder al revés sino
una versiéon mas débil. Esta nos da una desigualdad similar a pero localizada,
que es el item 7).

En el anio 1998 M. S. Rviveros y A. de la Torre dan una definicién equivalente
de pesos en Af, ver [57].

Al comienzo trabajamos en intervalos contiguos, ahora tomaremos promedios en

intervalos separados. Para muchos problemas es esto mas conveniente.
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Proposicién 1.22. Un peso w esta en A;, p > 1, si y solo si existen constantes
v, con 0 < v < %, y C tales que para todos los nimeros reales a < b < c < d con

b—a=d—c=~(c—0b), se tiene,

([N e e

Observar que no se estd tomando ninguna integral sobre el intervalo (b, ¢).

Ademads para obtener nuestros resultados vamos a tener que usar desigualdades
con pares de pesos para la funcion maximal M g+ antes definida, donde g es una fun-
cién positiva. Las siguientes definiciones y resultados son de Martin-Reyes, Ortega

y de La Torre, del afio 1990, ver [43].

Definicién 1.23. Dada una funcién g positiva localmente integrable, 1 < p < oo,
decimos que una funcién w no negativa, localmente integrable esta en la clase A; (9),

si existe una constante €, < oo, tal que para todo a < b < c,

</abw> </ngp,a)P—1 <G (/abg)p, (1.18)

T vl 1l
donde 0 = wrI yp+p, =1.
Decimos que w € A] (g) si es no negativa, localmente integrable y si existe una

constante C', tal que,
My (g7 'w)(x) < Cy (g7 w)(x),  ae xR,

Se sabe que w € Af(g) si y sélo si M es acotada fuertemente de LP(w) en
LP(w) para 1 < p < oo, también se sabe que w € Af(g) si y sdlo si M, es acotada
débilmente de L*(w) en L"*°(w). Observar que si g = 1 entonces Af(g) = A, para
1 <p<oo.

En el afio 1993, Martin-Reyes, en [39], d4 la siguiente condicién para que un par
de pesos esté en la clase de Sawyer AY.

Decimos que la dupla (u,v) estd en AF, con 1 < p < oo si existe una constante

(), independiente de x tal que
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1 x 1 z+h 4 p—1
sup | — U - vp—1 < C,.
p(h/ )(h/ ) =

para todo h >0y x € R.

=p>1

" p= 1
M~ u(x) < Cyu(x),

para casi todo x € R.

A la menor constante C), que satisface esto la llamamos contante Az‘f del par de pesos
(u,v) y la denotamos por [|(u, v)| 4+. Martin-Reyes demuestra que (u,v) € A} si
y s6lo si M satisface la siguiente desigualdad de tipo débil (p,p), con las normas

dadas por los pesos u y v,

Nu({r e R: MTf(x) > \}) < A7 (u, v)[| 45 /R |f(x)|P v(z)d. (1.19)

2.3. Operadores integrales singulares laterales.

Como mencionamos antes, los operadores integrales singulares de Calderon-
Zygmund estan controlados por normas en medida w(x)dr por la maximal de
Hardy-Littlewood, con w un peso de Muckenhoupt, ver la Desigualdad de Coifman-
Fefferman . La clase de pesos de Muckenhoupt estd contenida en la clase de
pesos de Sawyer y esta inclusion es estricta; por ejemplo, como se menciono en la
introduccion, las funciones no decrecientes estan en A; pero no estan A, (pues no
cumplen la propiedad doblante). Es natural preguntarse que condiciones debe cum-
plir un operador integral singular de Calderén-Zygmund para ser operador lateral
y estar controlado por la funcion maximal lateral, es decir que el operador cumpla
una desigualdad de tipo Coifman-Fefferman bajo la medida w(x)dx con w peso de
la clase de Sawyer. En 1997 H. Aimar, L. Forzani y J. F. Martin-Reyes, en [1], dan

respuesta a este interrogante definiendo los siguientes operadores.

Definicién 1.24. Un operador integral singular lateral 7" es un operador inte-

gral de Calderén-Zygmund, es decir su nincleo K cumple con las condiciones de la
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Definicién , y ademads el nicleo K tiene soporte en el intervalo (—o0,0). En este

caso escribimos

o)

T* f(z) = lim K(x —y)f(y)dy.

e—0T ote

Anélogamente se define el operador integral singular lateral T, en este caso el
nicleo tiene soporte en el intervalo (0,00). Observar que si (77)* es el adjunto de
T, entonces (TT)* es un operador integral singular lateral con nicleo K soportado

en (0,00), en este caso vamos a denotar (T1)* =T".
Ellos dan el siguiente ejemplo de operador integral singular lateral.

Ejemplo 1.25 ([1]). La funcién

_ 1sen(logz)

K(z) =
(z) © logz X (0,00) (),

es un nucleo no trivial con soporte en (0, 00), que define un operador integral singular

T-.

Es importante para nuestro trabajo que los pesos de Sawyer controlan a los ope-
radores integrales singulares laterales. Como antes mencionamos, Aimar, Forzani y
Martin-Reyes probaron en [1] que un operador integral singular lateral T estd con-

trolado por la maximal lateral M ™ en norma LP(w), si w € A} . Ellos demostraron

Teorema 1.26 ([1]). Sea T un operador integral singular lateral y w € AL

entonces:

1. Destgualdad de Coifman-Fefferman. Eziste una constante C' que de-

pende de p, T y w, tal que,
/ T* (@) P w(z)de < C / (M f@)P w(z)de,  1<p<oo
R R
Y

sup Nw({z : |TT f(z)] > A\}) <sup Nw({z: MTf(x) > A}), 1<p< oo,
A>0 A>0

donde f € LP(w).



2. OPERADORES LATERALES Y PESOS DE SAWYER 39

2. Acotacion fuerte. Si1 <p <ooyw € A;, entonces existe una constante

C, que depende de p, T™ y w, tal que,

(/ ’T*f<x>|pw<x>dx)‘l’ <0 ( [ |f<x>rpw<x>dx>i |

para toda f € LP(w).
3. Acotacién débil. Sil < p < oo yw € A, entonces existe una constante

C, que depende de p, T™ y w, tal que,

sp (e [T )] > ) < € ( / \f(x)lpw(x)dx) 7
para toda f € LP(w).

Como antes mencionamos, en esta tesis, estudiaremos resultados analogos a los
obtenidos por Lerner, Ombrosi y Pérez en [33], pero para operadores integrales
singulares laterales y pesos de la clase de Sawyer. Ellos analizan lo que fue conjetura
débil de Muckenhoupt y Wheeden.

Respecto a lo que fue conjetura fuerte de Muckenhoupt y Wheeden, en el ano
2009 , ver [35], Lorente, M. and Martell, J. M. and Pérez, C. y Riveros, M. S.

obtuvieron el siguiente resultado andlogo al dado por Pérez en [51], (ver desigualdad

(L.5))-

Teorema 1.27 ([35]). Sea T™ un operador integral singular lateral y w un peso,

(no necesariamente de la clase de Sawyer), entonces,

T £l () gcge/ (@) M oy 1y 0(2) da.

n

donde ML_( es un operador mas grande que M~ , para todo € > 0.

logL)€

2.4. Lemas de cubrimiento.

Ahora daremos algunas diferencias técnicas a la hora de trabajar con la funcién
maximal de Hardy-Littlewood o la funcién maximal lateral. El analisis siguiente
estd dirigido a lectores que tienen algin conocimiento en la teoria clésica de Cal-
deron-Zygmund.

En esta teoria, para poder estudiar acotaciones de operadores, es comun recurrir

a lo que llamamos lemas de cubrimiento. Por lo general los que se usan para los pesos
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de Muckenhoupt no sirven para los de Sawyer. En este apartado nos proponemos
dar las principales diferencias entre ambos.

Como se menciond anteriormente para estudiar desigualdades débiles de ope-
radores integrales de Calderén-Zygmund con pesos de Muckenhoupt se utiliza el

siguiente lema, ver [12], [16].

Lema 1.28 (descomposicién de Calderén-Zygmund). Sea M, la funcion mazimal
diddica de Hardy-Littlewood, [ localmente integrable y Q = {x € R™ : Myf(x) > A}
con 0 < A. Entonces existen una coleccion de cubos diddicos, numerable, Q);, que

son disjuntos dos a dos y que cumplen:

1
Q= ; A< — dy < 2"\,

Cuando trabajamos con M, la funcién maximal lateral, este lema no suele

servir. En su lugar se utiliza el siguiente resultado de Sawyer. Ver [59] y [41].

Lema 1.29 ([59]). Sea f integrable con soporte compacto en R y A > 0. Si (a,b)
es una intervalo maximal del abierto Q@ = {x € R : MT f(x) > A}, entonces para
todo a < x < b,

L [onasas g Lo
x—a ), b—=z J,

p b
Es mds A = .= ["|f(t)] dt.

Si trabajamos con M~ en lugar de M* las desigualdades se dan al revés.

DEMOSTRACION. Podemos suponer f > 0. Para la demostracién fijemos = €

(a,b). Sea r el mayor niimero que cumple que — f;f > A. Sir < b, entonces

r—x

ﬁ frs f > A, para algin s > r, pues r € (), y se tiene

/msf:/xrf+/rsf>)\[(s—r)+r—x]:A(S_x).

Luego ﬁ f; f > A, contradiciendo la maximalidad de r.
Ahora como r > by b ¢ ) se cumple que ﬁ) be f < A. Supongamos que

1 b .
—— [/ f < A, entonces se sigue que

/;f=/:f+/brf<x[<b—:c>+<r—b>]IW‘”““)’
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lo que implica que i f; f < A, contradiciendo la definicién de r, por lo tanto

b
Finalmente por la maximalidad del intervalo (a, b), se observa que A = ﬁ f: f(t)dt.

Supongamos que —— [ f > X, entonces

/abf—/:f+/:f>A[<x—a>+<b—$>] =b-a)

luego A > ff f(t)dt, 1o cual es una contradiccién, por lo tanto — [* f <A, O

r—a

Observacion 1.30. Este lema también lo aplicaremos a otros operadores que
no son M+ ni M~ pero en esencia son laterales, es decir se toma supremos sobre

alguna clase de promedio donde el punto x es extremo del intervalo.

Otro lema de cubrimiento muy utilizado en la teoria de Calderén-Zygmund es el

siguiente, (ver [16]).

Lema 1.31 (Descomposicién de Whitney). Sea 2 un abierto no vacio propio de

R™ entonces eziste una familia de cubos cerrados {Q;}; tal que

= ()= Uj Qj, y los cubos tienen interior disjunto dos a dos.

= Vnl(Q;) < dist(Q;, €2°) < 4y/nl(Q;).

n St los bordes de dos cubos Q; y Q se tocan entonces

1(Q;)
Qo ="

» Dado un cubo @Q; a lo sumo hay 12" cubos Q) de la familia que lo tocan.

1
- <
g =

donde 1(Q);) es el lado del cubo Q;.

Observacion 1.32. Sea Q = {x € R" : M f(x) > A}, con M la funcién maximal
de Hardy-Littlewood. Aplicando el Lema obtenemos €2 = (J; @;, donde la
unién es disjunta. Si tomamos 67] = 4,/nQ); entonces 67] N Q¢ £ () y por lo tanto

o g | @)l de < A

Este lema no se suele aplicar al caso lateral. En su lugar, segin el caso, se tiene

las siguientes posibilidades.
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Observacién 1.33. Sea Q = {x € R" : MTf(z) > A}, con M™* la funcién
maximal lateral. Primero tomamos los intervalos maximales disjuntos J; tales que
Q = J; J;. Sea (a,b) uno de estos intervalos. Se pueden realizar las siguientes par-

ticiones:

1. En la primera tomamos xq = b y para ¢ > 0 elegimos z; tal que x;_1 — x; =
x; — a, definimos I; = (41, x;). Tenemos que (a,b) = |J, /;, unién disjunta.

Si I = (a,x;41), por el Lema|1.29] ﬁ f[; |f()]dt < .

2. En la segunda tomamos las sucesiones x;, y; que cumplan que 2(x; — a) =
(yi —a) = (3)'(b —a). Sea H; = (a,x;), H; = (v, ) y H = (yi, yi-1)-
Luego H;” C H;—1 y (a,b) = U, H;", unién disjunta. Por el Lema m
e L PO <

3. La tercera es similar a la primera. Sea xqg = a y para i > 0, elegimos z; tal
que z; — x;_1 = b— x;. Definimos I; = (z;_1, ;). Tenemos que (a,b) =, I,

unién disjunta. Si I;" = (z;,b), por el Lema|1.29) X < ﬁ flj |f(t)] dt.

4. La cuarta es similar a la segunda. Sean las sucesiones x;, y; que cumplan que
(b—x;) = 2(b—y;) = (3)"(b — a). Definimos H; = (z;_1,2;), H; = (5, 4:)
y H = (y;,b). Luego H; C H;_; y (a,b) = |J, H;, unién disjunta. Por el
Lema [1.29, A < |H_lj\ ij |f(t)]dt.

Observar que a diferencia de los lemas clasicos de cubrimiento, en estos casos
tenemos dos clases de intervalos unos que tienen la propiedad de cubrir y “los con-
tiguos” tienen la propiedad para el promedio. En el caso cldsico los cubos y sus
dilatados son los que sirven.

Si trabajamos con M~ en lugar de M ™ las desigualdades se dan al revés. Para
ver mas sobre (1) y (3) ver por ejemplo [1], [39], [59], etc. Respecto a las particiones
(2) v (3) ver la Proposition 3.6 del trabajo [49] de S. Ombrosi y L. de Rosa.

Estas particiones también se pueden realizar con una medida w(z)dz en lugar

de la medida de Lebesgue, por ejemplo en (1) se pediria que w(z;, z;—1) = w(a, x;).
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3. Espacios de Lorentz

En esta seccién definiremos y daremos algunas propiedades de los espacios de
Lorentz. Estos resultados serdn utilizados en demostraciones de teoremas de extra-
polacion.

Sea f una funcién medible en el espacio (R", i), con p una medida boreliana,

regular y definida positiva en R”. La reordenada no creciente de f es definida por

() =mf{A>0: p{z e R" : |f(z)| > A\}) <},
para 0 < t < oo.

Definicién 1.34. Decimos que la funcién f estd en el espacio de Lorentz L(p, ¢, i),

con 1 <p<ooyl<qg<oo,silacantidad

A R RVPSN TR v
s = (2 [ s $)

es finita.
Decimos que la funcién f estd en el espacio de Lorentz L(p, 0o, i), con 1 < p < o0,

si la cantidad

1S

p,oo,u — SUP [tl/pf*(t)} )
>0
es finita.

Para estos espacios es valida la siguiente desigualdad de Holder:
Sean p y ¢ como en la definicién, p’ y ¢’ sus exponentes conjugados, respectiva-
mente. Entonces para toda funcién f € L(p, q, ) y para toda funcién g € L(p/, ¢, i)

vale

[ 18019001 dute) < 1 sl (120

Para més informacién ver [61].
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4. Operadores fraccionarios

Como se menciond en la introduccion otros operadores laterales que estudia-
remos, en esta memoria, son la funcién maximal fraccionaria lateral y la integral

fraccionaria lateral.

4.1. Operadores fraccionarios, el caso no lateral.
Empezaremos hablando del caso no lateral.

La funcién maximal de Hardy-Littlewood fraccionaria se define por

1
Maf(x)zsgpw—_am/Q’f(y)\dya 0<a<mn,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) de R™ que contienen al punto x.
La integral fraccionaria ha sido objeto de estudio desde hace mucho tiempo, su

definicién es

[af(alj):/]R &dy, 0<a<n.

n o —yln—e

Hardy y Littlewood dan las primeras desigualdades en norma en 1928, ver [19],
ellos consideran el caso de una dimensién con la medida de Lebesgue. También,
ellos obtienen acotaciones para el peso w(x) = |z|*. El resultado para la medida de
Lebesgue y dimension n lo prueba Sobolev, en [62]. Con w(x) = |z|*, Stein y Weiss,

n [63]. Walsh, en [64], mejord estos resultados introduciendo més funciones como

pesos. Fueron Muckenhoup y Wheeden, en [47], quienes introducen la clase de pesos

A

y2UN

Definicién 1.35. Decimos que un peso w esta en la clase A, ,, con 1 < p, ¢ < oo,

si existe una constante C, , tal que para todo cubo )

(i1 fy o) (g [~ ) "<

a la menor constante posible Cj,, la llamamos constante del peso w en A,, y la

denotamos por ||w||a,,-
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Por otro lado decimos que un peso w estd en la clase A; 4, con 1 < ¢ < oo, si

existe una constante C' , tal que para todo cubo @

QI

a la menor constante posible C, la llamamos constante del peso w en A;, y la

1
( / w(y)? dy) < Oy qw(x), para todo = € Q,
Q

denotamos por ||w|4, .
Finalmente, para 1 < ¢ < oo, definimos la clase Ay, como A, , = Up>1 A,

La constante de A, es definida por:

1
[lwllax,, = sup

@ wi(Q)

Es facil ver que w € A, 4 siy sélo si (w?,w?) € Ayyq/y con

/ M(xow?)dz < .
Q

[lwlla,,, = [l w)|a,,, .-

Muckenhoup y Wheeden demuestran que, si w € A, ,, la funcién maximal de
Hardy-Littlewood fraccionaria, M,, y la integral fraccionaria, I, estan acotadas de

forma fuerte de LP(wP) en L9(w?), cuando % = ~ — 2. Ellos no consideran como

1
p
depende la norma de la constante del peso w.
Otros trabajos importantes donde se obtienen desigualdades con pesos para estos
operadores son por ejemplo: Sawyer [58] y [60]; Gabidzashvili y Kokilashvili [28],
Sawyer y Wheeden [61], y Pérez [50] y [52].
En [60] Eric Sawyer trabaja con pares de pesos, él demuestra que si 1 < p < ¢ <

00, dados un par de pesos (u,v) entonces
I, : LP(v) — L%u)
si y sélo si el par de pesos (u,v) satisfacen las siguientes condiciones:
[u,ols,,, = Sup 7(Q)?lIxola(Xq0) | Lot < o0,
.1ls,, 1= s (@) Il < 2
donde o = v'7". Es més

||Ia||LP(U)—>Lq(u) ~ [U, U]SIMJ + [0-7 u]Sq’yp"
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Ademads Sawyer trabajé con desigualdades de tipo débil, en [58] determiné que

||Ia||LP(U)—>Lq’°°(U) ~ [U’ U]Sq’,p"

Estos resultados fueron utilizados por Lacey, Moen, Pérez y Torres en [29] para
obtener el andlogo del Teorema A,, (ver ([1.7)), para la integral fraccionaria. Ellos

demostraron

Teorema 1.36 ([29]). Sea 0 < a <n, 1 < p < n/a yq tal que % =

w € A,, entonces
|l o) ooty < uolll5 ',

H[OéHLp(wp)an(wq) < ||w|’541;qn/a)méx{1,p /a}

es mas, los exponentes son optimos.

Ellos también demuestran el teorema andlogo al de Buckley para la funcién
maximal de Hardy-Littlewood fraccionaria, M,,. Kabel Moen, en [45], obtiene varios

resultados para la funcion maximal M,; demuestra:

Teorema 1.37 ([45]). Sea 0 < a<nyl <p<gqg<n/a, si(u,v) es un par

/
pesos con o = v 7P . Entonces

Mo fllza@w) < Clf]] o),

sty solos st

(fQ M, (xqo)? udm) Ha
o (@)

||(u7 /U>||Sp,q = Sup < 0.
Q
Es mas
[ Mol e w)y—ra@y < Cl|(u,v)]]s, .,

donde la constante C' no depende del par de pesos (u,v).

Otro resultado que prueba es
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Teorema 1.38 ([45]). Sea 0 < a <n, 1 <p<n/ayq tal que % =

(u,v) es un par pesos que satisface

(fQ M (xqo)t=n) udx) o
H(uvv)HTq,a = Sgp O'(Q)l/q < 00,

entonces

HMafHLq(u) < CHfHLp(”)

Es mads

[[Mal|Lr(v)y—rawy < Cll(u, v)|| 1,

donde la constante C' no depende del par de pesos (u,v).
Respecto a un peso prueba

Teorema 1.39 ([45], [29]). Sea 0 < o <n, 1 <p <n/a yq tal que % =

Siw e Ay, entonces

1-n/a)p’
HMaHLp(wp)%Lq(wq) < CHwH;pﬂ/ i

Y

es mas, el exponente es optimo.

Finalmente J. Recchi estudia desigualdades débiles en el caso extremo, donde el

peso w estd en A; , y no vale la acotacion fuerte, ver [54], ella demuestra que

1

Teorema 1.40 ([54]). Sea 0 < <n, 1 <p <n/ayq tal que ; = Y

3Ie

1
P
w € Ay, entonces

1/p 1
1ol zagusy < CHwIILE [wll{2 11 £z,

es mas, los exponentes son optimos.
Teorema 1.41 ([54]). Sea 0 < o < n, st w € Ay entonces

[[Lafl|ztoo) < Cllw|a || f1] Lt (Maw)-
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4.2. Operadores fraccionarios laterales.

Las integrales fraccionarias laterales clasicas son operadores de convoluciéon con
nicleos que tienen soporte en (—oo,0) o (0,00). Cuando el soporte es (0,00) se
la llama integral fraccionaria de Riemann-Liouville y la denotamos por I, o R,,
cuando el soporte es (—o00,0) se llama integral fraccionaria de Weyl y la denotamos

por I7 o W,. La definicién de estos operadores es

Definicién 1.42. Sea 0 < a < 1, para una funciéon f localmente integrable
definimos:

La integral fraccionaria de Weyl como

Waf (@) = I f(2) = <f(y) . M%M_mm(y)) w= [

La integral fraccionaria de Riemann-Liouville como

Rf0) = 1,70 = (1) * o)) 0= [ ALY

—00 (.CL' - y)lia

Mientras las funciones maximales fraccionarias laterales se definen por:

Definicién 1.43. Sea 0 < a < 1, para una funcién f localmente integrable

definimos las funciones maximales fraccionarias laterales como

x+h x
ME @) = s s [ 1) M @) = s [ lrolar

h>0 h>0

Observar que cuando a = 0 obtenemos la funcién maximal lateral de la Defini-
cién [L14

Uno de los primeros resultados obtenidos para estos operadores fue dado por
Hardy, Littlewood y Pélya, ver [21]. Parap > 1,1/p>ay % = Il) — « prueban que
I} es acotada de LP(R) en L(R) con la medida de Lebesgue.

En 1988 Andersen y Sawyer, ver [2], consideran el caso de un peso. A continua-

ciéon damos la definicién de pares de pesos en la clase A;; . Cuando los dos pesos son

iguales y 1 < p, ¢ < 00, la definicién coincide con la dada por Andersen y Sawyer.
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Definicién 1.44. Decimos que un par de pesos (u,v) estd en la clase A;q, con

1 <p<oo,1<gq< oo, siexiste una constante C, , tal que

1 x 1 z+h , Q/p/
sup ess sup (—/ u(y)? dy) (—/ v(y)™? dy) < Cpy-
h>0 zeR ’h’ xz—h h T

A la menor constante posible C,, ,, la llamamos constante del par de pesos (u,v) en
A, v la denotamos por ||(u,v)|[ 4 -
Por otro lado decimos que un par de pesos (u,v) estd en la clase qu, con

1 < g < 00, si existe una constante C'; 4 tal que
M~ (u)(z) < Cyqv(x)d, para casi todo z € R.

A la menor constante posible C 4, la llamamos constante del par de pesos (u,v) en
AT, v la denotamos por ||(u, U)HAT,q'

Finalmente decimos que un par de pesos (u,v) estd en la clase At con 1 <

p,007?7

p < 00, si existe una constante C),  tal que

1 x+h , 1/p
Sup ess sup HX[x_h’m]uHoo (E/ v(y)™? dy> < Cp o

h>0 z€eR
A la menor constante posible C, , la llamamos constante del par de pesos (u,v) en

Aj o v la denotamos por |[(u, )] 41 -
El siguiente lema da la relacién entre las clases Ay A

Lema 1.45. Sean 1 <p<oo y1l <q < o0.

(i) (u,v) € Af

44 81y solo si (u,v?) € AT conr =1+ q/p'. Ademds
(s )z, = 0 0] 4
(ii.) (u,v) € Af, siy sdlo si (v, uP) € A conr =1+p'/q. Ademds

/ o o
)P = (™ u )],

(iii.) (u,v) € AT

. , . W W _ ,
4o 81y s6lo si (u™P,vTP) € Ay Ademds

—' o'\ 11/P
o)l = ™ )
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DEMOSTRACION. Sir = 1+4¢/p/, entonces (i.) se deduce de la siguiente igualdad
1 x 1 x+h | r—1 1 x 1 x+h _ 1 Q/p/
— q — 97 = [ = q — 70
GLAGL ) =GLGL )
T z+h q/p'
= l/ u? l/ 4 .
h z—h h T

Ahora, si r =1+ p'/q, entonces (ii.) se deduce de la siguiente igualdad

z+h x r—1 z+h x '/
GL L) G o)
x z—h x z—h
z+h T '/
:(l/w_vﬂ>(l/ uopq.
h T h z—h

Finalmente para (iii.) primero consideremos (u,v) € Af

1 z+h , 1/17,
ool (5 [ 07) < ol

para casi todo z € R y para todo h > 0, entonces para casi todo x € R y para todo

1 z+h , l/p’
o) (5 0] <l

/

M) @) < I o), u (),

luego

h > 0 tenemos que

por lo tanto

para casi todo 2 € R de donde se deduce que ||(v™?, u’p/)||A; < ||(u,v)||’;;;m. Por

otra parte si (v, u") € A tenemos que
u (@) M (o) (@) < | )|

para casi todo x € R. Sean x y h > 0 tal que Hx[x_h,m]ﬂ }Oo < 00, entonces existe

t € [z — h,x] con HX[JC—WWHOO < 2u(t). Luego

1 o+h . 1/p e h—t 1 x+h - 1/p
qumwﬂw(g/i “p> 52“”( h x+h—té) vp)

1 z+h /1/17’
< Au(t) | ———— P
= “()(:Hh—t/t ‘ )

< du(t)MH () OV < 4| u )|V
1
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Por lo tanto [|(u,v)|| 4+ < 4|(v™ ,u?)[[}7". O
»O0 1

Andersen y Sawyer demuestran que [} y MJ son acotadas fuertemente, de
LP(wP) en L% (w7), si y solo si w € Af , con % = zla — «. Martin-Reyes y de la
Torre, en [40], caracterizan los pares de pesos para los cuales las funciones maxi-
males fraccionarias laterales son acotadas. En 1989 Gabidzashvili y Kokilashvili, en
[28], dan condiciones para el tipo débil (p,q), 1 < p < ¢ < 0o, para la integral frac-
cionaria de Weyl. Lorente Dominguez y Martin-Reyes en [34], [9], caracterizan los
pares de pesos (u,v) para el tipo débil (p, ¢) respecto a las medidas u y v. También
caracterizan los pares de pesos (u, v) para los cuales las integrales fraccionarias late-
rales son de tipo fuerte (p, ¢). Los resultados de Lorente Dominguez y Martin-Reyes
son la version lateral de los resultados obtenidos por Sawyer en [58] y [60]. En estos

trabajos no se tiene en cuenta la dependencia de la acotacion respecto a la constante

de los pesos. Algunos de estos teoremas, que vamos a necesitar, son:

Teorema 1.46 ([34], [9]). Sean 1l <p<g<wop=1<g<ooyl<a<l.
La siguiente desigualdad dédil

o 137w > <5 [ 70) "

vale para toda funcién f € LP(v) con C independiente de f, si y solo si el par de

pesos (u,v) satisface

-1/q A\
[0, ulg+ :=sup (/u) (/I;(Xlu)pa> < 0, sil<p<gqg<oo,
a7 I I I

-1/q
iy, i=sw (0] o i <00 sip=1<q< .
1 I

||I;||LP(1})—>L‘1’°°(u) ~ [07 U]S;p,
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Teorema 1.47 ([34], [9]). Sean 1 < p < ¢ < 00 y 0 < a < 1. La siguiente
desigualdad fuerte vale toda funcion f € LP(v)

1/q 1/p
[+ q O p
(/R!af!u) < </R\f|v> ,

con C independiente de f, si y sélo si el par de pesos (u,v) satisface

-1/q C\ VP
o, ulg+ :=sup (/u) (/I;(X[u)p a) < 00,
q’p’ I I I

Es mds
o er@)—ro) = [0, ulgs |+ [u, 0] .
q,p ?
De estos dos resultados podemos concluir que

L 2o o) zaquy = 1S | 2o o) zaee w) + 115 1| 2 =07y 10700 (o191

De esta ultima desigualdad para un peso w € A}‘;q, considerando v = w? y v = w?,

deducimos que
o Nz wryspaqwey 2 1 || ooy poso @) + g oo oy 1o oy (1.21)

Martin-Reyes y de la Torre, en [40], introducen la funcién maximal fracciona-
ria diadica lateral, estudian sus buenos pesos y la relacién entre ambas funciones
maximales. A continuacién daremos algunas de estos resultados, en el Capitulo
estableceremos con detalles estas relaciones.

En adelante cuando escribamos I~ e I'™ haremos referencia a intervalos de igual
longitud y contiguos, no necesariamente diddicos. Dado un par de pesos (u,v) de-
notaremos por o a v' 7.

Para cada x € R vamos a considerar la siguiente familia de intervalos diddicos

Af ={I": I esun intervalo diddico y = € I},
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Definicién 1.48 ([40]). Sea 0 < o < 1, f una funcién localmente integrable,

definimos la funcién maximal fraccionaria diddica lateral como

1
MEufe) = s s [ If@)a

I-eAf
Martin-Reyes y de la Torre demuestran que esta funcién maximal es equivalente

a la dada en la Definicién En el Capitulo [2] daremos la demostracion de este

resultado. También introducen las siguientes clases de pares de pesos.

Definicién 1.49 (J40]). Dada las funciones u, v > 0 localmente integrables
diremos que:
(u,v) estdn en la clase S, con 1 < p < g, si existe una constante C' tal que,

para todo intervalo [

[o<w (/I(M;FJXI)quy/qgC(/Ia)l/p.

/
donde o = v!'77,

Llamamos constante del par de pesos (u,v) en S, al infimo de las constantes

C'y la denotamos por |(u, v)||gt -

Definicién 1.50 ([40]). Dada las funciones u, v > 0 localmente integrables
diremos que:

(u,v) estédn en la clase S con 1 < p < ¢, si existe una constante C' tal

D,q,0,d?

que, para todos los intervalos I~ e I, contiguos de igual longitud, con f ~u>0se

cumple que

1/q 1/p
/ o<o0 ¥y (/ (M;“daxﬁ)qu) <C (/ 0) :
1-ur+ I-ur+ ' I+

/
donde o = v!'77,

Llamamos constante del par de pesos (u,v) en SZ .. &l Infimo de las constantes

C'y la denotamos por ||(u,v)]|| g+ r
p,q,x,
De forma andloga se definen las clases S, , v S, ,4con 1l <p<gq.

Martin-Reyes y de la Torre prueban
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Proposicién 1.51 ([40]). Sean u, v > 0 funciones localmente integrables. El par

(u,v) estd en la clase S, 4 sty sdlo si (u,v) estd en la clase SY, . Es mds existen

p?q?a :

constantes ky y ko, que solo dependen de p, q y «, tales que

1w o)llsr < klltwollsy,. v llwollsg,, < kll(w,v)llsr - (1.22)

Ninguno de los articulos citados, que trabajan con operadores fraccionarios la-
terales y clases de pesos, tienen en cuenta como dependen las acotaciones de las
constantes respecto de los pesos. Recientemente, en [42], Martin-Reyes y de la Torre
demuestran el andlogo al teorema de Buckley para una funcién maximal fracciona-
ria lateral, méds general que M, estableciendo la dependencia éptima respecto a la
constante del peso. En el Capitulo [2| daremos otra demostracion de este resultado

para M usando un teorema de extrapolacion.

Teorema 1.52 ([42]). Sean 0 < a<1l,1<p<g<oocconl/p—1/¢=a yw

un peso en la clase Ay . Para toda f € LP(w) se tiene que
M+ <C (1-a)p'/q
1M fllzagwey < Cllwl[y N Fllzrr),
donde el exponente (1 — a)p'/q es el mejor posible.

Ademas en el Capitulo [2| enunciaremos y demostraremos las versiones laterales

de los Teoremas [1.36], [1.37, [1.38] y [1.39]

Para finalizar con los preliminares enunciaremos un resultado de A. Bernal, ver

[4], que vamos a necesitar para lograr nuestros resultados. De forma andloga a la

ecuacién ((1.12)) definimos

Definicién 1.53. Sea 0 < o < 1, g una medida boreliana, regular y definida
positiva en R. Para una funcién f localmente integrable, en la medida yu, definimos

las siguientes funciones maximales

I3z

1
M@J@Ozmmﬁaﬁ7i[V@ﬂw4m
1 h

M?*T f(x) =su
L) =

1
M~ f(x) =su
and () = b

= [ 1L,

= [ 1 dut.




4. OPERADORES FRACCIONARIOS 55

A. Bernal, en [4], demuestra que

Teorema 1.54 ([4]). Sean0<a<1,1<p<g<ooconl/p—1/g=a yp una
medida boreliana, reqular y definida positiva en R. Entonces, para toda f € LP(u)

se tiene que

N fllzagy < Coallfllogw,

donde N denota a cualquiera de los operadores Mo, f(x), M7 ,f(z) o Mg, f(z) de
la definicion anterior. La constante C,, cambia para cada uno de los operadores

pero en ningun caso depende de la medida f.

Observacién 1.55. Para demostrar el teorema anterior primero se trabaja con
las funciones maximales laterales M, f(x) y M, ,f(x); para el caso de M, f() se
usa que M, f(v) < MJ, f(x) + M, f(x); por esto es importante que las funciones
maximales estén definidas en R. En el caso no lateral y dimensién arbitraria, para
poder obtener una acotacién donde la constante no dependa de la medida p, se debe

considerar funciones maximales didadicas o centradas.






Capitulo 2

Estimaciones sharp para operadores fraccionarias laterales

En este capitulo estudiamos como depende la norma de operadores fraccionarios
laterales respecto a diferentes constantes para pares de pesos. Se obtendran estima-
ciones sharp para la noma fuerte y débil de la funcién maximal fraccionaria lateral.
Respecto a las integrales fraccionarias de Riemman-Liuville y de Wely también se
obtienen las constantes 6ptimas de las normas fuertes y débiles. Para poder lograr

estos resultados es necesario desarrollar teoremas previos de extrapolacion.

1. Resultados de extrapolaciéon

En este apartado vamos a demostrar algunos resultados de extrapolaciéon que
nos permitirdan obtener cotas sharp para operadores fraccionarios laterales.

Los resultados equivalentes para pesos en A, los prueban E. Harboure, R. Macias,
y C. Segovia en los trabajos [18] y [17]. Respecto al caso lateral R. Macias y M.
S. Riveros, en [38], obtienen resultados anédlogos. En ninguno de estos trabajos se
tiene en cuenta la dependencia de la cota respecto a los pesos. Dragicevic, Grafakos,
Pereyra y Petermichl en [10] y Lacey, Moen, Pérez y Torres en [29] mejoran algunos
de los resultados de [18] y [17] teniendo en cuenta la dependencia respecto de los
pesos.

Vamos a necesitar algunos lemas previos. Las ideas que se siguen, para su de-

mostracién, son de Rubio de Francia y Garcia Cuerva, ver [15].
Lema 2.1. Sean p,s > 1y h € L*(w). Siw € A} definimos

-1 —(15/p p'/s

S(h) = (w M- (h*/? w)> .

Entonces

57
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(a) S es acotado en L*(w), es mds,
1S (W) 2oy < CPP P[] | e wy;

(b) Si los exponentes s y p cumplen que r := p/s’ € [1,00), entonces para una
funcion no negativa h € L*(w) tenemos que:

» sir > 1, el par de pesos (hw,S(h)w) estd en la clase A, es mds

T

(1w, S(hyw)l| g < 277"

» sir =1, el par de pesos (hw, S(h)w) estd en la clase Af con constante

wgual a uno.

DEMOSTRACION. Para ver (a) estimemos directamente la norma de S. Para ello
vamos a usar el andlogo de la ecuacién ([1.16) del Teorema|l.19|pero para la funcién

maximal lateral M, es decir

1

— 1 =1
M| Lot 1y < Cpl ! p||;;’;1,

conw' P € A;,, pues, por las propiedades de los pesos de Sawyer, si w € A;f tenemos

_1
que w7 € Ay ||w1_p'||A; = ||w||1’;+1 Por lo tanto,

/ 1/s
L) = < /R (w’lM*(hS/p’w))p wd:c)
, o , 1/s
_ ( / (M7 w))" i dx)
R
p’/s , p/ ) 1/8
< M| o 1= / RSP w) wlt? dx)
(1 o) ([ (1270)
, % p'/s
< (colt1T)

= Cp*/*||w

15h

p
Le(w) = Cp”*||w] X’;)s||h|

L3 (w)

Al L ).

o’
s
+
AP
/

Low) < OpP7%||w

b
luego ||S] e
Para ver (b), primero observar que si s = p’ entonces S(h)w = M~ (hw) de lo
cual tenemos, trivialmente, que el par de pesos estd en la clase A con constante

igual a uno.
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Ahora, sis > p' > 1, entoncesp > s’ > 1yr > 1. Notar quer—1 = (p—l)(l—zi/)

S

y por la definicién de funcién maximal lateral, para intervalos I~ e I contiguos de
igual longitud y para todo t € I't se cumple

1

m hs/p/w S 2M_(hs/p/U))(t)7
I-

Luego,

L) (o [ st
e w _— w)r—1
=] /- 11+ )1+
— r—1
1 1 sy P —1
& _hw " )i (w M~ (h w)) w
/ r—1
1 p'/s, 1-p'/s 1 —(1s/p' r_—ll £
= m 7hw w ﬁ . (M (h U))) wr-1
1 / , WS( 1 )1—p'/s
- hs/pw> - w
<\f‘| - =] Ji-
(p-1)(1-%)
/ / ]_ —1
sup (M~ (h*/P'w)(t)7P/* <— wp—1>
p'/s 1-p'/s
< 21’//5 (L hs/p'w) (L w)
1] Ji- 1= Ji-
1 NP o\ (m1(a-2)
R hs/p - =1
<|1—| - w) (|1+|/1J‘” )
) 1 1-p'/s 1 0\ (mH=5)
<2p/s e w — wpr—1
N <|]_| I- ) (|]+’ I+ )

/ 1—p'
< 277w

)

tomando supremo finaliza la demostracién. O

Lema 2.2. Sean r, p y s numeros reales y w un peso.
(a) Seanp,s >1yw e A conr:=p/s" € [1,00). Para toda funcion h € L*(w),
no negativa, existe una funcion, no negativa, H en L*(w) tal que:
1. h< H;
2. || Hlzow) < 2l[A][Lsw);
3. Hwe Af con |[Huwl||+ < C’pp//s2p//5||w||A;,
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donde la constante C' no depende de ||w|| 1+ ni de p.
Una forma alternativa de escribir el enunciado anterior es:
(@) Sean 1 <r <p <oo,s = (p/r) yw e Af. Para toda funcion h > 0,
h € L*(w), existe H > 0, H € L*(w), tal que:
1. h< H:
2. 11 Hllirwr < 20l o)
3. Hwe Ay con  |[Huwl|sr < Cp,r)|Jw|] 44,
donde la constante C' no depende de ||w|| 1+ ni de p.
(b) Sean1 <p<r<oocys=p/lp—r)ywe AS. Para toda funcion h > 0,
h € L*(w), existe H > 0, H € L*(w), tal que:
1. h<H:
2 [ H ooy < 27 MBI w)
3. H 2w e Af  con HH_I-U)HA,T < C(p,r)||lw||*

r—1 1
A+ )
donde la constante C' no depende de ||w|| 1+ ni de p.

DEMOSTRACION. Comenzaremos por el inciso (a). Definimos la funcién H via

la siguiente serie convergente de Neumann:

H=3 ol doude isl|= |

k=0

L# (w)

A partir de esta definicién es claro que se cumplen las desigualdades 1 y 2.

El inciso 3 se sigue de la definicion de la funciéon H y del operador S,

S(H) < 2|[S[|(H — h) < 2||S]|H,

Sir=1ys=p, por el Lema L ||S]] < Cpr'/e|

y tenemos
M~ (Hw) = M~ (Hw)w 'w = S(H)w < 2||S||Hw < Cpllwl] 4+ Hw.
Sir > 1, por el Lemal[2.1] el par de pesos (hw, S(h)w) estd en la clase A, con

[1(hw, S(hyw)l] 4 < 27wl 57",
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(7))

(3t )G o)

P
e = Ol

luego

< 2w Op ¥ o

Tomando supremo se termina la prueba del item (a).

Para ver (a’) observar que r > 1 implica %/ = g%’;, luego s’ < pyalserr=np/s
aplicamos el inciso (a).

Para ver (b). Los exponentes duales satisfacen 7' < p' y si definimos 5 = (p'/s')’,
implica que 5 = s(r — 1). Vamos a aplicar la versién correspondiente de (a’) para
ooy w e A Sih>0conh € L*(w), entonces h = 5w ® € LF(w'7) y
por (a’) existe H € L¥(w'™?) tal que h < H,

1H]

iy < 2|[A]

L3 (w!=r')

E— / _ T7 —p’ -p' %
Aol € Ay, con,  |[Ha' ™|, < Ol = Conlwll;)

Definimos H tal que H = H**w?/®_ esto es, H = H*w/s. Claramente

h(z) < H(x) ct.p.x ||H|

Low) < 27|

Ls(w)>
es mas H'w = (Hw' P)" € Af y
1H ™ wl] g = [[(Hw ™) 7|4
Ay
Sl
r—1
< Clp,r)llw|[%"
P

O

A continuacién enunciaremos otro lema, similar a los anteriores, que sera utiliza-
do en el capitulo siguiente. La version no lateral de este lema la obtuvieron Lerner,

Ombrosi y Pérez en [33].
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Lema 2.3. Sea 1l < s < 0o y v un peso. Para toda funcion h > 0, con h € L*(v),
existe una funcion H > 0, con H € L*(v), tal que:
1. h<H:
2. ([ H|lzowy < 2[1Pl]2o ),
3. Hvs € Ay con ||Huws

/
A;SCS;

DEMOSTRACION. Vamos a considerar el siguiente operador R definido por:
M+ (hv*)

1
Vs

R(h) =

Por la ecuacion [L.11] tenemos que |[M*|

Ls@):(/R< e i) ) - ([ ety )<cs||h|

Ahora definimos la funciéon H por la siguiente serie de Neumann:

L) < cs’, luego

[|R(h)]

Ls

Cn\b—‘

o RH()
= ;W’ donde ||R|| = ||R||Ls)

Por la definicién de la funciéon H es claro que se cumplen los items 1 y 2. Veamos 3.

Por la definicion de R tenemos
R(H) <2||R||(H —h) <2||R||H < cs'H,

luego

—
@ =

MY (Hos) = M*(Hos o~ v

por lo tanto H.vs € A con ||H.v+ ar Scs'. O

Teorema 2.4. Sea T un operador sublineal definido en C°(R). Sean 1 < py <

qo < 00 tales que

1T flzs0 oy < cllwlly 1 llzroquro),

para todo peso w € Al 1y para algin v > 0. Entonces para todo 1 < p < g < o0

40,P0

1_ 1 _ 1 +
¢ = w Y para todo peso w € A, se tiene

CO'n/l
p
{ AQ

P
IWﬂmw®<dWH IUme
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DEMOSTRACION. Primero supongamos que w € Aty 1 < py < p que implica

q > qo, entonces

90 1

(frrse)” = ([ qrsmpmar) ™
= </R \Tf|q°gwq) g ,

para alguna funcién g € L(4/%) (19) con HgHL(q/qu(wq) = 1. Ahorasear =14¢q/p’ y

1_1_ 1

ro = 1+4qo/py. Como p > py tenemos r > ro. Es mds por la relacién ; — o = - — -

tenemos que q/qo = r/19. Luego por el Lema inciso (a”), usando que w? € Af,
existe G con G > g, [|Gll ooy ury < 2, Guw? € Al con [|[Gu?|[ 4+ < cf[w?][ 4+ =
cllw|] 45, - Como Gw? € Ay entonces (Gu)Yo € At . Pues, si tomamos I~ e IT

intervalos contiguos de igual longitud, tenemos

! 1/a0,9/ ! o aao) 70 )
= su . G Qqu qo _/ G qowq q0
» (- ") (i [ @)

/
s (i 00 (5 [ @)

= ||qu||Aj0-

H(qu)l/qo

P0-490

Por lo tanto, usando la relacion
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y la desigualdad de Hélder con p/po y (p/po)’, obtenemos

( / rTf\qwq)l/qz ( / !Tf|q09wQ>1/qo
< ([1rsmcu) ”

1/q0
= (/ |Tf|q° (Gl/qowq/qo)qo)
R

1/po
< cHG’l/quq/qOW | f|P (Gl/qowq/tm)p0
- A;FOJ’O R

1/po
< ol Gu|[1, ( / |f\pOwPOGpo/qowq/@/po)’)
T‘O R

1/p ) (p—po)/PPO
<l ([ 1rper) ([ o)
T R R
1/p
< clfull?, (/ |f|”wp) .
P,q R

Lo que demuestra el caso donde 1 < py < p.

Para el caso 1 < p < pg, como q < gg tenemos

(/R|f|pwp>1/p: (/R <’pr,|p0>p/p0 w_p/)l/p'

Como p/po < 1, existe una funcién g > 0 con

/gp/(p—po)w—p’ -1
R

([ 1) " ([ 17 pegu) v

ver pagina 135 en [16].

tal que

Sean h = g Po/P0 =149/ /qy 1o = 14+1)/q0, con r > rq. Como%—% =1_1

implica que /1o = p'/py lo que a su vez implica

/ /
@(L) - 2.1)
Po \To Po—D

/h(r/m)’w—p’ :/gp/(p—po)w—p’ -1
R R

Por lo tanto
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Observar que w™? € A7, luego por el lema inciso (a’), existe una funcién H tal
que H > h, ||H||L(’°/To)’
el

Ahora como Hw™ € A tenemos (Hw™)~/7 € At con||[(Hw ™) Vr||,, =

Po,90 PO a0
||Hw™P ||q°/p0 En efecto

(w=?

< 2y Hu™? € AL con ||1T-[w_1”/|\A7TO < cHw‘p/HAr— =

1 / / / ]_
Hw™?)"1/ro - /P01 /P60
(Hw™) “p<|f | ) (2

1 o/t 1 N\ 20/P0
_ - Hw ™" )~%/7 - Huw™? _
S“p(u—r/( w™) ><|f+|/f+ v )

= || Hw V|55,

90/p;
(Hl/p{)wp’/%)p{)) oo

Finalmente usando (2.1]) tenemos

1/p 1/po
(/ |f|pwp> _ (/ |f|P0h—P0/P6wP'(PO—1))
R R
1/p
> (/ |f|poH—po/p6wp’(po—1)) ’
R

[|(Hw™")=V/50]

P0->490

> /
~[(Hw=?" )=, (

P0-90

c 1/ y 1/q0

> - T q0 po D po
= (Hw 7yl (/ AR HT w0 )

0,90

1/q o/ra)! q4—q0/990

> : T £9q9 /o) P
~[(Hw=? )|, (/' /! ) (/R )

0,90

c 1/q
> : Trlaw?) .
2 [Ha 7)), (/' fhw )
20,90

Hemos usado la desigualdad de Holder para exponente menor a 1. Es decir si 0 <

1/po
|f|p0 l/pgwp//pa)po)

c

s < 1 entonces
fgller > || f]

donde s = s/(s — 1), en nuestro caso s = q/qo.

Ls gl L

Hemos demostrado que

1/q
09 c l/po Y P, D
([ rseur)” <eiomymi, ([ivw)”
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De esto ultimo deducimos que

VA ’ o ’Yqit’)
Tty sty < ell(Hw ™) V0 = of |

0 ag p’

_p ’YpT - p/ q
SCH’LU pHA—O /q_CHwHA?;q )
con lo cual queda demostrado el teorema. O

Corolario 2.5. Supongamos que para algin 1 < py < gy < 00, un operador T

satisface la siguiente acotacion de tipo débil (po, qo),

T f{| aoe aoy < ellwl  [[f]]Lro(uro)
P0-90

para todo peso w € A;qu y para algun v > 0. Entonces T satisface la siguiente
desigualdad de tipo débil (p,q),

!
méx{l,q—(,)%

v }
T ] Lae (way < cHwHA;q "N e (e

para todo 1 < p < g < oo con

y para todo w € A} .

DEMOSTRACION. Notar que en la demostracién del teorema no se usa que T sea
lineal. Vamos a aplicar el resultado al operador T\ f = Axqrf>ry- Fijamos A > 0,

entonces
T3Sl oo (wioy = Aw®({z « [T f(z)] > A})H®
< NI llzweuny < ellwlly (1]l uro),

donde la constante ¢ es independiente de A. Si w € A . aplicando el Teorema

Z)7q7
al operador T} : LP(wP) — L%(w?) para todo % — é = pio — qio, obtenemos

'yméx{l,Z—?%,}
T oy < elll 1z

con c¢ independiente de A por lo tanto,

/
méx{l,q—Q%

v }
T ey = S0 173 ll sy < ellwlle, "™l mcon
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O

Teorema 2.6 (Extrapolacién débil desde co). Sea T' un operador sublineal defi-
nido en C$°(R), a valores en el espacio de las funciones medibles. Dado 1 < < o0,

supongamos que T satisface que, para todo par (a,b) € A;oo vale la desiqualdad

1T (f)llee < CT)C(|I(a; )[4z IS0l

donde la constante C(T) es independiente de la constante de A del par (a,b).

Sean 1 <p < f, l:%—%y( v) € Af

depende de p, q, y del operador T, tal que

4 entonces existe C(T',p,q), que sélo

i (17500 > ) < el o, [ 17ve )

para todo A > 0.

DEMOSTRACION. Sea f € Cg°(R), llamemos 0 < m = [|f[PvPdz |y (u,v)

€ A}‘; ;- Definimos

f@)F (@) ms s |f(a)] >0

Esta b satisface

(@) |l follee = (10l
(if) [b 9vdz < 2.

Probemos estas dos afirmaciones:

Sea ff < oo. Para (i)

(fim)

(. |f|ﬁlf|(5—1)ﬁvpm§)é
</‘f’p“p>é (/|f|%p)‘11
(Jism)
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Veamos (ii),

/ b(z)~T0(2)? da
— ! /{ o (| f<x>|%-1v(x)%)_qu(x>qczx+ /{ o <e—”qv(;p))  (@)de

_ / |;qp+q (x)_qu-’_qd;[ +/ olel? g
{z: f?éo} {x:f=0}

1 q

1
pues, como = - entonces p = q — p

_ 1
B
El caso = oo es mas simple, puesto que p coincide con ¢ y las afirmaciones son

inmediatas.

Definamos

a(z) = (M+b—ﬁ’(x)>ﬂl’ .

Notemos que (a,b) € AEOO, con constane 4, pues:

1
B’ L
7

1 z+h - A - - ].
l|aX[z—h.2)] oo (E/ b 5) — H(]\/Hb 5(;5)) 5 Xio—ha] E/
2 (Mo P (1))~ /
- ( ()) <x+h—t

1 1
= =

<4 <M+b‘f3'(t)>76 (Mﬂrﬂ’ (t)) 7

=14,

v
2

’a‘,_\

donde t € [x —h,z]. Sea E\ = {z : |T'f(x)| > A}; luego por la desigualdad de Holder

para espacios de Lorentz (|1.20))

WI(Ey) = [E s
_ / o (@) (@)a(z)ud (z) do

< HXEA||(1+1/q717(wq)||a_1H(q+1,OO,auq)~
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Para estimar el segundo factor observamos que

A0t / aud < \ / u? . (2.2)
{z:a(x)~1>A} {z:M+b=8" (2)>N\8"}
Como (u,v) € Al , se sigue que (u?,v?) € Af, con s =1+4q/p'y

1w o) ap = [(u 0)[ g,

(ver Lemal|1.45). Recordemos que M es de tipo débil L*(v?) — L*(u?), (ver (1.19)),

con
W € R: M) > X)) < w0, [ 1567 v

para toda f € L*(v?). Luego,

Sl ol [0y

:ﬂmmea/”Wwawmm%-

(2:2)

IN

Ahora, calculemos la reordenada de a~! respecto de la medida aud, esto es

(a™)*(t) = imf{y : au'({z : [a(z)"'| > y}) <t}

4°2||(u, v
[I( )IIA;qgt}

< inf{y: e

1
42| (u, 0)] 45,
— t ,
1

L 1\x s
||a71‘|(q+1,oo,au‘1) = Stulog tati (a 1) (t) < (4 2‘|(u’v)||A;q>q+l .
>

Por lo tanto se tiene que,

Un reordenamiento no decreciente de x g, es X[o,r), con R = / oA au?, por lo tanto

R R
q _4q dt q _ 1 q

Q= — totl, — = —— t a1 dt = Ra+1,
||XE)\H(1+$,1,CLU ) q+ 1 0 t q+ 1 0

Por otro lado, usando la hipotesis y que ||(a, b)HAE <4
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R:/ aqu)\_l/ T f|au?
TN TN

< A UlaT £l / ul

Ex
< NSl / ut
Ey

Por esto,

q
+1

-4\ __49_ T !
||XE/\ | |(1+%717auq) S C(T) g+1 )\ q+1 ||f.b||§+1 (/E' UQ>
A

Teniendo presente las propiedades de b y que [ p, u? < 00, pues f e CP(R), se

sigue que

uq(EA) < HXEA | |(1+1/q,1,auq) | |a_1 | |(q+1,00,auq)

1

ats 1 g = it a+1
< C(T)wr 2t X~ a1 || fb]| 5 (/ uq) <||(u,v)||A; )
Ey ‘q

1
q

< () 71 ol (1 0)lLag, )™ ()7t
Es decir
1 1

(u!(Bx)TT < () 2771 fol |57 (11w o)l Lag, )

En conclusién, tenemos que

aTi 1 %
a({z: Tf()] > A}) < CT) 72, 0)] g, (v / f)
Por lo tanto
1
Tl z0(00)-s 20 < C(T g (s I,

O

Teorema 2.7 (Extrapolacion fuerte desde co). Sean 1 < 8 < oo y T un operador

sublineal definido en C§°(R) que satisface

/B
Tl < CORAT, (/Wﬁ) |



para todo v € Aj

Yyv e
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y algun v > 0. Entonces, para todo 1 <p < B, 1/p—1/q=1/p

Al vale que
1/q
([irsiar) < cpaniy (| |f|”v”)

siempre que el lado izquierdo sea finito.

DEMOSTRACION. Seav € Af con1/p—1/q=1/8y f € C5°(R); puesto que

B 1
pB

(/ !f\%p); ([ rr) o)

(5= = 1, tal que

/ |f|p”p); -(/ |fvp’rﬁgv—p/)%

g "'/% entonces h?/#" = ¢g=9/% = ¢®/®" y por lo tanto

= (1+4p'/q) = q/B'. Resulta que

existe g > 0, con fg

Sea h =

Sear=1+p'/qyro=1y ponemos s = (r/rg)
v € A7, y aplicando Lema inciso (a’), pero para un peso en A en lugar de

AT, sabemos que existe H > h con

Ho™® e A7 y /Hﬁ'v—p’ <2,

es mas
1H ™ ||y < C @)l (47 < Clo, )l i

Veamos que H~ Y y?'/8 ¢ AEOO, como Hv™" € A] tenemos que

/ 1/’8/ _ / 7 /Rl ,
(M (o)) H < ) o L,

para casi todo # € R. Sean x € Ry h > 0 fijos. Si |[H Y5 0P/ v pyllee < 00
entonces existe t € [z — h, ] tal que ||[H VPP /¥ pallee < 2HYEW0P/B (1),
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Luego,

_ YY) 1 z+h o i
Y208 e <E/ Ho p)

o z+h 1/
T —UJt

! / / / ]‘/ﬁl
< 4HYE WP () <M+(Hv_p )(t))

< C(p, )01,

Lo que afirma que H- V8?8 ¢ AEOO con HH‘l/B'U”//ﬂ'HA}- < C(p, )HUqu/ ),

De esta manera,

</|f|pvp) i ( ol ) ) (/ ik (h)ﬁ>

1
B
(/‘flﬁ (7 >> > Ol N T

v

1/q
> O, )l 7N 0TS (/Hd)

1/q
> ()|l (/H |Tf|qHﬁ'deg;)

1/
= Cp,q)lol [ (/|Tf|qqu:v> y

pues como 1/q = 1/p — 1/ se sigue que ' 4 o/ = q. Luego

(Jirseas)” < coaniiss (firme)

2. Diferentes constantes para pesos laterales

En esta seccién cuando escribamos I~ e It haremos referencia a intervalos de
igual longitud y contiguos.

En este apartado introduciremos nuevas definiciones de pares de pesos y mostra-
remos la relacién que existe con las dadas en el Capitulo[l} También demostraremos

comparaciones entre funciones maximales fraccionarias laterales y clases de pesos.



2. DIFERENTES CONSTANTES PARA PESOS LATERALES 73
Para poder dar la demostracién del resultado de Martin-Reyes y de la Torre,
(ver [40]), que compara la funcién maximal fraccionaria diddica lateral, M, con la

funcién maximal fraccionaria lateral, M, debemos introducir la siguiente definicién.

Definicién 2.8 ([40]). Sea 0 < a < 1, f una funcién localmente integrable,

definimos la funcién maximal fraccionaria lateral N como

1—a z+h
N f(z) = sup 2 / ()] dt.

n>0 P17 Joino
Martin-Reyes y de la Torre demuestran los siguientes resultados.
Proposicién 2.9 ([40]).
M f(z) < (2% = )TN f(2), Ny f(a) < 2'7M7 f(x). (2.3)
DEMOSTRACION. Consideramos f > 0, las desigualdades se siguen de

—a T —o x+h
[ < 2 [ g < 2man ),

hl-o h)2 hl-o
y
1 x+h 1 x+h/2 1 z+h
fOldt = [ 1Ol g [ I
i | ol =g | ="
< 2N f(0) + 2N f(2).
U
Proposicién 2.10 ([40]). Para cada 0 < o < 1, existen constantes CL y C?
tales que,
M f(z) < CoMIf(x)  y M, f(x) < CIMT f(w). (2.4)
DEMOSTRACION. Consideramos f > 0y x € R. Sea I~ = [a,b) con I~ € A}.

Recordemos que
Af ={I": I esun intervalo diddico y = € I }.

Entonces,

1 b—xz)' 1 ’
s [ e < Cmi e [l < 2-eat o)
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Tomando supremo sobre todos los intervalos I~ € A} obtenemos la segunda de-
sigualdad.

Reciprocamente, primero observemos que alcanza pensar el caso cuando h tiene
longitud 2% con k € Z. Si h es de longitud arbitraria tomemos k tal que 28! < h <

2%y tenemos que

1 z+h o(l-—a)k 1 z+2F . 1 z+2F
e [ ol S [ el 2 [ il

Por esto, basta considerar que h = 2¥ para algtin .
Sean I}" y I dos intervalos diddicos de longitud 28! tales que [z +h/2, 2+ h) C
IT UL Si I = It U L es diddico, entonces I~ € Af y
x+h
[ i< [ 1rld < 2000, @)
z+h/2 I+ ’
Si I" U I no es diadico sea I el padre, de longitud 2%, de 1. Es claro que I;
e I~ estan en A} luego
z+h
[ wrenae< [ 1r@ldes [ 1@< (20000 - 2000) M),
z+h/2 I I+ 7
En los dos casos se cumple que
z+h
/ F@)]dt < 24079 (142971 MLF f(a),
z+h/2 '
luego N f(x) < (14 2*7") M, f(x) y por la desigualdad (2.3) obtenemos nues-

tro resultado. O

Teniendo en cuenta la definicién de clases de pesos T}, , dadas en [45] por Moen,

(ver Teorema [1.38)), introducimos las siguientes clases para pares de pesos.

Definicién 2.11. Dadas las funciones u, v > 0 localmente integrables, 0 < o < 1
y 1 < ¢ < oo diremos que: (u,v) estd en la clase T}, si existe una constante C' tal

que para todo intervalo [

1/q 1/q
(/(M*axl)(la)q udx) <C (/adx) :
I I

donde o = v' . A la menor constante posible C' la llamamos contante del par (u,v)

en T/, v la denotamos por |[(u, v)||zs, -
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Ademés si consideramos la funcién maximal fraccionaria diddica lateral definimos

Definicién 2.12. Dadas las funciones u, v > 0 localmente integrables, 0 < a < 1
y 1 < ¢ < oo diremos que: (u,v) estd en la clase Tc:a,d si existe una constante C' tal

que para todo par de intervalos I~ e It contiguos de igual longitud

1/q 1/q
</ (Mfoyy+)i=1 uda:) <C </ ad:c) :
[-ur+ I+

donde o = v' . A la menor constante posible C' la llamamos contante del par (u,v)
en T,/ ; v la denotamos por ||(u, U)HT;:a,d.
Estas clases de pesos tienen la siguiente relacion entre ellas.
Teorema 2.13. Sean u y v funciones positivas, 1 < qy0 < a <1, con(l—a)q >

1. Entonces (u,v) estd en la clase T/, es decir ||(u, v)||5r < 00, si y sdlo si (u,v)

estd en la clase TF

q,o,d? es decir ||(U7U>|’T;ad < o00. Es mds,

I(w, 0)llzs , < Cill(w,0)llry, < Coll(w, 0)lgr s (2.5)

donde Cy y Cy no dependen de u y v.

DEMOSTRACION. Que (u,v) estd en la clase T;a 4 implica auntomaticamente
que (u,v) estéd en la clase Tq‘fa, va que MJ y M son equivalentes, ver ecuaciéon .

Reciprocamente, sea I~ un intervalo. Entonces

1/q
</ (M ox )= udx)
r-ur+

1/q 1/q
K (/ (M*oy )t udx) + K (/ (M*toy )= udw)

1/q 1/q
<K (/ (M*oy )0 udx) + K||(w, v)||7, </ o(x) da:) :
— ’ I+

Solo debemos ver que para todo intervalo I~ existe una constante C' que no depende

IN

de u y v tal que

1/q 1/q
(/ (M*oy ) ud:c) < Cl(u, )|y, (/ o(z) dx) :
— ’ I+
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Sea I~ = [a,b) e I = [b, ). Supongamos primero que [, o < [, 0, luego

1/q 1/q
(/ (M+0XI+)(1—a)q udx) < (/ (M+UXI+)(1—a)q udx)
- I-ur+

<lwol, ([ otwar)”

1/q
< 21/qH(u,v)HTq+cz (/ o(x) d$) .
: "

Ahora supongamos que [ [~ 0= i) 7+ 0, luego elegimos un sucesién zo = b > x; >
Tog >+ >x > - >xNy_1 > 2Ny = a tal que para k =0,1,...,N — 1, f:ka =
k [c c ¢ _ 9N-1 N : Th— k=1 (¢

28 [foy [fo=r1[ 0,2 <r<2.Se81guequefx:10:2 J, 0, 0<k <N,
mientras [V 'o < 287! [0 Ahora si, 2 < @ < 251, 1 <k < N,ey e IT,

entonces

v Y c Th_o ”
/ TX(be) = /b o< /b o= 2‘(k‘2)/ o< 2—(k—2)/ .
’ Tk—1 T

Multiplicando los dos lados de la desigualdad por (y — z)™! y tomando supremo

obtenemos que para cada x con z; < x < Tp_1
M (0Xp.e)(®) <27 DM (0x(20)(2), k=2,...N,
Para k£ =1 tenemos la estimacion trivial

M*(oxX(pe) (@) < MT(0X (@) (@), r <z <b
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Por lo tanto

/(M TX(bye)) 1 @) ua@—Z/ axbc))( N g

Tp—1

—(k—2)(1-a)q
<y /
k=2 Lk

N C

< ZZ(k2)(1a)q/ (M oX(2y.0)) ™ udx—i—/ (MT0X(2y.0)) " ™ uda
k=2 Tk 1

< 11,0l Zz (k-2)1-0) / a+/

|7

Como (1 — a)g > 1 la serie converge y obtenemos el resultado.

b
(M+UX($ka))(1_a)q de—i_/ <M+UX(x1,c)>(1_a)q udx

1

< (w, 0)llgy, 22 (kma)ieugh + 2

O

1

Observacién 2.14. Si pedimos - — q = « entonces (1 —a)g=(1—12 + )q =

z% + 1 > 1y se cumplen las hipétesis del teorema anterior, es decir la de&gualdad
(2.5)) es valida.
3. Estimaciones sharp para la funcion maximal fraccionaria lateral
En esta seccion enunciaremos y demostraremos los teoremas referidos a la funcién

maximal fraccionaria lateral.

Teorema 2.15. Sean 0 < a < 1,1 < p < q < o0 y (u,v) un par de pesos en
Sy, Entonces para toda f € LP(v)

1M [l Loy < ClH (s 0)l g, 1] 2r ),

donde la constante C' no depende del par de pesos (u,v). Es mds, la dependencia de
la norma ||MJ||1e(v)~re(u) Tespecto a la constante, ||(u,v)||gs ~del par de peso, es

lineal.
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Teorema 2.16. Sean 0 < a <1, 1 < p < oo, q tal que % = %—a y (u,v) un par

de pesos en T,. Entonces para toda f € LP(v),

1M fll oy < ClH(w, )|z, 11| e ),

donde la constante C' no depende del par de pesos (u,v). Es mds, la dependencia de
la norma || My ||e()—ra() respecto a la constante, ||(u,v)l|yr ~del par de peso, es

lineal.

Teorema 2.17. Sean 0 < a <1, 1<p<qg<ooconl/p—1/¢g=a y (u,v) un

Jr .
par de pesos en Al . Entoncesexiste C > 0 tal que

1
|1 ]|y < O, 02 (1] oo,

para toda f € LP(v). Es mds, la dependencia de la norma ||MJ||1e(wr)—Lace(ua)

1/q

respecto a la constante, ||(u, v)||A;rq del par de peso, es ||(u, 2})||AJr )
’ p,q

Respecto a un mismo peso obtenemos otras demostraciones del resultado de

Martin-Reyes y de la Torre

Teorema 2.18 ([42]). Sean 0 < a<1l,1<p<g<oocconl/p—1/¢=a yw

un peso en AY . Entonces para toda f € LP(w),
1M | zscan < Cllll 7 5]
o fllzaws) < Cllwll Lo (wr);

donde la constante C' no depende del peso w. Es mds, la dependencia de la norma

M [| o (wr)—s Laqwe) Tespecto a la constante, |[w]] 1+~ del peso, es ||w[|§+_a)p//q.
’ P.q

La demostracién del Teorema [2.15| es consecuencia del siguiente teorema y
las desigualdades (2.4) y (1.22)). En la seccién {4| de este capitulo, veremos que el

exponente de la constante ||(u, U)H‘gp .. € el mejor posible.

Teorema 2.19. Sean 0 < o < 1,1 < p < q < 0 y (u,v) un par de pesos en
S+

a.d- Entonces existe C > 0 tal que

M of sy < Cll (0l 1 llzoor

para toda f € LP(v).
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DEMOSTRACION. Para demostrar el teorema nos basamos en ideas de B. Ja-
werth, ver [27]. Supongamos f > 0 y denotemos ¢ = v'~?". Vamos a considerar la
funciéon maximal M N’+ donde sélo consideramos cubos didadicos de longitud a lo
sumo 2V. Sea Q = {x eR:2F < Mojxj(f)(x) < 21} para cada k € Z. Para
estudiar estos conjuntos consideremos O, = {r € R : 2% < ng(f)(x)}, como
estos conjuntos son abiertos, tomamos los intervalos maximales diddicos disjuntos

de longitud a lo sumo 2%, I, ; tales que Oy = Uj I ;, v que cumplan que

; /
k
< v/,
(]I::j)l_a Ing

.. N . _ .
observemos que por la definicién de M j los intervalos I, ; e [ Py ; son contiguos de

igual longitud. Definimos
Epj=1I,,N{z e R: 2" < MF(f) < 2M1},

son disjuntos dos a dos y € = Uj Ey ;.

/R (Mﬁj(f))q r)dr =Y /Q k M;Vj u(:c)da:

keZ

< Z/ 2’€+1 x)dx

Ey.;

<2QZ/

q
1 /
_ fly)dy | wu(z)dx
o <|I];L7j‘1—a Ilij ( ) ( )

1 o I,j' !
<20y <0(% o (y)o(y) dy) u(Ey,;) <|[£j|£])a)

k.j k) I,
< 2q/ gdp,
X
. . o)\
donde X =Z x N con la medida u(k, j) = u(Ey, ;) T |1‘],a Y
kg

gk j) = (ﬁ ﬁ_f(y)al(y)a(y)dy) .

Definimos el conjunto de nivel a altura A > 0 por

= {(k7j) €X: g(kaj) > /\}
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Sea

By = J{If; : (k.j) e}

q
Observar que si <ﬁ [+ f)o(y)o(y) dy) > A, entonces para todo x € I,jj
T g/ "k ,

se tiene que M, (fo=1)4 > )\, luego By C {z: M,(fo=1)7 > A}.

Como los intervalos I, (con (k,j) € T'y), tienen longitud a lo sumo 2V y son
diddicos, podemos considerar la subfamilia {1, } de {I, ;} con (k,j) € I'y, formada
por los intervalos con la propiedad de que los I;7 son maximales disjuntos. Observar
que By, = |J I, donde la unién es disjunta. Ademads si [,:fj C If entonces I, ; C
I-UIr.

Estimemos u(I"y) usando la condicién del peso

o) \*
p(Iy) = Z u(Ey ;) (#) < Z N M(:d(UXI,j,j)q u(z)dw
& (k.j)er'x J

(k,g)€l'A

<y ¥ / M (o ) u(a)da

T (kg)EDN, I CLF

< Z/ oLt ad 0X[+)qu( Ydx < ||(u, U)|| Zg(j;i-)q/p

<l )& (BN <||(u, llg: ofa: My (fo=)? > A},

p,q,d

pqd

Por lo tanto, haciendo la sustitucién \ = t9/7, d\ = %t‘” p %,

/gdu=/ p(Tx) dX < || (u, 0)||%, / oz : My(fo™")" > A}/P d)
X 0 a4 JQ

_ 1 U, v h o{x: o ! Q/pdt
Doty | [ oo Mptsay > ey S
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usando que p < ¢ obtenemos

/Ooo(ta{a: M, (fo )P > t})r cit (2.6)

2l+1

= Z/ (to{x : My(fo )P > t})q/p%

lEZ

<29710g2 ) (2'o{x: My(foo')P > 21}/

lEZ

a/p
<C (Z 2lo{x: My(fo™')P > 2l}>

leZ

a/p
(Z/ o{r: My(fo™ ) >t}dt>

q/p

| /\

c (/Ooo o{o: My(fo )P > t}dt)

q/p q/p q/p
_ —1\p p ~1—p — D
—C(RMU(fJ ) 0dm> §C’(/Rfcr dx) —C’(/Rfvdx) :

la tltima desigualdad se debe a la acotacién de la funcién maximal M, en LP(o),
ver Teorema [[.54

En conclusién tenemos

/R(Miv,y(fﬁ u()dz < C1|(u,v)][%s (/f%dx) ’

y por el teorema de la convergencia mondtona tenemos

[ 00 wete < ety ([ o)

Observar que en el caso p = ¢ la ecuacién (2.6 se simplifica pues al ser ¢/p = 1

tenemos

/OOO o({z: My(fo )P > t})dt = /RMJ(fal)p odx < C/pralpd:c = C/prvd:v.
U

La demostracion del Teorema [2.16| es consecuencia del teorema siguiente y las
desigualdades (2.4]) y (2.5). También en el apartado 4] veremos que el exponente de

la constante ||(u,v)||rs, es el mejor posible.
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Teorema 2.20. Sean 0 < a < 1,1 <p < oo, q tal que 1/qg=1/p—a y (u,v)

un par de pesos en qua?d. Entonces existe C' > 0 tal que

Mg af o) < Cll(w 0)llge [1f 1),

para toda f € LP(v).

DEMOSTRACION. Para demostrar el teorema nos basamos en ideas de B. Ja-
werth, ver [27]. Supongamos f > 0 y denotemos por ¢ = v'™?'. Vamos a considerar
la funciéon maximal M (iv j, donde sélo consideramos cubos diddicos de longitud a lo
sumo 2V. Sea O = {zr € R : 28 < Mo]x;r(f)(x) < 21} para cada k € Z. Para
estudiar estos conjuntos consideremos O = {r € R : 2% < ng(f)(x)}, como
estos conjuntos son abiertos, tomamos los intervalos maximales diadicos disjuntos

de longitud a lo sumo 2%, I, ; tales que Oy = Uj I ;, v que cumplan que

1
b [ 1
(]1::]‘)1_& Ing

.., N . _ .
observemos que por la definicién de M.';" los intervalos I, sel Py ; son contiguos de

igual longitud. Definimos
By = ];;j N{reR: ok < Mi’j(f) < 2k+1}7

son disjuntos dos a dos y €, = J; Ej,;-

/R (Mo]ZélJr(f))q u(z)dr = Z/Q <Mi\,[&+(f))q u(w)da

kEZ

< Z/E (281 () da

kjmj k.

q o q u(z)dz
%, (= J 7o) o
q o ]]: (1-a)q

<2y (#ﬂl‘a T Wow) dy) “<Ekﬂ')< |(I,jj)>

k,j k.j

< 2q/ gdp,
X
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I

o + (1—04)
donde X = Z x N con la medida u(k, j) = u(Ej,;) (M) Ly

g(k,j) = (Wﬁ)“‘ f(y)a‘l(y)a(y)dy> -

I
Definimos el conjunto de nivel a altura A > 0 por
Iy =A{(k.j) € X : g(k,j) > A},

Sea

By = U{Il::j :(k,j) € Ih}
q
Observar que si (W ff;f,j fy)o(y)o(y) dy) > ), entonces para todo x € I,:j

se tiene que M, ,(fo™ )7 > X, luego By C {z: M, ,(fo')? > \}.

Como los intervalos I, ;, (con (k,j) € I'y), tienen longitud a lo sumo 2N v son
diddicos, podemos considerar la subfamilia de {;} con (k,j) € 'y, {I,} formada
por los intervalos con la propiedad de que los 7 son maximales disjuntos. Observar
que By, = JI, donde la unién es disjunta. Ademads si I,j’j C I} entonces I ; C
I-UIr.

Estimemos p(I'y) usando la condicién del peso

(I (1-a)q
pn) = > U(Ek,j)< |(kaﬁ])>

(k,])ef/\

+ (1-a)
< Z M, (UXIJJ) Tu(z)dr
(k’J)EF)\ Ek’j

<Z Z / MF O'XI+ Y=y (2)dx

T (kg)EDN, I CLT

< Z/ JXI+)(1*a)qu(:c)d:U
ULt
<ol Y o(r)

= [[(w, 0)[[7+ o(Bx)

q,0,d

< ||(u,v)|\qT;a da{x Moo (fo )4 > A}
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/nguz /OOOM(FA)(D‘

< ||(u,v)]|2 qad/o ofz: Mw,(fa_l)q > A} dA

= [|(u, v)]||? qad(/MaU fot)e de>
<C|]uv|\ (/fplpdx>
= CO[(u, v)|[7+ T, </fpvdx>

la ultima desigualdad se debe a la acotacién de la funcién maximal M, , de LP(o)
en L) con 1/¢ = 1/p — a, ver Teorema [1.54]

En conclusién tenemos

/R (Miv,y(f))q u(@)de < Cll(wv)llg, ( /R f%dx) q/p,

y por el teorema de la convergencia monotona tenemos

[ 0,0y wwrte < ey, ([ i)

Por lo tanto

O

Para la demostracion del Teorema vamos a usar el teorema de extrapolacion
débil desde oo. En el apartado |4 veremos que el exponente 1/¢ de la constante

|[(w, v)]] 41, es el mejor posible.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.17. Veamos que M} satisface las hipotesis

del Teorema . Sea f=1/ay (a,b) € Aj . Sea h >0y z fijo

1 x+h 1 x+h
e [ M= [

1 z+h o z+h . l-a
S i (/ |f\1/abl/“dm) (/ blad:c) .
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Como a es finita para casi todo punto, sea x tal que a(z) < ||aX[w—nq||o, lU€gO

o) (s [ 1n1as)

1 x+h
< llax-nalllo =2 (/ ||t dw)

< 11(@B)l s _I1fbllovm-

(67

tomando supremo sobre h y luego sobre z, obtenemos

llaMg flleo < [1(a, 0)lLaz__11fbll1/a- (2.7)

Aplicamos el Teorema para obtener que para todo par de pesos (u,v) en AT

p,q’

con 1/p 1/q = (&, Se Cumple que
M o 1
|| (¥||1P(’UP)—)Z% (uq) <C(Z7q,p)||<“7/v)|| /:q~
|:|

Ahora estudiaremos que resultados se deducen de los teoremas anteriores pero
para un solo peso. Daremos la demostracién del Teorema [2.18|

Martin-Reyes y de la Torre en [40] demuestran

Teorema 2.21 ([40]). Sea 0 <a<1,1<p<l/a,1/¢g=1/p—a yw un peso.

Entonces w estd en la clase A}, siy solo si (wl,wP) estd en la clase ST . Es mds

D>q p,q,d’

q (1—a)p’
lellag, < Il w?)l, < Cpallell

Por la ecuacién ([1.22)) tenemos

Corolario 2.22 ([40]). Sea0 < a<1l,1<p<l/a,1/qg=1/p—a yw un peso.

Entonces w estd en la clas A} siy sdlo si (w9, wP) estd en la clase S . Es mds

1_ /
leollag, < Kopall(@?, w?)l[%y < Cpglloof| 52

Siguiendo las ideas de cémo se prueba este teorema probamos el siguiente resul-

- - -
tado referido a la clase T7 ; en lugar de las clases S ;.

Teorema 2.23. Sea 0 < a < 1,1 <p < 1l/a, 1/¢g = 1/p—a y w un peso.

Entonces son equivalentes



86 2. ESTIMACIONES SHARP PARA OPERADORES FRACCIONARIAS LATERALES

= w estd en la clase A,

L/ w?dx L/ w? dx q/p/<HwH
1 174 e =

para todo par de intervalos contiguos I~ e It de igual longitud.

es decir |[w|[ .+ < o0, donde

= (w9, wP) estd en la clase T, 4, es decir ||(w?, wP)]||p+ <00, donde
77 q,0,

1/q 1/q
([ tzoxet=murac) < flwnalg, ([ o)
I-ur+ veod \ Jr+

para todo par de intervalos contiguos I~ e I de igual longitud, donde o =
w?.
Es mas,

q (1-a)p’
lwllap, < N w7 < Cpgllwlly ™

Por la ecuacién (12.5)) tenemos

Corolario 2.24. Sea 0 < a < 1,1 <p < 1/a, /¢ =1/p—a y w un peso.

Entonces w estd en la clas At siy solo si (w9, wP) estd en la clase T.,. Es mds,

(1—ap’

||w||A;q < Kp7q||(wq,wp)||?qa < Cpq A,

|w]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.23l Seau=w, v=wPy o =w".

Empecemos viendo que si (w?, w?) esta en la clase Tja, entonces w esta en la clase

A; g oean I~ e[ * intervalos contiguos de igual longitud entonces tenemos que

1/q 1/q
(/ (M+w—p/XI+>(l—a)q wqu) <||(w, )|+ . (/ w—p’dflf) )
I-ui+ e I+

lo que implica

1/q 1/q
</ (Mt w= x )17 wqu) < (w, )]l (/ w"“dw) ;
— q,c, I+

luego, usando que (1 —a)g=1+q/p’

[ (e [ o)™ < [ 0@ e

<l ([ ).
q,0,d I+
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1 1 , a/v’ .
_ q _ -Pp <
s / wi(z) dx <|I+| /1+w ) < H(U,U)HT;%d,

Entonces

Por lo tanto
loll g, < " w?)lls

y T . ver

Para demostrar la reciproca vamos a usar la equivalencia entre 1" PP

q,a,d

Observacion y desigualdad ([2.5)). Sea I un intervalo, para x € I existe h, tal
que (x,xz+h,) C1ly

/ 3 [Tt
M*(w™xr)(z) < / w Py dt.

Observar

2 Tthe/2 , 1 x+hy ,
/ w P xrdt + —/ w P xrdt
hz x h’$ :E+hx/2

, 1 [othe ,
M*(w™xr)(z) + h_/ w P yrdt,
x Jrthy/2

luego

: 1 et
MY (w ™ xr)(z) < 6h—/ w Py dt.
x Jathy/2

Usando la condicién AF 'y la relacién entre a, ¢ y p tenemos

. / g [ethe ) 1+q/p'
M*(w™ xp)(x)HP < (—/ w Py dt>
hy z+he /2

6 [rthe / q/p' (149" /q)
= (h_/ w P xy dt)
z Jx+hy/2

1+p'/ T2 -
< Cpallully? (a2 [ wr

1+p'/ 1 T2
— pr/q —q,,,q
el i [

1—a)p’ — 1+p'/
< Op,quHg;q » (szq(w qXI)(ZU)) P

1+p'/q

1+p'/q
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/
Como M./, es acotada fuerte en L'*7/9(w?) con norma que no depende de w?, ver

Teorema [1.54] tenemos que

(/MWWWMN@”WWW@MKH%MMSTW/XMLw”MM@f”WUW@M
I P,q I

< quHwHS;a)P’ /w—q(lﬂz’/Q)(x) w(x)dx
p,q I
1—a)p/ —p

= Cyallull [0 )
P,q I

Por lo tanto
q (1-a)p’
lwt,w?)lly. < Cpllully
O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.18 Vamos a ver dos formas de obtener el
resultado.
La primera es consecuencia del Teorema y del Corolario [2.24] Por estos

resultados se deduce que si w € A7 entonces (w?,w?) € T\, y

1—a)p’
1M fll sy < Cllw?, ) gz 1 llzoguny < Cpallwl G771 £l nun)-

Una deduccién similar se puede realizar a partir del Teorema y del Coro-
lario 2.22
La otra forma en que se puede demostrar el Teorema|2.18/es usando el Teorema

2.7 En la demostracién del Teorema desigualdad ([2.7)), vimos que si f =1/«
y (a,b) € A7, obtenemos

laMg flleo < [1(a;0)Lar, bl /e

Al ser f = 1/a tenemos que % = 1—a, luego aplicando el Teoremaobtenemos

B-1p’ (1—a)p’

w||A+ﬁq ||f||Lp(wp) = Cp,q||w||Ap+!Z ||f||LP(wP)7

p.q

[|MF fllLae) < Cpg

que demuestra el teorema. O
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4. Demostraciones que las estimaciones son sharp

En esta seccién demostraremos que las constantes obtenidas en los Teoremas

[2.18] [2.17] 2.15| y [2.16] respecto a la funciéon maximal fraccionaria lateral son las me-

jores posibles, es decir no se pueden mejorar la dependencia respecto a las deiferentes
constasntes de los pesos.

Supongamos que 0 < a < 1 con % — % = «. Definimos

wi(z) = Jaf O

entonces ws € Af con w4z, < §-alv',

Es sabido que |z[°~! € A; con H|x|‘5_1HA1 ~ 1/6 que implica que |z|(!=99/7" ¢

Aty gy con |||z]-0a/¥ Ay 1/697, (ver [5] Lemma 1.4). Luego, como A4y C

A\, Por el Lema[1.45, ws € A} con |lws] 44, = ||w§||A;r+q/p, < 1/897.

Tomamos f5(x) = |z|°~'x[_1,0(z), entonces

! 1/p
Hf(sHLP(wg) = </ I[(éfl)/p}p dl‘) — 5,1/1;.
0

Ahora si —1 < x < 0 tenemos que

|a 146

M} f(z)

Luego

1
/ M7 f(z) wide > 679 / (o=140)a, (-0l — s-aLs1 _ Ls-1a
R “ 0 q q

pues

ag+ (0 —=1)g=0—1)g/p'+1=ag+ (0 —1)g— (6 —1g(1/p—-1) +1
— gla+ (5 —1)/p)+1=q(1/p+ (5 —1)/p) =g .

Por lo tanto

1 1+1/q (1o
cq,p(—) < M ollzscay < sl ol (2.8)

)
1 1—a 1 1/p 1 1+1/q
< (= ) = (= _
<) G) -6
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La ecuacién (2.8)) demuestra que en el Teorema se ha obtenido la depen-
dencia 6ptima respecto a la constante en A; ¢
Para ver que en el Teorema se logra obtener la mejor constante posible,

tomamos como pares de pesos (wj, w}) luego por el Corolario tenemos que

(1—-a)p'/q
g |5

)

|[(w3, wg)HT;fa < Chyq

por lo cual la dependencia tiene que ser 6ptima, pues sino, no lo seria la del Teorema
218

De forma similar se ve para el Teorema [2.15]

Ahora vamos a demostrar la dependencia lograda en el Teorema de la
norma de la funcién maximal fraccionaria lateral respecto a la constante ||(u, v)|[ 4+
es el mejor posible. Nos basamos en ideas de Muckenhoup, ver [46]. Para ello vamos
a ver que [[(u, )| 2 < 2074 |M[] oun) s oo un).

Primero supongamos p > 1. Para un par de intervalos fijos (a,b) y (b,¢) con
a<b<cyb—a=c—b, definimos A = (fbcv_p'(y)dy)qm. Si A = oo al estar
(u,v) € Ar debe ser fab u!(y)dy = 0. Luego tanto en el caso A = oo 0 A = 0,

trivialmente, tenemos que

/

1 b 1 c a/p
0= (b—a/a ufl(y)dy) (b—c/b vP (y)dy) <M (o) e )

Supongamos que 0 < A < oo, sea f(x) = v(z)™¥, si, x € (b,c) y f(z) = 0 si,
x ¢ (b, c). Luego

AP'/a 1

b—c=  B-o / v (y)dy < 2'M S (@),
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para todo = € (a,b). Por lo tanto (a,b) C {z € R: M} f(z) > 2(2(‘“—/‘11,1} y

/abu(x)qu <! <{x eR: M f(z) > ﬁ})
[z

2(2 (b— c))—e) a/p
< ||M+||LP(UP —L%2°°(u9) e de

2(2(b — c)) —a) - q/p
< ||M+||Lp vP)— L9, (yq) ( Ap/ \ [ pp(IL‘)U(ZL‘)pd:L‘

2(2(b — ¢))(1—)a ¢ a/p
< HM—’_HLP VP)— L4, (u4) Av' \ v P ([E)d{l?

/

< |\M+HLP 0P} L0 ut) 2(2(b — c))(l—a)qA—P AP P

< |\M+||Lp 0P} L0 ut) 2(2(b — c))(l—a)qA—1’

multiplicando por (b — ¢)~7*9A ambos miembros, al ser 1 + q/p’ = (1 — a)q,

obtenemos

I 1 v
(b—a/a uq($)d$) (b—c/b v P (x)dx) <2( aq2HM+||Lp(vp e ()

obteniendo la afirmacion para el caso p > 1.

Ahora si p = 1, observar que, para todo par de intervalos (a,b) y (b,c) con
a<b<cyb—a=c—btenemos
1 b

b—al. u(y)? dy < 4[|M||7,

ess inf v(x)%. (2.9)

(v)—L2°°(uq) 2 (b,c)

Luego para casi todox € Ry h > 0

1 x
i )y S UL (o)
z—h

lo que implica que ||(u, v)||A+ < UM%t (s Lo (e
Luego, como (1 —a)g = 1, basta demostrar la ecuacién . Fijamos un par de

intervalos (a,b) y (b,c) cona <b <cyb—a=c—0b. Siessinf ,cpqv(x)? =00

entonces se cumple ([2.9)).

Siess inf ,e(p,0) v(2)? # 00, para todo € > 0, existe un conjunto medible E C (b, c) tal

que |E| > 0y v(z) < e+ess inf e v(y) para todo x € E. Tomamos f(z) = xg(x)

luego
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£

1

(b —c)t—

~ G [ el dy < 2N @),

para todo = € (a,b). Entonces (a,b) C {z € R: MJ f(z) > -— 21y

/abu(x)qu <y ({x ER: M f(z) >

202(b—c))i—o

£
2(2(b - C))l‘“

( (b—C 1 a)
<||M+||L1 )—L:°° (ud) |E|q f

4(b—0¢
ST K <>dx)
< M1

i —o)
tao e 1B (e ess it o))

y€(b,c)

Y [T ( 4 ess inf v<y>) |

y€(byc)
luego al ser c—b=0b—a
1 b

=/ u(x)? de < 4||M+||L1 () L9 () (e+ess inf v(y ))

y€e(b,c)

Como la desigualdad es valida para todo € > 0 obtenemos la desigualdad (2.9)).

5. Estimaciones sharp para las integrales fraccionarias de Weyl y de

Riemann-Liouville

En el estudio de los operadores fraccionarios laterales logramos obtener los re-
sultados analogos al Teorema [1.36] Por medio de un argumento de extrapolacion,

Corolario [2.5] se logra la siguiente estimacién débil,

Teorema 2.25. Sean 0 < a < 1,1 <p < 1/a y q que satisface 1/q = 1/p — «.

+
Entonces para w € A},

1o Fllzose ey < Cllwl[ 21 f ]| zoe), (2.10)

para toda f € LP(w?). Es mds, la dependencia de la norma ||I}||Lr(wr)—Lace(wa)

respecto a la constante, |[wl] 4+ ~del peso, es [|w] Z’f".
’ D,q

Como corolario obtenemos la siguiente estimacién fuerte
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Teorema 2.26. Sean 0 < a < 1,1 <p < 1/a y q que satisface 1/q = 1/p — a.

Entonces para w € Al
122 | zogumy < Cllwll’y ™/ ]| Lo,

para toda f € LP(w?). Es mds, la dependencia de la norma ||I}||Lr@wr)—ra(ws) €S-

pecto a la constante, Hw||A+ del peso, es HwH (1—a) max{L,p'/q}

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.25] Aplicaremos el Corolario de extra-

polacion débil, con gy = ﬁ y po = 1 y con el peso w?. Para ello alcanza ver que

1L fllsoomtar < ClAL, oo (2.11)

para cualquier peso u. El hecho que w € Af’qo equivale a que M~ (w®)(x) <

|[w]| 4+, w(z), para casi todo z, luego de (2.11)) se deduce
»40

1o fllzaoeeuaoy < ClJwl] * Az

Por extrapolacién débil, Corolario [2.5, con v = 1 — «, obtenemos:

(1—a) mé& {1 ‘10?
L fl] Lo way < C||w|| [ralyZreesy

para todo 1 < p < é y qcon 1/q= 1/p— a. Como pg = 1,
1—a)
122 fllzaoeuny < Cllolllyy I 1]z,

que es el resultado buscado.
Para demostrar (2.11)), notar que al ser go > 1, || - ||Lew0~ es equivalente a una

norma y podemos aplicar la desigualdad integral de Minkowski. Luego

= /)
I+ 90, (y) — —d
H afHL (u) H/ (y— -)1_0‘ Y L490-°° (v,)

< Co, [ 1£)sup 3 (o € (=0, (=) > A}) .

Estimemos la norma débil para completar la prueba

ili%))\u ({z € (—o0,y): (y—a)* " > A})‘% = (Stl>ll()3 %u {r €(—0,y): (y—1x) < t})qo

1
1

(s [ )" = O ()

t>0



94 2. ESTIMACIONES SHARP PARA OPERADORES FRACCIONARIAS LATERALES

Para ver que la dependencia de la norma || I} || . (wr)— L. (we) T€SpPecto a la constante,
[|wl] a3, del peso, es la mejor posible, para p > 1, observemos que la ecuacion (2.10))

es equivalente a
12 fll oo ey < Cllwl5" 1 fllzoqur),
A
1+q/p’
y si tomamos w? € A; implica que
||];rf||Lq’°°(wq) < C||wq||}4_1+a\|f||Lp(wp)-

Llamemos u = w?. Tomando como funcion u®f = wi®f, la ultima ecuacién es

equivalente a

1o (@ Pllzesey < Cllull,z 1 e

Si vemos que en la ultima desigualdad el exponente es 6ptimo lo sera también en
la ecuacién (2.10)). Tomemos us = |z|°~!, de forma similar a como se trabajé en la

Seccién | con ws, se ve que us € Al con

. (2.12)

SN

[|usl| 4+ <

Tomemos f5 = x[o,1, es facil ver que

1\ /7
sl = (3) .13
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Sea 0 < £ < 1 un parametro a elegir. Luego tenemos

1 (6—1)a 1/q
1 (5 £5) | o) > sup A (Ud {o <o<e [ Aoy A})
A>0 T (y_$> e

L y(6-Da 1/q
0 : d A
wpoer<s: [ fmir=a))

2a—1 1/q
O<z<: (1—:c5a)>)\}>

ad

2a—2 2a—1 5 204—2 1/q
> : — ¢
z (u5{0<:c<§ 5 (1—2°%) > 3 })

la dltima desigualdad es vélida tomando & = (%

1 o = 2 () e (1) (2.14)
a B JolliLe=w) = T 57\ ) T e\ ' ‘

Finalmente combinando (2.12)), (2.13)) y (2.14) obtenemos

1
)”‘5. Luego para 0 < 6 < 1 tenemos

1+1/q
or(3) < I Dlareco < Clull 1 o

1 1-« 1 1/p 1 1+1/q
<c(z2 L T
=¢ (5) (5) ¢ (5) ’

por lo cual se tiene que la dependencia de la norma ||| Lr(wr)—s a0 (wa) Te€specto a

la constante, |[wl] 4+ del peso es, HwH;O‘. O
? P,q

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.26] Este resultado es una consecuencia in-
mediata del Teorema y de la ecuacion .

La ecuacion , como se explica en el Capitulo , Preliminares, se deduce de
la tesis doctoral de Maria Lorente Dominguez, ver [36].

Para un peso w € A, tenemos que

(1,21) |15 | 2o )= away =2 [T | o (wpyos Laoo wa) + 1115 || 2o (u=ay s 10700 (w00
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Luego por el Teorema obtenemos, para un peso w € Ap o

[ o (wpy s Laway 2 I | 2o ey Laoo way + [ 1] 1o o-ay s 10700 ('

~ l1-a —1|l—a (1-a) maX{Lp/q}
~ ol + 15 = el

/
p'/q _Hpr/q'

pues por el Lema [1.45) tenemos |[w™!|,- = w37
q

/ /

Veamos que la dependencia de la norma ||I} || 1r(wr)— £a(we) Tespecto a la constan-

(1—a) max{1

te, [|w|] 4, del peso es ||w|| 7'/4} Primero observemos que si f es positiva

entonces M f(z) < I;f(x),

pues sea h > 0, si y € (z,x + h) entonces (y — x)'7* < h!1=* luego

z+h z+h
1/ f(y)dyﬁ/ (yf(—y)adyéfif(:v)

hlfa _ .1')1

tomando supremo obtenemos que M} f(x) < I,f(z)", si f es positiva.

Ahora pensemos en el peso ws = || =97 de A} yla funcién f5(z) = |z° " x(_1,9 (),
como en la Seccién [l Si p'/q > 1 entonces (1 — o) méx{1,p'/q} = (1 — a)p’/q. Ra-

zonando en forma similar que en la ecuacién (2.8)) obtenemos

1 1

1+1/q e "
C (5) < ||M+f6||Lq(w5 < |15 fsll Loqus w?) = ||w5||p q(l—a || fsl] 2o ury < <5> .

que demuestra que la dependencia es la mejor posible para p’/q > 1.
Para el caso en que p'/q < 1 utilizamos un argumento de dualidad. Si w € A;q

entonces w™' € A, pues: por (ii) del Lema m tenemos que w € Af siy

X

sélo si (w7, w?) € Al o f|wllyy = ||(w*p/,w*pl)||Q/p ; y por (i) del
/4a

mismo lema tenemos que (w™?,w") € Al /g Sty solo si (w* ,w') € A, con

e, =l

Por el razonamiento andlogo al anterior aplicado al operador I, que es el ope-

rador adjunto de I}, tenemos que

—1y(1— a)q/p
H ,

l

‘ |I‘; ’ ’qu(wﬂzl)—)LPl (w—r"y ~ ’ ”LU

donde la dependencia es la mejor posible.
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Luego por el Lema [1.45 tenemos que |[w™!],- = ||w| i/iq y por dualidad,
a . Pq
obtenemos que
— 1—
123 2o wom)sotwn = 113 |t sty oty = Tl

donde la dependencia es la mejor posible.






Capitulo 3

Acotaciones A de operadores integrales singulares laterales

En este capitulo estudiamos como dependen las cotas de los operadores integrales
singulares laterales respecto a las constantes de los pesos w € Af. Los principales
teoremas obtenidos son los resultados analogos a los Teoremas y Teorema
[1.10] enunciados en el Capitulo [I} Para lograr estos resultados nos basamos en las
ideas de Lerner, Ombrosi y Pérez desarrolladas en [33] y [32], pero adapténdolas al
caso lateral. En estos trabajos es fundamental la desigualdad que prueban de Holder

al revés (ver Lema|[1.g)).

1. Estimacién de normas respecto a A}

A continuacién enunciaremos los resultados obtenidos. Respecto a la acotacién

fuerte (p,p) en medida wdx se tiene

Teorema 3.1. Sea 1 < p,r < 0o, w un peso y T un operador integral singular

lateral, entonces,
1
1T fllzrwy < CoP' ()Pl oas ) (3.1)
donde C sdlo depende de T'.

Siw € Af, entonces de la desigualdad anterior se obtiene

1T f o) < CpplJwl] ag [1f 1] Lo w) (3.2)

donde C sdlo depende de T.
Respecto a la acotacion débil (1, 1) en medida wdx se tiene

Teorema 3.2. Sea w € AT y TT un operador integral singular lateral, entonces,

1T Ity < Cllwl] ¢ log(e + w4112t w), (3-3)

donde C' sdlo depende de T.
99
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Por extrapolacion el Teorema implica el siguiente corolario sobre la acota-

cién débil (p,p) en medida w,

Corolario 3.3. Sea 1 < p < oo, w € Af y T un operador integral singular

lateral, entonces,

T fll vy < Cllw]| g log(e + [wl] g )Ll o),

donde C' = C(p,T"), sdlo depende de p y T+.
Por un argumento de dualidad, el Corolario implica el siguiente resultado,

Corolario 3.4. Sea 1 < p < oo, w € A y T~ un operador integral singular

lateral, entonces para cada conjunto medible E
_ = 1
1T~ (oxe)l|r) < Cllwl| " log(e + ||[wl]o )o (E)7,
donde o = w1 y C =C(p, T7), solo depende de p y T~ .

2. Desigualdad de Holder al revés débil

Vamos a empezar estudiando una version sharp de la Desigualdad de Holder al
revés débil que enunciamos a continuacion, la demostracién se basa en el trabajo
[39] de Martin-Reyes. Como se menciond, este resultado es fundamental para poder

demostrar los teoremas antes enunciados.

Teorema 3.5 (Desigualdad de Holder al revés débil).

Seal<p<oo. Sip>1 waA; tomamosrzrwzl—l—m. Sip=1
ee||w A;’;

1

T . Entonces,
16ee ||w|\A1+

yw € Af tomamosr=r, =1+

b b
/ w"™ S 2M—(wX(a,b))(b)rw_1/ w,

para todo intervalo acotado (a,b).

Corolario 3.6. Bajo las mismas hipdtesis que el teorema valen las siguientes

desigualdades
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a) para todo intervalo acotado (a,b) se tiene

M (wX(ap)(b) < 2M ™ (wx(ap) (D),
b) para todo intervalo acotado (a,b) se tiene

My (W™ X () (b) < 2M ™ (wx(ap)(0)™ ",

w

¢) para todo b € R se tiene

M, (w)(b) < 2M~ (w)(b),

Tw

d) para todo b € R se tiene

My (w1 (b) < 2 (w)(b)™ .

w

e) para todo intervalo acotado (a,b) se tiene

My, (WX(a))(b) < 2M (WX (a))(D),

f) para todo intervalo acotado (a,b) se tiene
Moy (W™ ™ X(ap)) (0) < 2M (wx(ap) (0)™ ",

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [3.6. Dividiendo miembro a miembro por b—

a, la desigualdad obtenida en el Teorema (3.5, obtenemos que

1

b b
1
b a /a w' < 2M™ ("LUX(mb))(b)Tw_l - /a WX (a,b) (3.4)

< 2M™ (wX(ap)) (D)™ < 2M~ (w)(b)™,
al tomar supremo para todo a < b y elevando a la % obtenemos el item c).

Observar que la ecuacién (3.4)) implica que

1
b—a

b
[0 < 20 wxia)0) 85

para todo a < b.
Sea h > 0. Si b— a < h entonces por ((3,5))

1

b b
1
- N () < "o N () < 2M (W (an) ) (B)
h/bhw Xen < 55 | W Xan) < (WX (a,b)) ()
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Si h < b — a entonces por la ecuacién ((3.5))

1 b 1 b — T — T
7 / WX (@b = 7 / WX p-hp) < 2M (WX (p-np) (D)™ < 2M ™ (WX (ap)) (D)™
b—h b—h

Ahora si tomamos supremo para todo h > 0y elevando a la Ti obtenemos el item a).

Para obtener los item b) y d) observamos que el resultado del Teorema

implica

1 b
wmw>l W”1wS2Nf@wmmxw%%gmw<wx@ml7

luego procedemos de la misma forma que en los item a) y ¢)

Las demostraciones de los item e) y f) son similares. Demos la idea para f), si

h>0yk>0,secumple w(b—h,b+ k) > w(b— h,b), luego

1 b+k ) 1 b .
Tw— < Tw— .
w(b—h,b+ k) /b_h Y AN = h,b) /b_h“’ Xat)®

Por la demostracién del item b) el segundo termino de la desigualdad esté acotado

por 2M ~(wx(ap))(b)"™ " lo que implica

1 b+h . .
" Y (a <2M ap)) (D)™™
w(b—h,b+k) /bh W Xanw < 2M(wxy)(®)
luego tomando supremo sobre h > 0 y k£ > 0 se termina la prueba. U

Para poder demostrar el Teorema [3.5| necesitamos de los siguientes lemas pre-
vios, dados en [39] por Martin-Reyes. Para el desarrollo de nuestros resultados tene-

mos que ser precisos en algunas constantes por lo cual repetimos las demostraciones.

Lema 3.7 ([39]). Sea 1 < p < 0o, A > 0 y (a,b) un intervalo acotado. Sea

w € AF con w integrable en (a,b) y

1 X
A< /w.
r—a f,

entonces se cumple que

1
4P ||w
Tl

para todo x € (a,b]. Si f =

erahm;w@)>5n¢>%w—ay
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DEMOSTRACION. Sea {z}};25 una susecién en (a,b) definida por: zg = b,
Tp < Tpy1 ¥ fx Ml = f w, k < 0, (ver Observacién inciso 1., con medida

w(x)dx), entonces:

H{z € (a,b) : w(z) < A} = i Hz € (xg, xpy1) s w(z) < BAY.

k=—1

Por otra parte tenemos que

1 J?k+1 Tk+41
Try1 — A J, ka+1 —a
= / w
Te+1 — QA Jgq

Tk
fEk+1 —a o1
-2 / w,
Tkl = A Jgyy

Entonces si By, = {z € [xy, 2p41) : w(x) < % f;}il w}, luego

o€ (@b):u() < AN < 3 IB.

k=—1

Siwe A, conp>1

1( | B )p‘l_l( / )
5 Th41 — Tk—1 5 Tk+1 — Th—1
4 Tk Tk
(L) (et L
Tl — A Jgp Tl — Tk—1 JE, \ Tht+1 — Q@ Jygp
4 T 1 Ty 1 p—1
(ot ) et )
Trt1 — Th—1 Jgp_, Trt1 — T—1 J g,

< 4fwl] 4

Por lo tanto

—00

[z € (a,0) s w(x) < BAH < (4wl B)7T Y (a1 — 24m1)

k=—1

2(4][w]] 44 8)77 (b — a),
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y se tiene que
(b—a) = [{z € (a,0) : w(x) > BAY] < 2(4]|wl] 41 )77 (b - a),
entonces
(b—a)(1 = 2(4][w]| 4 8)77) < {a € (a,b) : w(x) > BA},
y por como elegimos 3 se concluye la prueba. 0

Lema 3.8 ([39]). Sea 1 < p < 00, (a,b) es un intervalo acotado y X > M~ (wx(ap)) (D).

Siw € A; entonces

w({x € (a,b) : w(x) > A}) <2\|{z € (a,b) : w(z) > B}, (3.6)
donde [ = 4”H£HA+’ si,p>1yp= ||“’|1|A+’ si, p=1.

DEMOSTRACION. Supongamos p = 1, w € AT, es decir M~ w < |lw|| 4+w. Sea

O ={z € (a,b) : M~ (wX(ap))(x) > A}, si I; son los intervalos disjuntos maximales

cuya union da (2, entonces \1_1| fI‘ w = A para todo j (ver Lema [1.29)). Luego
J J

w(€2y) :Z/ij:/\zfj

{xe (a,b) : w(x) > m}‘

=AW <A

Por lo tanto

w({z € (a,b) s w(r) > A}) <w({z € (a,b) : M (wx(ap)(x) > A})

{xe (a,b) : w(z) > m}‘

Ahora supongamos p > 1 volvemos a tomar 2 = {z € (a,b) : M~ (wx(ap))(x) >

<\

A}. SiI; = (a;,b;) son los intervalos disjuntos maximales cuya unién me da 2, por

Lema [1.29] tenemos A = + [, w < —— [* w para todo x € (a,b). Usando lo visto
J J J J
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en el Lema [3.7],

w{z € (a,b) : w(r) > A}) < Z/Iw = )\Z(bj — aj)
< 2/\2 H{z € (a;,b)) :w(x) > A} < 2X|{z € (a,b) - w(z) > BA}].

O

DEMOSTRACION DE LA DESIGUALDAD DE HOLDER AL REVES DEBIL, [3.5],

Sea A\g = M~ (wX(ap))(b) multiplicamos la desigualdad (3.6)), del lema anterior,

or A°~1 e integramos entre \g e 0o, con § a determinar.
0 )

/ xs—l/ w(z) dz d) < 2/ N|{z € (a,b) : w(z) > BA}Y] dA
Ao {z€(a,b):w(x)>A}

Ao
< 2/000 N {z € (a,b) : w(z) > BAY| dA.

Para el lado derecho de la desigualdad tomamos ¢t = S\, dt = BdAy A = %, entonces

00 00 4
2/0 N {z € (a,b) : w(z) > BAY d>\:2/ (%) %|{x€(a,b):w(m)>t}| dt
2

0
0 2 b prw(z)
= [ e @y v st d= 2 [ dara
B 0 a JO

Bo+1
2

b
— —(1 YT /a w(x)' de.

Para el lado izquierdo,

00 w(x)
/ XH/ w(m)dxd)\:/ w(x)/ N-taNdz
Ao {z€(a,b):w(x)>A} {z€(a,b):w(z)>No} Ao
1
-/ w(a) 5 (w(@)’ — ) dr
{z€(a,b):w(z)>No} 0

L T Y
> 5 w(x) 0 dx — 5 w(x) de.

Por lo tanto tenemos

(1 - (Hi%) /abw(gc)lﬂS dr < X\ /abw(x) dz.

Recordemos que 3 = con 7 que depende de p, tomo § = , luego

1
Tllw CT||w
Toll 5 Toll, 5
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erllwll , 4+

L 20 L 20(7||wl| 44)°*" - 207 [|wl] g1 (Tllwllaz) 4
(14 6)po+t (1+9) (1+96)
1
51— 207 [|wl] 41 €
(149)
1
muwnAJ”w”A;*e“ 205
1 _ P =1— c
1 erlfwll 1+ +1
(1+ CT||w||A+) T
» erlloll o5
L 2TIIWHA;eé  (7(e- 2ei>>|’w“A;‘ +1
cr||w|] 45 +1 cr||w|| 45 +1

1
(r(c — 26%)) [l 5 + 1

e e 1
(e 2RIl + )

v

1
_(ez2ew) S 1
c -2

1

—T ——— ysi
166 ] 1

esto ltimo es eligiendo ¢ = 4e<. Entonces para p = 1, tenemos d =

p>1,6=—=——— Observar que r =r,, = 1 + 6. O

T
drtiee lelA;

Ahora daremos otra versién de la Desigualdad de Holder al revés débil dada en
el Teorema |3.5], observar que el enunciado se asemeja mas al de la desigualdad de
Holder al revés para pesos de Muckenhoupt, Lema [I.8] pues aparecen promedios

en intervalos y ninguna funcién maximal.

Teorema 3.9 (Desigualdad de Holder al revés débil bis).

Sea 1 < p <oo,weAf ya<b<cconb—a=2c—0). Sear =r, =

1
1 )
ar+2ee|fu]]

1
1
166w+

1 /b P o201 / ’
w — w .
b—a J, — 4 \c—al,

DEMOSTRACION. Por Teorema [3.5 sabemos que

s,p>lyr=r,=1+ , cuando p = 1. Entonces

/ w"™ S QM_(wX(a,x))(x)Tw_l/ w.
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para todo intervalo acotado (a,x). Entonces para todo x € (b, ¢), tenemos

b T x c
/ w" S/ w” §2M_(wx(a7x))(:p)r_1/ w < 2M(wx(a7c))(x)”_1/ w.

T
Luego (b,¢) C {:c : M(wX(a,e)) () > <2f“fww> ' } Usando que M es de tipo débil

(1,1) respecto a la medida de Lebesgue, ver ecuaciéon (|1.1)), obtenemos que

1
2 [Cw\ ™" e
c—b<3 —{aw /w,
fauﬂ" a
1 T

(o) s[4

Como 1 < r < 2, tenemos

- (%/w) 5 (eal )
(s v)

Como corolario del teorema anterior obtenemos una prueba de una de las pro-

entonces

[l

piedades bien conocidas de los pesos A;r .

+ entonces w € AT

Corolario 3.10. Sean 1 <p < oo yw € AJ, e

conp—e=

f(;al) +1 donde 0 = w'™? y r(c) es el obtenido en la version andloga de Teorema

para o en A;,.

DEMOSTRACION. Vamos a usar la definicién dada por la Proposicién de

w e Al

»—e> s decir queremos ver que existe C' > 0 tal que

i ([ (o) e o

donde el supremo es tomado sobre todos los a < b < ¢ < d tal que

2(b—a)=2(d—c)=c—0b.
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Sea r = r(0), el dado en el Teorema y a,b,c,d con las propiedades antes
mencionadas, entonces,

1 b 1 d 1 pfefl 1 b 1 d %71
o[ G e==) = Gale) )
(1 /b 1 27/d ”‘1<1 81 p‘1H |

=\v—a), )\a=ba),7) =1\&a Ollag

IA

3. Aplicaciones de la desigualdad de Holder al revés débil

A continuacion daremos algunas aplicaciones de la desigualdad de Holder al revés
débil Teorema [3.5] Lo que se va a establecer es comparaciones en medida wdz de

conjuntos a partir de comparaciones en la medida de Lebesgue.

Lema 3.11. Sea w € A, un peso lateral p > 1, a < b < ¢ nimeros reales
E C (b,c¢) un congunto medible. Entonces para todo € > 0 existe C = C(¢,p) tal que

si |E| < e~ Ml (b—a) se cumple que w(E) < ew(a,c).

DEMOSTRACION. Dado w € A, vamos a usar el Teorema pero para pesos

en A, el Teorema nos dirfa que si tenemos un intervalo acotado (b, ¢) entonces

/ w" < 2M+(wx(bvc))(b)r_1/ w.
b b

Por el analogo al Corolario , item f), tenemos

(M(w"™ X 5,0y (0)) 7T < 2M (wx (b,0)) (),

1
1
arizet u

1

donde r = 1 sip>1lyr=1 T
166 Ju]

si p = 1. Luego por la

definicién de M, tenemos para todo x € (a,b),

( : /,,Cwqﬂ_lw)rll§<Mw(wr‘1x<x,c)>(:v)>rll (3.8)

w(a,c)

< 2M(wX(a,0)) ().
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Observemos que la funcién constante 1 es un peso en Aj, (w), con contante 12, es

decir que

/

(b—a) (/bcw”w)r_l < 12(/:10)”’,

por la ecuacion 1} tenemos (a,b) C {z : M(wX(a,))(x) > i(ﬁ N wr_lw)%} y
como M en débil (1,1) respecto a la medida lebesgue, ver ecuacién (1.1]), entonces

-1
c =1

b—a< 12w(a,c)f11 (/ wr_lw) w(a,c),
b

por lo cual 1 € A (w).

Se sabe que M, es débil (r',r’) respecto a la medida 1dz pues 1 € A’ (w). Si
observamos el trabajo Martin-Reyes, Ortega y de La Torre, [43], vemos que la norma
|M 5] 1 (14 €8 inferior a K = 48771, Tuego K+ < 96ec.

Tenfamos E C (b, ¢), si x € (a,b) entonces

1 ¢ w(E)
M, > Hw(t) do >
Sos@) > o [ xetut) de > 2
esto implica que (a,b) C {z : M} (xr(z)) > 2555)@} luego por la desigualdad débil

(1,1) de M} con la medida dz,

b—a<K (“:U((GEC))) B

Ahora escribimos r = 1 + W con T = 4P2%: s p>1lyr= 16e« si p=1
Ap

entonces

E Bl \ 7 vl
w(E) < (Kb| | ) < 96ece 7
—a

1 =C

< 96ece2r < e,

la iltima desigualdad es debida a que r’ < 7|[w|[ 1~ y tomando un €' adecuado que

depende de p y € podemos acotar todo por e. 0

El siguiente lema es una version méas débil del Lema que sale aplicando el
Teorema [3.91
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Lema 3.12. Seap > 1, we€ A, , a <b<ctal que2(b—a) = (c—b) y E C (b,c)
un conjunto medible. Para todo € > 0, eziste una constante C = C(e,p) tal que, si

|E| < ¢ Ilaz (b — a) entonces w(E) < ew(a,c).

DEMOSTRACION. Vamos a usar el analogo al Lema para pesos en A .

w(E):Cib/bcwXE(C—b)S(C—b) (cib/bcw’"y (ﬁ/,ﬂ@

1 1
B\ 7 27 1 / IE| W272/C
— _pt < 2tz <
(c—b (c )4c—a aw_ b—a 4 3 aw_ew(a,c),

la tdltima desigualdad sale de forma similar al final de la demostracion del lema

‘K\ ury

anterior. 0

4. Desigualdad de Coifman-Fefferman lateral

En esta seccion vamos a demostrar una desigualdad de Coifman-Fefferman, como
en el Teorema [1.26] pero teniendo en cuenta cémo depende la norma de la cons-
tante ||w]| At El resultado andlogo, para pesos Muckenhoupt, lo obtuvo Buckley en
[5]. Observar que la desigualdad de Coifman-Fefferman dada por Aimar, Forzani y
Marfin-Reyes en [I], ver Teorema , primer inciso, se refiere cuando p > 1, el

teorema que vamos a demostrar, nos da informacién en el exponente critico p = 1.

Teorema 3.13 (Desigualdad de Coifman-Fefferman). Sea T~ un operador inte-
gral singular lateral con nicleo K soportado en (0,00). Sip>1yw € A entonces

existe una constante C = C(p, T") que depende sdlo de p y T tal que

T~ fllzr ) < elfwl]a (1M f]|zt ).

Para poder demostrar este teorema necesitamos dos resultados previos. El pri-

mero se debe a Buckley, ver Lemma 2.11 de [5].

Lema 3.14 ([5]). Sea f € L™(Q) y T un operador sublineal tal que
p
o Toto) > o)) < (L)

«

para toda g € LP(Q) con p suficientemente grande y C' que no depende de p. Entonces

{z: Tf(z) > a}| < el |Q).
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El segundo resultado es la estimacién exponencial de Carleson, ver [7].

Lema 3.15 ([7]). Sea {I}} un cubrimiento disjunto de un intervalo I, t) el punto

intermedio de Iy, y 0y su longitud. Para x ¢ I definimos

Entonces

{xEI:A(m) > 5}’ <Ce 5 |1

Para demostrar el Teorema |3.13| vamos aplicar un argumento estandar usando

la siguiente desigualdad de “buenos lambdas”.

Lema 3.16 (Desigualdad de buenos lambdas). Sea 1 <p < oo, we€ A, T~ un
operador integral singular lateral y T™ el operador maximal relativo a T~. Entonces

existen constantes positivas cy,ca, Yo > 0, tales que, para todo 0 < v < 7o,
{z €R:T*f(z) > 20, M~ f(z) < WA}| < exe™ {T*f(z) > A},

donde f € L'(R) , X\ > 0. Ademds, para todo ¢ > 0 , existe ¢ dependiendo solo de
€ Y Y p, tal que,
A

[[w]]a;

w({xER:T*f(m)>2)\,Mf(:c)< }) < ew({T* f(x) > A}).

DEMOSTRACION. Como f € L' podemos escribir {T*f(x) > A} como unién
disjunta numerable de intervalos abiertos. Sea J = (a,b) uno de estos intervalos.

Veamos que
{z € J:T f(z) > 20, M~ f(z) < yA}| < ere™ 7 | ],

y que si w € A entonces

w ({x eJ T f(z) > 2\ M f(z) < ﬁ}) < ew(J).

Como se mostr6 en la Observacién |1.33] sea {z;}:°, una sucesién de puntos tal

que xo =by x;_1 —x; = x; —a para ¢ > 0. Vamos a demostrar que

[{z € (zigr, ) : T f(2) > 20, M~ f(2) < A\ < cre™ 7 (21 — 2ip0). (3.9)
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Si tenemos esta desigualdad, sea
E={x € (vjy1,x;) : T f(x) > 2\, M~ f(x) < yA},

usando el Lema |3.11] existe una constante ¢’ que depende de €, vy, p, ¢1, 2, tal que

A\

[lw]] 4,

w ({x € (g1, ) T f(x) > 2\, M~ f(z) < }) < ew(wi, wire). (3.10)

Ahora demostremos (3.9). Fijamos 1, si
{2 € (wipr,2:) : T7fx) > 20, M~ f(z) <A} =10

no hay nada que probar. Supongamos que el conjunto no es vacié y definamos el

puntoa < a talque x; —a=a—ay
€ =sup{z € (xi1, ;) : M~ f(z) <A}
Escribimos f = fi + fa con fi = fx(ae) entonces
{x € (xip1, ;) T f(x) > 2\, M~ f(x) < yA\}
C {x € (xi1,8) : T" fi(z) > %/\,M_f(x) < 7)\}

g {x € (@€ T'ho(e) > A M f(x) < m} |

Primero trabajemos con el conjunto donde aparece f5. Por una estimacion estandar
(ver el trabajo de Aimar, Forzani y Martin-Reyes, [1]), tenemos que para = €
(2i41,€), T* fa(x) < %)\, si 0 < v < 7, donde vy es elegido suficientemente pe-

queno. Luego
{o€ @m0 T > s <} =0,

para 0 < v < 7.
Ahora para trabajar con f; tomamos Q = {x € (2;11,&) : M~ fi(x) > 37}

observemos que

3
= [ fOa < <,
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luego

/Rfl(t) dt < 47)\(951‘ - $i+1)7

lo que implica que Q C (@,a) con @ — & = 3(2; — 2;41). Veamos esto dltimo, supon-
gamos que no es cierto, entonces existe x ¢ (a,a) con z > a y x € €, luego debe

existir h > x — & > a — £ tal que % f;_h fi(t) dt > v\, esto tltimo implica que

/ £1(0)dt > 3yAh > 37A(@ — €) = dyA(z — wian),
R

lo cual es absurdo.
Ahora, como en el Lema [1.29] escribimos Q = J I; = (J(a;, b;) intervalos maxi-

males disjuntos, entonces
1
—/ fi(t) dt =3y
L] J1,

Tomamos I = (b;, ¢;), con |I]+‘ = 2|I;]. Observar que Q= Ul ur) = U:TVJ
donde Ijr Ul = f] Definimos f; = g + h donde

g=fixma+ Y 3, h=> h;i=Y (fi—3\xi,
j J J

J

Observar que g < 37\ y esta soportada en (a, a), luego por el Lema obte-

nemos

Estimemos T*h para = ¢ Q. Sea K el nticleo de T, que tiene soporte en (0, 00).
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[T h(z)] <

> [ b=y dy
<3 [ I (Kl =) - K= b)) dy

y—b;
< _ . <z J
e }jj/lj hy(y) (x_bj>2 y

2
donde d; = ¢; — a;. Escribimos A(z) =, —62+(i];b-)2'

Observar que si x € (2 entonces M~ f(z) > vA. De hecho, si x € I}, para algun j,
por la definicién de © tenemos que 3yA < M~ fi(x) < M~ f(z). Si z € I} entonces

= | o= S [ a <o s@)

Por la estimacion exponencial de Carleson, Lema [3.15| tenemos que

{x € (zi41,€) 1 Ax) > %}' < Cen |(xip1,€)| = 2Ce™ (Tip1 — Tita)-
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Lo que obtuvimos, teniendo en cuenta esta tltima desigualdad y eligiendo v, sufi-

cientemente pequefio, es
{@ € (w1, 2:) : T f(x) > 2\, M~ f(z) < yA}]
< H € (a1, € T Ala) > AN F) < ]
+ Hx € (1501, €) : T folz) > gA,Mf(x) < m}'
~[{r e @9 700 > Jrar s <]
< H € (@01, : T'g(a) > A M f(z) < w}\

i Hx € (i1, &) : T h(x) > i)" M 1tw) < MH
1
f

De esta forma obtuvimos las desigualdades (3.9) y (3.10) y sumando sobre i y

< Hx € (@i, €) : T*g(x) > 1)\}

_|_

c
{x € (Tiy1,8) 1 Alw) > —
~
_c2
< e 7 (L1 — Tiva).

luego sobre los intervalos maximales de {7 f(x) > A} se obtienen las desigualdades
buscadas.

4

A continuacion, a partir de este ultimo resultado, vamos a demostrar la desigual-

dad de Coifman-Fefferman.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [3.13} LA DESIGUALDAD DE COIFMAN-FEFFERMAN,

Por el Lema |3.16, con € = 1/4, existe ¢ que no depende de |[w]| 4+ tal que

w ({x ER: T f(z) > 20, M~ f(x) < J—AD < iw({T*f(x) SAY). (3.11)

[|w]]a;
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Luego tenemos que

/ONw({T‘f>)\})d)\g/ONw({T*f>>\})d>\§2/0g

w{T*f > 2\}) dA

N

|z

A\ 2
§2/ w{T*f > 20, M~ f <
0

dA
—})d)\+2/ WM~ > —“2 1) an
[[w|] 4> 0 ||w|] 4>
:B1—|—B2.

Empecemos estimando By, por la ecuacién (3.11f) tenemos
El A
B, = 2/ w{T*f >2A\, M f < ———1})dA
0

Tl
N
2

S;L/o w({T*f>/\})d/\§%/0 w{Tf > \}) dA.

Veamos B,, para ello hacemos el cambio de variables ¢ =

A dt = —<—d\
[ Tll ,—

AP
¥y o )\ AMwlly. =
By=2[ wM f> Ddr = —"= vow(MTf > t})dt
0 ||wHAg c 0

Luego por lo visto para By y Bs, tenemos

LN 2wl o [t —
3 w({T*f > \})d\ < TP (M f > A})dA,
0 0

tomando limite cuando N — oo obtenemos

_ Ywllyz
HT fHLl(w) S THM f”Ll(w)?

Asi queda demostrado el Teorema.

5.

Demostracién de las estimaciones de normas respecto a A}

En esta seccion, usando lo que antes desarrollamos, demostraremos los Teore-

mas [3.2] y 3.1, como los Corolarios [3.3]y

5.1. Resultados previos.

Para poder demostrar estos teoremas necesitamos probar algunos resultados pre-

vios. Para ello utilizaremos el Lema [2.3] sobre extrapolacion, dado en el Capitulo
2] Veamos el siguiente resultado auxiliar.
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Lema 3.17. Sean w un peso, p, r > 1 y T~ un operador integral singular lateral.

Entonces existe C' que solo depende de T~ tal que.

M~f

< Cp M-w

LP' (M w)

T f
M;-w

L (My w)

Nota: Por las propiedades de los pesos de Sawyer, que enunciamos en los prelimi-
nares, sabemos que (M, w)' " es una peso en A con la constante correspondiente
independiente de w. Por lo cual el Lema [3.17 es un caso particular de la estima-
cién de Coifman-Fefferman dada en el Teorema [1.26] pero teniendo presente como

depende la constate de p.
DEMOSTRACION. Queremos ver que
M~ f

M~-w

T

< Cp’

LP (M, w)

T f
M-w

L (My w)

Por dualidad sabemos que

T f
M-w

= sup /’Tf!hdx.
=1Jr

Lp’(M;w) HhHLT’(]W;w)i

Apliquemos el Lema con s =pyov= M w, luego para h € LP(M w) existe
una funcion H, tal que

» h < H,

- ||H||LP(M:w) < 2||HHLP(M:w)v

« H(M;w)r € A7 con |[H(M; w)|| - < cp.
Por las propiedades de los pesos de Sawyer (M w)* € A} con ||(M,Tw)%||AT <

c
1

[ luego por el lema de factorizacién para pesos laterales
2pr

_ 1 _ 1o
1H 4y = [[H (M w)e (M, w)>] 72| 4

_ 1 _ 1
< |[H (M w)?]| o [1(M7w) 7] s

2
/ c /
< cp T <¢p.
1_2p7"
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Finalmente vamos a usar el Teorema con el peso H que esta en A5, luego la

desigualdad de Holder con p y su conjugado p/, entonces tenemos

“flhdx “flHdx <c||H||,- | M~ (f)H dx
[ st < [ 7| #rae < g [ 00

M~ f *f
Scp'/ HM;wdz < cpf | Lo (017 )
r M7w r LY (M w) P
€omo ||h||L,,(M;w) = 1 obtuvimos
< o M_f .
L (M w) LY (M w)

5.2. Demostracion de los Teoremas y [1.11}

Ahora vamos a demostrar los resultados principales

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [1.10

Empecemos demostrando la desigualdad (3.1]), es decir

1
1T fllzew) < Cop' ()7 1 f 1], (sm)-

Sea (TT)* = T~ el operador adjunto de TF, que es un operador integral singular
lateral con niicleo soportado en (0,00). Ademds observemos como (M -w) € A C

Al entonces (M, w) P € A, . Luego, por dualidad, es equivalente probar

< Cpp'(r
LY (M w)

Por la desigualdad de Hélder, con pr, en (a, b),

1 N1 g N\ @)\ B
P p< [ T P
/fw v (b—a/aw) <b—a/a (fw ) ) )

tomando supremo sobre todos los a con a < b tenemos

/

(M~ f(0)) < (M7 w(®))" (M, (fw7)(b)""

Luego integrando en R respecto a b,
M~f
M w

,

Lp

I
L (M w)
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Ahora por la ecuacién 1} sabemos que || M, g||5s < C’(%)’%||g| s si ¢ > 1. Como
p, r > 1 tenemos que (pp—;), > 1 y podemos aplicar esto con g = fw%, k= (pr)y

s =9/, luego

_ 1—-L
i I G I
Mw LY (M w) r—1 WL, (w)
1\ || f
pr
<Cp <T1) — ;
r WL, (w)

como
1—L
L
!

1 T 11
(7‘—1) T At <o)

pues ti < 2 para ¢ > 1. Finalmente usando ¢l Lema m, tenemos

H Tﬁf < Cp/ Mﬁf
MEw | o vy MEw | L (v
< Cpp(r')” ‘i :
WL, (w)

Ahora veamos la desigualdad (3.2)), es decir

T flleewy < Cop'llwl] s+ 111 2ow):

1 entonces 1, < ||w[|4+. Luego usando

para w € Af. Si elegimos r,, = 1 + —+——
16 lull ¢

este r, en la desigualdad , tenemos
)
17l = ([ s hute) de )
- 1
< opl () ( [1pa @@ dx)*’
R

< Cppl (1) (2/R|f|p(:v)M(w)(x) dl’>;

1 1
[wlLap )7 Wl [ eowy < Cpp |l ag [Lf 1] 2o )-

(3.12)

< Cpp/(
donde las 1ltimas desigualdades se deben al Corolario , item ¢) que afirma que

M, (w)(z) < 2M~ (w)(z) < 2[|w[| ;3w(x) para casi todo = en R.



120 3. ACOTACIONES A DE OPERADORES INTEGRALES SINGULARES LATERALES

Para finalizar veamos que 7, < ||w|| 4+

1
1
166 ful| ¢ 1

Ty, = = =1+
L 16e+

1 1
J16ee [[wl] g < 32e[[w]] 4 -

16e%||w|\A1+ e

O

Corolario 3.18. De la demostracion, se deduce que, para p, r > 1, w un peso y
M~ la funcion maximal lateral, existe una constante C' que no depende de p, ni de

r ni de w tal que
_ 1
M fll Lotz ) < CP' ()21 ogwr—r)-
Ahora veamos la prueba del teorema que nos da el crecimiento logaritmico de la
desigualdad débil para pesos de Sawyer.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [1.11

Recordar que queremos demostrar la desigualdad (5.2)), es decir
C
w{z € R:TTf(w) > A}) < Lffwl] 47 log(e + [[wlLa )12 w)-

Sin pérdida de generalidad podemos asumir w acotada de soporte compacto y

f € L. (R) positiva. Por el Lema [1.29) podemos escribir

Q={z: M"f(z)>\} = U[j = U(ajvbj):

J

donde los I; = (a;, b;) son las componentes conexas maximales de €. Los I; satisfacen

1),
L] Sy,
notar que si x ¢ €) entonces para toda h > 0,
1 x+h
E/ flt)dt < A

Luego por el teorema de difereciacion de Lebesgue f(z) < A para casi todo x ¢ €.

Sea I = (¢;,a;) donde elegimos ¢; de tal forma que |I;| = 2|I;| y definimos

Q=Ju;un) =L



5. DEMOSTRACION DE LAS ESTIMACIONES DE NORMAS RESPECTO A Af 121

Escribimos f = g + h donde,

g:fXR\Q-i-Z)\XIj, h = Zh—Zf A)X1

Observar que g(z) < A para casi todo punto x en la recta real R y que h; tiene

integral nulo. Luego
w{z: |TTf(z)| > A} <w (?z) +w ({x ER\Q: [T h(z)] > %})
+w ({x ER\Q: |[TTg(z)| > g}) =T+ II+1III

Estimemos I:

Para cada j y = € I},

_ _w([‘) B (IJ'_)l N
w(ly) = A 1] = 1A /\/ij()d
:X/Ijm fjw(t)dtﬂm)dxgi/]jm/q w(t)dt f(z) da

3 _
<3 / F(@)M~w(z) da

Por otro lado es muy fécil ver que (w, M~ w) estdn en A con constante 1. Luego

M™ es débil (1,1) respecto a este par de pesos y por la desigualdad (1.19)), tenemos

Zw(fj):w({x:M+f( >\ < /f M w(t

J
Por lo tanto
~ 7 _ 7
= w(@) < —/f(t)M w(t) dt < —HwHA+/f(t)wt it
AJr A ? g

Ahora estimamos 1. Primero usamos la desigualdad de Chebyshev. Después vamos

a usar que h; tiene integral nula y soporte en [;, es decir flj h; =0.Sear; = |[;| =
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% |[ i ‘ Recordar que el soporte de K estd incluido en (—oo,0). Luego,
Oc + A 2 +
IT=w(3zeQ:|Tth(z)|>Z}) <= T h(t)| w(t) dt
2 A Jr\@
)
<=z THh;(t)| w(t)dt
<32 [ Tl
2
<32 [ ) [ 1 ) = K = 0] wit)dtdy
j Y R\Jj
2 <
=Y W) | 1K —y) = K(t —a;)| w(t) dt dy.
Observemos que es suficiente ver que para cada y € I; se cumple que

/ |K(t—y) — K(t—a;)|w(t)dt < C’essei]nf M_(wXR\;j)(z).

—00

Para esto usamos la condicién del nicleo K, como |y — a;| < |[;| = % ‘Iﬂ < %’
Cj o] aj_ri]
/ K (t —y) — K(t — a;)|w(t)dt = Z/ K (t—y) — K(t —a;)| w(t) dt
—00 =1 a]._2k+1,,,j
= & —=|w(t)dt
- ;/ —2k+1p; (t — aj>2 ( )
f: —a, /aJ—riJ (t) )
w P S
k=1 riﬂ a;—2k+1r; X(aj—2Frj,a;—2++1r;)
et 1 a;—2"r;
S k=1 _k ZkTJ /aj_2k+17"j w(t)X(aj*%Tj,aj*QkHrj) dt,

donde K+ depende solo de T. Si x € I;, entonces

/ UK —y) — Kt — a)| wlt) dt

—0o0

1l x—a;+ 2k+1y. 1 z
<K J J s "
B ; z 2t T —aj + 28 /aj2k+1rj ( )X(aj 2krj,a;=28F1r;)

o0

B T — a; 2k+1rj B
< Ky M w7 (o Z g ) < OM ™ (wxg 7)) (@),
J
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Por lo tanto

C
I]<X2essmf M~ (wXR\I /|h )| dy

<—Z/|h ) M (w7 ) () dy

Para A no hay nada que probar. Trabajemos en B

Veamos esto ultimo, es decir que,

M- <U’XR\T]-> (y) < ;ess inf M~ (wXR\T]-> (2), (3.13)

z€1;
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para todo y € I; y r > 1. Nosotros lo estamos usando para el casor = 1. Siy, z € I;

entonces,

My (wnsz) ) =0 | [ (o 0) as|

t<y LY —1J;

—sup | [ (0 0) 5]

t<c; Ly — t t

[z —t 1 K ror
= sup —tz—t/t <w(3)XR\Tj(3)> ds]

t<c; L

<sw |5t [ (0l @) ds

Sl

|l w <

t<c; L

Por lo tanto
C C
LS D L S0V (wxayg) @ < Sl [ Ow@ar

Finalmente para estimar /] empezamos aplicando la desigualdad de Chebyshev y

que g < A. Ademas elegimos r =1, =1+ ﬁ para aplicar la ecuacién ‘)
ee||w AT

del Teorema y luego el Corolario , ftem c) que afirma que M, (w)(z) <
2M™ (w)(x),

11 = w ({xeR\ﬁz T4 g| (z) > g}) (3.14)

<% LT ol @) eg ) de

< 2Oy /R<|g| (@) M (wx e g) (@) de

2p+1

=

<
- A

2p+ 1

(Cpp'(r')7

% / (gl () M~ (wx ) ()

=

<
- A

(Cpp((r)»")" l /}R /ng(ﬁ)W_(wa\ﬁ)(x)dﬂﬁ /Q |9(2)IM ™ (wxp\g) (z)dz | .

En el primer sumando usamos que f(z) = g(x) para casi todo x € R\ . Para el

segundo sumando aplicamos un argumento similar al usado en B para la integral de
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g sobre ), ver la desigualdad (3.13) con r = r,,. Luego obtenemos

[l o)) de < 3 [ 530w

Comow € A] yr' =1l < Cllwl[ 4+ tenemos

P41

A

[T < Z—(Cpp/((#)7 )P /f VM~ w(z

2rt! E
< S o lull )7 il / e

Cpop+l
< Sl [ st de

Para terminar la demostracion tomamos p = 1 + observar que

1
Togle Tl )"

2
O G, |
pp = T = log(e + [[wl| ) + 2+
TogteH Tl 1)

log(e + [[wl[] 4+)

Usamos que t18Et) ™" v 17" estan acotados para t > 1, y que log(e + lw]l4+) > 1,

J
1 gt i,
1

w +
foate + il 1114

o llwll 417 = [(oge + wl 1) +2+

W log(EHIwH 1 +)

< [4log(e + [[wl] 4)][4log(e + [[w]] 44)] ol [l ¢

< Clog(e + ||w||A1+)||w||Al+>
y como 1 < p < 2 tenemos que

C
11 < Sogle + lullaplullyg [ f@ote) o
R

Combinando esta estimacion con lo visto para [ y I terminamos la prueba. 0

Observacién 3.19. La demostracién se basa en escribir la funciéon f como la
suma de dos funciones g y h.

La funcién h es combinacién de funciones h; soportadas en intervalos I; y con
integral nula, a estas funciones se las suele denominar atomos. Es conocido que si
una funcién esté en el subespacio de L'(R) generado por los dtomos entonces la

funcién maximal es fuerte (1,1). En la demostracién se ve que la dependencia de la
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norma ||TA|[p1.e () con respecto a [|wl| 4+ es lineal, como en la conjetura débil de
Mukenhoupt y Wheeden.

Donde aparece el término logaritmico es a la hora de trabajar con g, es decir
es la funciéon mas problematica. En la prueba clasica de la desigualdad débil para
un operador integral singular estd funcién es llamada “Good” pues estd en el L? y
como K el niicleo del operador cumple que ||K||o < ¢; es muy facil ver la acotacién

de Tg.
5.3. Demostracion de los Corolarios [3.3| y

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [3.3l Para o > 0 tomamos el conjunto Q, =
{x e R: |T*f(z)] > a} y sea p(t) = tlog(e + t). Aplicamos el Lema [2.2] inciso
(a), con s = p' que implica r = 1, luego tenemos una funcién H acotada en L¥ (w)

satisfaciendo las propiedades:

1. h < H;
2. (1 ] o (wy < 201l L
3. Hwe Al con ||H.w||A1+ < Opl[w]] 4

Usando esto y el Teorema [1.11}, obtenemos
C
hwdr < | Hwde < —o(|[[Hw]] g)]1fllor @)
« QOL

< So(Collullyg) [ 1f1H wds
R

< %@Wﬁﬂg%AW%WY(AWWWY

Pl a1 2o @) Al v o)

IA
elQ 2l 2|4

tomando supremo sobre todos los h, con ||A||;» () = 1, completamos la prueba. [

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [3.4] Dado un operador integral singular la-

teral 7™, su operador adjunto es T". Sea w € A, entonces o € A% con ||o]| 4+ =
p/

_1
||w||;’l;_1. Ahora aplicamos Corolario para el operador integral singular lateral
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T+ y el peso o, tenemos,

1 1
1745010 < Clully o (e Nl ) 1L

1

< Cljwlly tog(e + [[wl )1 £l v o

Luego por dualidad,

i - f
7l < Clull gt + ) || £

Y

Lr:1(o)

donde LP!(o) es el espacio estdndar de Lorentz con pesos. Tomando ahora f = oxg,

con E un conjunto medible arbitrario, completamos la demostracién. 0






Capitulo 4

Apéndice

1. Estimaciones en normas respecto a Al

Los siguientes resultados de Martin-Reyes y de la Torre, ver [42], nos permitiran
generalizar algunos de los temas desarrollados en el Capitulo [3]
En esta seccién vamos a trabajar con las constantes de AT equivalentes a la

constante de Fujii-Wilson de un peso en A, ver ecuacién (|1.3).

Definicién 4.1 ([42]). Vamos a definir la constante de un peso w € A% como

fIM*(wXI)(x) dx
[w(x)de 7

donde el supremo se toma sobre todos los intervalos acotados I C R.

[lw]] 4z, = sup

También se define la siguiente constante:

Definicién 4.2 ([42]). Definimos la constante de un peso w € AX como

0] = sup (b% / () dx) exp (%b [ sttt da:) |

donde el supremo se toma sobre todos los a < b < ¢ tal que b —a = ¢ —b.

El siguiente teorema relaciona estas definiciones con los resultados de los preli-

minares.

Teorema 4.3 ([42]). Sea w un peso en Af, con 1 < p < oo, entonces

lwllag, < elwlay <eflw]l gy <elwlyy,
donde [w] 11 es la constante de A} de la Definicion .

En este trabajo Martin-Reyes y de la Torre demuestran la siguiente Desigualdad

de Holder al reves débil.
129
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Teorema 4.4 ([42]). Sea w € AZ

-, entonces

msi0<e< entonces para todo intervalo I = (a,b),

1
2
ol

/ M (wx) () der < 2|Jw]| g M (wxs) (D) / w(x) d,

msi0<e< entonces para todo intervalo I = (a,b),

__ 1
2w
ol

b b
/(w(i))lﬁdx §2M_(wXI)E(b)/ w(z) dz,

en consecuencia si T =1+ € se tiene M (wX(ap))(b) < 2M ™ (wX(ap))(b),

m 51 0<e< entonces para todos numeros reales a < b < c,

1
2
ol

(c— b (/abw1+ﬁ(z) d:c) <2 (/acw(x) da:) o

en consecuencia w-' € A (wdx), con p = 14; Yy ||w_l||A;(wda:) < 2-.

Como consecuencia prueban la siguiente propiedad de los pesos A;, pero tenien-

do mejor dominio de las constantes.

Teorema 4.5 ([42]). Sea w un peso en At, con1 <p <oo, 0 =w'"?,

s
O<5§;yq:%, em‘oncesl<q<p,w€A;ry

2oll,—

[w}A; < [w]A; :

Como consecuencia ellos obtienen el siguiente teorema de Buckley lateral.

Teorema 4.6 ([42]). Sea 1 < p < oo. Siw € A} entonces para toda f € LP(w)

(L (x)"’wwﬂf); <27 (lulslollac ) (f |f(fv)lpw(w)da:); |

En el Capitulo |3| demostramos una desigualdad de Holder al reves débil, Teore-

bS]

ma |3.5, Esta fue utilizada para obtener los resultados de los teoremas Teoremas
y [3.:2] Ahora si tenemos en cuenta el resultado del Teorema [4.4] en lugar del

dado por el Teorema 3.5 obtenemos los siguientes resultados
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Teorema 4.7. Sea 1 < p < oo, w € A} y T™ un operador integral singular

lateral. Entonces

1 1
1T fllzew) < Cop'(lwl] o) (1wl a2 )7 1112w,

donde C solo depende de T'.
Respecto a la acotacion débil (1,1) en medida w se tiene

Teorema 4.8. Sea w € AT y T™ un operador integral singular lateral, entonces,
1T fllroe () < Cllwl] ¢ log(e + [[w]| o)1z w),
donde C' solo depende de T'.
Estos resultados son mejores que los Teoremas y pues por el Teorema
se tiene |[w|[ ;1 < elfw]] 45

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.7l Para obtener el resultado partimos de la

formula (3.1)) del Teorema [3.1]

1
1T f o) < Cop'(F)7 11| sy

y proseguimos al igual que en la ecuaciéon (3.12)) pero tomando r = r, = 1+ 2|Iw|\ ry
del Teorema [4.4] en lugar del r,, dado por el Teorema [3.5] O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.8] Para obtener este resultado se prosigue al

igual que en la demostracén del Teorema pero a la hora de estimar

w({xeR\ﬁz\wg\(x) > %})

realizamos los mismos pasos que en la ecuacién (3.14]) pero eligiendo r = r,, =

1+ W como en el Teorema para obtener
AOO

~ p+1 1
w({xeR\Q:|T+g‘(x) ;\}><2T(Cpp )*") /f YM~w(x
Cpp
< Sl Pl \|w||A+/f

pues al ser w € A se tiene que M~ w(z) < |lw|| 4+w(x) y como T'wzl—i—mse
AOO

ve que 1, < Cf|w]| 4+ -
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Para terminar la demostracién se toma p = 1+ W y se prosigue al igual
AOO

que en la parte final de la demostracion del Teorema (3.2 0]



Capitulo 5

Conclusiones y trabajos a futuro

1. Conclusiones

Como se mencioné en los Preliminares, Capitulo (1, en los tultimos anos, para
diferentes operadores del andlisis armoénico, se ha buscado demostrar acotaciones
con pesos teniendo en cuenta como depende la norma del operador respecto a la
constante del peso. Se trata de establecer la dependencia 6ptima del exponente que
aparece en dicha constante.

Teniendo en cuenta cémo se fueron desarrollando en el tiempo y la dificultad,
la clase de problemas a abordar se pueden clasificar de la siguiente forma: primero
podemos considerar el estudio de acotaciones de tipo fuerte (p,q) para una funcién
maximal, a esta clase de problemas se lo suele llamar de Buckley, pues él consiguié los
primeros resultados para la funcién maximal de Hardy-Littlewood. En segundo lugar
consideramos el estudio de la acotacién fuerte (p,q) de un operador que esté con-
trolado por una funcién maximal, esta clase de problema suele ser bastante méas
complicada que la anterior; para los operadores integrales de Calderén-Zygmund
tenemos el Teorema [L.7l Por ultimo consideramos el caso extremo de la acotacién
débil (1,¢q), al no existir la acotacién fuerte, para un operador que esté controlado
por una funciéon maximal.

En esta tesis nos propusimos desarrollar algunos de estos resultados, que se
conocian para pesos de Muckenhoup, pero ahora teniendo en cuenta el contexto de
operadores laterales y pesos de Sawyer.

Respecto al operador singular lateral estudiamos el caso extremo considerando

un peso de la clase de Sawyer A . Los teoremas mds importantes que logramos son:

133



134 5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS A FUTURO

Teorema 5.1 (Teor. . Sea 1 < p,r < oo, w un peso y T un operador

integral singular lateral, entonces,

1
1T fllzew) < Cop' ()7 (1 f1] L, 017 w):

donde C' solo depende de T'.

Siw € Af |, entonces de la desigualdad anterior se obtiene

||T+fHLP(w) < Cpp’lleAﬂlflle(w)a

donde C solo depende de T'.

Teorema 5.2 (Teor. . Sea w € Af y TT un operador integral singular

lateral, entonces,

T fllzrey < Cllwllag 1og(e + lwllap) 11l o

donde C' solo depende de T'.

Respecto a la funciéon maximal fraccionaria lateral logramos obtener resultados

de acotaciones, tanto fuertes como débiles, para diferentes clases de pesos.

Teorema 5.3 (Teor. 2.15). Sean 0 <a <1, 1 <p<qg<ooy (u,v) un par de

+
pesos en Sy . Entonces para toda f € LP(v)

1M [l Loy < ClH(w0)ls, 1o ),

donde la constante C' no depende del par de pesos (u,v). Es mds el exponente que

aparece en la constante del par de pesos, es optimo.

Teorema 5.4 (Teor. . Sean 0 < a < 1,1 <p< oo, q tal que (11 :%—a Y

(u,v) un par de pesos en T,,. Entonces para toda f € LP(v),

1M fll oy < ClH(w, )]z, 11|20,

donde la constante C' no depende del par de pesos (u,v). Es mds el exponente que

aparece en la constante del par de pesos, es optimo.
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Teorema 5.5 (Teor. 2.17). Sean 0 < a<1,1<p<g<ooconl/p—1/qg=«

+
y (u,v) un par de pesos en A . Entonces

1
|| M £ Laco uay < C||(u,U)||A/£q||f||LP(up),

para toda f € LP(v). Es mds el exponente que aparece en la constante del par de

pesos, es optimo.

Respecto a un mismo peso obtenemos otras demostraciones del resultado de

Martin-Reyes y de la Torre

Teorema 5.6 ([42],Teor.[2.18). Sean0 < a < 1,1 <p<g<ooconl/p—1/q=

o y w un pesos en A . Entonces para toda f € LP(w),
1—a)p’
1M fllzauny < Cllwllls ™11 fllzran),

donde la constante C' no depende del peso w. Es mds el exponente que aparece en la

constante del pesos, es optimo.

Por 1ltimo en el estudio de las integrales fraccionarias de Weyl y de Riemann-
Liouville logramos obtener la mejor constante de acotacién débil (p, q) respecto a
pesos de Sawyer, en el sentido que el exponente que aparece en la constante del
peso no puede ser mejorado. Como corolario determinamos la acotacién fuerte (p, q)
respecto a estos pesos, también obteniendo la mejor constante respecto al exponente

que aparece en la constante del peso.

Teorema 5.7 (Teor. [2.25). Sean 0 < a < 1, 1 < p < 1/a y q que satisface
1/q =1/p — a. Entonces para w € A},

||];rf||Lq7°°(wq) < C||7~U||114}i:||f||m(wp)a
para toda f € LP(w?). Es mas el exponente 1 — « es el mejor posible.

Teorema 5.8 (Teor. 2.26). Sean 0 < a < 1, 1 < p < 1/a y q que satisface
1/q=1/p — a. Entonces para w € A,

1—a) méx{1,p’
H];erLq(wq) < C’||w||54;q) éx{ ”/"}IIfHLp(wp),

para toda f € LP(w?). Es mds el exponente (1 —a)méx{1,p’/q} es el mejor posible.
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2. Trabajos a futuro

Andrei Lerner ha obtenido uno de los resultados mas importantes del analisis
armonico y la teorfa de Calderén-Zygmund de los tltimos afios. Logra descom-
poner una funciéon f en termino de oscilaciones locales; esto nos permite obtener
desigualdades puntuales para diferentes operadores, las cuales son mas precisas que
las desigualdades de tipo Coifman-Fefferman, ver Proposicién [I.9] Una versién de
su resultados, obtenido por Tuomas Hytonen, es el siguiente, ver [30], [25]

Dado un cubo Q°, denotamos por D(Q°) la coleccién de todos los cubos diddicos
@ incluidos en Q°. Si @ es uno de estos cubos denotamos por @ el cubo diadico

padre. El resultado es,

Teorema 5.9 ([30],[25]). Sea f una funcién medible en R™ y Q° un cubo fijo.

Entonces existe una coleccion (posiblemente vacia) de cubos Q¥ € D(Q°) tal que:

» para casi todo x € Q°,
|f (@) = my(Q°)] < Cz ZW1/2”+2(f7 @?)X@? (x)
k=1 j
s para cada k fijo, los cubos Qf son dos a dos disjuntos;
55 (Y = U]. Qf, entonces Qg1 C Qg
- (% 1 QY < 1/21QH.
donde ms(Q) es el valor medio de f sobre Q), si f > 0 entonces m(Q) = (fxq)*(|Q]/2).

La oscilacion wy(f, Q) es la definida por

wa(f, Q) = ((f =ms(@)xQ)"(AQ]),  0<A<L,

Esta formula entre otros resultados es fundamental en la demostraciéon del Teo-
rema[1.7]y del Teorema [I.41] Ademds de sus versiones para el operador conmuta-
dor.

En el trabajo de tesis los primeros resultados obtenidos fueron los del Capitulo [3]
los cuales se trataron de generalizar para el operador conmutador lateral. Sean T

un operador integral singular lateral y b una funcién del espacio BMO, el operador



2. TRABAJOS A FUTURO 137

conmutador lateral se define por

[T, 0] f (x) = b(@)T™(f)(x) = TT(bf) ().

Para poder obtener los teoremas buscados, para este operador, es necesario obtener
varios resultados de caracter técnico. Para lo cual debiamos obtener una férmu-
la similar a la del Teorema pero que nos sirva para trabajar con operadores
laterales.

Tratamos de lograr el resultado de A. Lerner dado en [30], pero versiéon lateral.
Lo que planteamos como conjetura es lo siguiente

Dado un Intervalo I, denotaremos por I~ e I los intervalos de igual longitud,
siendo I~ el contiguo a la izquierda e I el de la derecha. Sea I° un intervalo. Para
x € I° definimos B,j0 = {I : x € I~ C (I")"}, Notar que si I € B, o entonces
It c (I ultur,

Sea f una funcién medible en R, 0 < A < 1y I° un intervalo, la funcién maximal

sharp local lateral relativa a I° de f es definida por
M f () = sup {wa(f, IF) : T € Byyo} . (5.1)

Conjetura 5.10. Sea f una funcién medible en R y sea I° un intervalo fijo.

Entonces existe una coleccion (posiblemente vacia) de intervalos I¥,, con (IF,)” C

J,T7
(I°)~ tal que:

= para casi todo x € (1Y)~

@) = mp (1)) < 2M5F 0 () @)+ DD >l f, (1) )xae - (),

JsT
j r

para cada k fijo, los intervalos (Ij’fr)_ son dos a dos disjuntos;

si Q= Uj’r(f;fr)_, entonces Qp1 C Qg
Qi N (I5) 7] < 1/2(15,) 7

para cada k fijo y para cada j fijo, (I}, 1)~ C If, y 3115, 1) 7| = I}, ;

st Ef, = (IF,)” \ Q41 entonces EY, son conjuntos dos a dos disjuntos (para

cada k, j, )y %‘(ngr)j < |E§cr
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Cuando abordamos este tema nos encontramos con poca bibliografia sobre fun-
ciones maximales sharp laterales definidas a través de reordenadas decrecientes, por
lo cual tuvimos que dar la definicién del operador M ;“ ’I’f, férmula .

Al tratar de adaptar la demostraciéon de Andrei Lerner al caso lateral encontra-
mos muchas dificultades con las reordenadas decrecientes debido a no trabajar en
los mismos intervalos. En nuestra férmula aparecen las oscilaciones en los intervalos
(IF,)" multiplicadas por las funciones caracteristicas de los intervalos (I,)~.

En el caso clasico, el Teorema [5.9, estd muy relacionado con la conocida de-
sigualdad de John-Nirenberg. La version lateral que planteamos, Conjetura [5.10]

también se relaciona con la desigualdad de John-Nirenberg lateral dada por Martin-

Reyes y de la Torre en [41].

Teorema 5.11 (Desigualdad de John-Nirenberg lateral, [41]). Eziste una cons-
tante K >0 y a > 0 tal que

‘{xEI‘ C(flx) = fre) >)\}| §K|I|exp< —aA ),

f#H |oo
para toda f € BMO™, para todo interlvalo I y todo X\ > 0. Donde f*7+ es la funcién

maximal sharp lateral.

A continuacién enunciaremos las aplicaciones que pudimos obtener suponiendo

valida “la formula de Lerner Lateral”, Conjetura [5.10

2.1. Normas de operadores conmutadores laterales respecto a A;.
Uno de los resultados que se lograrian si fuese cierta la Conjetura [5.10] es la

versién lateral para el operador conmutador de los Teoremas [3.1]y 3.2}

Teorema 5.12. Sean 1 < p < oo, b € BMO, w un peso y T un operador

integral singular lateral. Entonces existe C que solo depende de T tal que,

1
11T, 81 ll2ow) < €220 (") bl sl 1] o asi -

Siw € Af entonces

T, 001l ow) < C2 (o)1l Barol[wl 4 1 f1] o,



2. TRABAJOS A FUTURO 139

donde C solo depende de T'.

Teorema 5.13. Sean b € BMO, w € Af y T un operador integral singular

lateral. Entonces,

f(z
N laeeor < ClWlBacollolls) [ 6 () wio)d
donde ¢(t) = tlog(e +t) y C solo depende de T™.

2.2. Normas con pesos para desigualdades de Coifman-Fefferman.
Logramos una aplicacién que relaciona la norma en L'(w) de una funcién f con

la norma en L'(w) de su funcién maximal ¢ sharp lateral, cuando w € A}

Teorema 5.14. Sea w € A;j y 0 <o < 1. Entonces existe una constante C' > 0,

que depende solo de ¢ tal que,

/R|f(x)\w(x) dz < C6°||w]] 1 /Rf;’#(x)w(x) dz.

Una consecuencia directa del Teorema [5.14] Es la desigualdad de Coifman-
Fefferman dada en el Teorema [3.13

Ademsds para la funcién maximal lateral M;" se obtiene

* sea 0 < & < 1. Entonces existe una

Teorema 5.15. Sea 1 <p < oo yw € AJ,

constante C' > 0, que depende solo de ¢ tal que,

[ 1y f@)ute) o < Colully; [ 5 # @) de
R R
Para el operador conmutador obtenemos

Teorema 5.16. Sea T un operador integral singular lateral y b una funcion en

BMO. Dado w € AF

» > existe una constante C' > 0, que solo depende de T+ tal que

LI i@t de < Co|blaollullyy [ (72 f(@)ula) do
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2.3. Desigualdades en normas con dos pesos.
A continuaciéon enunciaremos el equivalente, para el caso lateral, a la conjetura

D. Cruz-Uribe y C. Pérez demostrada por Andrei Lerner en [30],

Teorema 5.17. Sea T™ un operador integral singular lateral. Sean A y B dos

funciones de Young tal que
Ac Bp/ Y B e Bp.

St

P 4oy [0 7| ,0e) < 00,

para todo a < b < c conb—a < c—b. Entonces

/R T+ (@) u(x)de < C / F@)P v(z)dz

2.4. Desigualdades sharp con pesos en A].

Se demuestra la siguiente desigualdad de tipo Coifman

Teorema 5.18. Sea T un operador integral singular lateral. Para una funcion

apropiada f y para toda funcion localmente integrable ¢, tenemos
T flle(ar+g)—ry < O+ max{p2?, u2F M fl|Lo((ar+g)—#),
donde 1 <p < oo, u >0y Cp+ depende solo de T .

Para obtener el Teorema [5.18| se demuestra el siguiente resultado a partir de la

Conjetura [5.10]

Teorema 5.19. Para cualquier funcion medible f con f*(t) — 0 cuando t — o0

y para cualquier peso w tenemos
/ | Flw(z) dz < 0/ MEE F)) M (M5 £) () da,
donde la constante C no depende de w, y 0 < < 1.

Para un operador integral singular lateral se tiene que
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Teorema 5.20. Sea T un operador integral singular lateral. Para cada funcidn

apropiada f y para cada peso w, tenemos

/R T fluw(z) de < Cr- / (M ()P M [(M* ) w)(z) d,

R
donde 0 < 0 < 1 y Cr+ depende solo de T.

2.5. Desigualdades de tipo Jhon-Stromberg-Fefferman-Stein.
Como consecuencia de la Conjetura [5.10] se obtienen desigualdades similares a

la Desigualdad de John-Nirenberg lateral, Teorema |5.11|

Teorema 5.21. Sea J un intervalo y f € L°(R) con sop(f) C J- U JUJT.

Entonces existen constantes o, ¢ > 0 tales que
{z € I~ |f(2) = my(JH)| > MEF, ()@} S ee™|J],  t>0.
Como consecuencia de este teorema obtenemos,

Teorema 5.22. Sea T un operador integral singular lateral. Sea J un intervalo
y f € L°(R) tal que sop(f) C J~ U JUJ". Entonces existen constantes c, ¢ > 0

tales que
He e J |TTf(x)| > tM™T f(x)}| < ce ]|, t > 0.

Teorema 5.23. Sea T" un operador integral singular lateral y b una funcion en
BMO. Sea J un intervalo y f € LP(R) tal que sop(f) C J~ U JU JT. Entonces

existen constantes a,, ¢ > 0 tales que

{z € J™ [T, 0] f(z)] > t(M*) f(x)}] < cemVetllsor| | ¢ >0,
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