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Resumen

Los avances tecnolégicos logrados en las tltimas décadas, y la aspiraciéon a producir disposi-
tivos que funciones en el régimen cuantico para aprovechar sus novedosas propiedades, impulsan
el estudio de determinados estados cuanticos. Una posible caracterizacion de los mismos puede
llevarse a cabo a partir del estudio de medidas de informacién cudnticas sobre los mismos, tarea
que motivé los trabajos realizados durante esta tesis. La misma puede dividirse en dos partes,
donde este problema se aborda desde distintos enfoques.

En la primer parte, estudiamos la entropia de entrelazamiento de von Neumann para super-
posiciones de estados que son autoestados del Hamiltoniano del sistema y de una componente
del momento angular total del mismo. Para poder caracterizar esta entropia en funciéon del pa-
rametro de superposicion del estado, estudiamos su comportamiento en sistemas de una y dos
particulas con solucién exacta o casi-exacta. Logramos generar un criterio que predice la superpo-
sicién de méaxima entropia, mediante el cdlculo de medidas entrépicas dependientes tinicamente
de los estados superpuestos.

La segunda parte se centrd en el uso de medidas de informacién para la caracterizaciéon de
estados en nanoestructuras semiconductoras. Para ello se estudiaron la estructura de bandas y
los estados correspondientes en dos sistemas distintos, mediante el método k.p.

Uno de los sistemas consiste en un nanohilo semiconductor, en el cual se genera un punto
cuantico mediante la aplicacién de un campo electrostatico o mediante la combinacién de distintos
materiales semiconductores dentro de la estructura del nanohilo. En este sistema estudiamos la
presencia de resonancias y la posibilidad de ligar estos estados aplicando un campo magnético.
Para ello estudiamos la probabilidad de localizacion de estados en el punto cuantico.

El otro sistema es un pozo cudntico compuesto por HgTe/CdTe, en el régimen invertido en
que el sistema presenta estados de borde helicoidales, topolégicamente protegidos. Estudiamos
la caracterizacién de los mismos, y su identificacién frente al resto de estados del sistema, por
medio de distintas entropias: la entropia de espacio real, para distintas biparticiones del espacio
de Hilbert del estado, y una entropia definida en este trabajo que logra captar las propiedades
que definen a estos estados.
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Abstract

The technological advances achieved in the last decades, and the aspiration to produce devices
that function in the quantum regime in order to take advantage of their novel properties, have
driven the study of certain quantum states. A possible characterization of these states can be
achieved from the study of quantum information measurements, task that motivated the work
carried out during this thesis. The thesis can be divided into two parts, where this problem is
approached from different points of view.

In the first part, we study the von Neumann entanglement entropy for superpositions of states
that are eigenstates of the Hamiltonian of the system and of a component of its total angular
momentum. In order to characterize this entropy as a function of the superposition parameter,
we study its behavior in one- and two-particle systems with exact or near-exact solution. We suc-
ceeded in generating a criterion that predicts the maximum entropy superposition, by calculating
entropic measures dependent only on the superposed states.

The second part focused on the use of information measures for the characterization of states
in semiconductor nanostructures. For this purpose, the band structure and the corresponding
states were studied using the k.pmethod in two different systems.

One of them consists of a semiconductor nanowire, in which a quantum dot is generated
by applying an electrostatic field or by combining different semiconductor materials within the
nanowire structure. In this system we study the presence of resonances and the possibility of
binding these states by applying a magnetic field. For this we study the probability of localization
of states in the quantum dot.

The other system is a HgTe/CdTe quantum well, in the inverted regime in which the system
presents topologically protected helical edge states. We study their characterization, and their
identification with respect to the rest of the states of the system, by means of different entropies:
the real space entropy, for different bipartitions of the Hilbert space of the state, and an entropy
defined in this work that manages to capture the properties that define these states.
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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de la Mecénica Cuéantica surge en los anos '20 a partir de la necesidad de explicar
ciertos fenémenos que fueron observados experimentalmente en las décadas anteriores [1]. En
la actualidad, si bien una cantidad notable de avances se han logrado en el entendimiento y
aplicabilidad de esta teoria, su formulacién matemédtica se encuentra ain en discusién [2], [3]. A
pesar de esto, y gracias al estudio de los fundamentos de esta teoria y a los avances tecnoldgicos
de las ultimas décadas, existe un vasto entendimiento sobre las propiedades y fenémenos propios
del comportamiento cuantico de los sistemas fisicos, respaldado en una gran variedad de casos
por evidencia experimental. Estos avances derivan en el uso de sistemas fisicos en el régimen
cuantico para diversas aplicaciones tecnolégicas.

Dentro de la Mecanica Cuantica, uno de los campos de estudio es el de la Teoria de la
Informaciéon Cuantica, rama que se encarga del estudio de la informacién que un estado cudntico
puede almacenar y transmitir, asi como del procesamiento de dicha informacion, aprovechando
las ventajas que ofrece trabajar con sistemas cudnticos. El interés en este campo de estudio tiene
distintas motivaciones, y con ello distintos enfoques al abordar los objetos de estudio. Desde un
punto de vista tedrico, su estudio permite un mayor entendimiento de la teoria, mientras que el
enfoque experimental tiene injerencia directa en las posibles aplicaciones tecnolégicas.

Las aplicaciones précticas posibilitadas por el avance de la teoria son de variadas indoles.
Uno de los aportes tecnologicos mas prometedores es la implementacién de computadoras que
funcionen en un régimen cuédntico. Esta idea data de principios de los afios ’80 [4], y rdpidamente
desencadené una creciente cantidad de trabajos sobre las posibilidades tedricas ofrecidas por la
cudntica, y su ventaja sobre la computaciéon clasica. La motivaciéon de estos trabajos es clara:
contar con estos dispositivos permitiria obtener la solucién a problemas que las computadoras
clasicas no pueden resolver, ya sea por limitaciones impuestas por la fisica de los sistemas, como
sus capacidades de procesamiento/almacenamiento, o por los elevados tiempos de cdlculo que
en general requiere una computadora clasica. Otra gran aplicacién de los avances realizados en
el campo de la informacién cuantica, es que permiten formular protocolos para optimizar los
procesos requeridos en criptografia cudntica [5]. Esto es gracias a la descripcién exhaustiva que
logra obtenerse de los estado de interés en distintos sistemas, lo cual los hace candidatos a ser
utilizados en nuevas propuestas.

Este breve planteo sobre las aplicaciones y motivaciones para el estudio de esta rama de la
mecéanica cuantica, si bien es solo una parte de todas las posibilidades que la teoria ofrece, da
una idea de la importancia del conocimiento y manejo de estados cuanticos. Poder preparar
estados con caracteristicas especificas para cumplir con protocolos de informacién cuantica -
experimentalmente realistas-, y saber en qué configuraciones del sistema estos estados estan
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presentes, son herramientas fundamentales en los avances que propone la mecdnica cudntica
para optimizar tareas cotidianas en la actualidad.

La factibilidad experimental de los protocolos propuestos y en investigacién crece constan-
temente, dado que la posibilidad de lograr supremacia cudntica genera una gran cantidad de
inversiones en desarrollo tecnolégico y experimental. Esto conlleva a comprobar experimental-
mente propiedades propuestas tedricamente en el pasado, y también posibilita que los conoci-
mientos adquiridos puedan ser utilizados con fines comerciales, disminuyendo el tamafo de los
dispositivos, o permitiendo su funcionamiento a mayor escala.

Esta linea de avances se centra también en estudiar propiedades de interés en determinados
materiales, explotando las distintas posibilidades que sus configuraciones ofrecen. Por ejemplo,
el estudio de nanoestructuras semiconductoras obedece a las consideraciones planteadas ante-
riormente. Por un lado, disponer de dispositivos en la escala de los nanémetros, y poder con-
trolarlos, es una caracteristica requerida en diversas aplicaciones tecnolégicas para incrementar
su funcionalidad. Por el otro, los materiales que las componen juegan un rol fundamental en las
posibilidades que el dispositivo puede ofrecer. En particular, los materiales semiconductores -y
las nanoestructuras fabricadas con ellos- permiten investigar un amplio y variado conjunto de
situaciones fisicas. Entre las ventajas de estos sistemas se puede remarcar la variabilidad de la
estructura de bandas que presentan, que puede modificarse con facilidad en formas muy variadas,
presentando cada configuracién escenarios notablemente diferentes.

Gran parte de la implementacién experimental de los protocolos propuestos en el marco de
esta teoria requieren del conocimiento de las propiedades de los estados de distintos sistemas. Mas
ann, es necesario poder controlar estos estados y poder predecir, por ejemplo, su comportamiento
frente a impurezas en los dispositivos propuestos. Estos conocimientos son fundamentales para
cualquier avance tecnolégico que podamos prever, y para profundizar en los conocimientos de
la mecanica cudntica con los que contamos. Con esto en mente nos planteamos como objetivo
utilizar las herramientas que esta teoria ofrece, asi como herramientas propuestas de manera ad
hoc, para aportar a la caracterizacion de sistemas y estados fisicos que actualmente son de gran
interés para distintas aplicaciones tecnoldgicas.

El estudio de medidas de informacién cuéantica requiere del conocimiento de los estados del
sistema bajo estudio, y de su espectro que es esencial para identificar distintos estados y regi-
menes. Gran parte del trabajo realizado se basa en la obtencién de esas cantidades, de manera
exacta o numérica dependiendo del sistema, y el consecuente calculo en las matrices densidad
reducidas de los estados para obtener una caracterizacion entrépica de los mismos. Para esto fue
necesaria la implementacion numérica de diversos codigos que permitan obtener los resultados
buscados a partir de los cdlculos exactos que cada sistema permita realizar. La mayor parte de
los resultados numéricos obtenidos se lograron a partir de la programacién en Fortran, y el uso
de los programas Matlab y Mathematica. La gran cantidad de sistemas estudiados durante este
doctorado implican una gran cantidad de cédigos implementados, ya que cada sistema presenta
caracteristicas particulares que el cédigo debe contemplar. Los resultado obtenidos fueron, en su
totalidad, el resultado de cédigos desarrollados durante el trabajo.

Durante la escritura de esta tesis, buscamos que la misma pueda entenderse sin necesidad de
estudiar otros trabajos, sin embargo, la gran cantidad de contenido teérico, numérico y de calculo
involucrado hace esta tarea algo dificil. Es por esto que incluimos dos Capitulos con contenido
tedrico para poder situar el contexto de los trabajos realizados, con todas las herramientas
necesarias para el entendimiento de los sistemas y métodos implicados. Incluimos también una
gran cantidad de Apéndices, que contienen el tratamiento matemético o numérico de los trabajos
con gran detalle, para garantizar el entendimiento y la posible reproduccién de los céalculos
tedricos y numéricos involucrados. Los Capitulos correspondientes a los sistemas estudiados y
los resultados obtenidos contienen toda la informacién necesaria de los sistemas: introduccion al



problema, motivacién, modelos y métodos de estudio, resultados y conclusiones.

A continuacién, la estructura de la Tesis y los contenidos de cada Capitulo.

El Capitulo 2 contiene la descripcion teodrica de los principales actores en este trabajo: las
medidas de informacién cuantica y los estados estudiados a partir de estas cantidades. Las medi-
das de informacion cudntica son cantidades que se obtienen a partir de los estados del sistema, y
que dan informacién de distintas caracteristicas de los mismos. En este Capitulo definimos estas
cantidades, y nos centramos en una de ellas: la entropia de entrelazamiento de von Neumann.
Estudiamos ademés como distintas entropias puede utilizarse como medidas de informacién. En
cuanto a los estados presentados en este Capitulo, incluimos a las resonancias, estados metaesta-
bles presentes en algunos sistemas, y a los estados del Efecto Hall Cuantico de Spin, responsables
de las propiedades de conduccién en pozos cuanticos semiconductores. Estos estados son el objeto
de estudio de una parte del trabajo realizado.

El Capitulo 3 se centra en el estudio de las propiedades de la entropia de von Neumann
de la superposicion de estados degenerados. A partir de la sospecha de que la entropia de von
Neumann es una funcién convexa del parametro de superposicién de dos estados degenerados,
abordamos el estudio de la misma para distintos sistemas. Para acotar las posibilidades, conside-
ramos estados que sean autoestados tanto del Hamiltoniano como de algtin grado de libertad del
mismo, y consideramos sistemas con solucién exacta o casi-exacta para lograr una descripcién
confiable. Los sistemas considerados fueron sistemas de una o dos particulas, donde la cantidad
conservada es alguna componente del momento angular total del sistema: dos oscilados arménicos
interactuantes, el modelo Spherium, las funciones de Laguerre-Gauss para un fotén en un campo
electromagnético en la aproximacion paraxial y los autoestados de un sistema de dos spines inter-
actuantes. A partir del estudio de la entropia de von Neumann para la superposicién de estados,
postulamos un criterio para predecir la curvatura de la entropia de von Neumann en funcién del
pardmetro de superposicion. Este criterio se basa en el calculo de una cantidad entrépica definida
en este trabajo, que contiene la informacién necesaria sobre los estados superpuestos para poder
predecir si la entropia del estado superpuesto sera céncava o convexa en funcién del parametro
de superposicién.

El Capitulo 4 es el segundo capitulo que contiene nociones tedricas necesarias para el enten-
dimiento de los resultados presentados. En particular, en este Capitulo se presenta el modelo k.p,
utilizado para el estudio de la estructura de bandas y los estados en sistemas semiconductores.
Este método provee una aproximaciéon al Hamiltoniano del estos sistemas, a partir del uso del
teorema de Bloch y la teoria de perturbaciones. Los Hamiltoniano asi obtenidos se denominan
«Hamiltonianos k.p», y existe una numerosa cantidad de los mismos, ya que se adaptan a los
materiales empleados, el objeto de estudio, la cantidad de bandas que lo afectan, etc. Ademas
de una descripcion del método de obtencién de estos Hamiltonianos, y las razones por las cuales
este método se emplea en determinados sistemas, presentamos los Hamiltonianos utilizados en
este trabajo. Se incluyen también las consideraciones necesarias para obtener el espectro y los
estados del sistema a partir de este método.

En el Capitulo 5 se presenta el estudio de la ligadura de resonancias en puntos cuanticos
embebidos en nanohilos semiconductores. Las resonancias son estados metaestables de un sistema,
cuyas energias se encuentran en el continuo de energias pero que estan localizados por algin
periodo de tiempo. Aplicar un campo magnético a un sistema con resonancias puede hacer,
para ciertos parametros del sistema e intensidades del campo, que se produzca una transicién
de resonancia a estado ligado, proceso denominado ligadura de resonancias. Estudiamos este
fenémenos en dos sistemas: un nanohilo de un tnico material, al cual se le aplica un campo
electrostatico que genera un punto cuantico en su interior, y un nanohilo compuesto por distintos
materiales, que genera un punto cuantico debido a la diferencia de energias en sus estructuras
de banda. La deteccién de resonancias y el estudio de la ligadura de las mismas se llevé a cabo
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a partir del estudio de la estructura de bandas del sistema y de las propiedades de sus estados,
obtenidos con el método k.p, a través de la probabilidad de localizacién.

El Capitulo 6 esta dedicado al estudio de estados de borde helicoidales en pozos cuanticos
semiconductores. Estos sistemas, en los que se apilan tres planchas de distintos materiales, siendo
la primer y ultima plancha del mismo material, presentan en ciertas configuraciones estados
topoldgicamente protegidos que son responsables de la conduccién medida en el borde de la
plancha intermedia. Estudiando el espectro de este sistema, obtenido mediante el método k.p, es
posible identificar estos estados. Las autofunciones aproximadas, obtenidas mediante el método de
Rayleigh-Ritz aplicado a Hamiltonianos k.p, permite calcular distintas entropias de estos estados
para poder caracterizarlos y distinguirlos del resto de los estados del sistema. En este trabajo
estudiamos la entropia de espacio real para la matriz densidad reducida de los estados del sistema,
donde la traza se toma sobre una regién espacial determinada. Si bien el uso de esta cantidad
revela informacion sobre las propiedades de los estados de borde, no permitia distinguirlos del
resto de los estados. Con el fin de lograr una cantidad que los separe efectivamente del resto
de los estados, estudiamos las caracteristicas que el método k.p da a los estados obtenidos, y
logramos definir una entropia que separa estados de borde del resto de los estados.

En el Capitulo 7 se presentan las conclusiones generales del trabajo realizado y los resultados
obtenidos, y perspectivas de trabajo futuras que pueden emprenderse en cada uno de los sistemas
estudiados.

Los Apéndices incluyen la informacién necesaria para la implementacién de los célculos pre-
sentados en esta tesis, y la obtencién de los resultados obtenidos. Incluir cierta informacién de
esta manera busca que la lectura de la tesis sea amena, pero que posibilite la comprensién de los
temas presentados. El Apéndice A describe el método variacional de Rayleigh-Ritz, empleado
para la obtencién de los resultados presentados. Este método es ampliamente utilizado por su
efectividad para la obtencién de autoestados y energias aproximados en diversos sistemas cuan-
ticos. Los Apéndices B y C presentan los cédlculos relacionados a los resultados del Capitulo 3
para los osciladores armoénicos y el Spherium respectivamente. En el caso de los osciladores armé-
nicos, Apéndice B, se presentan los pasos a realizar para cualquiera de los sistemas estudiados,
con los detalles particulares de este sistema y las estrategias empleadas para obtener los resul-
tados presentados. En el Apéndice C se describe el método de obtencién de los autoestados del
modelo Spherium, que incluye un gran cantidad de calculos demasiado tediosos para incluir en
el Capitulo 3. El Apéndice D incluye los pardmetros de los materiales estudiados en los Capitu-
los 5 y 6 mediante el método k.p. Ademas, se incluyen detalles sobre el manejo de parametros
dependientes de la posicién para resolver el Hamiltoniano de Luttinger-Konh en el Capitulo 5, y
la descripcién de las funciones B—Spline, utilizadas como base variacional en el Capitulo 6.



Capitulo 2

Conceptos preliminares

La descripcién y caracterizacion de estados cudnticos es de fundamental importancia pa-
ra poder identificar y manipular sistemas con propiedades tutiles en tareas de Informacién y
Computacién Cuanticas. En este Capitulo se introducen las medidas de informacién cudntica,
herramientas claves para el estudio de estados cuanticos, y los fenémenos cudnticos objetos de
nuestro estudio: el entrelazamiento, las resonancias y el Efecto Hall Cuéntico de Spin.

2.1. Medidas de Informacion Cuantica

En fisica clasica, donde es posible tener conocimiento de la posicién de un objeto en
funcién del tiempo, contamos con herramientas que nos permiten obtener mas informacion
sobre el objeto en cuestién: podemos derivar esta funcién para obtener la velocidad, o
evaluarla si nos interesa un instante de tiempo en particular. Lo mismo pasa en teoria de
la informacién -clasica o cuantica-, donde la entropia es una herramienta para conocer la
cantidad de informacién disponible dado un estado. Herramientas de esta indole es lo que
entendemos por Medidas de Informacion.

La caracterizacion de un sistema cuéntico puede abordarse desde, al menos, dos enfoques
distintos. Por un lado, tenemos el espectro del sistema bajo estudio, que nos brinda informacién
valiosa sobre la presencia de determinados estados (estados ligados, resonancias...) en funcién de
los pardmetros que definen el sistema (geometria, presencia de campos externos...). Ademés de
la caracterizacién del sistema observando su espectro, podemos definir cantidades que dependen
del mismo y que nos permiten caracterizar estados del sistema, como ser la densidad de estados.

Otro enfoque al problema de identificacién y caracterizacién de estados cudnticos se da a partir
del estudio de la funcién de onda de los mismos, a través de distintas cantidades definidas para
tal objetivo. A esto nos referimos cuando hablamos de medidas de informacién cuéntica.
Estas medidas -o cantidades- ofrecen informacién adicional y complementaria a la obtenida del
espectro del sistema, y pueden definirse para responder a preguntas particulares sobre el estado
del sistema, aprovechando las propiedades de la mecénica cudntica.

La ventaja que ofrecen estas medidas para el estudio de estados cuanticos es que, al definirlas a
partir del conocimiento de la fisica que domina el sistema, permiten diferenciar inequivocamente
estados con propiedades de interés -como ser estados entrelazados o topolégicos- del resto de los
estados del sistema. Como contraparte, en general el estado del sistema no puede ser obtenido
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de manera exacta, y las aproximaciones numeéricas no siempre contienen toda la informacion de
los mismos. La dificultad de obtener los estados, o aproximaciones razonables a los mismos, es
un limitante importante al uso de estas cantidades.

Para no quedar en lo abstracto con el concepto de medidas de informacién cuéntica, consi-
deremos un ejemplo.

Ejemplo: Medidas de Informaciéon Cuantica N\

Consideremos el estado de un sistema, p, y su representacion matricial

pig = (ilpld), (2.1)

donde {|i)}%_; es la base de estados que expande el espacio de Hilbert de dimensién d del
sistema.
Es posible obtener informacion sobre este estado si consideramos la cantidad

¢ = Tr(p?), (2.2)

es decir, si tomamos traza de p?. Las propiedades de los estados cuédnticos arrojan los
siguientes posibles valores para esta cantidad:

{1 si p es un estado puro (2.3)

c€ (0,1) si p es un estado mezcla.

En el caso de estados mezcla, los distintos valores que puede tomar C nos da informacién
sobre cdmo se compone esta mezcla. Por ejemplo, si la mezcla es igualmente pesada en el
espacio de Hilbert del sistema tenemos

C=1/d, (2.4)
mientras que si el estado es casi puro, obtenemos
C=1—c¢, (2.5)

con € < 1.

La cantidad C es un ejemplo de medida de informacion cudntica.

Ademaés de brindar informacion valiosa sobre los estados de un sistema, ciertas cantidades son
de utilidad a la hora de tratar con aproximaciones numéricas a los autoestados de un sistema. En
estos casos, cantidades como Tr(p) (que evidencia la normalizacién de un estado) son también de
gran utilidad para chequear el correcto funcionamiento de los codigos y métodos empleados para
obtener los estados: la condicién de estado normalizado, de no cumplirse, es un claro indicativo
de que el estado obtenido no es correcto. Como mencionamos, gran parte del trabajo presentado
en esta tesis incluye una componente importante de produccién de cédigos para la obtencién de
los resultados, con lo cual tener presentes estos criterios para corroborar lo mas fehacientemente
posible los resultados es de gran utilidad e importancia.
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2.2. Entrelazamiento y Entropia

2.2.1. Entrelazamiento

. N\
El entrelazamiento es considerado uno de los fenémenos mas relevantes de la mecéanica
cuantica, y la herramienta principal en las tareas de informacién cuantica. Disponer de

estados entrelazados y poder controlarlos, es la clave de una numerosa, y creciente,
cantidad de protocolos de almacenamiento y transmisién de informacion, como la
teleportacion cudntica [6], la codificacion densa [7] y la distribucidn cudntica de claves [8],
entre otros. Ademads de los protocolos posibles gracias al entrelazamiento, esta propiedad
de los sistemas cuanticos permite también optimizar y acelerar distintas tareas de
computacién [9] con respecto a la computacién clasica.

\. J

El término entrelazamiento fue utilizado por primera vez por Erwin Shrodinger en 1935, en
una carta [10] en que respondia a Einstein, Podolsky y Rosen sobre lo que se conoce como la
paradoja EPR [11]. En esos anos, cercanos al surgimiento de la teorfa de la mecanica cudntica,
Einstein, Podolsky y Rosen sostenian que la formulacién de la misma era incompleta, y plantean
una paradoja para mostrarlo. Esto, y las discusiones que generd, derivé en la formulacion del
entrelazamiento como propiedad fundamental de los sistemas cudnticos.

Para ejemplificar el concepto de entrelazamiento, consideremos el estado global de un sistema
de dos particulas con spin 1/2 y momento angular de spin total nulo, descripto por

1

\/Q(IT>|¢>+|¢>\T>), (2.6)
donde | 1) y | | ) son los estados de spin up y down de una particula, respectivamente. Es decir,
el estado es una superposicion de dos estados en los que las particulas tienen spin definido y
opuesto.

Por simplicidad, consideremos estados preparados con spin up o down en la direcciéon z, y
un proceso de mediciéon de spin. Podemos separar las dos particulas, tanto como queramos, y
medir el spin de una de ellas mediante un experimento de Stern-Gerlach [12]. Si medimos en
la direccién z, y obtenemos como resultado “spin up”, esto equivale a proyectar el estado de la
Ecuacién 2.6 con el estado | 1), y podemos ver claramente que el estado de la otra particula
serd “spin down”. Esto obedece a la conservacion del momento total de spin del sistema, y es
perfectamente consistente con la descripcién cuantica del estado en esta base.

El problema planteado por Einstein, Podolsky y Rosen, se presenta cuando el estado esta
preparado en la direccién z, como antes, pero ahora medimos en la direccién x. Afrontando este
problema matematicamente, sabemos que realizando un cambio de base llegamos a un resultado
similar al descripto anteriormente: cuando mida una particula con algin estado de spin, sabemos
que la otra particula se encuentra en el estado de spin opuesto. Pero conceptualmente esto
planteaba un problema: cuando medimos en la base z, el spin preparado en la base z se proyecta
con igual probabilidad (50% en cada caso), y de manera aleatoria, en cualquiera de los dos
estados de la base z, y el estado de la Ecuacién 2.6 no tiene informacién sobre esta proyeccion.
Es decir, cuando medimos una de estas particulas y colapsa a un estado, lo llamemos “spin right”,
alguien le debe avisar a la otra particula que le corresponde el estado “spin left”, ya que el estado
no tiene esta informacion.

Esto, decian, implica que hay informacién transmitiéndose a velocidades mayores que la de
la luz, ya que la particula no medida debe saber que estado adoptar instantaneamente después
de haber medido la otra particula.

U(1,2) =
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Esta propiedad, que no viola ningin principio de la fisica, es el entrelazamiento. En el
ejemplo anterior consideramos entrelazamiento en un grado de libertad particular del sistema: la
componente de spin. Sin embargo, el entrelazamiento nos da informacién sobre las corre-
laciones de origen cuantico que hay entre dos elementos que describen el sistema.
Estos elementos pueden ser de cualquier indole: podemos considerar entrelazamiento entre dos
autovalores de un observable -como en el caso de spin-, entre dos direcciones espaciales, o entre
regiones espaciales de una unica direccidn, entre otras opciones. Los ultimos dos casos son de
gran utilidad en el estudio de sistemas de una particula, como veremos mas adelante.

2.2.2. Entropias de Entrelazamiento

El estudio de estados entrelazados es fundamental para el entendimiento y la formulacién
de la mecanica cuantica, y para su aplicabilidad en distintas tecnologias. Una gran cantidad de
protocolos de comunicacién cudntica se basan en este fenémeno [6]-[9], por lo que un conocimiento
profundo sobre estos estados y su manejo es necesario. En este sentido, uno de los requerimientos
es el de disponer de estados con alguna cantidad de entrelazamiento, y poder predecir cuél es
esa cantidad y en qué circunstancias estan presentes, es decir, qué sistemas permiten estados
entrelazados, y bajo qué parametros o configuraciones. Este estudio se puede hacer, en estados
puros de sistemas bipartitos, a través de entropias de entrelazamiento, entre las que se
encuentran la entropia de von Neumann, y las entropias de Renyi. Estas entropias son otro
ejemplo de medidas de informacion.

La condicién de que el sistema sea bipartito obedece a que estas cantidades miden el entre-
lazamiento de una parte del sistema respecto a otra. Esto no significa que el sistema deba estar
compuesto de dos particulas, sino que debe ser posible una biparticién en el espacio de Hilbert
que describe el estado bajo estudio. La eleccién de la particién es variada, y se toma en base al
sistema bajo estudio; si se trata de dos particulas la particién mas recurrente es separar el sistema
en dos partes de una particula cada una, y como resultado sabremos que tan entrelazadas estan
las mismas, mientras que si estamos estudiando estados de una particula podemos trazar sobre
algin/os grado/s de libertad (espacial, de spin, etc) y conocer el entrelazamiento entre el grado
de libertad trazado y el remanente.

.,.COMO SABER SI UN ESTADO ESTA ENTRELAZADO?

Para responder esta pregunta, estudiemos la entropia de von Neumann de un estado entrela-
zado. Para ello, consideremos el estado de un sistema bipartito dado por

paB = |[¥) (], (2.7)

donde A y B pueden ser dos particulas, dos grados de libertad de una particula, o cualquier
particién que se pueda hacer en el sistema bajo estudio, y |1) es la funcién de onda. El primer
paso para estudiar el entrelazamiento entre A y B para este estado, es considerar el operador
densidad reducido del mismo que se obtiene trazando sobre una de las particiones:

pa =Trg(pap). (2.8)
La entropia de von Neumann de este estado estd dada por
S(pa) = —Tr(palogy(pa)), (2.9)

y, como dijimos anteriormente, esta cantidad es una medida de entrelazamiento entre los subsis-
temas A y B. Para ver esto, avancemos en su calculo. El operador densidad reducido, en sistemas
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de dimensioén finita, puede expresarse de manera matricial. Sus elementos de matriz estdn dados
por

[palij = (ilpalj) (2.10)

donde {|i) le es la base que expande el espacio de Hilbert del subespacio A, de dimension d. Si
calculamos los autovalores de p4, A’, la entropia de von Neumann puede calcularse como

d
S(pa) = — 3 Ny logy (V) (2.11)

i=1

Para estados puros de sistemas bipartitos de dimensién d = 2, el valor maximo que puede tomar
esta cantidad es S = 1, mientras que el valor minimo es S = 0. En un caso mas general, si
d = N y tomamos logaritmo con base a en la Ecuacién 2.9, tenemos Sp,q, = log,(N). Esta y
las demaés propiedades de la entropia de von Neumann, incluida su capacidad para cuantificar
entrelazamiento, derivan de las propiedades espectrales de los estados cuanticos, es decir, se
pueden entender a partir de las propiedades de los autovalores \y.

Para el estado de la Ecuacién 2.6, el operador densidad tiene la forma

p=5 (I TOLDCH T+ TOI K LIH). (@12)

donde | T) 1) =|71)all)B. Es decir, como es natural, tomamos a los los subsistemas como
las componentes de spin de las particulas A y B. Asi, para estudiar el entrelazamiento, debemos
trazar sobre el subsistema B, esto seria, trazar sobre los estados | 1 )p v | | )5, que llamaremos
|i) p para sintetizar. Haciendo esto, obtenemos

ZB@"PWB

%

SOL+ID1): (213)

PA

La representacion matricial de este operador en la base del subsistema A es

pa = ( 162 192 ) (2.14)

Podemos ver que este estado tiene entropia de von Neumann S(p4) = 1, pero {Qué significa
esto? Si tenemos en cuenta que la entropia de von Neumann es el equivalente cuantico a la entro-
pia clasica de Shannon, mas entropia implica menor conocimiento sobre el sistema que estamos
estudiando. En el procedimiento que realizamos, al operador densidad del estado global le saca-
mos toda informacién del susbistema B, quedandonos -en principio- con toda la informacién del
subsistema A contenida en p4. Vemos, sin embargo, que perdimos toda informacién disponible,
ya que obtuvimos méxima entropia para pa. Esta es la forma de la entropia de von Neumann
de cuantificar entrelazamiento entre dos partes, y se deriva de las propiedades espectrales del
operador densidad. La pérdida de informacién que se produce al trazar sobre B se debe a que
el estado esta maximamente entrelazado, y si no disponemos de informaciéon sobre uno de los
subsistemas, no podemos saber como se comportara el otro.

Una propiedad importante de la entropia de von Neumann para sistemas bipartitos es que,
una vez elegida la particion que deseamos estudiar, se cumple:

S(pa) =5(pB) (2.15)
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para cualquier elecciéon de A y B. Es decir, se puede trazar sobre el subsistema mas conveniente
desde un punto de vista mateméatico o numérico, sin que esto afecte a la informacién obtenida
sobre el estado del sistema.

CANTIDAD DE ENTRELAZAMIENTO

La entropia de von Neumann, y las demds entropias de entrelazamiento, estan definidas
para alcanzar un valor maximo cuando la informacién que tenemos de un subsistema es minima
-cuando el estado total es maximamente entrelazado-, y anularse cuando el operador densidad
reducido de un subsistema nos brinda toda la

informacion posible sobre el mismo -cuando el )
estado total es separable-. T T T s T T T T T
Estos dos extremos son representados por 09F : ]
superposiciones igualmente pesadas de dos es- 0.8k ]
tados en el primer caso, y por un estado global r .
0,7+ : _
que es estado producto de los estados de cada Maximamente Entrelazado 1
subsistema en el segundo. <06 N
Cuando el estado del sistema es una super- 3g 0,51 ]
posicién de estados, pero con distintos pesos w04 [ §
cada uno, entonces podemos lograr una pre- 0,3 -
dicciéon un poco mas acertada del estado del 02F .
sistema: no es lo mismo predecir un estado to- 0.1 ]
tal con 50 % de probabilidad para cada estado ok IR
de la superposicién, que si las probabilidades 0 012 : 0: e 016 : 0|,8 —
son distintas para cada uno. En estos casos, el P
contenido de entrelazamiento del estado no es
maximo. Figura 2.1: Entropia de von Neumann para
En el gréfico de la Figura 2.1 se muestra el el estado U, = /T—p| t1)+ P L 1) en
ejemplo de la entropia de von Neumann para funcién del pardmetro p.
el estado W), = /T —p|T1)+ bl L 1), en \ J

funcién del pardmetro de superposicién de es-

tados, p. Como se puede observar, para p =0 y p = 1 la entropia es nula, lo que se corresponde
con estados no entrelazados, o separables, coincidiendo con los estado separables |11 )y || 1 ).
Para el caso p = 1/2 el estado correspondiente es W10 = (|11 )+ |1 1))/V2, que es méxima-
mente entrelazado como vimos en la Seccién 2.2.2. Para el resto de valores del pardmetro p, la
entropia toma valores entre 0 y 1, indicando un mayor contenido de entrelazamiento para valores
de p mas cercanos a 1/2.

Poder cuantificar y predecir la cantidad de entrelazamiento de un estado dado es de gran
interés, ya que de esto depende si el estado es o no de utilidad para distintas aplicaciones tecno-
logicas. Con este objetivo, en el Capitulo 3 estudiaremos las propiedades de la entropia de von
Neumann para la superposicion de estados.

2.2.3. Entropias como Medida de Informacion

Como vimos, para conocer el grado de entrelazamiento entre dos grados de libertad de un
sistema, podemos trazar el operador densidad sobre uno de ellos y calcular la entropia de von
Neumann de matriz densidad reducida obtenida: esto constituye a la entropia de von Neumann
como una medida de informacién. Este mismo procedimiento puede llevarse a cabo sobre cual-
quier biparticion del sistema, siempre que el estado del sistema y su formulacion matematica lo
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permitan, sin necesidad de que el resultado nos indique el contenido de entrelazamiento en un
sentido estricto de la palabra.

Para entender esto, consideremos el estado de una particula libre en una dimensién: v; =
e*f=® A este sistema lo puedo pensar como un sistema bipartito si defino a las partes A y B
segiin

A:=x¢€(-00,0) y B:=z¢€]|0,00). (2.16)
Mas alla de la interpretacion fisica de qué significaria el entrelazamiento entre regiones espaciales,
el célculo de esta cantidad es posible desde un punto de vista matemético (esto no va a ser siempre
asi, y depende de las propiedades del estado que describe nuestro sistema). La entropia de von
Neumann obtenida para p4 = Trg|¢;) (1] es un ejemplo de lo que denominamos entropias de
espacio real.

Esta eleccién particular de subsistemas fue introducida en la Referencia [13], y se ha utilizado
para analizar el comportamiento de estados de Laguerre-Gaussianos de un fotén [14] y la unién
de estados de resonancia [15], entre otras aplicaciones (ver Referencia [16] y las referencias alli
incluidas).

ENTROPIA TOPOLOGICA DE ENTRELAZAMIENTO

La entropia de espacio real puede definirse de infinitas maneras, siendo la diferencia entre
estas definiciones la eleccién para los dominios A y B. Diferentes elecciones llevardn no solo a
distintos resultados, sino también a explorar distintas correlaciones en el sistema.

A partir de la entropia de von Neumann, Kitaev y Preskill [17] y Levin y Wen [18] estudiaron,
de manera simultdnea e independiente, el uso de esta cantidad para caracterizar sistemas con
orden topolégico. En estos trabajos, los autores proponen calcular la entropia de von Neumann
para distintas biparticiones espaciales del sistema. Mas especificamente, en [17] los autores estu-
dian un sistema bidimensional de muchos cuerpos con orden topoldgico, a través de la cantidad

Stopo =S+ Sc+Sp —Spe — Sep — Sp + Suep (2.17)
donde Sg es la entropia de von Neumann obtenida trazando sobre la regién exterior al dominio
E.

La definicién de los dominios en la Ecuacién 2.17 esta representada en la Figura 2.2, donde
el drea A, en negro, representa el espacio bidimensional en que esta definido el sistema, y los
subespacios B, C y D estan representados en violeta, rosa y celeste respectivamente.

Estudiando la variacién de la cantidad
Stopo al modificar los dominios involucrados ( )
en maneras especificas, como se muestra en
el panel derecho de la Figura 2.2, los autores
muestran que esta cantidad tiene una conexién
con el orden topolégico del sistema. Resulta-
dos similares fueron presentados en [18].

A partir de esta propuesta, Sterdyniak y
colaboradores [16] proponen realizar una inica
biparticién espacial en un sistema de N par-

ticulas para el estudio de estos sistemas. En Figura 2.2: Esquema de las regiones espaciales
particular, los autores de este trabajo centran que definen Siopo.

su estudio en el espectro de la matriz densidad | )
reducida

N

, , fB l_L.:NAJrl d®r;p(r1, TN 4 N 415 TN 1 N T N 1 )
PNA(T1, TN T 1, Y N, ) = f HNA dzr,f HN d2r;p(re,. ,ENiT1,.TN)
ALl @ oy, o Prip(r . rnirs,ry

(2.18)
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que representa el estado en que el sistema tiene N4 particulas en la region A.

Si consideramos un sistema de una particula, un andlogo a esta cantidad seria la entropia
considerada al comienzo de esta seccién. Para un sistema bidimensional podemos trazar sobre
una regién de una de las dimensiones espaciales, obteniendo

e — Jp dV p(r;r’)
P Jpe dVE [5dVp(r;r)’

(2.19)

donde D€ es el espacio complemento a D, y dV (dV°) es el diferencial de volumen correspondiente
al dominio D (D%).

Cantidades similares han sido utilizadas para caracterizar los estados de un sistema de una
particula, utilizando el concepto de entrelazamiento de una particula, donde se traza sobre una de
las dimensiones espaciales del sistema [13]. En los Capitulos 3 y 6 veremos como estas entropias,
definidas de manera acorde al sistema bajo estudio, exponen propiedades de gran importancia
para distintos sistemas fisicos.

2.3. Resonancias

La ventaja que implica la utilizaciéon de sistemas en el régimen cuantico para aplicaciones
tecnoldgicas, asi como las complicaciones que implica que un sistema se encuentre en este
régimen, fomentan un estudio profundo y detallado de distintos fendmenos caracteristicos
de la mecédnica cudntica. Asi como el entrelazamiento constituye una herramienta esencial
para tareas de computacién cuantica, las resonancias -o estados resonantes- juegan un rol
fundamental en la preparacién de los estados que estas tareas requieren.

Como primera definicién de resonancias, podemos decir que son los estados metaestables
en que se encuentra un sistema (una molécula por ejemplo) antes de dividirse en dos o mas
subsistemas (como ser muchos dtomos). En Mecdnica Cudntica, el concepto de resonancia fue
introducido en 1928 por George Gamow [19], cuando estudiaba el decaimiento « en niicleos
pesados. En este escenario, el sistema inicial es el niicleo de un atomo en un estado estable,
que debido a procesos de tunneling de particulas emite, en un momento dado, una particula a.
El estado de la particula « en el nicleo estd representada entonces por un estado metaestable:
para tiempo t = 0, la probabilidad de encontrar la particula en el nicleo es uno, y el estado es
estacionario, pero para tiempos mayores esta probabilidad decrece en funcién del tiempo. Para
describir matematicamente este estado, Gamow introdujo estados con energias complejas de la

forma r
Eres = E, — 1'5, (2.20)

donde la parte real, F,, es la energia propiamente dicha del estado, con valores en el continuo de
energia del sistema, y I' > 0 -el ancho de la resonancia- se relaciona con el tiempo de vida medio
del estado definido segin

T=f (2.21)

Este tiempo de decaimiento varia de los nanosegundos a los millones de afios, dependiendo
del sistema bajo estudio, que no se limita a sistemas atomicos. Por el contrario, el estudio de
resonancias es de gran importancia en nanoestructuras, ya que la presencia de estos estados
influye en la preparacion y el manejo de dispositivos cudnticos, como veremos mas adelante.
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DETECCION Y CARACTERIZACION DE RESONANCIAS

Existe una gran variedad de métodos para la deteccién de resonancias, entre los que se
encuentran el método de complex scaling [20], los potenciales absorbentes complejos [21], [22] v
el estudio de densidad de estados [23], [24] del espectro del sistema. Estos métodos permiten,
ademads de la deteccién de resonancias, obtener el valor de vida medio de estos estados (7). La
eleccion del método a utilizar para el estudio de estos estados depende tanto del sistema bajo
estudio y de la informacién de la que disponemos sobre el mismo, como de la informacién que
queremos obtener.

En sistemas con puntos cuanticos, el estudio de resonancias se centra en la identificacién y
la posibilidad de control de estos estados, siendo de gran interés las condiciones en que pueden
convertirse en estados ligados. Si los puntos cudnticos se encuentran en estructuras semicon-
ductoras, es posible acceder a una aproximacion numérica de gran precisién de los autoestados
del sistema. En estos casos, la deteccién de resonancias y su transicién a estados ligados pue-
de lograrse de manera fiable observando el espectro del sistema, sin necesidad de recurrir a los
métodos mencionados.

Si estudiamos el espectro de un sistema en fun-
ci6n de algin pardmetro « (como ser alguna dimen- )
sién espacial, un campo externo aplicado, etc.) uti- L L L
lizando el método variacional de Rayleigh-Ritz (ver
Apéndice A), podemos obtener situaciones como la
diagramada en el panel superior de la Figura 2.3.
Alli podemos observar distintos niveles de energia,
representados en distintos colores, y dos regimenes
distintos. Para a < a.. los niveles de energia que se
mantienen constantes como funcién de « represen-
tan el continuo del espectro de energia, mientras  a) _
que la energia representada en rojo corresponde a P N I N
un estado ligado del sistema. En el punto o = «a,
el estado ligado pasa a ser un estado extendido, y
para « > a. el sistema no posee estados ligados
con energias fuera del continuo. Sin embargo, co-
mo se puede observar en la figura, cuando el estado A
ligado entra en el continuo de energias se producen
una serie cruces evitados entre los estados del con-
tinuo, que forman una continuacién a la energia del L
estado ligado dentro del continuo: esta sucesion de L b)
cruces es lo que senala la presencia de una reso- T - L
nancia. Hay que tener en cuenta, sin embargo, que c
no siempre la presencia de cruces evitados implica o
la presencia de resonancias, ya que pueden simple-
mente ser un efecto del método aplicado para obte-
ner el espectro. Por esto, un analisis mas profundo
es necesario.

Cuando disponemos de las autofunciones ¥’ que
se corresponden con los autovalores E° del espectro,
este analisis puede hacerse a través de la probabilidad de localizacién

Figura 2.3: Representacién del espec-
tro y probabilidad de localizacion de
un sistema con una resonancia.

P — /R i v, (2.22)
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donde R representa el dominio espacial donde se espera que un estado ligado esté localizado -un
pozo de potencial, por ejemplo-. El panel inferior de la Figura 2.3 presenta esta cantidad, para
los estados cuyas energias se muestran en el panel superior, siguiendo el mismo cédigo de colores.
Como podemos observar, para « < «. la probabilidad de localizacién en R del estado ligado (en
rojo) es méaxima, y disminuye cuando este estado pasa a ser un estado extendido (o > «.). A
medida que o aumenta, podemos observar que los estados cuya energia se corresponde con la de
la resonancia presentan valores altos de localizacién en R. Esta localizacién es evidencia de que
los cruces evitados marcan, efectivamente, una resonancia, i.e., un estado localizado con energias
en el continuo.

EFECTO DEL CAMPO MAGNETICO EN LAS RESONANCIAS

La presencia de resonancias en un dispositivo cuantico representa una pérdida de recursos, ya
que implica el decaimiento de un estado que podria ser de utilidad para almacenar informacion.
Afortunadamente, entre los efectos del campo magnético en el espectro de distintos sistemas,
podemos encontrar el fendémeno de estabilizacién -o ligadura- de las resonancias.

Por ligadura de resonancias entendemos una reversién del proceso descripto en el apartado
anterior, donde describimos el paso de un estado ligado a una resonancia. Aplicar un campo mag-
nético -en determinadas configuraciones- permite revertir este proceso, y obtener asi un estado
ligado estable. Este fenomeno se analizé por primera vez en sistemas de tipo atémico: en 1977,
Avron, Herbst y Simon [25] propusieron la existencia de iones negativos de Helio, posibilitados
por la presencia de un campo magnético externo, hecho que fue comprobado numéricamente
recién en el ano 2014 [26].

El estudio de este fenémenos y los rasgos fisicos que lo caracterizan, es de gran interés en
nanoestructuras semiconductoras [15], [27]-[30]. En el Capitulo 5 de esta tesis nos centraremos
en su estudio en puntos cudnticos embebidos en estos sistemas.

2.4. Efecto Hall Cuantico de Spin

La busqueda por almacenar y transmitir informacién en sistemas cuénticos implica, en
determinados escenarios, la necesidad producir y controlar corrientes estables. Las
posibilidades que ofrece la mecanica cudntica van mas alld de corrientes de carga, sino que
permite disponer de corrientes polarizadas, topoldgicamente protegidas, como resuldado
del
Efecto Hall Cuéntico de Spin.

Comencemos esta Seccién con un breve repaso del Efecto Hall, descubierto por Edwin Hall
en 1879 [31].

Este fenémeno se puede describir considerando una placa de algin material conductor o
semiconductor, a la cual se la aplican una diferencia de potencial que genera una corriente en
una direccién, digamos y, y un campo magnético perpendicular a la placa, digamos z. El efecto del
campo magnético sobre las cargan en movimiento -corriente /- es el de desviar las mismas, lo que
resulta en acumulacién de cargas sobre una de las paredes paralelas a la corriente. La diferencia
de cargas en las dos paredes del material genera un campo eléctrico, Fy, perpendicular a la
corriente original, denominado campo Hall. Este nuevo campo genera, a su vez, una tensién en
la direccién z, llamada tensién Hall.
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La deduccion teodrica de este fendmeno permite )
relacionar al campo Hall, la corriente inducida y B,
el campo magnético mediante el coeficiente Hall,
comunmente denominado Rgy. Una consecuencia
préactica de este efecto es la del desarrollo de sen-
sores Hall, sistemas que utilizan este efecto para \
detectar campos magnéticos y eléctricos, y que tie-
ne numerosas aplicaciones.

Si se realiza un experimento Hall en un siste-
ma a bajas temperaturas con campos magnéticos
de gran intensidad, las propiedades de la mecéani-
ca cuantica surgen y, como consecuencia, la resis-

Figura 2.4: Representacién del efecto
Hall clésico. En la figura se incluyen el
voltaje incial Vj,, la corriente que genera,
el campo magnético externo B, la sepa-

tividad del experimento Hall esta cuantizada. Este racién de cargas que produce y el campo
efecto, conocido como efecto Hall Cudntico (QHE Hall Ej.
por sus siglas en inglés) fue propuesto por Ando, \ )

Matsumoto y Uemura en 1975, y comprobado ex-
perimentalmente en 1980 por Klaus von Klitzing [32].

A partir de este descubrimiento, varios autores propusieron la existencia del Efecto Hall
Cuéntico de Spin (QSHE por sus suglas en inglés), que propone una versiéon del QHE donde la
corriente no es generada por portadores de carga, sino que es una corriente de spin en el borde de
sistemas bidimensionales semiconductores. Los primero trabajos prediciendo este efecto fueron
publicados casi simultdneamente: el primero por Kane y Mele en 2005 [33], y el segundo un afio
después por Bernevig y Zhang [34]. Kane y Mele se enfocaron en el estudio en la interaccién
spin-Orbita en el grafeno, mientras que Bernevig y Zhang se basaron en dicha interaccién en
materiales semiconductores. Lo que tienen en comun estos enfoques, y es la base del efecto, es la
interaccién spin-érbita presente en determinados materiales.

En la busqueda de demostrar este efecto de forma experimental, el sistema propuesto en
[33] fue descartado debido a la débil interaccién spin-érbita que presenta el grafeno. A partir
de esto, los estudios de este fenémeno se basaron en la propuesta presentada en [34], donde los
autores consideran un pozo cuantico compuesto por tres capas semiconductoras alternadas de
CdTe/HgTe/CdTe.

En este sistema, las caracteristicas de la estructura de bandas de los materiales involucrados y
el espesor d de la capa intermedia de HgTe juegan un rol fundamental. El espectro del sistema en
funcién del pardametro d puede describirse de la siguiente manera: para pozos cudnticos infinitos
y espesores chicos de la capa intermedia, el sistema presenta un gap entre las bandas de valencia
y conduccién, y la energia de Fermi se encuentra dentro del mismo, por lo que el sistema se
comporta como un aislante. Para espesores mayores el sistema presenta una inversion de bandas,
cuando las energias de las sub-bandas de valencia y conduccién se invierten a partir de un
espesor dado, d.. Si consideramos, en el régimen invertido, un pozo cuantico finito en alguna
de las dimensiones transversales al mismo, esto mas la inversién de bandas, que cierra el gap,
permite la presencia de estados de borde en el sistema, y un material que era aislante comienza
a conducir. Es decir, un sistema que era aislante, cuando se lo confina en una dimensién pasa a
tener estados conductores localizados en los bordes.

La diferencia entre el QHE y el QSHE es la fuente de las corrientes generadas. En el QHE,
los responsables de la corriente medida son portadores de carga, al igual que en el efecto Hall
clasico, que estan cuantizadas. Estas corrientes se dan en direcciones opuestas en cada una de las
paredes del sistema, y son robustos ante perturbaciones magnéticas. En el QSHE, las corrientes
son corrientes de spin, es decir, estdn polarizadas. En este efecto, sobre las paredes del sistema
se presentan dos corrientes, en direcciones opuestas y con componentes opuestas de spin. Estos
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estados helicoidales estan topolégicamente protegidos por la simetria de inversién temporal de
los sistemas en que se presenta el fenémeno, por lo que no son robustos ante la presencia de
impurezas magnéticas que rompen dicha simetria.

Figura 2.5: Representacién esquemadtica del efecto Hall Cudntico de spin. En los bordes de la capa
intermedia del pozo cuantico se pueden ver las corrientes polarizadas. Las cargas con spin opuesto se
desplazan en direccién opuesta por cada una de los bordes del sistema. Las esferas rosas representan las
cargas con spin down, y las celestes corresponden a spin up.

En definitiva, un sistema en el régimen QSH presenta dos ondas planas de spin definido en la
direccién paralela al borde del sistema, como se puede ver en la Figura 2.5, y localizados en las
otras direcciones sobre el mismo borde, que dan lugar a la conducciéon cuantizada en spin que lo
caracteriza. La particularidad de estos estados en pozos cudnticos compuestos por HgTe/CdTe es
que no requieren de la presencia un campo magnético externo, sino que son consecuencia directa
de la inversién de bandas.



Capitulo 3

Propiedades de la entropia de von
Neumann de la superposiciéon de
estados degenerados

Este Capitulo estd dedicado al estudio de la superposicién de estados degenerados a través
de la entropia de von Neumann, con el objetivo de predecir y maximizar el contenido de entrela-
zamiento para los estados del sistema. En la Seccién 3.1 se presentan la introduccién, motivacién
y propuesta de trabajo, en la Seccién 3.2 se presenta el criterio propuesto, en la Seccién 3.3 se
estudia la validez del mismo en distintos sistemas fisicos, y por ultimo la Seccién 3.4 se discuten
las conclusiones del trabajo.

3.1. Introduccion

ANTECEDENTES

Los protocolos propuestos en Informaciéon Cudntica para el aprovechamiento de fenémenos
cuanticos en el almacenamiento, procesamiento y transmisién de la informacién se basan en la
disponibilidad de sistemas cuanticos en estados puros o casi-puros. Esto representa un obstaculo
a la hora de implementar los protocolos por varios motivos. Uno de ellos es la posibilidad de
interaccion del sistema con su entorno y el fenémeno de decoherencia, dos procesos que disminu-
yen el intervalo temporal en que el sistema se mantiene en el estado en que fue preparado. Otro
obstaculo son los requerimientos para lograr un estado puro experimentalmente: no siempre se
puede obtener, ni certificar, la pureza del estado con que se llevara a cabo el protocolo deseado.

La necesidad de sobrepasar estos obstaculos y el avance en técnicas experimentales registra-
dos en los ultimos anos, dieron lugar a una variedad de métodos para producir estados puros
de forma fiable y repetitiva. Ejemplos de esto son los estados puros en Resonancia Magnética
Nuclear [35]-[37], los estados de electrones acoplados en puntos cudnticos [38] y los estados en
qubits superconductores [39]. A partir de esta bisqueda por generar estados con caracteristicas
determinadas, la generacién de estados superpuestos —en configuraciones especificas— fue explora-
da, y para ciertos sistemas se descubri6 que ofrecen una ventaja en determinadas tareas [40]-[43].
A lo largo de los afios se han estudiado superposiciones de estados para distintos sistemas: en [44]
se considera la superposicién entre estados Gaussianos y estados de Laguerre-Gauss, en [45] se
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estudian pares de fotones entrelazados en momento angular orbital y en [46] la superposicién se
da entre haces de Laguerre-Gauss compuestos, con intensidad y distribucién de fase sintonizables.

Paralelamente, el estudio de la superposicién de estados, es decir, de la capacidad de un sis-
tema cuantico de estar en varios estados al mismo tiempo, es de gran importancia en sistemas
de muchos cuerpos. En estos sistemas los autoestados del Hamiltoniano son, por lo general, de-
generados en energia y, al estudiar su contenido de entrelazamiento, podriamos considerar una
mezcla o la superposicién de estos autoestados degenerados. En [47] Osborne y Nielsen discuten
la diferencia entre estas dos opciones en el estudio del comportamiento del entrelazamiento en la
transicién de fase cudntica que aparece en el modelo de Ising transversal. A partir de ese trabajo,
el contenido de entrelazamiento de los autoestados degenerados en problemas de muchos cuerpos
se ha abordado para evaluar la relacion entre las interacciones de largo alcance y el entrelazamien-
to de pares de espines separados a diferentes distancias [48], la relacidn entre el entrelazamiento
y la simetria en estados simétricos ante permutacién [49], la diferencia entre superposiciones
simétricas y sin simetria de estados fundamentales, a través de la informacién mutua [50] y las
propiedades de entrelazamiento del conjunto de autoestados de diferentes Hamiltonianos [51],
[52], por nombrar algunos ejemplos.

MOTIVACION

Para un sistema cualquiera, consideremos todas las superposiciones de un conjunto de N
estados puros degenerados, y una medida de entrelazamiento sobre los mismos definida por una
funcién continua S. Dado que todas las superposiciones estan contenidas en un espacio compacto,
la funcién S sobre estos estados debe alcanzar un conjunto de extremos. Una pregunta natural a
responder es: jPara qué superposicién/es se alcanzan esos extremos? Podemos avanzar un paso
mas en esta direccion y preguntarnos si esta funcién tiene convexidad definida en funcion del
parametro de superposiciéon de estados y, de ser asi, si es posible predecirla.

Para el caso en que S es la entropia de von Neumann, poder predecir solo conociendo los
estados involucrados en la superposicién si su entropia es una funcién céncava o convexa del
pardmetro de superposicién, implicaria conocer de antemano cudl es la superposicion de estados
con mayor contenido de entrelazamiento: si la funcién es convexa los estados con mayor entropia,
y mayor entrelazamiento, son los estados con que se realiza la superposicién. Caso contrario, hay
una superposicién de estados que presenta mas entrelazamiento.

Cuando hablamos de autoestados degenerados de un sistema, estamos considerando una de
las posibles bases del espacio de Hilbert del mismo. Esto nos lleva a otra pregunta: la libertad
sobre la eleccién de una base que expanda el subespacio de estos estados degenerados, ;Tiene
algin impacto a la hora de calcular alguna medida de entrelazamiento de la superposiciéon de
estados?. Es decir, ;Depende la respuesta a la primer pregunta de la base utilizada?

Las preguntas formuladas fueron motivadas por el trabajo en la Referencia [53], donde los
autores estudian el modelo Calogero [54]-[56]. Para el caso de dos particulas bidimensionales, el
estado fundamental de este sistema es degenerado si la funcion de onda total es antisimétrica
ante la permutacién de las particulas. Consideremos una base formada por las autofunciones
del operador de momento angular perpendicular al plano bidimensional donde habita el sistema.
En esta base, las autofunciones del Hamiltoniano pueden ser designadas por 4. Denotando
por S(¢) a la entropia de von Neumann del operador de densidad reducido, obtenido trazando
una de las particulas del operador de densidad de dos particulas, los autores encuentran que
S(€) < S(y) = S(v-) para todo ¢ = /oy ++/1 — ap_, donde 0 < o < 1. Es decir, la entropia
de la superposicién de estos estados degenerados es menor a la de los estados superpuestos.

El objetivo que nos proponemos en este trabajo es estudiar si esta propiedad se extiende a
distintos sistemas de interés, y generar un criterio que permita predecir este comportamiento sin
tener que calcular S(&) para todas las superposiciones & posibles.
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PROPUESTA

Consideremos sistemas bipartitos en el espacio de Hilbert H = H4 ®H g, donde H 4 y Hp son
los espacios de Hilbert de los subsistemas A y B de iguales dimensiones (dim(H 4) = dim(Hp) =
d). Vamos a restringir los sistemas a aquellos en que alguna componente del momento angular
es una cantidad conservada, i.e, tales que

[H,L;] =0, (3.1)

donde H es el Hamiltoniano y L; la componente ¢ del momento angular, con i = x,y, z.
Para los autoestados degenerados de este Hamiltoniano, |¢;), tales que

Lilp5) = mjliy). (3.2)

nos centraremos en superposiciones de dos estados degenerados, que son también autoestados de
la componente z componente del momento angular total, L., con autovalores £Am. En particular,
si |[v0) v |11) son dos de estos autoestados, consideraremos la superposicién

Ya) = Valo) +VI—alp) ;3 0<a<l (3.3)

y la matriz densidad reducida asociada al subsistema A,

PA,a = T‘I‘Blwa><wa|a (34)

para estudiar la entropia de von Neumann de dichos estados en funcién de «, con el objetivo de
obtener un criterio que nos permita identificar las superposiciones de estados que presenten la
mayor cantidad de entrelazamiento. Para ello, serd necesario resolver el problema de autovalores
para los estados,

PAaP] = AJPY, (3.5)
donde {¢$} y {Af'} son los autovectores y autovalores del estado paq-

La biparticién de los sistemas para obtener p4 o, en el caso de dos particulas, es una eleccién
bastante natural: consideramos a las particulas 1 y 2 como los subsistemas A y B respectivamente,
y la traza se realiza sobre el espacio Hilbert de una de las particulas. En modelos de una sola
particula esta eleccién no es posible, y consideramos a las partes del sistema como los grados de
libertad espaciales. De esta manera, pa o se obtiene trazando una de las direcciones espaciales.
Este procedimiento se ha utilizado en otros trabajos, para evaluar la separabilidad de funciones
de onda que pueden escribirse como el producto de dos funciones que dependen de variables
separadas [15], y también para evaluar el entrelazamiento entre grados de libertad de sistemas
de una particula, por ejemplo entre la polarizaciéon y los grados de libertad espaciales de un
fotén [13] o estados arménicos tipo Rydberg [57].

Para evitar las dificultades que surgen cuando se requieren soluciones numéricas, y los errores
numéricos asociados, trabajamos con modelos con solucién exacta: dos osciladores arménicos
interactuantes (Seccién 3.3.1), el spherium [58], [59], sistema que pertenece a la clase de sistemas
cuasi-exactamente solubles (Seccién 3.3.2), un fotén cuyo estado es solucién de las ecuaciones
electromagnéticas en la aproximacién paraxial [60] (Seccién 3.3.3) y un sistema de dos spines
interactuantes (Seccién 3.3.4).

3.2. Ciriterio para la convexidad de la superposicion de es-
tados degenerados del momento angular

Antes de introducir el criterio, consideremos conceptualmente el escenario que estamos estu-
diando...
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\

Consideremos los subespacios V y V1 de H 4, dados por

Vo = span({f'}), (3.6)

donde ¢} son las autofunciones de la Ecuacién 3.5, y consideramos los indices j tales que
A§ > 0. Aqui o = 0,1 indica los autoestados [tg) y [1) en la Ecuacién 3.3. Los espacios
asi definidos son los subespacios no nulos del espacio de Hilbert del subsistema para cada
estado (a =0,1).

Teniendo en cuenta que Vj y V4 son subespacios del mismo espacio de Hilbert -el espacio
de Hilbert del subsistema A- podemos representarlos graficamente como los autovalores no
nulos en la misma matriz densidad reducida, expresada en la base diagonal, de la siguiente
manera:

/“a) \ /“b) \

donde el subespacio violeta representa a Vg y el verde a V. En esta Figura, dos de los posi-
bles escenarios estan representados. A la derecha, en b), se muestra uno de los casos en que
la interseccion de los espacios es nula. En este escenario, podemos ver que la superposicion
de los estados tiene un espacio no nulo significativamente mayor al de los estados por se-
parado, lo que en términos de entropia implica un mayor entrelazamiento. Por lo contrario,
cuando los subespacios tienen interseccién no nula, como en el estado de la izquierda, en a),
superponerlos no necesariamente va a aumentar la entropia. Si esto ocurre, va a depender
fuertemente de como es la superposicién de los estados, es decir, de «. Las posibilidades para
el estado de la izquierda en funcién del parametro de superposicion son que el contenido de
entrelazamiento aumente o disminuya con respecto a los estados |1g) v |1)1).

Con este escenario en mente, buscamos un criterio que nos permita saber cuindo es una
ventaja en cuanto a entrelazamiento superponer dos estados degenerados, sin tener que
evaluar la entropia para cada posible valor de a.

J

La idea presentada arriba es una imagen cualitativa del objetivo y motivacién de nuestro trabajo.
Para poder cuantificarla, y asi poder predecir y comparar la cantidad de entrelazamiento presente
en los distintos estados |1, ) considerados, es necesario considerar cantidades que contengan la
informacién planteada en su desarrollo. Para ello definimos las entropias not-shareable, not-shared
y remaining, que presentamos a continuacion.

e Entropia not-shareable (Sys) del subsistema A entre |1o) v |1), dada por

Snslpag) == D O A = (pan),| log (A1), (3.7)
0

A,0
A0S
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donde (pa,1), = Te(P*°pa1), P es un proyector unidimensional asociado al autovalor A°,
y O[z] = 2 6(x), donde O(x) es la funcién escalén Heaviside.

Esta entropia busca seleccionar, a través de la funcién ©, los autovalores que corresponden a
elementos de la base del espacio de Hilbert H 4 que las autofunciones |¢o) y |¢)1) no comparten,
es decir, representarian los elementos de la base que pertenecen a V; pero no a V4. Sin embargo,
cuando los autovalores de p4, son degenerados, los proyectores PZ-A’O no estan univocamente
definidos, y dependiendo de la eleccién de estos proyectores obtenemos diferentes valores de
la cantidad S,s. Como veremos en la Seccién 3.3.4, este problema se evita descomponiendo la
Ecuacién 3.7 en términos de autovalores degenerados y no-degenerados. Haciendo esto obtenemos

la expresion final para la entropia not-shareable:

deg(A0)

Suslpan) = =2 D O = (pan);, | log (A1), (3.8)
v=1

%

donde la primera suma recorre los autovalores de diferente valor, y la segunda recorre la degene-
racién de dichos autovalores.
A partir de esto, podemos definir una segunda entropia:

Entropia Not-Shared \

deg(A;?)
Sns(pao) = —Zmin Z S {)\?’O - <PA,1>W} log, (A7), (3.9)

v=1

donde el minimo se obtiene en cada subespacio asociado a los autovalores degenerados de pa .
Para degeneraciones bajas de los estados considerados, este minimo puede obtenerse de manera
analitica.

La entropia Not-Shared contiene informacién de pa ¢ que no se puede obtener del
estado pa 1 midiendo al dltimo en la base de autoproyectores del primero.

Por tltimo, consideramos la entropia del estado pao, S(pa,0), para obtener otra entropia
necesaria para nuestro criterio:

Entropifa Remaining

Sr(paon) =5S(pao) — Sns(pao)- (3.10)

La entropia Remaining cuantifica cuanta informacién se puede obtener sobre py4
cuando p4,; se mide utilizando los proyectores asociados a p4 o.
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Esto puede verse directamente cuando ambos estados, pa,o v pa,1 tienen valores propios no
degenerados y el mismo conjunto de vectores propios. En ese caso

Sp=—Y min (Af’o, A{“) logy (A1), (3.11)

y la suma corre sobre los valores propios /\;4’0 cuyos vectores propios pertenecen a Va [ Vg.

Estas dos cantidades, las entropias Remaining (R) y Not-Shared (NS), representan entonces
cudnto comparten o no comparten, respectivamente, los estados |1g) v [¢)1) en la base de H 4.
Es decir, son cantidades que pueden servir como indicadores de los escenarios planteados en el
Cuadro 3.2. Como veremos en la Seccién 3.3, a partir de estas cantidades se puede definir un
criterio para predecir el comportamiento de la entropia en funcién de «, y puede expresarse de
la siguiente manera:

s N

Dados dos autoestados degenerados de un sistema bipartito, con autoestados de una
componente del momento angular dados por +hm, la cantidad

Qc = sgn(Sr(pao) — Sns(pap)), (3.12)
donde Syg y Sg estan definidas en las Ecuaciones 3.9 y 3.10, cumple la propiedad

1 do S(pa,a
0. :{ cuando S(pa,.) es convexa (3.13)

—1 cuando S(pa,q) es concava.

\ J

Nuestro criterio establece una relaciéon entre la convexidad de la entropia de la superposicién
de estados degenerados en funcién del pardmetro de superposicién, «, con una cantidad entropica
que depende sélo de los estados a partir de los cuales se hace la superposicion.

Vale la pena sefialar que el criterio se puede establecer también en términos del estado pa 1
con respecto al estado p4 0, sin que las implicaciones del criterio propuesto se vean afectadas, asi
como utilizando pp o como elemento de estudio, ya que el sistema bajo estudio es bipartito (ver
Ecuacién 2.15).

3.3. Testeando el criterio

En esta Seccién se presentan los resultados obtenidos al testear el criterio propuesto en:
dos osciladores arménicos interactuantes (3.3.1), el modelo spherium (3.3.2), la funcién de onda
Laguerre-Gaussiana de un fotén (3.3.3) y las autofunciones de la suma de dos operadores de
momento angular (Seccién 3.3.4).

Los sistemas considerados fueron elegidos por ser modelos exacta o casi exactamente solubles,
cuyos estados no requirieran una cantidad excesiva de calculos a realizar, o tiempo de cémputo
elevado. Cumpliendo estas condiciones encontramos algunos sistemas fuertemente correlaciona-
dos, y algunos que sirven como toy models para testear el criterio. Es notable que pudimos
formular un criterio que nos brinde la informacién buscada en todos ellos.

3.3.1. Autoestados de dos osciladores armonicos interactuantes

Entre los problemas bipartitos con solucién exacta tenemos el de dos particulas confinadas
en una trampa armonica, que interactiian armoénicamente entre si. En el caso bidimensional, el
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Hamiltoniano de este sistema estd dado por

H(E,52) = —5 73 —5 V3 +3lfil + 5|8l + Mg — P, (3.14)
donde Z; = (z;,vi), /7 es el Laplaciano bidimensional, e i = 1,2 es el indice que numera las
particulas. Por simplicidad en la notacién, trabajamos con unidades tales que A = 1, m = 1,
w =1, donde m es la masa y w es la frecuencia de ambos osciladores. El pardmetro A permite
pasar de un sistema no interactuante (A = 0), a uno interactuante (A > 0).

Este sistema puede mapearse a un sistema de dos osciladores no interactuantes, para cualquier
valor de A. Haciendo esto, es posible obtener los autoestados de cada oscilador, y los autoesta-
dos del sistema pueden escribirse como el producto de las soluciones para los sistemas de una
particula. Para ello se introducen las coordenadas centro de masa y relativas como

—

R=21+ 75 y 7= T — T, (3'15)

respectivamente. Con este cambio de coordenadas, el Hamiltoniano de la Ecuaciéon 3.14 puede
escribirse como

—.

H(R,7) = H,,(R)+ H,, (7 (3.16)
1 - 1
= —V122+1|R|2—V3+(1+)\)|ﬂ27

donde H, es el Hamiltoniano del oscilador armoénico bidimensional con frecuencia w y masa
m = 1/2. Como se puede ver el la Ecuacién 3.16, el oscilador que depende de las coordenadas
relativas tiene una frecuencia w, = v/4\ 4+ 1, mientras que en las coordenadas centro de masa, la
frecuencia es wg = 1.

Las autofunciones y los autovalores de los Hamiltonianos de una particula en la Ecuacion 3.16
son conocidos en varios sistemas de coordenadas [61]. En coordenadas cilindricas, las autofun-
ciones |m,n) del oscilador bidimensional en el plano (z,y) de una particula que son, a su vez,
autofunciones de la componente z del momento angular (L), satisfacen

H,|ln,m) = (2n+|m|+1w|n,m), (3.17)

L:n,m) = min,m),

donde w representa a las frecuencias wr 0 w, y m, m son los nimeros cuanticos que determinan
el estado.

Para el Hamiltoniano de dos particulas, Ecuacién 3.16, tenemos entonces que los estados
|n, m,1,p) = |n,m) |l, p), satisfacen

Hin,m,l,p) = [2n+|m|+ wr+ 20+ |p| + Dw,] |n,m,1,p), (3.18)

L. |n,m,l,p) = (m+p)[n,m,1l p), (3.19)

donde L, = L,, + L, eslasuma de las componentes z del momento angular para los osciladores
centro de masa (R) y relativo (r).

A partir de las Ecuaciones 3.18 y 3.19 podemos ver que, cuando w, = v/4X + 1 es un niimero
natural, hay distintas formas de seleccionar los niimeros cuanticos n, m,[ y p para obtener auto-
funciones degeneradas con diferentes valores de nimero cuantico del momento angular, a partir
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de las cuales se generard el estado superpuesto en la Ecuacién 3.3. En particular, trabajaremos
con la superposicion de estados que posean la misma energia y autovalores opuestos para L.

Para definir los subsistemas A y B para este sistema, tomamos a las particulas 1 y 2. Por lo
tanto, la matriz de densidad reducida de un determinado estado esta dada por

pA(flvfll) :/d2x2 wz,m,l,p(flvf2>wn7m,l’p(f/17'f?)' (3'20)

Es decir, la traza se toma sobre los grados de libertad espaciales de la particula 2. En la Ecua-
cién 3.20, la funcidén 9, m 1,(F172) es la funcién de onda correspondiente al estado |n,m,l, p).
La matriz densidad reducida para el estado mixto p4 . se define de manera andloga a la aqui
presentada. Para mas detalles sobre una expresién explicita de las autofunciones del sistema, y
de los célculos necesarios para implementar el criterio en estos estados, ver el Apéndice B.

A continuacién, veremos como actia el criterio en este sistema para algunos casos particulares.

Osciladores no interactuantes (A = 0)

El sistema bajo estudio, cuyo Hamiltoniano se presenté en la Ecuacién 3.14, admite dos
regimenes en que las particulas interactiian entre si, o no lo hacen. Comenzaremos analizando
este ultimo caso.

Para seleccionar estados a partir de los cuales construiremos el estado mixto, la tinica res-
triccién sobre los ntimeros cuanticos fue impuesta para obedecer a la formulacién del criterio.
Tomamos estados con ntimeros cuanticos m y p tales que la superposiciéon se dé entre estados
con momento angular total opuesto, mientras que para n y [ la condicién estd impuesta por la
Ecuacién 3.18, para que los autoestados sean degenerados.

4.25 T T T T 4.5 T i ' '
aF 1 % — =
\ \//
N 35 T
3.75F \\ S e
S \\ P S 3 |
3.5f ~_ 1
2.5F [— 0022 vs 0022 1
| |— 0031 vs 0031 i — 0022 vs 1111
3.25 3100 vs 0031 0022 vs 1111
— 0031 vs 1120 (a) 2F |=1iiivs a1 (b) 1
1 1 1 1 1 1 1 1
02 04 06 08 10 02 04 06 08 1

Figura 3.1: Entropia de von Neumann en funcién del pardmetro de superposicién «, para los estados
[a) = Va|n,m,l,p) + 1 —aln’,m',l',p’) con A =0 (osciladores no interactuantes). En las leyendas,
los nimeros cudnticos negativos, —n, estdn denotados por n. (a) Para |m + p| = 1, se muestran las
superposiciones de los estados |1,1,2,0) con |0,0,3,—1) (curva roja), |0,0,3,—1) con |0,0,3,1) (curva
azul) y [0,0,3,—2) con |3,1,0,0) (puntos verdes). (b) Para |m + p| = 2, se muestran las superposiciones
de los estados |0, 0,2, —2) con |0,0,2,2) (curva negra), |0,0,2, —2) con |1,1,1,1) (curva azul), |0,0,2,2)
con |1,—1,1,—1) (puntos verdes) y |1,1,1,1) con |1,—1,1, —1) (linea roja). Ver los valores de Q. corres-
pondientes en la Tabla 3.1.

En la figura 3.1 se muestra el comportamiento de la entropia de von Neumann como funciéon
del parametro de superposicién «, para estados de la forma

[Va) = Valn,m,l,p) +vV1—aln',m' ' p'). (3.21)
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nmlp | n’m/U'p’ \ curvatura \ Q. \ Son \ SNs \ Sk
Im+p|=1

0031 0031 convexo + | 3.907 0 3.907

0031 3100 convexo + | 3.907 0 3.907

1120 0031 concavo — | 3.704 | 1.959 | 1.745
lm +p| =2

0022 0022 convexo + 3.94 0 3.94

0022 1111 concavo - 3.94 | 2.85 1.09

0022 1111 concavo - 3.94 2.85 1.09

1111 1111 convexo + | 2.94 0 2.94

Cuadro 3.1: Entropias, curvatura y el valor de Q. para las superposiciones de estados consideradas en
la Figura 3.1. Notar que los niimeros cudnticos negativos, —n, estan denotados por n.

Como primera observacién, notamos que en los casos presentados la entropia de von Neumann
en funcién de « presenta una curvatura definida: dados dos estados, la entropia de superposicién
es céncava o convexa como funcién de «. Esto es asi para todos los casos estudiados,
en todos los sistemas, y responde a una de las preguntas planteadas al iniciar el trabajo,
permitiéndonos avanzar en la formulacién del criterio.

Las distintas superposiciones de estados estan representadas con distintos colores en la Fi-
gura 3.1, para [m + p| = 1 en el panel a) y |m + p| = 2 en el panel b). En los recuadros de las
figuras se indica qué estados participan de cada superposicion, utilizando la notacién n cuando
el niimero cudntico es negativo. En la Tabla 3.1 se presentan los valores de Q). para los estados
presentados en la Figura 3.1, asi como la curvatura observada y el valor de las entropias invo-
lucradas en el calculo de Q.. En todos los sistemas que analizaremos, los valores de Sy, Sns v
Sr se incluyen para evidenciar su variabilidad, a pesar de la cual el criterio permite obtener una
correcta prediccion de la curvatura de la entropia versus a.

En el desarrollo de este primer ejemplo podemos ver, contra nuestra intuicién inicial, que los
estados degenerados no siempre son iso-entrépicos. En este ejemplo encontramos que la condicién
para que dos estados tengan la misma entropia es n,l = n’,l’. Encontramos ademds que esta
caracteristica, si bien no era esperada, no afecta a la definicién del criterio.

Osciladores interactuantes (A # 0)

Si bien el sistema de dos osciladores armonicos interactuantes en una trampa armonica es
exactamente soluble, la evaluaciéon de los elementos de matriz necesarios para obtener los au-
tovalores del operador densidad reducido es un proceso computacionalmente muy exigente (ver
Apéndice B). Para evitar este problema, utilizamos autofunciones variacionales -muy precisas-,
obtenidas a partir de método de Rayleigh-Ritz (ver Apéndice A) utilizando como base al conjun-
to de funciones que son producto de las autofunciones del oscilador arménico de una particula.
La precisién de este procedimiento se puede evaluar comparando los autovalores variacionales
con los autovalores exactos calculados mediante la Ecuacién 3.18. Para todos los casos que se
discuten en esta Seccién, estas dos cantidades difieren en menos de 1 x 1074,

Una vez obtenidas las autofunciones variacionales, se pueden utilizar para evaluar la repre-
sentaciéon matricial del operador densidad reducido, y obtener sus autovalores.

Trabajar con las autofunciones variacionales presenta, sin embargo, un problema: asignar
nimeros cuanticos a los estados asi obtenidos es, en la mayoria de los casos, una tarea complicada.
En el sistema bajo estudio, este inconveniente puede evitarse eligiendo un valor particular del
pardmetro de interaccién, A = 0,7, que separa adecuadamente las frecuencias wg = 1y w, ~
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1,949, y utilizando en la base de funciones del método funciones con valores bien definidos
de L,. Para los estados de menor energia, es posible etiquetar inequivocamente la autofunciéon
variacional utilizando el conjunto de ntimeros cuanticos en Ecuacién 3.18.

[ T T T T T T T T T ]
4.5 — 0200 vs 0200
[ 1200 vs 1200| 1
4k — 1100 vs 1100|
| — 2100 vs 2100
We—
S 3k |

osf — — —]

0 02 04 06 08 1

Figura 3.2: Entropia de von Neumann en funcién del pardmetro de superposicién « para los estados
[a) = Va|n,m, 1 p)++/1 —a|n’,m',l',p’) de dos osciladores interactuantes con A = 0,7y |m~+p| = 1, 2.
Las combinaciones de estados que se muestran son |0,—2,0,0) con |0,2,0,0) (rojo), |1,—2,0,0) con
|1,2,0,0) (verde), |1,—1,0,0) con |1,1,0,0) (azul), y |2,—1,0,0) con |2,1,0,0) (negro). En la leyenda,
los niimeros cudnticos negativos, —n, estan denotados por n.

La entropia de von Neumann como funcién del pardmetro de superposicién se muestra en Fi-
gura 3.2 para distintas superposiciones de estados, cuya expresién esta dada en la Ecuacion 3.21.
Los valores correspondientes a las entropias de von Neumann, not-shared y remaining y a la
cantidad @, se presentan en la Tabla 3.2. Aqui se puede observar que la curvatura obtenida para
los distintos estados coincide con la prediccién del criterio.

nmip \ n'm'l'p’ \ curvatura \ Q. \ Son \ SNs \ Sk
m+p[=1

1100 1100 convexo + | 2.717 | 1.034 | 1.683

2100 2100 convexo + | 3.487 | 1.121 | 2.366

m +p|=2
0200 [ 0200 | concavo | — | 1.776 | 1.123 [ 0.653
1200 | 1200 | concavo | - | 3.006 | 1.740 | 1.266

Cuadro 3.2: Entropias, curvatura y el valor de Q. para los estados de dos osciladores interactuantes,
con A =0,7y |m+p| = 1,2, mostrados en la Figura 3.2.

Como veremos, este ejemplo muestra todos los rasgos caracteristicos de lo que puede obser-
varse en las superposiciones de estados degenerados. Tanto la posibilidad de que la entropia de
von Neumann en funcién del parametro pueda ser céncava o convexa, como el hecho de que dos
estados degenerados seleccionados con las condiciones impuestas pueden no ser iso-entrépicos,
son caracteristicas con las que no contdbamos al iniciar este trabajo. Sin embargo, la curvatura
de estos estados estd bien definida, y sus cambios son predichos correctamente por el criterio
presentado en Seccién 3.2.
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3.3.2. Autoestados del modelo Spherium

Como vimos en la Seccién 2.1, el estudio de cantidades de informacién cuantica requiere el
conocimiento del estado del sistema. En sistemas de dos particulas interactuantes, este trabajo
esta limitado por la poca cantidad de modelos exactamente solubles disponibles. Es por esto
que la mayor parte de trabajos en esta area se basa en el estudio de sistemas cuasi-exactamente
solubles [62], [63], como el modelo Calogero -y sus variantes- [54]-[56].

Por modelos casi-exactamente solubles, entendemos a aquellos modelos para los cuales solu-
ciones exactas pueden obtenerse para una porcién finita del espectro de energias. Entre estos,
se encuentra el modelo Spherium, que fue propuesto y ampliamente estudiado por Berry y cola-
boradores [64]-[67] para el estudio de estados y correlaciones de dos particulas confinadas en la
superficie de una esfera D-dimensional. Actualmente este modelo es uno de los mas completos
para el estudio de correlaciones electrénicas [68]. En [58] se demostré que este modelo es exac-
tamente soluble para combinaciones particulares del radio R y la dimensién D de la esfera en
cuya superficie las particulas estan confinadas, encontrando ademéas que para D = 3 se obtiene
la mayor similitud a un sistema fisico real. En esta Seccién, nos enfocaremos en la descripcién
de este sistema y estudiaremos la aplicaciéon de la conjetura propuesta en el mismo.

SISTEMAS DE DOS PARTICULAS EN UN POTENCIAL ESFERICO

Muchos métodos han sido desarrollados para el estudio de estados de uno o varios electrones en
sistemas atomicos. En general, la solucion a este problema se debe abordar de manera diferenciada
para los distintos estados electrénicos posibles en un dtomo. En el caso particular del dtomo de
Helio, el estudio de métodos para la obtencion de sus estados data desde el trabajo de Hylleras en
1929 [69], donde se reduce el problema de autoestados para los niveles 15¢ y 2S¢ a una ecuaciéon
que depende de las variables triangulares 71, 7o y 712.

Desde esa fecha al presente, muchas apro-
ximaciones han sido propuestas para atacar )
este problema en una manera mas exacta. En
particular, en el ano 2008, Grzegorz Pestka
publica un trabajo [70] en que reduce la so-
lucién de la ecuacion de Shrodinger de dos
particulas -no necesariamente idénticas- en un
potencial esférico, a la solucién de un sistema
finito de ecuaciones.

El Hamiltoniano estudiado en [70], en coor-
denadas esféricas, estda dado por:

1 1
> = _ivf - §V§ +V(ry,ra,m12),  (3.22)

donde V7 es el Laplaciano en las coordenadas
de la particula i, y V es el potencial que de-
pende tinicamente de las coordenadas radiales

de las particulas, 71 y 72, y de la distancia
entre las mismas, ri5. Esta coordenada, aun-
que redundante, se incluye porque simplifica
el tratamiento de las autofunciones obtenidas
[69], v es de particular interés en sistemas don-
de r1 y r2 son constantes, como es el caso del
Spherium, representado en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Representaciéon del modelo
Spherium. Las coordenadas 71 y 72 son
constantes e iguales a el radio de la esfe-
ra, R.
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Para el Hamiltoniano en la Ecuacién 3.22, el autor busca autofunciones que sean, a su vez,
autofunciones del momento angular orbital total y de una de sus componentes. Para ello, toma
funciones que son un producto entre una funcién radial y una funcién angular,

Y(r1,r2) = f(r1,72,712)Q00, (71, 72), (3.23)

donde £2;,, (71, 72) son las autofunciones del momento angular, con autovalor [; para cada parti-
cula.

A partir de esto, encuentra sistemas de ecuaciones a revolver para obtener los autoestados
del sistema para distintos valores del momento angular total, y distintas paridades. Algunos
detalles del procedimiento para obtener las autofunciones, para los casos que consideramos en
este trabajo, se encuentran en el Apéndice C.

AUTOESTADOS DEL SPHERIUM PARA L =2

El Hamiltoniano de la Ecuacién 3.22 puede reducirse al del modelo Spherium tomando

1
V(ri,re,m12) = —. (3.24)

12
A partir de los célculos presentados en el Apéndice C, se pueden obtener las autofunciones
para este modelo. En particular, consideramos el caso en que el nimero de momento angular total
es L = 2, y aquellos estados con paridad m = (—1)**!. Estas autofunciones dependen tinicamente

de dos funciones radiales, @15 y P31 (donde los subindices indican los momentos angulares de las
dos particulas, l1,ly = 1,2) que son las soluciones al sistema de ecuaciones acopladas

{_1( 0? +4R2—r%2 0 )_1( 0? 6R%2 —2r3, 0 >+L—E}<I>12
2 87”%2 R27’12 87’12 2 87”%2 R2T‘12 6?”12 T12

1 0

— Py =0, 3.25
+T12 0ria s ( )

1/ 02 4R%2 — 712, 0 1/ 02 6R?> —2r2, 0 1
3Gt T o) "2t e ) e B
2 (97’12 R T12 87‘12 2 (97’12 R 12 87”'12 12
1 0
— P15 =0. 3.26
T12 Or12 12 ( )

En las Ecuaciones 3.25 y 3.26 la tnica coordenada involucrada es r12, ya que los radios de cada
particula son fijos (11 = 12 = R).

Una solucién particular a estas ecuaciones es de la forma ®15 = ®9; = P, con lo que las
ecuaciones 3.25 y 3.26 se reducen a una tnica ecuacién, dada por

02 4 3 0 1
— =y =— - —+E|®=0. 2
[87’%2 + (7"12 2R2 7"12) 87"12 12 + O (3 7)

Usando el ansatz

d=1+ T12/Oé, (328)
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encontramos que esta funcién es una solucién exacta al problema para a = 4 y R%2 = 6, donde R
es el radio de la esfera.

Con esto, y los resultados para las funciones €, ;, de la Ecuacién 3.23 (ver Apéndice C),
obtenemos el conjunto de funciones de onda con L =2y M = 0,£1,+2 dadas por

Wo 0 (1, Qo 712) = (V93 (1, Q2) — V73" (2, 01)) (1 + 712/4), (3.29)

donde yfév [(Ql,Qg) son las autofunciones habituales del momento angular total definidas en
términos de los armonicos esféricos y los coeficientes de Clebsch-Gordan.
Para la superposicién de estados, tomamos

WMl = VT= aWy ) + Vals . (3.30)

2.6——————————

25

24
S2.3
2.2

2.1

Figura 3.4: Entropfa de von Neumann en funcién del pardmetro de superposicién «, para el modelo
Spherium con L = 2. Los estados presentados son combinaciones lineares de los estados en la Ecua-
cién 3.30, con |M| =1 en negro y |M| =2 en rojo.

Como se puede ver en la Figura 3.4 para las dos elecciones posibles, |[M| = 1,2, la entropia
de von Neumann es convexa para |M| = 1 (curva negra) y céncava para |M| = 2 (curva roja).
La cantidad @., mostrada en Tabla 3.3, predice correctamente la convexidad en ambos casos.

LM | LM’ | curvatura | Q. | Sns Sr
21 21 convexo + | 0.917 | 1.584
22 22 concavo — | 1.422 | 0.578

Cuadro 3.3: Curvatura, entropfas y el valor de Q. para los estados incluidos en la Figura 3.4.

La complejidad en el calculo de los estados, y en la implementacién numérica para la obtenciéon
de los resultados, hace que probar el criterio para mas autoestados del sistema no sea una tarea
redituable. Sin embargo, los casos analizados suman evidencia al correcto funcionamiento del
criterio propuesto.

3.3.3. Estados de Laguerre-Gauss de un fotén

Otro candidato interesante para testear el criterio, es el estado de dos fotones entrelazados.
Los estados de dos fotones pueden construirse, desde un punto de vista teérico, aplicando dos
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operadores de creacién al estado de vacio. Desde el punto de vista experimental, el método
més utilizado es la conversién paramétrica descendente espontdnea (SPDC por sus siglas en
inglés) [60]. Es bien sabido que el mecanismo SPDC proporciona un par de fotones en un estado
entrelazado, que puede ser utilizado para realizar diferentes tareas de informacién cuantica,
convirtiendo un fotén de mayor energia (fotén de bombeo) en una pareja de fotones de menor
energia.

Sin embargo, el estado de dos fotones depende del modo del fotén de bombeo y de las
condiciones de conservacién de la fase total. Por lo tanto, para analizar un caso mas sencillo, nos
centramos en los estados de un fotén y utilizamos el concepto de entrelazamiento de una sola
particula [13], donde se traza un grado de libertad de la funcién de onda del fot6n.

Como estamos interesados en estados que son autoestados L, los estados Laguerre-Gaussianos
de un fotén son una opcién para probar el criterio. Estos estados, que son los modos transversales
que describen la propagacién libre de un fotén con energia hwy y son soluciones de la ecuaciéon
de Helmholtz en la aproximacién paraxial, estdn dados por [13], [60]

4ar(—1)HFImIg
LG (1. = _
g (K575 1) = 2 TmID) (2)

2 .
T\m|ezm¢>Lyn| ( r ) eikz—iwkt—TQ/sz(z)’

0 (3.31)

donde r, ¢, z son las coordenadas cilindricas, m es el nimero cuantico de la componente z del
momento angular orbital, [ > 0 el indice ra-

dial, Ly"l son los polinomios de Laguerre mo-
dificados, y la funcién s(z) es una cantidad
clasica que cuantifica el ancho del haz a lo lar-
go de la direccién z:

s%(z) = s2 + 22—2

k

Las distintas combinaciones de los nime-

ros cuanticos que definen a este estado, dan

lugar a distintos perfiles del haz, algunos de
los cuales se muestran en a Figura 3.5.

De aqui en adelante, suprimimos el super-

(3.32)

z . LG . . .7

indice en w7 para simplificar la notacién y

hacemos el cambio de variable x = r/s(z).
Para una superposicién dada por

Figura 3.5: Perfiles del haz para los estados de
Laguerre-Gauss con distintos niimeros cudnti-
Cos.

J

(3.33)

|¢a> = \/a|ulm> +v1l-«a |Ul’m/> s

donde tanto I, m como I’; m’ son ntimeros cudnticos compatibles con la ecuacién 3.31, calculamos
la matriz de densidad reducida

{auzkm(w7 Y, Z) Ulm(l‘/, Y, Z)

0
pred($7xl) = / dy
—00

+ (]' - a) uzk’m/ ($7y7 Z) Uy m! (ff/».% Z)
+ Oé(l - a) [Uzkm(%%z) Uy m/ (x/7yaz)

+ uz‘/m’(wﬂyaz) ulm(xlvyvz)] } ) (334)

donde z se considera un parametro y x, y son las coordenadas cartesianas perpendiculares a z.
La definicion de la matriz densidad reducida en coordenadas cartesianas se debe a que en el caso
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de una tunica particula, la particién del sistema debe ser sobre distintos grados de libertad del
estado de la misma: una vez fijado z, consideramos a las coordenadas x e y como los subsistemas
Ay B, obteniendo asi la entropia de espacio real (2.2.3). El cambio de coordenadas, de cilindricas
a cartesianas, obedece a la necesidad de que estos subsistemas estén correlacionados de alguna
manera: como se puede ver en la Ecuacién 3.31, en coordenadas cilindricas a z fijo el estado
del sistema es un estado producto ¢(¢)1(r), con lo cual S(pao) = S(pa,1) = 0 para cualquier
combinaciéon de estados. Este escenario no es de interés para comprobar el criterio ya que la
Unica posibilidad es que la entropia del estado superpuesto sea mayor o igual a la de los estados
considerados.

Consideramos matrices de densidad reducidas a valores constantes de z, ya que de lo contrario
los estados LG en la Ecuacién 3.31 no son funciones de cuadrado integrable. Esto podria evitarse
si se implementa el cdlculo de las matrices de densidad reducidas, y las correspondientes entro-
pias, utilizando modos de LG en una cavidad [71], [72], que son estados de cuadrado integrable
similares a los de la Ecuacién 3.31, por lo que la dependencia de la variable z se puede trazar
completamente. Sin embargo, no estudiaremos este caso por la dificultad analitica que estos es-
tados representan, y porque consideramos que, desde el punto de vista del criterio propuesto,
estos estados no representan un nuevo escenario.

Para testear el criterio es necesario obtener los elementos de la matriz

[pred]“b - /_Oo da /_DO dx/fa(aj)pred(xax/)fb(x/)’ (3'35)

donde las funciones de una coordenada para la base variacional utilizadas son las funciones de

Hermite 1

VV/m2%al

Una vez obtenida la expresiéon matricial del operador densidad reducido, pyeq, podemos proceder
a su diagonalizacion para obtener los autovalores y autofunciones necesarias para aplicar el
criterio.

La figura 3.6 muestra los resultados obtenidos para distintas superposiciones |1),). Como se
puede observar, los autoestados de un fotén no pueden proporcionar una superposicién con una
entropia de von Neumann mayor a la de los estados superpuestos. Esta conclusién, que podria
considerarse erréneamente una consecuencia del muestreo de casos utilizado, se debe a que la
funcién de onda de un fotén depende de las dos coordenadas transversales, = e y, exactamente
de la misma manera. Queda claro a partir de la ecuaciéon 3.31 que el estado con ntimero cuantico
m depende del mismo conjunto de polinomios de Laguerre que el estado con niimero cuintico
—m. Asi, al trazar una u otra coordenada las correspondientes matrices de densidad reducida
que entran en el calculo del criterio, ambas ocupan la misma porcién del espacio de Hilbert de
una coordenada (dim(Vy) = dim(V7)). En consecuencia, la entropfa Remaining siempre supera
a la entropia Not-Shared.

Como muestran los resultados incluidos en la Tabla 3.4, y acorde a las consideraciones expues-
tas en el parrafo anterior, el criterio predice correctamente la curvatura de las superposiciones
consideradas.

Si bien en la formulacién del criterio consideramos estados que sean autoestados del momento
angular con autovalores opuestos, en este sistema incluimos algunas superposiciones con m #
—m’. Como se puede ver en la Figura 3.6, si m = —m’ la entropia es simétrica respecto a
«, propiedad que no se cumple si |m| # |m/|. Recordemos que el mismo comportamiento se
observé para la autofunciones del oscilador arménico (Seccién 3.3.1). En estos casos, que no
estdn contemplados en las condiciones para establecer el criterio, podemos ver (Tabla 3.4) que
el mismo funciona correctamente.

falz) = Ha(:c)e*ﬁ/z, a=0,1,2.... (3.36)
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Figura 3.6: Entropia de von Neumann en funcién del pardmetro de superposicion «, para
los estados |1,) de la Ecuacién 3.33. Las superposiciones con | = ' y m = -m' para
(la=0, Ma=0,la=1,ma=1)=(1,—-1,1,1),(3,—-3,3,3) y (2, —1,2, 1) se muestran con curvas negra, roja y ver-
de respectivamente. Otras combinaciones, con (la=o0, Ma=0, la=1, Ma=1)=(2,2,2,1),(2,—2,1,1) se mues-
tran en azul y marrdén, respectivamente.

Im | U'm | curvatura | Q. | Sns Sk

11 11 convexo + 0 0.796
21 21 convexo + 0 0.894
21 22 CcONnvexo + 1 0.194 | 0.700
11 22 convexo + | 0.187 | 0.608
33 33 convexo + 0 1.323

Cuadro 3.4: Curvatura, entropias y el valor de Q. para los estados incluidos en la Figura 3.6.

3.3.4. Autoestados del momento angular total de dos particulas

Los ejemplos analizados en las Secciones anteriores proporcionan una fuerte evidencia de la
validez del criterio expuesto en este trabajo sobre la curvatura de la entropia de von Neumann
de las superposiciones de estados degenerados. Estos ejemplos, ademas, representan sistemas
relevantes en el estudio de sistemas cudnticos y sus propiedades. Sin embargo, las matrices de
densidad reducidas, pa,, presentan autovalores no degenerados en todos los casos. Dado que el
criterio se basa en la comparacién de los subespacios que expanden los autoestados de pa, y
pPA.1, es crucial ver que ocurre cuando estos espacios tienen autovalores degenerados.

Un ejemplo exacto que muestra matrices de densidad reducida con autovalores degenerados
puede construirse a partir de la suma de dos operadores de momento angular. Como es habitual,
consideramos estados tales que

L2|LM;ly,ls) = L(L + 1) |LM;ly,ly) 3 L.|LM;ly,ly) = M|LM;ly,ly), (3.37)

donde L? = (L + Ly)? y L, = Lil) + Lg). Para cada particula, el cuadrado del operador de
(2)

momento angular, L?, y su componente z, L3, tienen autofunciones en comin, que satisfacen

ng |li,mi> = lz(ll + 1) |ZZ', mz> ; LZ |ll, mi> =m,; |li,mi) s (338)

para i =1,2.
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Figura 3.7: (a) Entropfa de von Neumann en funcén del pardmetro de superposicién «, para los estados
de la Ecuacién 3.42 con £ = 3y L = |M]|. Los valores de | M| y L correspondientes a cada curva se incluyen
en la leyenda del panel. (b) Las entropias de von Neumann, remaining y not-shared, calculadas para los
casos incluidos en el panel (a) usando puntos negros, rojos y azules respectivamente. Los cuadrados
corresponden a la entropia not-shareable obtenida utilizando la base candnica del momento angular, y
los tridngulos corresponden al célculo utilizando otra base.

Para fijar ideas, consideremos el Hamiltoniano para dos spines interactuantes, dado por

H=L?-L?=L{+L3+2L; - Ly — L2, (3.39)
y consideramos dos spines con el mismo nimero cudntico angular, Iy = I = £, con lo cual
0<L <20
Las autofunciones del Hamiltoniano en la Ecuacién 3.39 estdn dadas por
Vit =Y C(t,maslmy; L £L) Yo m, (94)Yem, (Q2), (3.40)
mi,ma

donde C'(¢,m1; ¢, ma; L, M) son los coeficientes de Clebsch-Gordan y Yz ,,, los arménicos esféricos
[73].
Los estados y} éL y yf [L son degeneradas, ya que

BY = Ly (3.41)

y para L fijo son los estados con minima energia.
Para testear el criterio, consideramos las superposiciones dadas por

Yo = VoY P +VT=ay; t (3.42)

La Figura 3.7(a) muestra la evaluacién de S(pao) para el caso ¢ = 3, |[M| = Ly L =
1,2,3,4,5 y 6. Se puede apreciar que los casos L = 3,4,5 y 6 tienen una curvatura distinta a los
casos L = 1y 2. En la Figura 3.7(b) se analiza la diferencia entre las entropias not shareable y
not shared, y el efecto que tienen la eleccién de dos bases distintas para resolver el subespacio
degenerado. Recordemos que la entropia not shared se define para solventar el posible problema
que puede representar tener autofunciones degeneradas de la matriz densidad reducida. En esta
Figura se muestra, para los distintos valores de L, el valor de la entropia de von Neumann en
puntos negros, la entropia not shared en puntos rojos, y las entropias not shareable en cuadrados
rojos para la base candnica y en tridngulos rojos para otra eleccién de base, discutida mas
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L | |M| | curvatura | Q. | Sns Sk
1 1 CoOnvexo + | 0.196 | 1.558
2 2 convexo 4+ | 0.550 | 0.997
3 3 concavo — | 1.031 | 0.299
4 4 concavo - | 1.067 0

5 5 concavo - 1 0.693 0

6 6 coéncavo 0 0 0

Cuadro 3.5: Curvatura, entropias y el valor de Q. para los estados incluidos en la Figura 3.7.

adelante. En azul, las curvas corresponden a las entropias remaining obtenidas a partir de las
entropias not shared mencionadas anteriormente, utilizando el mismo cédigo de iconos. Las lineas
se incluyen para facilitar la comparaciéon de casos. Es evidente que utilizando estas entropias
el criterio detecta la convexidad correcta de todos los casos, como se muestra en Tabla 3.5,
evidenciando que la entropia not shared es necesaria en los casos de degeneraciones en p4 o.

Es interesante analizar con cierto detalle el caso £ = 3 y L = 2. Las matrices de densidad
reducidas pueden calcularse explicitamente y, en la base de momento angular estandar de una

particula {|m = 3),|m = 2),...,|m = —3)}, son matrices diagonales
5 9 2 5 5
=diagy —=, =, =)=y = 0,0 3.43
PA0 ’Lag{4272177a217427 ) }a ( )

5 5 25 5}. (3.44)

paa = diag {0707 2T 2
Como se puede observar, estas matrices tienen dos pares de autovalores degenerados, el primero
y quinto son el primer par (A = 5/42), y el segundo y cuarto son el segundo (A = 5/21) para
PAO-
Para degeneracion dos de los autovalores, el minimo involucrado en el cilculo de la entropia
not shared se puede obtener analiticamente. Si A es el autovalor degenerado de pao y A1y A2
son los autovalores de pa 1 tales que \; = (pa.1)i, entonces el término

S=min{0[A={pa1),] +O[A=(pan),]}logs(1/N), (3.45)
se puede calcular explicitamente segin

g { (2X = (A1 + A2)) loga(1/A) if A> # . (3.46)

0 else

Con esto se puede obtener la entropia not shared, que en este caso es igual a

2 ) 7 5 21
=(Z-=)log, - — | logy, —. 4
Sns (7 42) 08 5 + (21) 082 & (3.47)

Es instructivo, y sencillo de hacer, comprobar qué ocurre si la minimizacién en la definicién de
la entropia not shared no se lleva a cabo, es decir qué valores se obtienen para diferentes elecciones
de los proyectores unidimensionales asociados a los autovalores degenerados. Eligiendo la base
candnica de momento angular de una particula para generar los proyectores unidimensionales de
la entropia not shareable
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Sy = — 27: ) [A;‘*’ - A;“vl} log, ()\f"0> : (3.48)
AM020

donde los valores propios, para el caso L = 2, son los de las ecuaciones 3.43 y 3.44. Los valores
obtenidos utilizando la Ecuacion 3.48 se muestran en la Figura 3.7(b) como cuadrados azules. No
es de extranar que los valores sean mayores que los de Sy g, pero es interesante que para L = 2
la entropia not shareable es mayor que la remainig, lo que lleva a una prediccién incorrecta de la
curvatura. Una eleccién distinta de la base para obtener los proyectores PiA’O podria también dar
buenos resultados para determinados valores de ¢ y |M| = L. Por ejemplo, en la Figura 3.7 (b)
los valores obtenidos utilizando otra base se muestran con puntos triangulares. Esta eleccién
proporciona un valor de la entropia not shareble mayor que los de Syg, y predice correctamente
la curvatura. Es por esto que es necesaria la minimizaciéon en la entropia not shared: un buen
criterio de prediccién no puede depender de la base seleccionada.

3.4. Resumen y Conclusiones

En este trabajo nos propusimos encontrar una propiedad de la entropia de von Neumann de
la superposicién de estados degenerados, que implicara que su entropia serfa una funciéon convexa
del pardmetro de superposicién. Esta propuesta se basé en el trabajo de la Referencia [53], donde
esta caracteristica se encontr6 en las soluciones del sistema Calogero. Desafortunadamente, un
andlisis tedérico de la propiedad para estados arbitrarios de sistemas bipartitos es, como se puede
suponer, una tarea de gran dificultad.

Comenzamos entonces con el estudio de casos particulares, que nos permitiesen formar una
intuicién de cémo seria la entropia de la superposicién de estados. En el caso de dos osciladores
armonicos bidimensionales interactuando arménicamente, encontramos que la propuesta original
no era cierta, sino que la superposicién de estados puede también presentar una entropia mayor
a la de los estados superpuestos. Esto llevé a una primera reformulacién del criterio propuesto,
y el eje del trabajo cambié a poder predecir la curvatura de la entropia en funcion del pardmetro
de superposicion de los estados.

El analisis de sistema con solucién exacta o cuasi-exacta, ademas de presentarnos con un
nuevo enfoque a este trabajo, nos hizo considerar el caso en que los autovalores de la matriz
densidad reducida del sistema fueran también degenerados. Al analizar este escenario en los
autoestados de la suma de dos momentos angulares, pudimos entender en profundidad cémo los
autovalores de la matriz densidad reducida y sus degeneraciones influyen en la entropia de von
Neumann de los estados.

La formulacién original del problema suponia que para los estados considerados se cumple
S(pao) = S(pa1), y que esto era necesario para que la entropia de von Neumann S(pa.q)
tenga una curvatura bien definida. Encontramos, en el caso del oscilador arménico y para las
funciones de Laguerre-Gauss con distintos autovalores de L., que esta no es una condiciéon ne-
cesaria. Mds atn, observamos que cuando pa,0 ¥ pa,1 no son iso-espectrales el criterio predice
correctamente la curvatura de la entropia, siendo indistinto si tomamos pa,0 = Trp(|9L)(¥L]) o
pao = Trp(|v_r)(¥_L|), caracteristica que hace al criterio mas robusto.

Desde un punto de vista tedrico, la cantidad de trabajo analitico que suponen los ejemplos
presentados muestra la dificultad de construir casos exactos para probar el criterio de convexidad.
Mas auin, como se puede ver para el caso del Spherium en el Apéndice C, esto se traduce en una
dificultad numérica: todas las cantidades implicadas, en particular los elementos matriciales de
los operadores densidad reducidos, implican un gran niimero de sumas anidadas, por lo que su
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tiempo de evaluacién crece como M™**T1 donde nes es el nimero de sumas anidadas y M es
el tamano del conjunto de bases de una particula que es necesario utilizar para garantizar la
normalizacién de la matriz de densidad reducida.

Nuestros resultados sugieren que, muy probablemente, deberia existir un teorema sobre la
convexidad de la entropia de von Neumann de las superposiciones de estados puros pero, hasta
ahora, no hemos podido formular las hipotesis precisas que lo hagan funcionar. Sabemos que
las superposiciones de autoestados puros degenerados satisfacen los requisitos para tener una
convexidad definida, pero no tenemos un algoritmo que nos permita generar un nimero de
autovalores y autofunciones (o proyectores) para construir pao, pa1 y Pa.. y garantizar si
S(pa,a) serd convexa o concava. En este sentido, las condiciones de que la superposicién esté
formada por dos estados degenerados con nimero cudntico +m, donde m es el nimero cudntico
asociado a la componente z del momento angular total, parece ser suficiente para estados definidos
sobre hiperesferas o que tienen el mismo comportamiento asintético que las autofunciones del
oscilador armonico.

En el trabajo de la Referencia [53], donde surge la sospecha de la existencia del criterio, se
presupone que el sistema bajo estudio presenta al menos dos cantidades conservadas. En este
trabajo nos hemos restringido al caso en que esas cantidades son la energia y la componente z del
momento angular total, lo cual es razonable para sistemas con una direccién preferente. En todos
los casos estudiados en este trabajo, consideramos la superposicién de dos estados degenerados
con autovalores de la componente z del momento angular de la forma +hm, y a partir del anélisis
de los resultados obtenidos logramos formular un criterio que permite predecir si S(pa,q) €s una
funcién concava o convexa del parametro «, con lo cual sabremos si el maximo de esta funcién
se encuentra en los extremos (o = 0,1) o para alguna superposicién de los estados considerados.
Este criterio se deriva de un estudio exhaustivo de los estados de distintos sistemas fisicos, lo que
nos permitié definir las entropias necesarias, y entender qué significan estas cantidades desde un
punto de vista fisico sobre los estados involucrados.

Un siguiente paso para testear el criterio definido seria su aplicaciéon a cadenas de spines. Es-
ta propuesta es interesante, ya que pasariamos a un modelo de muchos cuerpos que, en algunos
casos, cuenta con solucién exacta. Ademds, las matrices densidad reducidas pueden obtenerse
utilizando las funciones de correlacién de spin adecuadas para subsistemas pequenos. Sin embar-
go, como hasta ahora hemos estudiado sélo sistemas bipartitos formados por dos susbsistemas
cuyos espacios de Hilbert tienen las mismas dimensiones, no esta claro si hay que hacer algunas
modificaciones para que el criterio funcione en cadenas de spines.



Capitulo 4

Hamiltonianos multibanda y
estructura de bandas en
semiconductores

Las propuestas tecnolégicas que utilizan como herramienta fenémenos cudnticos son cada vez
mas diversas y requieren de dispositivos cada vez mas pequenos. La brecha entre lo que la teoria
predice y la tecnologia actual puede producir es cada vez menor, y los avances tanto tedéricos
como experimentales generan mucho dinamismo en el area.

La posibilidad de contar con nanoestructuras semiconductoras permite estudiar una gran
variedad de fenémenos fisicos, potencialmente aplicables a procesos de Informacién Cudntica.
Estas nanoestructuras presentan gran maleabilidad en su construccién: pueden tener diferentes
geometrias, estar constituidas de distintos materiales y los tamanos de las mismas son cada
vez menores. La variedad en posibilidades para su construcciéon conlleva a modificaciones en la
estructura de bandas del sistema, lo cual es de gran interés a la hora de satisfacer necesidades
tecnologicas.

Este Capitulo esta dedicado a presentar los modelos que se utilizan para estudiar nanoestruc-
turas de materiales semiconductores, y los métodos numéricos necesarios. Los sistemas en que
aplicamos estos métodos, y los resultados obtenidos, se presentan en Capitulos 5 y 6.

4.1. EIl Método k.p

En fisica de estado sélido, el estudio de la estructura de bandas y las propiedades electrénicas
en sistemas semiconductores puede abordarse desde distintas aproximaciones al Hamiltoniano
del sistema. Toda aproximacién a un problema va a depender fuertemente de qué fenémeno se
quiere estudiar, en que rango de energias se lo quiere estudiar, para qué valores del vector de
onda, etc. Por ejemplo, en el caso de nanoestructuras semiconductoras, su estudio utilizando la
Aproximacién de Masa Efectiva (AME) aporta una correcta descripcién de los estados electrd-
nicos de un nanohilo [74], pero no es capaz de predecir estados topoldgicos en pozos cudnticos
semiconductores.

El método mas completo del que se dispone para estudiar estos sistemas se conoce como
método k.p, y se deriva de la ecuacién de Schrodinger para un electréon en un potencial periédico,
utilizando el teorema de Bloch y teoria de perturbacion en el vector de onda k. Combinando estas
herramientas, es posible obtener un Hamiltoniano para sistemas de materiales semiconductores,
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que incluye informacion de tantas bandas e interacciones como sea necesario para el problema
bajo consideracién.

La ventaja de este método sobre otros, como AME, es que permite tratar sistemas en que
las bandas energéticas no estan lejos entre si, o son degeneradas, e incluye spin e interacciones
relevantes como la interaccién de spin-érbita, que da lugar a novedosos fenémenos.

BREVE DESCRIPCION DEL METODO k.p

Consideremos la ecuacién de Schrodinger estacionaria, Hy = FE, de un electrén en un
potencial periédico, para un Hamiltoniano dado por

_ 7 + oy (4.1)
T 2my 4m3c? 7 p- '

Este Hamiltoniano estd compuesto por un término de energia cinética, un
, v la interaccién spin-6rbita. Los pardametros del Hamiltoniano son la masa del electrén
libre, mg, y la velocidad de la luz, c.
El teorema de Bloch para el movimiento de electrones en un sélido, nos permite expresar las
soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger como

Prae(r) = €™ up 1o (r), (4.2)

donde n es el indice de banda, k es el vector de onda en la primer zona de Brillouin y las funciones
de Bloch, u,, k, son funciones con la misma periodicidad que el potencial de la red.
En términos de las funciones de Bloch, la ecuacién de Schrodinger toma la forma

H(k)un,k - gn(k)un7k7 (43)

donde ) .
P hk-p h%k h
k)= V+—s—s V) k. 4.4
H(k) 9 + o + oo +V+ 4m(2)c2 (o x VV) (4.4)

La Ecuacién 4.3 es la ecuacién k.p. Si las funciones u, x forman una base ortonormal
completa, entonces la diagonalizacién de la matriz

(un i [H|un i) (4.5)
proporciona la relacién de dispersion en la primer zona de Brillouin. Sin embargo, en la préac-
tica este problema puede resolverse solo para subespacios finitos, lo cual lleva a relaciones de
dispersién aproximadas.
Una alternativa mas simple a resolver la ecuacién k.p para el Hamiltoniano de la Ecuacién 4.4,
es considerar primero el caso k = 0. De esta forma, la Ecuacion de Schrédinger se reduce a
2
p

(Tmo + V) Un,0 = En(0)Un,0, (4.6)

es decir, una particula en un potencial periédico. La soluciones a esta ecuacién forman un con-
junto completo y ortogonal de funciones, que pueden ser utilizadas para aplicar teoria de pertur-
baciones en k sobre el resto de los términos del Hamiltoniano 4.4.

Otra simplificacién al problema, que se suma a aplicar teoria de perturbaciones, es la de

seleccionar la cantidad de bandas involucradas, es decir el tamano de la expresiéon matricial de
H, a través de la eleccién de las funciones u, k, como veremos en los ejemplos a continuacién.
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La eleccién de las funciones u,, x para que sea una cantidad determinada de bandas de
energia del sistema, y aplicar teoria de perturbaciones -a cierto orden- en k para resolver
la ecuacién k.p., es lo que se conoce como método k.p.

Un concepto que surge de esta descripcién del método es el de Hamiltoniano k.p. El Hamil-
toniano en la Ecuacién 4.4 es el mas general para describir la estructura de bandas en un sistema
que incluye la interaccion spin-6rbita. Ahora bien, como dijimos, su representacién matricial va
a depender, en primer instancia, de la cantidad de funciones u,, x que utilicemos. Para cada elec-
cién, y cada orden en la teoria de perturbacion, la Ecuaciéon 4.5 nos va a dar un Hamiltoniano
k.p distinto. A continuacién veremos algunos casos, que nos permitiran entender mejor el funcio-
namiento del método, y nos serviran para presentar los resultados de las siguientes Secciones.

4.1.1. Aproximaciéon de Masa Efectiva

El caso mas simple del método k.p se obtiene aplicando teoria de perturbaciones para una
Unica banda, no degenerada y con un extremo en k = 0, para el Hamiltoniano de la Ecuacion 4.4
sin interaccién spin-orbita. Supongamos que la banda n cumple con estas caracteristicas, y apli-
quemos teorfa de perturbacién a segundo orden en k. La energia &, (k) en la Ecuacién 4.3 en
este escenario estd dada por [61]

R2K2 B2 | (tn,0/k.Plun 0)]
k) = o > i 4.
En(k) = £,(0) + oy 2 g £.10) — £..{0) (4.7)

A partir de esto, podemos definir la masa efectiva

_ - ) ) 4.8
m* mo + m%kz ngn é‘n(o) _ En/(o) ( )
con lo cual la relacion de dispersién toma la forma
h2k?
En(k) = &,(0) + o> (4.9)

que es precisamente la aproximacion de masa efectiva para un electron.

El estar considerando una tinica banda nos permite obtener la relacién de dispersién simple-
mente aplicando teoria de perturbaciones, sin necesidad de plantear el Hamiltoniano k.p de este
sistema. Sin embargo, las suposiciones para la validez de este caso son muchas. Ademés de las
planteadas al inicio de esta Seccion, se supone que el gap entre bandas es suficientemente grande.

Veamos qué ocurre si queremos considerar mas bandas, que pueden ser degeneradas.

4.1.2. Hamiltoniano de Luttinger-Kohn

El Hamiltoniano de Liittinger-Khon es uno de los Hamiltonianos k.p mas utilizados cuando
se quiere estudiar la estructura de bandas de nanoestructuras compuestas por Arsenurio de
Galio (GaAs). En el estudio de estructuras compuestas por este material, son de interés las
bandas de valencia y conduccién, para lo que hay que tener en cuenta ocho bandas: la banda de
conduccién (BC) y las bandas Heavy Hole (HH), Light Hole (LH) y Split Off (SO) que componen
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la banda de valencia (BV). La banda Split Off aparece
en estos materiales como consecuencia de la interaccion
Spin-Orbita. Cada una de las cuatro bandas menciona-
das tiene ademéas dos componentes de spin, con lo cual
la base de funciones u, k tiene en este caso dimensién
ocho.

El diagrama de la Figura 4.1 representa la estruc-
tura de bandas del GaAs que intervienen en el modelo
k.p de ocho bandas. El punto I', para k = 0, es donde
las bandas de valencia y conduccién alcanzan su valor
maximo y minimo respectivamente. El nombre de cada
banda esta indicado a la izquierda de la figura, y a la
derecha se muestran la energfa del gap (Ey), y la energia

split-off (Ao).

Cada una de estas bandas es doblemente degenerada
debido a la componente de spin por lo que, por ejem-
plo, la banda de conduccién es descripta por los estados
|BC4) y |BC_), donde + indica spin +1/2. Las fun-
ciones que representan a estas bandas de energia, en la
base de momento angular |J, m.), son:

BCY) = Ig,+5)=lsit)
BCL) = l3—5)=-ls.)
HH) = [2,+5)= ’fux )+
LHy) = |5 = =)+
LH) = |5,-3)= %ux -
) = G-y =2
50.) = |§,+§>—%<|x 0+
S0) = 5-3)= T

HH7
I

Figura 4.1: Estructura de bandas
del GaAs en bulk. Los nombres de
cada banda y las energias del gap
y split-off estan senaladas.

=
ol

(4.10)

ily; 1))
ily;d) — 2025 1))

ily; 1) + 2|25 1))

(lz3 3) = ily; 1))

ily;4) +121))

(lzs 1) —ily; 1) = [2:4)

En esta base, ordenada de esta forma, el Hamiltoniano de Luttinger-Kohn esta dado por
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Er- 0 —\/ipt J2P7 .\ Jip— 0 lp= .\ /ip-
0 E;_ 0 — %P* %P'Z ip- éP* — %Pz
—/3P~ 0 E B C 0 3B V20
. 2p: _ [ip-  pi EL, 0 ¢ —vaA /3B
KL =
Pt 2p- ct 0 Ef, -B  —/3Bt 24
0 Pt 0 Ct -Bt  EfL /20T 3BT
e fipe o\ iBt —veal -\ i —vee By 0
1Pt —\ipe vact -\ /3Bt Vet \fiB 0 fo
(4.11)
Los elementos de matriz de este Hamiltoniano son operadores que dependen de k, y estan
dados por
R2r1 1 1 1
B = B+ L [f (l@—k, + k,—m) + szkz}
212 mo mo mo
I n? 11 . L - -
By, = FEa— 2o b (k+(71 +Y2)k— +k-(1 + ’Yz)k+> + k(1 — 2’72)’%}
L ol R . - -
By, = Ey—5— {* (k+(71 =Y )k- +k_(F1 — 72)k+> + k(1 + 2’72)’%}
2m0 2
h2
C = —V3(k_yk_ + kyuk
S (k-vk— + ki pky)
h2
B = —V3(k_Ask, + k.Ask_)
2777,0
R? 11 - N -
Bri = By—Aso—5—|5(kefh +k-Tks ) +kik |
2m0 2
K2 . 1 N -
A = —|2kAk, — 7(k+72k7 + kJYzM)}
2m0 2
P* = Pk,
P?* = Pk,
h .
P = —(Sp.iX)
mo
N 2m0 2
Ep = (?)P . (4.12)
donde, en coordenadas cilindricas, ky = e (—i(0, + %64,) +islr) y k. = —i0.. Los pardmetros
B

involucrados en este Hamiltoniano son los parametros de Luttinger modificados, ;, la energia de
Kane, Ep y el parametro de Kane, P. Las energias F; y E5 son las energias del fondo de la banda
de conduccién, y del tope de la banda de valencia, respectivamente, (E, = E1 — E») y Ago es
la energia de split-off. Los pardmetros 4 y p estdn dados por ¥ = (2 +93)/2 v = (2 — 43)/2.
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INCORPORACION DE UN CAMPO MAGNETICO EXTERNO

Para aplicar un campo magnético al sistema, es necesario modificar el Hamiltoniano en la
Ecuacién 4.11 [75]. Por un lado, se debe agregar un término Zeeman

H, =Igxs gupkB, (4.13)

donde Igy«g es la matriz identidad 8 x 8, up es el magnetén de Borh, y g son los factores la Landé
dados por

2F ASO
=2 ——2 7= 4.14
gBc 3E,(Ey + Aso) (4.14)
para la banda de conduccién, y
2 1 2
_ SV PR 4.15
[):2% ’73+372 373 (4.15)

para la banda de valencia. Los pardmetros ; son los pardmetros de Liittinger y el pardmetro x

es =1 para electrones, +3 para heavy holes, +1 para light holes y 42 para las bandas split-off.

El signo de k se corresponde con la orientacién de spin de cada banda (ver Ecuacién 4.10).
Ademas, el vector de onda debe ser modificado mediante la substituciéon de Peierls

kA7N+%A (4.16)

donde A es el potencial vector del campo magnético B =V x A.
INCORPORACION DE UN POTENCIAL EXTERNO

Si se quiere agregar un potencial externo V al sistema, distinto al potencial de la red V en la
Ecuacién 4.4, entonces una nueva modificacion sobre el Hamiltoniano es necesaria.

En el caso de un potencial electrostatico, que es el caso que estudiaremos en la Seccién 5,
el efecto del mismo sobre la estructura de bandas modifica la energia las bandas de valencia y
conduccién. Por lo tanto, el Hamiltoniano LK se ve afectado por el cambio

donde 7 = 1, 2 indica las energias correspondientes a los bordes de la banda de conduccién y valen-
cia, como definimos anteriormente. Sin embargo, las energias E, y Ago permanecen constantes.
Esto significa que un potencial espacialmente constante no afecta a la estructura de bandas del
sistema, sino a la energia de cada banda. Lo interesante de aplicar un potencial externo es que
éste dependa de alguna -o varias- direcciones espaciales.

4.1.3. Hamiltoniano de Kane

Como definimos anteriormente, existe una gran variedad de Hamiltonianos k.p, que se di-
ferencian unos de otros en la cantidad de bandas consideradas, el orden de la perturbacién, e
incluso el método empleado para realizar perturbacién. Otro factor en la variabilidad de los Ha-
miltonianos k.p son las propiedades particulares que tienen los distintos materiales, debido a las
distintas estructuras cristalinas que pueden presentar.

En este sentido, presentamos otro Hamiltoniano de ocho bandas muy utilizado en la descrip-
cién de sistemas semiconductores: el Hamiltoniano de Kane.
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Este Hamiltoniano, escrito también en la base de la Ecuacién 4.10, esta dado por

1 2 1 1 1
T 0 ~L Pk, \/;sz 1Pk 0 —LPk 1Pk
1 2 1 1 1
0 T 0 ~ 1Pk, \/;sz LPk. 1Pk 1Pk
1 Q 1¢Q
~LkP 0 U+v -5 R 0 /35 -veR
2 1 at 3a
g | VEeP —ZkP =St Uu-v C R V2V 25
Lk (2P R ctwv-v s -85 —vav
0 Jsky P 0 Rt S, U+V V2RI 55+
71_ Q ~T
~GskP — kP 55S0 V2V =351 V2R U-Aso C
1 1 3 ot 1 gf
-~k P LRP —VeRT -\ /380 vy sl cf U-A
(4.18)
Los elementos de matriz estan dados por los operadores
h2 2 2
T = Ei(2)+ - [2F + 1)(kZ 4 k) + k= (2F + 1)k.] , (4.19)
0
2
U = Bs) =5 - (k3 +ky) + kamks] (4.20)
V o= —h—Q[v(kQ—s—kj)—Qk:yk:] (4.21)
2m0 2\ y z 2Nz | .
h? 3
R = " mg 2 (73 —72)k3 — (s + 12)k2] (4.22)
_ K2
S, = —2—\/§ki [{s, k2 } + {k, k2 )], (4.23)
mo
Sy = h2 V3kx [ {73, k=) 1{ k.} (4.24)
+ = 2m0 + V3, Rz 3 Ry, Rz ) .
52
= —k_ . 4.2
C = kel k] (4.25)
con
ky = ky+ik,, (4.26)
k, = —id.. (4.27)

En la Ecuacién 4.26, k, y k, pueden ser operadores diferenciales, o vectores en la primer
zona de Brillouin, dependiendo de si el sistema tiene condiciones de contorno en las coordenadas
correspondientes o no, respectivamente. Los pardmetros presentes en el Hamiltoniano son carac-
teristicos del material bajo estudio. F1(z) y E2(z) son las energias del borde de las bandas de
conduccién y valencia, 71, vz y v3 son los parametros de Luttinger, Ago es la energia de split-off,
k y F tienen informacién de la interacciéon con bandas energéticas lejanas y P es el pardmetro
de Kane. Como es usual, [A, B] y {A, B} son el conmutador y anticonmutador entre A y B
respectivamente.

4.1.4. Hamiltonianos Efectivos

Los Hamiltonianos presentados en las Secciones anteriores permiten obtener la estructura
de bandas de diferentes nanoestructuras semiconductoras, pero tienen también sus limitaciones.
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En particular, el Hamolitoniano de Kane permite obtener, de manera relativamente sencilla, la
estructura de bandas de bulk de un sistema virtualmente infinito en un plano, digamos el plano
(z,y). Si a este sistema se la agregan condiciones de contorno en un coordenada, digamos en la
direccién y, el vector de onda pasa a ser k = (k;, —i0,, —10,), lo cual implica que para resolver
la ecuacién k.p se deben considerar dos conjuntos de funciones base, una en cada direccién, para
resolver el Hamiltoniano utilizando el método variacional de Rayleigh-Ritz (ver Apéndice A).
Esto implica que el tamano de la matriz a diagonalizar pasa de ser 8 x M cuando tenemos una
sola dimensién relevante con una base de tamano M -8 son las bandas del Hamiltoniano k.p-
a 8x M x N, donde N es el tamano de la base en la nueva direccién. El valor necesario de
elementos de esta nueva base dependerd de la base elegida y de las dimensiones del sistema, pero
es de esperar un valor NV > 100. Este aumento en la dimensién de la matriz aumenta el tiempo
de calculo necesario para resolver el problema.

Sumando a esto, el tratamiento de sistemas bidimensionales con Hamiltonianos tipo Kane
presenta otro problema. En determinados sistemas bidimensionales, como ser una nanohilo de
seccién rectangular, los estados de interés se encuentran en la superficie de la estructura. Cuando
esto ocurre, es posible que las dimensiones de interés sean significativamente menores a las di-
mensiones de la estructura total. El tamafio de la base necesaria para poder obtener con precisién
estos estados crece considerablemente, haciendo que este problema sea computacionalmente muy
€ostoso.

Cabe aclarar en este punto que estos problemas no estan presentes en todos los sistemas, o
para todos los Hamiltonianos. El caso del Hamiltoniano de Luttinger-Konh plantea un escenario
distinto: este Hamiltoniano permite obtener estados localizados en un nanohilo cilindrico con
gran precisién. La diferencia aqui es que las dimensiones de localizacion y las dimensiones del
sistema son del mismo orden, y que estos problemas tienen -en general- invariancia en el angulo
¢, con lo cual el tamano de la base se mantiene acotado.

Teniendo en cuenta las consideraciones mencionadas, una alternativa a resolver Hamiltonianos
de ocho bandas en sistemas 2D de dimensiones grandes es necesaria para estudiar estos sistemas.

HaMmiLToNiANO BHZ

En el estudio de pozos cuanticos compuestos por Teleluro de Mercurio (HgTe) y Telelurio de
Cadmio (CdTe), que estudiaremos en la Seccién 6, las predicciones tedricas en la transicién de
fase que presenta este sistema se basan en el modelo 2D propuesto por Bernevig-Hughes-Zhang;:
el Hamiltoniano BHZ [34]. La idea detrds de la obtencién de este Hamiltoniano efectivo es la
siguiente:

= Se resuelve el Hamiltoniano de Kane en una dimensién, Hy(0,0, k.), que da como resul-
tado los autoestados del sistema en funcién de la coordenada relevante -en este caso, la
coordenada, z-.

= Se seleccionan, de estos estados, los correspondientes a las sub-bandas de interés para
formar una base.

= A partir de la base seleccionada, se procede a aplicar el método perturbativo para considerar
a la nueva dimensién -digamos y-. Es decir, se toma al Hamiltoniano de Kane, H1(0, ky, k=),
como una perturbaciéon y se obtiene como solucién estados que ahora dependen de las
coordenadas vy, z.

De este proceso, cuya descripcién puede encontrarse en gran detalle en la Referencia [76] y
el material suplementario de la misma, deriva en un Hamiltoniano efectivo cuya dimensién es la
de la base seleccionada para aplicar teoria de perturbaciones. El caso BHZ, primer Hamiltoniano
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asi obtenido y crucial para el entendimiento del Efecto Hall Cuantico de Spin, resulta en un
Hamiltoniano de dos dimensiones, lo cual significa una disminucién significativa en la dimensién
a la hora de obtener estados bidimensionales.

HAMILTONIANO EFECTIVO 4 X 4

Las diferencias entre los Hamiltonianos obtenidos a partir del proceso descripto anteriormente
surgen de la eleccién de funciones que se seleccionen para aplicar el método perturbativo. Resolver
al Hamiltoniano de Kane en dos dimensiones brindara siempre la solucién que mejor aproxima al
espectro y los estados de determinados sistemas, pero el Hamiltoniano BHZ es una muy buena
aproximacién a las mismas para valores chicos de k [77]. Para lograr una aproximacién vilida
para un rango mayor de valores del vector de onda, Krishtopenko y colaborados [77] obtuvieron
un Hamiltoniano efectivo en la base

dado por
_( H(+E) 0
Hepp = ( 0 H*(—k) ) ) (4.29)
donde
€x + d3 (k) —Ak+ R1k‘2_ Sok—
o —Ak_ €k — d3 (k) 0 R2k3
A =1 gz 0 ema(k) Agky | (4.30)
S()k+ ngi Agk, €EE2 (k)
y
k = (kg ky), (4.31)
a = C—D(kI+k]), (4.32)
ez = C—M—Agigs+ Bra(kl + k), (4.33)
€E2(k) = C+M+AE1E2+BE2(]€§,+I€§). (4.34)
El pardmetro Agipg2 (Agp1g2) es el gap de energia entre las sub-bandas H1 y H2 (Fly E2)

para k = 0. El resto de los pardmetros se derivan del método de obtencién del Hamiltoniano
efectivo, y deben ser calculados para cada material, y cada geometria del sistema.

INCORFORACION DE UN CAMPO MAGNETICO AL HAMILTONIANO EFECTIVO

Para estudiar los estados del sistema cuando se le aplica un campo magnético, se debe agre-
gar esta informacién en el Hamiltoniano. Ademds de aplicar la substitucién de Peierls, (Ecua-
ci6n 4.16), el término Zeeman que debe agregarse a este Hamiltoniano efectivo esta dado por

gftB. 0 gB. 0
[
_ k| 0 gyB: 0 9, B+
ge D+ Je Dz
0 gB. 0 —giB.

donde pp es el magnetén de Bohr, g! }f son las contribuciones de las bandas incluidas en el

Hamiltoniano (Ecuacién 4.28) al factor de Landé, B = (B,, By, B.) es el campo magnético y
By = B,+iB,. Paralos sistemas que estudiaremos, con B = (0,0, B. ), los pardmetros necesarios
son g+ =22y gt = —1[78].
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4.2. Autoestados del Hamiltoniano £.p

En el Apéndice A se detalla el método variacional de Rayleigh—Ritz, utilizado en varias etapas
de los trabajos aqui presentados. Este método se utiliza para resolver el problema de autovalores

Oy = e (4.36)

para el operador O, y se basa en escribir la expresién matricial del mismo en alguna base de
funciones adecuada segtn las caracteristicas del operador (ver Apéndice A para los detalles).

Para resumir, dada una base {¢;}~ ,, se obtiene la matriz con elementos O;; = (¢;]O|¢;)
que al diagonalizarla da N autovalores €, con sus correspondientes autovectores c” tales que las
funciones construidas segin

N
Yo=Y o (4.37)
i=1

son autofunciones del operador O, y €, la energia variacional asociada.

En el caso de los Hamiltonianos k.p, que como vimos se representan como una matriz de ope-
radores, este procedimiento debe realizarse, simultaneamente, para cada uno de estos operadores.
El problema a resolver es ahora

fi fi
fo fa

Haza | . [ =€) . | (4.38)
fa fa

donde d es la dimension del Hamilitoniano k.p y € la energia variacional del autoestado variacional
asociado, dado por

d
U= Zfiﬁ). (4.39)

En esta tultima expresién, el estado |i) representa la base del Hamiltoniano k.p utilizado. En el
caso de los Hamiltonianos LK y Kane, esta base son las funciones de la Ecuacién 4.10.

El proceso para obtener las funciones f; es el descripto para el operador O, y detallado en el
Apéndice A, pero ahora la matriz a diagonalizar tiene elementos de matriz dados por

MY = (balHY |3) (4.40)

donde HY = (i|H|j) es el elemento 4,j del Hamiltoniano k.p. Asi, se obtiene una matriz de
dimensiéon d x N, donde d es la dimension del Hamiltoniano k.p y N el tamafno de la base
variacional {¢,}.

al diagonalizar esta matriz, obtenemos autovectores de dimensién d x N que podemos denotar
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por

c=1: (4.41)

of

&
donde el supraindice numera la base del Hamiltoniano k.p, |i), y el subindice la base ¢,. Con
esto, las autofunciones de la Ecuacién 4.39 toman la forma

d N ‘
U=>">"conli). (4.42)
i=1n=1

Estas autofunciones, que no son vectores de onda ni autofunciones sino que estan dadas por
spinores, presentan un desafio, a la vez que nuevas posibilidades, en el estudio de cantidades de
informacién. A la hora de biparticionar un sistema, la base del Hamiltoniano k.p -que contiene
informacion sobre el spin y ciertas simetrias de los estados- juega con rol fundamental en la
posibilidad de escribir al espacio de Hilbert de los estados como un espacio producto. Un ejemplo
de esto se incluye en el Apéndice E para el Hamiltoniano de Kane.

Cuando se trabaja con estos autoestados, las funciones que forman la base del Hamiltoniano
k.p se tienen en cuenta tUnicamente por lo que aportan al mismo, es decir, se consideran las
propiedades de las distintas bandas o sub-bandas para obtener los elementos de matriz del Ha-
miltoniano. Esto significa que al construir los estados, o para el cdlculo de la matriz densidad
reducida, u otras cantidades de interés, estas funciones entran tinicamente a través de sus rela-
ciones de ortogonalidad. Este detalle es de crucial importancia para un buen tratamiento de los
estados del sistema.
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Capitulo 5

Estudio de la transicion entre
estados ligados y resonancias en
un punto cuantico

Este Capitulo esta dedicado al estudio de la estructura de bandas de nanohilos semiconduc-
tores con puntos cudnticos embebidos. Consideramos puntos cudnticos de dos tipos: uno definido
mediante potenciales electrostaticos, y otro generado a partir de la combinacion de distintos ma-
teriales que forman el nanohilo. A partir del estudio de la estructura de bandas de estos sistemas,
logramos setearlos para lograr distintos escenarios, siendo de particular interés la posibilidad de
transformar estados ligados en resonancias, y viceversa, mediante un campo magnético aplicado.

5.1. Introduccion

ANTECEDENTES

El estudio de la estructura de bandas de nanohilos semiconductores ha tomado una relevan-
cia significativa en los ultimos anos. Una de las principales razones es que, gracias a los avances
en técnicas experimentales logrados, estas estructuras se pueden fabricar de diversas maneras:
cambiando y combinando distintos materiales constitutivos, cubriendo un gran rango de longi-
tudes caracteristicas en la nano escala, o recubriéndolos con otros materiales para cambiar su
funcionalidad, entre otras alternativas. Cada nueva configuracién, o cambio de los materiales
utilizados, da lugar a diferentes propiedades de sistema, y asi la estructura de bandas de estas
nanoestructuras puede seleccionarse para satisfacer diferentes necesidades tecnolégicas.

A partir del estudio de distintos materiales y sistemas, la descripcién de la estructura de ban-
das, y la prediccién tedrica de la misma, se acerca cada vez mas a los resultados experimentales.
El estudio de las propiedades épticas y electréonicas de nanohilos cuya estructura cristalina es de
tipo zincblende, muestra que la energia del estado més bajo de la banda de conduccién tiene una
dependencia fuertemente no lineal con la intensidad de un campo magnético externo, apartan-
dose del comportamiento simple de los niveles de Landau. En su lugar podemos ver, en algunos
sistemas, oscilaciones de Aharanov-Bohm [75], [79]. Cuando se estudia la estructura de banda
de estos nanohilos a campo nulo, también aparecen los llamados camel-backs en la estructura de
banda [80]. Una estructura camel-back de la banda de valencia (conduccion) significa que el valor
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méximo (minimo) de la energia de la banda no se encuentra en el centro de la zona de Brillouin,
sino para valores no triviales del vector de onda. Estos y otros fenémenos, algunos de los cuales
estudiaremos en este capitulo, se observan en nanohilos formados por materiales semiconductores
de los grupos III-V [75], y dependen fuertemente del radio del nanohilo que puede ser simple (de
un material) o del tipo core-shell (dos materiales, uno recubierto por el otro).

La posibilidad de modificar la estructura de bandas de los nanohilos mediante la introduccién
de puntos cuanticos o la aplicaciéon de potenciales electrostaticos externos también ha suscitado
un gran interés. Una nanoestructura de estas caracteristicas puede dar lugar a estados ligados,
asociados a niveles de energia dentro del gap entre las bandas de valencia y conduccién, y a
resonancias que no existen en el nanohilo no estructurado. Ademas, si se aplican campos magné-
ticos externos -independientes del tiempo y espacialmente constantes-, es posible transformar las
resonancias en estados ligados y viceversa. Este proceso, conocido como ligadura de resonancias,
es el descripto en la Seccién 2.3, y serd el objeto de estudio en este Capitulo.

Desde un punto de vista tedrico, la mayoria de los estudios que demuestran la posibilidad de
ligadura de resonancias en este tipo de nanoestructuras se han realizado utilizando la Aproxima-
cion de Masa Efectiva (AME), presentada en la Seccién 4.1.1. En esta aproximacién, la energia
de los estados de la banda de conduccién se comporta basicamente como los estados de Landau,
es decir, su energia aumenta cuando lo hace la intensidad del campo magnético, y para campos
magnéticos suficientemente fuertes el comportamiento es lineal [15].

MOTIVACION

El trabajo de la Referencia [15] aborda el estudio de la ligadura de resonancias en un punto
cudntico electrostatico, utilizando la AME. En este trabajo nos planteamos estudiar un sistema
similar, pero utilizando el método k.p con un Hamiltoniano de 8 bandas.

La propuesta de trabajo tiene dos objetivos principales. En primer lugar, lograr una descrip-
cién adecuada del proceso de ligadura de resonancias, asi como identificar bajo qué configuracio-
nes se obtienen resonancias o estados ligados en nanohilos semiconductores. En segundo lugar,
estamos interesados en escenarios con caracteristicas fisicas diferentes a las encontradas en los
nanohilos cuya fenomenologia se modela adecuadamente con AME. Para ello comparamos los re-
sultados obtenidos utilizando ambos métodos en escenarios similares lo cual, de haber diferencias
significativas, permitiria una descripcién mas exhaustiva del fenémeno.

La sospecha sobre una diferencia entre los dos métodos se basa principalmente en que el
método k.p diferencia de forma natural la componente de spin de los estados, de estar definida.
Esto significa que a partir de este estudio se podria obtener informacion sobre la presencia de
resonancias polarizadas. Por otro lado, puede ser interesante disponer de estados con polarizacién
bien definida, y poder identificarlos en el sistema bajo estudio.

PROPUESTA

En las siguientes Secciones, estudiaremos el confinamiento de un electrén en un punto cuantico
generado de dos maneras: un punto cuantico definido electrostdticamente dentro del nanohilo
semiconductor, y un punto cuantico generado a partir de la combinacién de distintos materiales
intercalados con el material del nanohilo.

En el primer modelo -Seccién 5.2- estudiaremos un nanohilo de GaAs, con un potencial
electrostdtico que se asemeje al estudiado en [15]. Trabajamos con este modelo por dos razones.
En primer lugar, permite una comparacion fidedigna con el modelo estudiado en [15]. En segundo
lugar, las posibilidades tecnolégicas para implementar un punto cuantico de dimensiones en el
rango de los pocos nanémetros son mayores utilizando un potencial externo, que implementando
un modelo como el propuesto a continuacion.
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En el segundo modelo -Seccién 5.3- al nanohilo de GaAs se le intercalan segmentos compues-
tos por otros materiales, Gag 51Ing 40P y (Alp 5Gag,5)0,51In0,49P, que generan un punto cudntico
debido a la diferencia de energia de la estructura de bandas de los distintos materiales. Es-
te modelo presenta un escenario interesante desde un punto de vista tecnoldgico pero, si bien
estructuras de este tipo se realizan a escalas nanométricas, su produccién presenta atn varios
desafios experimentales. De todas formas, nos interesa estudiar este caso y compararlo con el
primer modelo propuesto, para analizar el comportamiento del método k.p frente a sistemas con
interfases presentes a distancias cortas.

Para nanohilos cilindicos de los materiales mencionados, la estructura de bandas puede obte-
nerse con muy buena precisién [75] utilizando el Hamiltoniano de Luttinger-Kohn, descripto en
la Seccién 4.1.2. Los valores de los pardametros involucrados en este Hamiltoniano, para todos los
materiales utilizados en este trabajo, se incluyen en el Apéndice D.

Para proceder ordenadamente, el estudio de los sistemas se llevard a cabo de la siguiente
manera;:

Modelo 1 Se estudiara la estructura de banda cerca del fondo de la banda de conduccion,
en funcion de los parametros del potencial que define el punto cuantico: la longitud y la
profundidad del pozo de potencial, y la longitud y la altura de las barreras de potencial.

Modelo 2 Aqui, los niveles de energia que definen el punto cudntico quedan fijos una vez se-
leccionados los materiales, por lo que los inicos parametros que se pueden cambiar son las
longitudes y el radio caracteristicos del sistema. Se estudiara la estructura de banda cerca
del fondo de la banda de conduccién en funcién de estos pardmetros.

En ambos modelos, utilizamos los parametros mencionados para regular el nimero de estados
en el gap entre las bandas de valencia y conduccién, buscando escenarios con estados de resonancia
bien aislados que estuvieran cerca del fondo de la banda de conduccién.

Mostraremos cémo se puede detectar una resonancia utilizando la probabilidad de localizacion
[15], [24], y cémo la presencia de un campo magnético afecta a los estados degenerados y a las
resonancias del sistema.

5.2. Punto Cuantico inducido Electrostaticamente

En esta seccién estudiaremos las propiedades de un punto cuantico inducido electrostatica-
mente en un nanohilo semiconductor de un tinico material.

5.2.1. Modelo

La nanoestructura estudiada en esta Seccién es un nanohilo cilindrico de radio R y longitud
L, hecho de un solo material semiconductor: el Arsenurio de galio (GaAs).

Consideramos un sistema de coordenadas cilindricas, donde la coordenada longitudinal, z,
coincide con el eje del nanohilo, y un potencial de confinamiento dado por

Vo sifz|<ziyp< Ry

: (5.1)
% S1 21 < ‘Z| < 29

V(,D, Z) - {

y V(p,z) =0 en el resto del dominio. Es decir, V' consiste en un pozo de potencial cilindrico de
radio R,, < R, longitud 2z; y profundidad —V;, y dos barreras de potencial de radio R, longitud
2o — 21 y altura Vi, a ambos lados del pozo de potencial.
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En la Figura 5.1, se puede observar el perfil de potencial en funcién de la coordenada longi-
tudinal z, para a) p > R, y b) p < Ry,. Como se puede apreciar en la figura, el potencial define
un punto cuéntico en el interior del nanohilo.

a)p>R b)p<R,
[ | I I | [
V1 = _ V1 | _
0 0
_Vo B R n _Vo B \ \ \ n
2321 0 747, 2321 0 247,

Figura 5.1: Perfil del potencial de confinamiento V' en funcién de la coordenada z, coincidente con el
eje del nanohilo, para a) p > Ry, y b) p < Ry.

5.2.2. Resultados

Para estudiar el espectro del sistema buscamos autofunciones variacionales al Hamiltoniano
LK, utilizando el método variacional de Rayleigh-Ritz decripto en el Apéndice A. Para ello, en
los dos modelos considerados, utilizamos como base para escribir el Hamiltoniano a las funciones

eime V2 p \/5 2z
wnml(pa<pvz) = m RJerl(aml)Jm (O‘mlﬁ) E COS (nﬂ'L> ) (52)

donde J,, son las funciones de Bessel de primera especie, a,,; es el [-ésimo cero de la funcién
Im(p)y, m=0,£1,£2, ... £M, 1 =1,2,.... N, yn=1,2,..., N.

Para obtener la estructura de bandas calculamos primero el espectro para N, = 10y M = 4,
basdndonos en la Referencia [75], donde los autores aseguran que estos valores son suficientes para
la convergencia de los niveles de energia en nanohilos con invarianza traslacional en la coordenada
z. Hemos repetido los calculos alli presentados para probar nuestros algoritmos, y observamos que
los estados cercanos al fondo de la banda de conducciéon pueden ser obtenidos con gran precisién
utilizando sélo estados de base de momento angular cero, es decir, M = 0. Como los estados que
nos interesan son precisamente los cercanos al fondo de la banda de conduccién, adoptamos para
los célculos posteriores N, = 10 y M = 0. Para estudiar los sistemas sin invariancia traslacional
en z, hay que incluir funciones del conjunto de bases que dependen de esta coordenada: las
funciones coseno incluidas en la Ecuacion 5.2. Calculando el espectro de los sistemas en funcién
del tamano de esta base, IV, encontramos que para IN > 80 el cambio en los niveles de energia al
aumentar N es menor que 107°, con lo cual utilizamos una base de N = 80 elementos.

ESPECTRO EN FUNCION DE LOS PARAMETROS DEL SISTEMA PARA B =0

En esta Seccién nos centraremos en el espectro aproximado que se obtiene resolviendo la
ecuacién k.p. En particular, buscamos valores de la profundidad del pozo de potencial (Vp) y
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de la altura de las barreras (V1) que den lugar a la aparicién de estados localizados por debajo
de la banda de conduccidn, y de resonancias. Los pardmetros geométricos del potencial (R,,, 21,
2o y L) se mantendran constantes para la obtencién de los resultados presentados. Al tener dos
pardmetros para variar, comenzamos buscando estados ligados en un pozo sin barreras (V3 = 0),
y una vez obtenidos estos estados estudiamos su comportamiento al agregar barreras al potencial.

1,1

Ll .
0 0102 03 04 05

V,[eV]

Figura 5.2: Espectro de energia en funcién de la profundidad del pozo, Vo, para un nanohilo de GaAs
de radio R = 15 nm, y parametros del potencial dados por z1 = 3,5 nm, 22 = 4,75 nm, R, = 5 nm y
V1 = 0 eV. Las lineas discontinuas verticales muestran los valores de Vj para los cuales se continuard con
el estudio del sistema. la linea azul corresponde a Vp = 0,3 eV, y la roja a Vp = 0,5 eV.

La Figura 5.2 muestra el espectro del sistema, para energias cercanas al fondo de la banda
de conduccién, E ~ 1,52 eV, como funcién de la profundidad del pozo de potencial. En esta
instancia las barreras del potencial no han sido aplicadas. El radio del nanohilo para los resultados
presentados es R = 15 nm, mientras que R,, = 5 nm, z; = 3,5 nm y 25 = 4,75 nm. Las lineas
verticales discontinuas marcan valores particulares de la profundidad del pozo de potencial, que
se analizaran al aplicar barreras a los lados del pozo. Como puede observarse, al aumentar la
profundidad del pozo de potencial aumenta la cantidad de estados ligados con energias dentro
del gap. Estos estados pueden dividirse en dos grupos con pendientes marcadamente distintas en
funcién de V.

La Figura 5.3 muestra el espectro como funcién del alto de las barreras de potencial, V7,
para Vo = 0,3 €V en el panel izquierdo (azul), y Vo = 0,5 €V en el panel derecho (rojo). Como
se puede apreciar en el panel derecho, hay una serie de autovalores que pertenecen al espectro
discreto cuando Vi = 0, y que entran en la banda de conduccién (BC) para algtn valor de V.
Estos autovalores son de especial interés, ya que dan origen a resonancias una vez que entran en
la BC, por lo que la vecindad de estos valores particulares de Vj y V7 es un lugar apropiado para
estudiar la ligadura de resonancias cuando se aplica un campo magnético externo. Uno de estos
puntos de interés se encuentra para Vy = 0,5 eV y V3 = 0,36 eV, y se estudiard en la siguiente
Seccion.

Es interesante observar que los autovalores dentro del gap de energias varian casi linealmente
en funcién de Vi, pero se pueden identificar grupos con pendientes significativamente distintas.
Esto se debe a las diferentes simetrias de los estados correspondientes, lo que hace que algunos
de ellos sean méas susceptibles al cambio en la altura de la barrera de potencial que los otros.
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Figura 5.3: Espectro de energfas en funcién del alto de las barreras, V1, para un nanohilo de GaAs de
radio R = 15 nm, y parametros del potencial dados por z; = 3,5 nm, z2 = 4,75 nm, R, = 5 nm y
Vi = 0 eV. El panel izquierdo, en azul, corresponde a un potencial con V, = 0,3 eV, mientras que en el
derecho, en rojo, Vo = 0,5 eV.

Como muestran nuestros resultados, el nimero de estados localizados puede controlarse fa-
cilmente eligiendo valores adecuados para Vy y V;. Se podria argumentar, sin embargo, que la
proximidad entre los autovalores que se encuentran por debajo del fondo de la banda de con-
duccién (FBC) y su, relativamente, gran nimero, podria oscurecer el andlisis de los fenémenos
fisicos resultantes. Afortunadamente, el nimero de autovalores discretos por debajo de la BC
puede reducirse atin mas eligiendo radios mas pequenos para el pozo, manteniendo los valores de
Vo v V1 en el mismo rango que los utilizados para obtener los datos en las Figuras 5.2 y 5.3.

LIGADURA DE RESONANCIAS APLICANDO UN CAMPO MAGNETICO

Como vimos en la Seccién 2.3, existen varios métodos que permiten identificar resonancias,
como la rotaciéon compleja, los potenciales absorbentes complejos y la densidad de estados. Sin
embargo no existen, que sepamos, implementaciones de estos métodos a sistemas cuya descripcion
se basa en el método k.p, tarea no trivial debido a las caracteristicas de las autofunciones que
brinda este método (ver Seccitén 4.2). Por este motivo, para detectar la presencia de resonancias
utilizaremos la probabilidad de localizacién, descripta en la Seccién 2.3.

Definimos a la probabilidad de localizacion, P,,, segin

P(4?) = / () dx, (5.3)

donde |1 (x)|? es el médulo cuadrado del espinor de ocho componentes, que es solucién a la
ecuacién k.p, y w representa el dominio espacial del punto cuantico.

Anteriormente vimos que, para Vp = 0,5 eV, un estado en el gap entra en la banda de
conduccién para V7 ~ 0,36 eV. Esto sugiere que para valores ligeramente mayores de V; debe
haber una resonancia que se encuentre muy cerca del fondo de la banda de conduccién. La
figura 5.4 (a) muestra el comportamiento del espectro variacional cerca del fondo de la banda
de conduccién en funcién de la intensidad de campo B, para Vo = 0,5 eV y V5 = 0,36250 eV. Se
puede observar, en primer lugar, que los autovalores son doblemente degenerados para B =0, y
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esta degeneraciéon se rompe cuando se aplica el campo magnético. De cada uno de los autovalores
doblemente degenerados en B = 0 surgen dos curvas, una creciente y otra decreciente como
funciones de la intensidad de campo, segiin su componente de spin.

1,522 0,001
2 0
1,52 -0,001
% 08——T— T T
m 1518 0.6
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1,516-@ 0 0.2 | (©)]
0 10 20 30 40 50 % 10 20 30 40 30
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Figura 5.4: (a) Espectro de energia en funcién del campo magnético aplicado, B, para un nanohilo
de GaAs de radio R = 15 nm un potencial con parametros z; = 3,5 nm, z2 = 4,75 nm, R, = 5 nm,
Vo = 0,5 eV y Vi = 0,3625 eV. (b) Diferencia de energia, AE, entre el estado de mayor localizacién
cercano al FBC y es estado del FBC, en funcién de B. (c¢) Probabilidad de localizacién en funcién de
B para los estados en el panel (a). Los colores utilizados en ambos paneles representan a los mismos
estados. La linea discontinua negra es la probabilidad de localizacién del estado ligado de mayor energia
dentro del gap.

El espectro del sistema en funcién del campo, panel (a) de esta Figura, presenta ademds un
grupo de curvas paralelas, que corresponden a energias decrecientes, que no presentan cruces
evitados entre si. Por otro lado, para energias mayores y campos chicos, cerca del eje vertical, se
observan curvas con numerosos cruces evitados, que se producen entre los autovalores crecien-
tes y decrecientes. Ademés de estos dos comportamientos, se puede ver una curva decreciente,
practicamente recta, que muestra un comportamiento diferente a las demas: esta curva se corres-
ponde al estado de resonancia que se convierte en un estado ligado para B ~ 25 T. Para campos
chicos esta curva es dificil de distinguir a simple vista, pero a medida que el campo aumenta
puede observarse en el tramo amarillo-verde-azul-rojo. Este cambio de color del estado obedece
al método variacional, que acomoda las energias en orden creciente para cada valor de B.

En el panel (c) de la Figura 5.4 se presenta la probabilidad de localizacién definida en la
Ecuacién 5.3. Para poder analizar esta informacion, hay que tener en cuenta que las dimensiones
del sistema fueron definidas para que la longitud total del nanohilo satisfaga L > z1, 22, con lo
cual un estado extendido tendrd una probabilidad de localizacién en el pozo dada por P2t ~ 0.
Aclarado esto, vemos que los tnicos estados con probabilidad de localizacién no nula, son los
estados que forman parte de la linea recta que representa a la resonancia para B < 25 T, y a un
estado ligado para B < 25 T. La linea de segmentos negra indica la probabilidad de localizacién
del estado con mayor energia dentro del gap.

De los resultados obtenidos con el método k.p, se puede concluir que P, actia de forma muy
similar a un parametro de orden: es capaz de detectar cuando aparece un estado localizado por
debajo del fondo del continuo de energias, sefialando asi la ligadura de una resonancia cuando
se aplica un campo magnético creciente a un sistema con un estado de resonancia. Sin embargo,
desde el punto de vista de la probabilidad de localizacion, no hay diferencia entre un estado
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de resonancia y un estado ligado aislado. La diferencia entre estos estados viene dada por la
existencia, o no, de un estado extendido por debajo del mismo. El panel (b) de la Figura 5.4
muestra la diferencia de energia entre el estado cercano al fondo de la banda de conduccién
(FBC) que posee una alta probabilidad de localizacién, E4pr,, y el estado extendido de menor
energia, Frpc. Esta diferencia de energia, AFE, puede definirse como

E,.s(B) — Erpc(B), si el estado localizado esta en la banda
AE = Expr(B) — Eppc(B) = (5.4)
Eioc(B) — Erpc(B),  si el estado localizado esta en el gap

Si bien el sistema presenta otros estados ligados en el gap, la diferencia de energia con respecto
al fondo de la banda de conduccién son mayores de 0,01eV > AFE, i.e., cuando la resonancia
se convierte en estado ligado este estd bien aislado de otros estados ligados dentro del gap.
Ademas, estéd bien aislado de otras resonancias que pueden estar presentes en el sistema cuando
se produce la transicién. La transicién de la resonancia (AE > 0) al estado ligado (AE < 0) se
puede apreciar claramente en la Figura 5.4 (b).

Los resultados presentados corresponden a un potencial de confinamiento con R,, = 5nm,
vy z1 = 3,5 nm, y zo = 4,75 nm, pero también hemos realizado calculos para muchos otros
conjuntos de estas cantidades. En particular, hemos analizado diferentes radios del pozo de
potencial, como R,, = "Tnm y R,, = 9nm. Para estos otros casos la ligadura de una resonancia
también estd presente. Los valores de los pardametros Vj, Vi, son similares a los utilizados para
el caso R,, = bnm. Con respecto a los parametros del nanohilo, en todos los casos tomamos
L = 200 nm, para asegurarnos que el sistema se comporte como un sistema infinito en la direccién
z, y variamos el radio del nanohilo para valores de R € [10,20] nm.

5.3. Punto Cuantico definido por una Heteroestructura

Abordamos ahora el estudio del fenémeno de ligadura de resonancias para el segundo modelo
propuesto: un punto cudntico generado por la combinaciéon de distintos materiales semiconduc-
tores.

Este modelo, ademds de ser mas dificil de implementar experimentalmente que el modelo
presentado anteriormente, implica cdlculos mas complicados para la resolucién del Hamiltoniano
k.p. Esto se debe a la dependencia de los parametros incluidos en el Hamiltoniano con los mate-
riales que componen la nanoestructura. Los detalles de las consideraciones a hacer para incluir
cambios de material en el modelo, y algunos célculos necesarios, se presentan en el Apéndice D.

5.3.1. Modelo

El segundo sistema consiste en un nanohilo compuesto por seis cilindros semiconductores
intercalados. Los cilindros son de tres materiales diferentes, y se intercalan en una configuraciéon
que imita el perfil de potencial de la Ecuacién 5.1, mediante los desplazamientos de banda entre
los materiales implicados. En la Figura 5.5 se muestra una representacién del sistema, donde
cada color representa un material diferente. El nanohilo tiene un radio total R y longitud L, y
esta compuesto por: un cilindro que llamaremos nicleo, representado en verde, que tiene radio
R. y longitud 221, dos cilindros que llamaremos barreras, representados en rosa, que tienen radio
R y longitud z5 — z1, y los cilindros azules, de radio R, que completan la estructura del nanohilo.
Para poder simular el potencial de la Ecuacién 5.1 el nanohilo (azul) es de Gag,51Ing 49P, el
nicleo es de GaAs y las barreras de (Aly,5Gag 5)0,51In0,49P.

La figura 5.6 muestra los perfiles de los fondos de la banda de conduccién (en azul) y los topes
de las bandas de valencia (en naranja) para b) p > R, y ¢) p < R.. Comparando los perfiles
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L

Figura 5.5: Representacién del sistema estudiado. El nanohilo esta representado por el cilindro azul,
de radio R y largo total L > z1, z2. Intercalados en este cilindro se encuentran el cilindro nuicleo, en
verde, de radio R, y largo 2z1, y los cilindros barrera, en rosa, de radio R y longitud z2 — z1. Cada color
representa un material distinto, elegidos para definir un punto cudntico generado a partir de la diferencia
de energia en las estructuras de banda entre estos materiales.

a) p>R. b) p=R.
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Figura 5.6: Representacién de las energias del fondo de la banda de conduccién (azul) y el tope de la
banda de valencia (naranja) en funcién de la coordenada z, transversal al nanohilo, para a) p > R. y b)
p < R..

de potencial en la Figura 5.1 y los perfiles de la banda de conduccién en la Figura 5.6, queda
claro que un electrén en la banda de conduccién experimenta un confinamiento similar en ambos
sistemas.

5.3.2. Resultados

De manera analoga al caso de un punto cudntico definido por un potencial electrostatico,
estudiamos la estructura de bandas del punto cuantico definido por una combinacién de diferentes
materiales semiconductores (Figura 5.6). Presentamos los resultados para un nanohilo de radio
total R = 15 nm, R. = 5 nm y L = 200 nm, pero los mismos cédlculos fueron implementados para
distintas combinaciones de estos valores y de R = 10 nm, R = 15 nm, R. = 7 nm, manteniendo
siempre la misma longitud total del sistema, L = 200 nm.

Como ya hemos mencionado, la diferencia entre los niveles energéticos de las bandas de los
materiales utilizados define la energia del punto cudntico, y son cantidades fijas. Por lo tanto,
para estudiar distintos escenarios que den lugar a estados de interés, estudiaremos el espectro del
sistema en funcién de dos pardmetros geométricos: el ancho del nicleo, a través de la cantidad
z1, y el ancho de las barreras, a través de la cantidad zs.

La base de funciones utilizada para obtener el espectro y los estados del sistema fue presentada
en la Ecuacion 5.2.

ESPECTRO EN FUNCION DE LOS PARAMETROS DEL SISTEMA PARA B = (
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La Figura 5.7 muestra los niveles de energia cercanos al fondo de la banda de conduccién en
funcién de z;, para un sistema sin barreras (2o = z1). La dependencia de los niveles de energia
dentro del gap, al igual que en el caso del punto cuantico producido electrostaticamente, responde
a dos comportamientos diferentes segiin las simetrias de los estados.

Para seleccionar estados de interés en este sistema es importante tener en cuenta que, para
poder lograr una implementacién experimental, las dimensiones de las distintas componentes del
sistema deben ser lo mas grandes posibles. Sin embargo, también se quiere limitar el tamano
por dos razones: una es que se requiere de dispositivos chicos para el desarrollo de nuevas tec-
nologias, y otra es que si las dimensiones crecen lo suficiente, los estados ligados no estaran lo
suficientemente aislados unos de otros, con lo cual su control se torna imposible.

Evaluando un compromiso entre estos requerimientos, seleccionamos para el ancho del niicleo
el valor z; = 3 nm, indicado por la linea vertical azul en la Figura 5.7, para anadir barreras al
sistema.

En el panel izquierdo de la Figura 5.8 se muestra el espectro del sistema en funcién de zs,
para z; = 3 nm. El panel derecho de esta figura es un zoom de la zona contenida en el recuadro
fucsia del panel de la izquierda, y muestra cémo el estado localizado de mayor energia entra en
la banda de conduccién para zo ~ 3,47 nm. Cuando este estado ingresa al continuo de energia,
se producen una serie de cruces evitados que evidencian la presencia de una resonancia para
2o 2 3,48 nm. En particular, estudiaremos qué pasa con este estado para zz = 3,5 nm, valor
sefialado por la linea punteada azul, cuando aplicamos un campo magnético al sistema.

|||||I|||
1’5012345

z, [nm]

Figura 5.7: Espectro de energias en funcién del ancho del nticleo, z1, para un nanohilo de Gag,51Ing, 49P
de radio R = 15 nm, y un nicleo de GaAs de radio R. = 5 nm. El sistema no presenta barreras. La linea
discontinua azul indica el valor z; = 3 nm, seleccionado para seguir con el estudio del sistema.
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Figura 5.8: a) Espectro de energia en funcién de zz, para un nanohilo de Gag,51Ing,49P de radio R =
15 nm, un nicleo de GaAs de R. = 5 nm y ancho z; = 3 nm, y barreras de (Alp5Gao,5)0,51In0,49P. b)
Zoom del panel a) cerca de la zona de ionizacién. La linea discontinua azul indica el valor zo = 3,5 nm,
seleccionado para seguir estudiando el sistema.
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Figura 5.9: a) Espectro de energia en funcién de la intensidad del campo magnético, B, para un nanohilo
de Gag,51In9,49P de radio R = 15 nm. El nicleo de GaAs es de radio R. = 5 nm y las barreras
son de (Alp,5Gao,5)0,51In0,49P. Los anchos respectivos estan dados por z1 = 3 nm y 22 = 3,5 nm. b)
Probabilidad de localizacién en funcién de B para los estados incluidos en el panel a). Los colores
utilizados corresponden a los mismos estados en ambos paneles. La linea discontinua negra en el panel
b) es la probabilidad de localuzacién en el nucleo del estado ligado con mayor energia. Para B = 0 la
energia de este estado es ¥ ~ 1,66 eV.

LIGADURA DE RESONANCIAS APLICANDO UN CAMPO MAGNETICO

Consideremos ahora el efecto de aplicar un campo magnético externo para el sistema con
z1 =3 nmy zo = 3,5 nm. La Figura 5.9 muestra que el comportamiento de los autovalores es
cualitativamente igual al descripto con respecto a la Figura 5.4 para el punto cuantico electros-
tatico. En el panel de la izquierda, que presenta el espectro en funcién del campo magnético, se
observa un estado que depende casi linealmente de la intensidad de campo, cuya energia decrece
cruzando a los estados de menor energia. Este estado es una resonancia, que sale de la banda de
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conduccién, transformandose en un estado ligado, para B ~ 20 T. El panel derecho muestra la
probabilidad de localizacién de este estado en funcién de B, cantidad definida en la Ecuacion 5.3,
donde ahora w es la region del nicleo del sistema. Como se puede observar, la probabilidad de
localizacion del estado de interés aumenta con la intensidad de campo, y es menor a la del estado
de mayor energia dentro del gap, representada por una linea negra discontinua.

5.4. Resumen y Conclusiones

En este trabajo, estudiamos el espectro de energias para dos nanoestructuras semiconducto-
ras, una de ellas una heteroestructura, y la otra compuesta por un tnico material pero afectada
por un potencial electrostatico. Estas caracteristicas inducen puntos cudnticos en las estructuras,
donde se localizan estados ligados y resonancias. El objetivo del trabajo era el de poder caracte-
rizar sistemas con resonancias en su espectro, y estudiar el fenémeno de ligadura de resonancias
mediante un campo magnético externo. Mas alld de la posibilidad de implementaciéon de los
sistemas propuestos, que modelamos de la manera mas realista posible de acuerdo a las capaci-
dades experimentales actuales, el método k.p -utilizado para obtener los resultados presentados-
muestra que este efecto esta presente en los sistemas considerados.

Como primer conclusién, podemos destacar que nuestros resultados muestran que la ligadura
de resonancias puede implementarse de forma efectiva en nanoestructuras semiconductoras em-
bebidas en nanohilos en los dos casos considerados, y para distintos parametros de cada sistema.
El efecto parece similar al encontrado utilizando la AME en [15], al menos para los materiales que
hemos considerado en este trabajo. Sin embargo, la inclusién del spin anade escenarios novedosos
en los que algunas resonancias hacen la transicién a estados ligados, o viceversa, dependiendo de
la orientacién del mismo.

De nuestros resultados se desprende que, si para B = 0 un estado ligado degenerado se
encuentra lo suficientemente cerca del fondo de la banda de conduccién, entonces para B # (
el estado cuya energia crece con la intensidad del campo ingresara a la banda de conduccién
para alguin valor de B, convirtiéndose entonces en una resonancia. Por otro lado, los estados que
tienen una energia decreciente en funcién de la intensidad de campo, aumentara su distancia
con la banda de conduccién. Este escenario, y la transicién de resonancia a estado ligado que
discutimos ampliamente, podrian proporcionar técnicas de control para los electrones en puntos
cuanticos.

En cuanto a la caracterizaciéon de las resonancias presentes en estos sistemas, encontramos
que determinar el ancho de las mismas en funcién del campo cuando se utiliza el método k.p es
una tarea atin mas complicada que en el caso de utilizar la AME. Para empezar, tenemos que
considerar ocho ecuaciones acopladas en lugar de una sola. El tamano de la matriz del Hamilto-
niano implicada es entonces, al menos, 8 veces mayor, lo cual implica una pérdida de precisién
numeérica a la hora de calcular los autovalores y autoestados. Sin embargo, introduciendo una
pared de potencial blanda [22], situada a distancias variables del punto cudntico, y utilizando
esta distancia como parametro variacional para obtener una densidad de estados, hemos esti-
mado un ancho de resonancia de I' ~ 10 %eV. Estos resultados, sin embargo, no presentan la
convergencia numérica necesaria para considerarlos confiables, por lo que buscamos otras formas
de determinar esta cantidad. Otra herramienta de implementacién relativamente sencilla en el
contexto Hamiltonianos k.p es el método de densidad de estados para determinar el ancho de
una resonancia [23]. Este enfoque supone que la densidad de estados tiene una forma Loren-
tziana cerca del pico asociado a la energia de la resonancia. Hasta ahora, nuestros resultados
no muestran la forma Lorentziana requerida para proceder al ajuste necesario para determinar
I'. Consideramos necesario explorar el tratamiento de este problema para resonancias obtenidas
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utilizando Hamiltonianos k.p, ya que esta caracterizacién de las mismas es de gran interés para
evaluar la posible utilidad de estos estados.

La combinacion de materiales que hemos considerado tenia multiples propésitos. En primer
lugar, permitirnos comparar nuestros resultados numéricos con resultados anteriores obtenidos
para sistemas similares [75], [80], lo que nos permitié corroborar el correcto funcionamiento de
los codigos realizados para obtener nuestros resultados. En segundo lugar, buscamos utilizar una
combinacién de materiales que son experimentalmente aptos para formar nanohilos y otras nano-
estructuras. Y por ultimo, para poder comparar con resultados anteriores calculados utilizando
practicamente los mismos materiales, pero utilizando la AME [15]. Antes de calcular el espectro
de los nanohilos con pozo de potencial y barreras, calculamos el espectro para nanohilos tipo
core-shell, como los considerados en la Referencia [75], y encontramos una excelente concordancia
entre ambos conjuntos de resultados. Ademaés, encontramos que para los nanohilos de un solo
material la energfa de los estados cercanos al fondo de la banda de conduccién se puede obtener
con una muy buena aproximacion considerando sélo funciones de conjunto de bases con compo-
nente de momento angular L, = 0, lo cual disminuye el tamafio de las matrices a diagonalizar,
reduciendo el tiempo de cémputo.

En el futuro, seria interesante considerar combinaciones de otros materiales, con una mayor
diferencia energética entre sus bandas. Esto daria lugar a una mayor probabilidad de locali-
zacién y, presumiblemente, a una localizacién mas fuerte de la resonancia. Ademéds, permitiria
utilizar mayores longitudes en la direccién z para el nicleo y las barreras, y un mayor radio del
nucleo, lo que harfa que los valores de longitudes y radios fueran mas faciles de implementar
experimentalmente.

Por ultimo, para los puntos cudnticos electrostéaticos, los detalles experimentales para generar
el potencial de confinamiento no parecen ser importantes, siempre y cuando la localizacion en
un pozo con un radio efectivo menor que el radio externo del nanohilo sea factible. La ligadura
de resonancias se ha encontrado para distintos potenciales de confinamiento y, para sistemas de
un electrén, la dnica condicién necesaria es la presencia de un pozo de potencial y de barreras.
Por lo tanto, no es necesario considerar un potencial constante a trozos, sino que por simplicidad
analitica es el potencial més sencillo con un perfil similar al de la banda de conduccién considerado
en lo que llamamos modelo dos. Asumir un pozo de potencial con simetria cilindrica es necesario
para simplificar el conjunto de bases necesario para implementar el método de Rayleigh-Ritz.
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Capitulo 6

Estados de borde helicoidales en
pozos cuanticos

En este Capitulo abordamos el estudio y caracterizacién de estados topoldgicos en pozos
cuaticos semiconductores. Para ello calculamos el contenido de informacién de los estados de un
electrén en este sistema, en el régimen invertido donde los estados de borde, topologicamente
protegidos, son responsables de la conduccién en los experimentos de Efecto Hall Cuédntico.

6.1. Introduccion

ANTECEDENTES

Desde los experimentos realizados por Klaus von Klitzing, que condujeron al descubrimiento
del Efecto Hall Cudntico [32], los pozos cudnticos semiconductores se han convertido en un
escenario ideal para estudiar una gran variedad de fenémenos: el Efecto Hall Cudntico (QHE,
por sus siglas en inglés) [81], Efecto Hall Cudntico de Spin (QSHE, por sus siglas en inglés)
[33], [34], [82] v la condensacién de excitones y polaritones [83], [84], por nombrar algunos.
En particular, en pozos cudnticos compuestos por Telururo de Mercurio (HgTe) y Telururo de
Cadmio (CdTe), el QHSE es el responsable de las propiedades de conductancia caracteristicas
del sistema. Esto se debe a que se inducen en los bordes del sistema estados de borde helicoidales,
topolégicamente protegidos.

El estudio de estados topoldgicos, y su caracterizacién, es un campo de muchos avances en
determinados sistemas. Hay dos herramientas principales en la caracterizacién de estos estados,
que permiten identificarlos y diferenciarlos de estados comunes: una se basa en el calculo de
cantidades topoldgicas, como el niimero de Chern o el nimero 2, [33], [85]-[87], mientras que en
la otra se estudian la entropia o el espectro de entrelazamiento del estado de interés [16], [17],
[88]. La diferencia entre estos enfoques se basa en la informacién con que se cuente. El primero
puede aplicarse cuando se dispone de la estructura de bandas, mientras que el segundo se ha
utilizado sobre todo para estudiar modelos de muchos cuerpos cuando la matriz de densidad
reducida de un subsistema bipartito puede calcularse de manera eficaz.

Tanto la entropia de entrelazamiento como el espectro de entrelazamiento, captan el caracter
no local de un estado topoldgico, y se han utilizado para el estudio de estados en cadenas de
spin [89]-[92] y para los estados de Laughlin, que se utilizan como aproximaciones del estado
fundamental del efecto Hall cudntico para muchos electrones [88], [93]-[95]. Por otra parte, una

63
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gran cantidad de trabajos se han dedicado al estudio de las propiedades generales del espectro
de entrelazamiento de estados topoldgicos en diferentes escenarios fisicos y geometrias [96]-[101],
y este estudio ha sido de utilidad para revelar la presencia de una fase Haldane en aislantes
topoldgicos [102], [103].

MOTIVACION

Nuestro interés en el estudio de estados helicoidales en pozos cudnticos semiconductores viene
de encontrar una caracterizacién de los mismos utilizando cantidades entrépicas que permitan
distinguirlos del resto de los estados del sistema. Los estados topologicos son de gran interés
actualmente, ya que se cree que almacenar informacion en este tipo de estados puede resolver
problemas de implementacion en distintos protocolos. Ademas, el QSHE implica tener una co-
rriente polarizada en el sistema, lo que permite un mayor control en comparacién a corrientes
no polarizadas, y abre la puerta a afectar por separado a las corrientes con polarizaciéon opuesta.
Mas alla de estas caracteristicas, que hacen necesario el estudio de estos estados, la sofisticacién
de los mismos y el hecho de que su obtencién sea una tarea no trivial nos lleva a preguntarnos si
hay alguna forma sencilla de detectarlos y caracterizarlos, y nos interesa en particular estudiar
si poseen alguna caracteristica en términos de informacién que los distinga de otros estados de
interés.

Dado que las propiedades de los electrones en pozos cuanticos semiconductores estan bien
descriptas mediante el método k.p, es natural preguntarse si los estados de borde de un electrén
obtenidos de esta manera pueden ser analizados mediante las técnicas desarrolladas para el estu-
dio de los estados cuanticos topolégicos en cadenas cuanticas de spin. De ser asi, o de encontrar
alguna cantidad similar que permita caracterizarlos, estariamos en condiciones de detectar estos
estados mediante un procedimiento relativamente sencillo. Hay, sin embargo, dos dificultades
principales para proceder con esta idea. La primera tiene que ver con la dificultad en obtener los
estados de borde de un electrén y, principalmente, que los estados obtenidos sean realistas. Su-
poniendo que contamos con estos estados, brindados por el método k.p, la segunda dificultad es:
. Cudl es el subsistema que hay que trazar para obtener la matriz de densidad reducida necesaria
para calcular las entropias y el espectro del entrelazamiento?.

Con respecto a la posibilidad de obtener estados de borde realistas en pozos cuanticos, esta
no es una tarea sencilla, a diferencia de calcular el espectro de estos sistemas [104]. Esto se
debe a que estos estados dependen de, al menos, dos coordenadas, hay condiciones de contorno,
tanto en los bordes del sistema como en las interfases entre los materiales que lo componen,
que deben satisfacerse y los regimenes fisicos de interés surgen cuando hay varias bandas que
interactiian, lo que hace obligatorio el calculo en términos de Hamiltonianos k.p de muchas
bandas. Recientemente, varios trabajos han abordado esta cuestiéon y es posible obtener estos
estados ya sea con o sin un campo magnético externo aplicado [76], [77], [105], [106]. Disponer
de estos estados, aproximados pero realistas, nos motiva a utilizarlos para el estudio de medidas
de informacién que ayuden a la descripcién de estados topoldgicos en estos sistemas.

Por otro lado, el problema de biparticionar el espacio de Hilbert de estos estados es un tanto
mas complejo para las herramientas con que contamos. Como mencionamos en la Seccién 4.2, y
mostramos en el Apéndice D, la base del Hamiltoniano k.p podria ser una herramienta de gran
interés para estudiar entropias de entrelazamiento entre, por ejemplo, polarizacién y simetrias
de los estados. Sin embargo, las dificultades para obtener estados realistas obligan a usar Hamil-
tonianos k.p que no permiten esta separacion del sistema. Una alternativa a esto, es el uso de la
entropia de espacio real [16], introducida en la Seccién 2.2.3.

PROPUESTA
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Nuestro objetivo es estudiar y caracterizar -mediante cantidades entropicas- los estados de
borde presentes, bajo ciertas configuraciones, en pozos cudnticos compuestos por HgTe/CdTe .

Para ello, es necesario contar con los autoestados de este sistema bidimensional. Como vimos
en la Seccién 4.1.4, este problema se puede abordar utilizando el Hamiltoniano efectivo 4 x 4,
propuesto por Krishtopenko y colaboradores en la Referencia [77]. A partir de la solucién del
Hamiltoniano de Kane (Seccién 4.1.3) para obtener los estados de bulk del sistema, y la conse-
cuente resolucién del Hamiltoniano efectivo (Seccién 4.1.4), se obtienen los estados de borde en
dos dimensiones. Utilizaremos estos estados para el calculo de diferentes entropias, para obtener
informacién de los mismos.

En cuanto a las cantidades a estudiar, como vimos anteriormente, la entropia de espacio real
es un buen candidato debido a las caracteristicas de los estados obtenidos. Sin embargo, veremos
que es posible definir otras entropias que agregan informacién a esta dltima.

Los parametros necesarios para escribir los Hamiltonianos para el sistema bajo estudio, e
informacién adicional sobre la base variacional utilizada para resolver el Hamiltoniano de Kane,
se derivan al Apéndice D.

6.2. Modelo

El sistema bajo estudio es un pozo cuantico cuyas capas externas estin compuestas por CdTe,
mientras que la capa interna es de HgTe. Més especificamente, consideramos un pozo cudntico
infinito en la direccién x, de ancho L = 1000 nm en la direccién y y con un alto de la capa
intermedia d = 7 nm o d = 9 nm en la direccién z. La eleccién del espesor de la capa intermedia
es un factor no menor, ya que el QSHE depende de la inversiéon de bandas que presentan estos
materiales para ciertas configuraciones (ver Seccién 2.4). Para los materiales seleccionados, esta
inversién de bandas se da para espesores mayores a d. ~ 6,3 nm. En la Figura 6.1 podemos ver
una representacion esquematica del sistema, junto con el sistema de coordenadas empleado.

Figura 6.1: Representacién esquemédtica de un pozo cudntico. Las capas externas, en verde, corresponden
a CdTe, mientras que la capa violeta interna es de HgTe. El espesor del pozo cudntico esta dado por d,
el alto de la capa interna, y el sistema de coordenadas es el utilizado en el Hamiltoniano y para todos
los céalculos realizados en este sistema.

6.3. Estados de un pozo cuintico compuesto por HgTe/CdTe

ESTADOS DE BULK

Si el pozo cuantico es infinito, o mas exactamente, si no hay condiciones de contorno en
valores finitos de las coordenadas x o y, la estructura de banda electrénica del pozo cudntico
puede calcularse utilizando el Hamiltoniano de Kane, descripto en la Seccién 4.1.3. Los pardme-
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tros involucrados en el Hamiltoniano, para los materiales utilizados, son los presentados en las
Tablas D.3 y D.4.

Siguiendo el procedimiento descripto en la Seccién 4.2 para obtener los estados aproximados
de este Hamiltoniano, utilizamos la base de funciones B—Spline [107], [108] como base variacio-
nal para escribir la expresiéon matricial del mismo. Estas funciones, definidas como polinomios
de soporte compacto, son idéneas para este tipo de sistemas, ya que permiten una simple im-
plementacién de las condiciones de contorno en las interfaces entre materiales. Detalles sobre las
mismas pueden encontrarse en el Apéndice D, y en las referencias alli mencionadas.

E [eV]
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Figura 6.2: Espectro de energias en funcién del espesor de la capa intermedia para un pozo cudntico
de HgTe/CdTe. En d ~ 6,3 nm se puede apreciar la inversién de bandas, entre las sub-bandas E1 y Hi,
fenémeno que posibilita el QSHE.

La Figura 6.2 muestra el espectro de este sistema en funcién del espesor de la capa intermedia
d, y el efecto sobre la estructura de bandas que tiene este parametro. Para d ~ 0 el sistema
esta compuesto unicamente por CdTe, y se pueden apreciar, por debajo del cero de energia
y por encima de F ~ 1,53 eV, las bandas de valencia y de conduccién, respectivamente, del
semiconductor (adoptamos la convencién de que la parte superior de la banda de valencia para
este material corresponde a 0 €V). A medida que el espesor de la capa de HgTe aumenta, el
ancho del gap entre estas bandas para el sistema se mantiene practicamente constante. Hay,
sin embargo, niveles de energia que se desprenden de ambas bandas, y que son méas numerosos
para valores crecientes del espesor d. La convencién utilizada para nombrar estos estados es la
siguiente: los que se desprenden de la banda de conduccién se denotan como En, donde n es
un nimero natural que corresponde al orden de desprendimiento. Los niveles que se desprenden
de la banda de valencia se denotan por Hn, donde n tiene el mismo significado, pero para los
estados H.

Para campo nulo estos estados son doblemente degenerados, y cada valor de energia en el es-
pectro se corresponde con los estados de spin positivo y negativo, es decir, la energia representada
en rojo en la Figura 6.2 se corresponde con los estados |E1,+) y |E1, —).

Como se puede observar, a partir de d ~ 6,3 nm se producen una serie de cruces entre los
niveles de energia, evidenciando la inversién de bandas que da lugar al QSHE.

ESTADOS DE BORDE

Los estados |En,+) y |Hn,+) del espectro de bulk presentado, son los estados mencionados
en la Seccién 4.1.4 para definir el Hamiltoniano efectivo, Hey ¢, que utilizaremos para obtener los
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estados de borde del sistema, cuando lo consideramos finito en la direccion y.
Para escribir la expresién matricial del Hamiltoniano efectivo, utilizamos la base de funciones

Yn(y) = \/gsin (n%y) : (6.1)

donde L es el ancho del sistema en y, y n = 1,2.., N. Notar que las funciones v,, satisfacen
condiciones de contorno homogéneas en y = —L/2 y y = L/2. El valor de N va a depender de
las dimensiones del sistema, y encontramos que el valor 6ptimo es N = 1950 para d = 7 nm y
N = 2500 para d = 9 nm. Para encontrar estos valores, comparamos el espectro obtenido con el
espectro que se obtiene si se resuelve el Hamiltoniano de Kane bidimensional.

E [meV]

Figura 6.3: Espectro de H.sy para el pozo cuéntico con d = 7 nm (panel izquierdo) y d = 9 nm (panel
derecho), en funcién de k. Los autovalores del continuo estan representados por curvas negras, mientras
que la energia de los estados de borde corresponde a las lineas rosa y celeste. Como se puede observar,
en k; = 0 el gap entre las sub-bandas se cierra.

La figura 6.3 muestra el espectro del Hamiltoniano efectivo en funcién de k, para d = 7 nm
(panel izquierdo) y d = 9 nm (panel derecho). Como puede observarse, en ausencia de un campo
magnético externo los espectros son simétricos en funcién de k, es decir, E(+k) = E(—k). Los
autovalores del Hamiltoniano correspondientes a valores positivos de k, se obtienen a partir
de H, mientras que los correspondientes a valores negativos de k, se obtienen con H* (ver
Seccién 4.1.4). Los estados de bordes helicoidales se representan con lineas de color celeste y rosa
en la Figura 6.3. Estos estados pueden ser identificados con facilidad, ya que aparecen en el gap
entre las sub-bandas H1 y E1 para d =7 nm, y entre H1 y E2 para d =9 nm.

La presencia de estos estados hace que, para k, = 0, el gap entre estas sub-bandas se cierre,
formandose un cono de Dirac en el espectro del sistema. La presencia de este fenémeno es
reconocida como un indicativo de la presencia de estados topolégicos [109].

ESTADOS BIDIMENSIONALES DEL POZO CUANTICO

Estamos ahora en condiciones de escribir los autoestados del pozo cudntico bidimensional,
en funcién de las coordenadas y, z. A continuacién presentamos una recapitulacion de como se
obtienen estos estados, a partir de los procedimientos descriptos en el Capitulo 4.

A partir del Hamiltoniano de Kane, obtuvimos los estados de bulk del sistema, que podemos
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expresar segun

V(=)= > By(2)i), (6.2)

1=1p=1

donde B, son las funciones B—Spline, |i) es la base del Hamiltoniano de Kane y C; son los
coeficientes obtenidos con el método de Rayleigh-Ritz.

Algunos de los estados asi obtenidos, denominémoslos |j) = ¥;(z) con j = 1, ..,8, pasan a ser
la base del Hamiltoniano efectivo utilizado, cuyas soluciones pueden escribirse segtin

N

Cry= Y A en(y)li), (6.3)

n=1

donde + indica si el autoestado corresponde a k, positivo o negativo, 1, son las funciones
definidas en la Ecuacién 6.1 y j hace referencia a los estados base del Hamiltoniano efectivo.
Combinando estas soluciones, obtenemos los estados bidimensionales del sistema, dados por

|¢(y,2)>i = Z O‘:L,];iwn(y)Bp(’z”k)? (64)
i,k,n,p
donde i = 1,..,4 y £ corresponden a los autoestados del Hamiltoniano efectivo y |k) para

ikt

np . agrupan a los coeficientes

k=1,..,8 es la base del Hamiltoniano de kane. Los coeficientes «
de las Ecuaciones 6.2 y 6.3.

En lo que sigue, nos centraremos en la caracterizacién de los estados de borde localizados,
|¢(y, z))+, para determinados valores k, y B, la intensidad del campo magnético aplicado en
la direccion z. Esta eleccion para la direccion del campo magnético no es la més general, pero
corresponde a las configuraciones experimentales mas comunes. Ademads, presenta varias venta-
jas analiticas, ya que el Hamiltoniano efectivo dependiente del campo magnético mantiene la

estructura de bloques de la ecuacién 4.29.

6.4. Resultados

La intrincada forma en que los autoestados variacionales dependen de diferentes coeficientes,
funciones base y pardmetros del sistema (ver Ecuacién 6.4), conduce a una serie de posibles
particiones del espacio de Hilbert, cada una de las cuales daria lugar a una caracterizacion
diferente de los estados. A continuacién estudiaremos algunas de estas posibilidades.

6.4.1. Caracterizacion de los estados de borde mediante entropias de
espacio real

Como hemos mencionado, no es posible escribir al espacio de Hilbert de los autestados de la
Ecuacién 6.4 como un espacio producto para obtener una biparticién natural del sistema. Vimos
también que para sistemas bidimensionales en el plano (y, z), una herramienta que permite una
biparticién del sistema es la llamada entropia del espacio real, que podemos definir para este
sistema eligiendo

A="D, B = eje z de coordenadas, (6.5)

donde D es un dominio definido en la coordenada y. A partir de esta definicién, se puede calcular
la entropia de von Neumann de la matriz de densidad reducida correspondiente, como describimos
en las Secciones 2.2.2 y 2.2.3.
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Para las autofunciones de la Ecuacién 6.4, |¢(y, z)) -donde omitimos el indice & por simpli-
cidad en la notacién-, procedemos a calcular la entropia de von Neumann de espacio real, S,
a partir del estado bidimensional para electrones

p=19) (9], (6.6)

trazando el dominio espacial D. De este modo, construimos una matriz de densidad reducida en
una coordenada

pp(z,2") N/ lp(y, 2')| dy, (6.7)

N = [ [ 1o 6002 dy (6.:8)

Los autovalores, Ay, del operador de densidad reducido en la Ecuacién 6.7, necesarios para
calcular la entropia del estado de borde, se obtienen resolviendo la ecuacién integral

donde

/ po(z, 2 )pe(#) dz' = Mg (2), (6.9)

donde ¢¢(z) son las autofunciones de la matriz de densidad reducida. Este problema se puede
convertir en un problema algebraico de autovalores, eligiendo un conjunto de funciones base y
diagonalizando la matriz de densidad reducida. Notar que, una vez que se ha trazado el subsistema
B, el operador de densidad resultante depende tinicamente de las funciones B—Spline y de la base
del Hamiltoniano de Kane, por lo que estos dos conjuntos de funciones son la eleccién natural de
una base para escribir la matriz de densidad reducida. Las entradas de esta matriz estin dadas
por

[pD]ka = Z > (k) b IR SapSes, (6.10)
Z’I’L,p], »q

donde k y I son los indices de la base de Kane, a y b corresponden a la base de B—Splines,

N =3 (aih®) adlE Sy Ih,, (6.11)

i,k n,m p,q

= [ oenmdy ¢ Sy = (Bl (612)
Cuando el dominio D es toda la coordenada y, entonces
Ian = Op,m. (6.13)

donde § es la funcién de Kronecker.

En cuanto a la localizacién de las autofunciones |¢(y, z)), estas se extienden a lo largo del
pozo cuéantico en la direccion y, o estan fuertemente localizadas en sus bordes. Esto implica que
no hay una elecciéon natural para el dominio D si se quiere emplear la entropia de von Neumann
de espacio real para distinguir entre los diferentes estados del sistema. Consideramos entonces
dos escenarios distintos: por un lado, tomamos a D como toda la coordenada y, y por el otro
definimos una serie de dominios distintos, para estudiar la entropia en funcién de sus tamanos.
Los resultados obtenidos en cada caso se comentan a continuacion.

LOS SUBSISTEMAS SON LAS COORDENADAS ¥,2
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Figura 6.4: a) Espectro de energias del Hamiltoniano efectivo para un pozo cudntico de espesor d = 9 nm
en funcién de la intensidad del campo magnético B, para k, = 0,02 nm~'. Las curvas negras continuas
representan los estados de mayor energia de la banda de valencia, las curvas negras discontinuas son
los estados de menor energia de la banda de conduccion, y los estados representados en rosa y celeste
corresponden a los dos estados de borde. b) Entropia de espacio real tomando al eje y como el dominio
D, para los estados en el panel a). Los paneles c¢) y d) presentan la misma informacién que los paneles
a) y b), respectivamente, para el mismo sistema con k; = —0,02 nm~?

A continuacién consideramos la entropia de espacio real cuando la matriz densidad reducida
se obteniene trazando sobre toda la coordenada y.

La Figura 6.4 a) muestra el espectro del Hamiltoniano efectivo, para un pozo cudntico de
espesor d = 9 nm, como funcién de la intensidad del campo magnético B, para k, = 0,02 nm~".
Esta Figura muestra algunos autovalores variacionales de las bandas de conduccién y valencia,
mediante curvas negras discontinuas y continuas, respectivamente. Los estados helicoidales se
representan con las curvas celeste y rosa, utilizando el mismo cédigo de colores de la Figura 6.3. El
panel b) muestra el comportamiento de la entropia del espacio real, S, para los estados incluidos
en el panel a). Los paneles c¢) y d) son equivalentes a los paneles a) y b), respectivamente, pero
corresponden a k, = —0,02 nm~'. Las curvas de los paneles b) y d) muestran un ordenamiento
invertido con respecto a los paneles a) y ¢), es decir, los estados de la banda de valencia tienen

entropias mayores que los estados en la banda de conduccion.

Los valores de la entropia de espacio real de los estados considerados, muestran que los estados
helicoidales tienen las mismas simetrias que los estados de la banda de valencia, que corresponden
a la sub-banda H1, es decir, son estados tipo agujero. Este comportamiento se encontré para
varios valores de k; y d. Es necesario tener en cuenta que para los valores estudiados de estos
pardmetros, la parte inferior a la banda de conduccién es siempre la sub-banda bulk H1. Este no
es el caso de la parte superior de la banda de valencia, que es la sub-banda E2 para d = 7,8 nm
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y H2 para d =9 nm [77].
ENTROPIA DE ESPACIO REAL EN FUNCION DEL DOMINIO D

Para explorar el comportamiento espacial de los autoestados |¢) 4, calculamos la entropias de
espacio real para tres dominios diferentes, definidos segiin

Dl Ly e

L

2

L L

Dy -, =

2 ye 2724— ],
L

D1UD2 : yEE

A
L

- A, 3 + A} , (6.14)
donde A € [07 %} A partir de estos dominios, podemos calcular las matrices densidad reducidas
definidas en la Ecuacién 6.7, pp,, pp, ¥ PD,uD,, ¥ calculamos sus autovalores y las correspon-

dientes entropias de espacio real S(pp,), S(pp,) v S(pp,up,) como funciones de A. Ademas,
calculamos la informacién mutua [110], definida por S(pp,) + S(pp,) — S(pD,UD,)-

b)

50, UD,)
oS50 4
=u S,

4—a S )+ S(D,)-S(D,UD,)

1 1 1 1 1
200 300 400 50
A [nm]

—S(D,UD,)

e S0D,)

=u SD,)

a—a S(D,)+S(D,)-S(D, UD,)

1 1 i 1 1 1 1 1 1 1
-500 -450 "7 450 500 ° 100 200 300 400 500
y [nm] A [nm]

Figura 6.5: a) Probabilidad de densidad |®(y)|? para el primer estado inmediatamente debajo del gap, en
funcién de la coordenada y. b) Entropia de espacio real de las matrices densidad reducidaspp, en funcién
de A, para los dominios D1 UD> (azul), D1 (rojo) y D2 (verde), y la cantidad S(pp, )+S(pp,) —S(pD,UD5)
(negro). Los paneles c¢) y d) muestran las mismas cantidades que los paneles a) y b), para el estado de
borde, dentro del gap. Los pardmetros del sistema son d =7 nm, B =0,3 Ty k, = —0,29 nm ™.

Como se ha senialado anteriormente, la energia del estado de borde se encuentra dentro del
gap entre dos sub-bandas. Este autovalor es degenerado si no se aplica ningin campo magnético,
B, al sistema, y esta degeneracion se rompe para B # 0. En lo que sigue nos concentraremos
en los estados en el gap y los inmediatamente superiores e inferiores que pertenecen al continuo,
para distintos valores del campo magnético.
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Los paneles a) y b) de la Figura 6.5 corresponden a los resultados obtenidos para el estado
de mayor energfa por debajo del gap. El panel a) muestra el comportamiento de |®(y)|? (Ecua-
ci6én 6.3) en funcién de la coordenada y. El panel b) muestra las entropias de espacio real S(pp, ),
S(pp,) v S(pp,up,) ¥ la cantidad S(pp,) + S(pp,) — S(pp,up,) Para este estado, todas como
funciones de A. Los datos mostrados en la Figura 6.5 se obtuvieron para k, = —0,29 nm~!, un
campo magnético B = 0,3 T, para un pozo cudntico con d = 7 nm y L = 1000 nm. La naturaleza
extendida del estado en el panel a) se manifiesta claramente en |®(y)|?. Las entropias correspon-
dientes (panel b)) muestran un pequeflo cambio cuando A pasa de cero a L/2 (notar la escala
de el eje vertical). Curiosamente, los mayores cambios en las entropias se muestran para valores
relativamente pequenios de A, alrededor de 100 nm frente a una longitud total L = 1000 nm.
Este comportamiento es atribuible al efecto de las condiciones de contorno homogéneas sobre las
funciones envolventes. Los paneles ¢) y d) de la Figura 6.5 muestran las mismas cantidades que
los paneles a) y b), para los mismos pardmetros del sistema, pero para el inico estado de borde
presente en esta configuracién. La fuerte localizacién del estado cerca de los bordes del pozo
cudntico, panel ¢), da lugar a un comportamiento muy pronunciado de las entropias, como puede
verse en el panel d). A pesar de esto, no es claro si esta cantidad permite diferenciar estados de
borde topolégicos de estados localizados.

6.4.2. Caracterizacion de los estados de borde mediante la entropia
edge

Los resultados obtenidos respecto a la entropia de espacio real que se muestra en las Figu-
ras 6.4 y 6.5, sugieren que se necesita otra cantidad para medir la localizacién en la coordenada
y vy la fuerte polarizacién de los estados de borde helicoidales.

Como se ha dicho antes, las elecciones que se pueden hacer de dos subsistemas para obtener
una entropia similar a las utilizadas en teoria de la informacién son varias. Sin embargo, las
caracteristicas matematicas de los estados de borde obtenidos mediante los métodos descritos
limitan la cantidad de opciones factibles. Una alternativa para este tratamiento es considerar una
cantidad tipo entropia que se obtenga sin trazar sobre una parte del espacio de Hilbert. Muchas
de estas cantidades fueron consideradas en este trabajo, en el que calculamos la entropia de
von Neumann teniendo en cuenta diferentes particiones de los coeficientes de los estados propios
obtenidos.

En este sentido, la cantidad mas simple que se puede considerar es

setae = — 373 |diE P log(dit ), (6.15)
n i

donde la suma en n es sobre la base en la direccién y, y la suma sobre i es en la base del Hamilto-
niano efectivo. Recordemos que los coeficientes d%;* corresponden a la solucién del Hamiltoniano
efectivo (Ecuacién 6.3). La entropia S°%9¢ puede considerarse una simplificacién de la entropia
de espacio real si se toma traza sobre la coordenada z.

Las Figuras 6.6 a) y ¢) muestran los espectros de energia de un pozo cuantico de espesor d =
9 nm en funcién del campo magnético, para k = 0,01 nm~' y k = —0,01 nm ™! respectivamente.
La banda de valencia se representa con lineas negras, mientras que la banda de conduccion esta
en lineas negras discontinuas. Las lineas celestes y rosas son los estados de borde helicoidal en
esta configuracion. Los paneles b) y d) de la Figura 6.6 muestran la entropia S°%9¢ para los
estados de los paneles a) y c) respectivamente. La fuerte polarizacién de los estados helicoidales
de borde se pone claramente de manifiesto con esta medida, ya que presentan entropias mayores
que cualquiera de los estados de bulk cercanos en energia. Una clara diferenciaciéon de los estados
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Figura 6.6: a) Espectro de energia del Hamiltoniano efectivo para un pozo cudntico de espesor d = 9 nm
en funcién de la intensidad del campo magnético, B, para k., = 0,01 nm~'. La banda de valencia
estad representada por curvas negras continuas, las curvas negras discontinuas corresponden a la banda
de conduccién y la energia de los estados de bordes se muestra en las curvas rosa y celeste. b) La
entropia S°49¢ para los estados cuyas energias se muestran en a). Los paneles ¢) y d) muestran la misma
informacién que los paneles a) y b), para k, = —0,01 nm™*

de borde helicoidal de los estados normales se obtiene de esta cantidad, que practicamente no
cambia para estos dos estados en el intervalo de pardmetros mostrado.

6.5. Resumen y Conclusiones

En este trabajo, a partir del calculo numérico de autofunciones que describan de manera
realista los estados helicoidales de borde de un pozo cudntico HgTe/CdTe, investigamos las
propiedades de los mismos, y maneras de distinguirlos de otros estados del sistema a través
de distintas entropias. Una de las entropias utilizadas es la entropia de espacio real, a partir
de distintas definiciones de los subsistemas espaciales, y la otra fue una entropia propuesta de
manera ad hoc en vista de las dificultades de poder identificar efectivamente los estados de interés.

Incluso a pesar de la simplificaciéon que supone tratar el problema bidimensional utilizando
un Hamiltoniano efectivo, que reduce en forma significativa la dimensién de los problemas de
autovalores a resolver, todo el procedimiento es bastante exigente e involucra un tiempo de
céomputo alto. Esto se debe, en gran parte, al tamafio de las bases necesarias para escribir
el Hamiltoniano para captar los estados localizados en regiones significativamente menores al
tamafo del sistema. Para lograr esto han sido necesarias del orden de N ~ 2000 funciones base
para cada elemento del Hamiltoniano efectivo. No obstante, hemos estudiado la caracterizacién
de los estados de borde utilizando las diferentes entropias para diferentes valores del espesor la
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capa intermedia del sistema, tomando d = 7 nm, d = 8 nm y d = 9 nm, y para una variedad
de valores de k y B para cada valor de d. En todos los casos analizados, el comportamiento
observado fue, cualitativamente, el mismo que el mostrado en Figuras 6.4, 6.6 y 6.5.

Estéa claro que diferentes elecciones para el subespacio que se traza dan lugar a una caracteri-
zacién diferente de los estados helicoidales de borde. En particular, encontramos que la entropia
Sed9¢ identifica claramente los estados de borde, siendo estos los que poseen més informacién en
comparacion al resto de los estados que estéan cerca del gap entre las bandas de valencia y conduc-
cién del sistema. Ademds, encontramos que esta informacién es practicamente independiente de
la intensidad del campo magnético externo. Serfa interesante estudiar si este rasgo se mantiene
frente a la presencia de impurezas no-magnéticas en el sistema, ya que los estados helicoidales
estan topolégicamente protegidos frente a las mismas.

Para la caracterizacién y comparaciéon entre los estados del sistema, no incluimos estados
que se encuentren demasiado lejos del gap de energia. Hay al menos dos razones que justifican
el proceder de esta manera. La primera tiene que ver con que la energia de las bandas forma
un continuo, y esto hace dificil prever como se puede separar un estado dado de otro que se
encuentra cerca de él en energia. El método de Rayleigh-Ritz representa las bandas continuas
con un conjunto discreto de autovalores, cuya densidad es una buena aproximacion a la densidad
ideal de estados, pero la relacién entre los estados continuos y los variacionales se hace mas dificil
de entender cuando se consideran los estados que se encuentran lejos del gap.

La segunda razén que apoya que los estados alejados en energia del gap no deben ser consi-
derados, proviene del hecho de que el Hamiltoniano efectivo se obtiene utilizando una expansién
perturbativa, utilizando los estados de bulk de las sub-bandas E1, E2, H1 y H2. En las bandas de
conduccién y de valencia, especialmente en la iltima, hay una fuerte mezcla entre las sub-bandas
asociadas a F1 y H2, lo que lleva a un espectro variacional lleno de cruces y cruces evitados
que hacen muy dificil identificar y seguir el estado correspondiente a un autovalor en funcién
de algtin pardmetro, como el campo magnético, o incluso al mismo autovalor. Este fenémeno es
bien conocido y ha sido senalado en diferentes estudios relativos a sistemas con campos magné-
ticos externos aplicados, donde los cruces evitados provienen de estados del continuo asociados
a diferentes Niveles de Landau [15], [24], [75].

Como puede verse en la Figura 6.5, el estudio del entrelazamiento en el espacio real por medio
de la entropia de von Neumann, es capaz de cuantificar y caracterizar la fuerte localizacién de
los estados de borde. El comportamiento de la entropia de von Neumann separa claramente los
estados de borde -localizados- de los estados extendidos. Incluso aunque el calculo de los diferentes
pasos necesarios para obtener la entropia de von Neumann representa una gran complejidad, es
interesante que la diferencia entre cada tipo de estados se pueda apreciar tan claramente. La
cantidad S(pa) + S(pp) — S(paun), estudiada en este trabajo, ha sido propuesta para analizar
correlaciones de largo alcance y estados topoldgicos [111], motivo por el cual la incorporamos
a nuestro estudio. Sin embargo, creemos que esta cantidad no distingue de forma clara entre
estados de bulk y de borde.

Cabe aclarar que los resultados presentados en este Capitulo corresponden a un conjunto
muy reducido de pardmetros (k, d y B), sin embargo son representativos de los rasgos fisicos que
se observan para otros valores de dichos parametros. Para la eleccién de los parametros del pozo
cuédntico hay que tener en cuenta algunas consideraciones. En primer lugar, de la Figura 6.3 se
desprende que para valores muy pequenos de k, los estados helicoidales estdan mas alejados de las
bandas de conduccién y valencia. Ademds, las distintas perturbaciones realizadas para obtener
los Hamiltonianos de Kane y efectivo, dan lugar a soluciones precisas para valores pequerios de
este parametro. En segundo lugar, cuando se aplica un campo magnético externo los estados
helicoidales acaban entrando en las bandas de conducciéon o de valencia. El valor real de los
campos magnéticos para los que los estados helicoidales entran en las bandas depende de k, el
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espesor d, etc. El valor de k y la magnitud del campo magnético son proporcionalmente inversos,
por lo que hay que hacer algiin compromiso al elegir el valor de k, para no precisar de campos
muy intensos.

Los dominios que elegimos para calcular las matrices de densidad reducida no son las tnicas
opciones posibles. Elegir segmentos disjuntos A y B es una posibilidad que consideramos puede
brindar mas informacién sobre estos estados. Estamos trabajando en esta linea de investigacién.
Otras cuestiones que merecen ser investigadas son el efecto de los campos magnéticos externos con
componentes en el plano (x,y), los Hamiltonianos efectivos de mayor dimension y la posibilidad
de considerar un tratamiento bidimensional completo del Hamiltoniano de Kane.
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Capitulo 7

Conclusiones generales

Todo el trabajo aqui presentado gira en torno al estudio de cantidades de informacién cudntica
para lograr una descripcién y caracterizacién de distintos estados de particular interés en sistemas
cudnticos.

En general, cuando hablamos de cantidades de informacién, pensamos en medidas que dis-
tingan la capacidad de almacenamiento de informacién de determinados estados. A partir de los
sistemas estudiados, y los distintos problemas abordados, es claro que las cantidades de infor-
macion utilizadas, ya conocidas o definidas en estos trabajos, son de gran utilidad para obtener
informacion de los estados, mas alld de su capacidad de almacenamiento. Sin embargo, al ser can-
tidades no espectrales, requieren del conocimiento exacto de los estados, o de una aproximacién
precisa y realista a los mismos. En sistemas de muchos cuerpos, estos estados pueden obtenerse
mediante la aplicacién de diversos métodos, como el grupo de renormalizacién de la matriz de
densidad (DMRG). En sistemas de variables continuas no existen atn formas sistemdaticas de
obtener los estados de un sistema y, como se ilustra en el desarrollo de la tesis, en particular en
los Apéndices incluidos, esto implica en la mayoria de los casos una gran cantidad de célculos.

La complejidad de algunas expresiones involucradas al calculo de las cantidades estudiadas
-entropias, matrices densidad reducidas, autofunciones..- se vuelve mas evidente a la hora de
implementar cédigos que brinden o procesen la informacién deseada. El problema mas frecuente
en este sentido fue el de balancear entre la simplicidad del codigo y el tiempo de CPU que requiere,
cuando el mismo puede ser implementado en diferentes maneras. Todos los cédigos utilizados
fueron implementados en Fortran, Matlab o Mathematica, siendo esta ultima de gran utilidad en
el calculo sistematico de integrales y sus expresiones generales en funcién de los pardmetros de los
sistemas. En el estudio de nanoestructuras semiconductoras, la cantidad de calculos intermedios
v la necesidad de obtener resultados con alta precision llevé a que la mayor parte de los codigos
implementados se realizaran parte en Matlab y parte en Fortran, eligiendo uno u otro segun las
caracteristicas del problema puntual.

Dentro de los temas estudiados surge una divisién natural en dos partes: por un lado plan-
teamos el estudio de las propiedades de una cantidad de informacién, independientemente del
sistema, y por el otro utilizamos diversas medidas de informacién para obtener resultados espe-
cificos al problema de interés.

En la primer parte encontramos que un enfoque puramente teérico al problema planteado,
sin utilizar modelos simples o de juguete, es virtualmente imposible. El estudio de estos modelos
fue lo que nos permitié ver que la propuesta original (la entropia de von Neumann de la super-
posicién de estados degenerados como funcién convexa del pardmetro de superposicién) no era
correcta: encontramos que esta funcion, aunque si posee curvatura definida, puede ser céncava

T
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o convexa. Encontramos también cudles son los factores que entran en juego para definir dicha
curvatura, representados por los espacios V y V7 en este trabajo, y a partir de esto logramos
definir cantidades que los tuvieran en cuenta: las entropias Not-Shared y Remaining.

A partir de esto, formulamos un criterio sobre la cantidad de entrelazamiento presente en la
superposicion de estados degenerados de un sistema en funcién del parametro de superposicion.
Este criterio plantea como condicién necesaria que dichos estados sean ademads autoestados de
alguna direccién del momento angular total, con autovalores opuestos (m y —m). En el caso de
funciones de Laguerre-Gauss para un fotén, encontramos sin embargo que el criterio funciona
en casos donde esta condicién no se cumple. Creemos necesario, por lo tanto, intentar expandir
este criterio, relajando las condiciones en su formulacion para explorar la posibilidad de tener un
resultado mas general.

Una extensién interesante al estudio del criterio propuesto, y las entropias definidas, es aplicar
el mismo a sistemas compuestos por cadenas de spin. Las ventajas de estudiar este sistema es
que es un sistema de muchos cuerpos con solucién exacta, de gran interés en la comunidad. Por
otro lado, las dificultades que presentan tienen que ver con la eleccién para la biparticién del
sistema -al ser un sistema de muchos cuerpos las posibilidades son numerosas-, y con la dificultad
de obtener estados excitados del sistema -la mayor parte de estudios se concentran en el estado
fundamental-. Seria interesante también estudiar casos en que la cantidad conservada no sea el
momento angular, sino considerar sistemas con otras simetrias y ver si la prediccién del criterio
es correcta en esos casos.

La segunda parte del trabajo presentado se basa, como dijimos, en el estudio de distintas
cantidades de informacién para detectar y/o caracterizar distintas fenomenologias en sistemas
compuestos por nanoestructuras semiconductoras. Para ello utilizamos en método k.p que per-
mite obtener de manera precisa la estructura de bandas de distintos materiales semiconductores.
Como mencionamos en el Capitulo 4, este método surge de aplicar teoria de perturbaciones a la
ecuacion de Schrodinger, utilizando las funciones de Bloch como base para el Hamiltoniano sin
perturbar. El orden de las perturbaciones, al rededor de qué valor de k se realizan (los Hamilto-
nianos con que trabajamos son véalidos cerca del punto I', para k = 0, pero no es la tinica opcién
posible), y cudntas y cudles bandas se utilizan para escribir el Hamiltoniano k.p, dan lugar a una
gran variedad de Hamiltonianos que pueden, en principio, describir el mismo sistema.

En el estudio de ligadura de resonancias en puntos cuanticos encontramos que el estudio de
este problema con el método k.p permite una descripcion mas completa del fenémeno, comparan-
do con los resultados obtenidos utilizando la AME. Los pardmetros del nanohilo y del potencial
aplicado estudiados representan solo un rango de posibilidades. La eleccién de estos pardmetros
estuvo motivada por una comparaciéon lo mas cercana posible de los resultados obtenidos por
medio de la AME en un sistema similar. Los resultados obtenidos para el punto cuantico genera-
do a partir de un potencial electrostatico muestra la presencia de este fenémeno y la facilidad de
detectarlo por medio de la probabilidad de localizacién. A partir de esto, explorar el fenémeno
en sistemas de diferentes dimensiones o materiales, o para distintas intensidades requeridas de
los campos externos, es directo.

El caso del punto cuantico generado a partir de la combinacién de distintos materiales en una
heteroestructura semiconductora es de especial interés. Si bien estos sistemas representan, por
el momento, gran dificultad en su fabricacién, el estudio de este caso reafirma la confiabilidad
de los métodos implementados. Como vimos, generamos una estructura que presente un perfil
de energias en las bandas de conduccién que simule el potencial electrostatico del primer modelo
estudiado. Los resultados obtenidos de estas dos maneras son asombrosamente similares: esto
significa que el método k.p y los calculos realizados a partir del mismo logran describir de
manera adecuada la estructura de bandas en sistemas de dimensiones en los nanémetros, con
diferencias de energia en el rango de los V.
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El Hamiltoniano de Luttinger-Kohn utilizado para describir los nanohilos semiconductores
con puntos cudnticos embebidos incluye, en su base, las componentes de spin de los estados.
Esto permite identificar la polarizacion de distintos estados, de ser una cantidad definida, y
caracterizar de forma mas correcta el efecto del campo magnético en los estados del sistema. Un
resultado importante que se obtiene a partir del método utilizado, es el efecto de la polarizacién
de los estados para poder hacer la transicién de estado ligado a resonancia, o vicevera, en funcién
del campo magnético.

El tltimo sistema presentado, los pozos cudnticos semiconductores compuestos por HgTe/CdT,
siguen siendo objeto de numerosos estudios debido al interés por caracterizar los estados helicoi-
dales de borde, estados topoldgicamente protegidos que son resultado de la inversiéon de bandas
presentes en este sistema en determinadas configuraciones. Para estudiar estos estados es nece-
sario obtener la estructura de bandas de un sistema bidimensional, lo cual como vimos es una
tarea computacionalmente muy exigente, y que lleva a la pérdida de precision de los resultados
obtenidos. El tratamiento del problema mediante un Hamiltoniano efectivo, que implica escribir
los estados del sistema a partir de la diagonalizacién de un Hamiltoniano en z, el Hamiltoniano de
Kane, o otro en la direccién y, el Hamiltoniano efectivos, brinda una alternativa a este problema
que permite obtener los estados del mismo de manera realista. Sin embargo, este tratamiento eli-
mina la posibilidad de tratar al sistema como un sistema bipartito, donde cada una de las partes
son distintos grados de libertad de las bandas involucradas, como describimos en el Apéndice E.
Es decir, obtener soluciones que representen a los estados del sistema dificulta su estudio por
medio de medidas de informacién. Consideramos necesario, para lograr una caracterizacién mas
efectiva de los estados de borde del QSHE, continuar el estudio sobre la posibilidad de resolver
el Hamiltoniano de Kane bidimensional de manera econémica y confiable.

En el estudio de los estados de borde de este sistema consideramos cantidades propuestas en
otros trabajos para el estudio de estados topoldgicos, como la entropia de espacio real o la infor-
macién mutua. Encontramos que, si bien estas cantidades aportan informacién sobre los estados
helicoidales, no permiten diferenciarlos de manera efectiva del resto de los estados del sistema. En
busqueda de una cantidad que logre separar estos estados del resto, definimos distintas cantida-
des que expusieran los distintos grados de libertad que caracterizan a las autofunciones obtenidas
con el método k.p. Encontramos asi la entropia S$¢%9¢, cantidad que contempla explicitamente
solo a las soluciones del Hamiltoniano efectivo. Esta cantidad se define como una entropia de
von Neumann pero en vez de involucrar a los autovalores de una matriz densidad reducida, se
calcula sobre el médulo cuadrado de los coeficientes variacionales de los autoestados del sistema.
Como se puede apreciar en nuestros resultados, esta cantidad separa efectivamente a los estados
helicoidales del resto de los estados del sistema.

Como nota final, vale remarcar la ventaja que representa trabajar con medidas de informa-
cién al estudiar aproximaciones numéricas de los estados de un sistema. Cuando el espectro
de un sistema se obtiene en forma numérica, en particular utilizando métodos variacionales, la
informacion que brinda el mismo no es siempre clara. Por ejemplo, en el espectro cerca de la
region donde un estado ligado entra al continuo de energias siempre se va a observar una serie
de cruces evitados. Sin embargo, observando el espectro de cualquier sistema podemos suponer
que la presencia de cruces evitados implica la presencia de resonancias del sistema, pero esto
podria no ser asi, sino que esos cruces evitados pueden ser también resultado de cémo se obtiene
un espectro variacional. En todo caso, para tener certezas sobre las caracteristicas del estado del
sistema, estudiar cantidades de informacion ayuda a clarificar cosas que el espectro no resuelve
por si mismas.
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Apéndice A

Método variacional de
Rayleigh-Ritz

Cuando nos enfrentamos al problema de encontrar los estados y el espectro de un dado
Hamiltoniano, una herramienta ampliamente utilizada, que aporta soluciones con gran precisién
en una multiplicidad de casos, es el método variacional de Rayleigh-Ritz.

En general, puede implementarse para resolver el problema de autovalores para cualquier
Hamiltoniano, sin embargo hay que tener en cuenta que en determinados sistemas las soluciones
obtenidas pueden no representar correctamente el espectro o los estados del sistema debido a la
complejidad del Hamiltoniano y/o los estados del sistema.

Para ilustrar el método, consideremos un Hamiltoniano H que actia en un espacio de Hilbert
‘H de dimensiéon M. Si tenemos un conjunto de N funciones linealmente independientes, ¢;, tal
que 2 < N < M, podemos tomar una combinacion lineal de las mismas

N
be = Zci%‘, (A1)
i=1

donde ¢; son coeficientes complejos a ser determinados por el método, que hacen que la funcién
¢ sea autofuncién del Hamiltoniano H.
Consideremos ademaés al vector ¢, cuyos elementos son los coeficientes ¢;

&1
&)

CN
El valor de expectacion del Hamiltoniano asociado al vector ¢ seréd

(gl HIge)
Bl =600 (48)

Si buscamos el estado estacionario de menor energia del sistema, lo que propone este método
es encontrar condiciones sobre los coeficientes ¢; tal que E(c) sea estacionaria. Para ello debemos
pedir

OF oF
c)=—(c)=0, A4
(€)= 5= (A.4)

G
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donde c; es el transpuesto complejo conjugado de c;.
Para profundizar en lo que esta condicién implica, desarrollemos la ecuacién A.3. Tenemos

N
(pe[Hlpe) = Y cicj(pilH|p;) = c"He, (A.5)
i,j=1
y
N
(Pe|de) = Z i (pilpj) = c*Sc, (A.6)
donde definimos las matrices autoadjuntas N x N
H,; = (il H|p)), (A7)
Sij = (piles). (A.8)

Combinando las Ecuaciones A.3-A.6 se deriva que los minimos de E(c) se encuentran para
valores € tales que
Hc = eSc. (A.9)

Estos autovalores € no son otra cosa que los autovalores de la restricciéon del Hamiltoniano H
a un subespacio N-dimensional, donde H es generado por el conjunto de funciones ;.

Con respecto a la precision de las soluciones asi obtenidas, consideremos las energias -exactas-
del sistema, E conn =1,2,..., M, y las ordenemos en orden no creciente: E1 <FEy<..< E; M -
Haciendo lo mismo con las solu01ones de la Ecuacién A.9, g1 <eg < ... <ep, se cumple

€1 Z E17 €2 2 E27 - 3 EN Z EN; (A]‘O)

y que los autovectores de la Ecuacién A.9, una vez normalizados de ser necesario, son aproxima-
ciones a las primeras IV autofunciones del sistema. Esta tltima afirmacién sera cierta siempre que
los autovalores variacionales no acoten a los autovalores de mayor energia a la correspodiente, es
decir, si se cumple F; <e¢; < E;11.

En general, para un tamano grande de la base variacional, esta condicién se cumple para
alguna cantidad de estados de menor energia. Cuan grande debe ser la base variacional depende
tanto de las caracteristicas del problema, como de la eleccién de la base. Si bien es cierto que
mientras mayor sea la dimensién de este subespacio, mejor sera la aproximacién lograda, la
solucion obtenida serd una buena aproximacién a la solucién exacta siempre que la eleccion de
las funciones ; respete las simetrias del problema.

ALGUNAS CONSIDERACIONES

El objetivo de este método es encontrar autoestados y energias aproximadas para los estados
ligados de un sistema. Por lo tanto, su uso para describir estos estados, asumiendo que el método
converge para un tamano de la base variacional razonable, es altamente confiable.

Con respecto al continuo de energias de los sistemas bajo estudio, este método describe
adecuadamente tanto las energias como los estados que se encuentran cerca del gap de energia
entre las bandas de un sistema. En particular, se ha aplicado con éxito en el estudio de la
estructura de bandas de nanoestructuras semiconductoras modelo que se describen mediante un
Hamiltoniano k.p. En estos sistemas, se ha encontrado que los resultados describen correctamente
la fisica cerca de la parte inferior de la banda de conduccién y la parte superior de la banda
de valencia. Este enfoque ha sido explotado en las Referencias [75] y [80] en el contexto de
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los nanohilos semiconductores, en las Referencias [15] y [112] en el contexto del cdlculo de los
tiempos de vida media de las resonancias de forma, y en la Referencia [78] para obtener estados
helicoidales realistas en pozos cuanticos , sistemas abordamos en nuestro trabajo.
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Apéndice B

Calculos analiticos para dos
osciladores armonicos

En este Apéndice se presentan algunas cuentas involucradas en la obtencién de la matriz den-
sidad reducida para dos osciladores armoénicos interactuantes, donde los subsistemas son las dos
particulas que componen el sistema. Las cuentas presentadas buscan clarificar el procedimiento a
realizar para el estudio del criterio propuesto en el Capitulo 3, y justificar el uso de autofunciones
variacionales en un sistema de solucién exacta.

AUTOFUNCIONES DEL HAMILTONIANO

Las soluciones a un oscilador arménico bidimensional en coordenadas cartesianas estan dadas
por [61]

p e BN 2 (B)H,, (By) (B.1)

Py (T Y) =
v /2t run,In, ! v

donde 8 = \/mw, w es la frecuencia del oscilador y H,(z) es el polinomio de Hermite de grado n,
conn = 0,1,2.... La energfa correspondiente a cada estado esta dada por E,, ,,, = w(ng+n,+ 1).

Para el Hamiltoniano de la Ecuacién 3.16, las funciones de onda en coordenadas centro de
masa, R, ,, y relativa, v ,, son de la forma:

1 2 2 R R
. ./ —(Rz+R)/4 i Y
(Rz, Ry, 7z, my|n,m, 1, ) 7r2”+m+1n!m!e Hn<\/§)Hm(\/§) (B.2)

\/4)\4‘1 *(TzJ”“?/)\/m/‘lH( \/4)\4’1 )H ( \/4/\4‘1 )
TP+l © ‘ : 9 w)T 2 Y

La energia correspondiente a cada uno de estos estados es Ep, 1.5 = n+m+14++v4X + 1(14+p+1).

Para particionar el sistema en las dos particulas que lo componen, una vez obtenidas estas
soluciones debemos volver a las coordenadas de cada particula, invirtiendo el cambio de coorde-
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nadas de la Ecuacién 3.15. Haciendo esto obtenemos las autofunciones normalizadas

\/ VAN 1 " <x1+x2)Hm(y1+yz)

m22ntmtitpnlmliip V2 V2

() ) ()

e—(wf-&-yf-i-wg-&-y%)(v H1+1)/4 = (zrz2+y1y2) (1-V4AA+1) /2

wn,m,l,p(xlaylaanyQ) (B3)

Para trazar sobre las coordenadas de una de las particulas, digamos sobre Z's como planteamos
en la Ecuacién 3.20, es conveniente escribir estas autofunciones separando lo mas posible las
coordenadas involucradas. Esto, ademads de facilitar la cuenta, permite obtener expresiones mas
limpias para luego implementar los cdlculos necesarios. Para esto, utilizamos las propiedades de
las funciones de Hermite [73]

H _ 'Ln/QJ (71)m 2 n—2m B.4
n(z)in.mz::om(x) ) (B.4)

(z+y)" = Zn: (Z) Z" Ay (B.5)

a=0
De esta forma podemos expresar la funcién en la Ecuacién B.3 segin

[n/2] Im/2] [1/2] |p/2] n—2a m—2b1—2c p—2d
¢n7m,l,p($17y1,$273}2) = nmlp Z Z Z Z Z Z Z Z Xnmlp
b=0 c=0 d=0 s=0 t=0 v=0 w=0

n—2a—s+l—2c—v, m—2b—t+p—2d—w .s+'U t+w
1 Y1 Yo

= (@3 +yi+ad+y3) (VAT +1)/4e*(r1w2+y1yz)(1f\/4A+1)/2

e

donde

VINET
() = \/ A+ nimlilpl, (B.6)

m22ntmtitpplml]ip

n —2a m — 2b | —2c p— 2d \/in—2a+m—2b+l—2c+p—2d
s t v w

(_1)a+b+c+d+v+w(4)\ + 1)(l—2c+p—2d)/4
albleld!(n — 2a)(m — 26)1(1 — 20)1(p — 2d)!"

Xnmlp(A)

(B.7)

La expresion obtenida para las autofunciones vy, m i.»(Z1, %1, T2, Y2), si bien es mas manejable
en términos de separacién de variables que la expresiéon en la Ecuacién B.3, involucra ocho
sumas anidadas. Esto representa un problema a la hora de computar una expresion matricial de
la matriz densidad reducida que tendra, en principio, el doble de sumatorias. Una solucién a este
problema es la de obtener los elementos de la matriz de ¢, 1, en una base de funciones de una
particula en una coordenada, ¢;(z), donde z indica las coordenadas = o y de la particula.

Consideremos entonces este otro problema: en primer lugar obtenemos la matriz K, cuyos
elementos estan dados por

KZT;,lzf,gz = /dmldyldxlldyll(bh(ml)(bjl(yl)wn,m,l,p(xbylaw/17y/1)¢i2(xl1)¢j2(yi)7 (BS)
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y resolvemos el problema de autovalores

Ku; = k'u, (B.9)

Como las funciones ¥, 1, son simétricas ante intercambio de particulas los autovalores de la
matriz densidad reducida (obtenida a partir de 1) estdn relacionados con los autovalores de K
mediante la relacién [113], [114]

M= (kN2 (B.10)

donde A\#! son los autovalores de la matriz densidad reducida pa, .

La base a utilizar para obtener la matriz K es arbitraria, pero si tenemos en cuenta que las
autofunciones del Hamiltoniano estan escritas en la base de las funciones de Hermite y funciones
exponenciales, es natural utilizar las funciones

oi(z) = ;e_ﬁﬂHi(z). (B.11)

/20!

AUTOFUNCIONES DEL HAMILTONIANO Y DE L,

Las funciones 9y, 1y 1.p(21, %2, 91, y2), si bien son autofunciones del Hamiltoniano, no lo son
del momento angular en la direccién z (L.), requisito planteado en la formulacién del criterio.
Para obtener autofunciones del Hamiltoniano que sean a su vez autofunciones de L, es necesario
realizar una combinacién lineal determinada de las autofunciones del Hamiltoniano.

Para el caso de un oscilador arménico bidimensional de una particula, esta combinacion esta
dada por

nm) = : 2n+|m|>/2zn:n ? (?) (n+|m|> (B12)

Wl + m)12 =

PN /Gy Tl =~ PG + R2n + |~ — K+ K)
donde |n, m) son las autofunciones de la Ecuacién B.1 y la funcién sgn(m) esta dada por

sim>0

sgn(m) = {1 o (B.13)

-1 sim<0.

Estas funciones son autofunciones del Hamiltoniano con autovalor (2n + |m| 4+ 1)w = (n, +
ny + 1)w y de L, con autovalor im.

Como estamos trabajando con dos osciladores arménicos independientes, las autofunciones
que buscamos son de la forma:

+
=)

1 n n+|m| l

l
Pn,m,lp = Z (B14)

Vnl(n + [m)UT + [p|)12@ntiml+2+ ) /2 20 k=0 h=o

n n+ ‘m| ! I+ |p‘ sgn m)(k—37)+SgN(p)(i—h)
j k h i

V@4 m|— 5 — k)G + k)20 + [p| — h—)!(h + 1)

Yontim|—j—k,jrk,20+|p|—h—i,hti

=
.
I
o
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Estas funciones de dos particulas son autofunciones del Hamiltoniano con autovalor

E

2n +|m| + Dws + (20 + [p| + 1)wo
= 2n+|m|+1+ @2+ |p|+1)V4Ar+1 (B.15)

y de L, con autovalor i(m + p).

Para simplificar la notacién, describiremos el procedimiento para obtener los autovalores de
pa(Z1, 7)) utilizando las funciones Yn,m,l,p, Pero a la hora de implementar estos calculos deben
usarse las funciones ¢y, m 1. Las cuentas involucradas son las mismas, y al estar trabajando con
la matriz K el resultado serd una combinacién lineal de los resultados aqui presentados, dada
por la Ecuacién B.14.

Un detalle importante a tener en cuenta es que no es posible calcular los elementos de matriz
para un valor arbitrario del parametro de interaccién A, y luego tomar A = 0 para obtener el caso
no interactuante, ya que aparecen indeterminaciones del tipo 0°. Por este motivo, es necesario
calcular los dos casos por separado, como veremos a continuacion.

ELEMENTOS DE MATRIZ: OSCILADORES NO INTERACTUANTES

Las soluciones al Hamiltoniano para el sistema no interactuante se obtienen a partir de la
Ecuacién B.6, tomando A = 0. De esta manera, obtenemos las funciones

[n/2] |m/2] |1/2] |p/2] n—2a m—2b1—2c p—2d

wn7m,l,p(x17ylax2ay2) = nmlp Z Z Z Z Z Z Z Z Xnmlp
a=0

b=0 c=0 d=0 s=0 t=0 v=0 w=0
(B.16)
n—2a—s+l—2c—v, m—2b—t+p—2d—w s+v t+w 7(zf+yf+x§+y§)/2
) Y1 Yo

Los elementos de matriz para esta funcién, en la base de la Ecuacién B.11, se obtienen
calculando

ln/2]) lm/2] |1/2] |p/2] n—2a m—2b1—2cp—2d |i1/2] [j1/2] [i2/2] j2/2]

Kiyjrizgs = nmlpmzjuz Z Z Z Z Z Z Z Z Z

a=0 b=0 c¢=0 d=0 s5=0 t=0 v=0 w=0 ¢g=0 2=0 g¢g=0 e=0
[eS) 9 R [eS) 9 )
K stvtiz—2g —x t+w+ja—2e —y
X’ﬂml;ﬂ;iliﬂlh/ Lo e 2d$2/ Ya e 2dy2
—o0 —0o0

%) o0
2 2 -2 2 2 -2 P
[ g [ ettt iy mag)
— 00

—0oQ

donde se utilizo6 la propiedad de la Ecuacién B.4 para expresar las funciones de la base variacional.
Los coeficientes involucrados estan dados por

nIm!pliy i) jo!
Nnml;n sirisgige \/7-(-42n+m+l+p+i1+j1+i2+j2 ) (B.18)
y
K _ (n—=2a\/m—2b\(l—2c\ (p—2d (—1)etbtetdtotuwtgtatgte
Xnmipsivizjijs = s : y w il
(B.19)
\/in_2a+m_2b+l_2c+p_2d2'i1—2q+j1—22+i2—29+j2—2e

(n = 2a)!(m — 2b)!(1 — 2¢)!(p — 2d)!(ix — 2¢)!(j1 — 22)(iz — 29)!(j2 — 2e)!
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La solucién general de las integrales involucradas estd dada por:

/00 e " atdy = %(1 + (—1)”)F(1 ; n) (B.20)

—00

Ahora si, contamos con una expresion exacta de los elementos de matriz de K para el caso
no interactuante, que nos permite obtener los autovalores exactos de p4, de una manera mas
eficaz, computacionalmente hablando.

ELEMENTOS DE MATRIZ: OSCILADORES INTERACTUANTES

En el caso de particulas interactuantes, debemos partir nuevamente de las funciones en la
Ecuacién B.6, pero ahora para algtn valor arbitrario de A. Los pasos que llevan a la matriz K
a partir de estas funciones son los descriptos para el caso no interactuante. La dificultad que
presenta este caso es que no es posible integrar en 7 y 25 simultdneamente, por lo que primero
se debe integrar en, por ejemplo, 27, y luego se integra el resultado obtenido en 7. Si utilizamos
la misma base para obtener K que en el caso A = 0 (Ecuacién B.11), las integrales involucradas
son de la forma

- ] e 7 n n/2) 1 » K
n_—px +2qwd =nle?d /P [ L PEE—— B.21
[ nen B ()

k=0

Los elementos de matriz de la funcién de onda interactuante son de la forma

n/2] m/2] [1/2] p/2] n— —2b1— 2d [91/2] [41/2] |i2/2] 12/2]
Kivivizg = Nopuinss 2 22 2 2 SYYYY Y Y Y
b=0 c=0 d=0 s=0 t=0 v=0 w=0 ¢g=0 2=0 g=0 e=0
[(n—2a—s+1—2c—v+i1—2q)/2] [ (m—2b—t+p—2d—w+j1—22)/2]
Z Z X'rlz(mlp;iligjljg (B~22)
k=0 =0
donde

NE

n

mlpjitizjije — \/ (B23)

on+mA+l+p+ii+i+is+ia 7r(3 + VAN + 1)
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xk  _ (n=2a\(m=2b\(l-2c\(p—2d (—1)atbtetdtvtwtgtztgte
Xnmipiivizjije = s t v w alblcld!glzlglels
\/§n—2a+m—2b+l—2c+p—2d2il_2q+j1_22+i2_2g+j2_26

(n —2a)!(m — 2b)I(1 — 2¢)!(p — 2d)! (i1 — 2q)!(j1 — 22)!(i2 — 29)!(j2 — 2¢)!
(n—2a—s+1—2c—v+ip—2q9){(m—2b—t+p—2d—w+ j; — 2z)!

(1 + (_1)i2—2g+n—2a+l—2c+i—2q—2k)
(n—2a—s+1—2c—v+i; —2q— 2k)'k!

(4/\ + 1)(l—20+p—2d)/4

(1 + <_1)j2—2€+m—2b+p—2d+j1_22_2f)
film—2b—t+p—2d—w+ j1 — 2z — 2f)!

21+ VAr+ 1)
3+ VAN +1

> n—2a—s+l—2c—v+i1 —29g+m—2b—t+p—2d—w+j1 —2z2

> 1—(ia—2g+n—2a+1l—2c+i1—2q—2k+j2—2e+m—2b+p—2d+j1—2z—2f)/2

—14+V4ar+1
3+v4ar+1

(~1+ VA + D)2 2 )

1+ip—294+n—-2a+1—-2c+i—2q—2k
2

k+f
( 34 VINT 1 > F(1+j2—26+m—2b+p—2d+j1—22—2f

I'(

) (B.24)

Como adelantamos en el Capitulo 3, si bien hemos logrado obtener una expresién exacta
para los elementos de matriz de K en el caso A # 0, lo cual nos brinda autovalores exactos
para pa,q, el computo de las cantidades involucradas en las Ecuaciones B.22, B.23 y B.24 es
altamente demandante. No solo cada elemento de matriz involucra 14 sumas anidadas, sino que
ademas los coeficientes Xfmlp;im j1j» contienen una gran cantidad de factoriales. Esto implica
que, para obtener soluciones precisas, deben implementarse codigos de alta precisién numérica,
lo cual torna muy pesado los cdlculos numéricos.

Por este motivo, para las soluciones del sistema interactuante se utilizaron autofunciones
variacionales obtenidas aplicando el método de Rayleigh-Ritz al Hamiltoniano del sistema, uti-
lizando como base variacional el producto de dos autofunciones de un oscilador arménico unidi-
mensional.

Vale la pena mencionar que muchos de los célculos involucrados en este trabajo requieren
de la implementaciéon de cédigos con alta precisién, para los cuales utilizamos la herramienta
mp fortran. En particular, el sistema de osciladores no interactuantes también presenta un alto
numero de factoriales, pero el tiempo de célculo en este caso no era elevado debido a la simplicidad
de las autofunciones.



Apéndice C

Calculos analiticos para el modelo
Spherium

El modelo Spherium considera dos electrones que interactiian Coulombianamente entre si
sobre superficie de una esfera (D+1)-dimensional. En el caso D = 2, por ejemplo, tenemos que
los electrones estdn en el cascaron de una esfera de radio R en R® El Hamiltoniano de este
sistema, en unidades atémicas, esta dado por:

2 2
F—-Vi_ Vi, 1 (C.1)
2 2 12
donde /2 es el laplaciano con respecto a las coordenadas de la particula i y 712 es la distancia
entre las dos particulas.

La accién del Laplaciano sobre una funcién que puede escribirse como producto de una funcién
en coordenadas radiales y otra funcién en coordenadas angulares, ¥ = f(r1,r2, r12), 1, (71, 72),
puede descomponerse en tres términos segin

Vif(ri,re,m12)Q 1, (F1,7%) = {Xif(r1,m2,m12) O, 1, (71, 72)
72

—f(ry, 72, 7‘12)7%2911,12(791, 73)
1

7'2 8f(T17T27T12)
TiT12 ori2

+[(-2) (A7)} (C2)

donde 7 =1 + (¢ mod2), y la notacién {Of}g indica que el operador O actia tnicamente sobre
la funcién f. Los operadores X y A involucrados en el Laplaciano estan dados por

? 20 0 2 9 ri-ri4rlh

Xy=—5+ — — )
' 67"22 r; Or; 87”%2 712 OT12 7712 Or;0ria (C 3)
y
1 2 N ~ N N
A= o\ 0 Gl + YR = costia) (Vh ()7 + Y4 6)77), (C.4)

donde l;r, l;” son los operadores ladder de la particula 4, Yl son los arménicos esféricos, cost o =

(r? + 13 —rdy)/(2r172) v 0; es el dngulo polar de la particula i.

91
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Teniendo en cuenta el momento angular de los dos electrones, l1 y l2, tenemos que el momento
angular del sistema esta descripto por los numeros cuanticos L = |l — la|,.,l11 + 1o y M =
—L, ..., L. Para estos niimeros cuanticos, la parte angular de la funcién ¢ puede tomarse como

L
QLI;’]I\;I( 1,,,4\2) _ (_1)l1+12+M./2L—|—1 Z ( ll l2 M)Yx,zl(’l“/\l)}/;ifz(?ﬁg). (C5)

mi1 m
mi,ma L 2

Estas funciones describen un par de particulas con nimeros cuanticos L, M definidos, y paridad
7 = (—1)h+2. Utilizando estas funciones se puede ver que la expresion de la Ecuacién C.2 se
reduce a [70]

L
Aif(rlﬂ"mT12)QIL1”]Z\24(7“A177“A2) = Z {Xfilif(ﬁ,7“27T12)}QIL1”]Z\24(7“A177”A2)- (C.6)
l1=do

Aqui, )A(f_ll’ es un aperador que depende solo de las coordenadas radiales, y acttia por lo tanto
soloen f,ydyo = L+1—ddonded= L+ 1yd= L implica paridad natural y no natural

respectivamente. Los operadores X fl cumplen con la propiedad
X5 (r1,r2,m12) = X (ra, 71, 712). (C.7)

A partir de los ressultados expuestos, y utilizando el anzats

Z¢7“1,7“2,7“12 O (71,77) (C.8)

li=do

en la Ecuacién C.1, obtenemos una ecuacién diferencial para las funciones en coordenadas radiales

dada por
L

1111 Iolo
Z ( o Xl X >¢l1 (V - E)¢[l =0. (09)

2
li=do

Para estados con paridad m = (—1)%*!, esto se traduce a L ecuaciones acopladas, que pueden
escribirse de la siguiente manera:

—1 - N —1 A
— (X700 + X on) + X5 60 = (B =~ V)éo, (C.10)
-1 A N
SHERI G ¢ Xy ) 4 LR, P ) = (B V), (G
S -1, 4 -
- XPor+ (X% + X3 o) = (B - V)ér. (C.12)

Los operadores Xzil por su parte toman la forma

S0 82 2 8 82
[N
bisbi 13
¢ 87"12 T 8?”1 87'%2 (C )

+(2+l)7" +1i(r2 —r%) 9 +7“i2_7"g-2+7”%2 0? Li(l; +1)

7"127’12 87"12 rir12 87‘2'87“12 7’142 ’
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cuando 0<[; < Ly

50 ) —2r: L—1 2l1 (L — li 1
sz_Ll?' _ "3 ( 1,)( + )( + ) 0 ’ (014)
riT12 2[; +3 oria

para 1 <I[; < L. ) i

Estas expresiones para )A(f'“li y Xf'i_l’l'i son validas tanto para el caso de paridad natural
(1 =(=1)*,d=L+1, dy = 0) como para el caso de paridad no natural (7 = (-1)*!, d = L,
do=1)

L=2

Consideramos estados con L = 2, para los casos -l =1, I =2- 6 -1y =2, [, = 1-.

Las Ecuaciones C.10, C.11 y C.12 se reducen a las Ecuaciones 3.25 y 3.26, y las soluciones a
las mismas son las presentadas en la Seccién 3.3.2. Las autofunciones del Hamiltoniano pueden
escribirse entonces como

War (@, 0, m12) = —— (V72(01,92) + 972 (22, 00)) (14 22). (C15)

NM

Para implementas los calculos necesarios para testear el criterio, escribimos

1
1+ rﬁ Zakrlz, (C.16)
k=0

donde ag =1y a3 = 1/4, para utilizar la férmula de Perkins [115]

Lk ,1
iy = 47rz< Z Vi (1) Yin (Q2 )(Z%ml”t - (l”t)) (C.17)
m=—1 t=0
Esta expresién es valida para k = —1,0,1,.., y los coeficientes L’f y Lg’l involucrados vienen
dados por
k .
k_ 5 i kespar
Ly { oo si kesimpar ’ (C.18)
y
k .
ki_ ) 5—1 si kespar
Ly" = { EHL si kes impar (C.19)

Los coeficientes C;; estan dados por

1 (k+2
if 1=0
k+2<2t+1> !
Crir = 1 (k42 mm[lll,_([kJrl)/?] % — I+ 20 e (C.20)
I e — 1 .
E4+2\2t+1 . 20+ 1420 —2a

A partir de las ecuaciones C.15 y C.17 es esta claro que las funciones de onda del Hamiltoniano
pueden escribirse completamente en términos de armonicos esféricos de ambos angulos sélidos,
Yim (1) v Y1, (Q2), ya que para este sistema r« = rs = R.
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Para estados de la forma

® =Wy + V1 — 02Uy _y, (C.21)
la matriz densidad reducida puede expresarse segiin
PAa = o / W5 0 (1, Q2) Uo7 (9], Q2)ds (C.22)
+(1—a?) / W5 (1, Q02) o (27, Q2)dQs
+ay/1- a2(/W;M(Ql,Qz)qu,_M(Q’l,QQ)dQQ
+/ ;7_M(Ql,QQ)\IJQ,M(Q;,QQ)dQQ).
Es decir, se deben resolver cuatro integrales cuya solucién general es conocida en términos de los

coeficientes de Clebsh-Gorndon [73]. A partir de esto, el calculo de los elementos de matriz de
PA,a

g / (1) .0 (1, ) Vg (24)dD (C.23)
conp,p=0,1,2..., g=—p,..,py ¢ = —p,..,p'. Los elementos de matriz toman la forma
p.a;p’q’ ad
p - Qo Y agag Ch 1t Ch 1 v 1R
S e SR D

(_1)mzi+m1i\/(2l2i +1)(2l25 + 1)(2h; +1)(201; + 1)(2p' +1)
2p+1

C(laj, maj;lai, —mag; L, maj — ma;)C(la;, 051, 0; L, 0)

=[]

C(L,maoj —ma;I',m’;1,m)C(L,0;1',0;1,0)

C(l,m;lyi, —mai; p, q)C (1, 05114, 05 p, 0)

C'q's iy, mag; U, m")C(p', 05114, 0;1,0) (C.24)
Este resultado se incluye porque presenta sumatorias sobre L, [ y I’ que son, en algunos ca-

sos, infinitas. Este problema se sortea utilizando la desigualdad triangular de los coeficientes de
Clebsh-Gordon, que permite acotar las sumatorias notando que las relaciones

L< l2j + lo, U< p/ + lij y 1< llj + le + lo; —|—p/, (C.25)

deben satisfacerse.



Apéndice D

Parametros y calculos auxiliares
para los Hamiltonianos k.p

D.1. Hamiltoniano de Kane y Hamiltoniano efectivo

PARAMETROS DE LOS HAMILTONIANOS DE KANE Y EFECTIVO 4x4 PARA EL
ESTUDIO DE ESTADOS DE BORDE EN POZOS CUANTICOS SEMICONDUCTORES

H Ey(eV) A(V) Bp(eV) F w7 1w k|
CdTe 1606 091 188  -0.09 147 -028 0.03 -1.31
HgTe -0.303 108 188 0 41 05 13 -04

Cuadro D.1: Pardmetros de CdTe y HgTe para el Hamiltoniano de Kane.[116]

H d(nm) ct M AEEHz A%}Ez B Dz H
7 1.606 0.91 -0.28 0.03 18.8  -0.09
9 -0.303 1.08 0.5 1.3 18.8 0

R
7 -1006.74 -43.51 T711.25 -29.99 336.13 44.70 1.47
9 -1154.64 -45.28 571.70 -38.94 31221 5730 4.1

Cuadro D.2: Pardmetros para el Hamiltoniano efectivo 4.30 para pozos cudnticos de HgTe —
Cdo,7H go,3Te[77]. Las unidades de los pardmetros son: meV para los indicados con indice {1}t, meV-nm?
para los de indice {2}, y meV-nm para los de indice 3},

95
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES B-SPLINES

La base de funciones utilizada para resolver el Hamiltoniano de Kane en la direccién z,
transversal al pozo cudntico , es la de B—Splines. Este conjunto de funciones esta formada por
polinomios de soporte compacto, y fueron propuestas para aproximar funciones arbitrarias.

Para definir estas funciones, denominadas en este trabajo por B, (z), es necesario seleccionar
una serie de parametros segtin las necesidades que marca el problema. Estos son:

k: el orden de los polinomios utilizados para generar los B-splines. La elecciéon de k se
da dependiendo la precision que se desee. Valores de k entre 7 y 10 son suficientes para
aproximar funciones analiticas.

= n__intervalos: cantidad de puntos a utilizar para dividir el dominio en intervalos, teniendo
en cuenta los extremos del mismo.

= break-points: Son los puntos generados al fijar n__intervalos.

= knots: son los break-points y su multiplicidad, que define la condicién de continuidad de las
funciones en cada punto.

Modificando el valor de estos parametros, de manera consistente, es posible obtener una base
variacional que incluya las condiciones de contorno impuestas por el sistema: en el caso de pozos
cudnticos , la base de B—Splines utilizada permite incorporar la discontinuidad de los parametros
del Hamiltoniano en las interfases de manera natural.

Otra ventaja del uso de estas funciones para resolver el Hamiltoniano k.p de este sistema,
es que permite generar una grilla en el espacio que se adapte al problema. En la direccién z, el
pozo cudntico se modela como infinito, pero con un espesor de la capa intermedia en la escala
de los nanémetros. Mas atn, los estados de interés estan localizados en los bordes de la capa
intermedia del sistema. Si trabajasemos con algin método de diferencias finitas para resolver el
Hamiltoniano, es claro que una grilla igualmente densa en las capas externas e interna seria un
gasto computacional innecesario. La forma de tratar con este problema utilizando B—Splines es
definiendo un conjunto base para cada una de las capas, de forma que en las interfases se satis-
fagan las condiciones de contorno. Haciendo esto, se incorpora una menor cantidad de funciones
en las capas externas, y una densidad de funciones mayor en la capa interna. En la Figura D.1
se ve como la densidad de funciones puede modificarse por medio del valor de k elegido, y c6-
mo las funciones cubren en dominio para aproximar las autofunciones del Hamiltoniano. Un
detalle a tener en cuenta es que estas funciones, como se puede apreciar en la Figura D.1, no
forman un conjunto ortogonal. Por lo tanto, el problema de autovalores para el Hamiltoniano
k.p(Ecuacién 4.38) se convierte en un problema de autovalores generalizado dado por

fi fi
f2 fa

Haza | . [ =ES] . |, (D.1)
fa fa

donde S es la matriz de superposicién con elementos S;; = (B;(2)|B;(#)).

D.2. Hamiltoniano de Luttinger-Kohn
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Figura D.1: Base de funciones B—Splines en el intervalo [0,5], para n__intervalos = 6. Panel superior:
k=3 (7 funciones). Panel intermedio: k=4 (8 funciones). Panel inferior: k=20 (25 funciones).

PARAMETROS DEL HAMILTONIANO LK PARA EL ESTUDIO DE PUNTOS CUANTI-
COS EN NANOHILOS SEMICONDUCTORES

H GaAs Ga0,511n0’49P (A1075Ga0’5)0,51In0)49P H

Eq (eV) 1.519 1.9971 2.3321

Ep (eV) 23.81 15.9335 14.1007

Aso (V) 0.341 0.0898 0.111

Y1 7.05 4.6296 4.4296

Y2 2.35 1.0562 1.0945

3 3 1.9997 1.933

T 1.8251 1.9701 2.4141

Y2 -0.2625 -0.2736 0.0868

Y3 0.3875 0.67 0.9252

Cuadro D.3: Pardmetros de banda, de Liittinger y de Liitinger modificados para el Hailtoniano LK.
[75], [117]

H CBO (eV) VBO (eV) H
GaAS/Gao751ID0,49P 0.1698 0.3083
GaAs/(Aly,5Gag 5)0,51In0,49P 0.385 0.4282

Cuadro D.4: Offset entre bandas para las heteroestructuras estudiadas. [75]

TRATAMIENTO DE PARAMETROS EN INTERFASES PARA EL HAMILTONIANO LK

A continuacién presentamos algunos calculos auxiliares que ayudan a obtener los elementos
matriciales del Hamiltoniano de Luttinger-Kohn. Definiendo al pardmetro a = a(p,z) como
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cualquiera de los pardmetros que intervienen en los elementos de la matriz del Hamiltoniano,
podemos expandir algunas de las expresiones dadas en 4.12 obteniendo nuevas expresiones de la
forma

k.ak, = —(0.a)0, — ad?, (D.2)
kiak_ +k_ak, =2 Y0— Lt — (0,0)0 2+ lo 1 Lo D.3
+aR— + K_aky = {(%2)a_gaw_(pa)p_a(p+;p+p7 Lp)}? (D.3)
. E2ie) (P 2
kraksy = e { (21%) a:l:l2 ad, +lB a0,
, 1
+(0pa) 575 212 — (0pa)9, $z(3pa);8¢
2 1 1
_ald? = 22 =0 _ = 2
al0? F p28¢i 050y =20, - pzaw}} (D.4)
y
—i p i
koak. + kb = {Lad. — (0,0)0. 200, (0, - ~0p) -
Ip P
(0.a) (0, — a +tom )} (D.5)

En estas expresiones, cuando escribimos (9;a), entre paréntesis, significa que la tinica cantidad
afectada por la derivada es el parametro a, y no las expresiones que le siguen.

Cuando se calculan los elementos de la matriz del Hamiltoniano en una base @, donde « son
los niimeros cuanticos de los estados, es conveniente escribir todos los parametros dependientes
del material como funciones de las coordenadas como:

a(p,z) = an[l=0(p— Ro)|[1 = 6(2] = z1)]
+ ar [0(]2] = 21) {0(|2] — 22) = 0(p — Re)} +0(p — Rc)]
+ ap[l = 0(]z] — 2)]0(]z] — 21), (D.6)

donde a,, ap y a, es el valor del parametro para los materiales del ntcleo, las barreras y el
resto del nanohilo respectivamente. De esta manera, las integrales implicadas pueden calcularse
como

2 21 Rc
(a0) = an/ dcp/ dz pdp®:0Ds
0 Z1



D.2. Hamiltoniano de Luttinger-Kohn 99

Aqui O es cualquier operador implicado en los elementos matriciales de H. Obsérvese que si
a(p, z) = cte, como en el modelo con un nanohilo de un solo material, o en el elemento matricial
FE;_, las integrales anteriores se unen como una tunica integral sobre todo el volumen, de modo
que si tenemos por ejemplo O = p? y a(p, z) = 1/myq la integral serd

o L2 R
(ap?) / / z/ pdp ®F D% (D.8)
~ mo L/2 0

Cuando la derivada de los pardmetros discontinuos, a(p, z), entra en el cédlculo de los elementos
de la matriz, da lugar a la aparicién de deltas de Dirac y funciones Heaviside en las integrales.
Teniendo esto en cuenta, obtenemos

(0.00) =, T / * pdp
w(p, 21,0)0P5(p, 21, w)}

2
o*
o R
a,./ dga/ pdp [ —21,0)0@p(p, —21,¢) —
0 R,
P
200

(pa 217%0)04)5(/)7 Zl,SD):|
2m R
+(ap — ar) / dp / pdp
0 0

27 R
—ab/o d«p/o pdp [@Z(p,—zl,sﬁ)O%(p,—zl,w)—

@Z(p,zl,w)(’)@@(p, Zla@):| (Dg)

Py, —21,¥ O(I)ﬁ( —21,4,0) -

—Z2,P O(bﬂ( _ZQaQD) -

7 (p, 22, ) OPs(p, 22, w)}

z1

(8,0)0) = (ar — an) /O “do [ dz 0% (R 2, 0)OD4(Re 2, 0) Re (D.10)

—2z1

A partir de las ecuaciones D.2-D.5 y D.7-D.10, el calculo de los elementos de la matriz es directo.
Para las funciones de la Ecuacién 5.2, los valores de los elementos de la matriz pueden obtenerse
numéricamente, aunque algunas de las integrales implicadas pueden obtenerse analiticamente
utilizando las relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel, las propiedades de paridad de
las funciones trigonométricas, etc. [73], reduciendo asf el error numérico y el tiempo de célculo.



100 Apéndice D. Pardmetros y cdlculos auxiliares para los Hamiltonianos k.p




Apéndice E

Biparticion del espacio de Hilbert
utilizando la base k.p

Como vimos en el Capituo 4, el Hamiltoniano de Kane presentado en la Seccién 4.1.3 esta
expresado en la base de funciones dada en la Ecuacion 4.10. Estas funciones incluyen las simetrias
de cada una de las bandas involucradas, a través de las funciones s, x, ¥y, z, e informacién sobre el
spin de las mismas, a través de los simbolos T, |. Como podemos observar, tenemos una base de
8 elementos, escrita en funcién de dos bases: una de 4 elementos que denominaremos de bandas,
y otra de dos elementos que denominaremos de spin.

Observando la base utilizada en la Ecuacién 4.10, se puede intuir un cambio de base en
el Hamiltoniano que permita escribirlo en una base producto, que va a ser combinacién lineal
de los elementos de esta base. Mas precisamente, renombremos los elementos de la base del
Hamiltoniano de Kane -en el mismo orden que figura en la Ecuacién 4.10- segtin

up = s7 (E.1)
uy = S
uz = ﬁ(ﬂc-Hy)T
1 .
ug = %[(IJFW)i*?ZT]
1 .
us = —%[(Jc—zy)T—i—QZH
ue = —%(x—z‘yu
1 .
w = llatio) s
1 .
ug = ﬁ[(x—zy)T—w]
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y la reorganicemos definiendo

U — Up sT (E.2)
Uy — U3 %(m—i—iy)T
1 2 1 .
usz — %(u5—ﬁu8) —ﬁ(x—zy)T
Uy — ?(m - %uﬁ —z7
Us — Us sl
St un) = —(e+ip) |
Ug 3 Uy \/§U7 \/§ X Y
1
U7 — Ug —ﬁ(x—iy)i
V6 1 .y

ug — ?(UE) + ﬁ@bg)

Podemos ver que los primeros cuatro elementos tiene spin up (1), mientras que los demads
tienen spin down (J). A su vez, entre los de arriba y abajo se repite el patrén en las funciones
s, x,y y z. Esto indica que a los vectores en esta base pueden escribirse como un producto
tensorial de vectores:

S
1 (X +1iY)
(e[ 5
Z

Es decir, como un producto de las bases de banda y de spin.

El Hamiltoniano escrito en esta base tendra los mismos autovalores que en la base original.
Para las autofunciones, si en la base original estaban dadas por las funciones f, en la nueva base
se deben combinar para obtener

fi

f3
Z(fs = 3 fs)
@(ﬂ; - %fﬂ

f2
%(ﬁ; + %fﬁ

fe

Y]
I

donde ¢ sera el autoestado en esta nueva base.

De esta forma, hemos definido dos subsistemas para nuestros estados: el spin y las bandas.
Podemos entonces proceder al calculo de una matriz densidad reducida trazando sobre alguna
de estas bases, para obtener una descripcién de los estados que incluya el contenido de entrela-
zamiento entre estos grados de libertad a través de la entropia de von Neumann.

En la Figura E.1 se puede observar, en el panel izquierdo, el espectro de energias para los
estados de bulk de un pozo cudntico HgTe/CdTe en funcién del espesor de la capa intermedia,
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d. Para los estados cuyas energias estdn representadas en colores, el panel derecho muestra
la entropia de von Neumann correspondiente. Como se puede observar, esta cantidad permite
diferenciar los estados de la banda de conduccién (mayor entropia) de los de la banda de valencia
(menor entropia), y es sensible a la transicién estado extendido a estado ligado. Disponer de
cantidades similares en estados de borde seria de gran interés para estudiar correlaciones entre
las simetrias de cada banda y la componente de spin.

) e ———— . —— — T T T T

6
d [nm] d [nm]

Figura E.1: Panel izquierdo: espectro de energias del bulk en funcién del espesor de la capa intermedia d
para un pozo cudntico de HgTe/CdTe. Panel derecho: entropia de von Neumann utilizando la particién
spin/bandas para los estados representados en colores en el panel izquierdo. El cédigo de colores en el
mismo en ambos paneles.
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