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Abstract

Debido al fenémeno de superradiancia, se podria extraer energia a un agujero negro rotante
(ANR) mediante una onda que incide con ciertas condiciones iniciales. Se busca mediante
simulaciéon numérica observar este proceso.

1 Introduccion

El primer antecedente tedrico de un fendémeno de extracciéon de energia-momento a un ANR es
propuesto por Penrose [1], mostrando que un proceso de scattering en la ergoesfera puede generar
particulas de alta energia, escapando de la ergoregion a grandes distancias del ANR [2]. Luego,
Teukolsky y Press [3] estudiaron un proceso similar, llamado superradiancia, para su anélogo
gravitacional y electromagnético.

La motivaciéon para estudiar este tipo de fendémenos es tratar de entender la formacién de
jets astrofisicos (flujos de materia a gran energia y altamente colimados) emergentes de ANR
supermasivos. Si bien hasta hace poco el convencimiento general era que éstos se debian a un
fenémeno magnetohidrodinamico, consecuencia de las corrientes magnéticas que se producen en el
disco de acreciéon (Blandford y Znajek, 1976), anéalisis recientes de geodésicas de particulas en un
background de Kerr dieron indicios de que los efectos puramente gravitacionales (en particular por
la generacion de pares del proceso de Penrose) podrian estar jugando un rol més importante del
que se crefa. En estudios numéricos como [4] se observa a través del método Monte Carlo, que un
gran nimero de particulas emergentes de un ANR mediante el proceso de Penrose tendrian un alto
grado de colimacién. Este tipo de resultados concuerda con mediciones en las cuales se encuentra
que un gran porcentaje de las particulas del jet tienen velocidades ultra-relativistas [5], lo cual es
més acorde al modelo de un efecto puramente geométrico. Ademas, la observaciéon de particulas
de carga neutra obligan a hacer una reconsideracion respecto de los efectos magnéticos del modelo
magnetohidrodinamico.

En particular, en este trabajo se estudié el comportamiento de un campo escalar (Klein Gor-
don). Un antecedente importante del estudio de este tipo de campos en ANR se pueden ver en
[6]; aqui, el fenémeno de superradiancia es observado. Sin embargo, recientemente [7] se repitio
el estudio con otro método numeérico (puramente espectral) y, a diferencia de en [6], con un dato
inicial de soporte compacto (igual a cero dentro de la ergoregion), y la onda incidente, en lugar de
extraer energia, se refleja completamente en el borde de la ergoregion. El objetivo de este trabajo
es ofrecer un anélisis que ayude a entender la diferencia entre estas dos publicaciones.

Las secciones estidn ordenadas como sigue. En Seccion 2 presentamos el problema y en Secciéon
3 las distintas coordenadas usadas en el codigo. En Seccién 4 analizamos cémo serd el Flujo
que estudiaremos, Seccién 5 explica el dato inicial utilizado y en Seccién 6 la ecuacién de onda
que obedece. Seccién 7 tiene una descripcion de coémo leer las iméAgenes incluidas, Seccién 8
los resultados obtenidos, en Seccién 9 se analiza la convergencia y por ultimo en Seccién 10 las
conclusiones.

2 Presentacion del problema

Queremos analizar numéricamente el fenémeno de superradiancia. La superradiancia se produce
cuando, bajo ciertas condiciones iniciales, una onda que se dirije hacia a un ANR regresa luego
con mas energia de la que tenia en un principio. Esa ganancia de energia de la onda es a costa de
extraerle energia de rotacién al ANR cuando interacciona con la ergoregion.

Para hacer el estudio numérico, necesitaremos entonces representar una regién del espacio-
tiempo. Primero foliamos el espacio-tiempo con superficies de Cauchy, parametrizadas con un
tiempo t, y de cada superficie consideramos una seccién que abarque toda la ergoregién y una
porciéon del espacio-tiempo circundante. Esta regién se muestra en Figura 1.

En ella se representa dos superficies de Cauchy espaciales ¥, y X4, es decir el espacio a tiempo
t = 0 y a un tiempo t posterior, y en cada una de esas superficies tomamos dos esferas: una



interior de radio ¢;,, que esté dentro del horizonte de eventos exterior (por lo tanto también dentro
de la ergoregion) y por fuera del horizonte de eventos interior; y otra de radio ¢y, por fuera de la
ergoregion.

La sucesion de esferas en cada superficie entre ¥, y ¥; nos dara los dos cilindros mostrados
en la figura. Nuestra region total de interés es la que se abarca desde el cilindro interior hasta el
exterior. Serd dentro de este intervalo que pondremos el dato inicial.

El dato, que incialmente esta lejos de ¢y, ird cayendo hacia el ANR, llegara a la ergoregion, y
luego, lo que no cayé dentro del ANR saldra de la ergoregion dirigiéndose ahora en sentido contrario
hacia coyt- Nuestra forma de analizar si se estd produciendo el fenémeno de superradiancia es
mediante el flujo. Supongamos que el dato inicial es no nulo en el intervalo [¢;,¢s] (con ¢ <
¢i < ¢f < Cout), lo que haremos entonces serd tomar un radio cpyyjo entre el dato inicial y el radio
interior (cin < criujo < ¢;) v calcular el flujo que pasa por esa esfera. Si esperamos un tiempo
suficiente, todo el dato pasara por esa region, llegard al ANR, y volveré a pasar al regresar.

Pueden entonces darse tres situaciones: que el flujo total serd cero (como por ejemplo en
Minkowski, donde como no hay agujero negro, toda la onda regresa de la misma forma); que el
flujo sea mayor que cero porque se perdio parte del dato en el ANR (como se dara en general para
Kerr); o bien que sea negativo. Este ultimo serfa el caso superradiante ya que significarfa que paso
POT Criyjo MAs energia al regresar.

ds,

“ds.| | gs

out

out

ds,

Figura 1: Regién a estudiar
3 Coordenadas

Como las evoluciones numéricas necesitan una representacién plana, cada esfera se cubre con
seis parches (ver Figura 2), y se realiza luego un cambio de coordenadas, para cada parche, de
(t,z,y,2) a (t,a,b,c). Los cambios de coordenadas se encuentran en [8].

a v b son las coordenadas que parametrizan cada parche para un radio fijo. Es decir, represen-
taran las variables angulares. Mientras que ¢ = /22 + 32 + 22 es el radio cartesiano, y es esa la
coordenada en la que se representan las esferas comentadas en Secciéon 2.



Figura 2: Parches

Debido a que en esta transformaciéon trabajamos entonces con radios cartesianos, para poder
introducir la esfera c;, dentro del horizonte de eventos ry, serd fundamental ver la forma que
tienen los horizontes del ANR, pensados como elipsoides en coordenadas cartesianas (ver Figura
3). Pero ademaés, surge otra complicacion: es necesario que las velocidades de propagacion en ¢;y,
se dirjjan ambas hacia la singularidad (es decir, que las velocidades nulas que forman los conos
sean entrantes), sin embargo en el horizonte de eventos r_el cono vuelve a apuntar hacia afuera
porque una de las velocidades de propagacién cambia nuevamente de signo. Por lo tanto ¢;, tiene
que estar contenida entre r,y r— (como en la representacion derecha en Figura 3).

Figura 3: Horizontes

El problema es que esto no siempre se puede. Si la velocidad angular es muy grande, los
elipsoides se aplanan de tal forma que se vuelve imposible colocar una esfera entre ellos (como
en la representaciéon de la izquierda en Figura 3). Fue necesario entonces encontrar un momento
angular tal de que una esfera cartesiana pueda estar contenida entre los elipsoides.

Teniendo en cuenta que el fenémeno de superradiancia se observa mejor para velocidades an-
gulares grandes, se busco el maximo valor posible, que fue a = % = 0.96.

Para asegurarnos de que esta esfera c;, esté contenida entre los horizontes se controlé numéri-
camente el signo de la velocidad de propagacién de la onda en ese radio, buscando que ambos
direcciones de propagacién tengan el mismo signo .



Respecto a la representaciéon de la métrica de Kerr, el c6digo utiliza las coordenadas Kerr-Schild:

2

2Mr3 d dy)—a(z dy—yd d
r r(xde +ydy)—a(x dy yx)+z 2Lt

r4 +a2z2 72 4+ q? r

ds® = —dt* + dz® + dy® + d2* +

Es decir es de la forma:
Gab = Nab + 2Hlalb

Con H = 5755 ¥ la nulo respecto a 7ab ¥ Jab-

Esta métrica luego se reescribe en términos de una funcién lapse y un vector shift [2]. Para
esto foliamos con superficies de Cauchy espaciales, 3, parametrizadas por una funcién global de
tiempo t. Si n® es un vector unitario normal a ¥, (i.e. temporal), entonces podemos obtener la
métrica de la superficie espacial:

hab = NNy + Gab

Y vemos que hqpn® = 0, es decir que hgyp es la métrica espacial inducida en la superficie ;.
Ahora (con t* tal que t*V,t = 1) descomponemos t* en la direccion de n® y en ¥ respectiva-
mente (i.e. t* = an® + §%):

a = —t%n,
Ba = habtb
Las componentes de la métrica y la relacion entre ambas coordenadas se encuentran en Apéndice
A.
4 Flujo

Veamos ahora una forma de calcular el flujo que nos servira para determinar superradiancia.
La corriente j* viene dada por:
Gt = —THEY
Con T*#, el correspondiente al de un campo escalar:
1 2
Ty = 0,90,9 — igw(aé)

y k = 0/0t. Entonces:

j* = 0" PO, ® — %/w(a@)? (1)

Ademés, como la métrica no depente explicitamente del tiempo, k es Killing, y entonces esta
corriente es conservada V,j* = 0. Si integramos en la regién de interés presentada en Figura 1,
podemos luego aplicar Stokes en el volumen estudiado y obtener:

0— / Vajov/ g = / jedS,
S oS



o:/ j“dS‘a—/ j“d§a+/ j“dSa—/ 3%dS,
bordeout borde;n, > pIPS

Los ultimos dos términos representan la energia total entre las esferas (las tapas del cilindro
hueco). El término integrado en ¥y corresponde a la energia inicial, mientras que el que se integra
sobre ¥; es la energia a tiempo ¢ (energia final).

Analicemos uno de los dos primeros términos, que corresponden al flujo integrando en el tiempo
por una esfera. Debemos integrar, primero sobre la superficie de una esfera, y luego esa esfera a lo

largo del tiempo.
. 2] d
F:/ jadSa:/ / jold%a gy
borde ti esfera |dC‘

El elemento de volumen para ese caso seré:

dV = det(—M) da dbdt

Con M el tensor métrico inducido para un 7 constante. El menos viene de que la inducida
sobre una superficie ¢ = cte tiene signatura (—, +, +).
Si contraemos (dc),, con la corriente de (1), obtenemos:

" (de),,

— cjg. _ tc
7|dc| 9 P(g70;® — g0, P)

1
N
Es decir, estamos integrando el vector de Poynting. Por ejemplo vemos que para Minkowski
(g =0y g°° = 1) nos queda 0,99,.9.

Y para los términos de energia tenemos:
dt),
E:/j“dSa:/ j“( )dV
b tapa |dt‘

- (dt)H 1 tt L] 1
1% I — av . .
Vi ‘dtl = 2(9 th)@td) g 8L(I)6J(I)) 79”

5 Dato inicial

Vemos por ejemplo en [9] que para observar superradiancia, el campo escalar debe ser de la
forma:

® = Pgcos(wt — mo)

Donde m es el nimero cuantico que corresponde al momento angular (el m de los Yy,,,) y w es
la frecuencia que debera estar en el intervalo superradiante.
Dado que la potencia promedio perdida en el horizonte viene dada por:

P = %@%Aw(w —mQy) (2)

Con Qp = ﬁ, esta potencia serd negativa (es decir se transforma en potencia ganada)
cuando 0 < w < mly. Es ese entonces el intervalo superradiante.
En nuestro caso usaremos como dato inicial un campo de la forma:

= F(r)sin? ecos(w(r —Tm) — mo)

r



Donde aqui también 7 es el radio cartesiano, es decir ¢ en (t,a,b,c), y , = "L es el centro
del dato, cuyo soporte viene dado por la funcion f:

1) = 3 =) = )"

para r € [r;,rf] y f(r) = 0 para radios fuera de ese intervalo. N = (7, — ;)" (7 — rf)™ es una
normalizacion para que f(r,,) = 1.

Al ser polinomial, esta funcién le da forma de pulso y se hace cero en en sus extremos, de tal
forma que ademas el dato inicial sea suave.

Para que esta onda se propague hacia el horizonte de eventos debemos fijar su derivada temporal.
Esto lo haremos derivando como si tuviéramos geometria plana, ya que lo tnico que se busca es
una condicién inicial para la velocidad que dirija la mayor parte de la onda hacia el ANR'. Con
un r; lo suficientemente grande podemos ver que efectivamente la onda se dirige hacia el ANR. La
condicién para que esto ocurra en geometria plana es:

_ 0% - f(r) flr) sin? cos(w(r — rmy) — mo)  wF () sin? sin(w(r — ry) — mo)
- or ((T—ri)Jr(r—rf)) b T ) b r

En la siguiente seccién veremos la evolucion del dato inicial considerando la geometria Kerr.

Deberemos cambiar los parametros libres (n,r;,rf,w,m) para maximizar la proporcion de la
onda que regresa del ANR. Para esto se partio de los datos iniciales usados en [7], y a partir de
ahi se hicieron pruebas haciendo pequenas variaciones a los parametros y controlando la integral
del flujo era mayor o menor.

Se observa que es menor la proporcion de la onda que cae en el ANR para ondas de dominio
no nulo grande, pero ademés se not6 que la distancia entre el final de la ergoesfera y el comienzo
del pulso debe ser grande, por lo tanto se tomé r; =41y ry = 79.

La potencia 6ptima que se encontr6 es n = 2 y el armoénico esférico [ = 2, siendo m =
2, —2 los valores correspondientes para una onda que rota co-rotante con el ANR y contra-rotante
respectivamente.

Finalmente w nos diré, para un ¢ fijo, cuantos ciclos entran en el pulso. Dado que la potencia
extraida viene dada por (2), esta serd maxima cuando w = Qp (lo cual se puede ver derivando (2)
con respecto a w e igualando a cero).

Los parametros n,7;,ry yw fueron los que més necesitaron ser testeados, pues no sélo se rela-
cionan entre si (por ejemplo al cambiar el intervalo [r;,7¢], cambia r,,, y por lo tanto la cantidad
de ciclos que nos dara w), sino también porque intervienen en la precision con que se representa el
dato. Esto ocurre por un lado por el largo del dominio, debido a la cantidad de puntos utilizados
para representar la onda, como la potencia del polinomio, ya que si esta es chica, el empalme entre
f(r)#0y f(r) =0 es menos suave, pero si es muy grande, se not6 que la convergencia empeora
(va que la precision de los operadores derivadas dependen de la potencia). Estas dependencias
con la precisién llevaron a que en muchos casos ciertos resultados que parecian buenos con una
cantidad de puntos, se volvieran peores que otros al aumentar los puntos, y entonces era necesario
hacer simulaciones con muchos puntos para determinar cuél era el adecuado.

6 Ecuacion de Onda

El codigo fue previamente construido para evolucionar las ecuaciones de Maxwell en la geometria
de Kerr, por lo tanto es necesario reescribir la ecuacién de onda de un campo escalar en término
de las variables disponibles en el codigo. Se puede ver (Apéndice A) que la ecuacion de onda:

1

06 = V,V® = 9,(v/—g9"70,®) =0

J

9

IDebe tenerse en cuenta que el dato inicial se encuentra lejos del horizonte (r; 3> r4), por lo tanto esta es una
buena aproximacion. Se controlé numéricamente que el flujo en la direccion opuesta (es decir para un r > ry) sea
de varios 6rdenes de magnitud menos.



Se verifica si evolucionamos:

(07

Hh® = 10,0 — —
t ﬁ \/E

9;(VhB") (3)
Con B? que evoluciona como:
. 1 . g
8,582 = —a,ﬁ”(&db) - ozg”ajv(b

Por lo tanto dando 9;® como en Seccién 4 y obteniendo B? a partir de ®, tenemos la evolucién
de la ecuacién de onda.

7 Sobre las imagenes

Antes de pasar a los resultados, veamos como interpretar las imagenes. Como dijimos, cada
esfera de radio cartesiano constante se representa por medio de seis parches, por lo tanto la repre-
sentaciéon de un arménico esférico [ = 2 cuando ponemos la esfera desarmada en un plano, se vera
como en Figura 4.

zscale=2.680e+01

-3.000,%.000]

(==
-149e-02

Figura 4: Corte a radio constante

Luego, si agregamos ahora la dimension radial, el resultado sera lo que se observa en Figura 5.



Figura 5: Representacién completa

Sin embargo, en esta dltima representaciéon no podemos apreciar el valor del dato en cada punto
porque necesitamos una dimensioén extra, por lo tanto la forma més préactica serd haciendo cortes
transversales. Por ejemplo, un posible corte, seria tomando de cada esfera solamente su ecuador.
En figura Figura 6 a se muestra cémo se realizé el corte y 6 b su representacion en el codigo.

Figura 6 a: Corte transversal

-1.56e-02 1.56¢-02

Figura 6 b: Corte transversal
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8 Resultados

Lo primero que deberemos estudiar es Minkowski pues es el caso més sencillo y nos permite
tener una prueba del calculo del flujo, observando si el flujo total por un radio fijo es cero.

Dada la singularidad de coordenadas en el origen, lo que se hizo fue simular “un espejo” en un
radio determinado. Esto significa poner una condicién de contorno que corresponda a la solucién
saliente de la ecuacién de onda.

(Despejo = —Dncidente

(87‘<D)65p€j0 = (arq))incidente

Y con esa condicion controlamos que la energia se mantenga constante y que el flujo total
integrado sea cero. En Figura 7 se puede ver la evolucién de la onda y como regresa. A la
derecha se encuentran los radios mas chicos (con limite en ¢;;,) y a la izquierda los radios grandes
(terminando en c¢yyt). Vemos que la onda se dirige hacia r = 0, se refleja en un radio r» = 1.250 y
regresa conservando la forma.

Luego en Figura 8 podemos ver que la energia se mantiene constante, con una pequefia per-
turbaciéon del orden de una parte en diez mil al momento se reflejarse. En Figura 9 vemos que el
flujo integrado en r = 3 llega a un méaximo cuando la toda la onda pas6, y luego vuelve a cero
cuando regresa. Ademds, en Figura 10 se muestra en detalle el momento en el que la onda termina
de regresar, ahi se puede ver que vuelve a cero con un error menor a una parte en diez mil.

=0.00 1=4.00

(=28.00

Figura 7: Evolucién

11



Flujo

Energia’Energia inicial

1.001

1.0008

1.0006

1.0004

1.0002

0.9998

0.9996

0.9994

0.9992

0.999

Conservacion

T T T T T T T
Energia ——

5 10 15 20 25 30 35
Tiempo

Figura 8: Energia
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Figura 9: Flujo
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Ademaés de testear la energia y el flujo, hay un tercer test que podemos realizar, que consiste
en relacionar ambas cantidades. Lo que se hizo es calcular la energia en la regién que ocupa el
dato inicial a tiempo t = 0 y el flujo en el limite inferior de esa misma regién. Entonces, a medida
que pase el tiempo, la onda irad saliendo, y por lo tanto disminuyendo la energia en esa region,
mientras que el flujo integrado ir4 aumentando en esa misma cantidad. Por lo tanto, sumando
ambas cantidades tendremos un test que las combina. Este se muestra en Figura 11. La razén por
la cual cae en un principio es que aqui estamos comparando dos integrales que numéricamente son
distintas: la energia es una integral espacial y por lo tanto depende de los pasos espaciales, mientras
que el flujo involucra la combinacion de dos coordenadas espaciales con una temporal. Entonces,
para cada tiempo, estamos tomando una aproximacién de la integral de flujo, sin embargo podemos
ver que cuando toda la energia ha salido de la region, el valor total del flujo es igual al de la energia

Flujo

0.1

0.08

0.04

0.02

Conservacion

Flujo —+—

33

33.5 34 34.5 35 355 36 36.5
Tiempo

Figura 10: Flujo, detalle

en una parte en diez mil.

1.0005

0.9995

0.999
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0.998

(Flujo+Energia)/Energia inicial

0.9975

0.997

0.9965

0.996

37

o e

Conservacion —+—

Tiempo

Figura 11: Conservaciéon
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Veamos ahora el caso Kerr. La evolucién, para los datos presentados en Seccién 4, se observa,
en Figura 12. Vemos que la onda regresa de la ergoregién manteniendo la forma. La curva del
flujo se presenta en Figura 13 y la energia en figura 14. Aqui el control de la energia y el flujo se
realiz6 como en la conservacién de Minkowski. Es decir, se tom6 un intervalo que abarque sélo
el dato inicial y controlamos cémo evolucionan esas variables, primero por separado, y luego su

combinacién.

1=42.00

i=28.00

i ———— T — e ———— T
z « t=70.00

1=56.00

1=49,00

7 T — 002

=120.00

o T——

(=98.00

Figura 12: Evolucién
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Figura 13: Flujo
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Figura 14: Energia

aproximaciéon temporal.

Vemos que la energia vuelve a tomar su valor inicial, y que el flujo integrado total es cero, es
decir, obtenemos el mismo resultado que para Minkowski: toda la onda regresa.

En Figura 15 se muestra la relacién entre ambas cantidades. La perturbacion en la gréfica
al comienzo es, al igual que antes, la consecuencia de que la integral de flujo sea también una
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Figura 15: Conservacion

15



9 Convergencia

Para analizar la convergencia del cédigo se analiz6 el coeficiente de precisién dado por:

uM(t,z; At, Az) — uP (¢, z; At %)

= — 2q
u (t, x; At %) —uB (¢, z; At %)

Donde Az representa el paso espacial (es decir el largo total divido en la cantidad de grillas) y
los diferentes At son tomados de tal forma que el cociente % = 0.1. El valor de ¢ nos dara el orden
del método utilizado pues estamos comparando como cambia el error a medida que duplicamos la
cantidad de puntos.

En nuestro caso los grillados utilizados fueron (en las coordenadas (a,b, ¢) presentadas en Sec-

cion 1): 11x11x231, 21x21x461 y 41x41x921. Y con esos puntos el resultado fue el presentado en
Figura 16.
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Figura 16: Convergencia

El resultado esperado era ¢ = 4 pues se esta utilizando un Runge-Kutta de orden 4, sin embargo
vemos que estamos convergiendo a ¢ = 3. Esto probablemente se debe a que la cantidad de puntos
utilizados es muy poca para obtener el resultado éptimo. Como el aumento en la cantidad total de
puntos, el siguiente paso (81x81x1841) excede los recursos disponibles en el cluster utilizado, sin
embargo se buscara realizar esa simulacién en un cluster mas grande.

Como se comentd en Seccién 5, se observa también que para datos iniciales polindémicos de
potencias mas chicas la convergencia tiene un orden menor (debido quizés al empalme entre el
soporte del dato y el dato cero), sin embargo para potencias altas, donde el empalme es mas suave,
el dato se concentra en el centro (se vuelve mas picudo) y eso provoca también una disminucion
en la presicion.

Cabe notar ademas que si bien la forma polinémica es la manera més simple de representar
al pulso, es posible mediante interpolacién polindémica de Hermite generar un dato que tenga un
mayor nimero de derivadas continuas.
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10 Conclusiones

Lo méas importante que se observa es que el resultado es similar al obtenido en [7], en el cual
la onda incidente se refleja completamente. Es decir decir, tampoco se encontré el fenémeno de
superradiancia. Sin embargo, una de las diferencias principales es que incluso para los casos de
reflexion total obtenida, la interaccion entre la onda y la ergoregion es todavia considerable (es
decir, la onda penetra hasta la ergoregion, mientras que en [7] observan que para el caso de reflexion
total la onda no llega a entrar a la ergoregion). Como la forma de que la onda extraiga energia
del ANR es justamente a través de su ergoregion, los resultados llevan a pensar de que todavia es
posible buscar una forma de ajustar el dato de tal forma que se observe el fenémeno.

Otra consideracion que se debe tener es que las dificultades para poner una esfera de radio
cartesiano constante entre los horizontes (como se present6 en Seccion 3), llevaron a que la velocidad
angular maxima posible fuera menor a la se us6 en [7] (¢ = 0.96 en lugar de a = 0.99). Y siendo
que el fenomeno de superradiancia se intensifica para mayores momentos angulares, puede que la
velocidad angular no haya sido suficiente.

El siguiente paso es extender lo realizado para el caso de ondas electromagnéticas para descubrir
si este fendémeno de reflexién total es en realidad una caracteristica propia del campo escalar. El
codigo tiene incorporada la evolucion de las ecuaciones de Maxwell en Kerr (de hecho, como se
muestra en Seccién 6, se usaron para formar el campo escalar poniendo E = 0 y aprovechando la
evolucién de By su divergencia cero) por lo tanto s6lo es necesario poner un dato inicial adecuado
para buscar superradiancia.

Apéndice A

Las componentes de la métrica en término del lapse y el shift son:

9abr((01)*, (01)") = goo = B> — @ gan((0)", (0%;)") = goi = Bi

9((02:)", (92)") = hyj
Mientras que podemos obtener componentes de la inversa desarrollando t%:

gab _ hab _ Tla’flb
g = W~ S ((00)" — ) (@) — 6)

a L ona 2 o w BB
g = = (000" + (008" + (b - 200

1 ) i B B ©37
00 _ _ _* 0i __ s g =h — &

a? a2 a?
La correspondencia entre coordenadas es:

1 1
H=_-(-1+-—

5(=1+-)

14+2H
2H

= ()
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Apéndice B

Para escribir la ecuacién de onda en término de los campos en el co6digo partimos de:

00 = V, V0 = —a,(v—gg""0,®) = 0
\f

Desarrollando este término y notando que \/—¢ = av/h, tenemos:

00 = g%, ® + ¢%9;0:® + —=08;(aVhg°8,®) + 9i(avVhg9;®) =0
g Ot 9 t a\f 0i( g" 0 ®) + a\f 0i( g )
Y ahora reemplazamos por las componentes obtenidas en Seccién 2:
Op® = 02g%9,0,® + —=08; (Vg 0,®) + ~—=0:(av/hg 9; P
tt g t \/> ( g t \/E ( g ] )
A 1 , g
0u® = 50,0, + %ai(aﬁﬂlé‘@ +avhg'9;®) (4)

Y para escribirla usando el campo magnético consideremos la expresién de B
0;B" = —éﬁi(a@) —ag0;® (5)
Si ahora multiplicamos (5) por v/h y luego derivamos:
0,(Vho, B) = —&(é\/ﬁﬁi&@ + avhg9,0)
Reemplazando en (4):

. « .
O ® = 3'9;0,® — — 0, (VhO, B’
tt ﬁ t \/E ( t )

Por lo tanto evolucionamos 0;® como:

0,® = '9;® — —8;(VhB?)

\f
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