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RESUMEN

En esta Tesis haciendo uso de la estructura asintética del espaciotiempo y del forma-
lismo de Newman-Penrose definimos la nocién de centro de masa y spin para sistemas
gravitacionales que emiten radiacién gravitacional y electromagnética. A diferencia de
otras formulaciones disponibles en la literatura, una de las caracteristicas centrales de
nuestro formalismo es el uso de cortes reales de Newman-Unti que son generados por
lineas mundo del espaciotiempo. A partir de estos cortes se obtienen las ecuaciones para
el momento angular y el momento dipolar masico, estas ecuaciones son similares con su
contraparte newtoniana a pesar de que en nuestra formulacion estas cantidades han sido
definidas utilizando variables en la frontera nula de un espaciotiempo asintéticamente
plano. Finalmente derivamos las ecuaciones que vincula la evoluciéon temporal del mo-
mento dipolar masico y el momento angular con la radiaciéon gravitacional emitida y

encontramos la ecuaciéon de movimiento para el centro de masa del sistema.
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ABSTRACT

In this thesis we define the notion of center of mass and spin for gravitational
systems that emits gravitational and electromagnetic radiation, to do this we use the
asymptotic structure of the spacetime and the Newman-Penrose formalism. Unlike other
approaches, a central feature in our formulation is the use of real Newman-Unti cuts at
null infinity that are generated by worldlines of the spacetime. From these cuts we obtain
the equation for the angular momentum and mass dipole, these equations are similar
to their Newtonian counterparts although in our formulation these amounts have been
defined using only variables at the null boundary of an asymptotically flat spacetime.
Finally we derive equations linking their time evolution to the emitted gravitational

radiation and also we get the equation of motion for the center of mass of the system.
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Introducciéon

Esta tesis se presenta como requisito para la obtencion del grado de Doctor en Fi-
sica de la Universidad Nacional de Coérdoba y tiene como objetivo principal describir
y analizar el comportamiento de sistemas gravitacionales generales estudiados como si
fuesen sistemas aislados. Para ello, es necesario utilizar herramientas matematicas espe-
cificas y brindar definiciones apropiadas para ciertas cantidades fisicas. Cabe destacar,
que en esta descripcion se desean incluir los efectos producidos debido a la emisiéon de
radiacion gravitacional y electromagnética. Sin embargo, para lograr este objetivo es
necesario abordar problemas como el dar definiciones fisicamente aceptables de canti-
dades tales como el momento angular, el spin y el centro de masa en el marco de la
Teoria de la Relatividad General (RG)y ademas derivar ecuaciones para estas variables
que muestren explicitamente como la radiacion gravitacional y electromagnética afecta

la dindmica del sistema.

Naturalmente el primer interrogante que se presenta es si es posible dar una defini-
cion anédloga en RG de lo que llamariamos un sistema aislado en una teoria Newtoniana.
Para ello se introduce la nociéon de espaciotiempos asintoticamente planos, los cuales
brindan una herramienta adecuada y poderosa para analizar la radiacion proveniente

de una fuente compacta arbitraria.

La nocién de centro de masa de un sistema aislado juega un rol muy importante
en la teoria Newtoniana. Este se utiliza para definir el momento angular intrinseco y
el momento lineal de un sistema. Estas cantidades son conservadas en dicha teoria,
sin embargo, su generalizaciéon en RG no es una tarea sencilla. Uno de los mayores
obstaculos para una definicion relativista es el hecho de que la energia y/o el momento

no pueden ser cantidades locales. Ademas, hay que tener en cuenta que, a menos que



el espacio tiempo sea estacionario, la energia y el momento del sistema aislado no son
cantidades conservadas debido a la emision de radiacion gravitacional. En espaciotiempo
asintoticamente planos es posible definir la masa y el momento lineal de Bondi [1], como
estas cantidades no son conservadas se espera que el centro de masa del sistema adquiera

una aceleraciéon cuando la radiacion gravitacional y electromagnética sea emitida.

El primer obstéaculo a superar es elegir una definiciéon acorde de momento angular.
En la literatura existen varias definiciones de momento angular para un sistema aislado.
Algunos autores que han abordado la problematica del momento angular en RG son:
Dray y Streubel |2], Bramson [3|, Geroch [4], Moreschi [5], Penrose [6] y Winicour [7],
Szabados [8] entre otros. En principio, esperamos que una definicién razonable de centro
de masa y momento angular en RG sea una generalizaciéon de una 2-forma disponible
en relatividad especial donde estas variables sean las seis componentes no triviales de
dicha forma [9].

Por otra parte y en analogia con la definicion de centro de masa Newtoniano,
el centro de masa deberia ser una lineamundo R'(u) en el espaciotiempo que esté
relacionada con el momento P! y la masa M mediante una ecuacién de la forma
P! = MR+ correcciones radiativas, donde estos términos extras seran nulos cuando
la radiacién gravitacional y electromagnética este ausente. Por lo tanto una de las difi-

cultades que afrontamos es el como seleccionar esta lineamundo particular.

En este contexto, existen diferentes tratamientos al problema que se pretende re-
solver en esta tesis. Uno de ellos, desarrollado por Newman y colaboradores [10], esta
basado en congruencias nulas las cuales en .# tienen shear nulo, es decir 0% = 0.
Esta condicién asintotica para el shear genera una familia compleja de dos-superficies
up = G(7,(, ), denominadas “good cuts” (GC), construidas a partir de la solucién de
una ecuacion llamada “good cut equation”(para mas detalles a cerca de esta construc-
cion se puede consultar el trabajo de Newman y colaboradores [10]). Esta familia esta
caracterizada por una lineamundo compleja en un espacio hologréfico fiducial llamado
espacio-# [11]. Luego para una lineamundo en particular de esta familia se exige que el
momento dipolar masico complejo se anule en el infinito nulo. A partir de esta condicién
se puede definir el centro de masa y el momento angular del sistema mediante la parte

real e imaginaria del momento dipolar.



El formalismo AKN, desde nuestra perspectiva, tiene al menos dos puntos para

mejorar:

1. El momento angular del sistema se define inicamente para espaciotiempos asin-
toticamente planos con radiacién cuadrupolar. Por lo tanto no es facil generalizar
esta definicién a espaciotiempo para radiacion gravitacional y electromagnética

arbitraria, incluso para cuando el espaciotiempo tiene una simetria rotacional.

2. Por suposicion, este formalismo esta basado en congruencias nulas con shear nulo
en el infinito nulo. Sin embargo, en general en el infinito nulo el shear del cono
de luz futuro de cualquier punto no se anula. Esto se debe a la ecuacién 6ptica
dado que un tensor de Weyl no nulo en el cono nulo induce un shear distinto de
cero. Asi la lineamundo del centro de masa definida en el espacio solucién de un
shear que se anula asintéticamente no corresponde a la lineamundo del espacio

subyacente.

Otro método ha sido desarrollado por Moreschi [5]. En este caso primero se define la
nocion de “supermomento” en .# y luego se busca una familia especial de cortes llamados
“nice cuts” (NC), para los cuales el supermomento solo tiene componente [ = 0,1 en
su descomposicion en término de esféricos armoénicos. De nuevo se obtiene otro espacio
de soluciones holografico donde se elige una lineamundo como la lineamundo del centro
de masa, mediante una condiciéon similar al tratamiento anterior. Ademas, Moreschi
da una nocioén del momento angular total [12], cuando se restringe esta definicion a la
lineamundo del centro de masa como resultado se obtiene el momento angular intrinseco
del sistema.

Estas dos formulaciones coinciden a nivel lineal cuando se considera que la radiacion
gravitacional es puramente cuadrupolar. Por otra parte ni los NC o los GC son el cono
de luz futuro de un punto que se encuentra en el interior del espaciotiempo. Por lo
tanto una de las ideas claves en nuestro formalismo es el de trabajar en un espacio de
soluciones que esté mas estrechamente vinculado con el espaciotiempo del sistema.

Dado que hay muchos detalles técnicos involucrados en este desarrollo, es convenien-
te delinear las ideas principales de nuestro formalismo. Primeramente introduciremos

la nacion de los “null cone cuts” (NCC) como la interseccion de los conos de luz futuro
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provenientes de los puntos x del espaciotiempo con el infinito nulo. Luego definimos los
NCC regularizados como la parte Huygens de los NCC. Por construccion estos cortes
regularizados son una 2-superficie suave en el infinito nulo que a orden lineal depende
paramétricamente de los puntos del espacio de soluciones de la ecuacion de los NCC. Si
los puntos z%(u) describen una lineamundo los NCC regularizados originan una familia
especial de cortes de Newman-Unti.

El momento angular para el caso de espaciotiempo axialmente simétrico se define a
partir de la integral de Komar. Sin embargo para espaciotiempos sin simetrias global
vamos a definir el momento dipolar mésico y el momento angular en termino de los
linkages de Geroch-Winicour [13], ya que esta definicion coincide con la de Komar
cuando el espaciotiempo tiene un campo de Killing asociado con una simetria rotacional
y porque es una integral geométrica en una superficie global. A pesar de que los linkages
tiene un numero infinito de grados de libertad asociado a las supertraslaciones [1],
podemos fijar estas libertades eligiendo un sistema de coordenadas particular. De esta
manera solo nos quedan las traslaciones lo que es analogo a la eleccion del origen del
sistema en la definicion Newtoniana del momento angular.

Con la condicién que en los RNCC el momento dipolar masico se anule, se seleccio-
na una lineamundo especial la cual se identifica con el centro de masa. Evaluando el
momento angular en este corte especial origina el momento angular intrinseco o spin.

Finalmente, nuestro formalismo arroja ecuaciones de movimiento explicitas para el

centro de masa y el spin cuando se emite radiaciéon gravitacional.



Organizacion de la Tesis

Este libro tiene un total de 6 capitulos y 2 apéndices. En los primeros dos capitulos
damos las herramientas necesarias y el formalismo matematico de la estructura asinto-
tica del espaciotiempos. La intenciéon de ambos capitulos es la de preparar el escenario
para derivar los resultados y comprender las discusiones que se desarrollaran en los
capitulos siguientes.

En el capitulo 3 se comienza analizando el caso de espaciotiempos asintéticamente
planos con simetria axial. Este capitulo sirve como base para entender los desarrollos
y las herramientas de calculo utilizadas a lo largo de esta tesis. Aqui comenzamos a
estudiar el concepto de centro de masa y momento angular que luego sera generalizado
para casos sin simetria

Los capitulos 4 y 5 forman la estructura principal de esta tesis. En el capitulo 4
se introduce la nociéon de centro de masa para espaciotiempos sin simetrias globales y
se derivan las ecuaciones de movimiento para el sistema mientras que en el capitulo 5
se comparan los resultados del capitulo 4, con las ecuaciones que provienen de otros
formalismos como el Post-Newtoniano.

Finalmente en el capitulo 6 cerramos esta tesis con las conclusiones y comentarios

generales sobre todo lo tratado.



Glosario de simbolos y unidades

En esta tesis se utilizara una extensa notacion. Los simbolos mas frecuentes se en-

listan a continuacién

Cuadro 1: Glosario de notacién

Simbolo/Acrénimo Definicion

NCC Null cone cut (cortes nulos)

cs Coeficientes de spin

s Futuro del infinito Nulo

UR, U, Uper Tiempo de Bondi, Tiempo de Newman-Unti, Tiempo retardado
Oup [ = f Derivada respecto a ug

of =1 Derivada respecto a u

(up,75,¢,C) Coordenadas de Bondi

(u,7,¢,C) Coordenadas de Newman-Unti

Vi, Armonicos esféricos tensoriales con peso de spin s
o*, 0" Operador diferencial con peso conforme P

9,0 Operador diferencial con peso conforme F,

52‘00 Operador 0* aplicado a f con « constante

(1% 0 ma*, mev)
(la’ na’ ma’ ma)
(2/}07 wla w27 1/]37 ¢4)
(¢0, ¢1, ¢2)

o, o0

U = 1py 4+ 0%0° + 05"

_ c? 0
M——gﬁG\If
i B i
Pi=—2w

Tetradas nulas en el sistema Newman-Unti

Tetradas nulas en el sistema Bondi

Componentes del tensor de Weyl en el formalismo de NP
Componentes del tensor de Maxwell en el formalismo de NP
Shear, shear asintotico del formalismo de Newman-Penrose
Aspecto de Masa

Masa de Bondi

Trimomento lineal de Bondi




Por otra parte, al momento de llevar a cabo nuestros calculos se trabajara en uni-
dades ¢ = G = 1, sin embargo los resultados mas importantes seran expresados en
términos de estas constantes. Es por eso que en esta seccién introduciremos una tabla
de referencia que contiene las unidades de los objetos mas prominentes con el fin de ve-
rificar el correcto uso de las constantes y unidades. La notacion [.] significa las unidades

de la cantidad en cuestion [10]

L=[longitud] M=[masa] T=[tiempo]

Cuadro 2: Unidades

Cantidad Unidades
[G] L3M T2
Q] MzL:T!
[up] = [u] T

[Ri(u)] = [0 (u)] L

[J7] ML2T!
(5] L}

[47)] L?

[45)] L

[43] 1

A L

(0] M:L3T!
(09 M3>L3T1
[69] M3 LT







Capitulo 1

Estructura Asinté6tica del

Espaciotiempo

La estructura asintética del espaciotiempo es una herramienta muy poderosa para
analizar el comportamiento de sistemas aislados en RG. La idea central de esta formu-
lacion es el de reescalear la métrica con un factor, el cual se elige apropiadamente para
que decaiga a cero en el infinito. Debido a la gran importancia y a la riqueza matemé-
tica que tiene esta formulacion, focalizaremos este primer capitulo en el estudio de las

propiedades béasicas que seran de gran importancia en el transcurso de esta tesis.

1.1. Espacios asintoéticamente simples

Durante los anos 60 Bondi, Sachs y colaboradores |14, 15] utilizaron un sistema de
coordenadas canoénico para definir la masa, el momento lineal y la radiaciéon gravita-
cional. Luego Penrose define la nocion de espacios asintéticamente planos o asintética-
mente simples, utilizando la idea de re-escalar la métrica mediante un factor conforme

que caiga a cero en el infinito [16] y una frontera nula .#.

Definicion: Un espaciotiempo (4, gq) es llamado asintéticamente simple si el
tensor de curvatura cae a cero a medida que nos acercamos a infinito en la direccion

futura de las geodésicas nulas del espaciotiempo. Estas geodésicas finalizan en lo que se



denomina el futuro del infinito nulo #*. Ademas, si existe una variedad suave .# con
frontera .#* = 0.4 junto con una métrica lorentziana suave g, y una funcion escalar

Q regular en todas partes de .# tal que:
=M =M I
» En A, §o, = Q%gap con Q > 0.
s En s, Q0 =0,n,=0,Q2#0y §®ngany = 0.
De estas condiciones es posible demostrar que:

1. Si # satisface las ecuaciones de Einstein del vacio cerca de .# entonces . es una

frontera nula.
2. .7 consiste de dos piezas disjuntas .#* y .#~, cada una topologicamente S? x R.

3. El tensor de Weyl Cop se anula en .#. De hecho el tensor de Weyl de la métrica
reescaleada C’abcd es el que se anula en .#, pero es posible demostrar que el tensor

de Weyl es invariante conforme [17].

4. La suposicion de “peeling” [18], establece la forma en que se aproxima a cero el

tensor de Weyl.

Esta nocion de espaciotiempos asintoticamente planos constituye una herramienta ade-
cuada para analizar la radiacion gravitacional y electromagnética proveniente de una
fuente compacta arbitraria. Por ende a continuacion se introducen todas las herramien-

tas matemaéaticas necesarias para desarrollar los temas que se trataran en esta tesis.

1.2. Sistema de coordenadas y tetradas nulas

Para comenzar con el estudio de las propiedades del infinito nulo, se introduce en
la vecindad de .# 7, lo que se conoce como un sistema de coordenadas de Newman-Unti
(NU) designado por (u,7,¢,¢) [19]. En este sistema u representa una superficie nula,
r es el parametro afin a lo largo de las geodésicas nulas con superficie u constante

_ i 0 . . . .
y ¢ = e*coty corresponden a los dngulos estereogréficos complejos que describen las
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geodésicas nulas de .# . Para llegar a .# 7, simplemente dejamos r — oo, de esta manera
el infinito nulo tiene coordenadas (u, ¢, (). En estas coordenadas y con la eleccién usual
de Q = % como el factor conforme, en la variedad .# la métrica reescaleada toma la

forma

4d¢dC
p2

ds* = (1.1)

donde P(u,(, () es una funcion arbitraria.
Asociado a las coordenadas (u,r,, () es posible introducir una tétrada de vectores

nulos (1%, n% m® m®), donde el primer covector se define a partir de [20]
la = Vau. (1.2)

Asi [* = g™V, u es un vector nulo tangente a las geodésicas de la superficie u = cte. El

resto de los vectores nulos se eligen para que satisfagan las siguientes relaciones
nad® =1 mem® = —1 (1.3)

y cero para cualquier otro producto. Luego la métrica del espaciotiempo [20] puede

expresarse en términos de estos vectores nulos como
GJab = lanb + nalb — MMy — Mg M. (14)

Es comun, encontrar en la bibliografia que la métrica (1.4) se exprese en términos de

la tétrada nula con la siguiente notacion
g* = AN, (1.5)

donde p es el indice de la tétrada que son elevados y bajados con n*” y 1,,. Aqui \¢,
se define como
A = (1", n*, m*,m*); w=1,2,34 (1.6)

y donde

o o =~ o
o o o =
|
—_



Es importante destacar que la tétrada tiene ciertas libertades, en primer lugar es
posible realizar rotaciones nulas. Por ejemplo una rotaciéon nula alrededor de [, toma la

forma

" = 0 (1.8)
m® — m®+ Bl (1.9)
n® — n®+ Bm"+ Bm"+ BBI* (1.10)

Otra de las libertades importantes de los vectores nulos introduce la nocién del peso de

spin. Una cantidad 7 que transforme como
n — e (1.11)
bajo la rotaciéon
m® — e*m* con \ real (1.12)

se dice que tiene un peso de spin s [20].
Es necesario introducir dos operadores diferenciales 8 y @ que acttian sobre cualquier

funcion f(u, ¢, () de peso de spin s.

of = Pl—sa(ng) (1.13)
of = Plﬂa(g—:f) (1.14)

Estos operadores diferenciales aumentan y disminuyen en uno respectivamente el peso
de spin, es decir que df tiene peso de spin s+ 1y 0f tiene s — 1.

Por dltimo, debido a que la elecciéon de un sistema de coordenadas de NU no es
Unica, una de las libertades més importantes que tienen las tétradas es que admiten

una eleccion diferente para los cortes a la eleccion original u = cte., es decir que
u—u=Z(u,(C). (1.15)

A partir de estos nuevos cortes se puede construir un nuevo sistema de coordenadas y

un nuevo conjunto de vectores nulos asociados a este nuevo sistema.
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1.3. Escalares y coeficientes de spin

El formalismo de Newman-Penrose (NP) introduce 12 cantidades complejas deno-
minadas coeficientes de spin (CS) y 5 escalares de Weyl complejos. Tanto los escalares
de Weyl como los CS se construyen a partir de contracciones utilizando la tétrada defi-
nida en la seccién anterior |20, 21]. Los coeficientes de rotaciéon de Ricci 7, se definen

mediante

Yuvp = Aap)\byva)\b;u (116)

los cuales satisfacen
Ve = ~Tvpp- (1.17)

donde los indices u,v,p = 1,2,3,4 son los indices de la tétrada. Los 12 CS se definen

como combinaciones de los 7,,, [20]

o = 5(7124 - 7344); A= —Youa; K= M31

1

f= 5(’7123 —Y343); M= 213 P = Vi34 (1.18)
1

/y - 5(’7122 - 7342); V= _7242; g = 7133
1

€= 5(%21 —Yaa1); M= Va1 T = Yis

Finalmente los escalares de Weyl y los campos de Maxwell se definen como

Yo = —Cap1"m"I'ma; 1 = —Cop1*n’1°my
1
iﬂg = —Q(Cabcdlanblcnd — Cabcdl“nbmcmd) (119)
¢3 = Cabcdlanbncmd; %04 = - abcdnambncmd
a, b 1 a, b a,—b a,—b
¢0:Fablm; ¢1:§Fab(ln+mm)7 ¢2:Fabnma (120)

Con estos escalares y coeficientes de spin es posible dar una descripciéon satisfactoria
del espaciotiempo. Cualquier otra coeficiente de spin o escalar que se defina puede ser

expresado como combinacion de los previamente definidos.
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1.4. Solucién asintética de los escalares y los CS

A partir de la suposicion de “peeling”, introducida por Sachs [18], se puede obtener

el comportamiento asintético de los escalares y coeficientes de spin para cualquier espa-

ciotiempo asintéticamente plano. Estas cantidades caen a cero como potencias inversas

de r de la siguiente manera [20]

,¢0 T ;
b =90+ O(),
g = 73+Or47

¢4—-¢4
¢o =

o1 = ¢ir %+
¢2: X _1+O(T 2)7

O@r™)
O(r™)
()
v = Ygr? + 0(r™), (1.21)
O(r™)
O(r™)
o)

Ademés los vectores nulos en el formalismo NP se pueden expresar como

con

_ 99
dxe  Or
— naaia=§+U§ +X§C+X<%_
_ maaia_w§+£<8—<+§<0C (1.22)
= g =t 5ag 5<<

§0kT—1 . Og()k -2 4 O( —3) con k= C’C_-
et = (a0 wl) o

(V8% + GRE) (6r°) ™ + O

U0~ (4 +34%)r — (48 + I (2r)" + 0 )
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Los coeficientes de spin estan dados como [19].

)

> B O ™ L 9

R

T=¢e=0, p=p T=a+p

—r = g%5% 3 ¢+ O(r=)

0"+ [(0")%° — /2 + O()

Art+ O(r?
B~ 4+ O(
V=) O
wr T4+ O0>r?)

Nr~t 4 0(r™?)

P+ 00

e
e

)
Y

Donde las funciones independientes de r son

& = -P, §* =0
& =0 M=-p
1_
o = —ﬂ%:—iémf>
P _
o _ _ 0 _ _ 9540
gl 5P v Oy |
P
0 0 0 =0 —0
= -0 N =50 — 50—
w o, ) o O'P
' = U°=-00lnP
)9 = 0%0° —8%° + A0 — oON°

Y = 000lnP +0)\°
(P : P

0 _ X2 O 0

v, = —0 (—) A+ AN —
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Finalmente las ecuaciones diferenciales (identidades de Biacnhi), que dan la evolucion

de los campos son:

. P _

U = Oy o] + 20000

. P _

R L

. P _

U0 =3 = —OU + 3075 + 60he; (1.25)
P

B2 = o0}

0 o 0 0,0

¢0_2¢OF = —0¢) + 0 ¢y.

donde el punto denota la derivada respecto a la coordenada temporal 0, y 3,0 son los

operadores diferenciales definidos en la seccion anterior.

1.5. Coordenadas y cortes de Bondi

Como mencionamos en la secciéon 1.2, es posible introducir un conjunto de coordena-
das en la vecindad de .# T, en general las ecuaciones introducidas en las secciones previas
estan escritas para un sistema arbitrario cuyas coordenadas se denominan coordenadas
de NU. Sin embargo, el factor conforme P de la métrica (1.1) proporciona una gran
libertad al momento de elegir el sistema de coordenadas con el que se desea trabajar.
En muchas aplicaciones practicas, es ttil restringir la transformacion imponiendo la
condiciéon

P=P =1+ (1.26)
de esta manera se obtienen un conjunto de coordenadas que se denominan coordenadas
de Bondi, las cuales van a ser representadas por (ug, 75, ¢, (). En esta seccién daremos
las ecuaciones principales del formalismo de NP escritas en termino de coordenadas de
Bondi.

En un sistema de Bondi, el tiempo ug representa una familia de superficies esféricas
nulas que intersectan .#*, donde Bondi eligi6 estas superficies para obtener la métrica
esférica en el infinito nulo. Nuevamente rg es el parametro afin a lo largo de las geodé-

sicas nulas de superficie up = cte y ¢, son los angulos estereograficos complejos [20].
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Los cortes de Bondi, son un caso particular de los cortes descriptos en las secciones
anteriores, donde la eleccion de P reduce la métrica (1.1) a la de una 2-esfera. Sin em-
bargo, la eleccion de un sistema de coordenadas Bondi no es tinica, existen una variedad
de sistemas de coordenadas de Bondi para elegir. Las transformaciones de coordenadas
entre dos sistemas de Bondi, es conocido como transformaciones Bondi-Metzner-Sachs
(BMS) y se discutiran mas adelante.

De ahora en mas, para ser consistentes con la notacion que se emplea en el resto de la
tesis, las tétradas, los CS y los escalares que estén definidos en NU llevaran el simbolo *.
Ademas, como mencionamos anteriormente, las coordenadas en Bondi seréan designadas
con los simbolos (up, 75, ¢, () v las de NU por (u,r, ¢, (). Ademas las derivadas respecto
al tiempo de Bondi up serén representadas por un punto () mientras que las derivadas
respecto a u por una prima (’).

Es importante mencionar que las ecuaciones expresadas en las secciones anteriores
estén escritas con P arbitrario, dado que el sistema de coordenadas NU y el formalismo
de tetradas nulas fue introducido de una manera completamente general. Sin embar-
g0, en Bondi P = 0 hay una gran simplificacion en las ecuaciones. Por ejemplo, las

componentes del tensor de Weyl se reducen a [20]

Y9 — Y = 8%0° - 8%6° + 5% — 0%5°
Yy = 00" (1.27)
0 _ _50

. =

Ademas los operadores diferenciales 0,0 en la esfera unitaria, es decir con P = F

aplicados a una funcién f(ug, ¢, () se reducen a

I(Fs
of = PB,°° (azf) (1.28)
50 — preedof)
df = Pt 5 (1.29)

Es conveniente en muchos casos definir a partir de la ecuacion para 9 la cantidad

denominada aspecto de masa [14]
U =y +0°6° + 0'5° (1.30)
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el cual satisface la condicion ¥ = . Las identidades de Bianchi en un sistema de Bondi

toman la forma

Uy = —0yf + 0%y + 20969 (1.31)
W) = =09 + 2098 + 46769 (1.32)
Uo = =0yl + 30"y + 66965 (1.33)
¢ = —06) (1.34)
) = —3¢" 4 4. (1.35)

aqui nuevamente el punto significa derivada respecto de la coordenada temporal en este
caso por tratarse de un sistema de Bondi corresponde a 0,,. Utilizando la ecuacion

para el aspecto de masa se puede escribir la identidad de Bianchi para wg como
T = 5% + 2¢569. (1.36)

De igual manera el resto de los coeficientes de spin pueden ser escritos en términos de
0%y de ¥? donde n =0,1,2,3,4.

1.6. Masa y momento lineal de Bondi

En este sistema de coordenadas se puede introducir sin ambigiiedad la definicion del

cuadrimomento de Bondi [19].

SN S e
Pt = SWﬁ/S‘Ifl ds, (1.37)

con .
= e G G- 0.1 = C0) (1.38)

donde df2 = %—Q‘K es el area de la esfera unitaria. De ahora en mas utilizaremos los
0

indices ¢, j, k,[,m... = 1,2, 3, es decir que son tridimensionales. Es importante notar que

en .# los subindices y superindices pueden ser subidos y bajados utilizando la métrica

plana. Inmediatamente de esta definicion se desprende que la masa de Bondi

2
M= — Udf 1.39
812G /S ( )
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Esta definicion obviamente esta de acuerdo con las definiciones usuales de masa, por
ejemplo la masa de Schwarzschild y es positiva en una vecindad del espaciotiempo.

Utilizando las identidades de Bianchi se puede escribir que
2

M= — UdQ) 1.40
872G Jg ( )

en virtud de la ecuacion (1.36), U siempre es positivo, por lo tanto
M<0 si 6°+#0 (1.41)

Es decir que M mide la cantidad de masa perdida en forma de radiacion gravitacional.
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Capitulo 2

Familia de Cortes y Puntos del

espaciotiempo

En el capitulo anterior se analizaron algunas de las propiedades generales de la
estructura asintoética del espaciotiempo y se introdujo el formalismo NP en un siste-
ma de coordenadas general denominado sistema de NU [19], cuyas coordenadas eran
designadas por (u,r,(,(). También se introdujo un segundo sistema de coordenadas
denominado sistema de Bondi cuyas coordenadas fueron designadas por (ug,rz,(, ().
En este capitulo vamos a introducir las relaciones entre los distintos sistemas de coor-
denadas y vamos a indagar a cerca de como relacionar puntos del espaciotiempo con

cortes nulos en .#+.

2.1. Cortes de Bondi y de NU

En el capitulo anterior mencionamos que la eleccién particular Py = 1 + ¢{ nos
originan los sistemas de Bondi, con esta eleccion la métrica en .#* (1.1) es independiente
del tiempo.

Los cortes de Bondi son una familia monoparamétrica de superficies que tiene la
particularidad de propagarse paralelamente, es decir que para todos los tiempos ug =
cte las 2-superficies de los cortes son idénticas y tienen la topologia de una 2-esfera con

area unitaria. Este comportamiento de los cortes se observa al escribir en el infinito
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nulo la ecuacion [17]
Vanb = O (21)

b
lo que implica que V,n’ = 0 entonces en .# el vector n® = (%) es covariantemente

constante y se propaga paralelamente sobre si mismo lo que origina que los cortes sean

propagados paralelamente hacia .#.

Figura 2.1: Familia de cortes de Bondi, el vector n® se propaga paralelamente sobre si

mismo.

Por otra parte los cortes de NU también son una familia monoparamétrica de 2-
superficies, que descriptos desde las coordenadas de Bondi no son cortes propagados
paralelamente es decir que la distancia temporal entre corte y corte no es la misma en
7. Nuevamente se tiene una familia de cortes suaves, esta es funcion de las coordenadas
angulares ¢,{ y cambian con el pardmetro u, para cada u = cte, Z(u,(,() no es una
funciéon constante del parametro u. Los cortes de NU son cortes més generales que los

de Bondi, en el infinito nulo estos estan representados por la condicion [17]

Vanb == ggab (22)

Es claro que para los sistemas de Bondi se elige convenientemente f = 0.
En Minkowski, existen familias de cortes de Bondi y de NU. Sin embargo, estos

cortes de Bondi son cortes muy especiales porque tiene shear nulo, por lo tanto la
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interseccion del cono de luz futuro de cada punto con el infinito nulo forma una familia
de superficies que es trasladada paralelamente. Esquematicamente una familia de corte

de Bondi puede representarse como

T+

up = const.

Figura 2.2: Diagrama de .#* que muestra una familia de cortes de Bondi designada por

el pardmetro ug = cte.

Sin embargo, ain en Minkowski todos aquellas familias de Bondi que tienen shear
no vienen de lineasmundo. Solo aquellos cortes de Bondi que tiene shear igual cero viene
de un punto. Entonces podriamos decir que los cortes producidos por el cono de luz
futuro de un punto en el interior del espaciotiempo de Minkowski corresponden a cortes
de Bondi que tiene shear igual a cero.

Por otra parte, en Minkowski también hay cortes de NU, los movimientos acelera-
dos pueden ser descriptos por familias de cortes de NU con shear cero. En general si
describimos estos movimientos desde un sistema de Bondi, encontraremos que el cono

de luz futuro intersecta .#* en

up = Z(u, ¢, ) (2.3)

donde Z es una funciéon suave, real e invertible, cuya inversa T' también es una funciéon

real suave y corresponde a los cortes u = T'(ug, ¢, (). Esqueméaticamente estos cortes se
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visualizan como

Figura 2.3: Cortes de NU descriptos desde un sistema de Bondi. El cono de luz futuro

intersecta £ en up = Z(u, ¢, ().

Por otra parte se puede demostrar facilmente que estas funciones satisfacen las
siguiente igualdades [10]
. 1
Ow 2

6(“B)T = Z/

(2.5)

donde Oy, ¥ O(u) significa aplicar el operador 0 con cualquier peso conforme P man-
teniendo up y u constantes respectivamente. Ademas la relacion entre las coordenadas

rp y r esta dada a partir de [10]

r=2'rp (2.6)

donde recordamos nuevamente que a lo largo de esta tésis el punto simbolizaba 8% y
B

: 0
la prima denota .
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2.2. Ecuacion de los NCC

En espaciotiempos planos es posible construir una familia particular de hipersuperfi-
cies nulas, esta familia esta dada por los conos nulos que son emitidos de una lineamundo
temporal y corresponden a cortes de Bondi o de NU segtin lo analizado en la seccion
anterior. Sin embargo, para el caso no plano, tanto los cortes de Bondi como los de NU
no corresponden a la interseccion del cono de luz futuro de un punto del espaciotiempo
con 7. Esto se debe a que los cortes en .# " realizados por el movimiento de una
particula en el interior del espaciotiempo tiene causticas y singularidades. En esta tesis
estamos interesados en dar una definicion de centro de masa y spin, es de suma impor-
tancia en nuestro formalismo la construccion de cortes en el infinito nulo que resulten
de la interseccion de conos de luz futuro con #*. Estos cortes los llamaremos NCC del
acroéonimo en ingles “null cone cut”.

Dado un punto z“ en el espaciotiempo y denotando por N, el cono futuro de z,, se
definen los NCC como N, N .#*. Esta familia de NCC provienen de una linea mundo
del espaciotiempo y juega un papel central en nuestra construccién. Las propiedades
locales y globales de los NCC han sido examinadas en muchos articulos, por ejemplo en
las referencias [22, 23, 24] pueden encontrarse las propiedades fundamentales de estos

cortes. Sin embargo, a continuacion vamos a listar algunas de sus caracteristicas:

= Globalmente los NCC son proyecciones de una sub-variedad suave bidimensional
de Legendre a .#". Los cortes genéricos presentan un nimero finito de singulari-
dades que pueden ser clasificadas como “ cusps” y “swallowtails” [24]. Localmente

los NCC son una 2-superficie suave en el infinito nulo.

= Los sistemas gravitacionales que pretendemos describir son fuentes compactas que
se encuentran dentro del volumen de observacion de aLIGO. Para estos sistemas

es posible dar una descripcion local de los cortes en un sistema de Bondi tal que
up = Z(z°,¢, Q).
= En la ecuacion anterior la funcion Z satisface
9"0.20,Z = 0, (2.7)
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» Los NCC transforman de una forma agradable ante una supertraslacion (¢, ().
Bajo una supertraslacion u; = ug + a(¢,() y Z transforma como Z' = Z + a.
Sin embargo, ni la métrica conforme ni las ecuaciones de campo se ven afectadas
por el cambio de Z ya que todos ellos dependen de los derivadas de Z respecto

de las coordenadas del espaciotiempo.

= La construccion explicita de la métrica conforme es hecha primero seleccionando
una familia (¢,¢) de coordenadas nula u = Z(2%,(,(), w = 07, w = 0Z, R =
007 y luego extrayendo las componentes de la métrica (2.7) aplicando sucesivas
derivadas 8,0 a (2.7).

= Se puede demostrar que todas las componentes no triviales de la métrica conforme
son obtenidas en términos de las derivadas de una funcion A(x?, ¢, () definida a

partir de
0*°Z = A(2*,¢, Q). (2.8)

donde esta funciéon satisface la condiciéon de realidad
0*A = 0°A. (2.9)

Esta ecuacion se utiliza en el formalismo de las NSF para restringir el dato libre

en las ecuaciones de campo.

» En general par cualquier ¢ una funcién arbitraria Z(z%, ¢, {) no puede reconstruir
la métrica (2.7) ya que para cualquier z% la ecuacion (2.7) es una ecuacion alge-
braica para nueve constantes mientras que visto que (¢, {) puede tomar cualquier
valor. De esta manera es necesario imponer condiciones a Z oara que la métrica
exista, estas condiciones son llamadas condiciones de metricidad y estan dadas
por

0*(g"*(2)0,Z20,7) = 0, (2.10)

y deben ser satisfechas por Z antes de que se busque la métrica conforme.
» Utilizando el teorema de Sachs, se puede mostrar que A satisface
AN=0%Z,(,() —04(Z,0Z,07Z,00Z,(,() (2.11)
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donde ¢ es el shear de Bondi en el infinito nulo y o es el shear del cono nulo

futuro de z* evaluado en el infinito nulo [25].

Para obtener las ecuaciones dinamicas para Z se debe obtener primero una relacion
algebraica entre la métrica conforme del espaciotiempo y Z directamente a partir de
(2.7). Entonces se puede construir el tensor de Ricci y Weyl e imponer las ecuaciones de
Einstein [25, 26]. Ademas, asumiendo que el espaciotiempo es Ricci flat en la vecindad
de .41 se obtiene una ecuacion para Z [25]

o)

0°0°Z = 0°0°(Z,(,C) +0°6°(Z,(,C) + V(Z,(C) |i>2 + /552 drgH[Z%|i>2,  (2.12)
donde el integrando de las integrales es expandido en esférico harmonicas con [ > 2,
H|[Z?] representa las contribuciones cuadraticas en Z y el limite inferior en la segunda
integral identifica el vértice del cono. Aqui o°(up,(,() es el dato libre de Bondi y
se anulan conforme el vértice del cono se aproxima al infinito nulo. Esta ecuacion es
una ecuacion local, sin embargo para desarrollar nuestro formalismo necesitamos tener
soluciones globales, ademas debido a la presencia de cdusticas y autointersecciones un
corte nulo dado a partir de (2.12) no corresponde a un corte de NU. En la siguiente
seccién vamos a regularizar esta ecuaciéon para obtener familias de cortes de NU. La
derivacion de la ec. (2.12) involucra muchos detalles técnicos que aqui no daremos,
sin embargo para poder continuar connuestro objetivo central vamos a presentar una

version linealizada de esta ecuacion.

2.3. NCC Regularizados

Como mencionamos anteriormente, la ec. de los NCC (2.12) no va a ser utilizada
en forma completa, ya que deseamos utilizar la propiedades globales de las familias de
cortes y no poseer problemas con causticas ni singularidades. A continuacién, vamos
a definir la parte regularizada de los cortes de luz como la version linealizada de la
ecuaciones de campo, esta la identificaremos como la parte Huygens de (2.12).

En el formalismo de los NSF se puede comenzar a orden lineal en A con
OA=0 (2.13)
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donde [J es el Dalambertiano en el espacio plano. Asi A satisface los principios de
Huygens y su soluciéon solo depende del dato dado en el corte de cono nulo plano.
Ademas si se imponen las condiciones de metricidad y la condicion de realidad para A
se obtiene que 5

— 5P — 070°(u,¢,0) — (.. O)] =0, (2.14)

y como era de esperar esta ecuacion es invariante ante supertraslaciones. Una manera

alternativa de escribir esta ecuacién es
0272 = 072, 0) + 352, ¢, C) + BT an(C, O, (2.15)

donde hemos usado que A = 327 y donde ar(¢,() es una funcién arbitraria que en
principio puede ser absorbida en la definiciéon de Z. Bajo una supertraslacion esta ecua-
cion no cambia debido a que agr absorbe los términos extras con [ > 2 que provienen
de a(¢, ).

En lugar de encontrar la forma méas general de la soluciéon a la ecuacién anterior
vamos a enfocarnos en aquellos sistemas compactos que estamos interesados en dar una
descripcion. Principalmente nos gustaria describir las fuentes en el volumen de espacio
que puede ser observado por aLLIGO, tales como sistemas binarios cerrados, supernovas
o kicks gravitacionales. Para esas situaciones es razonable suponer que el sistema es
asintoticamente estacionario tanto en el pasado como en el futuro ya que la radicaciéon
que puede medir aLIGO es emitida en un intervalo corto de tiempo por estos sistemas.
Por lo tanto, la parte imaginaria del shear se anula en ug — —o0 ya que el sistema
se asume inicialmente estacionario. Ademés siempre se puede encontrar un sistema de
Bondi para el cual la parte real del shear se anule en ese limite [27]. Este gauge es
a menudo denominado como gauge de Newman-Penrose. De esta manera es posible
restringir la libertades de supertraslaciones al subgrupo de la traslacion. En este gauge

particular, donde 0°(—00,(,{) = 0y ar(¢,¢) = 0 se puede escribir que
FPRZ = Fo'(2.0,0) + 00%(Z,C. ). (2.16)

Esta ecuacion es ampliamente utilizada en esta tésis y la denominaremos como ecuacion
de los NCC regularizados. Esta fue derivada independientemente por de L. Mason [28]
y por Fritelli y colaboradores [26].
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La ecuaciéon de los NCC regularizados, se puede resolver mediante la serie

de esta manera cada termino en la serie va a estar determinado por el anterior. Por

ejemplo, los primeros dos términos satisfacen que

0*0°Zy = 0, (2.18)
0’0’72, = 0°0°(Zy, ¢, C) +0°6°(Zo, ¢, ). (2.19)
0%0°Zy, = 0°0°(Z1,¢,¢) +0%6°(Z1,¢,0). (2.20)
El primer termino simplemente describe los cortes en Minkowski donde la solucion esta
dada por
Zo=a2%, 1= (R R, l,= (Y, —%Yﬁ). (2.21)
Los otros términos perturbativos estdn dados por
Z, = R°— %RiYﬁ + 1—20%3@%, (2.22)
Zy, = R°— %RiYg + <%ag + ?d}kR’ek“ - édgag) Yy, (2.23)

donde Yy, Y Y3

51+ Tepresentan los armonicos tensoriales con peso de spin [29], de

ahora en maés los subindices I y R representan la parte imaginaria y real del shear
respectivamente. Ahora bien, si x%(u) describe cualquier trayectoria en el espacio de
soluciones de los NCC regularizados, entonces la solucion regular de la ec. (2.16) define
una foliacion de NU. Cabe mencionar que Z; depende de la parte real del shear. Mientras
que en el segundo orden de perturbacion Z, aparece la parte imaginaria del shear. Esto
es un comportamiento esperable debido a que la parte imaginaria del shear de Bondi
esta relacionada con los momentos cuadrupolares de corriente mientras que la parte
real se relaciona con los momentos cuadrupolares de masa [30].

El espacio de soluciones de esta ecuacion es un espacio fiduciario de lineasmundo
x®. En este tésis solo vamos a considerar la parte regular y lineal de los cortes y vamos
a trabajar en el espacio de soluciones de esta ecuacion linealizada. La libertad que
queda en esta ecuacién es una lineamundo arbitraria en el espacio de soluciones. En
los proximos capitulos, nos enfocaremos en como elegir una lineamundo que defina el

centro de masa.
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2.4. Factor conforme y operadores diferenciales

Antes de investigar como transforman los vectores nulos, es importante encontrar
ana relacion entre los factores conformes de ambos sistemas. Esto es necesario ya que
los operadores & y 0 de NU y Bondi estaran relacionados entre si, y esta relacion se
utilizara en las definiciones de momento angular y momento dipolar masico que se
introduciran en los siguientes capitulos. Como se ha mencionado en la seccion (1.5) el
factor conforme de Bondi Py = 1 + (. Para encontrar el factor conforme del sistema
NU es necesario partir de las métricas no fisicas. Para ello de la definiciéon de espacios

asintoticamente simples tenemos que
gab = QQBgab (224)
Jab = Q?\]Ugab

donde g, es la métrica fisica del espaciotiempo, g, es la métrica no fisica de Bondi

y Gy s la métrica no fisica de NU. A continuaciéon designemos por V al cociente de

funciones Q
B
— =V 2.25
N (2.25)
A partir de las ecuaciones (2.24) y (2.25) se puede escribir que
o 1,
G = ozde (2.26)

~xab 2 ~ab
gv = Vi
los vectores no fisicos [, y I? satisfacen que

o= (2.27)
lo = 1o (2.28)

Utilizando entonces las relaciones de ortonormalidad de las vectores nulos se puede

demostrar que la tétrada no fisica en .# tiene la forma

. 1
la = 3au = ?la
- L.
n, = ?na
- L
ma = 7ma



Cabe destacar que la primer ecuacién indica que el pardmetro afin en .# ™ reescalea como

r = Z'rg. A partir de estos vectores se puede expresar la métrica no fisica inducida en

# 1 de la siguiente manera

gty dada®

1

Z/2

1 ~ a b
ﬁgabdx dx
1 4d¢d¢
Z7 P2

Comparando con la ecuaciéon 1.1 se concluye que

vV = 7
P = 7'P,.

—[QZ(aﬁb) — Qm(aﬁlb)]d$ad$b

(2.29)
(2.30)

A partir de la ec. (2.30) podemos hallar la relacion entre los operadores diferenciales

9,0 con peso Py P, aplicados a una funcién f(u, ¢, () con peso de spin s. De ahora

en mas, llamaremos 0*,0* a los operadores con peso conforme P = Z'P,, y 0,0 a los

operadores con P = Fy. Directamente de la definicion (1.28) se puede mostrar que

' f

1-s 6(Psf)
P
(PoZ')l_s—a(P%? !
Z’Pgsa(ggf) + sPofaai/
Z'0f +sfoz'.

Anélogamente se puede demostrar a partir de (1.29) que

0 f=27'0f —sfoz.

(2.31)

(2.32)

Estas derivadas se hacen manteniendo el tiempo u constante, esta transformacion es

necesaria ya que los esféricos armonicos tensoriales que se utilizaran posteriormente

estan definidos en la esfera, es decir con P = Fy, por lo tanto los operadores que actian

sobre ellos son 9, 0.
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Por otra parte haciendo uso de la relacién entre los tiempo de Bondi y de NU
u = T(up,(,() es posible mostrar que para cualquier funciéon f(u, ¢, (), el operador O
con up constante en vez de u constante transforma como

6<P8f(u7 Ca C_)) + 8(Psf(T(UB, C? 6)7 Ca E)) aT(uBJ Ca 5)
ac aT ac

6?UB)f(u7 C, E) = Plfs

* Pl * 123%

(up
Finalmente esta ecuaciéon puede ser escrita como
Pl
* * * 123 %
donde P' = Z". Analogamente para el operador 0* se tiene la siguiente relaciéon
_ _ P o _
* * * ] 2% %

Ahora si se restringe P = Py = 1 + (¢ con lo cual P’ = 0, entonces para la funcién

f(u,¢,¢) se encuentra

5(u3)f = 6f+f,6(uB)T (2.36)

Oup)f = of + f/é?UB)T. (2.37)
Donde hemos utilizado el hecho que

0w f(u.C.C) = 0f(u,¢,¢) B f(u, ¢ Q) =0f(u,¢, Q).

Este conjunto de ecuaciones seran de mucha importancia en los capitulos siguientes.

2.5. Construccion de tétradas nulas

A continuacion nos enfocaremos en construir dos bases de vectores nulos, una en NU
y otra en Bondi. Para relacionar ambas bases de vectores debemos comenzar definiendo

el primer elemento de la tétrada de Bondi y de la tétrada de NU a partir de

lo = Vg (2.38)
I = Veu=V,T(up, () (2.39)
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Luego, el resto de los vectores nulos se construyen siguiendo los pasos de la seccion

*

(1.2). De esta manera se obtienen dos bases (1%, n% m® m®) y (I**, n**, m** m**) para
el espaciotiempo. La métrica del espaciotiempo ec. (1.4) se puede expresar en termino

de ambas tétradas como
Gab = 2l(@nw) — 2m(my) = 2l 0y — 2mi,my,). (2.40)

Recordemos que el simbolo * designa todas aquellas cantidades que se definan en el
sistema NU.

Dado que ambas tétradas son base, es posible expandir una de de estas bases en
términos de la otra. Nosotros vamos es expresar los vectores NU en términos de los de
Bondi. Utilizando la ortonormalizacion de los vectores nulos se puede mostrar que entre
dos tétradas cualesquiera se cumplen las siguientes relaciones algebraicas

I = Al,+ Bmg+ Bmg + B—fna
n: = Aln, (2.41)

+B

m, = Mg+ —Ng

‘ A
B

s _
m, = Mg+ —Ng

A
Donde las funciones A, B, B son funciones que deben ser determinadas. Cabe destacar

que bajo el cambio ug = Z(u), los vectores [, y n, transformar segin la forma [20]

I~ Tl
n: ~ T7'n, (2.42)

Cuando up = Z(u,(,{) los términos proporcionales a B caen a cero como potencias
inversas de rg en . Ademas como todos los términos deben tener el mismo peso de
spin de ambos lados de las igualdades se deduce que A =Ty B = 0T /rp, con lo cual

[; toma la forma

: oT oT oToT
l:; = T (la + .—ma + — My + — na> (243)
Trg Trg T%r%
1 L L LL
— — la - _ma - _ma + 2 na (2'44)
YA B rB g
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donde utilizando la notacién introducida en la secciéon anterior se tiene que

_ o T .
L, (,Q) = =2 =00, Z(u,¢, ) (2.45)
= 0" Z(u,(, ) (2.46)

Finalmente la tétrada nula se puede expresar como

1 L L LL
l:; = = la — — My — — My + —2na s (247)
4 rB B rg
n, = Z'ng, (2.48)
. L
m, = Mg — —Ng, (2.49)
B
B _ L
m, = Mg — —Ng, (2.50)
B

2.6. Transformacion de escalares

Una vez obtenida la relacion entre las dos tétradas es necesario encontrar la ley de
transformacion entre los escalares de Weyl, los de Maxwell y el shear de cada siste-
ma. Solo mostraremos el desarrollo para alguno de ellos ya que el procedimiento para

encontrar dicha relaciéon es analogo. Iniciando con el 1]

w; - _ abcdla*nb*lc*mz
L L LL 1 L L LL L
= Ol — =m* — —m® + —2na]nb—/[lc — —m" — —m + —-n|[mg — —ny]
B rB Ty Z rB B T B
Cabcdabc L a, bic a, b-c —a, bjc
= —T[anmd—r—(lnlnd—l—lnmmd+mnlmd)
B
L2 ~a, b-c —a, bic a, b-c L3—a b-c
+— (Mm*n’mmg + m n’l°ng + I"n"mng) — —-m n’mng
B B

De donde utilizando las propiedades del tensor de Weyl y a partir de las definiciones

(1.19) se puede escribir que

1 L 2 I
Yy = Z[wl — 3@% + 3%% - %1#4] (2.51)
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Utilizando el teorema de “peeling”

L T S Y BN )
L™ s Z"rd rpry r&ry  rirg
0% 0 0 0 0
T o 1y 2 U3 3 Uy
rh 4 [Z/4T4B _3LZ’47‘4B +3L Z"ry - Z’4r§‘3]

ademés como r = Z'rp se tiene que

0%

g = [V = 3Ly + 3Ly — L] (2.52)

Esta ecuacion es similar a la relacion entre los escalares de Weyl cuando se realiza una

rotacion nula de I* — [** alrededor de n® [10], a no ser por el factor Z’. Similarmente

se puede hallar la transformacion de todos los escalares y de los coeficientes de spin.
Finalmente colocamos el conjunto de las transformaciones mas importantes.

Escalares de Weyl

O
Z% = g — 4Ly + 6L7yy — 4L%3 + L)y
0%
T = Ul —3Lyf + 3L — L]
0%
= yf— 2L+ Ly (2.53)
(0F]
S5 = - Ly
s 0
Z/3 - w4
FEscalares de Mazwell
(0F3%
2 = oh—2Le)+ L%}
WL 2.54
Z,2 - (bl - ¢2 ( . )
5 0
712 - (b?
Shear NU
00* 0 *2
7 =0 —0%Z (2.55)
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Capitulo 3

Espaciotiempos de Einstein-Maxwell

Axialmente Simétricos

En este capitulo comenzaremos con el caso mas sencillo de espaciotiempos asintoti-
camente planos: espaciotiempos de Einstein-Maxwell axialmente simétricos. Deseamos
brindar una nocién bien definida de spin y centro de masa que incluya tanto la radia-
cion radiacion gravitacional como la contribucion electromagnética a las ecuaciones de
movimiento. Por otra parte, debido a que existe una simetria global, que esta dada por
el vector de Killing axial 5&0) podemos utilizar para definir el momento angular y el
spin alguna cantidad conservada asociada a dicho campo vectorial. En particular para
este tipo de espaciostiempo y en vacio la integral de Komar brinda esta nocién definida

sin ningin tipo de ambigiiedad.

3.1. Integral de Komar

Para un espaciotiempo axialmente simétrico es posible dar una definicién simple y
sin ambigiiedad de momento angular [31]|. Esta definicién aprovecha la simetria global

del espaciotiempo para escribir una cantidad conservada

167 S—oo

= — lim %V“S dSa (3.1)
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donde f(“(p) = aa—”f; es un vector de Killing y la integral se evaliia en el limite cuando la
2-superficie S tiende a infinito[32].

A continuacién deseamos generalizar esta integral para que tenga en cuenta la con-
tribucion electromagnética al momento angular. Para ello partiendo de la definicion

(3.1) y usando el teorema de Stokes se puede escribir que

fvafé;)dsab —2 / Rup€l,)dse (3.2)
S by

donde se ha usado el hecho que el vector de Killing satisface V¢V .£¢ = —R%£°. Utili-
zando las ecuaciones de Einstein se puede remplazar el tensor de Ricci por el tensor de
stress-energia Ty, por tanto, a partir de la ecuacion (3.2) se puede expresar la integral
(3.1) como

1
%V@g?w)dsab = 167r/(Tab - §gabT)§aD)dZ“ (3.3)
S b))

Recordemos que estamos interesados en obtener una definicion momento angular que
involucre la contribuciéon electromagnética. Para ello vamos a sustituir el tensor de

stress-energia de Maxwell T, = ﬁ(FachC — }L g F“Fq) en la ecuacion anterior

1
f V&L dSw = 4 / (FoeF° — Zgachchd)gg’@dza (3.4)
S b
= 4 / Fof Fyel d%" (3.5)
by
= 4 / Fuf (VoA — VAL, d (3.6)
3

Donde en la segunda igualdad se ha utilizado el hecho de que gabgé’ @)dE“ = 0, ya
que 5? ) €8 proporcional a las direcciones 22, 2% y dX® depende del vector normal a la
superficie n**, por lo tanto la contraccion con la métrica (1.4) es cero. Ademéas debido
a la simetria axial del espaciotiempo, el potencial de Maxwell es simétrico axial y dado
que los campos que llegan a .#" son puramente radiacion, se tiene que la derivada de
Lie £,A, =0

&y VbAe+ AVl =0 (3.7)

ademas para campos de Maxwell se tiene que
V°F,.= 0. (3.8)
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De esta manera la integral (3.6) puede ser escrita como

}{S V&L dSw = —4 /E V(A Fof)ds®. (3.9)
Finalmente usando Stokes una vez méas se obtiene que
—4 /E V(A F*)dSE, = —2 ]{S A&l F*dSqe. (3.10)
lo que demuestra que
qu = (V&L 4 2A:E( ) F ) dSa = 7({) . (V&L + 2A:E{, F*)dSa (3.11)

Como las fronteras son arbitrarias, la integral the integral (3.11) es constante en el
infinito nulo. Finalmente definimos el momento angular total del sistema como

1 ! a¢b c ab
o= fgedim IV + 2450, Sy (3.12)

JT = J+JEM

esta integral se toma sobre cualquier 2-superficie. El primer integrando es el término
gravitacional original J (3.1), mientas que el segundo corresponde a la contribucion

electromagnética Jgy,.

3.2. Komar en el formalismo de NP

Usando el formalismo NP se puede expresar el momento angular total (3.12) en
término de los coeficientes de spin y de los escalares de Weyl. Esto se puede realizar tanto
en coordenadas NU como en coordenadas de Bondi, dado que la integral permanece
constante en cualquiera de los dos cortes. Sin embargo por simplicidad vamos a realizar
el calculo en coordenadas de Bondi. Para ello es necesario expresar el vector de Killing
en términos de los vectores de la tetrada de Bondi. Por otra parte como los vectores
complejos m® y m® tienen componente en la direccion z! debemos quitar la contribucion
a lo largo de la direccion [* para que el vector de killing sea proporcional solo a las

direcciones x? y x3. De esta manera podemos escribir que
&) = —(arp® + arpw)l’ + argm® + argm® (3.13)
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donde a = a((, () con da = 0. Por otra parte, el elemento de superficie dS,;, esta dado

Ccomo

dSap = —2lunyrpdSL. (3.14)

Estas dos ecuaciones se pueden introducir directamente en el integrando de la ec. (3.12)
para obtener la relaciéon buscada. Inicialmente vamos a trabajar sobre la contribuciéon

gravitatoria dada por la integral

lm @ V€, dSe = =2 lim [ V* [—(arpw + arpw)l’ + arpm’ + arpm®] ligngrdQ.
S—o0 s rB—>00
(3.15)
donde se han introducido las ecuaciones (4.1) y (3.14). Simplificando esta integral y
expresando el resultado en término de los coeficientes de spin (Sec. 1.3), se encuentra
que [33]
agh _ 0,0 4 70 /9\, =2 | = 0-0 | 0 /o) —2 L
Ve dSa = a(c w” + 97 2)rg* +alo w0 + 7 /2)rg” + a5 + a=— | rpdQ

2 2
2rg 2rg

= / (a(5°w° +02/2) + a(c®@° + ¢9/2) + a?[l) - a%ﬁJ) o

= / [a(¥) — 5%90°) + a(y] — 6°057)] de2. (3.16)
Cabe destacar, que al introducir los coeficientes de spin que caen como potencias inver-
sas de rp, solo contribuirdn aquellos términos que caigan como 1/r% ya que términos
con un decaimiento mayor van a cero en el limite.

Ahora, para trabajar sobre la contribucién electromagnética es necesario expresar el
tensor de Maxwell Fy;, en términos de los escalares de Maxwell de la siguiente manera
F,. = 2¢0m[bnc] + ¢ (n[blc} + m[bmc]) + 2¢2l[bmc} (317)
La contribucion de Fj. en la integral de Komar toma la forma
3 c ab _ 7 c _ _
511_1;{)10 § 2AC€(Q&)F dSab - —4Télinoo ACg(‘P) [2¢0m[anb] + ¢1 (n[alb] + m[amb])

+2l gy 110l d

= —2 lim Acgf@)@r%d{z

rB—00

= —21im [ Af—(aw + aw)l® + am® + am|¢\rpdQ

rB—r00

= -2 / [aA® + aA%]¢)d (3.18)
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con

lim rpA.(m° — wl®) = A°, (3.19)
TB—0Q
donde A°(ug,(, ) es dato libre del potencial de Maxwell que se relaciona con la radia-

cion electromagnética mediante

I
oh = ;A (3.20)
Finalmente el momento angular (3.12) se puede expresar como

1

T —
T87r

Re / [a(y) — 005" — 2A4°¢)] dQ (3.21)
en esta ecuacion a = ia'Y;} donde a’ son tres constantes reales [34] y Y}: es un armoénico

tensorial con peso de spin 1 [29].

3.3. Definiciéon de centro de masa

A partir de la ecuacion (3.21) tenemos una definicién concisa del momento angular.
Ahora, tenemos que dar una definicién para el centro de masa, para ello vamos introducir

el momento dipolar masico.

En mecanica Newtoniana, el momento dipolar masico y el momento angular no
tienen relacion alguna, sin embargo en Relatividad Especial (RE) forman parte del
mismo tensor [9]. En espaciotiempo estacionarios el shear es cero por lo que el momento
angular esta dado por la parte imaginaria de la componente [ = 1 de ¢?, es decir [/{]" y
teniendo en mente RE es natural asumir que el momento dipolar masico esta dado por
la parte real de Y. En claro que en espaciotiempos planos, estas definiciones coinciden
con las utilizadas por otros autores en el caso de gravedad linearizada [10].

Es claro que la integral de Komar no brinda informacion a cerca de la parte real del
integrando (3.21), ademas para el caso axisimétrico la parte real de [0°05°]" es cero.
Por lo tanto podemos definir el momento dipolar masico utilizando la definiciéon usual

en gravedad linearizada. En otras palabras, la manera mas simple es definir el momento
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dipolar masico como [33],

ik 2 (1)*:| i
D" = — \/_GRe { s (3.22)
D' = Re[y]] (3.23)

6\/_G

Cabe destacar que la definicion de D y D™ es una definicién puramente cinematica ya
que no contienen términos proporcionales a o”. A partir de estas cantidades buscamos
definir el centro de masa.

Por suposicion el espaciotiempo tiene simetria axial, asumiremos que el centro de
masa esta dado por una lineamundo z%(u) (en el sentido descripto en la sec. (2.3)) a
lo largo del del eje de simetria, llamado eje z. La idea basica de nuestra definiciéon de
centro de masa es comenzar con el momento dipolar mésico en el sistema de NU, hallar
la ecuaciéon de transformacion a un sistema de Bondi y pedir que el momento dipolar
se anule en u = cte, es decir D* = Olu=cte [33]. Para obtener el orden dominante de las
ecuaciones de movimiento solo necesitamos utilizar la perturbaciéon a primer orden de
la parte Huygens de los NCC regularizados (2.16), es decir que comenzamos escribiendo

que

LR, 0) +

: RWY55(6 0O + ”’“( (G 0) (3.24)

Zl(anC_):RO(U)_ 12 OR

para velocidades pequena se tiene que R°(u) = u + O(v?) con lo cual podemos escribir
que
Zl(u7 <7 5) = u+ 6“7 (325)

1, - i
ou = =S R(W)YS(GO) + 5oR()Ya(G O + w50 ()Y (¢, )
Donde ch y O'Rk corresponden a la parte real del momento cuadrupolar y octupolar del

shear definidos mediante la ecuacion

0’ = 0" (u)Y5,(C,C) + oM (W) Ysi (. €) (3.26)

En espaciotiempos asintoticamente planos axialmente simétricos es necesario utilizar la

parte octupolar del shear para que el momento de Bondi no sea una cantidad conservada,
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es decir que P¥ # 0. Por otra parte, debido a que nuestra definicién de centro de masa
es pedir que el momento dipolar se anule en u = cte, es necesario hacer una expansion
de Taylor al r.h.s de la ecuacion (2.52) para tener la misma dependencia temporal en
ambos lados de la igualdad, con lo cual

{Z_OJ = 0w+ du) — 3[Oug(u+ du)]’

= U (u) + [ (w)ou]" — 3[B0uyl(u)]' (3.27)
donde por simplicidad hemos conservado solo términos lineales en du y en sus derivadas.

A continuacién debemos obtener una expresién para ¢ (u). Para ello partimos del lado

izquierdo de la identidad (1.32) y la escribimos de la siguiente manera

i (up) du

- B
vilug) = ou  Oup
0/(UB>
= 17 (3.28)
reemplazamos ¥ (up) = ¥y (u+ du) y hacemos una expansion de Taylor a orden lineal

en du. Ademés para baja velocidad se tiene que Z~Y = 1 — §u/, sustituyendo todo en

la ultima ecuacion se obtiene que
Wug) = () + ¢ (w)du — ¢ (w)du’ — 7" (u)sudu’ (3.29)

Como por simplicidad estamos trabajando a orden lineal en du y en sus derivadas,
solo vamos a conservar el orden cero de esta iltima expansion. Es decir que vamos a
sustituir ¥ (u) = ¢¥(up) en la ec. (3.27) y asi utilizar la identidad de Bianchi para
Y. simplemente reemplazando en el lado derecho de (1.32) up por u y el punto por la

prima. Finalmente en término del aspecto de masa ¥ la ec. (3.27) toma la forma

0% ¢
{ Zl,?,] =y — [(0% — 8°5")du + 300u(¥ — 8°5°)]". (3.30)

En término del momento dipolar masico se puede escribir
D™ = D' — [(0V¥ — 3°5°)6u + 306u(¥ — 8%5)) (3.31)
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Insertando en esta ecuacion la siguiente expansion en armonicos

O = 0IVE(CE) + o YEL(C.D)
U= PPV Q) + 7 Y5(¢.C)
G G _
v o= 226 G g+ wivD (¢, 0) (3.32)

¢8=8%Wo
¢! = Q+¢VYL(¢ Q)
0y = ¢9Y;'(¢0),

tomando la parte real de la componente [ = 1 y poniendo D** = 0 se obtiene

MR' = D' + o PI. (3.33)

8
5v/2¢
Si calculamos D de un sistema compuesto por varias fuentes, en ausencia de radiacion,

con masas m, y posiciones Ry obtendriamos la expresion usual para el centro de masa
ZmAXfL, = MR’ con M = ZmA. (3.34)
A

Debido a la simetria axial todas las cantidades vectoriales estan alineadas con el eje de
simetria z y las variables tensoriales son simétricas y de traza nula. Con esto en mente

se puede obtener la forma simplificada de las ecuaciones

8
MR? = D + —— o5 P>, 3.35
5\/§c R ( )

El momento angular del sistema esta dado por la integral de Komar (3.21) con lo que

J*=5%= —0—3[m[w? — 095" — EAogzﬁo] (3.36)
6v2G

3.4. Ecuaciones de movimiento

Para obtener la relacién entre la velocidad del centro de masa y el momento lineal
de Bondi hay que tomar la derivada de la ecuacion (3.35). Sin embargo, para obtener

los factores numéricos correctos en las expresiones finales debemos insertar un factor
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V2 y expresar los resultados en términos del tiempo retardado wu,..; = V2u [10]. La
utilizacion del tiempo retardado es importante ya que corrige los factores v/2 en las
derivadas temporales, de esta forma se puede escribir que
MR = D + %\/ﬁc(af{]y)’. (3.37)
De ahora en mas solo vamos a retener términos cuadraticos en el shear y cuadraticos en
los campos de Maxwell debido a que la nuestra definiciéon de momento angular a través
de la integral de Komar es cuadratica en o y en Maxwell. De esta manera la ec. (3.37)
puede se reescrita como
MR* = D* + %\/ﬁcagﬂpg, (3.38)
donde Pj corresponde a el momento inicial del centro de masa ya que hemos de-
preciado la parte cuadratica en el shear de P?. Es decir que de la ecuacion (1.36)
Pt =[[o"5" du}i + P}. Sin perdida de generalidad podriamos suponer que la veloci-
dad inicial Vf = 0, con lo que a orden cero en sigma F; = MVy = 0, y el segundo
término de esta ecuacion serfa nulo. Sin embargo vamos a retenerlo para contemplar el
caso de que la velocidad inicial del sistema sea pequena pero distinta de cero.
A partir de la ecuacion (1.32) y utilizando el mismo razonamiento seguido para

obtener 3.29 se encuentra que

3 .
14\/_; (0" ol — ol of" + oMo lF — olFo ) — _Q¢ (3.39)

Dz/ — Pz
Combinando estas dos ecuaciones se obtiene

8 3v2c2 ~ ;
MRz/ — Pz \/_ }Z%Z/P() + IZL_GC (O_ZJIC/O_%C O_%clo_lz%]k)

3\/_0 ik —_ 1 ;
g oot = o o) = - Qen (3.40)

La ecuaciéon de movimiento para el centro de masa se obtiene al tomar una derivada

més de (3.40), para ello es necesario evaluar P* a partir de la ec. (1.36). Nuevamente
para pequenas desviaciones se puede reemplazar el punto por la prima y ug por u en

la identidad (1.36) con lo cual se tiene

202 . A ) A
le — _\/7_GC (Og%k/ zjkt + O'}k/O';]k,) (341)
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ademés la componente [ = 0 de (1.36) da la ecuacion para la perdida de masa

! C z/z/ ijl _ijl c zk:/zk/ ijkt _ijkt
_ ( J ] +o J ])__( J J _|_0.J J )
- 10G G
— L (i + o). (3.02)

Finalmente combinando estas dos ecuaciones se puede escribir que

MR™ — \/_C (o yk/o_zjk/+ajk/0_zjk/) 3v/2¢? ( zjkn _jk __jkn ijlc)
- R I

Or —OR Op

G ! 14G
BIZL_C? ( z]k//o_;k . J}k//o_zﬂc) \/_ }z{zl/ Q¢Ozl (343)

Por otra parte, en virtud de la integral de Komar se sabe que
J'=8"=0 (3.44)

Cabe mencionar que o’ 7= = hY 1y 0}3 = hzxj en el TT-gauge [35]. Las ecuaciones obtenidas

en este capitulo dan la descripcion completa del movimiento del centro de masa en

espaciotiempos axialmente simétricos.

3.5. Ejemplos y Aplicaciones

En esta secciéon vamos a chequear nuestro formalismo con dos ejemplos sencillos
para verificar nuestras ecuaciones. El primero de los ejemplos es un espaciotiempos

estacionario y axialmente simétrico, mientras que el segundo es gravedad linearizada.

3.5.1. Espaciotiempo de Kerr

Consideremos inicialmente la métrica de Kerr; es claro que al tratarse de un espa-
ciotiempo estacionario, todas las derivadas temporales son nulas. Ademés se espera que
el shear 0° = 0 ya qe es independiente del tiempo y puede ser fijado en —oo como cero,
lo que indica que ¢° = 0 para todo u. Por otra parte a partir de la ecuacion (1.30) se
tiene que P’ = (. Estos resultados se pueden demostrar a partir del calculo explicito de

los escalares de Weyl y los coeficientes de spin en coordenadas Boyer-Lindquist o algin
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otro tipo de coordenada asintotica [36]. Siguiendo esta referencia podemos escribir los

escalares
—2v2
W = %M (3.45)
—6iv2G
W = ZC—\?’/—QM (3.46)
o = 0 (3.47)

donde a es el parametro angular. A partir de estos escalares y utilizando nuestra defi-

niciéon de momento dipolar mésico y momento angular se tiene que

J* = S*=aM (3.48)
MR = 0 (3.49)
(3.50)

Estas ecuaciones recupera el resultado conocido para el momento angular de Kerr ya
que se trata de la integral de Komar, mientras que la segunda ecuaciéon muestra que el

centro de masa esta en el origen del espacio de soluciones.

3.5.2. Gravedad linealizada

Como segundo ejemplo vamos a hacer una linealizacion de las ecuaciones de Einstein.

Asumiendo que la radiacién gravitacional es débil, podemos considerar a ¢° y a o¥

como pequenos y por simplicidad suponemos que no hay radiacién electromagnética.

Manteniendo el orden lineal en las identidades de Bianchi se puede escribir que

= 30 4 %" (3.51)
¥ = 0 (3.52)

En gravedad linealizada el centro de masa y el momento angular [10] pueden definirse

Ccomo
po— ¢ WY (3.53)
- 6\/§G 1R :
Jo= Sy (3.54)
6\/§G 11 .
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La version linealizada de la ecuaciéon 3.31 toma la forma
D™ = D" — 3[05u¥]’ (3.55)

de donde utilizando nuestra definicién de centro de masa D* = 0|u=cte = 0 y haciendo

una expansion en esféricos armoénicos se tiene

MR' = D' (3.56)
J = (3.57)

Ademés a partir de las identidades de Bianchi linealizadas se obtiene las expresiones

cinemética del momento lineal y momento angular

MR" = P (3.58)
J" =0 (3.59)

derivando una vez mas la ecuaciéon para P’ se obtiene una ecuaciéon de movimiento

trivial para la aceleracion del centro de masa.
MR" =0 (3.60)

debido a que las contribuciones radiactivas son cuadraticas es claro que en gravedad

linealizada el centro de masa no se acelera.
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Capitulo 4

Spin y Centro de Masa en
Espaciotiempos Asintoéticamente

Planos

En el capitulo introducimos la nociéon de momento dipolar mésico en espaciotiem-
pos axialmente simétricos, donde el momento angular y spin fue definido utilizando la
integral de Komar y el centro de masa se defini6 a partir de un campo asintotico. Lo que

deseamos es generalizar estas definiciones para espaciotiempos sin simetrias globales.

Existe en la bibliografia un gran ntmero de definiciones de momento angular [8],
estas se diferencian en factores numéricos, en las correcciones cuadraticas del shear, etc.
En particular nosotros vamos a utilizar la definicion de Winicour [37]| debido a que es
la generalizacion mas simple de la integral del Komar. Por otra parte es bien sabido
que en relatividad especial, el momento angular y el momento dipolar masico forman
parte de un mismo tensor, asi como el campo eléctrico y magnético forman parte del
F,,. Por esta razon no es posible definir una nocién de momento angular sin definir

simultaneamente un momento dipolar y viceversa.
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4.1. Linkage y Killing asint6tico

En esta seccion comenzamos a describir el momento angular en espaciotiempos asin-
toticamente planos que no poseen simetrias globales. La idea es introducir inicialmente
la nociéon de vectores de Killing asintéticos y luego introducir una generalizacion de la

integral de Komar a través de los linkages de Winicour-Tamburino [38].

La simetria asintotica £% se introduce en la vecindad de .#* como una solucién suave

de la ecuacion asintotica de Killing [13]

Vila + Vil = O(r™") (4.1)
(Voo + V&)™ = 0 (4.2)

Aqui I** es el vector tangente a los generadores de cada hipersuperficie nula en .7 y el
indice n difiere con la eleccion de las componentes [19]. La segunda ecuacion corresponde
a la ley de propagacion a lo largo de la hipersuperficie nula [37]. En .#% la coleccion
de todas las soluciones forman el algebra de BMS ¢ [18]|. Cuando £* & n® se define
la subalgebra de las supertraslaciones 7 y el cociente /.7 es isomorfico al grupo de
Lorentz [13]. Esta subalgebra es realizada mediante clases de equivalencia [£?] donde
€ ~ % si €% — & o« n™. Las ecuaciones (4.1) and (4.2) pueden ser resueltas por
integracion directa empleando los coeficientes de spin de la seccion 1.23 [39]. Finalmente

el vector asintotico de Killing puede ser escrito como [40]

£ = (A+ Bo'w* + Cw* + Cw*)I™ + Bn™

+(C + Bw*)m™ + (C + Bw*)m™* (4.3)
donde
A = Ar+A+A_r 400
B = B
C = Cir+Co+Cyr !t +0(r™?)
w* = =@ ")+ 00
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A= —(1/V)(BoVY',

Ay = 00" By + Byd*0* In P,

Ay = LBo(y8 + 98 + Ot + ol
Cy=a((,Q)/V, with da =0,

Co = 0" By + Cy0™,

C_1 =0,

By =b((,Q))V — (1/2V) /u V3a(aV—?) + d(aV ?)]du.

0

Donde V' = aau—f representa la desviacion de los cortes de NU respecto a cortes de Bondi
[39]. Cabe destacar que la tnicas libertades restante en la solucién corresponden a la
funcion arbitraria de la esfera b(¢, ¢). Esta libertad es la que origina las supertranslacio-
nes. Y donde da = 0 corresponde a la libertad en las transformaciones homogéneas de
Lorentz [41] y O es el operador diferencial en Bondi. Para un sistema de Bondi V' =1

y las ecuaciones se reducen a [39]
Al - _BO
AO = 6680 + 3065 In P(]
1 _ _ _
A = S[Bo(wy + ) + O + Ciy]

2 —
C(1 - a(C? C)
CO = 630 + CYlO'O
O_l = O

By = b(C? C) — ku

donde k = —1(da+0a) es el factor conforme infinitesimal [41].Para mas detalles acerca
de este calculo se puede consultar las referencias [37, 39|. Finalmente la integral del

linkage puede escribirle como

1
Le(77) = —lim [ (VY + V£ n™) Lingr?dQ, (4.4)

O r—oo

Utilizando la dependencia radial de los coeficientes de Spin y de los escalares de Weyl,
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se puede mostrar que [39]

1 9+ 0N =%\ " | (24 —20%05° — B(c"5°) "
Lg(f+):8—ﬂRe/{b< 5 ) —|—a< : 73 ( )Hdﬂ
(4.5)

Cabe destacar que en nuestro formalismo V = Z’, ademés de la ecuacién anterior se

puede mostrar que cuando a = a = 0 esta ecuaciéon da por definiciéon las componentes
del 4-vector energia-momento. Por otra parte para b = 0 se obtiene la definicion del
tensor momento angular-centro de masa [40].

1 299 — 20%95° — 8(0%5°) 1"
LDJ = S—WR«E/CL [ 73 ds2 (46)

con a = a'Y? donde a’ son tres constantes complejas. Esta integral forma un repre-
sentacion lineal de los generadores de BMS. El momento angular y el centro de masa
se obtienen seleccionando un subgrupo de Lorentz. Aqui es donde aparece una dificul-
tad en la definiciéon del momento angular, ya que no existe una tnica manera de fijar
un subgrupo de Lorentz. Esta situaciéon es analoga a la libertad en la translacion de
seleccionar un subgrupo de Lorentz a partir del grupo de Poincaré lo cual origina las
infinitas libertades en las supertranslaciones. Para un sistema de Bondi, la ecuacién

(4.6) toma la forma
Loy = ohe [ af20f 20500 — 5(6"")]a0 (47)
T

A partir de estas ecuaciones se definiran en los proximos capitulos el centro de masa y

el momento angular.

4.2. Grupo BMS y supertranslaciones

El conjunto de transformaciones de coordenadas en .#* que preserva las condiciones
en las coordenadas de Bondi se denomina Grupo de BMS [1, 18, 42]. El grupo Bondi-
Metzner-Sachs (BMS) es probablemente el inico grupo en RG que puede ser considerado
como un grupo de simetria en un gran nimero de situaciones. Este grupo es el mismo
que el grupo de simetria asintotica que surge de lo generadores infinitesimales, es decir

de los vectores de Killing asintoticos. El grupo de BMS tiene dos partes: consta del grupo
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homogéneo de Lorentz y el grupo de supertranslaciones, que contiene el sub-grupo de
transformaciones de Poincaré. Es decir que el grupo BMS tiene una estructura similar al
grupo de Poincaré, ya que ambos son el producto semidirecto del grupo homogéneo de
Lorentz con un grupo abeliano, sin embargo este grupo abeliano es de cuatro pardametros
para el grupo de Poincaré mientras que tiene infinitos parametros para el grupo BMS.

Supongamos que (ug, 75, (s, () son las coordenadas de Bondi estandares para un
espaciotiempo asintéticamente plano, para construir el grupo de BMS se comienza con

las siguientes transformaciones de las coordenadas (up, 5, (s, (5) [20]

u = T(uB,CBfB) (48)
. aCB +b B .
¢ = <y d ad —bc=1 (4.9)

Esta transformacion fraccional de los angulos es el inico mapa uno a uno que transforma
la esfera sobre si misma. Sin embargo, el mapeo definido por (4.8) y (4.9) es mas grande
que aquel dado por el mapeo BMS y algunas restricciones deben ser impuestas para
reducirlo. Una de las condiciones que se impone es que el vector 7% = §2°Q ;, donde

es el gradiente en .7, tenga una parametrizacion u, es decir que [20]

., 0 0 o Ou
e = 3a o  AieT= 1. (4.10)

Es posible demostrar a partir de (4.8) y (4.9) que la métrica esférica transforma como

[41]

4dcde 4dCpdCy

_ 72
P2 = K i (4.11)
donde K es el factor conforme asociado a esta transformacion y que se obtiene mediante
_1Pop
K = J::2 4.12
E (4.12)

= (1+¢sCa)[(as + b)(a+ (g +b) + (c{p + d)(cCp + d)] (4.13)

donde
_ s Gy
J = ac ac (4.14)
Pop = 1+(sCs (4.15)
Py = 1+¢(C (4.16)
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Si restringimos la transformacion (4.8) y (4.9) a el grupo BMS.
u= K(up + ) (4.17)

donde «((p, () es una funcion arbitraria regular en la esfera. Bajo una supertraslacion

pura K =1 con lo que

¢ = (o (4.18)

u = up+ () (4.19)

esta funciéon « es llamada una supertraslacion. La funcién o puede ser expandida en

términos de infinitas constantes
0= 0 + YRG0 + aTYE(C O+ Y (C.O) + . (4.20)

El caso particualar a = d*/, con d* = (a°, a*) representan las translaciones ordinarias.
Estas supertraslaciones cambian la tétradas y producen cambios en el shear. Si el nuevo

corte origen esta dado por la ec. (4.19), entonces el nuevo shear estaria dado por
(u,(,¢) = 0’(up — a, (, ) + (4.21)

Nuestro interés en este grupo radica en el hecho de que todas las cantidades fisicas que
surgen de nuestras identificaciones transforman adecuadamente ante estas transforma-

clones.

4.3. Momento dipolar y momento angular

A partir de la integral del linkage (4.6) podemos definir el momento dipolar mésico

y el momento angular como

? 209 — 20°95° — 9(c%5°) 1™
12V2G Z '

Existe una trayectoria especial en la foliacion NU para la cual, para cada u = cte., el

D* 4ic T = — (4.22)

momento dipolar masico D* = 0. Esta lineamundo la identificaremos como la linea-

mundo del centro de masa. Por otra parte, evaluar el momento angular J** en el centro
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de masa da el spin S°. Por lo tanto la lineamundo fiducial del centro de masa esta

determinada por la ecuacion

=0. (4.23)

209 — 20°95° — 9(c°5°) 1"
773

Re [
esta ec. (4.23) brinda tres ecuaciones algebraicas de donde se obtienen las componentes
espaciales R'(u) del centro de masa. Luego, en el centro de masa, el momento angular

intrinseco esta dado por

3 0 _ o 0x=0 0=0Y)7*
; ¢ [le 2005 3(00)} ‘ (4.24)

= — m
122G 7"

Estas ecuaciones han sido obtenidas a partir de una integral en una 2-superficie para
una familia particular de cortes regularizados. Es conveniente resolver la ecuacion (4.23)
y obtener la lineamundo fiducial del centro de masa en un sistema de Bondi, dado que
la radiacion gravitacional, la perdida de masa y el momento lineal tienen un significado
preciso en coordenadas de Bondi. Para escribir el momento dipolar méasico y el momento

angular de Bondi es conveniente definir a partir de (4.22) la cantidad

02

- 12\/§G[

Para realizar este calculo es necesario conocer como transformar los vectores (D*?, J*') —

D' +ic ' = 2¢) — 20°096° — 8(0"5")]". (4.25)

(D?, J%). Para esto se utilizan la leyes de transformacién mostradas en el capitulos 2

para relacionar (% 6%, 9*)— (49, 6%, 0) . Llamando L al integrando del linkage se tiene

2¢901" 30%95°1" 5°90°7"
L = 3| 773 |z
= 2(¢) —302¢9) — 3(0° — 8°2)(05° — 00°Z) — (¢° — 8°Z) (00" — 0°Z)
= [2¢Y — 30%05° — 3°00°] — 60299 + 3(c°08°Z + 52 Zd5° — 52 Z00°Z)

+(6%0°Z + 0°Z00" — 6°20° 7).

en esta ecuacion solo se han retenido términos cuadraticos. Ahora utilizando la ecuacién

(1.30) se puede sustituir ¥ por el aspecto de masa ¥ para escribir [40]

3c?

D* 4+ ic ' J% = (D' +ic ' JY) +
( ) 612G

[0Z(¥ —8%6") + F)’ (4.26)
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con
Fe —%(006322 + 32 705° — 32 700°7) — é(&%f‘z + 322000 — 320°7)  (4.27)

donde el indice ¢ indica las tres componentes espaciales que aparecen al introducir la

descomposiciéon en esféricos tensoriales.

4.4. Aproximaciones y supuestos

Estamos listos para introducir nuestro formalismo, para ello partimos de la ecuacion
del corte (2.22) y vamos a elegir u como el tiempo propio. Ademas para realizar nuestro
calculo introduciremos las siguientes simplificaciones, para algin tiempo inicial Bondi

asumiremos que
= 0¥ =0.
» R’ es una pequeiia desviacion del origen del sistema de coordenadas.

» RY = u suponiendo velocidades pequenas.

Asumiremos que el término dominante del shear de Bondi es el cuadrupolar.

El primer item nos permite fijar las supertranslaciones, esta elecciéon es consistente con
nuestra eleccion de cortes, ya que la ec. (2.22) mantiene a;>2 = 0 al realizar un cambio
en el corte de la forma Z(u, ¢, ¢) = Z(u,(,C)+a((, €). De esta manera la tnica libertad
que queda es simplemente un translaciéon entre dos sistemas de Bondi.

La segunda condicién es simplemente para e ignorar términos de la forma R2, debido
a que para recuperar las ecuaciones usuales de la mecanica Newtoniana no es necesario
retener términos de la forma du? cuando se realiza la expansiones en Taylor, esto mismo
fue hecho en el capitulo 3. Mientras que el tercer supuesto es debido a que en la gran
mayoria de los procesos astrofisicos que estamos interesados en explicar se espera que el
centro de masa del sistema no adquiera velocidades relativista. Es decir, aunque el 25 %
de la masa total se pierde como radiacion gravitacional el factor v ~ 1. Por ejemplo,

aunque dos estrellas coalescente se aproximen con velocidades relativistas, si el centro
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de masa estaba inicialmente en reposo, este no adquirira grandes velocidades debido al
movimiento de cada una de las fuentes y debido a la emisién de radiaciéon gravitacional.

Al igual que para el caso axisimétrico, vamos a trabajar hasta orden cuadratico
en la radiaciéon gravitacional, lineal en du y en sus derivadas. En general, el no usar
alguna de estos supuestos agrega términos correctivos, que modifican las ecuaciones en
las contribuciones radiactivas a un orden mas alto de los que vamos a mostrar en este
capitulo. Sin embargo, la parte Newtoniana de los resultados permanecera inalterada.

Comenzamos escribimos la ecuacion de los NCC regularizados (2.16) a nivel cuadru-
polar en la radicacién gravitacional. A diferencia del caso axisimétrico, atn utilizando
solo la parte cuadrupolar del shear, la ecuaciéon para P” no se anula. Entonces para

velocidades pequenas se tiene

Zl(u7C7§) = u+5u7 (428>
1. _ 1 .. _
ou = —éRZ(U)Yﬁ(C,C)+Eag(U)Y2%(C,C)

Comenzamos haciendo una expansion de Taylor a primer orden en la ecuacion (4.26)
donde sustituimos 074 = 0Z; = 0du. A continuaciéon tomamos la parte real de la
ecuacion para obtener

3c?

6v2G
= D'(u)+ [D'(u)du]’ +

D* = D'(u+du)+ Re[(¥ — 8°6%)06u + F|'

3c?

6v2G

A partir de la definicion de D?, utilizando la ec. (1.32) y siguiendo los mismos argumento

Re[(¥ — 8°6%)d6u + F)'

que los utilizados para derivar (3.29) se puede encontrar la ecuaciéon para D, de esta
manera se obtiene
c? , 3c?
Re[(0¥ — 5°6%)6u]" +
6v2G ( Joul 612G

analogamente para el momento angular se obtiene

D* = D' + Re[0du(V — 0%6%) + F]*,  (4.29)

3 33

[m[(B% — 8%6°)8u]’ +
svac RN

En la obtencién de estas ecuaciones solo se han retenido aquellos términos que cumplen

J* = J + Im[dou(¥ — 8%6") + F)',  (4.30)

con las aproximaciones y supuestos que mencionamos en la seccién anterior. Sin embargo
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es posible remover varias de estas aproximaciones para obtener ecuaciones ain mas
generales.
Para evaluar estas dos ecuaciones es necesario introducir la siguiente expansion en

armonicos tensoriales con peso de spin [29]

UO = Ulj}é%j(é-7 C_-)?

W) = PPV Q) + Y (C, Q). (4.31)
242G 6G . _ B _
v o= 228 )+ 98,0

Por definicion de centro de masa D** = 0, evaluando el lado derecho de (4.29) con la

expansion (4.31) se obtiene que

8
5v/2¢

recordemos que los subindices I y R representan la parte imaginaria y real de las

MR = D' +

0PI (4.32)

cantidades. Nuevamente, en base a nuestros supuestos, en el segundo termino del r.h.s

de (4.32) se puede reemplazar el P’ por el momento inicial del sistema con lo cual

4 . 8 .. .
MR = D'+ ——qiPi, (4.33)

5\/50

Anéalogamente el momento angular total se obtiene al tomar la componente [ = 1 de la

ecuacion (4.30) y puesto que en el centro de masa por definicion J* = S’ se tiene
St = J' — RIPFEk, (4.34)

como era de esperarse esta ecuacion es exactamente igual a la formula para el momento

angular total en un sistema Newtoniano.

4.5. Ecuaciones de movimiento

La evolucién temporal de D! y de J? puede ser obtenida utilizando la identidad de
Bianchi para ¢?, sin embargo debemos insertar el factor V2 para expresar los resul-
tados en término del tiempo retardado u,.; = v2u. Recordemos que la utilizacion del

tiempo retardado es importante para obtener los factores numéricos correctos en las
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expresiones finales. Cabe destacar que las ultimas dos ecuaciones importantes (4.33) y
(4.34) permanecen idénticas en término de u,; 0 u. De ahora en mas, adoptaremos el
simbolo ’ para designar las derivadas 0,,,.,.

Utilizando la parte imaginaria y real de (1.32) en las definiciones (4.25) e insertando

la expansion (4.31) para obtener la componente [ = 1 se tiene

D" = P (4.35)

J7 = aga%' + 0’}10}“) ¢k, (4.36)

5G(
Ademas la ecuacion para la perdida de masa y el momento lineal se obtienen de la

expansion en armonicos tensoriales de la ec. (1.36)

M/ _ 1OCG( z]/ ’Lj/ + z]/ }]/)’ (437)
. 202 . .
pP" = éa%'a’f”e“k. (4.38)

Tomando la derivada de la ecuacion (4.33) y utilizando (4.35) se puede escribir que

8 ijl J
o Py 4.39
5 \/§C R 0> ( )
esta ecuacion da la relacion entre la velocidad del centro de masa R” y el momento
lineal. Esta expresion incluye ademas un término de radiacion. Finalmente la ecua-
cion de movimiento para el centro de masa se obtiene derivando una vez méas (4.39) y

combinandola con la ecuacion (4.38)

) 2c2 8
MR — Jl/o.kl/ ik 2 U”PJ 4.40
15G 1 5v2¢ * (440

El lado derecho de esta ecuacién solo depende de la radiaciéon en el infinito nulo y de
la masa inicial del sistema. Similarmente, derivando (4.34) y usando (4.36) se obtiene

la deriva del spin

S — Jit — _ 1830( Kkl ]l/+ kl ]l/) ijk (4.41)

Este resultado es correcto también en sistemas Newtonianos aislados con S¥ = J¥ = 0,
sin embargo en RG el momento angular no se conserva debido a la emisiéon de radiacion

gravitacional como lo muestra el lado derecho de esta ecuacion.
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4.6. Transformaciones de Lorentz

En esta seccion se discute como transforman el momento dipolar D! y el momento
angular J* ante transformaciones de Lorentz. Para analizar esto vamos a comenzar con
el caso mas sencillo que es un espaciotiempo plano, donde asumiremos nuevamente que
el shear es cero en —oo. A modo de ejemplo, vamos a comenzar analizando lo que ocurre
con los campos electromagnéticos en espacios planos.

Comenzamos con un boost no relativista entre los sistemas K* y K. Las ecuaciones
explicitas para los campos E* y B* del sistema primado en termino de los campos E y

B del sistemas sin primar son [43]

E* = E'—ViBF* (4.42)
B* = B'4 VIEF* (4.43)

donde V¥ corresponde a la velocidad entre los sistemas. Es claro que los campos E
y B forman parte de un tensor de segundo rango F%. En general, para velocidades
arbitrarias, los valores en un sistema inercial K* pueden ser expresados a partir de los
de K de acuerdo

Fob* = NGNS Fed (4.44)

donde A? es la matriz de transformacion de Lorentz. A partir del tensor de Maxwell
F% se puede construir
Webt = Fb b, (4.45)

Una transformacién de Lorentz aplicada al tensor W% es equivalente a la misma

transformacion aplicada a [10]
Y s (E+1iB)". (4.46)

Lo cual muestra que el vector complejo D + i.J¢ transforma de manera aniloga a las
componentes del campo eléctrico y magnético. Como ya lo hemos mencionado, esta
observacion concuerda con el hecho de que en relatividad especial el momento dipolar
masico y el momento angular forman parte de un tensor de rango dos y ante una

transformacion de Lorentz transforman mezclando las componentes [9)].
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Capitulo 5
Comparaciéon con otros Formalismos

En este capitulo vamos a compara nuestras ecuaciones con dos tratamientos distin-
tos. El primero de estos tratamientos es el de Newman et al, mientras que el segundo
es un método Post-Newtoniano. Vamos a buscar similitudes y diferencias respecto de

nuestras ecuaciones.

5.1. Comparaciéon con las ecuaciones ANK

Vamos a comenzar con las ecuaciones de Adamo-Newman-Kozameh (ANK), para
ello comenzamos introduciendo las definiciones de momento angular y momento dipolar
dadas en el formalismo ANK [10]

C2

D' = ——%, 5.1
ANK 6\/§G 1R ( )
i c? 0i
‘]ANK = _6\/_—2G 11> (52)

St = cME). (5.3)

Ahoram calculando la parte [ = 1 de la ec. (4.25) se tiene

, c? . 2 . .
Dt = — 07 gl Kkl ijk hiaher h s, 54
v2C 1R+5GURUIE + higher harmonics (5.4)
J= 00— 150" 65
= T == — 000" — =-0l\0 O . .
6v2G 2 1
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A simple vista se aprecia que la relacion entre el momento dipolar de masa y el momento
angular con los campos asintoticos en .# son diferentes en ambos formalismos. Estas
diferencias son una consecuencia de las definiciones utilizadas en ambas formulaciones
ya que en nuestro enfoque utilizamos una 2-forma en el algebra BMS dada por la integral
del Linkage mientras que en el enfoque de ANK se utiliza directamente 1% para las
definiciones.

El momento angular en la formulacion ANK sélo se define para la radiacion cuadru-
polar, este es el caso donde la mayoria de las definiciones disponibles en la literatura

coinciden. Sin embargo, esto trae potenciales problemas para J°, . si se consideran mo-

ANK
mentos multipolares més altos en el shear de radiacion y /o espaciotiempos con simetria.
En virtud de lo desarrollado en el capitulo 3, ¥% no se conserva para espaciotiempos
axialmente simétricos, esto es una clara indicacion de que la definicion ANK debe mo-
dificarse para contemplar estas dos situaciones [33]. Como ya hemos mencionado sélo
para radiaciéon cuadrupolar ambas féormulas coinciden, sin embargo, nosotros obtene-
mos términos adicionales cuando se incluye la radiacion octupolar. Ademés de lo dicho
previamente, de la definicion de ANK para el momento angular se obtiene la siguiente

ecuacion

. . . . 4 .
Jhk = Stk + ERPrETF 4 —— Prghi, (5.6)

5V2

mientras que nosotros tenemos
J' = S° + RIPFeF, (5.7)

claramente a la contribucién usual del spin y el momento angular orbital, a ANK les
aparece un termino de radiacion.

Otra diferencia sutil pero importante es que nuestra definicion de spin es a través
del Linkage mientras que en la formulacion ANK por definicion, el spin, es la parte
imaginaria de una lineamundo compleja. Entonces comparemos la relaciéon entre el
centro de masa, el spin y las cantidades geométricas en infinito nulo como la masa
Bondi, momento lineal, etc., s6lo tendremos en cuenta la radiaciéon cuadrupolar. En el

formalismo ANK se tiene [10]

P o= MEh+ ——=ol' P+ = (ohlokly e, (5.8)

5cv/2 G
62



donde &% es la lineamundo del centro de masa. En nuestro formalismo, a partir de las

ecuaciones desarrolladas en el capitulo 4 se tiene

8
5\/§c

La diferencia principal entre las ecuaciones anteriores es el ultimo término de la ANK,

P = MR" — o'l I, (5.9)

que no esté presente en nuestra ecuacion, sin embargo también hay un factor de dife-
rencia con un signo opuesto en el segundo término. Esta diferencia se debe a que en la
formulacion ANK se utiliza la relacion % = —5% en la ecuacion (6.33) [10]. Esta rela-
cion contradice la eq. (1.36) ya que si se deriva con respecto al tiempo il = —5% . Sin
embargo se desprende de la ecuacion (1.36) que W% debe ser cuadrético en 6. Por lo
tanto, algunas derivaciones en la formulaciéon ANK, y en particular la relacién anterior,
son incorrectas. Es importante mencionar que la masa de Bondi M y el momento lineal
P? tienen la misma definiciéon en ambos enfoques. Finalmente en el formalismo ANK la

ecuaciones de movimiento para el centro de masa esta dada por

in 2¢? Gl Kkl ijk ¢ Gl _kIm ijk 4 i j
MR :@O’RO'IE —E<O'RO'I)€ —mO—RP, (510)
mientras que en nuestro formulacion
i 2¢ Kl ijk 8 i1 i
]\4FiZ :@U’IY;{ or 6” +5—\/§CU}% Pj. (511)

A pesar que ambos formalismos concuerdan para el espaciotiempos estacionarios pero

difieren cuando la radiacion gravitacional esta presente.

5.2. Comparacioén con las ecuaciones PN

En esta seccion vamos a comparar parcialmente las ecuaciones de evolucion obteni-
das en el capitulo 4 con las que provienen del formalismo post-newtoniano (PN). En
principio, una comparacion completa entre estos enfoques puede ser interesante, ya que
las ecuaciones PN utilizan definiciones en la zona cercana a la fuente con multipolos
definidos en término de la fuente, mientras que la formulacion asintética se define mo-

mentos multipolares radiantes y medidos en el infinito nulo. La formulacién asintética
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tiene ecuaciones exactas del movimiento de masa, momento y momento angular, mien-
tras que en el enfoque PN se construye la pérdida de energia y momento debido a la
radiacion gravitacional hasta el nivel de aproximacion considerado y a priori uno no
tiene disponible una férmula exacta. Sin embargo, resulta muy 1til comparar entre estos
enfoques y ver si se obtienen ecuaciones de movimiento equivalentes para una fuente
compacta que emite radiacion gravitatoria.

En esta tesis solo compararemos las ecuaciones de evoluciéon para la masa, el mo-
mento angular y el momento lineal de una fuente compacta que emite radiacion gravita-
cional. Para comenzar, aclaramos que en ambas formulaciones vamos a utilizar el punto
para representar la derivacion respecto al tiempo retardado, ya que las ecuaciones PN
estan expresadas en termino de una coordenada nula en el limite asintotico [44].

En las ecuaciones PN la perdida de energia, de momento lineal y momento angular
estan dadas por (en unidades de G = ¢ = 1) [45, 46]

1 16 . 1 1
E;,N _ _gUz]le]l _ 4_5vz]lvz]l o @U”k/UUk, o @V'Uklvz]k/ (512)
P;/N - _ (ngl/Vkl/_{_ E16Ujlrmvl<:lm/) Ez‘jkz o %(Ujk/Uz‘jk/ +2ijlvz‘jk/)
(5.13)
Ji/ _ nglUkl, 4 gvjlvkll + inlmUklm/ + ivjklvklm/ Eijk (5 14)
me B 45 63 28 '

en la formulaciéon PN, U¥, U%* corresponde a los momentos cuadrupolares y octupolares
de masa, mientras que V¥, V¥ representan los momentos cuadrupolares y octupolares
de corriente.

Para comparar estas ecuaciones con las obtenidas en esta tesis, debemos incluir
a nuestras ecuaciones M’, P¥ and J¥ la contribucién octupolar del shear. Para ello

escribimos la expansion tensorial del shear hasta orden octupolar
o’ = UinQ%‘j(Ca () + Gijkyzi‘jk@, Q). (5.15)

La perdida de energia y momento lineal proviene de la componente [ = 0,1 de la
ecuacion (1.36), mientras que para obtener la contribucion cuadrupolar y octupolar al
momento angular debemos calcular la derivada temporal de la componente [ = 1 de

la parte imaginaria de la definicion (4.25). Para hacer esto es necesario utilizar la ec.
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(1.32) y los productos de armonicos esféricos tensoriales. Finalmente llevando a cabo

este procedimiento se tiene (en unidades de ¢ = G = 1)

M = — (040 1 ooy — (o 4 g (5.16)
10 7 |

PZ'/ _ 2 ]g/g]llez]k \/_E(Uﬁk/ %k/‘i‘ jkt z]k/> 3 gmlo_}lmlezjk (517)
15 7

J' = (ol + ool 4 Z(oRm o™ + oo™t (5-18)

Finalmente, ambos set de ecuaciones coinciden al establecer la siguiente correspondencia

ag & Vouy

3 s
o? & —VY
1 3\/§
agk & lU”k
9
U}jk & éV”k

Este es un resultado notable ya que las ecuaciones de evolucién provienen de enfoques
completamente diferentes. Por un lado U,V en el formalismo PN son los momentos
multipolares de la fuente mientras que en el formalismo de NP, o;, 05 es la radiacion
gravitacional recibida en el infinito nulo. En futuros trabajos, se podria investigar més
a cerca de ambos formalismos y comparar las ecuaciones de movimiento para el centro
de masa, la energia y el spin del sistema. Es posible que la relacion de estas cantidades
con las variables cinematica sean distintas en ambas formulaciones, sin embargo no
analizaremos mas a cerca de las similitudes y diferencias entre ambas formulaciones en

esta tesis.
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Capitulo 6
Comentarios Finales y Conclusiones

Para cerrar este libro mencionaremos las ideas mas importantes y haremos un pe-
queno resumen de lo trabajado. En esta tesis se hace uso de la estructura geométrica
de espaciotiempos asintoticamente planos y se utiliza la ecuacién de los NCC regu-
larizados. Con estos dos ingredientes hemos sido capaces de identificar lineasmundos
cuyos cortes corresponden a cortes NU en el infinito nulo. El centro de masa en este
contexto es una lineamundo especial R* que se selecciona al imponer la condiciéon de
que el momento dipolar masico en el infinito nulo desaparece. Usando las identidades
de Bianchi en .#* se puede obtener una relacion entre la velocidad del centro de masa
y el momento de Bondi, asi como la ecuaciéon de movimiento de R®.

Por otra parte, varios de los puntos importantes de nuestro formalismo se enumeran

a continuacién

= Hemos definido la nocién de centro de masa y spin para espaciotiempos asinto-
ticamente planos, es decir espaciotiempos donde existe una nocién precisa de un

sistema gravitacional aislado.

= Se han obtenido ecuaciones de movimiento que vinculan estas cantidades con su
evolucion temporal, las ondas gravitacionales y las ondas electromagnéticas. Las
ecuaciones obtenidas son realmente sencillas y muy similares a sus contrapartes
newtonianas y deberian ser de gran ayuda para sistemas astrofisicos bien conoci-
dos donde los procesos energéticos sean altos y las emisiones gravitacionales sean

considerables.
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Nuestras ecuaciones muestran claramente que la dinamica del sistema se ve afec-
tada debido a la emision de radiacion gravitacional ya que la radiacion afecta el

movimiento del centro de masa y el spin del sistema.

Este trabajo puede ser generalizado atin maés flexibilizando las aproximaciones y

supuestos que introdujimos en el capitulo 3 y 4.

Hemos comparado nuestro enfoque con la formulacion ANK para comprobar las
diferencias y similitudes. Esta comparacion sugiere que nuestras definiciones de
momento dipolar de masa y momento angular son mas adecuados cuando se tra-
baja con modos de radiaciéon mayores al cuadrupolar incluso cuando el espacio-

tiempos conciderado no posee una simetria de rotacion.

También hemos comparado nuestras ecuaciones de evoluciéon con las derivadas
del formalismo PN. Aunque sb6lo hemos hecho para un conjunto muy simple de
variables globales, los resultados fueron muy alentadores, ya que haciendo una
identificacion de cantidades, se obtiene que el lado derecho de las ecuaciones de

evolucion de estas variables coinciden.

En futuros trabajos vamos a tratar de comparar otras variables de los dos for-
malismos, radiactivas vs shear local, centro de masa en ambos enfoques, etc. La
idea es tratar de encontrar un puente entre estas formulaciones que se inician en
extremos opuestos, uno a partir de las cantidades medidas en el infinito nulo y el

otro haciendo uso de las definiciones locales basadas en la fuentes.
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Apéndice A

Campos Electromagnéticos en el

Infinito Nulo

En este capitulo aplicaremos nuestro formalismo a dos sencillos casos donde es im-
portante incluir tanto la emision de radiacion gravitacional como la contribucion elec-

tromagnética a las ecuaciones de movimiento.

A.1. Momento dipolar electromagnético

En un sistema de Bondi, el momento dipolar electromagnético para un espaciotiem-
po asintoticamente plano esta dado por la componente ¢ = 1 del escalar ¢ [10], es

decir

. . 1 .
P ticimt = §¢81 (A1)

A partir de estas dos definiciones, buscamos resolver las identidades de Bianchi para
#? and ¢9 y expresarlas en término de p’ y m’. Derivando la ecuacién (1.35) y usando

(1.34) se obtiene
0 = %95 + (o"¢5) (A2)

Al igual que para el caso axisimétrico y el caso general, necesitamos el orden cero de

todas las derivadas respecto a u. Para obtenerlo, debemos seguir el mismo tratamiento
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que en el capitulo 3, es decir
o' = 0%y + (07¢y) (A.3)

Resolvemos para ¢3° en termino de la definicion de momento dipolar electromagnético

(A.1) para escribir

. 3
N = 2 )
; 3
§ o= "+ im”) + ol i)
introduciendo las constantes ¢ y G y corrigiendo el factor v/2 del tiempo retardado se
tiene
- 2 3
g% — _gpz// \/_[ sz]// —1O_z]m]//]/ (A4)
) 2 . 3 i 1
8@1 — _gmu/ + 5\0/3_[ pru +e 1 ]mj//] (A.5)

Siguiendo el mismo razonamiento a partir de estas dos ecuaciones y utilizando (1.35)

se puede resolver para ¢\ en la forma
0y = —¢y + 0%

. , , 3
¢?z — (pu—i—im“) 20[ Z](p_]//+lm]//)]

nuevamente tomando la parte real y la imaginaria de esta ultima ecuacién e introdu-

ciendo los factores ¢, G 'y v/2 se obtiene

T = e ' — @[Ué —c o m!"] (A.6)
4 5 3 .
o= Lz_mll_ 10¢ —[o?p" + ¢ odm!"] (A7)

en la seccion siguiente vamos a utilizar estas ecuaciones para agregar las contribuciones

de Maxwell a las ecuaciones de movimiento del centro de masa.

A.2. Contribucién electromagnética a las ecuaciones

de movimiento

En esta seccion vamos a incluir en las ecuaciones del capitulo 4 las contribuciones

electromagnéticas. Recordemos que a partir de las ecuaciones (4.29) y (4.30) se obtu-
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vieron las ecuaciones para el momento angular y para el centro de masa del sistema

MR = D'+ o Py, (A.8)

8
5\/50
St = Jt— RIPFIF, (A.9)
A partir de la identidad de Bianchi (1.32) se puede encontrar la ecuacion para DY y J¥

y utilizando la siguiente expansion en esféricos tensoriales

00 = ZJYZ](CaE)a
W) = YIYE(C Q) + 0P Ya(¢, ),
2v2@G 6G . -
v o= - \gg_ M_Fplyrlg(C7C)+\Ij” 21](C C)
0= oyV(0),

= Q+ iYL,
5 = YN0,

se obtiene
1 7 2@ 7 Q\/_ 7 — ) 2 17
D/ — pi_ 363 i 504 [ b% ”—C 1 I]m]//] +3 5(m]/pk/)/ ]k’ (Al())
Ji — C_( g ﬁ/—i- 1;1 %l/) ijk (p]” ke 1mj/mk//>€ijk
5G
9 9 o
32W+%§®ﬁwﬂﬂ#mw. (A11)

Estas ecuaciones ya estan escritas en termino del tiempo retardado u,.;. Ahora bien,
utilizando la expansion de Taylor a orden cero en du de la ecuacion para el aspecto de

masa (1.36) se obtiene la perdida de masa y momento lineal de Bondi.
1

M/ - _ 1OG (Ug/ i/ N l]/ }Jl) 305 (dz//dz// CQ mil/mi//)’ (A12>
Pz‘/ _ 2¢? O,jllaklleijk + 2 mg//pk// zyk (A 13)
15G 17T 3¢ '

Cabe destacar que el segundo termino de (A.11) corresponde a la contribucion electro-
magnética del momento angular [33]. Ahora, a partir de las ecuaciones (A.8) y (A.10)

obtenemos
. , 8 20 V2 1. .
MR@/ — Pz ’Lj/P] z/l Z] i Y IS /A 1
T pva I T gl gk = corml g

2
(m]/pk/)/ z]k;
3P

(A.14)
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Finalmente, si tomando una derivada mas a la ecuacion (A.14) obtenemos la ecuacion

de movimiento para el centro de masa

MRZ'/I — 202 jl/ kl/+ 8 7,]// 2@ i Q\/_

P o Z] i1 —1 zy gn
15G 5\/§C 0+33p 5C4[R —C opym ]
2 . . .
‘|‘ﬁ[(m‘ﬂpk,)// + my/pk”]ewk. (A15)
C

El lado derecho de esta ecuacion solo depende del dato en el infinito nulo y los campos

electromagnéticos en ..
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Apéndice B

Armonicos Tensoriales con peso de

spin

Para ayudar a entender como se obtuvieron las ecuaciones, vamos a escribir algunas
nociones basicas de los esféricos armoénicos tensoriales. Para mayor detalles a cerca de
las definiciones y los productos se pueden consultar la siguiente referencia [29] y para

productos de mayor orden se puede ver [33].

B.1. Operador 0 y Armoénicos Tensoriales

Comenzamos dando una pequeiia lista de como los operadores d y 0 afectan a los

esféricos armonicos tensoriales con peso de spin.

Paral=0



Paral=1

Paral =2

2ij
2ij

1,0
00Y;),

Paral=3

Vi
Yaije
0¥
0
00z
00351

B.2.

A continuacion presentamos una pequena de tabla de productos de esféricos tenso-

riales.

= Yy, ' =0Y;

oY2.

213
66}/2213' = _4Y22¢j
v,
—6Y;

2ij

—6Y,

213

OV

0¥

583/3%% == 10Y§ijk
—12Yi

—10Yy

—12Yi

Expansion de Clebsch-Gordan
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Productos entre [ = 0, 1

i 1
ViY = penYit gV
3 1 l\/§ 1
YiYy' = 30— —enYie — 32y
2 1
0y 0 _ 0
YV = §5ij+§y2ij

Productos entre [ =2yl =1

1v2
YiiYajn
1y0
YiiYaj,
11
V1Yo
—1y/1
Yoij Yii

0y1
YiiYoj

2 -1
Yv2invlk

0

Y

2
}/21']

Yok
4 3 1 2
—g%yﬁ- - 55z'jY11j + E(EileQIjl + €t Yop) + R Bk
1
—65(3/1113/2%)

3 3 1 iv2 1
1—051@‘3/12 + 1—5z‘kY1(} - g5z’jY3f + H(EWYQQZ + € Yay;) — %Y?gjk
2 0 3 0 3 0 Z 0 0 4 0
— 50 Yy + 0y + 0V — ﬁ(ﬁik%jz +einYar;) + 1= Yaijn

3 3 1 iv2 1
1—05@3/12 + 1—05%3/1(} - 552']'3/1% - E(EjleQOjl + € Yay;) — %Y?gjk
(Y3, Y1y,)

Los productos que involucran [ = 2 y [ = 3 también fueron utilizados para obtener

nuestras ecuaciones. Sin embargo, debido a que son muy largo para transcribir dejamos

las referencias donde pueden encontrarse [29] y [33].
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