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No importa que tan inteligente seas,

ni que tan hermosa sea tu teoria.
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no importa, es incorrecta.
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Resumen

En este trabajo se extiende un modelo matematico que en principio so-
lo describia la interaccion de la respuesta inmune humoral de un mamifero
con el pardsito protozoario Tripanosoma cruzi (causante de la enfermedad de
Chagas) durante la fase aguda de la enfermedad de Chagas.

La primera ampliacién del modelo fue considerar una infeccién simultanea
de dos cepas distintas del pardsito y una especie de anticuerpo. En este caso
se obtiene un espectro mas amplio de los estados estacionarios que se tenian
anteriormente (curacién, enfermedad crénica y muerte), los cuales son me-
jor entendidos a través de diferentes diagramas de fase que se obtienen al
establecer las condiciones de Routh-Hurwitz para evaluar su estabilidad. El
principal aporte con esta primera extensién al modelo original fue el haber
demostrado la no coexistencia en estado estacionario de las dos cepas para-
sitarias y la respuesta inmune. Este resultado coincide con las observaciones
clinicas reportadas en la literatura, donde la coexistencia de dos cepas del T.
cruzi no ha sido encontrada en ningtn test hemocultural practicado a algin
mamifero infectado, atin en lugares donde mas de una cepa se encuentra cir-
culando.

Otro hallazgo importante de esta extension del modelo muestra como
una primera infeccion puede proveer inmunidad en contra de posteriores in-
fecciones. Siguiendo esta idea se desarrolld un nuevo modelo para describir
la competicién dindmica entre el pardsito Tripanosoma rangeli (T. rangeli)
y sus anticuerpos durante la fase aguda de la infeccién. A partir de este se
observo que el sistema inmune es capaz de erradicar al parasito, regresando
el sistema a sus condiciones iniciales saludables. Existen algunos investiga-
dores que han demostrado que una preinfeccién con T. rangeli puede servir
como agente inmunizador en una infeccién posterior con T. cruzi. El modelo
incluye la descripcion de la replicacién intracelular del T. cruzi y sus estragos
en el organismo como es la destruccion de las células donde se hospeda. Se
concluye, que el efecto inmunizador del T. rangeli es solo transitorio ya que
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VIII RESUMEN

al ser un parasito erradicable por el sistema inmune, no puede mantener los
niveles de anticuerpos elevados permitiendo que una vez estos vuelvan a sus
niveles iniciales se pierda la inmunidad en contra del T. cruzi

En la tercera parte de la investigacion se extiende el modelo al incluir
la respuesta inmune celular generada por un organismo mamifero cuando es
infectado con el T. cruzi. Encontramos que la introduccién de esta respuesta
inmune no modifica la zona de curacién en el diagrama de fase, pero apa-
recen dos estados cronicos distintos y desaparece la zona asociada al estado
de muerte que obteniamos anteriormente. Resaltamos que la desaparicion
del estado de muerte es beneficiosa para el parasito ya que no destruye el
organismo hospedero y su propio habitat. Aunque ya no aparezca un estado
de muerte, esta puede darse en el organismo hospedador debido a los efectos
daninos acumulativos en los tejidos del mismo.

PACS:
87.10.Ed Ordinary differential equations (ODE), partial differential equation
(PDE), integrodifferential models.
87.18.Vf Systems biology.
87.19.xe Parasitic diseases.

Palabras Claves: Enfermedad de Chagas, Modelo Matematico,
Estados Estacionarios, Diagrama de Fase, Retratos de fase, Sistema
Inmune, Anticuerpos, Linfocitos T citotéxicos, Células T Citotoxi-
cos.



Indice general

Agradecimientos \%

Resumen VII

Indice de figuras XI

Indice de cuadros XVII

1. La Enfermedad de Chagas 1

1.1. Etapas de la Enfermedad . . . . . . .. ... ... ... .... 1

1.2. Transmisién de la Enfermedad . . . . . . . . . ... ... ... 3

1.3. Tratamientos Disponibles . . . . . . . . ... .. ... ... .. 6

2. Marco Teérico 7

2.1. Introduccidén . . . . . . . ... 7

2.2. Modelo de Lotka-Volterra . . . . . . . . . . ... ... .... 7

2.2.1. Ecuaciones de Lotka-Volterra Presa-Depredador . . . . 8

2.3. Analisis de un Planode Fase . . . . . . . . .. ... ... ... 11
2.3.1. Clasificacién de los Puntos de Equilibrios en Sistemas

Lineales . . . . . . . . . ... ... 13

2.4. Condiciones de Routh-Hurwitz . . . . . .. ... ... ... .. 18

2.4.1. Procedimiento en el Criterio de Routh-Hurwitz . . . . 19

3. Modelos Para la Enfermedad de Chagas 21

3.1. Modelo de Velasco-Hernandez y Perez-Chavela . . . . . . .. 21

3.2. Modelo de Oliveira . . . . . . . . . . . . .. .. ... ..., 25

3.3. Modelo Sibona-Condat . . . . . . . .. ... .. ... ..... 31

3.3.1. Estados Estacionarios. . . . . . . . .. ... ... ... 33

3.3.2. Dinamica: Propiedades Generales . . . . . . ... ... 36

3.3.3. Retraso en la Respuesta Inmune . . . . . . . ... ... 40

3.3.4. Replicaciéon Intracelular . . . . ... . ... ... ... 42

3.3.5. Comparacién con Experimentos . . . . . . . .. .. .. 45

IX



7.

INDICE GENERAL

. Modelo Para una Infeccion Heterdloga

4.1. Introduccidén . . . . . . . ...
4.2. Modelo Para Una Infeccién Mixta con T. Cruzi . . . . . . ..
4.3. Estados Estacionarios y sus Propiedades . . . . . ... .. ..
4.4. Dindmica . . . . . . ..
4.5. Discusion . . . . . . ..

. Pre-infectando para Curar

5.1. Introduccidn . . . . . . . ...

5.2. Modelo Para el Tripanosoma Rangeli . . . . .. .. .. .. ..

5.2.1. Estados Estacionarios. . . . . . .. ... ... .....

5.2.2. Validacién del Modelo . . . . . . . ... ... .. ...

5.3. Reacciéon Cruzada . . . . . . . . . . . .. ... ... .. ...

5.3.1. Modelo para una infeccién mixta T. rangeli-T. cruzi . .
5.3.2. Estados Estacionarios de una Infeccion Mixta de T.

rangeli-T. cruzi . . . . .. .. ... 0oL

5.3.3. Comparacién con Experimentos . . . . . . . . ... ..

5.4. Discusion . . . . ...

. Respuesta Inmune Celular

6.1. Introduccién . . . . . . .. ...
6.1.1. Linfocitos B . . . . . . ... ... ... .
6.1.2. Linfocitos T . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
6.1.3. Células Presentadoras de Antigeno . . . . .. ... ..

6.2. Modelo para la Respuesta Inmune Celular y Humoral . . . . .

6.3. Estados Estacionarios y sus Propiedades . . . . .. .. .. ..
6.3.1. Diagramade Fase . . . . . . .. ... ... ... ...

6.4. Dinamica . . . . . . . ... ...

6.5. Discusién . . . . . ...

Conclusiones y Comentarios Finales

Apéndices

A. Condiciones de Routh-Hurwitz

B. Coeficientes

C. Graficos Complementarios

Bibliografia

49
49
51
52
o8
99

65
65
67
68
69
71
71

72
74
79

101

106

109

119

123

127



Indice de figuras

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

3.1.

Nino con el signo de Romana . . . . ... ... .. .. ... ..
Triatoma infestans, vector de la enfermedad de Chagas
Anatomia del Tripanosoma cruzi en estado tripomastigote

Ciclo de vida del parasito Tripanosoma cruzi . . . . . .. ..

Soluciones numéricas a las Ecs 2.3 del modelo presa-depredador
de Lotka Volterra, paraa=1. . . . . . . ... ... ... ...

Curvas cerradas en el plano de fase (u,v) a partir de la Ec.
26, paraa=1 . . . . ...

Curvas de Fase con un punto de equilibrio denominado nodo
(TipoI) . . . . .

Curva de fase con el punto de equilibrio: punto de silla o
saddle-point . . . . . . ...

Curvas de fase con forma de espiral . . . . . . .. . ... ...
Curvas de fase mostrando elipses . . . . . . .. ... ... ..
Curvas de fase mostrando un nodo tipo I . . . . . . .. . ..

Curvas de fase mostrando una estrella . . . . . . . . .. ...

Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccién pa-
rasitaria en términos de la tasa de reproduccién del parasito
(k) y de produccién de anticuerpos (7). La localizacién de la
frontera entre los casos III y I1Ib depende del nimero inicial
de parasitos ng. Los valores de los parametros son ag = 7 =
0.1lya=40. . . . .. .



XII INDICE DE FIGURAS

3.2. Retratos de fase que describen la trayectoria de la poblacién de
parasitos y anticuerpos. En todos los casos, 7 = 10 y k = 3.
(a) Caso I: Curacién, v = 4, el sistema converge a (a; =
ag,ns = 0) = (2,0). (b) Caso II: Crénico, « = 0.4y v =4. Se
nota una convergencia oscilatoria hacia (ag,ns) =(7.5, 0.55)
sin importar el tamano de la inoculacién ng. (c) Caso IlIb,
a =2y vy = 2. Evolucién hacia el caso de muerte (1,00)
o curaciéon dependiendo del tamano de la inoculacion inicial
no. (d) Caso fronterizo v = k = 3, @ =0.4. Si kK > aay las
trayectorias de fase convergen a (r/a, 00), mientras que si kK <
aag las poblaciones tienden al atractor (ag, 0), su convergencia
nodependede ng. . . . . . ... 38

3.3. Trayectorias de fase para los tiempos de retrasos indicados.
Para retrasos pequenos, las poblaciones convergen al atractor
(ap,0) (curacién) mientras para retrasos grandes convergen
hacia el caso de muerte (0, 00). Los valores de los parametros
sonag=1,ng=004, a=46,7=83, k=4y~y=3. . ... 41

3.4. Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccién pa-
rasitaria en términos de la tasa de produccion de anticuerpos
(7) v el numero de tripomastigotes que salen de la ruptura de
una célula infectada N,. La localizacion de la frontera entre los
casos III y IIIb depende del tamano de la poblacion inicial de
parasitos ng. Los valores de los parametros son ag = 2, 7 = 10,
E=10,n=1ya=25. ... ... .. ... ... ... 44

3.5. Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccién pa-
rasitaria en términos de la tasa de produccion de anticuerpos
(v) y lavariable k,,. . . . . . oo 45

3.6. Comparacién del modelo original (linea continua) con datos
experimentales (puntos) obtenidos por El Bouhdidi [33]. (a)
Evolucién de la poblacién de parasitos T. cruzi .(b)-(d) Evo-
lucion de la poblacién de anticuerpos IgM, IgG1 e IgG2a res-
pectivamente. . . . . .. ... oL 46

3.7. Comparacion de los datos experimentales de El Bouhdidi [33]
con el modelo original y su versién extendida (incluyendo re-
plicacién intracelular en células infectadas). . . . .. ... .. 48



INDICE DE FIGURAS

4.1. Diagramas de fase que describen el resultado de la infeccién
parasitaria en términos de las tasas de generacién de anticuer-
pos (71) vy la tasa de reproduccion (k1) de la cepa parasitaria
ny. La linea sélida esta dada por la condicién 4.11, pero como
una igualdad. Las valores de las otras fronteras estéan especifi-
cados en la figura. Los valores de los parametros para ambos
paneles son a1 = 3, 7 = 10, y ap = 2; (a) ag =2.5, 7o = 4,
Ko =3;(b) g =15, 79 =5, ko =4.5. . . . ... ...

4.2. Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccion pa-
rasitaria en términos de la tasa de generacién de anticuerpos
(71) v la de parésitos (k1) de la cepa n;. La localizacién de la
frontera entre los casos I.b y II.b, depende de los tamanos n;,
de ambas poblaciones infectivas. La curacién depende del ta-
mano inicial. Tres posibles fronteras para los casos de curacion
y muerte estan trazadas. La linea solida esta dada por la con-
dicién (1.11), tomada como una igualdad. Las otras fronteras
estan dadas por k; = g—;")/g (-), kK1 = 3—;/@'2 (--.), K1 = aqag (—
=)y = &k2 (...), y por ultimo 1 = £y (-..-..). Los valores de
los paramétros son oy = 3, ag =2.5, 7o =3, ko =4, 7 =10, y

4.3. Retratos de fase de las poblaciones parasito-anticuerpos para
los valores de k; indicados en el panel (b) manteniendo cons-
tante y; (= 10). Los pardmetros de ny son los mismos de la
Fig. 4.2. Los tamanos de las inoculaciones son njg = ngy = 5. .

4.4. Retratos de fase de las poblaciénes parasito-anticuerpos para
los valores de k1 indicado en el panel (b) manteniendo constan-
te v, (= 2). Los parametros de la cepa ny son los mismos que en

la Fig. 4.2. Los tamanos de las inoculaciones son nijg = noy = 5.

4.5. Retrato de fase ny vs. a, para varios tamanos de inoculacion
de la cepa ny (njyp). Si incrementamos el tamano de nyq, el
atractor del sistema se corre desde la muerte (caso I11.d) hacia
el de curacién (caso I). En todos los casos, ny desaparece. Los
parametros de la cepa ny son los mismos que en la Fig. 4.2.
nog = H, v los valores de njy estan expuestos en la figura.

5.1. Comparacion del modelo con datos experimentales de la po-
blacién del T. rangeli. Datos tomados de (a) Barbosa et al.
(2002) [89], v (b) Zuniga et al. (1997) [79]. . . . . . . . .. ..

5.2. Evolucién de la poblacién de anticuerpos especificos del T.
rangeli en el experimento de Zuniga [79]. . . . . . .. ... ..

XIII

60

61

63



XIV

5.3.

0.4.

9.5.

5.6.

5.7.

5.8.

2.9.

5.10.

INDICE DE FIGURAS

Diagrama de fase que describe el resultado de una infeccion
mixta T. rangeli-T. cruzi en términos de la tasa efectiva de
reproduccién k,, del parasito T. cruzi y la tasa de generacion
de anticuerpos 7,. Casos: I. Curacion, II. Croénico, ITI. Muerte
del Hospedero subdividido en dos subcasos: II1.a (IIL.b) por el
crecimiento exponencial de la poblacién del T. cruzi (T. cruzi
y T. rangeli simultdneamente). . . . . . . . . .. ... ... .. 75

Comparaciéon de los datos experimentales de la poblacion pa-
rasitaria del T. cruzi obtenidos por Zuniga et al. (1997) con
la prediccién del modelo. Los valores de los parametros son
mostrados en los Cuadros 5.1y 5.2 . . .. .. ... ... ... 76

Comparacién del modelo con los datos experimentales obteni-
dos por Zuniga [79] en una infeccién mezclada T. rangeli-T.
cruzi cuando el hospedero es preinfectado con diferentes ta-
manos de inoculacion de parédsitos del T. rangeli. . . . . . .. 7

Comparacién de los niveles de anticuerpos pronosticados por
el modelo en ratones no-preinfectados y preinfectados con T.
rangeli. Los valores de los parametros y datos usados fueron
aquellos que se obtuvieron del ajuste del experimento de Zuniga. 78

Comparacién del dano celular en un ratén preinfectado y no-
preinfectado con T. rangeli predichos por el modelo. Los va-
lores de los parametros y datos usados fueron aquellos que se
obtuvieron del ajuste del experimento de Zuniga. . . . . . .. 78

Transicién de casos cronicos de una infeccion con T. cruzi
a casos de curacién. N, = [1 + a;na0]/§ = 3.47, N.(t* =
22.56dias) = [1 + a; nao(t*)] /€ = 145y £ = 0.3/1/dias] . . . . 80

Evolucion de la poblacion del T. cruzi en un raton preinfecta-
do con T. rangeli. La re-infeccién es hecha a los tiempos (t*)
indicados en la grafica. . . . . ... ... 83

Nivel parasitario maximo en una infeccion con las cepas de T.
cruzi usadas en los experimentos de El Bouhdidi y Andersson.
Una pre-inoculacién con T. rangeli es supuesta. . . . . . . .. 84



INDICE DE FIGURAS

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Al

A2

Diagrama de fase que describe el resultado de una infeccién
con T. cruzi teniendo en cuenta la respuesta inmune celular
y humoral, en términos del nimero promedio de tripomasti-
gotes emergiendo de la ruptura de una célula N, y la tasa de
generacién de anticuerpos . Casos: [. Curacién, II. Crénico
subdivido en dos subcasos: Il.a y II.b donde las poblaciones
van a valores asintéticos distintos. Los valores de los parame-
tros son: a = 3, Kk =25, 0 =3, 7, = 170 = 7, = 10, ¢ = 2,
n=1,&6=10,a0=2y0=25 . . ... ... ... ...
Transicién de n, por los tres estados estacionarios en funcién
de N,. v =40, el resto de los valores de los pardmetros son los
mismos que los de la Fig. 6.1. . . . . ... ... .. ... ...
(a) Retrato de fase que describe la trayectoria de la pobla-
ci6én de pardsitos y anticuerpos en el estado de curacién (Caso
I). Evoluciéon (b) del nimero de células infectadas (r), (c) del
nimero de células citotdxicas precursoras (T'), y (d) de las
células citotdxicas (c), en el estado de curacién. Las condicio-
nes iniciales son: ng = 20, Ty = 30 y ¢ = 0. El acortamiento
del eje del tiempo en las Figs. 6.3(c)-(d) se debe al querer
mostrar el comportamiento rapido a tiempos cortos de de las
poblaciones de los linfocitos T citotoxicos no activos Ty linfo-
citos T citotdxicos activos c. El grafico completo es mostrado
en el Apéndice C.1. . . . . . . . . .. ... L.
(a) Retrato de fase que describe la trayectoria de la pobla-
cion de parasitos y anticuerpos en los estados cronicos Il.a y
IL.b. Evolucién (b) del nimero de células infectadas (r), (c)
del nimero de células citotéxicas precursoras (7)), y (d) de
las células citotdxicas (c¢) en los estados crénicos Il.a y I1.b.
Las condiciones iniciales son: ng = 20, Ty = 30 y ¢ = 0. El
acortamiento del eje del tiempo en las Figs. 6.4(c)-(d) se debe
al querer mostrar el comportamiento rapido a tiempos cortos
de de las poblaciones de los linfocitos T citotéxicos no activos
T vy linfocitos T citotéxicos activos c. El grafico completo es
mostrado en el Apéndice C.2. . . . . . ... ... ... ...

Analisis de estabilidad con las condiciones de Routh-Hurwitz
del punto critico (msg, ng,rs,as) = (0,0,0,a0) en el diagrama
defase (N, — 7). - . . o o o
Analisis de estabilidad con las condiciones de Routh-Hurwitz
del punto critico (mg, ng, rs,as) = (%,0,0, %) en el

diagrama de fase (N, — ). . . . . ...

XV

97



XVI

INDICE DE FIGURAS

A.3. Andlisis de estabilidad con las condiciones de Routh-Hurwitz

C.1.

C.2.

(N, omap_ £, (N1
P amT(Ym—(Ne=1)§)? 17757 an
en el diagrama de fase (N, — 7). . ... ... ... ... ... 115

del punto critico (mg, ng, s, as) = (0

Evolucién (c) del nimero de células citotdxicas precursoras
(T), vy (d) de las células citotdxicas (c), en el estado de cura-
cion. Las condiciones iniciales son: ng =20, 7o =30y ¢g = 0. . 124
Evolucién (¢) del nimero de células citotéxicas precursoras
(T'), y (d) de las células citotéxicas (c) en los estados crénicos
IT.a y II.b. Las condiciones iniciales son: ng = 20, Ty = 30 y



Indice de cuadros

3.1.

3.2.

3.3.

5.1

0.2

2.3.

6.1.

Definicién de las variables y pardmetros que intervienen en el
modelo. Conc. y t significan concentracién y tiempo respecti-
vamente. ... Lo L oL L
Definicién de las variables y parametros que intervienen en
el modelo de inmunidad celular. Conc., ¢t y LTC significan
concentracion, tiempo y linfocitos T citdxicos respectivamente.
Valores de los pardmetros de los anticuerpos especificos del T.
cruzi obtenidos del ajuste de los datos de El Bouhdidi [33]. w
representa semanas. Los parametros del parasito son ng = 100
(I/ml), k=4 (1/w). . ..

Valores de los parametros correspondientes al ajuste de los
datos experimentales de Barbosa et al (2002) [89] y Zuniga et
al (1997) [79]. a;m es medido en (ml/dias) y i es medido
en dias™ . ..
Valores de los parametros para los anticuerpos especificos del
T. cruzi y el T. rangeli. T, 7 y 6 son medidos en dias.

Valores de los parametros de los anticuerpos especificos del T.
cruzi obtenidos del ajuste de los datos de El Bouhdidi [33] en
dias. d representa dias. Los valores de 7 son distintos en el

caso de las experiencias de Andersson [95]. . . . . . ... ...

Definicién de las variables y pardmetros que intervienen en el
modelo para las respuestas inmunes celular y humoral. Conc., ¢
y LTC significan concentracién, tiempo y linfocitos T citdxicos
respectivamente. . . . . . . . . ..o

XVII

29



XVIII INDICE DE CUADROS



Capitulo 1

La Enfermedad de Chagas

La enfermedad de Chagas también conocida como Tripanosomiasis ame-
ricana o Mal de Chagas, es una enfermedad endémica de América Latina que
afecta aproximadamente a 10-12 millones de personas y causa la muerte de
unas 15000 cada ano [1, 2]. La enfermedad también es portada por cientos de
miles de personas en Europa (mayormente en Espana y Portugal), Estados
Unidos, Canada, Japén y Australia. Los portadores son principalmente in-
migrantes sudamericanos, quienes no saben de su infeccion, y la transmiten
en situaciones de transfusion de sangre o donacién de érganos [3]. La enfer-
medad representa un gran problema de salud ptblica en el manejo de bancos
de sangre y provisiones de cuidados de la salud. Su nombre se debe a Car-
los Ribeiro Justiniano Chagas, médico brasileno quien descubrio el parasito
Tripanosoma cruzi, agente causante de la enfermedad, en 19009.

1.1. Etapas de la Enfermedad

Cuando un humano ha sido infectado con la enfermedad de Chagas, este
experimenta tres etapas o fases en la enfermedad [4, 5]:

= Fase Aguda: se inicia en el momento de adquirir la infeccién y su du-
racion aproximada es de 6 a 8 semanas. Durante esta fase aguda cir-
culan por el torrente sanguineo una gran cantidad de parasitos. Al-
gunos de sus sintomas son fiebre, dolor de cabeza, agrandamiento de
ganglios linfaticos, palidez, dolores musculares, dificultad para respirar,
hinchazén y dolor abdominal o tordcico. En menos del 50 % de los casos
puede aparecer en el lugar de la inoculaciéon un nédulo cutaneo local
llamado chagoma, o en casos de inoculacion ocular es posible identi-
ficar el signo de Romana (ver Fig. 1.1). El signo de Romana es un

1
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Figura 1.1: Nino con el signo de Romana

edema palpebral unilateral, sin dolor, frecuentemente acompanado de
conjuntivitis y agrandamiento del nédulo linfatico local [6, 7].

Fase Indeterminada o Latente: suele ser asintomaética, pero en algunos
casos particulares puede presentarse fiebre, anorexia, linfadenopatia,
hepatosplenomegalia leve y miocarditis. Esta fase crénica asintomatica
ahora llamada fase indeterminada, se caracteriza por la persistencia de
la infeccién sin presentar problemas clinicos, reapareciendo sélo varios
anos mas tarde [8, 9].

Fase Cronica: es sintomaética y puede aparecer anos o décadas después
de la infeccién inicial. La enfermedad afecta al sistema nervioso, al
sistema digestivo y al corazén. Infecciones cronicas dan como resul-
tado desordenes neurolégicos como por ejemplo la demencia, dano en
el misculo cardiaco (miocardiopatia), algunas veces la dilatacién del
tracto digestivo (megacolon y megaeséfago), pérdida de peso y pro-
blemas de deglucion. Los problemas de deglucién pueden desembocar
en la desnutricién del paciente. Con el paso de los anos, la infeccion
puede causar muerte subita o insuficiencia cardiaca por la destruccion
progresiva del musculo cardiaco [6, 10, 11].
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Figura 1.2: Triatoma infestans, vector de la enfermedad de Chagas

1.2. Transmision de la Enfermedad

La enfermedad de Chagas es producida por un parasito protozoario de
nombre Tripanosoma cruzi (T. cruzi). Este pardsito se mueve entre mamife-
ros (reservorio natural), humanos y algunos insectos del género de los Tria-
toma durante su ciclo de vida. Existen cerca de mas de 100 especies de
insectos triatominos con el potencial para transmitir el T. cruzi, tres de los
cuales son importantes especies domésticas: Triatoma infestans (también co-
nocidos como vinchucas o chinches en Argentina, Fig. 1.2), Rhodnius pro-
lixus y Triatoma dimidiata. Estos insectos se caracterizan por ser insectos
hematofagos, es decir que solo se alimentan de sangre. Entre los animales
considerados reservorios del parasito se destacan los armadillos, marsupiales
(zarigiiellas), roedores, murciélagos y primates silvestres, ademds de ciertos
animales domésticos como perros, gatos, gallinas y otras aves.

El ciclo transmisivo se inicia cuando un insecto succiona sangre de un
animal o individuo infectado. Una vez dentro del insecto, el parasito se di-
vide rapidamente en sus intestinos por fisién binaria (tomando su estado
metaciclico de epimastigote) antes de emerger en las heces. Cuando los tria-
tominos vuelven a alimentarse, ellos defecan inmediatamente después sobre
la piel de la victima, depositando los T. cruzi en el proceso. La victima al
sentir la molestia de la picadura se rasca provocando cortes o heridas en la
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uencia proteinic
wlel reticulo

Figura 1.3: Anatomia del Tripanosoma cruzi en estado tripomastigote

piel, las cuales son las puertas de acceso del parasito en el organismo. Una vez
dentro del organismo, el parésito se convierte en tripomastigote (forma circu-
lante en sangre, Fig. 1.3). Los tripomastigotes pueden seguir circulando por
el flujo sanguineo o entrar en las células. Si entran en las células del hospe-
dador, los tripomastigotes se diferencian en amastigotes (forma intracelular)
y empiezan a multiplicarse por fisién binaria hasta colonizar completamente
la célula. Cuando la célula esta totalmente colonizada se rompe la mem-
brana celular, lo cual libera los parésitos al espacio extracelular. Luego, los
amastigotes vuelven a su forma tripomastigotica, y pueden seguir por el flujo
sanguineo o colonizar otra célula. El ciclo transmisivo se cierra cuando un
triatomino no-infectado vuelve a alimentarse de este nuevo hospedador del
parasito adquiriendo la infeccion [4, 12]. Los diferentes estados del T. cruzi
son ilustrados en la Fig. 1.4. Esta es la forma m&as comun de transmisién
del T. cruzi (transmisién horizontal). Esta transmision se lleva a cabo en
tres ciclos: el doméstico, en el cual el vector infecta de manera exclusiva la
vivienda humana en areas rurales y suburbanas; el peridoméstico, donde se
mantiene alrededor de ntcleos de poblacién humana, y el enzoonédtico, que
se presenta alejado de asentamientos humanos y con participacion exclusiva
de reservorios naturales y ecotopos naturales.

Existen tambien otras formas de transmision de la enfermedad de Chagas:
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Figura 1.4: Ciclo de vida del parasito Tripanosoma cruzi

= Transmisién congénita: aquella transmitida a través de la placenta por
madres embarazadas infectadas al feto.

= Por leche materna: la posibilidad de infeccion del hijo por la leche de
la madre que padece la enfermedad de Chagas.

= Hemotransfusion: es aquella forma de transmision que se produce por
transfusiéon de sangre proveniente de donadores infectados con el T.
cruzi, generando cuadros clinicos agudos en los receptores.

= Por contaminacion accidental en laboratorio, aquella que resulta de la
manipulacién de insectos infectados, cultivos de T. cruzi o material
biolégico provenientes de enfermos con cuadros muy infectivos.

= Por transplante de 6rganos: de donantes infectados.

» Por ingestion de alimentos contaminados, como la carne poco cocida
de mamiferos silvestres o aquellos contaminados con las heces de un
triatomino infectado con el parasito.
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1.3. Tratamientos Disponibles

La enfermedad de Chagas puede tratarse con Benznidazol (Rochagam(®),
Radanil®) y Nifurtimox (Bayer 2502, Lampit®)) que matan al parasito [13]-
[17]. Estos medicamentos fueron introducidos en el mercado hace mas de 40
anos. Ambos medicamentos son eficaces casi al 100 % para curar la enfer-
medad, si se administran al comienzo de la infeccion en la etapa aguda. Sin
embargo, su eficacia disminuye a medida que transcurre mas tiempo desde el
inicio de la infeccion. El tratamiento con estos medicamentos también estd in-
dicado en caso de reactivacion de la infeccién en ninos que padecen infeccion
congénita y en los pacientes al principio de la fase crénica. Los posibles be-
neficios de la medicacion para prevenir o retrasar el avance de la enfermedad
de Chagas deben sopesarse contra la duraciéon prolongada del tratamiento
(hasta dos meses) y las posibles reacciones adversas (que se presentan hasta
en un 40 % de los pacientes tratados) [18], las cuales son erupciones en la
piel, nauseas, insuficiencia renal y de higado.

Mayormente las investigaciones en nuevas terapias se estancaron a finales del
siglo XX, debido a la falta de interés de los comités gubernamentales y las
grandes industrias farmacéuticas en el desarrollo de drogas para el tratamien-
to de las enfermedades tropicales. La razén principal de este estancamiento
es que la mayoria de los consumidores de estas drogas y tratamientos serian
gente pobre de paises subdesarrollados que no poseen los medios econémicos
para comprarlas, debido a sus altos costos.

Aunque actualmente se estan desarrollando nuevas drogas para combatir
la enfermedad de Chagas, ninguna cuenta con la aprobacién oficial de los
organismos de salud pertinentes. Algunas como el Posaconazole, (Schering
Plough, ahora Merck & Co., Inc.) han demostrado eficiencia de hasta el
100 % en algunos casos; pero sus costos elevados (alrededor de los €8000),
las hacen inasequibles para los pacientes [19].

Otra droga que se ha reportado como efectiva al ser probada en ratones, es
el monosialogangliosido GM1 [20]. Este medicamento arrojé una alta efecti-
vidad en el control de la parasitemia y bajas tasas de mortalidad en ratones
infectados con una cantidad letal de parasitos T. cruzi. El problema con esta
droga es que la dosis debe ser administrada en un rango especifico, ya que si
se administra una dosis mayor a la estipulada pueden producirse una exacer-
bacion del nimero de parasitos, y por consecuencia un mayor deterioro del
organismo infectado.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Introduccion

En este capitulo se muestran herramientas teérico-matematicas usadas
para proponer y evaluar el modelo a estudiar en este trabajo de tesis.
En la primera parte de este capitulo se hace un repaso del modelo de presa-
depredador de Lotka-Volterra. En el modelo presa-depredador el resultado
inmediato es el fortalecimiento de la poblacion depredadora a expensas de la
poblacién de la presa, en modelos de invasion parasitaria (como el nuestro)
el resultado es la eliminacion de ambas especies. Otra diferencia entre am-
bos modelos es que en ambas poblaciones el término de acoplamiento tiene
el mismo signo, lo cual cambia la existencia de orbitas cerradas a resultados
distintos en el plano de fase. Es por esto que vale la pena recordar las diferen-
tes curvas (retratos de fase) que se pueden obtener de un sistema dindmico
seguiin sus correspondientes autovalores y la evaluacion de la estabilidad de
los estados estacionarios con el criterio de Routh-Hurwitz [28]-[30].

2.2. Modelo de Lotka-Volterra

En 1926, el matemaético Vito Volterra propuso un modelo para la depre-
dacion de una especie por otra para explicar los niveles oscilatorios de la
cantidad de pescados capturados en el Adridtico. Alfred Lotka habia pro-
puesto las mismas ecuaciones para un sistema presa-depredador en su libro
Elements of Physical Biology publicado en 1925. Lotka, junto con Volterra
son considerados los precursores de la edad dorada de la ecologia tedrica [29].

Cuando diferentes especies interactiian la dinamica de las poblaciones de
cada especie se ve afectada. En general, existe una red de especies interac-

7
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tuantes, algunas veces llamada una red trofica para comunidades estructu-
ralmente complejas [28]. Hay tres principales tipos de interaccién:

s Presa-Depredador: si la tasa de crecimiento de una especie decre-
ce, mientras la tasa de crecimiento de la otra especie aumenta por la
presencia de la otra especie.

s Competicion: esta interaccion se da cuando la tasa de crecimiento de
ambas especies decrece por la presencia de la otra especie.

s Mutualismo o Simbiosis: esta interacciéon se da cuando la tasa de
crecimiento de ambas especies se incrementa debido a la presencia de
la otra especie.

2.2.1. Ecuaciones de Lotka-Volterra Presa-Depredador

En una interacciéon presa-depredador, sea U el ntimero de presas y V
el nimero de depredadores. En ausencia de la especie depredadora, la po-
blacién de presas creceria exponencialmente, y en ausencia de la poblacién
de presas la poblacién depredadora se extinguria exponencialmente también.
Pero como ambas especies conviven e interactiian en un mismo tiempo, dicha
interaccién es beneficiosa para los depredadores, pero desfavorable para las
presas. En otras palabras,{tasa de cambio de U} = {tasa neta de crecimien-
to de U sin depredacién}-{tasa de pérdida de U debido a la depredacién}, y
{tasa de cambio de V} = -{tasa neta de perdida de V sin depredacion}+{tasa
neta de crecimiento de V debido a la depredacién}.

Esto supone implicitamente, y de manera irrealista, que las interacciones
presa-depredador son las tnicas interacciones determinantes de la dindmica
de ambas poblaciones. Otras consideraciones hechas para modelar estas in-
teracciones son:

= La presa esta limitada tinicamente por el depredador, y en su ausencia
crece exponencialmente (en forma malthusiana).

= La respuesta funcional del depredador es lineal. En otras palabras, el
término de depredacion es lineal en U.

= No existe interferencia entre depredadores en la busqueda-encuentro
de la presa. En otras palabras, los encuentros entre depredadores no
toman tiempo o reducen la eficiencia en la bisqueda de la presa. Ma-
teméaticamente, el término de depredacién es lineal en V.
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= En la ausencia de la presa, la poblacion depredadora decae exponen-
cialmente.

= Cada captura de una presa contribuye idénticamente al crecimiento de
la poblacién del depredador.

Luego, al combinar todas estas consideraciones las ecuaciones seran,

d—U:aU—’yUV, d—V:efyUV—ﬁV (2.1)
dr dr

Los parametros «, (3, v y e son todos positivos. « representa la tasa de creci-
miento de las presas, 7 es la tasa de encuentro entre la poblacion de presas y
la poblacién de depredadores, e es la proporcion de presas consumidas por la
poblacién de depredadores en un encuentro, y 3 representa la tasa de muerte
de la poblacién de presas.

Los estados estacionarios del sistema de ecuaciones 2.1 estan dados por uno
trivial (0,0), y otro no-trivial (U*,V*) donde

b yr=2 (2.2)

U= —,
ey Y

Haciendo al anélisis del sistema de ecuaciones 2.1, se busca el jacobiano del
sistema resultando en

7 aU —~V  —U
N -V eyU—-p8 )°

Al analizar la estabilidad de estado no trivial (U*, V*), el jacobiano respectivo

queda
o ey 0 —U*

La matriz anterior tiene traza cero y determinante positivo, puesto que sus
valores propios son puramente imaginarios. Las ecuaciones linealizadas con
respecto al estado estacionario tienen soluciones periddicas (érbitas cerradas),
pero las no-lineales pueden tener soluciones periddicas o en forma de espiral
(hacia adentro o hacia afuera) dependiendo de los términos no-lineales.

Adimensionalizando las ecuaciones de Lotka- Volterra, desde Ecs. 2.2, ha-
v

ciendou =% yv=q15yt=ar,
1 dU U AU
aU*dr U aU*’

1 ﬂ e’yﬂUV gV
aV* dr Sa V* aV*
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u Presas
———v Depredadores

t (Tierpo)

Figura 2.1: Soluciones numéricas a las Ecs 2.3 del modelo presa-depredador
de Lotka Volterra, para a = 1.

Pero 1 = (V*)" 1y F=WU *)~1 luego el sistema de ecuaciones se transforma
en

du

— = u—uv,
dt

dv

— = auv —av
dt

Haciendo a = g, y tomando factor comun,

du dv
== u(l —wv) — =av(u—1) (2:3)

Un ejemplo a la solucion de este sistema de ecuaciones puede ser observado
en la Fig. 2.1. Si se divide la segunda ecuacion por la primera se obtiene,

dv  av(u—1)

du = u(l—v) 24)

esta es una ecuacién en el plano (u,v), tambien conocido como plano de
fase. La ecuacion 2.4 es separable,

a(u —1)du N (1 —wv)dv

u (%

~0 (2.5)
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Figura 2.2: Curvas cerradas en el plano de fase (u,v) a partir de la Ec. 2.6,
para a =1

y tambien integrable, por tanto se tiene
o(u,v) = a(u — logu) + v — logy = A, (2.6)

Donde A es una constante de integracién. Esas curvas en el plano de fase
(u,v) son curvas cerradas y corresponden a soluciones periédicas (ver Fig.
2.2).

2.3. Analisis de un Plano de Fase

Brevemente se analiza un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden general auténomo! de la forma:

dx dy

Cada solucién del sistema de Ecs. 2.7 es un par de funciones z(t) y y(t) que
definen una curva C' = [z(t), y(t)] en el plano xy o plano de fase. Cada punto
de la curva determina el estado del sistema en un instante ¢ correspondiente
a unas condiciones iniciales determinadas, y por ello son de gran interés el

Na, variable independiente ¢ no aparece explicitamente en el miembro derecho de las
ecuaciones dadas.
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conocimiento de este tipo de curvas que se suelen llamar trayectorias de fase
u orbitas. Las trayectorias de fase de la ecuacion 2.7 son soluciones de

dv _ f(z,y) (2.8)

dy  g(z,y)
En cada punto (z,y) de una érbita, el vector (f(z,y),g(x,y)) es un vector
tangente a dicha 6rbita. El conjunto de vectores (f(x,y),g(x,y)) se llama
campo de vectores.
Debe observarse que una solucién en la que z(t) = x4, y(t) = y,s para todo
t € R, define inicamente un punto (xs,ys) en el plano de fase y satisface que
f(zs,ys) = g(xs,ys) = 0. Se dice entonces que (z4,ys) es un punto critico o
de equilibrio del sistema. Cada punto del plano de fase puede ser un punto
de equilibrio o por él pasa una tnica trayectoria.
Se asumira en lo que sigue que los puntos criticos de los sistemas auténo-
mos considerados estan aislados, es decir, existe un entorno del punto critico
donde no hay otro punto critico. También se supondra que el punto critico
aislado es (0,0) (o sea f(0,0) = ¢(0,0) = 0), lo cual no implica ningin tipo
de restriccion pues de no ser asi bastard hacer un cambio de coordenadas
adecuado: si (zs,ys) es un punto de equilibrio del sistema 2.7, el cambio de
variable

X =x—x,, Y =y—uys (2.9)
Transforma dicho sistema en
dX Y
=X Y 4y, = g(X Y 4y (2.10)

Si f y g son analiticas cerca de (0,0), se puede expandir f y g en serie de
Taylor, y reteniendo tnicamente los términos lineales se obtiene:

d_x _ar+by (2.11)
dy  cx+dy '
Luego,
d
d_:tE = ax + by, (2.12)
d
d_?i = cx+dy (2.13)

donde podemos definir

NEOREES
c d 9z Gy (0,0)
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para expresar el problema en notacién matricial: X = A - x. Las ecuaciones
2.12 y 2.13 se denominan aproximacién lineal o sistema linealizado.

Las soluciones de las ecuaciones 2.12 y 2.13 dan las formas paramétricas de
las curvas de fase, siendo ¢ dicho parametro.

Puesto que el origen es también un punto critico aislado del sistema lineal,
entonces la matriz del sistema es regular; lo cual indica que el detA es no
nulo y por ende sus autovalores son diferentes de cero. Sean A\; y As los au-
tovalores de la matriz A definida anteriormente

a— A b
c d—\

Luego los autovalores son A, Ay = (a +d £ [(a + d)* — 4detA]z) vy las
soluciones a las ecuaciones 2.12 y 2.13 son de la forma:

-

( ‘; ) = 1™t + covge™?! (2.14)

donde ¢ y ¢y son constantes arbitrarias. v; y vg son los autovectores nor-
malizados de A correspondientes a A\; y Ay respectivamente, los cuales estdn

dados por
_ 1
vi = (14p]) "/ ( b, )
_ Xi—a

donde p; = =%, b # 0 et = 1,2. Al eliminar ¢ en las soluciones de la ecuacion

se obtienen las curvas de fase en el plano (x,y). La forma de estas soluciones
varfa de acuerdo al valor de los autovalores [30].

2.3.1. Clasificacion de los Puntos de Equilibrios en Sis-
temas Lineales

En el caso de los sistemas auténomos lineales, la naturaleza y estabilidad
del punto critico quedan caracterizadas por los autovalores de la matriz del
sistema. A continuacion se clasificaran esos puntos de equilibrio teniendo en
cuenta el valor de los autovalores.

1. Si Ay, A\ son reales y distintos:

(a) Si A\; y Ay tienen el mismo signo, por ejemplo A\; < Ay < 0. Los
tipicos autovectores v; y vg se muestran en la Fig. 2.3. Tenien-
do en cuenta las soluciones encontradas anteriormente (Ec. 2.14)
suponemos ¢; = 0y ¢; # 0, lo cual queda

( z ) = cjvpeM! (2.15)
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Figura 2.3: Curvas de Fase con un punto de equilibrio denominado nodo

(Tipo I)

Considerando (cz = 0), la solucién en el plano de fase se mueve a
lo largo de vy hacia el origen en la direccion mostrada a medida
que transcurre el tiempo (Fig. 2.3), a lo largo de PO si¢; >0y a
lo largo de QO si ¢; < 0.

Si ¢1 y ¢g son diferentes de cero, las soluciones tienden a (0,0) a
medida que el tiempo avanza, debido a que ambos autovalores son
menores que cero. Es posible aproximar exp|Aot]= o(exp[Ait]), en-
tonces la solucion quedaria,

( z ) ~ oMt t— 0o (2.16)

A medida que se aproximan al origen todas las soluciones tienden a
cero a lo largo de vy como se muestra en la Fig 2.3. Esto es llamado
un nodo de singularidad Tipo I. Si \; < Ay < 0 se tiene un
nodo estable puesto que todas las trayectorias tienden a (0, 0) para
tiempos largos. Si Ay > Ay > 0 se tiene un nodo inestable, debido
a que las soluciones se alejan del origen.

Si A1 v Ag tienen distintos signos: por ejemplo, \; < 0 < A\ en-
tonces vexp[Ait] — 0 a lo largo de vy cuando ¢ — oo mientras
vaexp[Aat] crece alejandose del origen.



2.3. ANALISIS DE UN PLANO DE FASE 15

Figura 2.4: Curva de fase con el punto de equilibrio: punto de silla o saddle-

point

En consecuencia existen diferentes direcciones sobre v, y va, las
soluciones cerca del (0,0) se muestran en la Fig 2.4. Esto es llama-
do un saddle-point o punto de silla. El punto de silla es siempre
inestable: excepto estrictamente a lo largo de v; donde cualquier
pequena perturbacion que te saque de la recta definida por el au-
tovector v; lo hara crecer exponencialmente en direccién del auto-
vector vy, con autovalor As.

2. Si A1, Ay son valores complejos que tienen la forma o + i3, 8 # 0. Las
soluciones aqui involucran explatlexp[+ift]. Dependiendo del valor de
« se presentan dos casos:

(a)

Si o # 0 se obtiene una espiral. La espiral es estable si a < 0, lo
cual implica una aproximacion oscilatoria hacia (0,0). Es inestable
si @ > 0 e indica un alejamiento oscilatorio de (0,0); la Fig. 2.5
muestra trayectorias de fase en forma de espiral con o > 0.

Si o = 0 las curvas de fase son elipses. Esta singularidad es llamada
un centro y se ilustra en la Fig 2.6. Los centros no son estables en
el sentido usual; una pequena perturbacién de una curva de fase
hace que la solucién cambie a otra elipse. Es decir la perturbacién
no regresa a la curva original no-perturbada sino que nos da otra
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Figura 2.5: Curvas de fase con forma de espiral

solucidn.

3. Si A\; = Ay = )\, es decir si los autovalores son iguales las soluciones son
proporcionales a (¢; + cot)e.

(a)

Si la matriz A tiene inicamente un autovector independiente v, su
solucion general es de la forma

( ig; ) = cwe™ + cy(vt + 2)eM (2.17)

donde z es un autovector generalizado que satisface
(A= X)z=wv (2.18)

Como se puede observar la solucién ahora envuelve términos como
texp[At] y existe tinicamente un autovector v a lo largo del cual las
soluciones tienden a (0,0). El término texp[At] es la expresiéon do-
minante en la solucién en lugares lejanos del (0, 0). Esto es llamado
un nodo de singularidad Tipo II, un ejemplo es mostrado en
la Fig. 2.7. El nodo es estable si A < 0 e inestable si A > 0.

Si las soluciones no contienen el término texp[At] se tiene una es-
trella, la cual puede ser estable (A < 0) o inestable (A > 0). Las
trayectorias en forma de estrella se muestran en la Fig. 2.8.
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Figura 2.7: Curvas de fase mostrando un nodo tipo II
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Figura 2.8: Curvas de fase mostrando una estrella

2.4. Condiciones de Routh-Hurwitz

La estabilidad lineal de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
concernientes a modelos de poblaciones interactuantes es determinado por las
raices de un polinomio. El andlisis de estabilidad referido envuelve sistemas

lineales de la forma:

aX
& Ax 2.1

donde X = x — x, es la perturbacién hecha al sistema a partir del estado
estacionario z, y A es la matriz de los términos linealizados de la interaccién
no-lineal. A es la matriz Jacobiana con respecto del estado estacionario. Las
soluciones son obtenidas haciendo

X = XpeM (2.20)

donde Xy es el autovector correspondiente a cada uno de los autovalores A,
estos autovalores A son raices del polinomio caracteristico

A= M| =0 (2.21)

donde [ es la matriz identidad. La solucion X = 0 es estable si todas las
raices A\ del polinomio caracteristico caen en el lado izquierdo del plano com-
plejo; es decir si ReA < 0 para todas las raices A. Si esto se cumple entonces
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X — 0 exponencialmente cuando t — oo y por consecuencia X = 0 es esta-
ble a pequenas perturbaciones (lineales).

Si el sistema es de orden n-ésimo, el polinomio caracteristico puede ser to-
mado de forma general

P\ =ap\" +a N+ . 4a, =0 (2.22)

donde los coeficientes a;, i = 0,1, ...n son todos reales. Se asume a, # 0 ya
que de no ser asi A = 0 es una solucion y el polinomio seria de orden n — 1.
El criterio de Routh-Hurwitz sirve para analizar las estabilidad de los sis-
temas dinamicos. El criterio es establecido a partir de los coeficientes del
polinomio caracteristico.

2.4.1. Procedimiento en el Criterio de Routh-Hurwitz

1. Escribir el polinomio en A de la siguiente forma

P\) =ap\" +a N+ . 4a, =0

2. Si alguno de los coeficientes es cero o negativo, ante la presencia de
al menos un coeficiente positivo, hay una raiz o raices imaginarias que
tienen parte real positiva. En tal caso el sistema no es estable. La
condicién necesaria pero no suficiente es que todos los coeficientes deben
estar presentes y tengan el mismo signo, por ejemplo que todos sean
positivos.

3. Si todos los coeficientes son positivos, ordene los coeficientes del po-
linomio en renglones y columnas de acuerdo con el patrén o arreglo
siguiente:

ap Q2 G4 Gg

ay as as ar

"2 by by by by

Ci C C3 &4

n—4 dy ds dg dy

W W »w W

€1 €3
1
S fi
0
S g1

Los coeficientes by, b, bs, by, 1, C2, 3, C4, ..., f1 ¥ g1, se evalian del
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siguiente modo:

b, = @az—agaz . _ biaz—a1by
1 a1 1 b1
by = 4104=00d5 ) — bias—aibs dy = c1ba—bico
a1 by c1
_ aias—aopar _ biar—aiby _ cib3—bics
bs = o C3 = b dy = o

La evaluacién continua hasta que todos los coeficientes restantes sean
cero.

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz plantea que el niimero
de raices de la ecuacién con partes reales positivas es igual al nime-
ro de cambios de signo de los coeficientes de la primera columna
del arreglo. La condicién necesaria y suficiente para que todas las raices de
la ecuacién se encuentren en el semiplano izquierdo del plano A es que todos
los coeficientes de la ecuacion sean positivos y que todos los términos de la
primera columna del arreglo tengan signo positivo.



Capitulo 3

Modelos Para la Enfermedad
de Chagas

Modelos Para la Interaccion del Sistema
Inmune y el Tripanosoma Cruzi

3.1. Modelo de Velasco-Hernandez y Perez-
Chavela

En este trabajo los autores presentan un modelo de interaccién entre el
sistema inmune de un organismo mamifero hospedador y el parasito Tripano-
soma cruzi [36]. El modelo tiene en cuenta las formas extracelular (tripomas-
tigote) e intracelular (amastigote) del pardsito, representadas por las varia-
bles x e y respectivamente; también incluye el nimero z de células danadas
por la infeccion, los linfocitos no-activados u, y los linfocitos activados v que
intervienen en la defensa en contra del parasito.

Los autores concentran sus esfuerzos en describir la accion de los macrofagos
y las células T ya que segun ellos son estas subpoblaciénes de células las
responsables de la defensa en contra del patégeno que causa la enfermedad
de Chagas [37, 38].

El modelo supone que los parasitos crecen exponencialmente a una tasa b en
ausencia de la respuesta inmune. El control de los parasitos depende de la
captura y destrucciéon por parte de los macrofagos y las células T activas. Los
tripomastigotes, amastigotes y celulas infectadas son capturados con tasas
o, € y 0 respectivamente. La proliferacién de las células z esta dada por la
funcién f(x,y, z). Las células T inactivas se producen a una tasa A y se acti-
van por medio del contacto con los tripomastigotes, amastigotes y las células

21
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infectadas. La activacién de las células T ocurre a tasas kj, con j = 0,1,2
para cada clase de célula (tripomastigotes, amastigotes y células infectadas).
Cuando las células T son activadas ellas empiezan el proceso de replicacion
a una tasa (3. Los autores también suponen que la captura y destruccién de
patogenos y células infectadas inmobiliza las células T activas previniendolas
de futuras actividades. Este fenémeno ocurre a una tasa «;, con j = 0,1,2
para cada clase de célula (tripomastigotes, amastigotes y células infectadas).
Ambos tipos de células T mueren a una tasa p;. Las tasas de muerte de las
células infectadas y las dos formas del parésito (tripomastigotes y amastigo-
tes) son 7y y r respectivamente.

f(x,y, z) es la tasa de proliferaciéon de z y se supone que entre mas tripo-
mastigotes se encuentren circulando por el torrente sanguineo mayor es la
tasa de internalizacién i (la tasa a la cual los tripomastigotes penetran en
las células del organismo hospedador) y por ende, mayor la produccién de
amastigotes dentro de las células del hospedero. Entonces f debe satisfacer,

of (z,y,2) of(z,y,2)
f(07 07 0) 07 8]) — 07 ay - 07

Y para Tos, Yoo fjOS,

[tz = gz 20, O <

La tultima condicién implica un efecto de saturacion sobre la tasa de creci-
miento para grandes cantidades de z. Las condiciones iniciales tipicas para el
comienzo de la enfermedad de Chagas son z(0) = o, u(0) = ug y las demas
variables son cero.

Luego las ecuaciones del modelo son:

o _ by — (i + 1)z — povx (3.1)
dt
dy .
— =T — Ty — 2
o =@y —evy (3.2)
d
— fla,y,2) — 7z — buz (3.3)
dt
du
— =A—mu—G(z,y,2)u (3.4)
dt
dv
— =G(v,y,z2)u+ F(v)v — H(x,y,2)v — pqv (3.5)

dt
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donde G(x,y, z) = kox + k1y + ko2, H(x,y, 2) = apr + caqy + agz. El término
F(v)v representa el crecimiento de los linfocitos activados bajo inmunosu-
presién’ con F(v) = (1 — Fv).

El modelo exhibe la existencia de multiples estados estacionarios como re-
sultado final de la enfermedad. En un principio, se encuentran dos estados
libres de la enfermedad si f(0,0,0) = 0, el primero representa un organismo
hospedador en estado saludable (nunca ha contraido la enfermedad),

(@, ", 2" u,0") = (0,0,0,my7,0), g = /(i +7)

el segundo describe un organismo hospedero que se ha curado después de
contraer la infeccion,

° —1
(z*,y*, 2%, u*,v*) = (0,0,0,m; ", M
(3.6)
y que permanece con cierto nivel de linfocitos activados como respuesta a
una inmunidad adquirida.
Al considerar el caso no trivial cuando f(Ze,¥Yoo,2) = g(2) para z > 0,
los autores suponen que el nimero de células danadas puede crecer sin la
presencia del parasito, ya que el T. cruzi se esconde dentro de las células y
sus antigenos atacan a las membranas de las células. La produccién de las
células danadas puede ser vista como consecuencia de parasitos pasando a las
células vecinas a través de la penetracion de las membranas celulares, o como
consecuencia de mitosis: cierto nimero de parasitos permanecen adheridos a
la membrana de las células hijas. Luego toman z,, = 0y 9o, = 0, suponiendo
que aunque desaparezca el ataque del parasito, las células danadas pueden
permanecer. Para eso suponen

g(z) = zh(2), dh(z)/dz <0, ¢(0)=0.

Los autores advierten que esta hipotesis es una aproximaciéon muy ingenua
a la difusion del antigeno a través de las células hijas o la penetracion del
tripanosoma a través de la membrana célular.

Puesto que z* = y* = 0 es un estado estacionario de las Ecs. 3.29 y 3.30,
asintoticamente como el tiempo transcurre hacia infinito se tiene el sistema
limitante

d

d—; = zh(z) —+'z — doz, (3.7)
i
d—z =1 am, — k3zi (3.8)

les el acto donde el sistema inmune reduce su activacién o eficacia de s{ mismo.
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dv

dr
donde se hace h(z) = p(1 — z/0) solo para obtener resultados explicitos. p es
un parametro de la velocidad de difusion del antigeno sobre la células hijas
que depende de la tasa de mitosis y de la concentracion de antigeno en las
membranas de la célula madre “original”, y de la cantidad de amastigotes
dentro de ellas; 6 representa el nimero maximo de células danadas que pue-
den ser producidas en este proceso. t' = (i+r)t, @ = (i+r)u/A, 0 = (i+r)v/A,
V= /(i +1), ke = ki /(i +7), a3 = ay/(i+ 1) y F(®) = B°(1 - K~10) y
K=t=sA/B(i+7).
[gualando a cero las Ecs. 3.35, 3.36 y 3.37, resolviendo la ecuacion para ,
sustituyendo las expresiones resultantes en las otras dos ecuaciones, y des-
pués de un procedimieniento algebraico se obtiene la ecuacién cuyos ceros
dan los valores de z en equilibrio:

k3=t + 0F (D) — ad20 — myd (3.9)

rmk+zlf§,z —ay— a1z — a2’ =0 (3.10)
donde
o = Fme=N g
a; = —P(ﬁ'd—e ) (1—S)
@ = 0;56”(31 — 1),
con
g, = =)
dK(p® —my)
S1= afdlp(G
Los autores hacen entonces mEZ;z = ap + a1z + as2%, y establecen que los

puntos donde se intersectan esas curvas son los puntos de equilibrio biologica-
mente factibles. Hacen hincapie en el parametro &, diciendo que este puede
ser tomado como una especie de nimero de reproduccion basico. &; mide
el namero total de contactos producidos entre z y v durante el tiempo total
(reescaleado). Este pardmetro umbral actia al revés del nimero de reproduc-
cién basico estandar que se conoce. Si &7 > 1 el numero de contactos entre
2y v es bastante alto lo cual harfa desaparecer la poblacion z de las células
infectadas. Si &1 < 1 el nimero de contactos es bajo con lo cual aumenta el
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numero de células infectadas z.

Los autores comentan que a medida que la enfermedad avanza, se daran los
cambios en el valor umbral del parametro 4. La trayectoria particular se-
guida durante la progresion de la enfermedad junto con los diferentes estados
estacionarios predichos por el modelo, podrian estar relacionados con los es-
tados de la enfermedad en el organismo portador (agudo, crénico y final).
La importancia de este trabajo radica en que incluye los ciclos reproductivos
del Tripanosoma dentro del hospedador mamifero en el modelo. Se diferencia
del modelo aqui propuesto en que ellos modelan la respuesta inmune celular,
mientras nosotros empezamos modelando la respuesta inmune humoral (una
de las contribuciones de esta tesis es la extension del modelo incorporando
la respuesta inmune celular, esto se muestra en el Capitulo 6). Si bien el
modelo de Velazco-Hernandez [36] intenta describir la dindmica de interac-
cion de la respuesta inmune y el T. cruzi, el mismo resulta especulativo dado
que fuerzan al modelo a convertirse en un problema autoinmune. Esto es
una idea caracteristica de aquellos anos donde se creia que la enfermedad de
Chagas era cronica debido a la respuesta inmune. Ademaés el modelo no fue
comparado con datos experimentales para examinar sus predicciones, lo cual
es advertido en el trabajo.

3.2. Modelo de Oliveira

El trabajo de Oliveira presenta dos modelos matematicos de interaccién
entre el sistema inmune y el T. Cruzi [39]. Los modelos describen la inter-
accion del parasito, en el primero con la respuesta inmune humoral y en el
segundo con la respuesta inmune celular.

a. Modelado de la Inmunidad Humoral:

En este modelo se describe la respuesta inmunoldgica humana mediante un
estimulo antigénico provocado por la infeccion con T. cruzi. La dindmica del
sistema inmunolégico humoral interactuando con el parasito T. cruzi se pro-
duce cuando antigenos libres del T. cruzi presentes en el torrente sanguineo
en forma de tripomastigotes activan directamente los linfocitos B o células
B. Las células B pasan por un proceso de diferenciacion transformandose
algunas en células plasmaticas que producen el anticuerpo para luego secre-
tarlo y circular por el torrente sanguineo. Los anticuerpos al circular por el
torrente sanguineo se encuentran con los antigenos del parasito, quedando
ambos inhabilitados.
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El modelo considera que el tripomastigote (representado por la variable
T) circula en la sangre y entra en una célula-diana? del organismo hospeda-
dor. Los tripomastigotes se diferencian a amastigotes y se replican por fisién
binaria dentro de las células-diana. Esta replicacion esta limitada por la dis-
ponibilidad de las células-diana (fagdcitos mononucleares, células musculares,
células adiposas y neuronas), el lugar donde ocurren las sintesis proteicas pa-
ra su replicacién. Una parte de esta poblacion 7' son eliminados naturalmente
a una tasa de mortalidad pr, y otra parte son eliminados por el organismo a
una tasa e.

La eliminacion de la poblacion parasitaria T. cruzi ocurre principalmente
a través de los encuentros con los anticuerpos. Los anticuerpos son proporcio-
nales a la cantidad de células plasmaticas que los producen, designadas por
B,. En el modelo se considera que la concentraciéon de anticuerpos es propor-
cional a B, y que en contacto con el pardsito se provoca la muerte del mismo.

Antes de penetrar la célula, el T. cruzi pasa un tiempo muy corto en la
corriente sanguinea donde comienzan los procesos iniciales de reconocimien-
to con el objetivo de infectar las células-diana. En el modelo este proceso
de infeccién esta representado por el término aT'C', donde « es el coeficiente
de infeccién parasitaria. Después de la penetracion, las células-diana pasan
a ser infectadas y toda su estructura celular es desviada para favorecer la
replicacion del parasito, lo que resulta en la liberaciéon de un nimero 7 de
parasitos y la muerte celular.

La respuesta inmunoldégica humoral en este modelo es representada di-
rectamente por la actuacién de las células B. El encuentro de una célula B
con un T. cruzi desencadena su activacién, la cual ocurre a una tasa 5. El
proceso de presentacion del T. cruzi a las células presentadoras de antigenos
(células “Natural Killer”(NK), neutréfilos, macréfagos y eosinéfilos) viene
como resultado de un reconocimiento de un organismo que debe ser elimina-
do y también estd incluido en el modelo en el término €I'B,. B, representa
las células B activadas o células plasmaticas, las cuales encuentran a un T.
cruzi a través de un estimulo de citocinas y empiezan un proceso de clona-
cién a una tasa 7 descrito por el término yB,T. La activacién de las células
B es proporcional a la concentracion del ntimero de T. cruzi, descrito por
el término ST B. Los parametros que intervienen en el modelo se describen
en el Cuadro 3.2. Tomando las consideraciones expuestas anteriormente, la
interaccion del T. cruzi y el sistema inmune humoral puede ser descrita a

2célula que puede ser penetrada por un tripomastigote
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Variable/Pardametro Definicién Dimensién
T Poblacién de T. cruzi Conc.

B Poblacion de células B Conc.

C Poblacion de células-diana Conc.

B, Poblacion de células B activadas Conc.

a Tasa de infeccion del T. cruzi Conc.xt 1
I6; Tasa de interaccién Células By T. cruzi Conc.xt™!
€ Tasa de eficiencia de anticuerpos Conc.xt™ 1
vy Tasa de clonaje de células B Conc. xt~!
T Coeficiente de replicacion de T. cruzi Adimensional
Ke Tasa de produccion de células-diana Conc.xt™1
Kp Tasa de produccién de células B Conc.xt™!
Lhe Tasa de mortalidad de células-diana tt

Ly Tasa de mortalidad de células B t=t

Cuadro 3.1: Definicion de las variables y parametros que intervienen en el
modelo. Conc. y t significan concentracion y tiempo respectivamente.

través del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

% = 701C — prT — €I'B, (3.11)
% — ke — pucC — aTC (3.12)
% — ky— B — TB (3.13)
% — BTB - i, B, +~B,T (3.14)

con la region de interés biolégico:

QO={(T,C,B,B,) € R}T >0,C <Cy,B>0,B, >0}, (3.15)

donde Cyy = Z—j es la poblacién de células-diana antes de la infeccion parasita-
ria. Al buscar los estados estacionarios, encontramos un primer estado trivial
Py = (0, %, ﬁ, 0). La autora asocia este punto a una situacién biolégica don-
de no ha ocurrido la infecciéon o se ha dado un proceso de curacién después
de haber contraido la infeccién. A este estado P,y se le evaliia su estabilidad.
Primero se establece la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones asocia-

da al estado estacionario. Se analizan las raices de la ecuacion caracteristica
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dada por det(J — AI) y ademads se utiliza el criterio de Routh-Hurwitz. El
resultado arrojado es que este estado es local y asintéticamente estable si
a < o, donde a* = “TC—:; También prueba que este estado es globalmente
estable usando el concepto de las funciones de Liapunov.

El segundo estado estacionario encontrado es un estado no trivial dado por
P=(T,C,B,B,) en el que

o — e
fe + T
— K:b
B = 2% _
p + T
— 5/ibT

B = Gt e — T
y debe cumplir (T, C, B, B,) > 0. Para que se cumpla la condicién anterior
se debe dar v < “—73 = ~*. El valor de T se toma como la raiz positiva de una
ecuacion de tercer grado establecida por la autora.

b. Modelado de la Inmunidad Celular:
La inmunidad celular acontece cuando los antigenos presentes en las células
infectadas activan los linfocitos T citotoxicos especificos que originan los lin-
focitos T de memoria y los linfocitos T citotdxicos activos. Los linfocitos T
citotéxicos perforan la membrana de la célula infectada para destruirla. En
el modelo no se analizan las células T de memoria.

En este modelo no se incluye la accion del sistema inmunolégico en contra
del parésito en la corriente sanguinea pues esa es funcion de los anticuerpos
y ya se describié anteriormente. Ahora toda la atencién es direccionada hacia
las células infectadas por el parasito cuando actian los linfocitos T citotoxi-
cos en su eliminacion.

La eliminacién de la poblacion parasitaria a través de las células infec-
tadas ocurre principalmente por el encuentro de estas con los linfocitos T
citotoxicos, producidos para tal fin. En el modelo se considera que la con-
centracién de los linfocitos T citotoxicos es proporcional a los linfocitos T
citotéxicos activos L,, los cuales en contacto con las células infectadas, a
través de citocinas especiales provocan la muerte de la célula y por ende del
parasito también. Los parasitos infectan las células-diana a una tasa « y el
proceso de infeccién es representado por el término o7'C'.

Debido a la homeostasis® se asume que las células-diana (fagécitos mo-

3es una propiedad de los organismos vivos que consiste en su capacidad de mantener una
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Variable/Pardametro Definicién Dimensién
T Poblacién de T. cruzi Conc.

C Poblacién de células B Conc.

1 Poblacién de células infectadas Conc.

L Poblacion de LTC Conc.

L, Poblacion de LTC activos Conc.

« Tasa de infeccion del T. cruzi Conc.xt™!
I&; Tasa de interaccién LTC y T. cruzi Conc.xt™!
€ Tasa de eficiencia de LTC activos Conc.xt™!
ol Tasa de clonaje de LTC Conc. xt ™!
T Coeficiente de replicacién de T. cruzi Adimensional
Ke Tasa de produccién de células-diana Conc.xt™!
Ky Tasa de produccién de LTC especificos Conc.xt™!
I Tasa de mortalidad de células-diana tt

1y Tasa de mortalidad de LTC especificos ¢!

Lo Tasa de mortalidad de LTC activos tt

Cuadro 3.2: Definiciéon de las variables y pardametros que intervienen en el
modelo de inmunidad celular. Conc., t y LTC significan concentracién, tiempo
y linfocitos T citoxicos respectivamente.

nonucleares, células musculares, células adiposas y neuronas) son producidas
a una tasa k. y mueren a una tasa p.. Las células infectadas del sistema
inmunolégico decrecen por dos razones: por muerte natural a una tasa p; o
por la infeccion causada por el parasito por medio de una tasa pu;.

La respuesta inmunoldgica celular esta representada por la actuacion de
los linfocitos T citotoxicos especificos. Se considera que el encuentro de los
linfocitos T citotoxicos especificos con los T. cruzi se produce a una tasa (3 y
desencadena la activacion de los mismos. Una vez el linfocito esta activado,
destruye a las células infectadas I a una tasa e. Al encontrarse un linfocito
T activo con un T. cruzi se liberan citocinas que estimulan la clonacion de
los lifocitos T activos a una tasa -, lo cual es descrito por el término yL,T.
La activacién de los linfocitos T citéxicos especificos es proporcional a la
concentracion de T. cruzi descrito por el término SLT'.

Los parametros del modelo son descritos en la Cuadro 3.3. Teniendo en cuen-
ta lo descrito anteriormente, el modelo para describir la interaccion entre el

condicién interna estable compensando los cambios en su entorno mediante el intercambio
regulado de materia y energia con el exterior (metabolismo).
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sistema inmune celular y el parasito T. cruzi, a través de las células infectadas
esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

drT’
P R R N
t
dC
g ke — peC — aTC
dl
- = aTC — (pi + i)l — el L,
dL
& e — L - BTL
o Ky — L —f
dL,
i BLT — po Ly +~vL,T

donde la regién de interés biologico es

Q={(T,C,I,L,L,) € R°|T >0,0<Cy,I>0,L< Ly, L, >0},

Co = Z— y Ly = % son las cantidades de células-diana y linfocitos T citotoxi-
cos antes de la infeccién parasitaria respectivamente. Al buscar los estados
estacionarios se encuentran un estado trivial dado por P; = (0, Cp, 0, Lo, 0),
el cual es local, global y asintéticamente estable si v < o*. Su estabilidad se
evalué de la misma forma que en el modelo anterior. El otro estado estacio-

nario es P* = (T,C, 1, L, L,) donde

7o T (i + par )1
Mt
Cf _ Replt _
fepve + T (ps + pir)
E _ K _
pupe + BT (i + pir) 1 i
I - BrpuT (pi + pr) i

[tapre — 7 (i + ) I [pugee + BT (pi + prr) 1]

Analizando la tdltima coordenada del punto de equilibrio no trivial se puede
observar que L, solo existe biolégicamente si I < %Mﬂ' (i + pir). El valor de
I se toma como la raiz positiva de una ecuacién de tercer grado establecida
por la autora. La estabilidad de este punto no-trivial es demostrada a partir
de las condiciones de Routh-Hurwitz.

El trabajo de tesis de Oliveira [39] presenta un modelo para cada una
de las respuestas inmune (inmune humoral e inmune celular) generadas por
un organismo mamifero. Sin embargo estos modelos no estan integrados, lo
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cual es una desventaja ya que la respuesta inmune se genera de manera con-
junta y los modelos debieran integrarse para dar una idea més general de
la interaccion parasito-respuesta inmune. Ademads este trabajo no muestra
comparacion alguna con datos experimentales que puedan indicar su viabili-

dad.

3.3. Modelo Sibona-Condat

A continuacién se presenta el modelo Sibona-Condat [31], el cual sirve
de base para el estudio desarrollado en esta tesis. Este modelo describe la
evolucion de la fase aguda de la enfermedad de Chagas a través de la com-
peticién dindmica entre el parasito T. cruzi y las poblaciones de anticuerpos
generadas por el sistema inmune de un mamifero para combatir este tipo de
infeccion.

En el modelo la evolucién de la poblacién total del parasito, n(t), es
descrita por una ecuacion diferencial de primer orden [32],

n(t) = kn(t) — a(t)[A(t)/Z]n(t) (3.16)

El primer término representa el crecimiento de la poblacion de parasitos, don-
de k simboliza la tasa de reproduccién del parasito. Puesto que la reproduc-
cion del parasito es asexual y no competitiva se ha tomado una dependencia
lineal con n para describir su proceso reproductivo. El segundo término indi-
ca el decrecimiento en la poblacién del T. cruzi debido a la accién del sistema
inmune, donde «/(t) es la tasa de eliminacién de los pardsitos en un encuentro
pardsito-anticuerpo; A(t) es la poblacion total de anticuerpos y Z el nimero
promedio de anticuerpos que se necesitan para incapacitar un parasito. De-
bido a que el sistema inmune “aprende” a contrarrestar la infeccién ya que
a medida que transcurre el tiempo produce anticuerpos mas especificos para
combatir al antigeno [33], se considera que «(t) es una funcién que varia con
el tiempo de la siguiente forma:

aft) = as+ ap(l — e M7 (3.17)

Esta forma de o describe un suave incremento en el coeficiente desde un
valor inicial o4 hasta un valor de saturacién oy + apg. Este aumento ocurre
en un tiempo de aprendizaje T'. “Aprendizaje” se refiere al incremento de la
eficacia de cada especie de anticuerpos.

La poblacion de anticuerpos aumentara debido a la activacion inducida por
la presencia del parasito y decrecera por la interaccion parasito-anticuerpo.
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Tanto el parasito como los anticuerpos quedan inhabilitados después de un
encuentro; ademas los anticuerpos poseen un tiempo de vida intrinseco, sim-
bolizado por 7. Luego la evolucién de la poblacién de anticuerpos es descrita
por

A(t) = Gn(t) — a(t)A(t)n(t) — %[A(t) — Ay (3.18)
El primer término en la ecuacién (3.3) indica la generacién inducida de los
anticuerpos por la presencia del parésito, el segundo la aniquilacién o inac-
tivacion de los anticuerpos al eliminar un T. cruzi y el tercero indica la
dindmica de los anticuerpos en ausencia de infeccién. Ay es el nimero de
anticuerpos que posee el organismo hospedero al inicio de la infeccion. Para
simplificar se define la poblacién de anticuerpos a = A/Z, ag = Ay/Z y rede-
finiendo el coeficiente de la produccion de anticuerpos G = vZ, se reescriben
las ecuaciones anteriores como:

n(t) = kn(t) — a(t)a(t)n(t) (3.19)
Y
a(t) = yn(t) — aa(t)(t)n(t) — %[a(t) — a) (3.20)

A partir de aqui, a(t) puede ser entendido como el nimero reducido de an-
ticuerpos ya que indica el nimero de anticuerpos disponibles para eliminar
a un parasito. Suponiendo que existan N especies de anticuerpos capaces
de mediar en la eliminacién del T. cruzi, las ecuaciones 3.2, 3.4 y 3.5 seran
respectivamente,

a;(t) = aa; + api(l — e’t/T"), (3.21)
n(t) = kn(t) —n(t) Z o (t)a; (1) (3.22)

Y
a;(t) = yin(t) — oy(t)ai(t)n(t) — %[ai(t) — ao,;] (3.23)

donde a;(t) es el nimero de anticuerpos de la especie ¢ al tiempo ¢.

Las Ecs. 3.6-3.8 son las ecuaciones que conforman inicialmente el modelo
para explicar la dinamica de interacciéon de un parasito que se replica por
fisién binaria y la respuesta inmune humoral de un mamifero.
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3.3.1. Estados Estacionarios

Haciendo la derivada temporal en la ecuacion 3.7 igual a cero, se obtienen
expresiones que permiten encontrar las poblaciones en sus estados estaciona-
rios [31].

kn(t) —n(t) > ai(t)a;(t) =0

i=1

N
KNg — N E a;a; s =0
i=1

N
N Ii—g a;a;s | =0
i=1

El subindice s denota el estado estacionario. Entonces se obtiene que una
posibilidad para la poblacién parasitaria en estado estacionario es:

ns =0, ) (3.24)

(/{ — Z aiam) =0 al despejar para Kk se obtiene,

N
K = Z Qi (3.25)
i=1
Por otro lado, sumando las N ecuaciones algebraicas resultantes de la ecua-
cion 3.8 e igualando a cero queda:

N

> in(t) = > alt)a

i=1 =1

Mz
:‘I)—‘

- aw] =0 (326)

Al sustituir la Ec. 3.10 en el segundo término de la Ec. 3.11 para considerar
el comportamiento asintético de la poblacién de anticuerpos,

N N
§ Vills — E az s (lo i — 0
i=1 i=1

y al despejar para n, se tiene,

N -1 N 1
= (Z%—m) Z;azs—am (3.27)
i=1 ¢
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Si la poblacién inicial de anticuerpos es muy baja, es decir, ap; = 0 la tnica
condicién para obtener una poblacion parasitaria final finita es

N
d >k (3.28)
=1

A continuacién se presenta el analisis considerando una sola especie de anti-
cuerpo y su comportamiento en el régimen asintético (t — o). En el regimén
asintoético oy = ay + ap = a y los casos encontrados son:

I Curacién: siy > k'y aag > K, se tiene una alta eficiencia de eliminacion
de los parésitos y una fuerte formacién inducida de anticuerpos. El
nimero de anticuerpos regresa asintéticamente a su valor inicial ag
mientras la poblacién parasitaria desaparece (ns = 0).

IT Enfermedad Cronica: siy > k > aayg, es decir para una fuerte formacién
inducida de anticuerpos y baja eficiencia de eliminacién, el sistema
alcanza a tiempos largos un estado estacionario descrito por

K — auayg K

s — —— < s — 329
" at(y — k) %=y (3:29)

[T Muerte del Organismo Hospedero: si v < k y kK > aag, se tiene una
débil produccién de anticuerpos sin importar cuan eficientes puedan
ser; puesto que no son creados lo suficientemente réapido, ellos no pue-
den controlar la infeccion y por ende la poblacion parasitaria crece sin
control.

La estabilidad de las soluciones de los estados estacionarios han sido proba-
das usando el criterio de Routh-Hurwitz [28].

Existe un caso especial que merece consideracién por separado. Cuando
aap > k (anticuerpos bastante eficientes), 7 < k (la tasa de produccién
de anticuerpos es baja en comparacion con la de los pardsitos) y dependien-
do del tamano de la inoculacién inicial de parésitos (ng), el sistema puede
evolucionar al estado de curacion o al estado de muerte. Si la poblacion inicial
de parasitos es pequena, ng < ng, la poblacion de anticuerpos puede eliminar
a la poblacién parasitaria retornando el sistema a sus condiciones iniciales
(curacién). Pero si nyg > ng, la poblacién parasitaria crecerd sin lograr ser
controlada por el sistema inmune. Esta situacion indica que el resultado de
la infeccion puede depender del tamano de la inoculacién inicial de parasitos.
La existencia de este caso el cual denotamos IIIb puede ser explicado a través
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del siguiente lema:

Lemma. Si v < k < aayg, la desigualdad ng > ng es condicion necesaria para
el crecimiento incontrolado de la poblacion parasitaria.

Prueba. Por simplicidad, se toma « constante. Bajo las condiciones especifi-
cadas, la poblacion parasitaria inicialmente decrece. Sin embargo, la muerte
del organismo hospedador implica que esta debe crecer con el tiempo, lo cual
sugiere que en algin tiempo intermedio (%,,;,) la poblacién de parésitos pasa
por un minimo (). La condicién de extremo n(t:,) = 0 implica que
a(tmin) = K/a. El extremo serd un minimo si

*n , _ .
0<—— = kN — an(tmin)a — aa(tymim)n
donde o > 0y n(tnin) > 0, entonces a(t,,:,) < 0. Usando la Ec. 3.8,
. 1
T
1
(v — aatmin) )1 (tmin) < ;[a(tmin) — ag]
recordando el valor de a(t,,),
(3 = R)ltmin) < — [ — )
— K)N(tmin —Ik — aa
v T 0
y que ¥ < K,
() > L= 0%)
Ta(y — k)
entonces
1 (tmin) > N (3.31)

La condicién 3.15 es equivalente a demandar que n(t,,;,) > ns. Por lo tanto,
si ng %# ng, la poblacién del parasito decrecerd y eventualmente desaparecerd,
dando como resultado final la curacién del organismo hospedador.

Para comprender mejor el resultado de la infeccién parasitaria se cons-
truye un diagrama de fase en el plano definido por el crecimiento de las tasas
v v k. Esto se muestra en la Fig. 3.1, donde la frontera entre los dominios
correspondientes a los casos III y IIIb fue encontrada numéricamente para
dos poblaciones iniciales de diferente tamano.
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Figura 3.1: Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccién parasi-
taria en términos de la tasa de reproduccion del parasito (k) y de produccién
de anticuerpos (7). La localizacién de la frontera entre los casos III y IIIb
depende del niimero inicial de parasitos ng. Los valores de los parametros son
ay =17 = 0.1y a=40.

3.3.2. Dinamica: Propiedades Generales

En esta seccion se analizan las propiedades dinamicas del modelo. El mo-
delo presa-depredador de Lotka-Volterra tiene una constante de movimiento
y por consiguiente las orbitas cerradas surgen por que los términos de inter-
acciéon tienen signos opuestos en las ecuaciones del depredador y la presa. A
consecuencia de lo anterior, se produce el incremento en la poblacion depre-
dadora y el decrecimiento en la poblacién de presas. En nuestro modelo tales
orbitas cerradas no ocurren, puesto que el término de interaccion parasito-
anticuerpo tiene el mismo signo en ambas poblaciones lo cual produce una
aniquilacion de ambas especies.

Se pueden encontrar soluciones numéricas a las Ecs. (3.7) y (3.8) usando
métodos de integracion numérica para ecuaciones diferenciales ordinarias.
Una forma particularmente informativa de presentar estas soluciones es a
través de una curva de fase o retrato de fase: una vez calculados a(t) y n(t)
para cualquier conjunto de parametros dados, se asigna a cada valor del
tiempo un punto en el plano (a,n). Al juntar esos puntos trazando una linea
que sigue por todos ellos, se obtiene una trayectoria que describe la evolucién
del sistema para cada conjunto de condiciones iniciales. Los retratos de fase
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en este trabajo se han construido usando el software Matlab, pero pueden
usarse otros como Mathematica o Maple, etc. Algunas propiedades dinamicas
de nuestro modelo pueden deducirse al mirar los retratos de fase mostrados
en la Fig. 3.2.

En el caso I (Fig. 3.2(a)), debido a una alta tasa de produccion y eficien-
cia de los anticuerpos, la poblacion parasitaria retorna a cero con el tiempo.
Mientras la poblacion parasitaria decae monoténamente, la poblacion de an-
ticuerpos exhibe dos comportamientos a tiempos intermedios, dependiendo
del valor de «: para a > 7/ag, a(t) pasa a través de un minimo a tiempos
intermedios, mientras que para a < y/ag la poblacién de anticuerpos pasa a
través de un maximo, antes de alcanzar su estado final.

En el caso II (Fig. 3.2(b)), las trayectorias de fase en el plano (a,n) exhi-
ben curvas en forma de espiral que terminan en un punto fijo correspondiente
a su estado estacionario. Inicialmente ambas poblaciones a(t) y n(t) crecen
bruscamente en tiempos muy cortos, para después seguir oscilando amorti-
guadamente y alcanzar su estabilidad. Esto se produce como consecuencia
de la alta tasa de produccion de anticuerpos () y su baja avidez («). Para
detener el crecimiento de las poblaciones a(t) y n(t), se produce un rapi-
do incremento en el término negativo del encuentro parasito-anticuerpo, lo
cual induce un decrecimiento en ambas poblaciones. Este decrecimiento si-
multdneo de ambas poblaciones causa que el lado derecho de la Ec. (3.7)
llegue a ser positivo. Consecuentemente, la poblacion de parasitos comienza
a incrementarse de nuevo lo cual desencadena un repunte en la poblacién de
anticuerpos.

En el caso III, la poblacién de parasitos crece monoténicamente con el
tiempo debido a su alta tasa de replicacién mientras el niimero de anticuerpos
va a una constante finita. Para valores grandes de n, a partir de la Ec. 3.8
se requiere que v = aas, con lo cual obtenemos el valor asintético para el
nimero de anticuerpos

as ~ a(t — o0) ~ (3.32)

Q1=

La poblacion de anticuerpos estéd determinada por su tasa de produccién y
avidez, mas no por la tasa de reproduccién de los parasitos, como en el caso
II. La poblacion de parasitos crece exponencialmente como

n(t — o0) ~ expl(k — 7)t] (3.33)

Puesto que n(t = 0) < 0, n(t) debe tener un minimo en un tiempo interme-
dio antes de ir a su valor asintético. Esto es observado en la Fig. 3.2(c), la
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Figura 3.2: Retratos de fase que describen la trayectoria de la poblacion de
pardsitos y anticuerpos. En todos los casos, 7 = 10 y k = 3. (a) Caso I:
Curacién, v = 4, el sistema converge a (as = ag,ns = 0) = (2,0). (b) Caso
IT: Crémico, a = 0.4 y v = 4. Se nota una convergencia oscilatoria hacia
(as,ngs) =(7.5, 0.55) sin importar el tamano de la inoculacién ny. (¢) Caso
IIIb, « = 2y v = 2 . Evolucién hacia el caso de muerte (1,00) o cura-
cién dependiendo del tamano de la inoculacién inicial ng. (d) Caso fronterizo
v =k =3, a=0.4.Si k> aaqg las trayectorias de fase convergen a (k/a, 00),
mientras que si k < aag las poblaciones tienden al atractor (ag,0), su con-
vergencia no depende de ny.
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cual muestra también que la condicién inicial ag > k/a, y ng < ns conlle-
va al caso IIIb (curacién condicionada por la inoculacién inicial de parésitos).

Ahora consideramos el caso fronterizo v = k. Consideremos primero para
tiempos cortos, entonces a — ag. A partir de las Ecs. (3.7) y (3.8) tenemos
que a(t) =~ n(t) = —(aay — k)ng. Ambas poblaciones varian linealmente, con
la misma pendiente. El niimero de anticuerpos tiende hacia k/a.

Haciendo a(t) = k/a + R(t), las Ecs. (3.7) y (3.8) se transforman respecti-
vamente en

A(t) = —aR(t)n(t), (3.34)

. 1
R(t) = ;[ao — k/a— R(t)] — aR(t)n(t) (3.35)
Dividiendo por o ambos miembros de la Ec. (3.20)

@ — L[GO — K/Oé] - @ - R<t)n(t)

(0% aT aT

Haciendo A = (1/a7)(ag — k/a) y tomando factor comin R(t), la expresion
anterior nos queda:

(1+ atn)
a aT

R(t)

Si se supone que n(t) crece, entonces se tiene la condicién arn > 1, Al bus-
car el estado estacionario se tiene:

0=A—nR(t)
entonces,
A
R(t) = — (3.36)

Al saber como es R(t) se puede sustituir en la Ec. (3.19) y se obtiene

a(t) ~ k/a n(t) ~ (k/a—ap)/T (3.37)

De las expresiones en 3.22 se puede decir que si k < aga (la frontera del caso
IT), n(t) decrece linealmente hasta arn ~ 1 y la aproximacion (a(t) ~ k/«)
deja de ser satisfecha. Luego, a(t) crece de nuevo hacia su valor asintético
ap mientras la poblacién de parasitos n(t) decrece exponencialmente, como
exp[—(k — aap)t]. Si k > aay (frontera del caso I), n(t) crece y la condicion
atn > 1 es siempre satisfecha. Consecuentemente, la poblacién de parésitos
continuara creciendo linealmente mientras la poblacion de anticuerpos tiende
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a k/a. La Fig. 3.2(d) exhibe los dos resultados completamente diferentes del
caso fronterizo v = k. Las curvas de la izquierda (pequenos ag) corresponden
a la frontera entre los casos II y III, mientras las de la derecha corresponden
a la frontera entre los casos I y III. En concordancia con la explicacion del
parrafo anterior, en tiempos breves, las trayectorias de fase son lineas rectas
paralelas de pendiente uno, lo cual sugiere una dependencia lineal de la po-
blacién de anticuerpos y parasitos con el tiempo. Para tiempos posteriores,
todas las trayectorias donde ag < k/a giran bruscamente hacia arriba: a(t)
se aproxima al valor k/«, n(t) crece linealmente con pendiente (k/a—ag)/T.
Para ay > k/a, por ejemplo, la frontera entre los casos I y 111, a(t) se apro-
xima a k/a a tiempos intermedios, mientras que n(t) decrece linealmente.
Finalmente cuando n es muy pequena que la condicién arn > 1 deja de ser
satisfecha, a(t) se aproxima a su valor asintético (ag) mientras n(t) decae
exponencialmente a cero.

3.3.3. Retraso en la Respuesta Inmune

Ahora se consideran los efectos de un retraso en la reaccion del sistema in-
mune a la invasién parasitaria [34]. Este retraso es entendido como el tiempo
transcurrido desde que el parasito se introduce en el organismo mamifero hos-
pedero y es fagocitado por un macréfago? hasta que se produce la secrecién
de anticuerpos por parte de las células B plasméticas (previamente activadas
por la interaccién de las células colaboradoras Ty con una célula presenta-
dora de antigeno). El retardo puede ser tomado introduciendo un tiempo de
retraso #; en el término que representa la generacion de anticuerpos en la Ec.
(3.8) la cual queda:

a;(t) = vin(t — 0;) — a;(t)a;(t)n(t) — %[ai(t) — ap,q (3.38)
1

La ecuacién para la poblacion de parasitos (Ec. 3.7) permanece igual.
La produccién de anticuerpos de la especie i estd determinada por la po-
blacién de parasitos presentes en un tiempo t — 6; anterior. La ausencia de
cambios drasticos por la introduccion de este retraso no son sorprendentes,
debido a que los diferentes resultados no dependen del tamano inicial de la
poblacién parasitaria sino que depende de los parametros constantes del mo-
delo. Excepto en el caso IlIb, en el que v < kK < aay, el pardsito puede usar
el retraso para ganar una ventaja definitiva ya que la frontera que comparte
con el caso de muerte si depende del tamano de la poblacién parasitaria ini-
cial ng. En un principio la poblacién parasitaria ng se reproduce libremente,

“por este proceso el macréfago se convierte en una célula presentadora de antigeno

(APC).
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Figura 3.3: Trayectorias de fase para los tiempos de retrasos indicados. Para
retrasos pequenos, las poblaciones convergen al atractor (ag,0) (curacién)
mientras para retrasos grandes convergen hacia el caso de muerte (0, 00).
Los valores de los parametros son ag = 1, ng = 0.04, « = 4.6, 7 =8.3, k =4

yy =3

dado que la poblacién de anticuerpos no se ha activado. Este fenomeno in-
duce un cambio en el caso I1Ib en situaciones donde el mamifero hospedero
podia evolucionar a un estado de curacién, y ahora debido al retraso en la
respuesta inmune este puede pasar al de muerte. Esta situacién puede obser-
varse en la Fig. 3.3 donde se trazaron retratos de fase para una sola especie
de anticuerpos. Para ilustrar mejor la situacion se escogieron los pardmetros
para ajustarse al caso I1Ib, de tal forma que en ausencia de retraso el sistema
inmune elimina a los parasitos. Notese a partir de la figura que si el sistema
empieza a producir los anticuerpos un cierto tiempo ¢, después, las trayec-
torias de fase sufren un cambio repentino en su pendiente, al tiempo que las
moléculas de anticuerpos llegan a ser eficientes. Para retrasos a tiempos cor-
tos, las trayectorias convergen hacia el atractor “curacién” (ag,0), mientras
para grandes tiempos de retraso las trayectorias tienden a (v/a, 00), caso de
muerte.
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3.3.4. Replicaciéon Intracelular

Cabe destacar que el T. cruzi en su ciclo de vida pasa por tres estados mor-
folégicos principales. El estado replicativo de epimastigotes (el cual se lleva a
cabo en el intestino del insecto vector), el estado infectivo de tripomastigotes
(el estado circulante en el flujo sanguineo del mamifero hospedador) y final-
mente su estado de amastigote (su estado reproductivo dentro de las células
invadidas). En el interior de las células invadidas por el tripomastigote, el
parasito se diferencia a su forma intracelular de amastigotes para después
comenzar a replicarse por fision binaria. Estos amastigotes colonizaran total-
mente la célula hasta ocasionar el rompimiento de su membrana celular. Los
amastigotes se diferenciaran en tripomastigotes para empezar a viajar por el
flujo sanguineo hasta encontrar una nueva célula para colonizar y seguir su
ciclo reproductivo. Es necesario entonces describir el proceso de reproduccién
del parasito en el modelo propuesto; para eso se introduce una nueva variable
r, la cual representa el nimero de células invadidas por el T. cruzi [35]. Su
evoluciéon esta dada por la ecuacion,

7(t) = &En(t) — nr(t) (3.39)

donde la infectividad £ es la tasa a la cual un parasito circulante (en su for-
ma tripomastigote) entra en una célula del organismo hospedero para iniciar
la replicacién, y la citotoxicidad n es la probabilidad por unidad de tiempo
de que una célula infectada explote debido al gran niimero de amastigotes
presentes en su interior. Entonces, la produccién de parasitos depende ahora
de la poblacién de células infectadas y como consecuencia, la ecuacién de
evolucién del nimero de parasitos circulantes en el flujo sanguineo (tripo-
mastigotes) es modificada a:

n(t) = nNpr(t) — Z in(t)ai(t)n(t) — &n(t) (3.40)

con N, siendo el nimero promedio de tripomastigotes que emergen de la
ruptura de una célula.

La ecuacién que describe la evolucion de los anticuerpos (Ec. 3.23) permane-
ce igual. Una vez mas por simplicidad se estudia el caso para una sola especie
de anticuerpo (N = 1). Para encontrar los estados estacionarios se hacen las
derivadas temporales iguales a cero y se toma a = a4 + ap, obteniendo:

as=ay, nys=0, r,=0 (3.41)
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¥

o= Mo (Nem)—ae € (3.42)

a at [y = (N, = 1)¢]’ U

La primera solucién (Ecs. 3.26) equivale a la condicién de curacién (Caso
I), donde la poblacién parasitaria y las células infectadas son eliminadas,
mientras la poblacion de anticuerpos retorna a su cantidad inicial ag. La se-
gunda solucién esta asociada a un estado de cronicidad (Ecs. 3.27). Las Ecs
3.27 muestran que las poblaciones as y ns dependen del nimero promedio
de parésitos liberados en el rompimiento de la célula (N,.), y no del tiempo
promedio transcurrido desde que fue invadida hasta que se di6 la ruptura de
su membrana celular (~ 1/n). Caso contrario a la nueva poblacién estacio-
naria r,, la cual si depende de este tiempo promedio y de la infectividad de
los tripomastigotes (£). Es importante destacar que en caso de que N, < 1,
la tnica solucion posible es la de curacién.

También se prueba la estabilidad de estas soluciones usando el criterio de
Routh-Hurwitz, dando lugar a los tres estados estacionarios mostrados ante-
riormente en la seccion 3.2.1: curacién, crénico y muerte. Para apreciar mejor
los resultados se construye un diagrama de fase en el plano (N,,7), el cual
es mostrado en la Fig. 3.4. Luego las condiciones para obtener cada uno de
los estados son:

I Curacién: si v > (N, — 1) y N, < 1+ aap/§. La produccién de anti-
cuerpos y su eficiencia para eliminar los parasitos son bastante altas,
mientras el nimero de parasitos que salen de la célula infectada en su
ruptura es muy bajo y son poco infectivos. Esta situacién propicia que
los parasitos puedan ser eliminados o inhabilitados por la poblacion de
anticuerpos lo cual devuelve el sistema a sus condiciones iniciales.

IT Crénico: siy > &(N,—1) y N, > 14 @ag/€. La produccién de anticuer-
pos es alta, al igual que el nimero de tripomastigotes que emergen de
la ruptura celular. Sin embargo, los parasitos no pueden ser inhabilita-
dos a causa de la baja efectividad de los anticuerpos. Las poblaciones
alcanzan un estado de equilibrio definido por las Ecs. 3.27.

IIT Muerte del organismo hospedador: siy < {(N,—1)y N, > 1+aap /€. La
produccién y la eficacia de los anticuerpos para inhabilitar a los parasi-
tos son bastante bajas para contrarrestar el gran nimero de parasitos
que salen de la ruptura celular y controlar la infeccion.

III.b Dependencia de ng: si v < &(N, — 1) y N, < 1 + aap/§. Aunque se
tiene una baja produccién de anticuerpos, su eficacia es bastante alta
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Figura 3.4: Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccién para-
sitaria en términos de la tasa de produccién de anticuerpos () y el nimero
de tripomastigotes que salen de la ruptura de una célula infectada N,. La
localizaciéon de la frontera entre los casos 111 y I1Ib depende del tamano de la
poblacion inicial de parasitos ng. Los valores de los parametros son ay = 2,
7=10,¢(=10,n=1y a =2.5.

yva que ellos pueden erradicar la poblacion de parasitos si el nimero de
parasitos inoculados no supera cierto umbral.

Otra manera distinta de ver estos resultados se logra haciendo el cambio de
variable (N, — 1) = k,,. Ahora las expresiones para las poblaciones en estado
estacionario no trivial asociadas con el estado crénico (as y ns) quedan de la
siguiente manera:

K _ Rp — aag
g = —5 Ng= —F—
a Ta(y — Ky)

(3.43)

mientras r, = %ns queda de la misma forma. El subindice n simplemente

destaca los parametros asociados al estudio de la infeccion con T. cruzi.

Al construir el diagrama de fase en términos de la tasa de produccién de
anticuerpos v y la nueva variable k,, obtenemos la Fig. 3.5, la cual es similar
a la Fig 3.1. Los valores de los pardametros son los mismos usados en el
diagrama de la Fig. 3.4.

La dinamica del sistema sigue siendo la misma a la explicada en la seccién
3.2.2.
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Figura 3.5: Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccién para-
sitaria en términos de la tasa de produccién de anticuerpos () y la variable
K-

3.3.5. Comparacion con Experimentos

Para validar el modelo fue necesario comparar los resultados con datos
experimentales extraidos de la literatura [34, 35]. La verificacién del modelo
se hace a través de un ajuste de los datos experimentales de las investigacio-
nes de El Bouhdidi et al. [33]. Estos investigadores realizaron una infeccién
experimental en ratones de la especie BALB/c (via intraperitoneal) con 100
tripomastigotes del T. cruzi de la cepa Tehuantepec. Los niveles parasitemi-
cos y de anticuerpos especificos al parasito fueron medidos por un periodo
de 20 semanas después de la infeccion. El Bouhdidi et al. en sus resultados
indica que la infeccién en ratones con T. cruzi induce una respuesta inmune
humoral de anticuerpos IgM, IgA, IgE, IgG1, IgG2a, IgG2b e IgG3. Esta res-
puesta inmune fue dominada por los anticuerpos IgG2a, IgM e igE, ya que
mostraron niveles muy altos respecto a los otros isotipos de anticuerpos.

En la Fig. 3.6(a) se exhibe el ajuste hecho a la evolucién de una pobla-
cién de parasitos T. cruzi, considerando solamente su reproduccion por fision
binaria (Ec. 3.7). En su investigacién El Bouhdidi et al. reportaron tam-
bién la evolucion de los anticuerpos IgM, IgG1, y IgG2a, los cuales tambien
fueron ajustados con el modelo propuesto. Estos tres tipos de anticuerpos
también fueron tomados en cuenta en el ajuste de la poblaciéon parasitaria
(Fig. 3.6(b)-(d)). Los valores de los pardmetros que intervienen se muestran
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Figura 3.6: Comparacién del modelo original (linea continua) con datos ex-
perimentales (puntos) obtenidos por El Bouhdidi [33]. (a) Evolucién de la
poblacién de parasitos T. cruzi .(b)-(d) Evolucién de la poblacién de anti-
cuerpos IgM, IgG1 e IgG2a respectivamente.

en el Cuadro 3.1.

Al considerar la replicacién intracelular por fisién binaria (Sec. 3.2.4),
también se hicieron ajustes a los datos experimentales de El Bouhdidi pa-
ra verificar el modelo. Este ajuste se muestra en la Fig.3.7. Los valores de
los parametros se escogieron de tal forma que mostraran un buen acuerdo
visual entre los datos experimentales y las predicciones del modelo. Los va-
lores de los parametros asociados a la poblaciéon parasitaria son N, =13.8,
¢ =2.1(1/w), n =2.1(1/w) y no = 100(1/ml), mientras que los valores de los
parametros asociados a las poblaciones de anticuerpos se mantuvieron como
en el modelo original ya que no hubo variacion significativa del ajuste hecho
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a ap (1/ml)  ay (ml/w) ap (ml/w) ~ (1/w) T (w) 7 (w) 6 (w)

IcM  6x10°  46x1002 33x1002 2x10° 24 83 0.05
IgG1  2.5x10'7 0 1.2x10718 810" 61 7.1 0.5
[gG2a 1.2x10'8 0 41x107®  25x10" 7.1 7.1 0.5

Cuadro 3.3: Valores de los parametros de los anticuerpos especificos del T.
cruzi obtenidos del ajuste de los datos de El Bouhdidi [33]. w representa
semanas. Los pardmetros del parasito son ng = 100 (1/ml), x =4 (1/w).

anteriormente.

De la Fig. 3.7 se observa que el ajuste obtenido cuando se tiene en cuen-
ta la reproduccién intracelular del parasito (a través del nimero de células
infectadas) produce un mejor ajuste de la evolucién de la poblacién parasi-
taria que la version original. Los ajustes de la poblacion de anticuerpos son
visualmente indistinguibles de aquellos que se hicieron con la version orginal
del modelo.

El modelo de Sibona-Condat ha mostrado ser bastante aproximado cuan-
do se compara con los datos experimentales existente en la literatura. Sin
embargo, el modelo no tiene en cuenta los efectos de una posible infeccion
de varias cepas parasitarias y la respuesta inmune celular generada por el
organismo mamifero hospedador en contra del parasito T. cruzi, los cuales
son justamente los objetivos de este trabajo de tesis.



48 CAPITULO 3. MODELOS PARA LA ENFERMEDAD DE CHAGAS

® Experimental Data

—— Original Model

— -—-—- This Work

£

u

o

‘@

9

©

R

k7]

0]

£

o

o

—

|_
.

T |\1Iﬁ;*l"ﬁ‘v—l-q—l—'—l—rq

6 8 10 12

Time [weeks post infection]

Figura 3.7: Comparacién de los datos experimentales de El Bouhdidi [33] con

el modelo original y su version extendida (incluyendo replicacién intracelular
en células infectadas).



Capitulo 4

Modelo Para una Infeccion
Heterdloga

4.1. Introduccion

Las diversidades biolégica, bioquimica y genética de las cepas del T. cru-
zi han sido ampliamente estudiadas junto con su complejidad epidemiolédgica
[40]-[42]. El parasito T. cruzi presenta una poblacién heterogénea clonal-
mente estructurada que muestra niveles extremadamente altos de diversidad
genética [43]. Recientemente esta poblacién heterogénea fue clasificada en
seis linajes o unidades de tipeo discreto (discrete typing units, DTUs: Tcl a
TcVI), basdandose en los diferentes marcadores moleculares y caracteristicas
biolégicas [44, 45]. La distribucién geografica de estos DTUs indica que los
linajes del T. cruzi IT al VI predominan en ciclos de transmisiéon doméstica
y son los principales causantes de la enfermedad de Chagas en los paises del
cono sur [46], mientras el linaje Tcl del pardsito es el més frecuente en la
cuenca norte del Amazonas, Centro y Norte América. El Tcl esta mayor-
mente asociado con un ciclo de transmisién selvético [47]. Esos linajes tienen
diferentes caracteristicas bioldgicas como la tasa de transmision [48], tasa de
reproduccién en el mamifero hospedero y en el vector [49], y virulencia, entre
otros. Las personas que viven en areas endémicas de esta enfermedad, donde
existe superposicion de los ciclos selvaticos y domésticos de las diferentes
cepas, son susceptibles a sufrir reinfecciones con distintas cepas del parasito
[50]-[53].

Estudios realizados por Ramirez et al. [54] y Anez et al. [55] en pacientes
clinicos con infecciones mixtas del T. cruzi muestran que algunas de las infec-

ciones con ambos linajes produjeron sintomas agudos con diferente severidad

49
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y perfil clinico, independientemente del sexo y la edad del paciente. Ramirez
et al. realizé su estudio en un total de 240 pacientes colombianos que per-
tenecian al programa BENEFIT (Benznidazol Evaluation for Interrupting
Trypanosomiasis Project) de los cuales se extrajeron 10 ml de sangre para
llevar a cabo el proceso de deteccién y caracterizacion molecular del T. cruzi.
Anez tomd 23 pacientes chagasicos agudos del estado de Barinas en Venezuela
y el diagndstico serologico se hizo utilizando el test de aglutinacién directa,
test de immunofluoresecencia indirecta y ELISA (enzyme-linked immuno-
sorbent assay). Ambos estudios reportan que en estado crénico, el Tcl esta
relacionado a pacientes con cardiomiopatias, mientras el Tcll esta relaciona-
do a pacientes con sindrome digestivos (megaeséfago/megacolén). Ramirez
encontro pacientes con infecciones mixtas de Tcl-Tcll, Tcl-Telll y Tcl-TelV
mientras Aniez no reporté caso alguno. Solo fue hasta reciente que ambos li-
najes T. cruzi [ y T. cruzi II han sido encontrados en la misma muestra de un
paciente [54, 56]. Anez et al no descartan la posibilidad de que la separacién
de los pacientes cronicos infectados con una u otra cepa sea resultado del
mismo proceso de aislacién (hemocultura) y posterior cultivo del parasito, lo
cual pudo haber favorecido la aislacién en pacientes con parasitos del T. cruzi
I de aquellos con infecciones mixtas. Otra posibilidad para la no-deteccién
de infecciones mixtas es que los pacientes se encontraran apenas en el estado
agudo de la enfermedad.

La casi completa ausencia de infecciones mixtas podria estar relacionada
a las caracteristicas epidémicas de cada cepa [57]-[60]. Varias investigaciones
matematicas y experimentales han expuesto esta idea. Por ejemplo, Yeo y
coautores [46], tomaron parasitos de T. cruzi aislados de muestras de sangre
de diferentes animales salvajes. Ellos sugirieron que las distintas ecologias,
terrestres de los armadillos y arbéreas de los mapaches, se asocian con la
circulacion de los linajes Tecl y Tcll en esas poblaciones de animales respec-
tivamente. Esto podria explicar los origenes de la enfermedad de Chagas en
los paises del norte y el sur del cono sudamericano. Devillers et al. plantean
un modelo basado en agentes: humanos, insectos vectores y animales reservo-

rios para explicar la prevalencia de las cepas Tcl y Tcll en esas poblaciones
[57].

Otra explicacion para la ausencia de infecciones mixtas puede ser encon-
trada en las diferencias entre las interacciones del sistema inmune y las cepas
del parasito. Existen algunos estudios que siguen esta linea: Rodrigues y
coautores investigaron experimentalmente los efectos de una infeccion mixta
con una cepa “fuerte” (CL-Brener) y una cepa “suave” (JG) del T. cruzi en
ratones Balb/C [61]. La coinfeccién causé una respuesta inmune regulatoria
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singular que atenué los danos causados por la inflamacion y la severidad de
la enfermedad, los cuales son los efectos tipicos de una infeccién con solo la
cepa CL-Brener. En este caso la cepa JG provocod una respuesta protectiva.
Un resultado similar habia sido obtenido previamente por Franco y coautores
[62]; como parte de su estudio tomaron ratones machos de la especie Holtz-
man y las coinfectaron con las cepas JG y CL-Brener. La infeccién con ambas
poblaciones redujo la tasa de mortalidad a niveles muy bajos o casi nulos.
Al final de la fase aguda el corazén exhibié unicamente la cepa JG, mientras
que los musculos esqueléticos y el recto mostraron tunicamente la cepa CL-
Brener. En la fase crénica de la doble infeccion, la cepa JG permanecié en el
corazon y se traslado a los 6rganos que antes habian sido colonizados por la
cepa CL-Brener. Otros autores también han observado diferentes reacciones
immunes en infecciones mezcladas con diferentes cepas [63]-[68].

En este capitulo se extiende el modelo expuesto anteriormente en la sec-
cién 3.2 [31, 34]. Con esta extensién es posible describir la evolucién de la
fase aguda de la enfermedad de Chagas para el caso en el que un organismo
mamifero es infectado con dos cepas diferentes del T. cruzi. En esta par-
te no se tendra en cuenta el dano celular r producido por el replicamiento
intracelular del T. cruzi, puesto que aqui el objetivo es estudiar la competi-
cion dinamica que existe entre estas dos cepas parasitarias y la poblacion de
anticuerpos generada por el sistema inmune para defenderse de la infeccién
chagésica. Los resultados obtenidos por el modelo son muy similares a las
observaciones clinicas encontradas en la literatura [55, 61, 62].

4.2. Modelo Para Una Infeccion Mixta con
T. Cruzi

En esta seccion exponemos el primer aporte de mi trabajo de tesis.

En el modelo se considera que el hospedador mamifero posee una coinfeccién,
es decir, una infeccién con diferentes cepas del parédsito T. cruzi. En la en-
fermedad de Chagas, la introduccién del parasito en el hospedador mamifero
estimula la produccién de ciertas especies de anticuerpos [33]. Se considera
que N especies de anticuerpos interactian con la j-ésima cepa de la pobla-
cion parasitaria, la evolucién del niimero correspondiente de parasitos a cada
cepa, n;(t), es descrito como:

1ij(t) = rin;(t) — Z aijai(t)n;(t), (4.1)
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donde el primer término representa la reproduccion asexual de los parésitos
y el segundo término representa sus interacciones con las NV especies de anti-
cuerpos. El coeficiente x; controla la tasa de reproduccion del parésito, a;(t)
es la poblacién de anticuerpos pertenecientes a la i-ésima especie, y «;; es la
tasa a la cual una molécula del anticuerpo de la especie i-ésima elimina o in-
habilita a un parasito de la cepa j-ésima en un encuentro. Asumiendo que la
interaccién directa entre especies de anticuerpos es despreciable, la ecuacién
para la evolucion de la especie i-ésima de anticuerpos puede ser escrita de la
siguiente manera:

M

ai(t) = Y[y — ai()ng(t) — (1/7) [ai(t) — aio] (4.2)

=1

donde el coeficiente v;; es la tasa de la creacién de anticuerpos inducida por
la presencia de las distintas cepas parasitarias, a;y y 7; son la poblacion de
equilibrio de la i-ésima especie de anticuerpos en la ausencia de infeccién y
su tiempo de vida media, respectivamente.

En este estudio se consideran sélo dos cepas del T. cruzi (para analizar el
caso de pacientes coinfectados) y una especie de anticuerpo (para simplificar
la respuesta del sistema inmune representada en una especie promedio de
anticuerpos). Luego las Ecs. (4.1) y (4.2) quedan:

Ny = KNy — O N1a (4.3)

—~

4.4)

a = yny + Yens — ainia — agnga — (1/7)(a — ap) (4.5)

ﬁQ = KRaNlg — QN

Puesto que solo se tiene una especie de anticuerpos se hace a; = a1 = a,
vij = Y1; = 7; para referirse a las tasas de producciéon de esa poblacién de
anticuerpos debido a la presencia de las cepas n; y ng. o; = aq; = «; para
simbolizar la tasa a la cual los anticuerpos pueden eliminar a los parasitos
de las cepas n; y no en un encuentro.

4.3. Estados Estacionarios y sus Propiedades

Haciendo las derivadas temporales en las Ecs. (4.3), (4.4), y (4.5) iguales
a cero, se obtiene un conjunto de ecuaciones que definen las poblaciones en
estados estacionarios,

nis(k1 — agas) =0 (4.6)
=0

HQS(HQ - 042615)



4.3. ESTADOS ESTACIONARIOS Y SUS PROPIEDADES 23

1
n1s(71 — K1) + Nas(V2 — K2) — ;(as —ag) =0, (4.8)
Los estados estacionarios encontrados y denotados por el subindice s son:

1. ns=mn9s =0y as; =ag

. _Ra2—a3zag — _

2. ngs = 2l s =0y a = Ko/
_ Ki1—Q1ag _ _

3. Nis = Tai(y1—k1)’ Nos = 0 Yy as = /{1/041

Si se analiza el comportamiento asintético (t — 00), se observan tres casos
principales. Debido a la naturaleza cuatri-dimensional del espacio de pardme-
tros generado por las tasas de crecimiento (k1, k2,71, 72), €S MAas conveniente
mirar los resultados en el plano (k1,7;), especificando primero los valores de
Ko vV 7. Los tres casos son los siguientes:

[. Curacién. Las condiciones necesarias para este caso son k1 < ajag y
ko < anag. Dependiendo del tamano relativo de v, v k9 pueden presen-
tarse dos casos: la curacion total del organismo mamifero hospedador
o una curacién condicionada por el tamano de la poblacién parasitaria
inoculada.

a. Curacién Total: si v > ko, ambas poblaciones parasitarias desapa-
recen en el tiempo y el sistema regresa a sus condiciones iniciales para
cualquier valor de v; (nqg, nag, as) = (0,0, ag).

b. Curacién Condicional: si 75 < ko y dependiendo del tamano de la
poblacién parasitaria inoculada se puede eliminar al parasito y obtener
la curacion del mamifero hospedador (si las poblaciones iniciales ng
YV N2 son mas pequenas que un cierto valor umbral determinado por
las condiciones del problema). Si esas poblaciones iniciales de las cepas
parasitarias ng; y nge son mayores que ese valor umbral se produce un
crecimiento incontrolado de una o ambas poblaciones del parasito lo
cual desencadena la muerte del hospedero.

IT. Crénico. En este caso solamente sobrevive una de las cepas, mientras
la otra es eliminada. Existen dos subcasos, dependiendo de la cepa que
sobrevive:

a. Cronicidad debido a la poblacién parasitaria n,: la poblacién pa-
rasitaria ny desaparece y el sistema con el tiempo alcanza un estado
estacionario descrito por

K1 — Q1ag K1

Ng=—"—"—"—+, Ay = — 4.9
" ran (1 — k1) o (4.9)

El criterio para obtener este estado es,
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III.

® K1 > (ag, Sl Ky < Qiaag; O

o K1 > z—;fiz, Sl Ko > anay,

En el plano (k1,71), la cronicidad es observada para los valores de k
indicados por la condicién,

QK3T — QK KT + Ao

>
m Qok1T — Q1 RoT +
Se puede ver que en el limite (k; — 00), 71 X K sobre esta frontera.
Este comportamiento lineal es comparable con el caso presentado en la
Sec. 3.2 donde se ha modelado una cepa parasitaria y una sola especie
de anticuerpo [34, 35].

b. Cronicidad debido a la poblacién parasitaria no: si k1 < 3—;@ y
Ko > (ioag y Yo > Velan, an, K1, ke, ag, 7), la poblacién del parédsito ng
es eliminada, y el sistema alcanza con el tiempo el estado estacionario

descrito por

Ko — QaQyq K2
T as = —
T (e — Ka2) %
Bajo las condiciones de arriba, este resultado es vélido para cualquier
valor de 7.
Cabe resaltar que un estado crénico con las dos cepas parasi-

taras coexistiendo no es posible.

(4.10)

Nos =

Muerte del Hospedero. Este caso es subdividido en cuatro subcasos.
a. Muerte debido al crecimiento ilimitado de la poblacion parasitaria ny:
la regién correspondiente en el plano (k1,7;) esta dado por el conjunto
de puntos que satisfacen,

QK3T — QR1KaT + Ao’

< 4.11
n QK1T — QikoT + 0y (411)

mas las condiciones adicionales ~; > z—;:‘ig y kg > aaag. También se
puede obtener este caso cuando se tienen las condiciones 3—;/@ <7 < Ky
Vv kg < uag, junto con la condicion expresada en 4.11. La poblacion
parasitaria ny es eliminada mientras n; crece sin control y la poblacién

de anticuerpos alcanza el siguiente valor asintético,

a, = 1 (4.12)

aq

b. Muerte debido al crecimiento ilimitado de la poblacién parasitaria
ny: esto ocurre si K < z—;’)@, Ko > Yo Y Ko > uag. La poblacion
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parasitaria n; es eliminada mientras ny crece sin control y la poblacion
de anticuerpos alcanza un valor asintético de

a, = 2 (4.13)

)

c. Muerte debido al crecimiento ilimitado de ambas cepas parasitarias,
pero n; aumentando méas rapido que ns: este estado se obtiene cuando
7 < Z—;Hg y Ky > Z—;/ﬁlg. La poblacién de anticuerpos tiende al valor
establecido en la Ec. 4.12.

d. Muerte debido al crecimiento de ambas cepas parasitarias, pero ns
aumenta mas rapido que n;: este estado se obtiene cuando Z—;w <
K1 < 3—;@ Vv Y2 < anag < ko. El valor asintotico para la poblacién de
anticuerpos es el mismo que se muestra en la Ec. 4.13.

Se puede anadir que los casos Il.a, IIl.a y IIl.c siempre serdan obtenidos sin
importar que condiciones se impongan sobre los parametros de la poblacién
parasitaria ns, las condiciones solo dependeran del valor de los parametros.

La estabilidad de las soluciones de los estados estacionarios fue probada
usando el criterio de Routh-Hurwitz [28]. Se puede observar que el resultado
de la poblacién del parasito no depende del tamano de inoculacion, excepto
en el caso [.b.

Se puede entonces construir un diagrama de fase en el plano definido por
las tasas de crecimiento v; y k1. Debido a que se esta trabajando con dos ce-
pas parasitarias y una especie de anticuerpo, primero se fijan los paramétros
de la segunda poblacién parasitaria (ny) y se procede a evaluar qué estados
estacionarios satisfacen las condiciones de Routh-Hurwitz sobre el plano. Dos
ejemplos de los diagramas de fase en el plano (k1,7;) son mostrados en la
Fig. 4.1. En el panel (a), las condicidnes para ng es kg < Yo y Ko < anay, en él
se observa el estado de curacién total (Caso I.a). En el panel (b) la condicién
es Y9 > Ky > (iaag v se observa el estado de cronicidad para la poblacién ng
(Caso IL.b). En ambas situaciones aparecen los casos Il.a (cronicidad debido
a la poblacién parasitaria n;), IIl.a (crecimiento ilimitado de la poblacién
ny) y Ill.c (crecimiento ilimitado de ambas cepas parasitarias liderado por

ng).

En la Fig. 4.2 se han escogido los parametros de ns de tal forma que
la curacién pueda depender de los tamanos de las inoculaciones (caso Lb:
aag > kg > 7). Algunos resultados interesantes surgen de la Fig. 4.2: si
se estudia el diagrama de fase para valores pequenos de v (por ejemplo,
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Figura 4.1: Diagramas de fase que describen el resultado de la infeccion pa-
rasitaria en términos de las tasas de generacién de anticuerpos (1) y la tasa
de reproduccién (k1) de la cepa parasitaria ny. La linea sélida esta dada por
la condicién 4.11, pero como una igualdad. Las valores de las otras fronteras
estan especificados en la figura. Los valores de los parametros para ambos
paneles son oy = 3, 7 = 10, y ag = 2; (a) ay =2.5, 72 = 4, ks = 3; (b)
ag =1.5, 79 =5, kg =4.5.
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Figura 4.2: Diagrama de fase que describe el resultado de la infeccién pa-
rasitaria en términos de la tasa de generacién de anticuerpos (71) v la de
parédsitos (k1) de la cepa ny. La localizacién de la frontera entre los casos
Lb y ILb, depende de los tamanos n;o de ambas poblaciones infectivas. La
curacion depende del tamano inicial. Tres posibles fronteras para los casos
de curacién y muerte estan trazadas. La linea sélida esta dada por la condi-
cién (1.11), tomada como una igualdad. Las otras fronteras estan dadas por
k1= o7 (), k1 = §tka (=), K1 = auag (- —), 1 = gtke (-...), y por dltimo
v = K1 (-..-..). Los valores de los paramétros son oy = 3, ag =2.5, 75 = 3,
ko =4, 7=10,y ap = 2.
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v = 4), se entra en tres diferentes zonas, dependiendo del valor de k1. Si K
es pequeno, se entra en la region IIl.b, lo cual indica la muerte debido al
crecimiento incontrolado de la cepa 2, mientras la cepa 1, cuya produccién
es débil, es eliminada. Para valores intermedios de x; aparece la region 111.d
donde ambas cepas crecen sin control, pero la cepa 2 aumenta mas rapido.
Para valores grandes de k1, se estd en el caso IIl.c, donde ambas cepas crecen
sin control pero liderando ese crecimiento n,. Para estos valores relativamente
grandes de k; el resultado es independiente del tamano de la inoculacion. La
competencia entre las cepas tiene otra interesante consecuencia: si ambas
inoculaciones son pequenas, la parte de la frontera que cae por encima de la
region donde ny crece sin control (k; < 5 en la figura) corresponde a valores
relativamente bajos de v; (tridngulos invertidos). Si se incrementa ng, la
frontera se desplaza considerablemente hacia arriba (circulos), indicando el
crecimiento mas rapido de la cepa nsy, pero si aumenta solamente nig, la
frontera se mueve hacia abajo (tridngulos). Un aumento en la inoculacién
de nyp conduce a un incremento en la competicion y eventualmente a una
reduccion en el tamano de la poblacién ns (la mas danina para el mamifero
hospedador).

4.4. Dinamica

Las soluciones de las Ecs. 4.3-4.5 dependientes del tiempo fueron obteni-
das numéricamente usando el metodo de Euler estandard. Una forma bas-
tante informativa de presentar esas soluciones es a través de los retratos de
fase: una vez que a(t) y n;(t) son calculados para un conjunto de parametros
dados, se dibuja una trayectoria ya sea en el plano (a —n;) o (a —nsy) descri-
biendo la evolucién del sistema para cada conjunto de condiciones iniciales.
Se puede obtener informacién interesante acerca de la dindmica del modelo
mirando los retratos de fase presentados en las Figs. 4.3(a) y 4.3(b). Estos
retratos de fase se construyeron estableciendo valores a los parametros de la
cepa ng, por ejemplo los mencionados en la Fig. 4.2 (agag > Ky > 72), se
fija un valor para v; (y; = 10) y entonces se escogen varios valores de k;
para desplazarse sobre una linea horizontal, la cual atravesara los diferentes
casos mencionados en la secciéon anterior. Se han graficado las poblaciones
n1 y ng por separado para poder apreciar los comportamientos asintéticos
de cada una de ellas. Si se comienza en valores pequenos de k1, se cae en el
caso IIL.b, donde la poblaciéon ny crece exponencialmente y n; tiende a cero
(lineas sdlidas en Fig. 4.3). Si se incrementa el valor de x; se entra en un
caso de curaciéon donde ambas poblaciones son eliminadas (Caso I.a) (lineas
punteadas en Fig 4.3). Siguiendo sobre la linea horizontal, ahora se escogen
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valores ain més altos de 1 (k1 > ajag) y se encuentra el Caso Il.a, donde
la trayectoria de fase para m; es una espiral que termina en un punto fijo
correspondiente a su estado estacionario. En este caso n; alcanza el valor
asintético obtenido analiticamente en la seccién 4.3 (Ec. 4.9), y ny va a ce-
ro (lineas entrecortadas). La cepa n; y la poblacién de anticuerpos oscilan
como funcién del tiempo. Finalmente, si se pasa la condicién (4.11) se entra
en el Caso IIl.a donde ny crece monétonamente a largos tiempos debido a su
rapida replicacién, el nimero de anticuerpos va a una constante finita (Ec.
4.12) y la cepa ny desaparece.

Si se toman valores mas pequenos de 7, por ejemplo 7; = 2, como en la
Fig. 4.4, se comienza de nuevo en el Caso IIL.b (lineas sélidas), pasando por
el Caso III.d donde ambas cepas parasitarias crecen sin limite, con la cepa ns
liderando ese incremento (lineas punteadas) y, finalmente, para valores mas
grandes de k; se cae en el caso IIl.c: ambas cepas crecen ilimitadamente pero
esta vez la cepa n; encabeza dicho incremento (lineas entrecortadas).

4.5. Discusion

En este capitulo se ha extendido el analisis del modelo propuesto para la
interaccién entre dos cepas parasitarias y una especie de anticuerpos durante
la fase aguda de la enfermedad de Chagas. Se ha investigado su dinamica en
detalle, incluyendo la influencia del tamano de las inoculaciones del parésito.
Dos predicciones importantes de este modelo son:

a) Es imposible obtener una infeccién créonica mezclada: un paciente en-
fermo en estado crénico solamente hospedara una sola cepa del parasito
(ambas cepas pueden coexistir durante la fase aguda de la enfermedad),
es decir, la cronicidad en un mamifero hospedador es causada solamen-
te por una de las cepas infectantes. Los pacientes encontrados con una
infeccion mixta es debido a que se encuentran en una etapa reciente de
la infeccién o atraviesan el estado agudo de la enfermedad.

b) La inoculacién de una segunda cepa del parasito podria causar un de-
crecimiento del nivel parasitario de la primera cepa, guiando al paciente
a un estado de curacion.

En el estudio llevado a cabo en la Sec. 3.2 con una sola cepa parasitaria [31],
se encontré que incrementando el tamano de la cantidad de parasitos inocu-
lados se reducia el area correspondiente al estado de curacion en el diagrama
de fase (k,7). En el presente estudio se encuentr que introduciendo una se-
gunda cepa parasitaria (n; en nuestros graficos), se puede ayudar a erradicar
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Figura 4.3: Retratos de fase de las poblaciones parasito-anticuerpos para los
valores de r; indicados en el panel (b) manteniendo constante v, (= 10).
Los parametros de ns son los mismos de la Fig. 4.2. Los tamanos de las

inoculaciones son niy = Ny = d.
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parametros de la cepa ny son los mismos que en la Fig. 4.2. Los tamanos de
las inoculaciones son nig = Nag = d.
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una cepa danina (ng) y curar al organismo mamifero hospedador. El retrato
de fase de la Fig. 4.5 muestra como, incrementando la cantidad de parési-
tos inoculados nqg, el estado final de muerte es sustituido por el atractor de
curacion. Este resultado puede ser comparado con los hallazgos de Basso y
colaboradores [69, 70], quienes desarrollaron un modelo murino de vacunacién
en contra del T. cruzi usando el parasito T. rangeli. Los ratones inmunizados
con T. rangeli mostraron una fuerte reduccién en los niveles parasitarios del
T. cruzi, como tambien una alta tasa de supervivencia a inoculaciones leta-
les con el parésito (este tema es estudiado en detalle en el siguiente capitulo).

La idea de que una cepa “suave”del T. cruzi (JG) podria atenuar los efec-
tos de una cepa mas agresiva (CL-Brener) fue también investigada por Franco
y colegas [62], quienes encontraron tropismo tisular diferencial al término de
la etapa aguda. Ellos observaron que la cepa JG apunté unicamente al tejido
muscular cardiaco mientras el clon CL-Brener apunt6 al tejido esqueletal y
otros érganos. Esto es curioso dado que cuando se tiene una infeccién con
solo la cepa CL-Brener el corazon es el principal érgano afectado durante la
fase aguda. Sin embargo, observaron una drastica reduccién o eliminacién del
clon virulento, baja mortalidad y parasitemia, y dano histolégico mas leve.
Este desplazamiento de la cepa mas agresiva es coherente con los resultados
aqui expuestos ya que se encuentra que dos cepas no pueden coexistir en el
estado cronico, ademas de que la introduccién de una segunda cepa podria
incrementar las posibilidades de evitar la muerte del hospedador.
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Figura 4.5: Retrato de fase ny vs. a, para varios tamanos de inoculacién de
la cepa ny (nyg). Si incrementamos el tamano de nyy, el atractor del sistema
se corre desde la muerte (caso III.d) hacia el de curacién (caso I). En todos
los casos, n; desaparece. Los parametros de la cepa ny son los mismos que
en la Fig. 4.2. nyy = 5, y los valores de njy estan expuestos en la figura.
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Capitulo 5

Pre-infectando para Curar

5.1. Introducciéon

En los ultimos anos el modelado matematico se ha convertido en una
herramienta 1util para estudiar mecanismos de defensa en contra de parasi-
tos o bacterias [71]-[73]. En el capitulo anterior ese encontré que una cepa
parasitaria puede causar un decrecimiento del nivel parasitario de otra cepa
cuando el mamifero posee una infeccion mixta. Siguiendo esta linea, en es-
te capitulo se pretende hacer un andlisis de los estudios de Basso [69, 70],
[74]-[78], Zuniga [79] y Palau [80], donde proponen usar otro tripanosoma, el
Tripanosoma rangeli, para combatir la propagacién del T. cruzi.

El T. rangeli, también disperso por Latinoamérica [81]-[83], se transmite
por la mordedura de un insecto triatomino a través de su saliva (no las heces
como el T. cruzi) y es no-patogénico en los mamiferos vertebrados [84]. De-
bido a su inocuidad, hay pocos estudios de este pardsito; por ende, su ciclo
de vida en mamiferos es todavia un misterio sin develar. Existen algunos
estudios que muestran la presencia de formas amastigéticas en ratones in-
fectados experimentalmente. En particular, Urdaneta-Morales y Tejero [85]
reportaron quistes intracelulares o pseudoquistes, conteniendo amastigotes
y tripomastigotes de este parasito (cepa Dog-82 del T. rangeli, cultivada
durante 12 dias) en el corazén, higado y bazo de un ratén macho blanco
lactante de la especie NMRI. Osorio et al. [86] también observaron formas
amastigdticas en una infeccién experimental in vitro de la linea celular his-
tiocitica U937 (U937 histiocytic cell line). Cabe destacar que ambos estudios
citados anteriormente observaron formas intracelulares del T. rangeli pero
estas carecieron de replicacion. A diferencia de lo anterior existen otros ex-
perimentos donde no se han reportado formas intracelulares. Por ejemplo,

65
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Eger-Mangrich et al. [87], observaron baja infectividad pero ninguna repli-
cacién intracelular del T. rangeli (cepas Choachi, Macias, y el clon SC-58
B1) en promonocitos murinos y células Vero. Aniez [88] observé unicamen-
te formas sanguineas circulantes en ratones Albino y Didelphis Marsupialis
picados cuatro veces por triatominos R. prolizus infectados con el parasito
T. rangeli. Barbosa et al. [89] desarroll6 un método in wvitro para inducir
una alta diferenciacion del T. rangeli, para probar que la infectividad de esos
tripomastigotes derivados de un cultivo en ratones Balb-C era nula, puesto
que solo encontré parésitos circulando en el flujo sanguineo. Considerando
los estudios anteriores, asumimos que los tripomastigotes del T. rangeli se
reproducen por fision binaria en el flujo sanguineo, despreciando la existen-
cia de formas intracelulares, debido a la falta de estudios que comprueben o
evidencien la replicacién del parasito en estado amastigotico.

Ambos parasitos, T. cruzi y T. rangeli, comparten areas endémicas y vec-
tores [83, 90, 91|, y poseen una fuerte relacién antigénica [74, 92, 93]. Como
consecuencia ocurren infecciones mixtas T. cruzi-T. rangeli, haciendo dificil
el diagnéstico de la enfermedad de Chagas. Basado en esto, algunos inves-
tigadores como Basso [74]-[78], Zuniga [79] y Palau [80] han propuesto un
procedimiento de vacunacién para la enfermedad de Chagas. Ellos realizaron
experimentos en ratones y perros, usando epimastigotes del T. rangeli para
generar proteccién en contra de una posterior infecciéon con T. cruzi. Sus
hallazgos consisten en que el nivel parasitémico del T. cruzi era menor y con
un tiempo de duracién mas corto en animales previamente infectados con T.
rangeli. Basso indica que esta inmunizacion con parasitos del T. rangeli pro-
voca una respuesta especifica de células T y células B en contra del T. cruzi,
asociado con altos niveles de anticuerpos especificos y un patrén particular
de citocinas, finalizando en una fuerte reduccién en la tasa de mortalidad de
los ratones infectados. La introduccion del T. rangeli induce un incremento
en varias moléculas de anticuerpos (IgG, IgM, IgE) [78], las cuales son tam-
bién isotipos de anticuerpos especificos del T. cruzi [33]. La vacunacion con
T. rangeli produce un aumento en las poblaciones de isotipos de anticuerpos
IgG1, IgG2a, IgG2b, IgGE e IgM. Los isotipos de anticuerpos del tipo IgG,
especialmente el IgG2, reconocen un gran nimero de antigenos del parésito

e intensifican el proceso de opsonizacién®.

El rol protectivo de los anticuerpos en la fase aguda de la infeccién depen-
de mayormente de su habilidad para inducir la eliminaciéon de los parasitos

les el proceso en el cual se marca a un patégeno para su ingestiéon y destruccién por
un fagocito
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circulantes en sangre. La previa inmunizacién con parasitos del T. rangeli
produce un aumento en los niveles de anticuerpos (comunes a ambos parasi-
tos) y por consecuencia una defensa inmune ampliamente mejorada en una
posterior infeccién con parasitos del T. cruzi. En los experimentos de Basso
se encontré que mas del 95 % de los ratones vacunados sobrevivieron a una
infeccion letal de T. cruzi, mostrando una disminucion considerable de la
parasitemia durante la fase aguda de la enfermedad de Chagas [76].

En este capitulo se describe, a través del modelo expuesto en la seccion 3.2
de esta tesis, la interaccion de la respuesta inmune humoral de un mamiifero
y el T. rangeli. Cabe destacar que este trabajo es el primer intento para
reproducir la interaccion de este parasito con el sistema inmune. El objetivo es
explicar la dinamica del parésito dentro del organismo hospedador y construir
las bases para reproducir los experimentos de Basso [76]. Aqui se realiza un
analisis cuantitativo de la reaccion inmune observada en contra de las dos
poblaciones de parésitos (T. rangeli y T. cruzi). A través del modelo se desea
entender porque el T. rangeli podria ser usado como una vacuna en contra
de la enfermedad de Chagas, teniendo en cuenta la competencia entre los
parasitos T. cruzi, T. rangeli y algunas especies de anticuerpos.

5.2. Modelo Para el Tripanosoma Rangeli

Considerando la ausencia de evidencia de replicacion intracelular del T.
rangeli [87]-[89], se trabaja con una versién anterior del modelo de la infec-
cién de Chagas expuesta en la seccién 3.2 de esta tesis [31, 34], el cual hace
un analisis de la dindamica de una poblacién parasitaria que se reproduce
por fisién binaria. Aplicando el modelo a la situacion en estudio, llamamos
m(t) al nimero de pardsitos del T. rangeli, que se incrementa a una tasa
km debido a su reproduccién, y decrece debido a la interaccién con anticuer-
pos. Asumiendo que existen N especies de anticuerpos capaces de mediar
la eliminacion del parasito, se cuantifica la probabilidad de la eliminacion
del parasito debido a un encuentro con un anticuerpo a través del conjunto
de coeficientes a; ,,(t). Para facilitar la identificacién todos los parametros
asociados a la infeccién con el parasito T. rangeli llevan el subindice m. La
evolucién de m(t) esta dada por

d”;_t(t) = m(t) = 3 i (as(O)m(t) (5.1)

donde a;(t) es el numero de anticuerpos de la especie i al tiempo t. Este
nimero de anticuerpos incrementa a una tasa 7;, debido a la activacién
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inducida por la presencia del parasito T. rangeli. Sin embargo, el proceso de
produccion no es instantaneo y el modelo considera que hay un retraso 6; ,,
entre la dindmica de crecimiento del parésito y la creacion de anticuerpos. El
modelo también supone que las especies de anticuerpos ¢ tienen un tiempo
de vida intrinseco 7; y una poblacién de equilibrio a;y en ausencia de parasi-
tos. Con esas consideraciones la ecuaciéon de evolucién para la poblacion de
anticuerpos es:

da;it) = YimM(t — 0; ) — i (t)a;(t)m(t) + % [aio — a;(t)] (5.2)

Para modelar el proceso de optimizacion de la especificidad de los anticuer-
pos, se asume que la eficiencia en la eliminacion a;,,(t) es gobernada por un
proceso de aprendizaje exponencial:

Qi () = Qaim + apim(1l — exp|—t/T}]) (5.3)

Esta funcién describe un incremento suave de la eficiencia de los anticuerpos
desde un valor inicial o4, a un valor de saturacion au;,, + ap;m con un
“tiempo de aprendizaje” T; para las diferentes especies de anticuerpos i.
Como se puede observar el modelo usado es el descrito en la seccion 3.2, por
lo cual las ecuaciones son similares.

5.2.1. Estados Estacionarios

Como se puede apreciar, las Ecs. 5.1 y 5.2 son las mismas que especifi-
camos anteriormente en la Sec. 3.2 para describir la reproduccion por fision
binaria del parasito. Los resultados que se obtienen del analisis de los estados
estacionarios (al hacer sus derivadas iguales a cero y considerar una especie
de anticuerpo en el regimén asintético, t — 0o) son los mismos obtenidos en
la seccién 3.2.1, donde también puede encontrarse la definicion de cada uno
de estos estados. Sin embargo, si se enunciaran las condiciones para que es-
tos ocurran, asi el lector puede familiarizarse con las condiciones asociandolas
con la notacion de sus parametros. Los estados asintoticos que obtenidos son:

[. Curacion: Para K, < a,,a0 V Em < Ym
II. Enfermedad Croénica: Si a0 < Km < Yim
ITI. Muerte del Organismo Hospedador: Si a,,a0 < Em ¥ Ym < Km

IV. Dependencia de la Inoculaciéon: Para v, < Kk, < am,aq
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T. rangeli T. cruzi
Parametros | Barbosa Zuniga Zuniga
Vigm 4,75 x10° 6,65 x10° 4,03 x10°
VigG1 1,92 x10* 2,69 x10%° | 1,63 x10*!
VIgG2a 5,9 x10* 8,29 x10%° | 5,54 x10*!
QA TgM 52x1072° 1,36 x1072° | 1,17 x10~%°
QB IgM 3,76 x1072° 9,87 x1072! | 8,46 x10~2!
QA 1G1 0 0 0
OB:1gG1 1,36 x1071% 3,59 x10~% | 3,07 x10~1°
QA TgG2a 0 0 0
QB.1gG2a 4,64 x1071% 1,21 x107*® | 1,04 x10~'8

Cuadro 5.1: Valores de los parametros correspondientes al ajuste de los datos
experimentales de Barbosa et al (2002) [89] y Zuniga et al (1997) [79]. ®im
es medido en (ml/dias) y ~;m es medido en dias™*

5.2.2. Validacién del Modelo

Para validar el modelo y usarlo para comprender la interaccién sistema
inmune-parasito dentro del mamifero, se reprodujeron datos exprimentales.
En particular, aquellos obtenidos por Barbosa et al. [89] y Zuniga et al.
[79] (ver Fig. 5.1). Para reproducir los datos experimentales se asumen tres
especies de anticuerpos, IgM, IgG1 e [gG2a, los cuales son anticuerpos es-
pecificos para el T. cruzi y el T. rangeli [78]. Los valores de los pardmetros
asociados con las poblaciones de anticuerpos (mostrados en el Cuadro 5.1)
se escogieron de tal forma que representaran un buen ajuste visual entre los
datos experimentales y las predicciones del modelo. La Fig. 5.1(a) muestra
la comparacién entre el modelo y los datos experimentales de Barbosa [89]
en ratones de la especie BALB-C inoculados intraperitonealmente con 3x10°
tripomastigotes de las cepas SC-58 y Choachi del T. rangeli. Los valores
de los pardmetros relacionados con el parasito (obtenidos del ajuste) fueron
km=0.6[dias™], y my =7365[ml~"]. Los valores de los pardmetros a;o, 0; n,
7;, v T;, son los mismos que se usaron anteriormente [34] para ajustar las
mismas especies de anticuerpos en ratones BALB-C' infectados con la cepa
Tehuantepec del T. cruzi en un experimento de El Bouhdidi et al. [33]. Los
valores de los parametros se muestran en el Cuadro 5.2, pero en otras uni-
dades (dias).

Cabe resaltar que los experimentos de Zuniga [79] fueron realizados para
investigar el efecto protector del T. rangeli en contra de la infeccion con T.
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Anticuerpos a; a; [1/ml]  T; T 0;

IgM 6x 10 16.8 58.1 0.35
IgG1 2.5 x 1017 427 49.7 35
[gG2a 1.2 x 10" 497 49.7 35

Cuadro 5.2: Valores de los parametros para los anticuerpos especificos del T.
cruzi y el T. rangeli. T, 7 y # son medidos en dias.

¢ Datos Exp. Barbosa
Modelo

Modelo

30000

25

Tiempo [dpi] Tiempo [dpi]

Figura 5.1: Comparacién del modelo con datos experimentales de la poblacion
del T. rangeli. Datos tomados de (a) Barbosa et al. (2002) [89], y (b) Zuniga

et al. (1997) [79].

No. Anticuerpos x1018[ml'1]

1e+0 {

o

0 50 100 150 200 250 300
Tiempo [dpi]

Figura 5.2: Evolucion de la poblacion de anticuerpos especificos del T. rangeli
en el experimento de Zuniga [79].
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cruzi. En su trabajo, los autores estudiaron el nivel parasitario en un ratén de
un mes de edad de la especie Swiss Ico infectado con 3x10° tripomastigotes de
la cepa C-23 del T. rangeli. Siguiendo el mismo procedimiento realizado con
el experimento de Barbosa, se ajustaron también los datos experimentales
de Zuniga (ver Fig. 5.1(b)). En este caso, el valor de la tasa de replicacién
del parésito fue r,, = 0,74[dias™']. Los valores de los pardmetros de los
anticuerpos se muestran en los Cuadros 5.1 y 5.2. A partir de nuestro modelo
es posible inferir que la infecciéon con T. rangeli produce una excitacion del
nivel de anticuerpos. Esta excitacion se puede observar en la Fig. 5.2, la cual
fue hecha tomando los parametros usados para ajustar el experimento de
Zuniga [79]. No se muestra la evolucién de la poblacién de anticuerpos IgM
ya que su variacion es indistinguible de las otras poblaciones.

Es interesante que los valores de «;,, y 7vim en el trabajo de Barbosa
son respectivamente cinco y ocho veces mas grandes que aquellos obtenidos
previamente para ratones infectados con T. cruzi [34]; mientras que para el
trabajo de Zuniga fueron solo 0.7 y 2.1 veces mayor respectivamente. Esta
similitud entre los parametros del T. rangeli y el T. cruzi puede ser debido
a las caracteristicas biologicas que tienen en comun estos parasitos (ellos
comparten areas endémicas, resevorios y vectores, ademas de expresar una
alta similitud antigénica [78]). El T. rangeli y el T. cruzi también provocan
una respuesta humoral similar, ya que el T. rangeli induce una respuesta
humoral de los isotipos de anticuerpos IgG, IgM e IgE [78], los cuales son
también anticuerpos especificos del T. cruzi [33].

5.3. Reaccion Cruzada

5.3.1. Modelo para una infeccion mixta T. rangeli-T.
cruzi

Como fue mencionado anteriormente, Basso y sus colaboradores [74]-[78]
mostraron que el parasito T. rangeli ofrece un efecto protector en contra de
infecciones con T. cruzi. En sus experimentos, ellos primero preinfectan rato-
nes con T. rangeli, introduciendo los parasitos de T. cruzi un par de dias des-
pués. Basso y sus colaboradores observaron que la preinfeccion con T. rangeli
produce inmunizacién, causando una fuerte reduccién en niveles de mortali-
dad y parasitemia con respecto a ratones que no fueron pre-inmunizados o
no-vacunados.

En el capitulo anterior se estudio en detalle una infeccién mixta de dos
cepas del T. cruzi y su interaccién con una especie de anticuerpo durante la
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fase aguda de la enfermedad de Chagas [94]. Mostramos diagramas de fase
y se obtuvieron estados estacionarios tanto para las cepas parasitarias co-
mo para la especie de anticuerpo promedio considerada. La situacién aqui es
bastante similar, se analiza una infeccién mixta de dos tripanosomas excepto
que esta vez ellos tienen diferentes procesos de reproduccion: la replicacién
extracelular del T. rangeli y la replicacion intracelular del T. cruzi. Mientras
las ecuaciones de evolucién de las poblaciones parasitarias no son modifica-
das respecto a los modelos para infecciones individuales (Ecs. (3.18) y (3.19)
para T. cruzi, y Ec. (5.1) para T. rangeli), la evolucién temporal de los an-
ticuerpos si es afectada por la presencia de ambas poblaciones parasitarias
simultdneamente, y por tanto se anaden términos que indican esas interac-
ciones:

dt

fyz,mm(t - ez,m) + ’Y’L,nn@ - ez,n)

—im(t)a;()m(t) — a;pn(t)a;(t)n(t) + l [0 — a;(t)] (5.4)
7

donde m refiere a la poblacion de T. rangeli, como en la Seccién 5.2, y n a la
poblacion del parasito T. cruzi. Para reproducir los experimentos considera-
mos que transcurre un intervalo de tiempo t* al momento de la inoculacién
del T. cruzi desde que el hospedero mamifero fue primero inoculado con T.
rangeli. La poblacion del T. cruzi serd nula hasta ese tiempo t*, siendo n(t*)
el tamano de la inoculacién con parasitos de T. cruzi. Hemos asumido el
mismo proceso de aprendizaje para la eficiencia de eliminacién «;,, de ambas
poblaciones parasitarias por parte de las ¢ especies de anticuerpos. Entonces
el sistema de ecuaciones compuesto por las Ecs. (3.24), (3.25), (5.1) y (5.4)
serd el que se usara para describir la dindmica de una infecciéon mixta T.
rangeli-T. cruzi y la respuesta del sistema inmune humoral de un mamifero.

5.3.2. Estados Estacionarios de una Infecciéon Mixta de
T. rangeli-T. cruzi

A continuacién se muestra el andlisis del comportamiento asintético (t —
00) del sistema de ecuaciones (Ecs. 3.24, 3.25, 5.1 y 5.4) considerando una sola
especie de anticuerpos. Puesto que los valores de los parametros del modelo
para el T. rangeli, incluyendo sus efectos no-patolégicos son conocidos, no se
consideran todas las posibles combinaciones de los pardmetros (como se hizo
en una infeccién mixta con dos especies del mismo parasito en el capitulo
anterior). Solamente se tiene en cuenta la condicién que guia a un estado
de curacion (Kp, < Ym ¥ Km < Qunag) ya que los reportes consultados en la
literatura indican que toda infeccién con T. rangeli en un organismo mamifero
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es siempre eliminada. Luego, ya establecida la condicion para el T. rangeli,
se obtienen tres posibles estados asintoticos dependiendo de los parametros
del T. cruzi:

L.

IL.

I1I.

Curacion. Si k, = (N, — 1)§ < auap (una tasa de reproduccién pa-
rasitaria baja), ambas poblaciones de parésitos desaparecen a tiempos
largos y el sistema regresa a sus condiciones iniciales (ry = 0,ny =
0,ms = 0,as = ap) para cualquier valor de ~,.

Enfermedad cronica causada por la infeccion del T. cruzi. La poblacion
del T. rangeli desaparece, pero un estado de equilibrio es alcanzado con
el tiempo por las poblaciones del T. cruzi, las células infectadas y la de
los anticuerpos. Los valores asintéticos de las poblaciones son:

§ Kn — Qo Fon

s = —Ng, ng = s g = —
T (Y — Kn) o,

Las condiciones para obtener este estado son, k,, > a,aq y

BO + Bllin + BQH% + Bglii
Ao+ Ak + Agr2

Yo > Velbin) = (5.5)

donde A; y B; son constantes muy complejas que dependen de los
parametros &, au,, Qum, 1, o, ¥ K.

Muerte del organismo mamifero hospedador. Si v, < Y.y Qnay < K.
Este caso es dividido en dos sub-casos:

[TI.a Muerte del organismo mamifero hospedador debido al ilimitado
crecimiento de la poblacién del parasito T. cruzi, mientras la po-
blacién del T. rangeli es eliminada. La condicion extra para este
caso es ¥, > ™K. Mientras n crece sin control, la poblacion de
anticuerpos alcanza el valor asintético dado por:

4= (5.6)

Qp

ILb Si v, < §*kp la muerte del organismo mamifero hospedador es
debido al ilimitado crecimiento de ambas poblaciones parasitarias
T. rangeli (m) y T. cruzi (n) mientras la poblacién de anticuerpos
va al mismo valor del caso IIl.a.

De nuevo, la estabilidad de las soluciones estacionarias es probada usando el
criterio de Routh-Hurwitz [28]. Cabe notar que el valor de las poblaciones
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del parasito T. cruzi y la de anticuerpos no dependen de los pardmetros de
la poblaciéon del T. rangeli. Los valores de las poblaciones de anticuerpos y
del T. cruzi son los mismos que se obtienen cuando la infeccién es causada
Unicamente por este parasito, como se obtuvo en la seccién 3.2.4.

Para observar mejor los estados estacionarios se construye un diagrama
de fase en el plano definido por las tasas de crecimiento v, y &, = (N, — 1)¢,
asumiendo una especie promedio de anticuerpos. Esto es mostrado en la
Fig. 5.3, donde fijamos los valores de los pardmetros como n = 1, £ = 10,
Oy = Oy = 2,5, Ky = 4, 7, = 6, 7 = 10 y a19g = 2. Se puede observar que la
presencia del parasito T. rangeli modifica algunas de las fronteras entre los
diferentes casos. En particular, el borde entre los casos crénico (II) y muerte
del mamifero hospedador (IIT). En una infeccién con solamente T. cruzi la
frontera es v, = k, (Fig. 3.1), mientras en una infecciéon mixta T. cruzi-T.
rangeli el borde cambia a 7, = 7.(k,) (Ec. 5.5). Esto conlleva a un incremento
(decrecimiento) de la zona de la condicién de cronicidad en el diagrama de
fase (muerte del hospedador), mejorando las oportunidades para sobrevivir a
la infeccién. Por otra parte, la zona dependiente de la inoculacion desaparece,
incrementando las posibilidades de curacion. Es tambien posible observar la
subdivisién de los casos de muerte del hospedador en dos nuevos subcasos
(IIL.a y IIL.b). La frontera entre los casos crénico y curacién sigue teniendo
el mismo valor (k, = ay,ap).

5.3.3. Comparaciéon con Experimentos

A continuacion se muestra una verificaciéon del modelo para una infeccién
mixta cuando se compara con datos experimentales extraidos de la literatura
[79]. Como se mencioné antes, Zufiga [79] realizé experimentos con infeccio-
nes mixtas usando parasitos de la cepa Y del T. cruzi y la cepa C-23 del T.
rangeli en ratones machos de la especie Swiss Ico. La poblacion parasitaria
del T. rangeli se introdujo cuando el ratén tenia 15 dias de nacido, y dos
semanas después inocularon los parasitos del T. cruzi. En ambas ocasiones el
nimero de pardsitos inoculados fue 3x10° tripomastigotes. Como los pardme-
tros del modelo son distintos para diferentes combinaciones de cepas/especies
del mamifero, nosotros comenzamos por ajustar los datos de cada cepa pa-
rasitaria de manera independiente. La Fig. 5.4 muestra los datos de Zuniga
[79] de una infeccién con parasitos de la cepa Y del T. cruzi, junto con la cur-
va que arroja el modelo, escogida de manera que sea un buen ajuste visual.
Los valores de los parametros relacionados con la replicacion intracelular del
pardsito T. cruzi Y son N, = 2.28, ¢ = 1.05[dias™ ], n = 0.7[dias™ ], ng=
3 x10°[ml~!], mientras que los relacionados con la poblacién de anticuerpos
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Figura 5.3: Diagrama de fase que describe el resultado de una infecciéon mixta
T. rangeli-T. cruzi en términos de la tasa efectiva de reproduccién x,, del
pardsito T. cruzi y la tasa de generacion de anticuerpos 7,,. Casos: I. Curacién,
I1. Crénico, III. Muerte del Hospedero subdividido en dos subcasos: IIl.a
(IT1.b) por el crecimiento exponencial de la poblacién del T. cruzi (T. cruzi
y T. rangeli simultaneamente).
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Figura 5.4: Comparacion de los datos experimentales de la poblacion para-
sitaria del T. cruzi obtenidos por Zuniga et al. (1997) con la prediccién del
modelo. Los valores de los pardmetros son mostrados en los Cuadros 5.1 y
5.2

se muestran en los cuadros 5.1 y 5.2. Con este conjunto de valores de los
parametros, en combinacién con los que se obtuvieron del experimento de
Zuniga en el ajuste de la poblacién parasitaria C-23 del T. rangeli (también
mostrados en el Cuadro 5.1), se pudo reproducir en la Fig. 5.5 los niveles
parasitémicos del T. cruzi en un experimento de una infecciéon mixta. Cabe
mencionar que los pardmetros a4, y g, fueron escogidos para mostrar el
mejor acuerdo visual con los datos experimentales. Los valores encontrados
tienen un error de aproximadamente 1%, estimado a partir de la variacién
minima del pardametro para observar una divergencia entre el modelo y los
datos experimentales. En la figura, tambien es posible observar el efecto pro-
tector de una pre-infeccién con T. rangeli en contra de una infeccién con T.
cruzi, ya que al incrementar el tamano de la inoculacién del T. rangeli, el
nivel parasitémico del T. cruzi se reduce significativamente.

En la Fig. 5.5, las diferentes curvas corresponden a diferentes valores de
la inoculacién del parasito T. rangeli. Es claro que al incrementar el nimero
de parésitos del T. rangeli ocurre un decrecimiento en el nivel de parésitos
del T. cruzi debido a la sobre-excitacion del sistema inmune. La infeccion
inicial con parasitos del T. rangeli produce un incremento en los niveles de
anticuerpos, lo cual causa que el mamifero esté mejor adaptado para atacar
los nuevos parasitos del T. cruzi en una posterior infeccién. Esto se aprecia
en la Fig. 5.6, donde se muestra el nivel de anticuerpos en una infeccién
con T. cruzi, con y sin tratamiento previo. El niimero de anticuerpos en una
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Figura 5.5: Comparacion del modelo con los datos experimentales obtenidos
por Zuniga [79] en una infeccién mezclada T. rangeli-T. cruzi cuando el hos-
pedero es preinfectado con diferentes tamanos de inoculacién de parasitos
del T. rangeli.

infeccién mixta T. rangeli-T. cruzi es mas alto al principio de la infeccion
con T. cruzi, como resultado de la inmunizacién previa con T. rangeli. Es-
te alto nivel de anticuerpos se enlazan e inhabilitan a los nuevos parasitos
circulantes del T. cruzi inoculados y por consecuencia se reduce el nimero
de anticuerpos y la poblacién parasitaria a tiempos largos. El elevado nivel
inicial de anticuerpos también causa reduccién del dano celular, puesto que
al eliminar los tripomastigotes del T. cruzi se les impide que colonizen las
células y se repliquen dentro de ellas. Esto puede ser observado en la Fig. 5.7,
donde el nimero de células infectadas en una infeccién con solo T. cruzi es
comparada con el caso de ratones previamente inmunizados con T. rangeli.
El dano es seis veces menor, lo cual le da méas oportunidades al mamifero
inmunizado de evitar un crecimiento ilimitado de la infeccién o ain mejor
le da posibilidad de curarse. En nuestras simulaciones el tiempo que espera-
mos entre la inoculacién del T. rangeli y la inoculacién con T. cruzi fue de
t* = 15dpi, tal como lo hizo Zuniga y sus colaboradores en sus experimentos
con modelos murinos [79].
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Figura 5.6: Comparacion de los niveles de anticuerpos pronosticados por el
modelo en ratones no-preinfectados y preinfectados con T. rangeli. Los valores
de los parametros y datos usados fueron aquellos que se obtuvieron del ajuste
del experimento de Zuniga.
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Figura 5.7: Comparacién del dano celular en un ratén preinfectado y no-
preinfectado con T. rangeli predichos por el modelo. Los valores de los
parametros y datos usados fueron aquellos que se obtuvieron del ajuste del
experimento de Zuniga.
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5.4. Discusion

Anteriormente se habia desarrollado un modelo para describir la dinamica
de una poblacién parasitaria con reproduccién por fisién binaria (Seccién 3.2)
[31], el cual fue usado por primera vez para modelar la interaccién entre el
parasito T. rangeli y el sistema inmune de un hospedero mamifero. El modelo
predice tres diferentes estados estacionarios (curacién, crénico y muerte), y
al compararlo con datos experimentales muestra una buena aproximacion. Si
se construye un diagrama de fase en el plano &, — ¥, se obtiene una grafica
similar a la Fig 3.1. Ajustando diferentes experimentos (en particular, los
resultados de Barbosa [89] y Zuniga [79]), se pudo confirmar que una infec-
cién con este pardsito cae en la zona del Caso I (curacién) del diagrama de
fase K., — Ym. La razon por la cual se dice que cae en la zona de curacién es
porque los valores de sus parametros cumplen con la condicién establecida
para este estado (K, < amag). Este hecho indica que el sistema evoluciona
hacia un estado estacionario saludable, lo cual concuerda con las observacio-
nes clinicas, puesto que nunca se han reportado casos crénicos o parasitemia
perdurables en el tiempo del T. rangeli.

El modelo fue extendido agregando las interacciones con la poblacién del
parasito T. cruzi para analizar los efectos de una infeccion mixta durante
la fase aguda de la enfermedad de Chagas. Una preinfeccion con T. rangeli
activa el sistema inmune, lo que conlleva a un incremento inicial en el nivel
de anticuerpos y provee inmunizacion en contra de una invasion posterior
con T. cruzi. Se encontré que esta inmunizacién es solo un efecto tempora-
rio. El T. rangeli es un parasito no-patogénico, y por lo tanto es eliminado
por los anticuerpos mientras el organismo mamifero regresa a sus condiciones
iniciales saludables (ms; = 0, as = ag) con el transcurrir del tiempo. De este
modo el mamifero eventualmente pierde sus altos niveles de anticuerpos y
una nueva infeccion con T. cruzi encontrara poca resistencia.

El efecto protector de una inoculaciéon previa con T. rangeli sobre una
infeccion con T. cruzi puede ser mejor comprendido analizando como se mo-
difica el diagrama de fase x,, —,. En la Fig. 5.8 tenemos un diagrama de fase
en el cual hemos marcado los valores correspondientes al ajuste de datos ex-
perimentales considerando diferentes combinaciones de especies de ratones y
cepas parasitarias del T. cruzi (El Bouhdidi [33] y Andersson [95]). Como los
datos han sido ajustados considerando varias especies de anticuerpos (IgM,
IgG1 e IgG2a), se puede sumar los efectos de las tres especies de anticuerpos
en una sola especie de anticuerpo efectivo, con parametros v, = Z?:1 Yin

3 , .
Y 0 = Y| QinGi. La razén para considerar v, = ) ., 7Y, €s que al
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Figura 5.8: Transicion de casos crénicos de una infecciéon con T. cruzi a
casos de curacion. N, = [1 + a;na0]/§ = 3.47, N,(t* = 22.56dias) = [1 +
a;nao(t*)]/€ = 14.5 y £ = 0.3[1/dias]

a ay (ml/d)  ap (ml/d) ~ (1/d)
IgM  6.5x1072  4.7x10~% 2.8x107
IgG1 0 1.71x107%  1.14x10'!
IgG2a 0 5.8x1071  3.57x10M

Cuadro 5.3: Valores de los parametros de los anticuerpos especificos del T.
cruzi obtenidos del ajuste de los datos de El Bouhdidi [33] en dias. d repre-
senta dias. Los valores de v son distintos en el caso de las experiencias de
Andersson [95].

tener varias especies de anticuerpos, la induccién de anticuerpos total debido
a la presencia del parasito serd yin + von + y3n = Z§:1 Vinn. Esto permite
establecer la posicion de los experimentos en el plano del diagrama de fase y
las fronteras para demarcar las regiones de los distintos casos obtenidos en el
estudio (curacién, crénico y muerte) [96]. En la figura se puede observar que
todos los experimentos pertenecen al caso de enfermedad cronica, predicha
por el modelo para la enfermedad de Chagas. Sin embargo, cabe aclarar que
no todos los ratones alcanzaron ese estado estacionario, ya que el tamano de
la inoculacién fue tan letal que murieron por el dano celular recibido antes
de alcanzar su valor asintético.
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Cuando se preinfecta con T. rangeli, la frontera (a,a0) entre los casos de
curacién y cronicidad se desplaza hacia su derecha. Este desplazamiento es
causado por el nuevo niimero de anticuerpos (ag(t*)) que el mamifero posea
al momento de la infeccién con T. cruzi, puesto que se modifican las condi-
cidénes iniciales. Este nuevo nimero de anticuerpos va a ser mayor, debido a
la excitacion de la respuesta inmune humoral causada por la preinfeccién con
T. rangeli. Con esta nueva condicién inicial, se desplaza la frontera (desde
anap a apap(t*)) vy por ende también se amplia la zona de curacién. Esto
permite que los experimentos aqui estudiados pasen del estado de cronicidad
al de curacion. En la grafica 5.8 se observa el maximo corrimiento posible
de esta frontera para una infeccion con T. cruzi que ocurre 22.5 dias poste-
riores a la inoculacion con T. rangeli. Para infecciones posteriores a ese dia
la frontera retornara lentamente a su valor original a,ag sin inmunizacién.
Claramente se observa que todas las experiencias de infeccion senaladas en la
grafica habrian sido eliminadas si los ratones hubieran sido preinfectados con
al menos 7500 parasitos del T. rangeli alrededor de 22.5 dias antes de acuerdo
al presente estudio. Los parametros usados para este estudio son mostrados
en el Cuadro 5.3.

Los resultados obtenidos con este trabajo pueden ser comparados con
los conseguidos por Basso [74]-[77|, Zuniga [79] y Palau [80]. Todos ellos
desarrollaron modelos murinos, donde inoculaban a perros y ratones con T.
rangeli, para luego observar la evolucién de la respuesta inmune en contra
de una posterior infeccion con parasitos del T. cruzi. El resultado de esta
preinfeccién fue un decrecimiento en la severidad del resultado final de la
enfermedad; es decir, un nivel parasitémico mas bajo, lesiones mas leves en
los tejidos, supervivencia de todos los mamiferos inmunizados e incluso la
completa erradicacion de la poblacién parasitaria en algunos casos. Podemos
mencionar que la tnica diferencia entre los trabajos de Basso y los demas
investigadores es que ella usé en sus experimentos formas muertas (dead-fized
forms) de tripomastigotes del T. rangeli, mientras los otros usaron formas
vivas. No obstante, Basso muestra resultados muy similares [98], lo que im-
plica que el efecto sobre el T. cruzi es debido al estado excitado del sistema
inmune y no a una directa interaccion entre ambas cepas parasitarias.

Se ha encontrado que en una infeccién chagasica la transicién del estado
cronico al estado de curacion causado por la vacunacion con parasitos del T.
rangeli depende del nivel transitorio de anticuerpos que el mamifero posea
al momento de la infeccion con T. cruzi. Usando nuestro modelo es posible
responder preguntas como: jdepende el éxito de esta “vacuna” del tiempo
transcurrido entre ambas inoculaciones y por qué? o jcomo evoluciona la
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poblacién parasitaria del T. cruzi cuando este es inoculado en diferentes mo-
mentos después de aplicada la “vacuna”? Para responder estos interrogantes
se han realizado simulaciones de una infeccién mixta para diferentes inter-
valos de tiempo entre la vacuna y la insercién del pardsito T. cruzi. En la
Fig. 5.9 se muestran en diferentes curvas el nimero de parasitos del T. cruzi
que se obtendrian para diferentes intervalos de tiempo transcurridos desde
que se preinfecta con los T. rangeli hasta que se inocula con los T. cruzi.
Los parametros usados para obtener las curvas de la figura son aquellos uti-
lizados en el ajuste del experimento de Zuniga para el T. rangeli y en el
experimento de El Bouhdidi para la poblacién parasitaria del T. cruzi (ver
Cuadros 5.1-5.3). Se observa que para infecciones con T. cruzi ocurriendo
muy posteriores a la aplicacion de la vacuna (preinfeccién con T. rangeli), el
nivel parasitémico de la infeccién serd el mismo al del experimento sin prein-
feccién con T. rangeli. La explicacién es que la preinfeccion con T. rangeli
no puede mantener el sistema inmune excitado por siempre. Eventualmente
la poblacién parasitaria del T. rangeli es eliminada y por tanto el nivel de
anticuerpos decrece, regresando el sistema a su estado inicial (a5 = ag), como
se muestra en la Fig 5.2. Entre mas tiempo pasa entre ambas inoculaciones,
menor serd el nivel de anticuerpos que el sistema tendra para defenderse de
una infeccion posterior con T. cruzi, permitiendo a los niveles de la poblacién
parasitaria crecer hasta alcanzar los valores obtenidos para el caso en que lo
animales no fueron inmunizados.

En la Fig. 5.10 se analiza el nivel parasitario maximo de una infeccién
con T. cruzi como funcién del lapso de tiempo trancurrido entre la vacuna
(inoculacién de parasitos del T. rangeli) y la inoculacién de los pardsitos del
T. cruzi. Puede observarse, para los parametros usados, que durante los pri-
meros cuatro meses después de la vacunacion, el sistema inmune es capaz de
reducir la poblacion parasitaria en mas de un orden de magnitud. El hos-
pedero tiene asi mas posibilidades de alcanzar un estado de curaciéon como
fue mostrado en el diagrama de fase k,, — 7, (96, 97]. Nuestro anélisis lleva a
pensar en una alternativa de aplicacion de esta idea para disminuir la tasa de
incidencia y prevalencia de la infeccion chagasica en humanos. Una posible
estrategia seria vacunar los animales domésticos, ya que estos sirven como
reservorios en el ciclo de transmisién del T. cruzi. De acuerdo al modelo el
itinerario de vacunacion se realizaria al menos tres veces por ano para redu-
cir los niveles parasitémicos en reservorios y vectores, y a su vez prevenir el
contagio de la enfermedad de Chagas dentro de las viviendas. Se sabe que los
animales domésticos aumentan el riesgo de transmision a los humanos [99)].
Los perros y los pollos mantenidos en la vivienda son una fuente de alimen-
to para los triatominos, lo cual ayuda a incrementar su poblaciéon. Si en la
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Figura 5.9: Evolucién de la poblacion del T. cruzi en un ratén preinfectado
con T. rangeli. La re-infeccién es hecha a los tiempos (t*) indicados en la
grafica.

vivienda existen cuatro o mas perros infectados se produce un incremento
en la tasa de prevalencia del T. cruzi en los insectos y en los humanos [100].
Por otro lado, el T. rangeli es un parasito patégeno para los triatominos
[84, 101, 102]. Trabajos como el de Guhl et. al [84] han confirmado diferentes
grados de patogenicidad del T. rangeli en sus vectores, especialmente en tria-
tominos de la especie de los Rhodnius. Al vacunar a los animales domésticos
con el T. rangeli, los insectos adquiriran la infeccién y por ende se interrum-
pird el ciclo de transmision. Los triatominos no sobreviviran para propagar
el parasito T. cruzi y dispersar la enfermedad de Chagas, lo cual dismuye
la poblacién de insectos vectores y a su vez reduce los riesgos de contagio
en la poblaciéon humana. Se requieren mas investigaciones para verificar los
reservorios naturales del T. rangeli y cémo éste ayuda a propagar el parasito
en el area de susceptibilidad de contagio.
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Capitulo 6

Respuesta Inmune Celular

6.1. Introduccion

La inmunidad es el estado de protecciéon contra una enfermedad infecciosa
u otra invasion bioldgica no deseada. La inmunidad involucra componentes
especificos y no especificos que se detallan mas adelante en esta seccion. Los
componentes especificos estan relacionados con la inmunidad innata, la
cual proporciona la primera defensa contra una infeccion. Casi todos los com-
ponentes de la inmunidad innata se encuentran antes del inicio de la infeccién
y constituyen un grupo de mecanismos de resistencia contra una infeccion
que no son especificos de un patégeno particular. Estos componenentes celu-
lares y moleculares, reconocen tipos de moléculas peculiares y caracteristicas
de un amplio grupo de patégenos, células danadas o lesionadas. Las células
fagociticas, como los macroéfagos y los neutrofilos, las barreras como la piel,
y una diversidad de compuestos antimicrobianos sintetizados por el hospe-
dador, tienen funciones importantes en la inmunidad innata. En contraste
con la amplia reactividad del sistema inmunitario innato, que es uniforme
en todos los miembros de una especie, el componente especifico, la inmu-
nidad adaptativa, no actia hasta que no existe un reto antigénico para el
organismo. La inmunidad adaptativa responde al desafio con un grado ele-
vado de especificidad y, asimismo, con la propiedad notable de “memoria”.
Los principales agentes de la inmunidad adaptativa son los linfocitos y los
anticuerpos [103, 104, 105]. La inmunidad adaptativa no es independiente de
la inmunidad innata, de hecho las células fagociticas participan de manera
importante en la activacion de la respuesta inmune especifica. Por otra parte,
se ha demostrado que varios factores solubles, producidos por una respuesta
inmunitaria especifica, aumentan la actividad de estas células fagociticas. El
actuar sinérgico de las inmunidades adaptativa e innata, reguladas de forma

85
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cuidadosa, es la manera en que el sistema inmune logra eliminar un invasor
extrano. Una reaccion inmunitaria eficaz incluye dos grupos principales de
células: los linfocitos T y las células presentadoras de antigenos. Los
linfocitos son uno de los muchos tipos de globulos blancos que se producen
en la médula ésea por el proceso de hematopoyesis.! Los linfocitos salen de
la medula 6sea, circulan en la sangre y los sistemas linfaticos, y residen en
diversos 6rganos linfoides. Debido a que producen y muestran receptores de
superficie celular por el cual se unen a un antigeno, los linfocitos median
los atributos inmunolégicos definidores de especificidad, diversidad, memoria
y autorreconocimiento. Las dos poblaciones principales de linfocitos son los
linfocitos B (células B) y los linfocitos T (células T).

6.1.1. Linfocitos B

Los linfocitos B maduran en la medula ésea; cuando la abandonan, ca-
da uno expresa un receptor de unién de antigeno unico en su membrana.
Este receptor de unién de antigeno, o de la célula B, es una molécula de
anticuerpo unida a la membrana. Cuando una célula B virgen (la que no
ha encontrado antes algiin antigeno) halla por primera vez el antigeno que
corresponde a su anticuerpo unido a la membrana, se da lugar una divisién
rapida de la célula, y su progenie se diferencia en células B de memoria
y células B efectoras, también llamadas células plasmaticas. Las célu-
las B de memoria tienen un periodo de vida més prolongado que las células
virgenes, y expresan el mismo anticuerpo unido a la membrana que su célula
B original. Las células plasmaticas producen el anticuerpo en una forma que
pueda secretarse y circular, y no posee anticuerpo unido a su membrana.
Aunque las células plasmaticas solo viven unos cuantos dias, secretan canti-
dades enormes de anticuerpos durante ese periodo. Se estima que una célula
plasmatica aislada puede liberar mas de 2000 moléculas de anticuerpo por
segundo. Estos anticuerpos secretados son las principales moléculas efectoras
de la inmunidad humoral.

6.1.2. Linfocitos T

Los linfocitos T o células T también se generan en la medula ésea, pero
migran a la glandula timo para madurar. Durante su maduracion dentro del
timo la célula T comienza a expresar en su membrana una molécula de unién
de antigeno tnica, la denominada receptor de la célula T (TCR). Al contrario
de los anticuerpos unidos a membranas en las célula B, que pueden reconocer

Iproceso de formacion y desarrollo de glébulos rojos y blancos.
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antigenos aislados, los TCR tnicamente pueden identificar antigenos unidos
a proteinas de membrana celular llamadas moléculas del complejo mayor
de histocompatibilidad (MHC). Las moléculas del MHC que actian en
este fendmeno de reconocimiento conocido como “presentacién de antigeno”,
son glucoproteinas polimorficas que se encuentran en las membranas celula-
res. Existen dos tipos principales de MHC: moléculas del MHC clase I, son las
que expresan casi todas las células nucleadas de las especies de vertebrados;
y moléculas MHC clase II, que solo las expresan las células presentadoras de
antigeno. Cuando una célula T virgen encuentra un antigeno combinado con
una molécula de MHC en una célula, la célula T prolifera y se diferencia en
célula T de memoria y varias células T efectoras.

Existen dos tipos de subpoblaciones de células T efectoras bien definidas:
las células T colaboradoras (Ty), y las células T citotéxicas o los lin-
focitos T citotéxicos (CTL), que se diferencian entre si por la presencia
de glucoproteinas de membrana CD4 y CDS8, respectivamente, en su superfi-
cie.

Una vez que la célula Ty reconoce un complejo de antigeno y molécula
MHC II, e interacttia con él, la célula se activa. La célula Ty se convierte en
una célula efectora que secreta un conjunto de proteinas llamadas citocinas.
Las citocinas secretadas tienen una funcién importante en la activacion de
células B, células T citotéxicas, macréfagos y varios tipos celulares mas que
intervienen en la reaccion inmunitaria. Las diferencias en el patrén de citoci-
nas producidas por las células Ty activadas tienen como resultado diferentes
tipos de respuesta inmunitaria. Bajo la influencia de citocinas derivadas de
Ty, un CTL, que reconoce un complejo de antigeno y molécula de MHC I,
prolifera y se activa para neutralizar células infectadas por microorganismos
intracelulares. El CTL tiene como funcién vital la vigilancia de las células
del cuerpo y la eliminacion de cualquiera que muestre antigeno, como las
células infectadas por virus, parasitos, las células tumorales y las células de
un injerto de tejido extrano.

6.1.3. Células Presentadoras de Antigeno

La activacién de las ramas humoral y la mediada por células del sistema
inmunitario requiere citocinas producidas por las células Ty . Es esencial que
se regule de modo cuidadoso la activacion de las células Ty por si mismas,
dado que una respuesta inapropiada de las células T a componentes propios
puede tener consecuencias autoinmunitarias mortales. Con el fin de asegurar
la activacion de células Ty de forma cuidadosa, ellas solo pueden reconocer
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un antigeno que se muestre acoplado a moléculas MHC II en la superficie de
células presentadoras de antigeno (APC). Estas células especializadas, que
incluyen macroéfagos, linfocitos B y células dendriticas, se distinguen por dos
propiedades: a) expresan moléculas de MHC II en sus membranas y b) son
capaces de llevar una senal coestimuladora que es necesaria para la activa-
cién de la célula Ty. Las células presentadoras de antigeno primero
internalizan el antigeno, ya sea por fagocitosis o endocitosis, para
después mostrar una parte de dicho antigeno en su membrana, uni-
do a una molécula de MHC II. La célula Ty reconoce el complejo
de antigeno y molécula de MHC II en la membrana de la célula
presentadora de antigeno e interactiia con él. Enseguida se emite
una senal coestimuladora adicional por la célula presentadora de
antigeno, que conduce a la activacién de la célula Ty, para luego
secretar la citocina que desencadena el resto de la respuesta inmu-
nitaria, y activa las CTL como se explicé anteriormente.

Para que el sistema inmune pueda controlar una infeccién con T. cruzi
es necesaria la accion de una fuerte respuesta inmune humoral, una potente
produccién de citocina tipo I y la activacién de células T CD8+ para el re-
conocimiento de las células hospederas infectadas por el pardsito [106]-[109].
La respuesta de las células T CD8+ especificas del antigeno en infecciones
virales y bacteriales abarcan un pequefio niimero de epitopos?, los que son
bien conocidos por los expertos en el tema, mientras que los epitopos rela-
cionados con las células T CD8+ especificas para los parasitos protozoarios
estan muy poco comprendidos. Martin et al. [110] identificaron las proteinas
principales que guian la deteccion y control de las células T CD8+ en el T.
cruzi. En su estudio demostraron que el T. cruzi provoca una respuesta de
células T localizada sobre pocos peptidos® y que la frecuencia con que estos
peptidos son exhibidos dependen de la cepa parasitaria del T. cruzi. También
hipotetizan que es posible considerar un efecto vacuna si se puede inducir una
respuesta de células T especificas a esos peptidos.

Algunos protocolos de vacunacién se han concentrado en moléculas ex-
presadas en el estado epimastigote o el estado tripomastigote circulante en
sangre del parasito, pero pocos se han dirigido hacia el estado amastigoti-
co intracelular. Algunos investigadores como Low et al. [111] encontraron

2Epfitopo: es el lugar preciso en el antigeno donde es reconocido por los linfocitos B y
T.

3son los derivados de la degradacién intracelular de las moléculas de antigenos y a los
cuales se unen las moléculas de MHC.
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que las protefnas TSA-1,* ASP-15 y ASP-2 del T. cruzi son blancos de la
respuesta de las células T CD8+ especificas del T. cruzi®. Los peptidos de
las ASP-1 y ASP-2 se enlazan a moleculas MHC I de ratones y sensibili-
zan a las células infectadas para lisis” por parte de de las células T CD8+.
Por otra parte, Miyahira et al. [112] transformaron el pardsito T. cruzi con
el gen Plasmodium yoelii codificando la proteina circumsporocoite (CS), la
cual contiene el epitopo bien-caracterizado de células T CD8+: SYVPSAE-
QI. Ensayos in vivo e in vitro mostraron que células infectadas con el T. cruzi
transformado podian procesar y presentar dicho epitopo. Ellos inmunizaron
ratones con virus recombinados de la influenza y su vacuna que expresaran el
epitopo SYVPSAEQI, lo cual indujo una gran cantidad de células T CD8+
especificas que suprimieron la parasitemia y confirieron completa inmunidad
en contra de una infeccion letal del T. cruzi. Todo esto sugiere que las célu-
las T CD8+ juegan un rol importante y protectivo en contra de la infeccion
chagasica.

Cabe recordar que debido al ciclo de vida del T. cruzi, es necesaria la
accion de la respuesta inmune humoral para combatir a los parasitos circu-
lantes y la accién de la respuesta inmune mediada por células T citoxicas
para eliminar el parasito en su forma intracelular de amastigote. Teniendo
en cuenta lo anteriormente expuesto, se extiende el modelo incorporando la
descripcion de la respuesta inmune celular en contra del parasito T. cruzi
durante la fase aguda de la enfermedad de Chagas.

6.2. Modelo para la Respuesta Inmune Celu-
lar y Humoral

La respuesta inmune celular es mediada por varias clases de linfocitos T.
En este trabajo se estudia la accién de los linfocitos T citotdxicos, ya que
la accion de las células T colaboradoras estd incluida en el modelo como
parte de la respuesta en cadena que se genera cuando el parasito ingresa en
el hospedero mamifero. La respuesta inmune celular se incluye en el mode-
lo, anadiendo un término en la evolucion de las células infectadas r, el cual
simboliza su apoptosis (muerte celular). También se incorporan dos nuevas
ecuaciones que indican la evolucion de los linfocitos T citotoxicos no activos

4Trypomastigote surface Ag 1.

5 Amastigote surface protein.

5T. cruzi-specific CD8+ T cell.

"Es el proceso de ruptura de la membrana celular que produce la salida del material
intracelular.
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Var./Par. Definicién Dimension

n Poblacién de T. cruzi Conc.

a; Poblacion de anticuerpos de la especie @ Conc.

r Poblacion de células infectadas Conc.
Poblacion de LTC no-activos Conc.

c Poblacion de LTC activos Conc.

Vi Tasa de produccion de anticuerpos de la especie @ Conc.xt 1

Q; Tasa de eliminacion de los parasitos Conc. xt™1

ap,; Numero de anticuerpos de la especie i sin infeccién Conc.

Tai Tiempo de vida media de los anticuerpos de la esp. ¢ t

N, Numero promedio de parasitos que salen de una célula Conc.

n Probabilidad del rompimiento de una célula Adimensional

19 Tasa de penetracién de un parasito en una célula Conc. xt ™1

K Tasa de interaccién de células infectadas-CTL activos — Conc.xt™!

o) Tasa de interaccion LTC no-activos-T. cruzi Cone. xt~!

r Tiempo de vida media de LTC no-activos t

o Tasa de produccion de los LTC no-activos Conc.xt™!

Te Tiempo de vida media de LTC activos t

) Tasa de proliferacion de LTC activos Conc. xt ™1

Cuadro 6.1: Definicién de las variables y pardmetros que intervienen en el mo-
delo para las respuestas inmunes celular y humoral. Conc., ¢ y LTC significan
concentracion, tiempo y linfocitos T citdxicos respectivamente.

T vy los linfocitos T citotéxicos activos ¢. Para un mejor seguimiento del mo-
delo sus variables (Var.) y pardmetros (Par.) son descritas en el Cuadro 6.1.

La ecuaciéon que describe la evolucion de la poblacion de los linfocitos T
citotoxicos no activados T tiene la forma exhibida a continuacién:

dT(t) =0 — ) _ T (t)n(t) + dr(t)c(t) (6.1)
dt T

donde el primer término ¢ indica la tasa de produccién de linfocitos T ci-
totoxicos no-activados en la médula désea. o se ha tomado constante debido
a la capacidad del cuerpo humano para mantener un equilibrio (homeosta-
sis) con las otras células que participan de la respuesta inmune. El segundo
término representa su muerte natural, puesto que los linfocitos tienen un
tiempo de vida intrinseo 7r. El tercer término indica la activacion de los
linfocitos T citéxicos debido al estimulo de las citocinas (resultantes de la
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interaccién previa de los linfocitos T colaboradores (Helpers) con las células
presentadoras de antigeno). La activacién de los linfocitos T citot6xicos se
produce a una tasa ¢ y es proporcional a la cantidad de parasitos circulantes
n. El dltimo término denota su proliferacién por un proceso de clonacién
debido a que un linfocito activado ha reconocido una célula infectada a una
tasa ¢. Una vez que los linfocitos T citotoxicos pasan a su estado activado la
unica forma de desaparecer es por muerte natural, por tanto la evolucién de
los linfocitos T citotéxicos activados esta dada por la siguiente ecuacién

de(t c(t
2~ sr(om(n - 22, (6:2)
donde 7. es el tiempo de vida intrinseco de la poblacién de linfocitos T
activados, c. Puesto que la funcion principal de los linfocitos T citotoxicos
es eliminar a las células infectadas, la Ec. 3.24 que describe su evolucion se
modifica a
7(t) = ¢n(t) —nr(t) — kr(t)c(t) (6.3)
donde el ultimo término representa la aniquilacion de las células infectadas
a una tasa k. Recordemos que al eliminar las celilas infectadas también
se elimina al parasito en su estado intracelular amastigético. Mientras las
ecuaciones para la poblacién parasitaria en su forma sanguinea circulante
(tripomastigote) n(t) y la poblacién de anticuerpos a(t) quedan de la misma

forma
N

dn(t)

= () = > aiai(tn(t) — En(t) (6.4)
is(t) = (1) — ault)as(t)n(®) = ——lai(t) ~ aoy (65

La eficiencia de eliminacién de los tripomastigotes o;(t) = aa,; + ap;(1l —
et/ sigue conservando su forma y sus propiedades.

6.3. Estados Estacionarios y sus Propiedades

Haciendo las derivadas temporales en las Ecs. (6.1)-(6.5) iguales a cero, y
simplificando el analisis para una sola especie de anticuerpo, se obtienen un
conjunto de ecuaciones que definen las poblaciones en estados estacionarios
(ns, s, as, T, ¢s). Se encuentran cinco puntos crificos: una solucién trivial,

ne=0 r,=0 as=ay, Ts=o07, ¢c5=0 (6.6)

y cuatro soluciones distintas de cero; de las cuales no se muestran sus resul-
tados ya que no tienen una estructura matemaética simple y por lo tanto es
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muy dificil extraer informacion clara de la dependencia de los mismos con
los diversos parametros del modelo.

El siguiente paso es evaluar la estabilidad de cada uno de los puntos
criticos. Para eso primero establecemos la matriz jacobiana, .J, asociada al
sistema, para después usar las condiciones de Routh-Hurwitz:

—aag — & NN, —ang 0 0
13 —1 — KCs 0 0 —RTg

J = —Y — O 0 —amng — % 0 0
—¢T KCg 0 —png — # KT
oT 0 0 PN —-L

Te

donde el subindice s hace referencia a los puntos criticos estacionarios ob-
tenidos anteriormenente. A partir de la ecuacién det|J — AI| = 0, se obtie-
ne el polinomio caracteristico Is\> + lyA* + I3\3 + 1bA2 + L\ + 1o = 0. Los
coeficientes del polinomio son mostrados en el Apéndice B. Como se puede
apreciar el polinomio es de grado cinco, entonces hacemos uso del criterio de
Routh-Hurwitz para un polinomio de grado cinco para evaluar la estabilidad
de los puntos criticos. Las condiciones para este polinomio son: [; > 0, con
1= O, ey D, l4l3 — l5l2 > 0, l4l1 — l5l() > 0, [(l4l3 — l5l2)l2 — l4(l4l1 — l5l0)] >0
v [((Lals — U5l2)lo — La(lgly — U5lo)) (Laly — Uslo) — (1als — U5l2) (I4ls — l5l2)1o] > 0.

Al evaluar la estabilidad de cada uno de los puntos criticos se encuentran
que solo tres de ellos son estables: la solucién trivial la cual hemos asociado
al estado de curacién, y dos distintos de cero los cuales asociamos al estado
de cronicidad y denotamos a continuacion

Ng =MNe1, Ts=Tel, As= Uen, Ts = Te,h Cs = Ce,1 (67>

Y,
Ng =MNe2, Ts=Te2, Qs = Qe 2, Ts - Te,2; Cs = Ce2 (68>

Donde e representa un punto critico estable.

A continuacién se dan las condiciones para obtener la estabilidad de cada
uno de los estados estacionarios en términos de los parametros del modelo.
Estas condiciones se extraen a partir del criterio de Routh-Hurtwitz expre-
sadas anteriormente.

I Curacién: Si N, < % + 1. En este estado el sistema regresa a sus
condiciones iniciales, (n,re, Ge, Te, ¢.)=(0,0, ag, 07, 0). Nbtese que es-
ta condicion es la misma que se obtenia cuando el modelo solo contenia
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la respuesta humoral. Es decir, la condiciéon de curacion tiene la mis-
ma dependencia funcional con la cantidad inicial de anticuerpos y su
efectividad para una cierta cepa parasitaria de infectividad &.

II Crénico: Este estado se divide en dos subcasos

ITa Un estado de equilibrio (ne1,7¢1,@e1,Teq, ce1) es alcanzado por
las poblaciones. Las condiciones para obtener este caso son N, >
aa

50 + 1 y lO(ne,lyre,la ae,laTe,ly Ce,l) > O

IIb Otro estado de equilibrio (1.2, 7c 2, Ge2, Te 2, Ce2) €s alcanzado por
las poblaciones. Las condiciones para obtener este caso son N, >
% + 1 Yy l()(ne,27 Te,Qa a’e,27 Te,27 Ce,2) > 0.

ly es el coeficiente del polinomio caracteristico y la condicién de Routh-
Hurwitz mas restrictiva para la estabilidad de ambos estados estacio-
narios crénicos (ver Apéndice B).

6.3.1. Diagrama de Fase

Los resultados se observan mejor en un diagrama de fase en el plano de-
finido por la tasa de produccién de anticuerpos, 7, y el nimero promedio
de tripomastigotes que salen de la ruptura de una célula infectada, NV, (Fig.
6.1). Asumiendo una especie promedio de anticuerpos e independientemente
de los valores de los parametros se puede observar cémo la inclusion de la res-
puesta inmune celular modifica el diagrama de fase presentado en la Fig. 3.4.
En esta extension del modelo la zona de curacion es estable en su totalidad.
La zona que antes dependia del nimero de parasitos inoculados ny desapa-
rece. Sin embargo, su frontera sigue teniendo el mismo valor, N, = % +1
(linea solida). En la parte restante del diagrama de fase aparecen dos zonas
correspondientes a estados cronicos distintos, con lo cual desaparece la re-
gién de muerte que teniamos cuando solo se consideraba la respuesta inmune
humoral. En la Fig 6.1 la frontera entre esos dos estados crénicos es la linea
a trazos.

En la Fig. 6.2 se muestra el comportamiento de los tres estados esta-
cionarios en funcién de N,, para un conjunto de pardametros establecidos
arbitrariamente. Mirando la Fig. 6.1 graficamos (en la Fig. 6.2) los diferentes
estados estacionarios n. en funciéon de N, para un valor de v = 40. Se ob-
serva entonces que para valores pequenos de N, y menores a cierto umbral
(N, <1+ %:1.6) el valor de n. es igual a cero, lo cual indica el estado de
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" r
Caso IL.a

‘. Caso ILb
I Casol '

¥ (Unidades Arb.)

1 L L L L L
0 i} 2 3 4 5

Nr (Unidades Arb.)

Figura 6.1: Diagrama de fase que describe el resultado de una infeccién con T.
cruzi teniendo en cuenta la respuesta inmune celular y humoral, en términos
del niimero promedio de tripomastigotes emergiendo de la ruptura de una
célula N, y la tasa de generacion de anticuerpos «. Casos: I. Curacién, II.
Crénico subdivido en dos subcasos: Il.a y I1.b donde las poblaciones van a
valores asintoticos distintos. Los valores de los parametros son: o = 3, k =2.5,
0=3,Ta=mr=7.=10,0=2,n=1,£=10,a0 =2y d =2.5

curacién (caso I). Seguidamente para valores intermedios de NV, se observa
que n, empieza a tomar valores distintos de cero correspondientes al valor
estacionario del caso Il.a (ns = n. ;). Mientras que para valores mas grandes
de N,, n. toma valores correspondientes al valor estacionario del caso II.b
(ns = ne2). Se puede apreciar que la evolucién de n. en funcién de N, es
continua.

6.4. Dinamica

Para analizar mejor el comportamiento de las poblaciones que constituyen
nuestro sistema, se obtienen soluciones numéricas de las Ecs. 6.1-6.5, usando
el método standard de Euler. Se construyen retratos de fase en el plano (a,n)
y se grafica la evolucién de las otras poblaciones (r, Ty ¢) para un conjunto
establecido de parametros y deducir asi algunas propiedades dinamicas de
nuestro modelo. Los valores de los parametros son los mismos usados en la
Fig. 6.2.

En las Figs. 6.3 se muestra la dindmica de las poblaciones para un caso en
que el sistema evoluciona hacia el estado de curacién. La Fig. 6.3(a) muestra
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Figura 6.2: Transicion de n, por los tres estados estacionarios en funcion de
N,.. v = 40, el resto de los valores de los parametros son los mismos que los
de la Fig. 6.1.

el retrato de fase en el plano (a,n): puede verse que el sistema regresa a su
estado inicial sin infeccién (as = ag = 2,n = 0) luego de sufrir un crecimiento
transitorio del nimero de anticuerpos. La Fig. 6.3(b) muestra la evolucién
de las células infectadas hacia r¢ = 0. A un tiempo corto el nimero de célu-
las r aumenta, para luego disminuir rapidamente hasta ser eliminadas por
completo. En la Fig. 6.3(c) se exhibe la evolucién temporal de las células ci-
totoxicas no activadas T'. Se observa el rapido decrecimiento de la poblacion
T al principio de la infeccién, para luego comenzar a crecer hasta alcanzar
su valor asintético T, = o1, = 30, el cual es el valor en ausencia de infec-
cion. El decrecimiento de las células citotoxicas no activadas es debido a que
ellas estan pasando a un estado activado (debido a la presencia del parésito)
como puede observarse en la Fig. 6.3(d). Nétese el rapido crecimiento de la
poblacién ¢ hasta que a tiempos largos vuelve a ¢, = 0, su valor en ausencia
de infeccion.

Las Figs. 6.4 muestran la dinamica de las poblaciones en los estados crénico
ILa (N, = 4, linea punteada) y crénico IL.b (N, = 100, linea a trazos). En
la Fig. 6.4(a) se muestran los retratos de fase en el plano (a,n) para ambos
casos. Puede observarse para ambos valores de N, cémo el sistema oscila has-
ta llegar a sus respectivos valores en estado estacionario (a.; =~ 2.3, ne1 ~
9.24x107*) para el caso crénico ILa, y (ae2 ~ 7.302, n.o &~ 2.93x107%) para
el cronico II.b. En el caso N, = 4 el sistema a un tiempo intermedio pasa
por un estado transitorio de muy baja parasitemia. La Fig. 6.4(b) muestra la
evolucién temporal de las células infectadas para N, =4 y Nr = 100. Para
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ambos casos el sistema experimenta a tiempo intermedio una disminucion de
las células infectadas, para después crecer y oscilar amortiguadamente hasta
llegar a sus valores atractores r. ; ~3.9x1072 para N, = 4y Teo R 9x10~3
para N, = 100. La Fig. 6.4(c) muestra la evolucién temporal de las células ci-
totoxicas no activadas para los dos casos cronicos ya mencionados. En ambos
casos se observa que a tiempos cortos el sistema experimenta un rapido decre-
cimiento de la poblacién T'. En el caso de N, = 4 (linea punteada) a tiempos
intermedios se observa un incremento de la poblacién 71" hasta que a tiempos
muy largos esta alcanza su valor estacionario T.; ~ 29.5. Para N, = 100
el nimero de células citotéxicas no activadas también incrementa a tiempos
intermedios y oscila amortiguadamente hasta que finalmente alcanza su valor
asintotico T o ~ 20.70. Para valores grandes de N, la poblacién 7' alcanza
su estado estacionario mas rapidamente. La Fig. 6.4(d) muestra la evolucién
temporal de las células citétoxicas activadas para ambos valores de N,. Al
igual que en el caso de curacién, en estos casos también el decrecimiento a un
tiempo corto de la poblacién T es debido a que las células de esta poblacién
estan pasando a un estado activado por la presencia del parésito. Esto puede
observarse en el crecimiento a tiempo corto de la poblacion de ¢ en la Fig.
6.4(d). Para N, = 4 puede verse que la poblacién ¢ disminuye notablemente,
para incrementar después y oscilar amortiguadamente hasta alcanzar su va-
lor asintético (c.; =~ 0.54). En el caso de N, = 100, a un tiempo intermedio
la poblacién ¢ sufre un aumento y empieza a oscilar también amortiguada-
mente para llegar a su valor en estado estacionario (c. o ~ 12.13). El sistema
alcanza su estado asintotico mas rapido cuando el valor de N, es bastante
grande. Las condiciones iniciales en la poblacién de células infectadas y las
células citotoxicas activadas son 7(0) = 0y ¢(0) = 0 respectivamente, puesto
que no hay células danadas ni células citotéxicas activadas al comienzo de la
infeccion.

6.5. Discusion

En este capitulo se ha introducido una extension del modelo para incluir la
respuesta inmune celular, durante la fase aguda de la enfermedad de Chagas.
Dos resultados importantes de esta extension del modelo son:

= La presencia de la respuesta inmune celular hace que la zona de curaciéon
sea estable completamente, ademés no altera el valor de su frontera
(N, = 14+aap/€) en el diagrama de fase, la cual depende exclusivamente
del nimero de anticuerpos iniciales a¢. Esto indica que la poblacién
de anticuerpos es el factor determinante para que el sistema pueda
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Figura 6.3: (a) Retrato de fase que describe la trayectoria de la poblacion
de pardsitos y anticuerpos en el estado de curacién (Caso I). Evolucién (b)
del nimero de células infectadas (r), (c¢) del nimero de células citotdxicas
precursoras (7'), y (d) de las células citotdxicas (c), en el estado de curacién.
Las condiciones iniciales son: ng = 20, T, = 30 y ¢g = 0. El acortamiento
del eje del tiempo en las Figs. 6.3(c)-(d) se debe al querer mostrar el com-
portamiento rapido a tiempos cortos de de las poblaciones de los linfocitos
T citotéxicos no activos T' y linfocitos T citotdxicos activos c¢. El grafico
completo es mostrado en el Apéndice C.1.
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Figura 6.4: (a) Retrato de fase que describe la trayectoria de la poblacién
de parésitos y anticuerpos en los estados crénicos Il.a y I1.b. Evolucién (b)
del numero de células infectadas (r), (c¢) del nimero de células citotdxicas
precursoras (1), y (d) de las células citotéxicas (c) en los estados crénicos
II.a y IL.b. Las condiciones iniciales son: ng = 20, 175 = 30 y ¢ = 0. El
acortamiento del eje del tiempo en las Figs. 6.4(c)-(d) se debe al querer
mostrar el comportamiento rapido a tiempos cortos de de las poblaciones de
los linfocitos T citotéxicos no activos T y linfocitos T citotoxicos activos c.
El grafico completo es mostrado en el Apéndice C.2.
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eliminar a la poblacién parasitaria y retornar a un estado saludable,
libre de infeccién.

= La inclusién de la inmunidad mediada por células, o linfocitos citotoxi-
cos T hace desaparecer la zona de muerte en el diagrama de fase. En
este modelo aparecen en su lugar dos posibles estados cronicos. Esta
situacion termina siendo beneficiosa para el parasito ya que no destruye
el organismo hospedero y puede prolongar su tiempo de vida.

En estudios previos, que inclufan solamente la inmunidad humoral [31, 32,
34, 35], se encontré que para valores pequenos de N, y 7 existia una zona
(Np <1492y v <N, — 1)) en el diagrama de fase (N,,y) donde la
evolucion de la parasitemia dependia de la cantidad de parasitos inoculados
no (ver Sec. 3.2.4, Fig. 3.4) [35]. La inclusién de la respuesta inmune celular
hace esta zona estable y la incluye en la zona de curacion del diagrama de
fase. La zona de curacién es unicamente dependiente de los parametros «, ag

RS

La inclusiéon de la inmunidad mediada por células en nuestro modelo,
muestra que ahora es posible encontrar al organismo hospedero en un estado
de cronicidad, si este no alcanza el estado de curacién. Sin embargo, aunque
en teoria el organismo hospedero a un tiempo largo deba terminar en un
estado estacionario de cronicidad, este puede morir debido al valor transito-
riamente elevado de la poblacion de parasitos. El crecimiento de la poblacién
de parasitos causa danos en el organismo hospedador, ya que destruye los
diferentes tejidos u organos donde se aloja la forma intracelular del T. cruzi
(corazon, coldn, eséfago, entre otros).

La introducciéon de la respuesta inmune celular en el modelo causa la
eliminacién de la zona de crecimiento exponencial de la poblacién de parasitos
(Caso I1I) en el diagrama de fase (ver Fig. 3.4). El estado asintético de muerte
ya no esta presente, lo que implica un gran beneficio para el parasito ya que no
destruye su propio habitat. Si bien el mamifero ya no muere, su probabilidad
de curacién es la misma que sin la accion del sistema inmune celular.
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Capitulo 7

Conclusiones y Comentarios
Finales

En esta seccién se presentan las conclusiones del trabajo desarrollado,
también se sugieren algunas recomendaciones y planteamos algunas ideas
que pueden desarrollarse a futuro.

Al comenzar este trabajo existia un modelo desarrollado previamente por
Sibona-Condat [31]-[35] que describia la interaccién del parasito T. cruzi con
la respuesta humoral del sistema inmune. El modelo describia la evolucién de
tres poblaciones interactuantes: el parasito T. cruzi, las células infectadas, y
los anticuerpos. Primeramente se extendié el modelo considerando una infec-
ci6én con dos cepas parasitarias distintas del tripanosoma (sin tener en cuenta
el dano celular producido). Como resultado de esta primera fase del trabajo
se concluye que el modelo no predice una infeccion crénica donde ambas ce-
pas coexistan en estado estacionario. La cronicidad en un paciente infectado
va a ser causada por solo una de las cepas. Aunque ambas hayan coexistido
en la fase aguda, a largos tiempos, una de las cepas termina siendo eliminada,
quedando el mamifero hospedero con una infecciéon cronica debido a la otra
cepa. Nuestros resultados estan de acuerdo con estudios clinicos como los de
Anez et al. [55] y Ramirez et al. [54], y, con estudios experimentales como
los de Franco et al. [62] y Machado et al. [66]. En los estudios clinicos, Aniez
y Ramirez no pudieron identificar mas de una cepa en un test hemocultural
practicado a pacientes en estado crénico de la enfermedad de Chagas que
residen en regiones donde circulan diferentes cepas del parasito T. cruzi. En
relacién con los estudios experimentales, el modelo arroja resultados simila-
res a los de Franco et al. [62] donde ratones de la especie Balb/C coinfectados
con las cepas JG y CL Brener del T. cruzi exhibieron solamente parésitos
de la cepa JG (la menos agresiva) en la etapa crénica de la enfermedad. En

101
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el caso de los experimentos de Machado et al. los resultados no son muy
distintos. Ellos coinfectaron y reinfectaron perros con las cepas 147 y SC-1
del T. cruzi, obteniendo que al final de la etapa cronica solamente fue posi-
ble identificar la cepa 147 en las muestras de sangre extraidas de los animales.

Otro resultado del estudio de la infeccién heterdloga es que la presencia
de una primera cepa causa una reduccion del nivel parasitario de la segun-
da cepa, debido a la sobre-estimulacion del sistema inmune humoral. Este
resultado sirvio de base para modelar los trabajos de la Dra. Basso. Ella y
sus colaboradores realizaron experimentos, observando que una pre-infeccién
con el Tripanosoma rangeli induce una alta respuesta humoral y ofrece una
alta proteccion al mamifero hospedador contra una posterior infeccion con T.
cruzi. Usando los modelos previamente desarrollados se logré reproducir los
datos experimentales encontrados en la literatura para infecciénes con solo
T. rangeli. A partir de alli y en conjunto con parametros encontrados an-
teriormente se lograron reproducir diversos experimentos para una infeccién
mixta T.rangeli-T. cruzi. El modelo también describe los efectos de “vacu-
nacion” causados por la preinfeccion con T. rangeli y observados por la Dra.
Basso. Una preinfeccion con T. rangeli activa el sistema inmune causando
un aumento en el nimero de anticuerpos, y prepara al mamifero para de-
fenderse de una infeccién posterior con T. cruzi. Sin embargo este efecto
inmunizador es temporario, ya que el T. rangeli es un parasito que puede
ser eliminado por el sistema inmune, lo cual causa que el sistema regrese a
su estado inicial (nimero de anticuerpos anterior a haber sido infectado) y
pierda el alto nivel de anticuerpos que hacian posible la eliminacion de la
infeccién chagésica. Esta pérdida de inmunidad humoral, es justamente lo
que hace inviable una vacuna con el parasito T. rangeli, puesto que se de-
beria vacunar la poblacién cada 3 o 4 meses para mantener los altos niveles
de anticuerpos en los organismos mamiferos hospederos. Ademas el ciclo de
vida del parasito y sus efectos en seres humanos no esta completamente claro.

Basado en nuestros estudios y el hecho de que el T. rangeli es perjudi-
cial para el insecto vector de la enfermedad de Chagas ( Triatoma infestans
o vinchuca) [84] se puede sugerir que una posibilidad de reducir la tasa de
incidencia del T. cruzi en humanos es a través de la disminucion de la parasi-
temia vectorial. La estrategia puede ser vacunar con parésitos del T. rangeli
a los animales mamiferos que sirven como reservorios intradomiciliarios de
la enfermedad de Chagas (ampliamente conocidos por el papel que juegan
en el ciclo de transmisiéon doméstico [99]). Al inmunizar con parasitos del T.
rangeli se logra elevar los niveles de anticuerpos en las especies mamiferas
domésticas (perros, gatos). En caso de una posible infeccién con T. cruzi (a



103

través del insecto vector), los animales desarrollardan una parasitemia menor
y los efectos daninos del pardsito serdan mas leves. De esta manera, cuando
el insecto vector se alimente de la sangre de los animales vacunados con-
traera el parasito T. rangeli causando el desarrollo de la infeccién y posible
muerte del triatomino. Esta campana de vacunacién debiera hacerse cada
tres o cuatro meses para mantener los niveles de anticuerpos en los animales
en proporciones altas, con lo cual se puede lograr una reduccion de la trans-
mision de parasitos a humanos y de las tasas de incidencia de la enfermedad
en humanos en areas donde es considerada endémica. La idea de vacunar con
parasitos del T. rangeli se debe a que este parasito y el T. cruzi comparten
areas endémicas y vectores, poseen material antigénico muy similar e inducen

una respuesta humoral con las mismas poblaciones de anticuerpos especificas
(IgG, IgM e IgGE [78]).

Otro aporte de este trabajo al modelado de la enfermedad de Chagas,
fué la inclusion de la respuesta inmune celular. El nuevo modelo posee tres
estados estacionarios (el trivial, asociado a la curacion, y dos no triviales aso-
ciados a estados diferentes de cronicidad). La incorporacién de la respuesta
inmune celular modifica el diagrama de fase en el plano definido por la tasa
de reproduccién de los anticuerpos () y el nimero de pardsitos emergentes
en una ruptura celular (N,.). En el diagrama de fase construido con la versién
anterior del modelo, la cual solamente incluia la respuesta inmune humoral,
obteniamos los casos de curacién, cronicidad y muerte. Al incluir la respues-
ta inmune celular desaparece la zona de muerte, la cual es sustituida por un
nuevo caso de cronicidad. La desaparicion del estado de muerte, y su reem-
plazo por otro de cronicidad, es interpretado como una forma de extender la
vida del organismo hospedero y a su vez la del parasito, ya que no destruye
su propio habitat ni se destruye a si mismo. Aunque si bien el modelo no
tiene un estado asintético de muerte, el mamifero puede dejar de existir por
el efecto acumulativo del dano celular causado por la infeccion. La condicién
de estabilidad para el estado de curacién es preservada (N, < 1+ aag/€),
es decir el valor de su frontera no se ve alterado. La extensién de la zona
de curacién en el diagrama de fase sigue siendo funciéon del ntimero de anti-
cuerpos iniciales (ag), su eficiencia («) y la infectividad de los parasitos (&).
La inclusién de la respuesta inmune celular teniendo en cuenta la mediacién
de los linfocitos T citotoxicos en la eliminacién de las células infectadas, no
amplia la probabilidad de curaciéon de un organismo hospedero. De acuerdo
a nuestros resultados, el caso més beneficioso para el mamifero es que tenga
un gran numero de anticuerpos al momento inicial de la infeccion y que es-
tos sean altamente eficaces para eliminar a la poblacion de tripomastigotes
entrantes del parasito. En definitiva, el gran beneficiario de la accién de la
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respuesta inmune celular es el parasito, ya que puede replicarse dentro del
organismo hospedero sin llegar a causar su muerte. El hospedero ya no muere
pero queda a merced del parasito invasor.

Algunos aspectos del presente trabajo sobre las que podemos profundizar
a futuro son:

= Estudiar la incorporacién de un retardo en la respuesta inmune celular
y cémo este retardo afecta la dindmica del modelo. Este retraso se toma
como el tiempo transcurrido desde que el parasito ingresa en el mamife-
ro hasta que se produce la activacion de los linfocitos T citotéxicos. La
razén para tener en cuenta este retraso es que la respuesta inmune ce-
lular no es inmediata. La finalidad principal de la respuesta inmune
celular es la eliminacion de las células infectadas, por parte de los linfo-
citos T citotoxicos. Este proceso de eliminacién sucede después de una
serie de interacciones entre las diferentes células que intervienen en la
respuesta inmune. Las interacciones comienzan cuando el parasito es
fagocitado por un macréfago, para luego ser presentado en su membra-
na (presentacién de antigeno) y reconocido por una célula colaboradora
(T, Helper). Seguidamente de esta interaccién (célula colaboradora-
célula presentadora de antigeno) se secreta la citocina, que produce la
activacion de los linfocitos T citoxicos y el reconocimiento de las células
infectadas para iniciar la apoptosis celular. El retardo puede ser toma-
do introduciendo un tiempo de retraso 6. en el término que representa
la activacién de los linfocitos T citotéxicos. El retraso se toma como el
nimero de parasitos que se tiene en un tiempo anterior ..

= Hacer la comparacion del modelo con resultados experimentales de la
respuesta inmune celular para determinar su confiabilidad. Resultados
como los de Sato et al. estan siendo investigados al momento de la
presentacion de esta tesis. En su trabajo ellos muestran la evolucion
durante 18 dias de células CDS8 (células citotdxicas) en la sangre de
ratas de la especie Wistar Furth infectadas via intraperitoneal con 2x10°
tripomastigotes de la cepa Y del T. cruzi [113]. Nuestro objetivo es
hacer el mejor ajuste posible de estos datos a través de nuestro modelo
y establecer parametros asociados con el accionar inmune celular del
mamifero al modelo. Lo anterior se compilarda en un articulo que esta
en preparacion para ser enviado a una revista cientifica indexada [114].

= En futuros ajustes de datos experimentales implementaremos otras
técnicas como el método de los minimos cuadrados o aplicar los in-
tervalos de confianza para estimar parametros del modelo.
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= Incorporar la respuesta del sistema inmune innato introduciendo ecua-
ciones en el modelo que describan la evolucién de las células que in-
tervienen en la primera defensa de un organismo mamifero ante la in-
vasion de un patogeno. Las poblaciones a considerar serian: las células
fagociticas (neutréfilos, macréfagos y células dendriticas), baséfilos y
eosindfilos, y células asesinas naturales (natural killers). También po-
demos mejorar el modelo al describir con més detalle las interaccio-
nes que se llevan a cabo en el proceso de la respuesta inmune celular
(por ejemplo, la interaccién célula colaboradora-célula presentadora de
antigeno). Para verificar nuestros resultados comprobaremos los avan-
ces del modelo con los resultados experimentales de otros grupos de
investigacion [115].

= Hacer un modelo epidemiolégico para estudiar si la presencia o preva-
lencia del T. rangeli podria disminuir la prevalencia del T. cruzi en un
entorno doméstico. Existen areas donde ambos pardsitos son endémi-
cos, comparten organismos hospederos y reservorios [83, 90, 91]. El
efecto patogeno del parasito T. rangeli en la poblacién vectorial lleva
también a la extincién de la parasitemia vectorial del T. cruzi y a la
disminucién de la prevalencia de la enfermedad de Chagas en humanos.
Hacer un modelo para analizar la competencia entre ambos parasitos en
una poblacion es interesante para estudiar estrategias que nos ayuden
a combatir esta problematica de salud publica.

= Proponer en la comunidad académica el estudio de animales que pue-
dan ser considerados hospedadores cronicos del parasito T. rangeli, de
manera que se puedan incorporar al modelo epidemiolégico como fuente
permanente de vacunaciéon en un entorno doméstico.



106 CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES



Apéndices

107






Apéndice A
Condiciones de Routh-Hurwitz

A.1 Condiciones de Routh-Hurwitz para un
polinomio de grado cuatro

A partir del procedimiento para deducir las condiciones de Routh-Hurwitz
explicado en la Sec. 2.4, se muestra a continuacién como se deduce las condi-
ciones de Routh-Hurwitz para establecer la estabilidad de los puntos crificos
de un sistema con polinomio caracteristico de grado cuatro.

Sea el polinomio caracteristico:

LN 1N+ LN+ A+, =0

Ml Iy
Nl L
A by by
)\1 C1 0
Ay
donde
bl _ lglg — lll4’ b2 _ lglo - l4 *0 _ ZO,
l3 l3
C_blll_l?)bQ C_bl*O—lg*O_O
1 — b1 2 — bl -
dl — M = b2 = lO
C1

Para que el sistema sea estable debe cumplir que [; > 0, para i = 1,.,4,
ademas que by, ¢; sean mayores que cero.

l3ly — 111
i L

b
1 s

0,
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Simplificando nos quedamos con el numerador de la anterior expresion y
teniendo en cuenta que b; > 0 se establece la condicion:

l3ly — 1114 >0 (Al)

Ahora estudiemos el coeficiente ¢, teniendo en cuenta que ¢; > 0 y sustitu-
yendo a by:

(lglz — lll4)l1 — lglg >0 (A2)

Entonces para que el sistema sea estable debe cumplir que todos los [; > 0
para i = 1, .,4, junto con las condiciones A.1 y A.2.

A manera de ejemplo se muestra la aplicacién de las condiciones de Routh-
Hurwitz para obtener la estabilidad de los puntos criticos y estados estacio-
narios del modelo para una infecciéon mixta con dos poblaciones de parasitos.
Una poblacién de parasitos se reproduce extracelularmente m(t) y la otra
intracelularmente n(t), ambas por fisiéon binaria.

Sea el modelo,

d";f” = k(1) = 3 @em(Hs(ym(t) (A.3)
T _ en(t) — writ) (A1)
P8~ Nor(t) — D can(Bau(tpnlt) — ntt) (A5
Las poblaciones de anticuerpos estan determinadas por:
dad;it) = ’Yz',mm<t - ez,m) + Vi,nn@ - ez,n)
—im(t)a;(t)m(t) — a;n(t)a;(t)n(t) + % laio — a;(t)] (A.6)

Al buscar los puntos criticos igualamos a cero las derivadas temporales an-
teriores. Al considerar una sola especie de anticuerpos y hacer el estudio en
el régimen asintotico:

FmMls — Qi @sMg = 0 (A7)

Ens —nrs =0 (A.8)

nNTTs — OpQsNg — fns =0 (Ag)
1

YmMs + YnMs — Q@M — Oy QMg + — [aio — as] =0 (AlO)
T

Los puntos criticos que se obtienen son:
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u mS:O")’[/S:
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ms=0,n,=0,1r, =0, as = qg

K —Qm a0

— — __ K
amﬁ,—(ﬁ/m_ﬂmy TLS - 07 Ts - Oa as =

Qam

(N-—1)¢

Qn

(Nr—1){—anag _ & _
am(m—(Ne=1)8)? "5 T yter G

El siguiente paso es establecer la matriz jacobiana J asociada al sistema,

Km — Omas 0 0 — QM
7 0 —n 19 0
N O 77Nr —Qpls — 5 —QpNg

1
Ym — Om0s 0 Tn T Qnls  —QpIlls — Qplls — P

Ahora se obtiene el polinomio caracteristico de grado cuatro [yZA* 4 I3\® +
IosN? 4+ I3\ + [y = 0 a partir de la ecuacién det|J — AI| = 0, donde I, = 1,

2

l

lo

1+ asnT + asn,™ + N7 — KT + QM T + apngT + 7E
T

ls =

;(asam + aso, +M — K+ agamanT + a5, NT + A5y NT — Qs KT
—NKT + QO OnMT + Xy NMT + O Vi MsT — Qo KM T + AgQlpy iy Mg T
FANNT 4 QY NsT — A KNT 4 & 4 A5, TE + NTE — KTE 4+ QupmsTE
+anns7-€ - 777'Nr5)

(1/7) (a2, + asQmn) + A5l — G50k — MK + Q20 NT — AsQnNKT

F A5 Uy NMT + Qs Oy Y M T + QN Y MsT — AgOlyp Oy KM T

— QU MEMT + Qs Qe MMT + QgQl Oy Y NsT + QY MsT — QU NENGT

— QU Y ENsT + A5 & + NE — KE + asyyNTE — NRTE + QM TE + QY MsTE
— QU EMTE + sy, TE + aymnTE — i kingTé — NINE — asa,NTNE

+nKTNE — anmsTN.E — apnnsTN,:E)

(1/7) (a2 maunn) — Q50K + Qg Q1) YoM T — Qs Oy O KM T

FAs Qo Uy NV NsT — QN YV KNsT + Qs NE — NKE + Q)Y MsTE — QKM TE
50 annnsTE — ApNEnsTE — As0mNNE + NENE — Q) YmmsTN,E
+a,nEmsTNE — aspannnsTNE + apnkngsTN,E)

El objetivo es establecer la estabilidad de cada uno de los puntos criticos y la
zona que cada uno de ellos ocupa en el diagrama de fase (N, —). Para hacerlo
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se dan valores a los deméds parametros del modelo y se grafican las condicio-
nes de Routh-Hurwitz en la region del espacio de fase donde son validas las
inecuaciones (lz >0cont=1, .,47 l3l2 —ly >0 Yy (lglg — l1l4)ll — lglo > 0)
A partir de igualar a cero las inecuaciones se encuentran las fronteras donde
son estables estos puntos criticos o estados estacionarios.

A continuacion se muestran en las Figs. A.1-A.3, el andlisis de estabilidad
hecha a los tres puntos criticos obtenidos anteriormente con las condiciones
de Routh-Hurwitz usando el software Wolfram Mathematica 9.0. En el pro-
grama W = N, y gama2 = ,,. Los valores de los parametros se muestran en
las figuras.

En la Fig A.1 se aprecia el area en el diagrama de fase (N, — ) donde
el punto critico trivial asociado con un estado estacionario de curacién es
estable para este conjunto de pardmetros.

En la Fig. A.2 se aprecia que el punto critico asociado con una croni-

cidad para la poblacién parasitaria m(t) que se replica extracelularmente
_ Km —O0mag K .

(mg,ng, rs,as) = (m,0,0, am) no es estable para este conjunto de

parametros, puesto que no aparece un area sombreada al graficar las inecua-

ciones en el diagrama de fase (N, — 7).

En la Fig. A.3 se muestra el area en el diagrama de fase (N, — ) donde
el punto critico asociado con un estado estacionario de cronicidad para la
poblacién parasitaria n(t) que se replica intracelularmente por fisién binaria,
(s, 5,75, a5 = 0, SE=eante s £ (LS

§ ? am T (ym—(Nr—1)¢)? E 8 Qn
de parametros.

) es estable para este conjunto

También se debe analizar la regién del espacio de fase donde no existe
estabilidad para los puntos criticos encontrados y saber como se comportan
las poblaciones del sistema estudiado. En esa region del diagrama de fase
n(t) crece sin control (es decir, n — o0) y la poblacién de anticuerpos se
aproxima a; =2 l—: luego desde las Ec. A.5 se tiene:

NN, r — ay,asn —En > 0

entonces, NN, > (apas —&)n (A.11)

A partir de la Ec. A.4 se tiene:

&n—nr >0 entonces, &n >nr (A.12)
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In[ZT]= ae = al;
ne =07
me =07
eta :1=1;
xi :=10;

alfal :=2.5;

alfaz :=2.5;

k:=4;

gamal := &;

tam :=10;

al :=2;

Pl =RegionPlot[10>0&&11 ~0&&12>0&&13 >0&&14 - 04&&1312-1411 >0
££131211 - (141111 +131310) -0, {W, 0, 30}, {gama2, O, 30}]

sef —

Out[38]=

10 |

Figura A.1: Andlisis de estabilidad con las condiciones de Routh-Hurwitz del
punto critico (ms, ns, s, as) = (0,0,0,a9) en el diagrama de fase (N, — 7).
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k
In[51]= ae = >

alfal

ne :=0;
-alalfal + k

me = H

alfal (gamal - k) tan
eta :=1;
xi :=10;

alfal :(=2.5;

alfa2 :=2.5;

k:=4;

gamal := 6;

tan :=10;

af :=2;

p2 =RegionPlot[10 > 0&&11 - 0&&12-0&&513>04&4514 > 0451312 -1411 >0
&5131211-(141111+131310) >0 &&me =0, {W, 0, 30}, {gama2, 0O, 30}]

T e e T s A e e T ]

("3

Figura A.2: Analisis de estabilidad con las condiciones de Routh-Hurwitz del
punto critico (mg, ng,rs, as) = (%, 0,0, Z_Z) en el diagrama de fase
(N r /7)



o —EL+ WXL
i i alfa?

—alalfaz - xi + Wx1

=1

alfa? tan (gama? + xi - Wxi) ’
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pE=RegionPlot[1l0-0&&11l -~ 0&&12 -0 &&13 >0&5&14 >0&&15312-1411 >0

5131211 - (141111 +131310) > 0 &&ne >0, {W,

[
L
T

10 |

[

(=]

0, 230}, {gama?, D, 30}]

Figura A.3: Analisis de estabilidad con las condiciones de Routh-Hurwitz del

punto critico (mg,ng,rs,as) = (0
ma de fase (N, — 7).

(Nr—1){—anag

»amT(ym—(Nr—1)§)? 5 s

=18y en el diagra-

Qn
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Multiplicando ambos lados de la Inec. A.12 por N, se obtiene N,&én > Nonr
y sustituyendo en la Inec. A.11 se obtiene la condicién:

N.&n > (apas —En (A.13)

Simplificando n en ambos lados de la inecuacién y sustituyendo as = 2*, se

n

obtiene la condicién para el crecimiento sin control de la poblacién n(t) al
despejar para 7, de la siguiente forma:

T < (Nr = 1)¢ (A.14)

La Inec. A.14 indica la condiciéon para obtener un crecimiento ilimitado de
la poblacién parasitaria n(t), a continuacién se muestra la deduccién de las
condiciones para el comportamiento de la otra poblacién parasitaria m(t). La
poblacién parasitaria m(t) puede crecer sin control (m — 0o0) o extinguirse
hasta desaparecer (es decir, m — 0).

A partir de la Ec. A.3, si m — 0 es debido a:

Km — Qs < 0,

0 sea, Ky < Qs (A.15)

Sustituyendo el valor de a;, = 2> y despejando para -, se obtiene la condicién

Qn

para la extincién de la poblacion parasitaria m(t),

> 2 (A.16)
(8%

m

Ahora si (m — o0), es debido a que k,, — a,uas < 0, y siguiendo un proce-
dimiento parecido al anterior se obtiene la condicién para que la poblacién
parasitaria m(t) crezca sin control:

Y < ﬂ/ﬂm (A.17)

m

Resumiendo, el resto del diagrama de fase donde no existe zona sombreada
esta dado por los estados estacionarios:

s (m—0,n— 00,1 — 00,as — Yo /q3), si Yy < (N, — 1), 1 > n/amk
y Ny > 1+ agap/€.

= (m — 0o,n — 00,7 — 00,45 — Yo/as), sl Y, < (N, — 1), 7 <
an/amk y N > 1+ apao/é.
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A.2 Condiciones de Routh-Hurwitz para un
polinomio de grado cinco

A partir del procedimiento para deducir las condiciones de Routh-Hurwitz
explicado en la Sec. 2.4, se muestra a continuacién como se deduce las condi-
ciones de Routh-Hurwitz para establecer la estabilidad de los puntos crificos
de un sistema con polinomio caracteristico de grado cinco.

Suponga el polinomio caracteristico:

A+ LAY N+ A2+ A+ 1, =0

/\5 l5 l3 ll
ML L
Nl b by 0
)\2 C1 (9 0
Mlid 0
)\0 €1
donde
l413 — l5lg lll4 - ZOZS
by = 482 g, o LA 08
1 l4 P 2 l4 )
o = Dilr = labs _ =0 _,
1 bl 2 bl 0
by — b
dl — u €1 = Cy = lO
&1

Recordemos que para que el sistema sea estable todos los coeficientes (I; con
i = 1,..,5) del polinomio deben ser mayores que cero junto con by, ¢y, dy y
e1. Desarrollando el coeficiente ¢y, al sustituir b; y by y teniendo en cuenta
que la condicién de estabilidad establece que ¢; > 0:
sla—lsly) 7 lila—lols
2 — U
cp = h L > 0,

lsla—l5l2
lg

simplificando y considerando la condicién a cumplir nos quedaria
(l3l4 — l5l2)l2 — (l1l4 — l0l5)l4 >0 (A18)

De igual forma sustituyendo by, ba, ¢1 y ¢ en dq, la condicion para cumplir
seria:

[((Ials — Uslo)lo — La(lgly — U5l0)) (Laly — lslo) — (l4ls — I5l2) (I4l3 — l5l2)lo] > 0
(A.19)
Luego para que el sistema sea estable debe cumplir que todos los [; > 0 con
1 =1,..,5, junto con las condiciones 1.3 y 1.4.
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Apéndice B
Coeficientes

A modo de informaciéon quiero complementar el Cap. 6 expresando los
coeficientes que conforman el polinomio caracteristico obtenido desde det|.J —
M|, con J como la matriz jacobiana asociada al sistema de ecuaciones que
conforman el modelo que incluye ambas respuestas inmunes humoral y ceular.
El polinomio caracteristico es IsA\°> + LA + 13A3 + 1,02 + [\ + [y = 0, donde
Is=1,

ly = —(1/(7aTemr))(=TaTe — TaTr — ToTr — NTaTeTr — EToTeTr — QST T TT

—RCsTqTeTT — ONgTyTeTT — ¢nsTaTCTT),

ls = —(1/(1amerr))(—Ta — Te — NTaTe — ETaTe — QQsTaTe — KCsTaTe — QNsT, T,
—Tp — NTaTr — ETQTT — QAT T — KCsToTT — QNT Ty — QMg T TT
—NTTT — §TTT — QAT T — KCTTT — QT Tr — NETaTeTr
ANNLEToTeTr — QNAsT,TeTr — KECSTaT T — QRACyToToTT — QNN T, TTT
— QYN T TeTT — NPNToTeTr — QENGT TeTr — QENSTGTTT — QAQAN T T TT

2
—QRCsNTaTeTT — KOCsNsTaTeTT — APNETGTeTT + OPNGT s T TeTT ),
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_<1/<TaTcTT))<_1 — NTa — &Ta — QUsTy — KCsTy — QNsTy — NTe — ETe
—QasT, — KCsTe — NETyTe + NINRET Te — QNa T, Te — KECST T,
—QRAsCsTyTe — ANNsTaTe — QAYNgTqTe — QAéNGT Te — ARKCsNT,Te — NTT
—&Tr — QAsTr — KCsTr — QT — NETaTr + NINET Tr — amasTaTr
—KECSToTr — AKACsT T — QNNGTL T — QAYNT,Tr — NPNT T

— QN Ty Tr — QENSTLTT — APUN ST T — QARCsNgTo T — KOCsNg T TT
_a¢nzTaTT - 77€TCTT + nNrchTT — anasT. T — KngTcTT — QRACTTT
—NPNTTr — QENGT T — APAN T TT — KPCsNGTTT + OPNGT T T
—QNYNTo T T — ANENSTL T T — NPEN ST TeTr + NN ENGT T T
ANONLENST T TT — ANOAN ST, TT — QYRCsNToTeT — AKECSN T, TTT
—ROECN ST T T — ARPASCN T T T — omqbn?TaTcTT — Oé’}/(bniTaTCTT
_a¢£n§TaTCTT - O"‘f¢csn§7—a7—CTT + 5n¢nsrsTaTcTT + 5¢€nsrs7_a7_c7—T

2
+adpasngrsT, T Tr + QOONET T T T — NEON T T ToTeTT),

—(1/(ramerr)) (= — € — qvag — ke — €Ty + NNRETy — amasT, — KECsT,
—QRAsCsTy — ONNsTy — QYNTy — AENGTy — QkCsNT, — NETe + NINRET,
—anasTe — KECsTe — QRAsCsTe — QNYNsTaTe — ANENSTaTe + QNN ENTa T
—QYRCN T, Te — ARECsNToTe — NRON T TsTo 7. — néTr + NN, ETp

— QAT — KECsTT — QURASCsTT — NPNSTr — GENSTT — APasnsTr
—RQCNSTT — ANYNSToTr — ANENSToTr — NOENSTLTT + NN ENs T Tr
FNONENSTaTr — ANPANSTATT — AYRCNSTaTT — ARECNSTLTT
—KOECNST,TT — QRPASCaN T T — ANON2T T — QYIN2T, T
—a/{gbcsngTaTT — NPENST. T + NONENST T — ANPasNgT Ty
—QRPAsCsNT T + ONONGTsT T + OPENST s TeTr + QOPAN ST T T

— iGN TTerr — QydnTaTerr — angEnTaTerr + AndNoEnTaTe Ty
—QYKQC 2T, T — QRGECN ToTeTr + ONGENGT (ToToTy — KPECNG T TT
FQAONPAN ST S TaTeTr + QAONPNET T ToTr + QOYPN2T ToTeTr — QPEN2ToTr

.9
+adpxinirsToTeTr — ANKRON T TsToTeTr — INGNENST T T ),
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—(1/(1a7err)) (=0 + NN:E — anas — KECs — akasCs — aNYNsT, — ANENT,
+anN.EngT, — aykcsngT, — akécsngT, — NRON, T TsT. — ankd N ngrTsT, T,
—no&nstr + NON.EnsTr — angasnsTr — KOECNTr — AKPASCsNTr

— oY PNETLTr — ONGENTL T + OGN ENZTL T — AYRGCNET,TT
—aRGECNIT T + INGENGT T — NONLENGT TeTr + adndasnr TeTr
FAONGENT ST TeTr — AONONENZTSTATTT) + QTGN TaTeTr
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Apéndice C

Graficos Complementarios

C.1 Graficas de la Evolucion de las Poblacio-
nes de Linfocitos T Citotéxicos No Activos T
y los Linfocitos T Citotéxicos Activos ¢ en el

Estado de Curaciéon

A continuacién se muestran las Figs 6.3(c) y 6.3(d) sin el acortamiento
del eje del tiempo que se mostré en la Sec. 6.4. En las Figs. 7.1(c)-(d) se
muestra la dinamica completa de las poblaciones de linfocitos T citotdxicos
no activos T y los linfocitos T citotoxicos activos ¢ en el estado de curacion.

En las gréficas que se muestran en la Sec. 6.4 no se aprecia el compor-
tamiento a tiempos intermedios de ambas poblaciones, el cual se muestra en
las Figs. C.1(c)-(d). De esta manera mientras a tiempos cortos (mostrado en
la Fig. 6.3(c)) la poblacién de linfocitos T citotéxicos no activos 1" decrece
rapidamente, a tiempos intermedios empieza a crecer hasta alcanzar su valor
asintético sin infeccion Ty = o1, = 30. El decrecimiento de la poblacion de
los linfocitos T citotdxicos no activos se debe a que estan siendo activados
por la presencia de la infeccién. A tiempos cortos los linfocitos T citotéxicos
activos aumentan (mostrado en la Fig. 6.3(d)), mientras a tiempos interme-
dios empiezan a decrecer hasta llegar a su valor en estado estacionario sin
infeccion ¢, = 0.
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Figura C.1: Evolucién (c) del nimero de células citotoxicas precursoras (77),
y (d) de las células citotoxicas (c), en el estado de curacién. Las condiciones
iniciales son: ng = 20, 7o = 30 y ¢ = 0.

C.2 Graficas de la Evolucion de las Poblacio-
nes de Linfocitos T Citotdxicos No Activos T’
y los Linfocitos T Citotéxicos Activos c en los

Estados Croénicos IlI.a y 11.b

A continuacién se muestran las Figs 6.3(c) y 6.3(d) sin el acortamiento
del eje del tiempo para mostrar la dinamica completa de las poblaciones de
linfocitos T citotéxicos no activos Ty los linfocitos T citotoxicos activos ¢
en los estados cronicos Il.a y IL.b.

En las graficas que se muestran en la Sec. 6.4 no se aprecia el com-
portamiento a tiempos intermedios de ambas poblaciones en los diferentes
estados cronicos. El comportamiento a tiempos intermedios se muestra en
las Figs. C.2(c)-(d). De esta manera mientras a tiempos cortos (mostrado
en la Fig. 6.4(c)) las poblaciénes de linfocitos T citotdxicos no activos 7'
decrecen rapidamente, a tiempos intermedios empiezan a crecer para des-
pués oscilar amortiguadamente hasta alcanzar sus correspondientes valores
asintoticos (1, para el estado crénico IL.ay T, 5 para el estado crénico ILb).
El decrecimiento de la poblacion de linfocitos T citotdxicos no activos se debe
a que estan siendo activados por la presencia de la infeccién. A tiempos cor-
tos los linfocitos T citotdxicos activos aumentan (mostrado en la Fig. 6.4(d)),
mientras a tiempos intermedios disminuyen para volver a aumentar y oscilar



35

30 4

25 4

20 41

T (Unidades Arb.)

———- N, =100
. N =

() T T
0.0 100.0 200.0

300.0

400.0

Tiempo (Unidades Arb.)

¢ (Unidades Arb.)

125

35

30 1

25 4

20

@

\};[;.M...W ______________

.\1!

0.0 100.0

200.0 300.0 400.0

Tiempo (Unidades Arb.)

Figura C.2: Evolucion (c) del nimero de células citotéxicas precursoras (T),
y (d) de las células citotéxicas (c¢) en los estados crénicos Il.a y IL.b. Las
condiciones iniciales son: ng = 20, Ty = 30 y ¢y = 0.

amortiguadamente hasta alcanzar sus respectivos valores (c.; para el estado
créonico Il.a y ¢ 2 para el estado crénico I1.b) en estado estacionario.
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