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Resumen

Influencia de plasmas astrofisicos en la desviacién de la luz

La propagacién de la luz en el Universo se ve influenciada por diferentes feno-
menos. Entre ellos es de particular importancia la influencia ejercida por el campo
gravitacional de objetos masivos como galaxias, cluster de galaxias o agujeros ne-
gros. Entre otros efectos, estos campos gravitacionales producen una desviacién de
los rayos de luz respecto de la trayectoria que seguirian si estos objetos masivos no
estuvieran presentes, actuando de esta forma como focos deflectores. Este fendmeno
ha sido y contintia siendo extensamente estudiado y se lo conoce comtinmente como
efecto de lente gravitacional.

Sin embargo, existen otros procesos fisicos que intervienen en la propagacién de
la luz como es el caso de las distribuciones de plasma habidas tanto en el medio in-
terestelar como en las nubes de gas ionizado presentes en algunas galaxias, mientras
que a nivel del sistema solar, la distribucién de electrones libres en la corona solar
también afecta a los rayos de luz que se propagan en su vecindad. Este fendmeno
es conocido usualmente como plasma lensing y si bien ha sido estudiado desde hace
décadas, recientemente ha vuelto a tomar relevancia debido a la observacién de di-
ferentes fenémenos que ocurren en el Universo como son los eventos de dispersion
extrema cuyo origen fisico atin es desconocido.

En esta tesis doctoral modelaremos dicho plasma como un plasma frio no mag-
netizado a fin de estudiar su influencia en la propagacion de la luz. Para ello hemos
extendido un método novedoso y originalmente aplicado al estudio de la desviacién
de la luz en gravedad pura al caso mas general donde se tenga en cuenta la influen-
cia del plasma. Dicho, método basado en el teorema de Gauss-Bonnet, nos permite
relacionar el angulo de deflexion de los rayos de luz con la geometria de una deter-
minada variedad Riemanniana 2-dimensional de una manera muy simple ya sea pa-
ra espaciotiempos esféricamente simétricos como axialmente simétricos. En base al
mismo, estudiaremos correcciones al &ngulo de deflexion por distancias finitas tanto
del observador al foco deflector como de la fuente al mismo, y también correcciones
de orden superior que no suelen ser abordadas generalmente. Desarrollaremos a su
vez expresiones para los escalares 6pticos en términos de las propiedades del en-
torno plasmatico y de distintas componentes del tensor energia-momento del foco
deflector. A su vez, describiremos el movimiento de particulas cargadas en campos
de Einstein-Maxwell haciendo uso de una correspondencia entre el comportamiento
de éstas y el de la luz en medios plasmaticos particulares.

Por dltimo, implementaremos un estudio numérico y perturbativo sobre la ecua-
cion de lente gravitacional, incluyendo la presencia del plasma en el régimen de lente
fuerte, determinando la posicién, forma y magnificacion de las imagenes de fuentes
lejanas extendidas, como a su vez de las curvas criticas y cdusticas que caracterizan
al foco deflector.
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Abstract

Influence of astrophysical plasmas on the light deflection

Light propagation across the Universe is influenced by different phenomena. Of
particularly importance among them is the influence of the gravitational field of
massive objects (e.g. galaxies, galaxy clusters, black holes) which produce the de-
flection of light-rays with respect to the trajectory they would follow if the massive
bodies were not present. This phenomenon has been and continues to be extensively
studied and it is commonly known as gravitational lensing effect.

However, there exist other physical processes that affect light propagation, both
at large scales, as in plasma distribution in the interstellar medium and ionized gas
in some galaxies, as well as at solar system scales where free electrons in the solar
corona also deflect light-rays in its vicinity. The plasma effect in light propagation
is known as plasma lensing and, although this phenomenon has been known for de-
cades, in recent years it has recently become relevant again due to the observation
of different phenomena that occur in the Universe such as extreme scattering events
whose physical origin is still unknown.

In this thesis, we will model plasma as a non-magnetized cold fluid in order
to study its influence on the propagation of light. For this, we will extend a geo-
metrical method originally applied to the study of pure-gravity light-deviation to
the more general setting including the effect of plasma. This method, based in the
Gauss-Bonnet theorem, allows to link the light’s deflection angle with the geometry
of a 2-dimensional Riemannian manifold in a simple way in the spherically as well
as in the axisymmetric cases. With this method, we also study corrections to the de-
flection angle due to finite distances between the observer and the deflecting focus
as well between the observer and the source. We also study higher-order corrections
which are usually ignored. We also present expressions for different optical scalars
in terms of the properties of the plasma environment and the different components
of the energy-momentum tensor. In turn, we describe the motion of charged parti-
cles in an Einstein-Maxwell field using a correspondence between their behaviour
and that of light in a particular plasma medium.

Finally, we implement a numerical and pertubative study of the gravitational
lens equation including plasma, in the strong-lensing regime and we determine the
position, shape and magnification of the images of far extended sources. We also
identify critical curves and the caustics that characterize the deflecting lens.

Keywords:
General relativity, Gravitational lenses, Astrophysical plasmas
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de las lentes gravitacionales es una herramienta crucial en el estudio
de la dindmica, evolucién y distribuciéon de la materia en el Universo [1-4]. La res-
puesta de la radiacion electromagnética a los campos gravitacionales ocurre en todas
las escalas del Univeso, desde agujeros negros [5] a clusters de galaxias [6].

Generalmente los efectos de lente gravitacional se estudian considerando tinica-
mente el efecto de los campos gravitacionales sobre los rayos de luz, sin embargo
tanto objetos compactos como galaxias y clusters de galaxias se encuentran inmer-
sos en algun tipo de plasma. En el espectro visible, el efecto de estos plasmas en la
desviacion de la luz suelen ser despreciable aunque no se puede decir lo mismo si se
consideran observaciones en el espectro de las radiofrecuencias donde el indice de
refraccion de estos plasmas causa efectos cromaticos realmente apreciables.

El efecto del plasma en la propagacién de la luz ha sido estudiado al menos desde
la década del sesenta. En 1966, Muhleman y Johnston estudiaron la influencia sobre
el time delay debido a distribucién de electrones de la corona solar en el régimen de
radiofrecuencias en la vecindad del campo gravitacional de nuestro Sol [7], mientras
que en 1970, Muhleman, Ekers y Fomalont calcularon por primera vez la deflexién
de la luz debida al plasma de la corona solar en el régimen de campo gravitacional
débil [8]. Una serie de estudios fue luego realizado sobre el viento solar y la distribu-
cién de electrones en la parte exterior de la corona solar, los cuales fueron usando en
diversas misiones espaciales tales como Viking, Mariner 6 y 7, y la mision espacial
Cassini [9, 10]. En la navegacién de naves espaciales interplanetarias, la contribucién
del plasma en la desviacién de la luz es una variable que se tiene en cuenta rutinaria-
mente (ver Turyshev y Toth [11] para un review sobre este tema). Por otro lado, una
derivacién rigurosa del Hamiltoniano que describe la propagacién de la luz en un
plasma magnetizado sobre un fondo curvo fue llevada a cabo por Breuer y Ehlers en
1980 [12-14]. La deflexién de la luz en un plasma no-magnetizado fue calculada por
primera vez sobre el espaciotiempo de Schwarzschild, y sobre el plano ecuatorial del
espaciotiempo de Kerr, de forma exacta por Perlick en el afio 2000 [15].

En la actualidad existen diversos radio-telescopios que operan en la banda de
frecuencias donde los efectos del plama son relevantes [16-20]. Por esta razén, en los
altimos afios el estudio de la influencia de los plasmas astrofisicos en la propagacion
de la luz ha sido un &rea de investigacion muy activa [21-41].

Una de las cantidades principales asociada al estudio de las lentes gravitaciona-
les es el dangulo de deflexion el cual caracteriza la desviacién de la luz en presencia
de una lente gravitacional. Su importancia se debe tanto al hecho de que en ciertas
circunstancias, como pueden ser algunos experimentos en el sistema solar, el &ngu-
lo de deflexién puede ser escrito en términos de cantidades observables y por ende
puede ser estimado de una manera muy directa. En otros escenarios, el dngulo de
deflexién no es directamente un observable; sin embargo el mismo se encuentra inti-
mamente relacionado a otras cantidades observables como la convergencia, el shear,
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la magnificacién, los arcos gravitacionales, los anillos de Einstein, el time delay, por
citar algunos.

En general, las expresiones para el angulo de deflexion se encuentran expresadas
en términos de derivadas de las componentes de la métrica que describen el campo
gravitacional en la vecindad de la lente gravitacional. Sin embargo, en [42] Gallo
y Moreschi introdujeron expresiones escritas en términos de escalares de curvatura
sobre un espaciotiempo plano a orden lineal, y en términos de las componentes del
tensor energia-momento para el caso de espaciotiempos esféricamente simétricos.
La generalizacién al contexto cosmolégico fue llevada a cabo en [43], mientras que
expresiones a segundo orden sobre el espaciotiempo plano fueron abordadas en [44]
por el autor del presente trabajo como parte de su trabajo final de licenciatura.

La forma usual de obtener el dngulo de deflexién en el caso de gravedad pura
es a partir del estudio de las curvas geodésicas que siguen los rayos de luz. Recien-
temene, Gibbons y Werner han establecido un método alternativo para calcular el
angulo de deflexién en el caso de gravedad pura, el cual hace uso del teorema de
Gauss-Bonnet [45]. Este nuevo método nos permite obtener una expresion muy sen-
cilla y compacta para el 4ngulo de deflexiéon expresada en términos de la curvatura
Gaussiana asociada a una métrica Riemanniana 2-dimensional la cual denominamos
métrica dptica [46]. Vale la pena mencionar que tanto el concepto de métrica 6ptica
como el principio de Fermat, asociado a medios dispersivos, para rayos de luz en
relatividad general fue introducido por primera vez por Weyl en 1917 [47].

A partir del trabajo de Gibbons y Werner, se han producido una gran cantidad
de trabajos cientificos utilizando esta técnica para estudiar diferentes situaciones as-
trofisicas para el caso de gravedad pura [48-75].

En esta tesis doctoral mostramos cémo es posible extender este resultado al caso
mas general donde se tenga en cuenta el medio plasmatico que generalmente rodea
tanto a objetos compactos, como galaxias y cluster de galaxias [40]. La principal di-
ferencia respecto del caso de gravedad pura cuando uno quiere tomar en cuenta el
efecto del plasma en la propagacion de la luz es que en este caso los rayos de luz no
siguen en general curvas geodésicas, tal es el caso para plasmas inhomogéneos, y por
otro lado dicha propagacién depende fuertemente de la frecuencia de observacién.
Sin embargo, como mostramos en este trabajo, a partir de una cuidadosa eleccién de
la métrica optica que incluya el indice de refracciéon del medio en cuestién podemos
extender los resultados de Gibbons y Werner teniendo en cuenta no sélo el efecto del
campo gravitatorio de la lente sino también el efecto del medio que la rodea. Dicha
extension la llevamos a cabo para espaciotiempos estacionarios tanto esféricamente
simétricos como axialmente simétricos.

Seguidamente, y teniendo siempre en cuenta la contribucién del plasma, propo-
nemos una nueva definicién de dngulo de deflexién basado en el uso del teorema
de Gauss-Bonnet, aplicable al caso donde ni el observador ni la fuente se encuentran
“infinitamente” lejos de la lente. Si bien la aproximacién donde éstos se encuentran
suficientemente lejos de la fuente suele ser adecuada en muchas situaciones astro-
fisicas de interés, en otras es necesario considerar que efectivamente se encuentran
a una distancia finita de la lente. En este contexto, estudiamos el efecto del campo
gravitatorio de nuestro Sol junto con el efecto de la corona solar sobre el angulo de
deflexién utilizando nuestra definicién alternativa y comparando el &ngulo obtenido
con resultados firmemente consolidados en la literatura relacionada a la astrometria
de alta precisién, mostrando una coincidencia plena con los mismos, y descartan-
do a su vez, otras definiciones del dngulo de deflexién propuestas por otros autores
recientemente [59].
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Por otro lado, es posible identificar el movimiento de fotones en un plasma ho-
mogéneo bajo la accién de un campo gravitatorio con el movimiento de particulas
masivas en el caso de gravedad pura, a través de la identificacién de la frecuencia
del plasma con la masa de la particula masiva, y la frecuencia de observacién de los
fotones en el plasma con la energia de la particula con masa, ambas medidas por un
observador en la regién asintética. De esta forma, nuestros resultados pueden ser
facilmente extendidos al estudio del movimiento de particulas masivas. Si bien esta
identificacién solo se puede llevar a cabo para densidades homogéneas de plasma,
en este trabajo introducimos por primera vez una identificacién entre el movimiento
de fotones en un plasma inhomogéneo bajo la accién de un campo gravitacional con
el movimiento de particulas masivas y cargadas bajo la acciéon de un campo gravi-
tatorio y un campo eléctrico. Los resultados obtenidos a partir de esta identificacién
son contrastados con resultados usuales en la literatura mostrando una concordan-
cia exitosa.

En este trabajo también presentamos expresiones a primer orden para el angulo
de deflexién y para la convergencia y el shear en términos de las componentes del
tensor energia-momento asi como también en términos de la frecuencia de observa-
ciéon y de la densidad de electrones del plasma para espaciotiempos esféricamente
simétricos generalizando de esta forma el trabajo original de Gallo y Moreschi [42].
Este estudio lo llevaremos a cabo utilizando tanto el enfoque introducido por Gallo
y Moreschi originalmente como asi también utilizando el método introducido por
Gibbons y Werner llegando exactamente a los mismo resultados con ambos méto-
dos. También incluimos el estudio de estas cantidades 6pticas a segundo orden para
el caso con plasma generalizando a su vez los resultados obtenidos en [44].

Estudiamos también expresiones para el dangulo de deflexién a orden superior
mas alld del primer y segundo orden en la masa y en el spin para el espaciotiempo
de Kerr, y teniendo en cuenta el efecto del plasma. Se estudia ademads la magnitud
de la contribucién de los términos de orden superior para un agujero negro con
pardmetros similares al del agujero negro supermasivo del centro de nuestra galaxia,
Sgr A*.

Finalmente, en este trabajo estudiamos otras cantidades mds alla del d&ngulo de
deflexion pero que estdn intimamente relacionados a éste, y que resultan ser obser-
bables en la mayoria de las situaciones astrofisicas de interés como es el caso de la
formacion de imagenes, time delay, magnificacion, shear, convergencia, entre otros.
En este caso, estudiamos dichos observables a partir de resolver tanto perturbati-
va como numéricamente la ecuacion de lente fuerte teniendo en cuenta el campo
gravitatorio de la lente como el plasma que la rodea. Utilizamos para ello perfiles
de densidad de masa comtinmente usados a la hora de modelar halos de materia
oscura en galaxias teniendo en cuenta su elipticidad, asi como también modelos de
densidad electrénica frecuentemente utilizados para modelar el plasma en distintas
regiones de la lente. También estudiamos otros perfiles de densidad electrénica que
van mds alld de los modelos con simetria esférica. Los resultados aportados en esta
tesis se encuentran publicados en [40, 76-78]. El altimo capitulo de la misma es parte
de un trabajo en desarrollo [79].






Capitulo 2

Influencia del plasma en
espaciotiempos estaticos y
esféricamente simétricos

En este capitulo introducimos un nuevo método para calcular el dngulo de de-
flexion de los rayos de luz propagandose a través de un plasma astrofisico en la
vecindad de una lente gravitacional. Dicho método esta basado a su vez en el méto-
do introducido recientemente por Gibbons y Werner [45] donde se estudia el dngulo
de deflexién en el caso de gravedad pura, es decir, sin tener en cuenta la influencia
del plasma. Nos estaremos restringiendo a lentes gravitacionales estaticas y esféri-
camente simétricas donde tanto el observador como la fuente se encuentran a una
distancia suficientemente grande de la lente gravitacional. En cuanto al plasma esta-
remos considerando modelos tanto homogéneos como inhomogéneos que respetan
la simetria esférica dejando para capitulos posteriores modelos de lente y de plasma
mds complejos.

Mostraremos cémo calcular el angulo de deflexion utilizando este novedoso mé-
todo para distintos espaciotiempos, y a partir del mismo calcularemos observables
tipicos de la teoria de lentes como la convergencia, shear y anillos de Einstein, a fin
de estudiar la influencia del plasma en los mismos.

Finalmente, a partir de una correspondencia bien conocida entre el movimiento
de fotones en un plasma homogéneo en presencia de un campo gravitacional y el
de particulas masivas en gravedad pura, que resumimos en este capitulo, mostra-
remos como es posible encarar el estudio del movimiento de particulas masivas en
gravedad pura utilizando este nuevo método.

2.1. Preliminares

2.1.1. Propagacién de ondas electromagnéticas en plasmas

Revisemos brevemente la teorfa covariante de propagacién de campos electro-
magnéticos en plasmas frios, isotrépicos y no magnetizados. Son muchos los autores
que han estudiado formulaciones covariantes que describan la dindmica de campos
electromagnéticos de plasma en espaciotiempos curvos. Entre ellos podemos citar
[12, 15, 80, 81]. Aqui seguiremos brevemente a Broderick et al[81] mostrando sola-
mente los resultados esenciales y refiriendo a dicho articulo para mayores detalles.

Recordemos que un plasma se puede caracterizar como un fluido conformado
por particulas ionizadas y electrones libres. En muchas situaciones, el plasma se
puede considerar cuasi-neutro, sin embargo ante una perturbaciéon de origen elec-
tromagnético la dindmica de los electrones y los iones (mucho mas masivos) no es



Capitulo 2. Influencia del plasma en espaciotiempos estdticos y estéricamente
simétricos

la misma, lograndose desplazamientos relativos a los iones y generandose en res-
puesta campos electromagnéticos que a su vez influyen sobre la propagacion de los
campos perturbadores iniciales.

Comencemos considerando las ecuaciones de Maxwell en un medio sobre el cual
puede haber corrientes [# en un espaciotiempo arbitrario,

V.F¥ = 4njp, 2.1)
V. F¥ = 0, (2.2)

con *F*f = 1e*F1°F,; el tensor dual al tensor electromagnético de Faraday F* y
€*19 el tensor de Levi-Civita.

Asumamos que el medio es un plasma moviéndose con 4-velocidad promedio
u* (u*u, = —1), entonces con respecto a un sistema de referencia localmente en re-
poso con respecto al plasma, los campos eléctricos E¥ y magnéticos B asociados se
definen por E# = F*u,, B¥ = *F*u,,. Estos son 4-vectores tipo espacial ortogonales
a ut. A su vez asumiremos que vale la ley de Ohm, la cual en su formulacién co-
variante se puede escribir como J# = olEV = of F'"u,, con 0!} definiendo el tensor
covariante de conductividad.

En términos de E¥ y B¥ los tensores de Maxwell se descomponen como,

F* = uFEY — u’E* 4 e""u., B, (2.3)
*FW = uMB” — u'B" + e""u,E;. (2.4)

Asumamos ahora que introducimos una perturbacién sobre dicho medio plasma-
tico, y limitémonos al régimen de Optica geométrica, es decir asumiremos que la
fase de los campos electromagnéticos perturbadores varfa muy rdpido en una cierta
region de escala espacial caracteristica del plasma L, i.e. los campos tienen una lon-
gitud de onda A mucho menor que dicha escala. Entonces, aproximando el campo
eléctrico como EV = Eé’ei% + O(A/L) (con S = pyxt, p* = hV,,S = Ik donde k# es
el 4-vector niimero de onda) y similarmente para el campo magnético, las ecuaciones
de Maxwell se reducen, a este orden, de la siguiente forma,

ky <E”u” — E'ut + eF‘VmuﬁBW) = 4mio,E,, (2.5)
K (BVu" _BYuM e”vﬁVuﬁEnY) - 0 (2.6)

Notar que si contraemos la ecuacién (2.6) con u, y usando el hecho de que By, =0
concluimos que k;, B¥ = 0. Por lo tanto, de la ecuacion (2.6) se deduce que

(kyu")B, = €"PTugE, k,, 2.7)
con lo cual, debido a que pyuﬂ = —hw es la frecuencia de la onda como medida en el

sistema de referencia en reposo con respecto al plasma, y dicha frecuencia se asume
distinta de cero, se concluye que

B, = —%e”vmuﬁEka, (2.8)

y que por lo tanto E*B,, = 0, es decir, son ortogonales.
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Finalmente, reemplazando (2.8) en la ecuacion (2.5) y luego de un poco de alge-
bra, llegamos a una ecuacion de la forma

QVE" =0, (2.9)
donde Q) conocido como tensor de dispersion estd dado por
Qf = K%k, — k'k, — 4miwo) . (2.10)

Notar que en general el tensor de conductividad ¢} puede depender de las coor-
denadas x* del evento donde se lo evalte. Por lo tanto, para asegurar la existencia
no trivial de soluciones a la ecuacion (2.9) se debe cumplir que el determintante del
tensor de dispersion se anule, es decir,

H(ky, x") = %det[ﬂff] =0, (2.11)

conocida comtinmente como relacion de dispersion. El factor 1/2 es por simple conve-
niencia posterior.

Si quisieramos conocer la dindmica de los rayos con vector de propagacion k¥
ortogonales a las superficies de fase S = constante, podemos proceder como sigue.
Teniendo en cuenta que k, = V5, la relacion de dispersién puede ser pensada
como una ecuacion diferencial de primer orden para S, cuyas curvas caracteristicas
que siguen de la teoria general de PDEs de primer orden (ver por ejemplo Cap. 3
de [82]) y que asumiremos parametrizadas por un pardmetro 5, deben satisfacer lo

siguiente,
dx* oH dk,  JH

. 2.12
ds  ok,” ds dx’ (212)
las cuales claramente cumplen que
dk #
dH oHdk, 0H dx 0. (2.13)

ds — ok, d5 ' oxt d3
Por lo tanto, las trayectorias de los rayos son obtenidas a partir de la solucién de las
ecuaciones (2.12) junto a la relacién de dispersiéon H = 0.

Distintos modelos de plasmas son descriptos a través de respectivos tensores de
conductividad ¢7. En esta tesis estaremos interesados en modelos de plasma frio
(esto es, con velocidades no relativistas y presiones despreciables), isotrépicos y no
magnéticos. Para este tipo de plasma el tensor de conductividad estd dado por ¢;, =

— 4;‘1’?‘4} 0! [81], con w, la frecuencia del plasma,
4 2
w?(x) = Ze N(x) = K.N(x), (2.14)
e

con e y m, siendo la carga y la masa del electrén, respectivamente. N(x) es la densi-
dad de electrones en el plasma.
Por lo tanto el tensor de dispersion se reduce a

QF = (K, + w?(x))8 — k'k,. (2.15)

Aqui podemos considerar dos tipos de modos de propagacién de onda: longitudina-
les (i.e. donde la direcciéon del campo eléctrico es la misma que la de la parte espacial
del vector de onda y por lo tanto E*k,, # 0) y transversales, para los cuales el campo
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eléctrico es ortogonal a k*. Para el modo longitudinal, se sigue de (2.8) que B, = 0.
Estos modos son conocidos como ondas electrostéticas y no serdn de interés en el
resto de esta tesis. En cambio, para los modos transversales existe un campo magné-
tico no trivial. En tal situacién sélo el primer término del tensor de dispersion actta
no trivialmente sobre E¥ obteniéndose

QVEY = [(K*k, + w?(x))o}]E" =0, (2.16)

cuyo determinante nos da la relacién de dispersién responsable de la dindmica (mul-
tiplicando por #* para reescribirla en términos de p,):

H(pa, %) = % (8% ppp + PR ()] 2.17)
Este seréd el tipo de modelo de plasma sobre el cual describiremos la propagaciéon
de rayos de luz. Para otros tensores de conductividad, correspondientes a plasmas
calidos, magnétoactivos, etc. y sus respectivas relaciones de dispersion, referimos a
[81].

Alternativamente, se puede introducir un plasma frio como un caso particular de
estudio de medios dispersivos donde se analizan trayectorias de rayos en la aproxi-
macién de Optica geométrica (ver Synge[83]). En el sistema localmente en reposo de
un medio dispersivo arbitrario, el 4-vector de onda puede descomponerse como

p" = hwu! + hK*, (2.18)

con K* el vector de onda espacial ortogonal a u*, i.e. K*u,, = 0. A partir de ahora y
en lo que sigue tomaremos ¢ = i1 = 1. Con respecto a este sistema de referencia, la
velocidad de fase vy, de un rayo estd dada por

w pau®

/KI'K, VKK,

con respectivo indice de refraccién n (al cuadrado)

(2.19)

i S KFK, _ [p" + (patt®)u¥][py + (patd®)uy] _ [P pu+ (part™)?]

1
Vo (Part®)? (Patt®)? (pau®)?

(2.20)
la cual puede ser reescrita como

§Ppapp — (n* = 1)(pau®)* = 0. (2.21)

Por lo tanto, dado un indice de refraccién asociado a un medio (independientemente
de si es de origen plasmatico, dispersivo o no dispersivo), la expresion (2.21) define
la relacién de dispersion de dicho medio, por lo cual podemos definir al Hamilto-
niano asociado por:

1

H(pu, x") = 5 [g”‘ﬁpap,s — (n* — 1)(pau“)2} : (2.22)

En el caso particular de un plasma frio no magnético el indice de refraccién viene
dado por [26, 27],

n*(x,w(x)) =1—

(2.23)

g
N
~—~~

=
~—
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donde w(x) es la frecuencia de observacion de los rayos de luz medida por un ob-
servador estatico mientras que w, es la frecuencia del plasma dada por la ecuaciéon
(2.14). Es facil chequear que esta expresion para el indice de refracciéon reduce el
Hamiltoniano a la ecuacién (2.17).

Notemos que s6lo rayos de luz con w(x) > w,(x) se propagan a través del plas-
ma. Por otro lado, si w(x) < w,(x), el indice de refracciéon se vuelve imaginario, y
las ondas con tal frecuencia no se propagardn a través del plasma dando origen a
ondas evanescentes. La razén de que la frecuencia del plasma establezca la escala
fisica se puede entender como originada en la relacién entre la corriente de conduc-
cion y la corriente de desplazamiento. En primer lugar, la corriente de conduccién
siempre se opone a la corriente de desplazamiento. Por otro lado, si la frecuencia de
la onda electromagnética es més grande que la frecuencia del plasma, entonces la
corriente de conduccién serd menor que la corriente de desplazamiento y entonces
la propagacion de la onda electromagnética ocurrird. Sin embargo, para una onda
con la frecuencia del plasma la densidad de corriente cancelard exactamente la co-
rriente de desplazamiento, y para frecuencias maés bajas, la corriente de conducciéon
serd mas grande que la de desplazamiento y por lo tanto la corriente efectiva total
(de conducciéon més la de desplazamimiento) tendra el signo contrario para per-
mitir la propagacion. En lo que sigue no consideraremos este tipo de situaciones,
sin embargo nos referimos a [84] para un estudio de la propagacién de las ondas
electromagnéticas en medios no dispersivos con indice de refraccién complejo en
espaciotiempos curvos usando una métrica efectiva que incluye la absorcién.

Notemos ademas que dado el indice de refraccién (2.23), los fotones se desvian
de las geodésicas nulas del espaciotiempo de manera que sus trayectorias dependen
de su frecuencia. Més atn, incluso en la presencia de un plasma homogéneo, es
decir, para w,(x) = constante, si el espaciotiempo produce un redshift gravitacional
no trivial, esto es, la frecuencia de los fotones w cambia a lo largo de la trayectoria,
se producirad una dispersién no trivial a través de (2.23) y por lo tanto permitird de
nuevo una desviaciéon de los rayos de luz respecto de las trayectorias geodésicas
nulas. Por supuesto, este tiltimo efecto no estd presente en un espaciotiempo plano.

En sintesis, en este contexto la propagacion de los rayos de luz en un plasma frio
no magnetizado se describird a través del siguiente Hamiltoniano [26] (ver también
[15] para una discusiéon completa y detallada),

Hex,p) = 5 (8 0paps + (1)), (.24)

donde los rayos de luz son soluciones de las ecuaciones de Hamilton,

_dx*  oH dp,  OoH

=2
" ds 9p, ds dx’

(2.25)

junto a la relacién de dispersion,

mientras que § es un pardmetro a lo largo de los mismos.
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2.1.2. Meétrica 6ptica asociada a un medio plasmadtico en un campo gravi-
tacional externo

A partir de la ecuacién (2.26) podemos ver que en general, los rayos de luz en vez
de seguir geodésicas temporales o nulas con respecto a la métrica g,p, siguen siem-
pre curvas temporales, no necesariamente geodésicas excepto para el caso de rayos
de luz propagédndose en un plasma homogéneo. Esto puede ser entendido heuris-
ticamente notando que incluso para un espaciotiempo plano lleno por un plasma
homogéneo, se sigue de (2.23) y de n = c|k|/w, con |k| siendo la norma del vector
ntimero de onda, que la relacién de dispersién viene dada por w? = c?|k|? + w?,
y por lo tanto los fotones se comportan como si tuvieran una masa inercial efecti-
va megg = hw,. Por otro lado, en un campo gravitacional, y usando el principio de
equivalencia, esta masa efectiva coincide con la masa gravitacional permitiendo a
los fotones seguir geodésicas temporales. Estas consideraciones heuristicas fueron
plasmadas con rigor matemético por Kulsrud y Loeb en [80]. Ver también referencia
[81], en la cual relaciones de dispersion més generales fueron estudiadas para una
basta variedad de modelos de plasma en forma covariante.

En el caso general, incluso cuando el hecho de que los rayos de luz no sigan
geodésicas no represente ninguna restriccion para el estudio de su propagacion en
el plasma, usualmente se suele realizar una transformacién conforme de la métrica
de forma que los rayos de luz sigan geodésicas temporales respecto de la nueva
métrica (ver por ejemplo [28, 85]).

Notemos que definiendo el tensor

¢ = ¢ 1+ (1 —n?(x, w(x))u’ub, (2.27)

el Hamiltoniano (2.24) toma la forma,
1,
H(x,p) = 58" (x, w(x)) papp, (228)

con inversa g, (definida por §*f§,, = 55),

~ 1
8up = up T (1 - M)“auﬁ- (2.29)

En todas estas expresiones, usamos la frecuencia medida del fotén por un observa-
dor estético en reposo respecto del plasma con 4-velocidad u” con respecto a gup
dada por,

w(x) = —pau®, (2.30)

y la expresion (2.23) para el indice de refraccién.

Como se explica en el texto de referencia [86], el tensor ;s no es en general una
métrica debido a su dependencia en los 4-momentos p,. Sin embargo, para medios
no dispersivos, si es efectivamente una métrica y los rayos de luz siguen geodésicas
nulas respecto a él (ver [86] para mds detalles). En tales situaciones el tensor (2.29)
se denomica métrica de Gordon [87]. Retornaremos a ella en el capitulo 4.

Por otro lado, para el caso de espaciotiempos estaticos, incluso considerando
medios dispersivos existe un principio de Fermat (ver [86]) el cual establece que
las proyecciones espaciales de los rayos de luz, que son solucién de las ecuaciones
de Hamilton en las hipersuperficies t = constante son también geodésicas de la
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siguiente métrica Riemanniana 3-dimensional denominada métrica dptica,

opt Tl2
8ij =~ 8&ijs (2.31)
8oo
siendo g;; la métrica inducida en la hipersuperficie  =constante y goo la componente
temporal de la métrica fisica.

En lo que sigue, daremos por sentado este resultado conocido. Sin embargo, en
el capitulo 4 presentaremos una prueba véalida para espaciotiempos estaticos arbi-
trarios y en el capitulo 5 para espaciotiempos estacionarios y axisimétricos.

A partir de ahora nos concetraremos en espaciotiempos estaticos y esféricamente
simétricos llenos por un plasma frio no-magnetizado también con las mismas sime-
trias que el espaciotiempo, esto es, el espaciotiempo fisico viene descripto por una
métrica de la forma,

g,,(ﬁdx"‘alx/g = —A(r)dt* + B(r)dr* 4 C(r)(d®* + sin® 9d¢?), (2.32)

y s6lo con dependencia radial en la frecuencia del plasma, w, = w,(r). Por supuesto,
pudimos elegir un sistema de coordenadas adecuado para el cual el espaciotiempo
sea caracterizado sélo por dos funciones métricas A y B, sin embargo mantenemos la
forma (2.32) debido a que nos gustaria escribir expresiones generales que se manten-
gan validas para una vasta familia de sistemas de coordenadas. Notemos también
que estamos despreciando la auto-gravitacion del plasma debido a que este efecto
es sumamente despreciable en cuanto a la propagacion de los rayos de luz se refiere.
Asumimos también que el espaciotiempo es asintéticamente plano y que el plasma
es estdtico respecto a observadores que siguen las curvas integrales del campo de
Killing temporal ¢* = (£)*. Por consiguiente, podemos tomar u* como,
o
_ . (2.33)
A(r)

Debido al redshift gravitacional, la frecuencia de los fotones en una dada posicién

radial r esta dada por,
Woo

“0) = Jam’

donde we es la frecuencia de los fotones medida por un observador estético en el
infinito. Esto implica que el indice de refraccién sélo tendra una dependencia radial.
Sin pérdida de generalidad debido a la simetria esférica tanto del plasma como del
espaciotiempo podemos restringirnos a rayos propagandose en el plano ¢ = /2.
Por otro lado, como estamos interesados en la aplicacién del teorema de Gauss-
Bonnet para determinar el dngulo de deflexiéon siguiendo el procedimiento intro-
ducido por Gibbons y Werner en [46], haremos uso de la variedad 2-dimensional

(2.34)

Riemanniana asociada (MOPt, g;}pt> donde variedad 6ptica MOP" esta caracterizada
por t = constante y & = 71/2, mientras que la métrica 6ptica g;p * teniendo en cuenta
(2.31) viene dada por,

n?(r)

A(r)

Como vemos esta métrica estd conformemente relacionada a la métrica inducida
en la subvariedad t = constante, # = 7/2 del espaciotiempo fisico y por lo tanto

do? = g:.;.ptdxidxj = (B(r)dr2 + C(r)dgoz>. (2.35)
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FIGURA 2.1: Regién D con borde 0D = U;dD;. En cada vértice hemos
definido el angulo exterior en sentido positivo.

preserva dngulos formados por dos curvas en un mismo punto.

2.2. Angulo de deflexién utilizando el teorema de
Gauss-Bonnet

Haremos un breve repaso del teorema de Gauss-Bonnet en variedades Rieman-
nianas 2-dimensionales y coémo podemos utilizar el mismo para calcular el dngulo
de deflexion en espaciotiempos estaticos.

El teorema de Gauss-Bonnet conecta la curvatura intrinseca de una superfice da-
da por la integral de la curvatura Gaussiana, con su topologia caracterizada por el
nimero caracteristico de Euler. De forma precisa lo podemos enunciar de la siguien-
te manera: sea D C S un dominio regular de una superficie 2-dimesional S orientada
equipada con un métrica Riemanniana §;; cuyo borde 0D : R O I — D es una curva
regular, orientada, simple y cerrada, entonces

//IDICdS+/aDkgdU+Z€i:2nx(D), cel, (2.36)

donde x(D) y D son el namero caracteristico de Euler y la curvatura Gaussiana de
la region D respectivamente, k¢ es la curvatura geodésica de oD, y ¢; es el angulo
exterior definido en el i-ésimo vértice, en sentido positivo, como se muestra en la
figura 2.1. Por otro lado resulta importante sefialar que dada una curva < con vec-
tor tangente normalizado -y y vector aceleraciéon , su curvatura geodésica puede
calcularse de la siguiente forma,

la cual es cero si y sélo si la curva -y es geodésica.

Siguiendo el trabajo de Gibbons y Werner [45] aplicaremos el teorema de Gauss-
Bonnet a un dominio especifico equipado con la métrica 6ptica gg.pt a fin de calcular
el angulo de deflexién en un medio plasmatico. Para hacer esto consideremos un do-
minio simplemente conexo Dr como se muestra en la figura 2.2 cuyo borde consiste
de la curva espacial geodésica respecto de g?th la cual codifica la informacién de un
rayo de luz que viaja desde la fuente hasta el observador, y una curva semicircular
Cr dada por r(¢) = R = constante. Al tomar el limite del radio R de esta curva
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yendo a infinito, y usando el hecho de que en este limite la suma de los dngulos
exteriores debe ser igual a 77 y que en la situacién bajo consideracién x(Dgr) = 1, el
angulo de deflexién « resultante puede ser obtenido a partir de la siguiente expre-
sion (ver figura 2.2 para més detalles),

T+
lim [kgda}
R—o0 JO d(p

R—o0

dp = 7t — lim / Kds, (2.38)
Cr Dr

donde la curvatura Gaussiana puede ser calculada en términos de la tinica compo-
nente linealmente independiente del tensor de Riemann asociada a la métrica 6ptica,

K= Rrorg(°7")

det(gP") (2.39)
Notemos ademds que, a partir de (2.35) se sigue que,
do| C(R)\"?

En general, es posible corroborar que si el espaciotiempo ambiente es asintdticamen-
te plano entonces,
. do
lim

dm kg || = 1, (2.41)

Cr

y por lo tanto la ecuacién 2.38 se simplifica sustancialmente,

&= — lim / Kds. (2.42)
Drg

R—o0

A diferencia de las expresiones usuales para el dngulo de deflexién, las cuales en
general se encuentran escritas en un dado sistema de coordenadas, vemos que la ex-
presion (2.42) sélo depende de la curvatura Gaussiana y de la regién de integracion
Dg. Como veremos en el presente y proximos capitulos, expresiones como (2.42) no
s6lo permiten obtener dngulos de deflexién en gravedad linearizada sino también
expresiones de alto orden, y también incluyendo correcciones a distancia finita. A su
vez, expresiones de este estilo serdn ttiles para describir el comportamiento no geo-
désico de particulas masivas y cargadas en campos de Einstein-Maxwell, es decir, su
aplicacioén no sélo se reduce al estudio de rayos de luz en medios dispersivos.

2.3. Ejemplos con plasmas homogéneos

En esta seccion consideraremos una lente gravitacional rodeada por un plasma
homogéneo, es decir con una densidad electrénica constante N(r) = constante. Sin
embargo esto no implica que el indice de refraccién deba ser constante lo cual no
produciria efecto de lente gravitacional alguno, sino que por el contrario debido al
redshift gravitacional en general el indice de refracciéon no serd constante incluso
para este tipo plasmas. Recordemos que los plasmas homogéneos no sélo son in-
teresantes de por si (ya que pueden modelar regiones del medio interestelar, por
ejemplo) sino que también a través del diccionario con las trayectorias geodésicas
de particulas masivas, permite en simultdneo describir las érbitas de las mismas.
Por ejemplo de neutrinos provenientes de distintas fuentes astrofisicas.
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(MOP!, g7P")

FIGURA 2.2: 9D = Cg Uyp. En este diagrama, el punto S representa
la posicién de la fuente mientras que la del observador esta identifi-
cada con el punto O. 7, representa un rayo de luz emitido desde la
fuente hasta el observador. b es el pardmetro de impacto. La region
sombreada en escala de grises representa el plasma en cuestién mien-
tras que el punto L indica la posicién de la lente gravitacional. Cg es
una curva semicircular definida por r(¢) = R = constante. Esta re-
gion pertenece a la variedad 6ptica dos dimensional (MCPt, g;}pt), y
por lo tanto la infromacién del plasma se encuentra codificada en la

e o t
meétrica Optica g;-p .

2.3.1. Schwarzschild

Como primer ejemplo calcularemos el angulo de deflexién producido por una
lente esféricamente simétrica cuyo campo gravitacional estd dado por la métrica de
Schwarzschild en este medio homogéneo, la cual viene caracterizada por las funcio-
nes coordenadas

A(r)=1- — B(r) = Y C(r)=r%, (2.43)

para r > 2m. Si bien este espaciotiempo es asintéticamente plano y el dngulo de
deflexién puede ser calculado utilizando la expresion (2.42), calcularemos también
la cantidad kgg—g a fin de corroborar la relacién (2.41).

El indice de refraccién en este caso es,

n(r) = ¢ - c‘;’j (1 - 2;”) (2.44)

Por otro lado la métrica 6ptica viene dada por lo siguiente,

2
1— We 1— 2m d 2
Jo? — W (Zm ") < r2m —i—r2d902> , (2.45)
1-— - -
con determinante 3, 2 ” 2.2
det(goPt) = T (Wl = Wor + 2wym)” (2.46)

(r —2m)3wd
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y curvatura Gaussiana,

wim

K — ® 3022 — 2wt — whd
r3(w§or—w§r—|—2w§m)3{( We oo = 2o = W )1 (2.47)

+ (Bwd, — 9wZw? + 6w r*m + (6w w? — 12wi)rm? + 8wim?).

La curvatura geodésica de la curva Cr en este caso viene dada por lo siguiente,

Weo|W?2R? — w2 R? — 4Rw?m + 3mw?,R + 4w>m?|

— ) 2.48
s R3/2(w2 R — w?R + 2w?2m)3/2 (2.48)
mientras que la cantidad g—g a lo largo de la curva Cg esta dada por,
dr|  _ R [R(wE—w})+ meg (2.49)
do |- Weo R —2m

Utilizando (2.48) y (2.49) podemos chequear que se satisface la relacion (2.41) y por
lo tanto el d&ngulo de deflexién viene dado por la expresion (2.42).

Por otro lado, como en este ejemplo s6lo buscamos obtener el dngulo de deflexion
a primer orden en la masa bastard trabajar con la cantidad KdS a primer orden en la

masa e )

KdS = — 202 7Y% 1 drdg + O(m?). (2.50)

r?(wg — wp)
y s6lo necesitaremos aproximar la curva geodésica 7, a orden cero parametrizada
por r = b/ sin @, donde b representa el pardmetro de impacto. Si considerdramos
correcciones de orden m en la curva 7p, €stos nuevos términos contribuirian a se-
gundo orden en m en la expresion final del dngulo de deflexién; por tal motivo no es
necesario considerar los términos de orden m en la curva 7,,.
Por lo tanto el angulo de deflexion estd dado por la siguiente integral de area,

— _ Jim / / Kds. 2.51)
R—o0
sin ¢
Obteniendo finalmente,
2m 1 2
0N = b (1 + 1-((4]3/(4]0(,)2) + O(m ), (252)

la cual coincide con trabajos previos donde el dngulo de deflexién fue obtenido
por otros medios [22]. En particular, en el caso sin plasma (w, = 0) o en el caso
donde la frecuencia del plasma es despreciable respecto de la frecuencia del fotén
(we/we — 0), recuperamos la expresion conocida para el dngulo de deflexién en el

espaciotiempo de Schwarzschild en gravedad pura, a = 47’”.

2.3.2. Un ejemplo mas general

Ahora consideraremos una familia de soluciones esféricamente simétricas maés
generales que han sido estudiadas con anterioridad [88, 89] donde las funciones
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coordenadas vienen dadas por,
Alr) = 1- rﬁq _1_(9(7*(%1)), (2.53)
B) = 147 +0(-), 259
C(r) = r (1 + 51) +0O(r"Y), (2.55)

donde g > 0. Como se explica en [88] se puede realizar un cambio de coordenadas de
tal forma que las componentes de la métrica conserven la forma de las ecuaciones
(2.53), (2.54) y (2.55) pero con B = 0 (coordenadas tipo Schwarzschild) o bien con
B = 7 (coordenadas isotrépicas). Por el momento mantendremos esta libertad a la
hora de elegir el pardmetro . Ademds esta familia de métricas contiene como caso
particular el limite asint6tico de la métrica de Schwarzschild (tomando y = ¢ = 2m,
B =0ygq=1)y el agujero de gusano de Ellis (tomando y = =0, B = a’y g = 2).
El indice de refraccién para esta familia de métricas es,

2
n(r) = \/1 - % (1 - %) (2.56)

Conservando sélo términos lineales en los parametros 1,y y B, la métrica Optica es
de la forma,

wao[(wg = wi)r® + (v — pwd, — ywy]

do? = dr?
(wgo - wg)qu (2 57)
Wil (ws, — wf)r + (B — p)ws, — puw] '
4 2 ) e H)Weo e ergDZ
(% — w2Pre '
con determinante,
det(goPt) = TN+ PP (ws, — wf) + pee]? (2.58)
r1(rf = p)?ws ' '
Por otro lado y a primer orden en los mismo pardmetros tenemos,
(v =B) + (1 + B)lws — [(q = 1B + 7wt
s = — drd 2.
s 2wl — wd)rit] dg,  (259)
mientras que la expresién asintética para Kgg—g a lo largo de la curva Cg es,
do gz v  (1-q)p 1
= =1= - 2.
Erm WL —wtRi 2R T e PO ) 260

y como podemos corroborar para R — oo, se verifica la condicién (2.41) ya que esta
familia de soluciones es asintéticamente plana.

Similar a como ocurrié en el ejemplo anterior, debido a que queremos obtener el
angulo de deflexioén a primer orden en los parametros y,y y B, y la cantidad KdS es
al menos lineal en esos parametros, bastara aproximar la curva geodésica 7y, a orden
cero en estos pardmetros quedando parametrizada por r = b/ sin ¢.
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Finalmente, el 4ngulo de deflexién nos queda,

VA D (0= DBty e g DBt e
T 2WT(1+ ) e — s | |

donde o
I'(u) = / o' le Vdy, (2.62)
0

es la funciéon Gamma. Esta expresion para el dngulo de deflexién generaliza otras
que se pueden encontrar en la literatura pero sin la presencia del plasma.
En coordenadas isotrépicas (B = 7y) la expresion (2.61) se reduce a lo siguiente,

_ VTG +3)q (v + p)wd, — yw?
20T (1 + 1) w3, —wZ

, (2.63)

mientras que en coordenadas tipo Schwarzschild-like (f = 0) tenemos,

_ VAT +3) (v +apwd — e}
207T(1+ 1) wZ — w2

(2.64)

En ausensia de plasma, estas expresiones concuerdan con otras habidas en la lite-
ratura donde el dangulo de deflexion ha sido calculado con métodos completamente
diferentes [88, 89]. En particular, para la elecciéon de pardmetros y =y =2myqg =1,
las ecuaciones (2.63) y (2.64) reproducen el d&ngulo de deflexién para el espaciotiem—
po de Schwarzschild; mientras que para la eleccion y = v = 0,8 = a’>yq = 2,
usando (2.61), obtenemos &« =
deflexién a primer orden en a
campo débil.

Analizemos un poco més en detalle esta familia de soluciones. Debido a la sime-
tria esférica existen relaciones simples entre el &ngulo de deflexion y otros escalares
que son de interés en la teoria de lentes gravitacionales como ser el médulo del shear
4 y la convergencia k (para detalles de estas relaciones ver [90, 91]). A partir de la
expresion del angulo de deflexiéon en coordenadas isotrépicas (2.63), el shear y la
convergencia estan dados por las siguientes expresiones,

4b2 , 1o cual es la expresién conocida para el angulo de

2 en el espaciotiempo de Ellis bajo la aproximacién de

Hb) = \fF(M)[(’Y + p)ws, — ywy] (2.65)
bIHT () (wg — w?)
V(g — D5 [(y + p)w? — yw?]
k(b)) = —A ; 2.66
*¢) T (3) (s — ) (266
donde A = % es un factor de escala que depende de las distancias didmetro-

angulares d;, ds y djs. En lo que sigue omitiremos este factor. En la siguiente clasi-
ficacion hay algunas familias que estdn solapadas.

Familia I: distribuciones de polvo extendidas

Esta familia de soluciones se obtiene estableciendo y = <. En este caso la mé-
trica que estamos considerando puede ser interpretada como aquella que resulta de
las ecuaciones de Einstein considerando un tensor energia-momento efectivo de un
fluido perfecto con presién cero. Para esta familia el &ngulo de deflexién, shear y
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convergencia estdn dados por lo siguiente,

20T(14+ 1) w3 —w?’ '

VAT )p 202, — w2

Y 2.
1 — g\ (1L 2 2
20717 (1) w2, — w?
La métrica de Schwarzschild es un caso particular de esta familia con g = 1y

u = 2m. Notemos en particular que para este caso la convergencia es cero (cues-
tion que sabiamos era asi para el caso de gravedad pura a primer orden puesto que
este escalar depende solamente del tensor del Ricci) pero que ahora vemos que dicha
situacién se mantiene cuando incorporamos el plasma. Ademads, como se explica en
Bozza [88] para 0 < g < 1y u > 0, la densidad de energia es positiva mientras
que para g > 1 la convergencia es negativa y la misma es producida por una lente
exoética con una densidad de masa negativa.

Familia II: distribucién de presién anisotrépica pura

Esta familia estd caracterizada por 4 = 1 y la métrica puede ser interpretada
como aquella que resulta de considerar un tensor energia-momento con densidad
de energifa cero y presion anisotrépica en las ecuaciones de Einstein. El &ngulo y los
escalares 6pticos son,

2 .9
R e (2.70)

oy (rFpwd —qw?

y(b) = - Pl ) 2.71)

k(b)) = o. (2.72)

Siy = u = 2m, entonces recuperamos la solucién de Schwarzschild. Si p = 0 en-
tonces el plasma no tiene influencia ni en el d&ngulo de deflexion ni en los escalares
6pticos. El caso particular y = — lo analizaremos mas adelante.

Familia III: funcién lapse constante

En la familia anterior vimos que si # = 0 entonces el plasma no tiene influencia ni
en el &ngulo ni en los escalares Opticos y esto se debe a que para este caso la funcién
lapse es constante y por lo tanto no tenemos un redshift gravitacional. Debido a esto
el plasma homogéneo no influye en la desviacién de la luz resultando,

_ VTG +3)gy
= SErALT) (2.73)
(3
b) = _\/1;+1(r?g§7’ @74)
+1
R(b) — _\/E(q—l)F(qT)v; 2.75)
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las cuales son independientes del plasma.

Familia IV: nulo efecto de lente gravitacional en gravedad pura

La familia p = —y estd caracterizada por no presentar efectos de lente en el caso
de gravedad pura. Sin embargo, para un plasma homogéneo el angulo de deflexiéon
y los escalares 6pticos no son nulos y esto se debe al hecho de que en este caso el
redshift gravitacional no es trivial. En este caso tenemos lo siguiente,

_ VAr(g+ 1) quw?
©T r(+d) Wi —w? (2.76)
oy V) e
'Y<b> - _qurll—'(%)(wgo _ wg)/ (2.77)
ey = YA
k(b) = 267717 (1) (w2, — w?) (2.78)

Familia V: curvatura espacial nula

Esta familia esta caracterizada por v = 0, para la cual las hipersuperficies t =
constante son planas. Curiosamente para esta familia tanto el dngulo de deflexién
como los escalares Opticos adoptan la misma forma que en la familia anterior.

2.3.2.1. Anillo de Einstein en presencia de plasma homogéneo

Por dltimo analicemos como cambia la posiscién angular de los anillos de Eins-
tein en la presencia de plasma para estas familias de soluciones. Consideremos que
los pardmetros p y <y son positivos; entonces a partir de la ecuaciéon de lente (que
analizaremos en detalle en el capitulo 6) y de la expresién del angulo de deflexiéon
en coordenadas isotrdpicas tenemos que el radio angular del anillo de Einstein en
presencia de plasma 6, esta dado por,

(2.79)

_ (x/ﬁf(g +3)0 (7 + W)wd, — 1w dig >ﬂ11
Pl 2r(1+9) wL—w?  ddl)

El cambio relativo en el radio de Eintein debido a la presencia de plasma respecto
del radio de gravedad pura 6, esta dado por la expresion,

2
Ay O =00 (1= e\ 7
0 — o —-1, (2.80)
0 0y 1— ;%’

3

que bajo la aproximacién w?/w?, < 1,1a cual es cierta en muchas situaciones fisicas
de interés, se reduce a lo siguiente,

Aby i w?

B At wd 8D

En la figura 2.3 graficamos las curvas de nivel de la ecuacion (2.81) para w,/we =
6 x 1073. Para este particular valor podemos ver que si el radio del anillo de Einstein
para el caso sin plasma es de 1 arcsec entonces la presencia del plasma corrije este
valor entre un 10~ arcsec y 10> arcsec.
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FIGURA 2.3: Curvas de nivel del cambio relativo en la posicién de los
anillos de Einstein Afy/6y para la clase de métricas dadas por (2.53)-
(2.55). Como esperdbamos, para un valor fijo del cociente 6 = v/u,
la diferencia relativa se hace cada vez mas chica para valores cada
vez més grande de g. La curva de nivel que tiene el valor 9 x 10~°
contiene el punto particular (3 = 1, = 1) correspondiente al cambio
en la posicién relativa de los anillos de Einstein asociados a la métrica
de Schwarzschild para el mencionado ratio de frecuencia.

En el capitulo 6, haremos un estudio més exhaustivo de situaciones en el régi-
men de lente gravitacional fuerte, y veremos cémo para distintos modelos no ho-
mogéneos de plasma en entornos galécticos las correcciones en el corrimiento de las
imagenes pueden llegar a ser del orden de subarcsecs y que la multiplicidad de las
mismas también es funcién de la distribucién electrénica del plasma.

2.4. Plasma inhomogéneo

Ahora consideraremos una lente gravitacional rodeada por un plasma inhomo-
géneo, esto es, donde la distribucién electrénica N (x%) varia de un punto del plasma
a otro. Por simplicidad asumiremos que esta variaciéon sélo ocurre en la direccién
radial desde el centro de la lente y que la derivada radial de la densidad electrénica
N'(r) es una funcién decreciente y menor que N(r)/r.

En coordenadas isotrépicas, el campo gravitacional producido por la lente esta
codificado en las componentes de la métrica de la siguiente forma,

A(r) =1 — phoo(r), B(r) =1+ vhu(r), C(r) = r?B(r). (2.82)

Por otro lado, el indice de refraccion se lee,

n(r) = \/1 _ el = #hoo(r)) (2.83)

Wi




2.4. Plasma inhomogéneo 21

y por lo tanto la métrica 6ptica asociada resulta

do? — <(1 + Y ) (Wi — Wi 4 pewihoo)

2., 25 2
WL (1 = ) >(dr +rde”), (2.84)

donde el determinante det(g°F") viene dado de la siguiente forma

(14 vhy) (Wi — Wi + pewzhoo) > 272, (2.85)

Como s6lo estamos interesados en expresiones lineales en u y <y, escribimos la
curvatura Gaussiana a primer orden en esos pardmetros,

K= Kp+ pky + 9K, (2.86)
con
Wgo NG, 2 2 28712

Ky = Sk w2 X |Ke(rN") (w5, — ws) + rKEN™ |, (2.87)

Wao
IC’,[ = _m X |:(7’h00/), + ]:l’[ (hOON// hOON/// hOO/N/):| 7 (288)

2
IC,\', = —m X |:(rhﬂl)l + ]:'Y(hTYNI/ hrrN/// hr?’IN/):| ’ (289)

y donde las funciones ¥, y F, estdn definidas como,
Fou(hooN', hoN", 1oy’ N') = 2K, (w2, — w?) [hoo (rN")' +7N"hog'] + 3hoorK2N'?, (2.90)

Foy(hy N, e N” 1! N') = Koty [r(w03 — w?)N" + N’ (w2, — w? + KrN')]. (2.91)

En esta notacién, K, representa la contribucién del plasma a la curvatura Gaussia-
na la cual estd presente atin si el espaciotiempo fuera plano. Por otro lado, K\, y KCy
no sélo tienen informacion acerca del campo gravitacional sino tambien de la in-
teraccion de éste con el plasma. En principio uno podria utilizar esta expresion de
la curvatura Gaussiana para calcular el angulo de deflexion. Sin embargo, debido a
que la influencia del plasma en general es pequefia en comparacién con los efectos
de lente puramente gravitacionales, asumiremos al igual que en [22] que el dngu-
lo de deflexién es pequefio y por lo tanto a primera aproximacién consiraremos la
geodésica v, como una linea recta en el espacio Euclideo desde el observador a la
fuente. Por otro lado, despreciaremos todos los términos de orden alto de la for-
ma O(N"2, uN’, uN",yN"2,yN"). Por lo tanto, descartaremos el dltimo término en
Kp1 asi como también los términos F, and . Finalmente, teniendo en cuenta estas
consideraciones la 2-forma KdS se lee,

KdS — 17K (rN')' w?, (rhoo')!

_ _ N
2| wd —w? w2 — w? po— (rhy')y | drdg. (2.92)

Debido a que el espaciotiempo es asintéticamente plano se puede verificar que

lim % d—a =1 (2.93)
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y por lo tanto el angulo de deflexion estd dado simplemente por (2.42). Explicita-
mente obtenemos,

Ke T’N/) (Th()o) Iy
/ /b/ sin ¢ 2 [ w2 B (rhy')'y drdg. (2.94)

Wl —w? wz

Integrando por partes y despreciando términos de orden O(N'?,ipoN’) podemos
reducir esta tltima expresion de la siguiente forma,

] T’NI (T’hoo )
_/ [wQ —w? w2 w? H= Ohﬂ/)v]

donde ahora el dngulo de deflexién estd dado por una integral de linea en vez de
una integral de érea. El integrando esta evaluado en 7, = b/ sin ¢.

Finalmente, si realizamos el cambio de coordenadas dado por z = v/r2 — b? don-
de ademads se tiene que tan ¢ = b/z, podemos escribir (2.95) como,

© p[ KN w2 hoo'
A

rlw —w? wi—w?

do, (2.95)

Ty

dz, (2.96)

rz

donde el integrando estd evaluado en r, = v/b? 4 z2. Esta expresion coincide com-
pletamente con la expresién (30) derivada por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22].
Por completitud, el d&ngulo de deflexién para dos perfiles de densidad electrénicos,
uno con decaimiento polinomial y otro exponencial, es calculado en el apéndice A.

2.5. Deflexién de particulas masivas

Como ha sido sefialado por otros autores en el pasado [22, 23], existe una co-
rrespondencia entre la dindmica de rayos de luz a una dada frecuencia we propa-
gandose bajo la acciéon de un campo gravitacional bajo la influencia de un plasma
homogéneo con frecuencia electrénica w,, y la dindmica de particulas de prueba con
masa y y frecuencia medida por un observador en infinito E,, propagdndose en el
mismo campo gravitacional pero sin la influencia del plasma. Especificamente, si lle-
vamos a cabo las identificaciones w, — p = constante, y we — Ew, Se sigue que la
dindmica de las particulas masivas estd gobernada por las ecuaciones de Hamilton
asociadas al Hamiltoniano (2.24).

De esta forma, para cualquier espaciotiempos estatico descripto por la métrica,

Qupdx"dxP = —A(x")dt* + gydx'dx/, (2.97)

tenemos una métrica Optica asociada para cada particula de masa y y energia E.
Notemos que la energia local E(x") medida por un observador estatico estd relacio-
nada a la energia medida por un observador en infinito Es por E(x') = Ec/+/ A(x?).
Por lo tanto, la métrica 6ptica para cada particula masiva es de la forma,

2 2 y
opt _ 1 Y R i &ij
i = A(xi)g” = (1 —EgoA(x )> Al (2.98)

Esta métrica estd implicita en el trabajo de Synge sobre 6ptica geométrica en medios
dispersivos y no dispersivos (ver el capitulo XI de [86]); y también fue reintroducida
recientemente (a menos de un factor E2,) por Gibbons bajo el nombre de métrica de
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Jacobi [92]. Nos referimos a este tltimo trabajo para una derivacién elegante de la
misma y discucién sobre sus propiedades.

Concentrémonos ahora en el movimiento geodésico de particulas masivas en un
espaciotiempo estatico y esféricamente simétrico. En particular estamos interesados
en la descripcién del movimiento de particulas que dejan la fuente situada en la re-
gién asintéticamente plana del espaciotiempo, y que se acercan a una distancia mi-
nima 7 de la fuente para continuar su camino hasta el observador también situado
en una region asintéticamente plana del espaciotiempo. Se asume que la particula
arriba al observador asintético con una velocidad v y por lo tanto con energia

E, — %vz (2.99)

y momento angular

J= N (2.100)
La métrica Optica es entonces
do? = ) <B(r)dr2 + C(r)dq02>, (2.101)
A(r)
con )
n?(r) =1— %A(r) =1—(1-0)A(r). (2.102)

Estudiemos ahora las geodésicas espaciales de la métrica (2.101). Notemos que
lo que sigue es general para cualquier indice de refraccién y no necesariamente s6lo
para particulas masivas. En particular, el movimiento geodésico sigue del Lagran-

o (@) o))} e

212((:)) [Bm <Z;)2 +C(r) (Z?)z] =1 (2.104)

De la ecuacioén (2.103) se sigue que

con el vinculo

2
n-Cde J
—_——= . 2.105
A do  Ew ( )
Nos referimos a [92] para una justifiacion de la identificacién entre la constante aso-
ciada a esta cantidad conservada y |/ Es, donde uno debe también tomar en cuenta
que la metrica 6ptica definida en (2.98) esté relacionada a la métrica ds* utilizada
por Gibbons de la forma ds?> = E2,do?. De esta relacion y de las expresiones (2.104)

y (2.105) se sigue que
2 2 2
dr\" _C(ECn™ N (2.106)
de B\ J?A

Esta tiltima expresion para la ecuacion de la 6rbita también puede ser encontrada en
[23, 26] donde fue derivada en el formalismo Hamiltoniano.

Usando la métrica (2.101) con n(r) dado por (2.102) podemos aplicar el teorema
de Gauss-Bonnet al estudio de la desviacién de particulas masivas en cualquier cam-
po gravitacional esféricamente simétrico. Por supuesto, si uno quisiera estudiar esta
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desviacién a primer orden en la masa de la lente utilizando el teorema de Gauss-
Bonnet, bastara con aproximar la geodésica que sigue la particula por su trayectoria
plana; sin embargo la motivacién principal de escribir explicitamente (2.106) es que
aplicaremos por primera vez en la literatura el método de Gibbons-Werner al estudio
de la deflexién de particulas masivas a segundo orden en la masa de la lente, y pa-
ra ello necesitamos conocer la expresion para la curva geodésica al menos a primer
orden.

2.5.1. Angulo de deflexién a segundo orden en el espaciotiempo de Sch-
warzschild

A modo de ejemplo calcularemos el &ngulo de deflexién asociado a una particula
masiva moviéndose en el espaciotiempo de Schwarzschild de masa m con A(r), B(r)
y C(r) dado por (2.43). Usando la variable u = 1/r, la ecuacién (2.106) se lee,

du\> 5 2m(1—0?) 1
<d(P> = —u“+2mu +Wu+ﬁ' (2.107)

Para v = 1 recuperamos la ecuacion de la 6rbita asociada a particulas sin masa.

Estamos interesados en encontrar soluciones de esta ecuacién bajo la condicién
de que la particula alcance la minima distancia a la lente en ¢ = 71/2. Para ello
asumimos que la solucién puede ser expresada en potencias de m como,

u= % (sin((p) + muy (@) + mzuz(q))) + O(m®). (2.108)

Luego, bajo la condicién de minimo acercamiento que hemos impuesto obtenemos

- 2 2 2 2 4
_sing  ©v°cos2¢ +v°+2 m= [ (8+32v° —30v%) .
o) == w2 " e [ A sn g
(4 o2 , (2.109)
+ (440 z))gn ?) cosqo—3sin3go} + O(m®).

Ahora utilizamos el método de Gibbons-Werner basado en el teorema de Gauss-
Bonnet para obtener el dngulo de deflexién a segundo orden en m.

A partir de la métrica 6ptica para particulas masivas (2.101) calculamos el deter-
minante de la misma y la curvatura Gaussiana

2(1 — 0®)m + v*r)%r?
(r —2m)3

det(g°P") = (2.110)

m[8(1 — v?)?m3 + 6rm?(1 — v?)(20% — 1) — 3v?(1 — 20*)mr? — v?(1 + v?)7’]

k= [2m(1 —v?) + v?r]33
(2.111)
La 2-forma KdS a segundo orden en la masa de la lente viene dada por,
1+0* ovt+60°—4
KdS = ( —aa 13 m2>drdq) + O(m®). (2.112)

Dado que el espaciotiempo es asintéticamente plano el &ngulo de deflexién viene
dado simplemente por (2.42) donde ahora debemos considerar la geodésica calcu-
lada a segundo orden en m con r, = u- " (¢) y u,(¢) dado por (2.109). Luego de

Y
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realizar las integrales obtenemos

w = Z;"(H;) +:b7§<1+jz>m2+0(m3). (2.113)
Podemos ver que para v = 1 recuperamos la expresién del dangulo de deflexién a
segundo orden para particulas sin masa. Para particulas masivas existen en la lite-
ratura dos expresiones diferentes. La primera obtenida por Accioly y Ragusa [93],
y la segunda por Bhadra, Sarkar y Nandi [94]. En un tercer trabajo de He and Lin
[95] se computa numéricamente el &ngulo de deflexion verificando los resultados de
Accioly y Ragusa. Nuestros resultados también coinciden con estos resultados.

2
Para cerrar esta seccién notemos que via la identificacién v <> 1 — “ la ecua-

cién (2.113) se reduce a la expresion para el angulo de deflexiéon a segundo orden
asociada a rayos de luz propagandose en un plasma homogéneo,

_2ﬂ ; 3—7[ L 2 3
T <1+1—w£/w§°>+4b2 <1+1—w§/wgo>m + O(m”), (2.114)

la cual generaliza a segundo orden la ecuacién (2.52).

2.6. Resumen del capitulo

En este capitulo hemos mostrado cémo extender el método introducido por Gib-
bons y Werner en [45] basado en el uso del teorema de Gausss-Bonnet para calcular
el angulo de deflexién de rayos de luz propagdndose tinicamente bajo la acciéon de
un campo gravitatorio a situaciones donde se tenga en cuenta ademaés la propaga-
cion de los mismos a través de un medio plasmatico. Nos hemos restringido a la
propagacion de los rayos de luz sobre espaciotiempos estaticos (con campo de Ki-
lling temporal %), esféricamente simétricos y asintéticamente planos en el régimen
de campo gravitacional débil. Por otro lado, hemos considerado un plasma frio, no-
magnetizado, esféricamente simétrico y en reposo respecto de las érbitas temporales
de ¢“. Finalmente, utilizando una métrica 6ptica Riemanniana apropiada la cual sa-
tisface el teorema de Fermat para medios dispersivos y que es conforme a la métrica
inducida en la hipersuperficie %; (ortogonal a ¢ ) pudimos obtener una expresion
para el &ngulo de deflexion en el caso con plasma en términos de cantidades geomé-
tricas y topolégicas distinguiéndose de esta forma de las expresiones usuales escritas
en términos de las componentes de la métrica fisica.

Mads atn, utilizando una correspondencia entre el movimiento de particulas ma-
sivas en gravedad pura y el movimiento de fotones a través de un plasma homo-
géneo bajo el mismo campo gravitatorio, hemos podido extender exitosamente el
método de Gibbons y Werner al estudio del dngulo de deflexién asociado a parti-
culas masivas. A lo largo del capitulo aplicamos nuestros resultados a diferentes
espaciotiempos y diferentes perfiles de plasma tanto homogéneos como inhomogé-
neos obteniendo en todos ellos expresiones a orden dominante del 4ngulo de defle-
xién. En el caso de particulas masivas obtuvimos también expresiones del dngulo de
deflexién a segundo orden en la masa para el espaciotiempo de Schwarzschild.

La extension de este método a situaciones donde tanto el observador como la
fuente se encuentran a una distancia finita de la lente se vera en el capitulo 3 mien-
tras que su aplicacion a espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos sera
abordada en el capitulo 5.
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Capitulo 3

Correccidn por distancias finitas

En este capitulo abordaremos el problema de calcular el &ngulo de deflexién que
experimentan los rayos de luz que se propagan en la vecindad de una lente gravi-
tacional a través de un plasma astrofisico en la situacién donde tanto el observador
como la fuente se encuentran a una distancia finita de la lente. Como veremos dichas
correcciones son rutinariamente tenidas en cuenta en astrometria de alta precisién
y nuestra intencion es presentar férmulas que contengan tanto estas correcciones
como la informacién del plasma, a fin de que puedan ser utilizadas en el futuro
cercano. Para ello extenderemos el procedimiento usual para medir dngulos de de-
flexién en gravedad pura al caso de plasma y estudiaremos en detalle un modelo de
plasma para la parte mds externa de la corona solar considerando la distancia finita
que hay desde el Sol a un observador situado en la Tierra.

La definicién de d&ngulo de deflexién no es una cantidad que goze de un consenso
unificado en el caso de distancias finitas o en general cuando se aborda la cuestion
en espaciotiempos no asintéticamente planos. En este sentido el método basado en
el uso del teorema de Gauss-Bonnet ha mostrado ser una herramienta propicia para
encarar diferentes definiciones del dngulo de deflexion [59-61, 68, 75]. Sin embar-
go, dichas definiciones no siempre coinciden unas con otras e incluso algunas no
recuperan expresiones bien conocidas y discutidas en textos cldsicos y que son uti-
lizadas en la actualidad. En este sentido, comentaremos acerca de esta discrepancia
entre las diferentes definiciones y presentaremos una definiciéon propia del angulo
de deflexiéon que ademds puede ser utilizada en el caso de plasma y que recupera los
resultados cldsicos y bien conocidos.

Aplicaremos nuestra definicion para diferentes perfiles de plasma tanto homogé-
neos como inhomogéneos y discutiremos el procedimiento de Eddington para me-
dir el angulo de deflexién a escala del sistema solar teniendo en cuenta el efecto
del plasma. En particular, calcularemos el angulo de deflexién producido por el Sol
como lente gravitacional, modelado por una lente de Schwarzschild y un modelo
polinomial para la distribuciéon de electrones en la parte mas externa de la corona
solar.

Debido a la conexién profunda que existe entre la geometria y la topologia de
un determinado dominio en la llamada variedad 6ptica que expone el método de
Gibbons y Werner en el estudio del dngulo de deflexién, varios grupos de autores
han propuesto extensiones alternativas de este método a situaciones donde se consi-
dera la distancia finita que existe entre la fuente y la lente, y el observador y la lente.
La primer alternativa fue presentada por Ishihara et al [60, 61, 68, 75] y la segunda
por Arakida [59]. Incluso cuando ambas propuestas estdn basadas en el método de
Gauss-Bonnet, no coinciden unas con otras en sus predicciones. Podemos por ejem-
plo comparar el dngulo de deflexién obtenido a partir de ambas definiciones para
el espaciotiempo de Schwarzschild para el caso de distancias finitas. Incluso cuando
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ambos autores utilizan los mismo sistemas de coordenadas (coordenadas tipo Sch-
warzschild usuales), Arakida obtiene términos adicionales en el angulo de deflexién
a primer orden en la masa que no aparecen si se utiliza la definicion de Ishihara et al
(ver ecuacion (54) de [59] y el caso particular de la ecuacién (A.3) con a = 0 de [75]) .

Antes de continuar, es importante tener en cuenta la siguiente advertencia. Los
dos grupos separados de autores mencionados anteriormente han considerado el
interesante efecto de la constante cosmoldgica en el &ngulo de deflexién. Cuando se
incluye una constante cosmolégica, estos grupos también obtienen diferentes expre-
siones para el &ngulo de deflexion.

Volviendo a la discusién para espaciotiempos asintéticamente planos, ya que las
dos definiciones que hemos mencionado utilizan regiones de integracién D y D’
distintas para la integracién de la curvatura Gaussiana, es dificil ver de donde vie-
ne la discrepancia entre ambas definiciones. En particular, incluso cuando ambos
grupos de autores usan regiones cuadrildteras, en el caso de Arakida la misma es
una region finita mientras que en el caso de Ishihara et al la misma no esta acotada.
Veremos cémo dicha discrepancia para el caso de espaciotiempos planos puede ser
facilmente entendida a partir de presentar una regién de integracion diferente en la
definicién de Ishihara et al. Segundo, incluso cuando las correcciones por distancias
finitas al dngulo de deflexién se derivan de estas dos definiciones alternativas, los
autores de [59-61, 68, 75] o [59] no intentan comparar sus resultados con expresiones
habidas en la literatura y obtenidas utilizando diferentes técnicas [96-104], las cuales
han sido testeadas por observaciones desde hace varias décadas [105-112]. Dada la
incompatibilidad entre estas dos definiciones que estamos discutiendo, que como
mencionamos no coinciden siquiera a primer orden en la masa para el espaciotiem-
po de Schwarschild, la comparacién entre sus predicciones y cantidades conocidas
y testeadas durante afios es un excelente test para ver la validez de sus definiciones
de angulo de deflexién. En este capitulo llevaremos a cabo dichas comparaciones
mostrando que la definicién propuesta por Ishihara et al coincide plenamente con
las expresiones ya conocidas previamente, y descartando de esta forma la validez de
la definicién introducida por Arakida en [59].

Ademas de tratar las cuestiones técnicas en torno al calculo del dngulo de defle-
xién, la principal motivacién en este capitulo es estudiar cémo la consideraciéon de
distancias finitas entre la fuente, la lente y el observador puede afectar la expresion
del dngulo de deflexion en situaciones astrofisicas donde un plasma astrofisico esta
presente. La forma habitual de estudiar la desviacién de los rayos de luz debido al
plasma y teniendo en cuenta el efecto gravitatorio de la lente es a través de las ecua-
ciones Hamilton para las curvas temporales seguidas por los rayos de luz en el plas-
ma. Por otro lado, como hemos discutido en el capitulo anterior, hemos presentado
una formulacién geométrica del problema utilizando el método de Gibbons-Werner
[40]. Por lo tanto, es natural intentar utilizar esta nueva técnica para estudiar las co-
rrecciones por distancias finitas en las expresiones conocidas del angulo de deflexién
en entornos plasmaéticos.

Motivados por estas cuestiones, proponemos una serie de puntos para contribuir
a la discusion de este tema: por un lado, presentamos una formulacién alternativa

1A orden lineal en la masa, dichos términos extras estan dados por

o = — 1 (sin?(9g) cos(¢r) — sin®(@s) cos(¢s)) (3.1)

donde @g, y ¢r representan las coordenadas angulares de la fuente y del observador respectivamente,
mientras que Jdu es la diferencia entre las expresiones dadas por Arakida e Ishihara et al
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de la definicién dada en [60] para el angulo de deflexion a distancias finitas para es-
paciotiempos estaticos, esféricamente simétricos y asintéticamente planos®. Nuestro
enfoque estd basado en la integracién de la curvatura Gaussiana sobre una region fi-
nita que permite la comparacién con la expresién dada por Arakida en [59]. Por otro
lado, ademads, en este capitulo llenamos el vacio en la comparacién con expresiones
conocidas para el dngulo de deflexion a distancias finitas y los resultados obtenidos
por la definicién dada por Ishihara et al en [60]. Esta comparaciéon provee confianza
sobre la regién de integracion que vamos a considerar en este capitulo.

Finalmente, y como parte central de este capitulo, aplicaremos el método de
Gibbons-Werner a fin de calcular el angulo de deflexién en el régimen de campo
gravitacional débil teniendo en cuenta la correccion por distancias finitas asi como
también el efecto del plasma. En particular, para el caso de plasma homogéneo es-
tudiamos la correccién por distancias finitas para rayos de luz propagéndose en la
vecindad de objetos astrofisicos descriptos por una métrica PPN (Parametrized-Post-
Newtonian) que tiene en cuenta la masa del objeto asi como un posible momento
cuadrupolar. Incluso cuando nos concentramos en correcciones por distancias fini-
tas al dngulo de deflexién también obtenemos como casos particulares de nuestras
expresiones nuevas férmulas que son vélidas para el caso particular de distancias
infinitas entre el observador, la lente y la fuente.

3.1. Angulo de deflexién para distancias finitas

3.1.1. Aspectos generales

Consideremos un espaciotiempo estatico y esféricamente simétrico con elemento
de linea’,
ds* = —A(r)dt> + B(r)dr* + C(r)(d6? + sin® pdg?), (32)

y un rayo de luz propagéndose desde la fuente S hasta el observador R a lo largo
de una geodésica nula, la cual podemos considerar que se encuentra sobre el plano
6 = 71/2 sin pérdida de generalidad. Esta geodésica puede ser puesta en corres-
pondencia uno a uno con la geodésica espacial de la métrica 6ptica asociada[46, 47,
86],

B(r) C(r)
2 2 2
= do”. .
do A(r) dre + Alr) @ (3.3)

Ishihara et al [60] propusieron una nueva definicién para el dngulo de deflexiéon
a distancias finitas usando el teorema de Gauss-Bonnet que se puede escribir de la
siguiente forma,

«=— / Kds. (3.4)
HEr

A fin de definir la regién integracién Y1 se comienza con una regién D,, acota-
da por la geodésica 7y, con su origen en el punto S y terminando en R. Consideremos
dos geodésicas radiales s y g, definidas por ¢s = constante y pr = constante, pa-
sando por los puntos S y R, respectivamente. Luego, el segmento de arco circular
r = rc = constante cierra la regién D,. El segmento de arco se elige ortogonal a las

[e0] [e0]

geodésicas radiales yr y 7s. La region RIS se obtiene entonces como el limite de
la region D, para rc tendiendo a infinito. Para una motivacion de esta eleccién nos

2Como veremos , la definicién puede también ser aplicada al plano ecuatorial para métricas estati-
cas més generales con simetria SO(2).

3LLa restriccién de simetria esférica no es del todo necesaria ya que la siguiente discusion puede ser
aplicada al plano ecuatorial de un espaciotiempo estético con simetria SO(2)
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referimos a los articulos originales [60, 61, 68, 75]. Ya que estamos interesado en la
comparacion de esta férmula con la definicién propuesta por Arakida la cual esta
basada en una regién cuadrilatera finita diferente [59], daremos una presentacion al-
ternativa de (3.4) la cual hace uso de una regién cuadrilétera finita también. Cuando
hablamos de dngulo de deflexioén estamos refiriéndonos a cémo la trayectoria de los
rayos de luz se curvan respecto del espaciotiempo plano, y por lo tanto es natural
relacionar el comportamiento de las geodésicas nulas en dos espaciotiempos.

Consideremos un espacio de dos dimensiones equipado con una métrica Eu-
clidea escrita en coordenadas polares estandar {r, ¢}. En este espacio, sea D, una
region delimitada por dos lineas rectas definidas por ¢ = ¢s = constante 'y ¢ =
@r = constante, tal que los extremos mads alejados del origen estdn conectados por
una curva semi-circular ¢ definida por r = rc = constante, y los extremos maés
cercanos al origen estdn unidos por una linea recta 7y, (ver figura (3.1)). Para toda la
discusioén que sigue la coordenada angular azimutal ¢ estd medida desde un eje po-
lar el cual es arbitrario por el momento, y es por esta razén que no hemos graficado
ningtn eje o coordenada angular azimutal en la figura (3.1). Luego introduciremos
una coordenada azimutal en particular (ver apéndice C).

Yc

o

FIGURA 3.1: La regién D, descripta en el texto. La misma estd aco-

tada por cuatro curvas: una linea recta geodésica 7y, que conecta la

posicion de la fuente S con la posicién del observador R, dos curvas

geodésicas radiales yr y s, y una curva semi-circular y¢ que inter-
secta ortogonalmente a yr y 7s.

Si aplicacamos el teorema de Gauss-Bonnet a esta regién obtendremos la siguien-
te relacion que involucra la sumatoria de los dngulos interiores €; de la regién D, los
cuales estan relacionados a los d&ngulos exteriores ®; por ®@; = 7 — €,

Zei:/ kdo+2m, ocl, (3.5)
i rc

donde
/ Kk do = @r — @s. (3.6)
Yc

De forma similar, consideremos un espacio 2-dimensional definido en una re-
gi6n R?/B, donde B es un conjunto compacto, de tal forma que permite un grupo
de simetria SO(2) y es también asintéticamente plano. Este espacio viene equipado
con una métrica Riemanniana que escribimos como d? = a(7)d#* + #b(7)d@?, con
a(7) y b(7) yendo a 1 para 7 que va a infinito. Como esta métrica es asintdticamente
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Euclidea y por lo tanto tiende a la métrica Euclidea d#* + 7?d$* a medida que 7 va a
infinito, podemos hacer la identificacién de coordenadas {r, ¢} usadas en el sistema
de coordenadas polares del espacio Euclideo donde la regién D, fue definida y las
nuevas coordenadas {7, ¢} de la variedad Riemanniana.

Consideremos ahora una region 2-dimensional D, ligeramente diferente a la dis-
cutida anteriormente. Esta vez consideramos una regioén equipada con una métrica
Riemanniana no plana con tres de sus lados definidos de forma similar a yg, ys y
¢, pero con el lado restante dado por la geodésica 4, la cual coincide con la geodé-
sica espacial asociada a la 6rbita espacial de la geodésica (nula o temporal) seguida
por el rayo de luz que viaja de la fuente situada en S hasta el obervador en R (ver la
figura (3.2)).

gle

I .
L—I’I:\F"
T~

T f?’ j/

FIGURA 3.2: La region D, descripta en el texto. La misma estd acota-
da por cuatro curvas: una geodésica espacial 4, conectando los pun-
tos Sy R, y tres curvas 4r, s v ¢ identificadas con las respectivas
curvas en el espacio Euclideo. Por construccion la curva 4¢ también
intersecta ortogonalmente a las curvas 4r y 4s. La region circular con
lineas reticulares en su interior representa la regién donde se encuen-
tra algiin cuerpo astrofisico actuando como lente, como puede ser una
galaxias, un agujero negro, etc. Esta regién no estd necesariamente cu-
bierta por las coordenadas polares descriptas en el texto.

Si aplicamos el teorema de Gauss-Bonnet a esta regién obtenemos la siguiente
relacion,
Eéi:/ﬁ Kas+ [ ®do+2m Fel 3.7)
i r rc
Notemos que, por construccion la siguiente relacion crucial se satisface, €3 = € =
€4 = € = /2, y por lo tanto la diferencia entre la suma de los angulos interiores
de las regiones D, y D, est4 solamente relacionada a la diferencia en los angulos
que las geodésica v, y 4, formen con las geodésicas radiales yr y vs. Motivado por
esto es que poponemos la siguiente definicién para el &ngulo de deflexién véalida en
particular para el caso donde el observador y la fuente se encuentran a una distancia
finita de la lente,

= Z(Ei — éi). (38)

i
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Por otro lado, teniendo en cuenta las ecuaciones (3.5) y (3.7) obtenemos expresiéon
alternativa para el 4ngulo de deflexién,

oc:—/ i ICdS—/ % do + x do, (3.9)
J JDy JYc(s—R) Tc(s—R)

donde la notacion ¢ (s, ) es para recordar que la integracion debe realizarse sobre
el semi-circulo ¢ y desde la fuente hasta el observador.

Alternativamente, como las otras tres curvas en el cuadrildtero son geodésicas,
la ecuacién (3.9) puede escribirse de esta manera

oc:—//~ KdS— ¢ wdo+ ¢ «xdo, (3.10)
y oD, aD,

donde las integrales de linea se realizan sobre los respectivos bordes 9D, y 9D, de
las regiones D, y D, en sentido anti-horario. Por construccién el lado derecho de
la ecuacion (3.9) da el mismo resultado para cualquier curva yc definida por rc =
constante. Esta definicién es una presentacién alternativa de la definicién propuesta
por Ishihara et al [60]. En particular, como se asume que la métrica es asintéticamente
Euclidea, podemos tomar el limte de r¢ yendo a infinito, y en tal caso |. 5 K ac —
| v K do, resultando en una expresion para el dngulo de deflexién « que se reduce a
la férmula (3.4) introducida por Ishihara et al[60].

De hecho, podemos repetir el mismo procedimiento pero sin asumir que la curva
¥¢ es geodésica. En este caso, incluso cuando la regién D, no cambia, a fin de evitar
confuciones consideraremos otra region D; similar a D, pero recordando que ahora
¥¢ no es geodésica; en ese caso el andlogo a la ecuacion (3.9) seria,

a:—/ ~/CdS—/ ;zda—/ % do + x do
Dy Fe(R—s) Yc(s—R) YC(S—R)

:—//~ KdS— ¢ kdo+ ¢ xdo.
: aD; aD,
Si asumimos una regiéon D = 0¥ obtenida a partir D en el limite de rc yendo
a infinito, es facil ver que la relacion (3.11) se reduce formalmente a la expresion
encontrada en [75] para el dngulo de deflexién a distancias finitas vélida para un
espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico general. Notar que en tales casos,
como se explica en detalle en [75], se necesita una modificacién de la métrica 6ptica.
Con la expresion (3.9) estamos en condiciones de comparar nuestra definiciéon
con la definicién presentada en [59]. En dicha referencia el autor también considera
una regién cruadrildtera finita pero en vez de utilizar una curva circular ¢, elige
una nueva curva ‘r identificada con la geodésica espacial asociada a un rayo de luz
conectando los puntos R y S si el espaciotiempo fuera plano, esto es, en el espacio
Euclideo dicha curva es una linea recta.
Manteniendo la definicién (3.8) para el angulo de deflexién con estas dos nuevas
regiones, y notando que para un cuadrildtero en el espacio Euclideo, la suma de los
angulo interiores siempre es igual a 271, obtenemos un nuevo angulo de deflexion,

(3.11)

&=2m—) &; (3.12)
i

el cual coincide exactamente con la definicién de Arakida [59] (en dicha referencia
los dngulos interiores estdn denotados como f;). Equivalentemente, para esta nueva
eleccién de regiones, la integracién a lo largo de la curva 7r, que reemplaza la curva
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e, en el dltimo término de (3.9) es exactamente cero debido a que esta calculada
en el espaciotiempo Euclideo de fondo y 71 es una geodésica en el espacio Euclideo
por construccidn, y por lo tanto sélo el primer término en (3.9) sobrevive, y podemos
arribar a una expresion con exactamente la misma forma que la obtenida en [59] (ver
ecuacion (35) de tal referencia). Por lo tanto, parece a primera vista que la definicién
(3.8) también contiene como caso particular la definicién propuesta por Arakida. Sin
embargo, notemos que en la motivacién para la definicién (3.8) la igualdad entre los
angulos interiores €3 y €3, y entre €4 y €, era crucial. Notemos también que pudimos
haber escrito el angulo de deflexién directamente como la diferencia entre la suma
de los dngulos € y €, y sus versiones tildadas, enfatizando de esta manera que dicha
definicién s6lo depende de los dngulos formados por la interseccién de la geodésica
nula que conecta los puntos S con R con las curvas radiales en el espacio curvo
comparada con los dngulo similares en el espacio de fondo plano. Mds precisamente,
también pudimos haber escrito el d&ngulo de deflexién sin referencia alguna a una
region cerrada,

a=(e1— &)+ (62— &). (3.13)

Ya que el dngulo de deflexién sélo depende de la diferencia entre los dngulos for-
mados por la geodésica nula y las geodésicas radiales en ambos espacios, la nueva
curva utilizada para cerrar la region debe ser elegida de tal forma que los dngulos
entre la nueva curva y las direcciones radiales sean los mismos en ambos espacios,
el curvo y el plano. Esto s6lo se consigue si elegimos como nueva curva el segmen-
to circular ¢ cuyo vector tangente en cada punto es el campo vectorial de Killing
rotacional %, y por lo tanto ortogonal siempre a las geodésicas radiales en ambos
espacios. Sin embargo, este no es el caso si elegimos en vez de la curva ¢, la curva
71 como en el caso de Arakida. En tal situacion, la curva 9r forma diferentes dngu-
los internos con las direcciones radiales en ambos espacios, y por lo tanto el nuevo
angulo de deflexién dado por (3.12) no sélo tiene la informaciéon concerniente a la
desviacién de la luz que conecta la fuente con el observador sino también de la nue-
va curva introducida r. Por lo tanto, el uso de la ecuacién (3.12) parece no estar
bien motivada. De hecho, como hemos mencionado, la comparacién entre las expre-
siones presentadas en [60] y [59] para el d&ngulo de deflexién a distancias finitas en
el espaciotiempo de Schwarzschild no coinciden incluso a primer orden en la masa.
Para este ejemplo, podemos ver que el origen de la diferencia entre la expresiéon de
Ishihara et al y la de Arakida se origina efectivamente en la diferencia entre los valo-
res de los dngulos internos que la curva «r forma con las curvas radiales en ambos
espacios: el Euclideo y el curvo. Mds precisamente, como sigue de la ecuacién (44)
de [59] a orden lineal en la masa, la diferencia entre €3 and &; es como sigue4,

m . A A
€3 — & = n sin?(¢s) cos(¢s). (3.14)

Una expresion similar sigue de la diferencia entre los dngulos €4 y &;. El angulo ¢
es para diferenciarlo de otra coordenada angular azimutal asociada a otro eje polar
que serd elegido luego. Este dngulo azimutal se elige de tal forma que el punto de
minima distancia del rayo de luz a la lente se encuentra en la posicién ¢ = /2.
Esta es la eleccién hecha por Ishihara et al y Arakida en sus respectivos trabajos.
Esta diferencia contribuird al &ngulo de deflexién incluso a primer orden en la masa.
Por lo tanto, de las dos definiciones obtendremos dos expresiones diferentes para
el angulo de deflexién. En particular, utilizando la definicién de [60], el 4ngulo de

4En la notacién de Arakida nuestros angulo interno €3 se denota 35, y en particular B, = E en su
definicion. Ver ecuacuén (44) de[59]
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deflexién a orden lineal en la masa, denotado por a4 se lee,

A[e0] = ZTm <cos(gb5) - Cos((f)R)>. (3.15)

En comparacion, la expresion aaraxida dada por Arakida es,

X Arakida = X[e0] + 0&; (3.16)

con
o =~ (s () cos( ) — sin®(ps) cos(9s) ). 317)

Como anticipamos, dichos términos extras se originan de las expresiones como (3.14)
y su similar para €4 — &.

Con respecto a las expresiones (3.15) y (3.16), necesitamos hacer algunas refle-
xiones. Primero, notemos que la discrepancia entre ambas expresiones es mds que
relevante en cuanto a la observabilidad de las correcciones por distancias finitas se
refiere. Consideremos, por ejemplo, la deflexién producida por nuestro Sol cuan-
do los rayos de luz de una fuente lejana pasan en su cercania y llegan a la Tierra.
Para tal situacion podemos realizar la siguiente aproximacion: ¢s = 0+ O(m)>,
Pr = m—0p, con 6 = arcsin(b/r,) ~ b/r, = 4 % 1073, donde 7, es la distan-
cia Sol-Tierra, y b es igual al radio solar. Entonces, la diferencia entre la expresiéon
de distancia infinita y a5y es del orden de 10~ arcsec. Mas precisamente, haciendo
una expansion de Taylor de (3.15) obtenemos,

dm  mép*  mde*

I T

1+ O0(5¢°). (3.18)

Por lo tanto, la primera correccion a la expresién de distancia infinita se puede apro-
. S¢? _ ) . .

ximar por % ~ 10 %arcsec, lo cual esta dentro de las capacidades observacionales

actuales. Incluso cuando Arakida no hace una estimacién numérica de las correccio-

nes introducidas por su definicién, podemos hacer el mismo ejercicio. Los nuevos

términos contribuyen de la siguiente manera,

mé g? B mép*

on ~ b T

+O(5¢°). (3.19)

Para nuestra sorpresa, como la expresiéon de Arakida se obtiene por la suma de (3.18)
y (3.19), notamos que existe una cancelacién entre los términos cuadraticos en d¢,
resultando en una expresion final dada por,

4m  3mdéept
X Arakida ~ 7 - 4;0 . (320)

Por lo tanto, la correccién a la expresion usual de Schwarzschild es del orden de
10-° psec, un valor indetectable con la capacidad actual de observacion. Recorde-
mos que el dngulo de deflexién a nivel del sistema solar es rutinariamente medido a
través del procedimiento de Eddington en observaciones de la misma fuente en dos
sesiones diferentes: una cuando el Sol estd presente entre la fuente y el observador,
y la otra cuando no. Mas generalmente, el cambio en la posiciéon angular de las ima-
genes es usualmente comparado con respecto a algtn objeto de referencia usando

5Més precisamente, ¢ — —co/2 donde ao es el angulo de deflexion total si tanto la fuente como
el observador se encuentras suficientemente alejados de la lente
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astrometria diferencial [101, 113]. Alternativamente, observaciones en una sola se-
sién son llevadas a cabo al observar el paso del Sol a través de la linea de visién de
fuentes de radio [114]. Procedimiento similar es utilizado al estudiar la deflexién de
la luz por planetas en nuestro sistema solar [115]. M&s atin, como veremos mds ade-
lante, incluso considerando rayos de luz viniendo de fuentes sumamente alejadas
cuyas imagenes forman un dngulo de elongaci()n6 de 6; = 45° (pr = 37t/4+ O(m)),
la expresion de Arakida difiere de la de Ishihara et al por hasta 1mas (un milisegundo
de arco). Por lo tanto, las ramificaciones de estas férmulas, y de ambas definiciones
en particular, no son s6lo de interés académico sino también practico.

Segundo, como mostraremos luego, tanto la expresion del angulo de deflexion
dada por Ishihara et al como la nuestra coinciden con otras expresiones bien cono-
cidas utilizando técnicas post-newtonianas y que son aquellas que se utilizan en la
actualidad en astrometria de alta precisién, incluyendo tanto momentos cuadrupola-
res de la lente como correcciones a segundo orden en la masa. De hecho, la expresiéon
de Ishihara et al es un caso particular de expresiones bien conocidas obtenidas por
Shapiro en 1967 [97] (ver también [116]),

= W(l +cos(6r)), (3.21)
donde 6; es el dngulo de elongacion entre la lente, el observador y la imagen rela-
cionado a ¢r de la forma 6; = 7 — ¢r + O(m)’. En esta expresion, y es el para-
metro post-newtoniano de Eddington. La expresiéon usual de distancias infinitas se
recupera tomando 6; — 0. La expresion (3.21) no sélo estd extensamente discutida
en muchos textos de referencia [100, 101, 117], sino también ha sido continuamente
testeada experimentalmente utilizando fuentes distantes cuyas imdgenes forman di-
ferentes dngulo de elongacién con el Sol. Estos angulos de elongacién varian desde
arcsin(R /1,), siendo R el radio del Sol, hasta 180°. Incluso, dichas observaciones
son utilizadas para estimar el valor de 7y como test de gravedad modificada [106,
108-112]; testear el principio de equivalencia observando el corrimiento de las posi-
ciones de los ntcleos activos de galaxias (AGN) utilizando nuestras propia galaxia
como lente; y medir la desviacién de la luz producida por la Tierra [118].

En comparacién con (3.21), la expresién de Arakida tiene un término extra ob-
tenido de (3.17) tomando ¢s = 0+ O(m) y ¢gr = 7 — 0; + O(m), dado por (ver
apéndice C),

m . m .

do = — sin“(6;) cos(8;) = — sin(26;), (3.22)

b 270
donde en la ultima igualdad hemos reemplazado b = r,sin(6;), con r, siendo la
distancia radial entre el observador y la lente. En la figura 3.3 hemos graficado la
expresion de Shapiro (con oy = 1) junto con la de Arakida parar, = 1 AU, y también
su diferencia da dada por (3.22). A un dngulo de elongacién 6; igual a 45° 6 135°, la
diferencia es tan grade como 1mas (1 milisegundo de arco). Recordemos que instru-
mentos como GAIA son capaces de medir en la actualidad variaciones angulares en
la posicién de las estrellas con una resolucién tan chica como 1uas para un dngulo
de elongacion entre 8; ~ 45° y 180°. Incluso para planetas como Japiter, 1uas en la
deflexién de la luz es alcanzada para angulos de elongaciéon de 90° y de 17° para
Saturno [115, 119].

®Esto es, el angulo entre el Sol, la Tierra y la imagen.
7Ver seccién (3.1.2) y apéndice C. En términos de ¢r y de la coordenada radial del observador r,

(14y)m P
rU

(relacionada a b por b = r, sin(@r) + O(m)) la expresion (3.21) viene dada por & = tan(%5° ).
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FIGURA 3.3: Comparacién entre las expresiones de Shapiro y Arakida

para el angulo de deflexién en términos del 4ngulo de elongacién 6;

para un observador situado a 1 AU de nuestro Sol (y = 1). Alrededor
de 0; = 45° y 135° la diferencia es tan grande como 1mas.

Veremos més adelante como la expresion (3.21) y otras expresiones mds generales
pueden ser recuperadas exitosamente de la definicién de Ishihara et al. La discusién
presentada en esta seccién nos da confianza en la definicién propuesta por Ishihara
et al en [60] y dada por (3.4) o sus versiones equivalentes (3.9) y (3.10). Notemos
que incluso cuando (3.8) y (3.9) son equivalentes al trabajo original de Ishihara ef al,
ellas no han sido presentadas en la literatura hasta ahora y en particular, (3.8) tiene
un sentido geométrico claro. Como un test que puede resultar 1til, en el apéndice B
mostramos usando un ejemplo explicito coémo la version original (3.4), o sus versio-
nes equivalentes (3.8) y (3.9) dan el mismo resultado. Por supuesto, la ecuacién (3.4)
es més facil de usar debido a que no necesitamos calcular las curvaturas geodésicas
y por lo tanto, de ahora en adelante utilizaremos esa expresion.

3.1.2. Angulo de deflexién desde un enfoque post-newtoniano

El 4ngulo de deflexién para el espaciotiempo de Schwarzschild y para el espacio-
tiempos de Kottler fueron calculados utilizando la ecuacién (3.4) en [60], y utilizando
la versién (3.12) en [59]. En particular, las posibilidades de medir estas correcciones
para el caso de Schwarzschild fueron discutidas en [61, 75]. Como previamente men-
cionamos, el cdlculo de las correcciones por distancias finitas para el angulo de defle-
xién ha sido abordado por varios autores en situaciones mds generales y discutidas
en libros de texto desde hace muchos afios. Por ejemplo, la ecuacién (3.15) puede
ser encontrada en [101]. El clculo de estas correcciones generalmente se lleva a ca-
bo utilizando métodos post-newtonianos resolviendo explicitamente la ecuacién de
geodésicas en espaciotiempos [96-104, 120]. De hecho, incluso cuando tales expre-
siones son rutinariamente utilizadas en astrometria de alta precision [121-123] los
autores de [61] y de [59] desafortunadamente no han tratado de validar sus resulta-
dos con estos resultados bien conocidos.
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En esta seccion mostraremos que el dngulo de deflexién que sigue de la defini-
cion de Ishihara et al (3.4) dada por (3.4) coincide completamente con expresiones
bien conocidas del dngulo para el caso de distancias finitas incluso considerando
efectos de segundo orden y métricas méas generales que la de Schwarzschild. En par-
ticular, compararemos las expresiones de Ishihara et al con los resultados de Richter
y Matzner para una métrica PPN (parametrized post-newtonian metric) [98]. Debido a
la completa equivalencia entre ambos resultados que mostraremos a continuacién,
resulta contundente que la definicién de Arakida no puede reproducir dichos resul-
tados.

Una discusién en detalle de la métrica PPN requiere primero revisar algunos he-
chos bésicos y supuestos. Recordemos la forma general de una métrica PPN que re-
presenta el campo gravitacional externo de un objeto compacto estatico y axialmente
simétrico con masa m y momentos multipolares J,. Para este caso dicha métrica pue-
de ser expresada como sigue,

A(r,0) =1+ 2U(r,8) +28U>(r,9),
B(r, ) =1 —24U(r,9) + %vl:lz(r, ), (3.23)
(r,8) =B(r,9)r?,

™

donde el potencial U se puede expresar como,

(r8) = =" 1 Y (%) rpa(eos(o)) |, (3.24)
n=2

siendo P,(x) el polinomio de Legendre de orden n. Aqui, 5, ¢ y v son tres pardme-
tros que toman el valor 1 en el caso de relatividad general. En este caso, si J, = 0
esta métrica representa la versién a segundo orden en la masa de la métrica de Sch-
warzschild. En este caso asumiremos que ademads de la masa m el tnico multipolo
no nulo es el momento cuadrupolar J5.

Obviamente esta métrica no es esféricamente simétrica. Sin embargo si restrin-
gimos nuestro estudio a la propagacién de rayos de luz sobre el plano ecuatorial
definido por ¢ = 71/2, la métrica PPN restringida a este plano tiene simetria SO(2) y
las funciones de la métrica vendran dadas por

A(r) = A(r,m/2) =1+2U(r) +28U(r), (3.25)
B(r) = B(r,m/2)=1-29U(r) + ngZ(r), (3.26)
C(r) = C(r,m/2) = B(r)r?, (3.27)
con
U(r) = —? (1 + I;jf) (3.28)

Consideremos una situacién como se muestra en la figura (3.4) donde el cam-
po gravitacional externo de la lente viene descripto por la métrica anterior. Por el
momento también asumimos que la fuente S se encuentra suficientemente lejos de
la lente L y elegimos la nueva coordenada angular azimutal ¢ tal que ¢s = 0. Més
detalles entre esta coordenada y la previamente definida ¢ se pueden encontrar en
(3.3.1.2). Sin embargo, el observador R se asume que estd a una distancia finita de la
lente. En este caso, la manera operacional estdndar de definir el &ngulo de deflexién
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es através de la siguiente cantidad,
50 =0, -0, (3.29)

donde el angulo de elongacién 0; es el angulo entre la imagen de la fuente vista por
el observador y el eje observador-lente, mientras que 6’ es el valor que este dngulo
deberia tener si la lente no estuviera presente [98-101]. Si fuéramos a asumir que
el observador se encuentra a una distancia infinita de la lente, entonces 66 deberia
coincidir el dngulo de deflexion asint6tico ae. Sin embargo, debido a la distancia
finita entre el observador y la lente existe cierto desacuerdo entre ambos dngulos. Por
supuesto, 66 no es directamente un observable si uno usa una sola observacién; el
mismo debe ser medido utilizando el procedimiento de Eddington en al menos dos
sesiones de observacion diferentes. Utilizaremos luego esta cantidad para introducir
otra férmula que tenga en cuenta la separacién angular de la imagen de la fuente
con respecto a un objeto de referencia que no necesariamente sea la lente. Otras
cantidades observables que se pueden calcular a partir del &ngulo de deflexién son
los escalares 6pticos como el shear y la convergencia (ver por ejemplo [101, 113, 117,
124] y referencias alli para més detalles).

FIGURA 3.4: Los rayos de luz parten desde una fuente distante S has-

ta el obervador R a través de una regién donde se encuentra presente

una lente gravitacional L. El &ngulo 0; esta definido por el &ngulo en-

tre la lente, el observador y la posicién angular de la imagen S'. El

angulo 0’ es la posicion angular de la fuente en el caso en que ésta se

encontrara muy alejada de la lente. La diferencia entre estos dngulos
estd definida como 46.

Diferentes autores usando diferentes métodos han calculado el d&ngulo de defle-
xién 46 en términos de los pardmetros de la lente y del &ngulo observable 6;. Dichas
expresiones se pueden encontrar de dos forma diferentes: o bien en términos del pa-
rdmetro de impacto b, que a distancia finita no es un observable, o bien en términos
de la distancia radial r, entre la lente y el observador. Si s6lo consideramos el calcu-
lo de 60 a primer orden en la masa m y en J», la relacién entre ambas viene dada
simplemente por b = r, sin(¢g), la cual debe ser corregida para 6rdenes mas altos.

Antes de continuar sefialemos una cuestion de notacién. Incluso cuando 46 es
una notacién cominmente usada para el d&ngulo de deflexién a distancias finitas,
continuaremos denotandola como as_, donde usamos el subfijo S. en « para recor-
dar que la fuente se asume estar posicionada a una distancia infinita de la lente. Por
otro lado, en el caso de distancias infinitas, tanto del observador a la lente como de
la fuente a la lente, el 4ngulo de deflexién se denotard como ae.
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Hace mas de tres décadas Richter y Matzner mostraron en [98] que el &ngulo de
deflexién para las configuraciones previas de fuente, lente y observador en el campo
gravitacional representado por la métrica PPN dada por (3.25), (3.26) y (3.27), puede
ser escrito en términos del d&ngulo observable 6; y del pardmetro de impacto b como
sigue,

00 = as, = ay) +al), (3.30)
donde ocgz y txg son los términos lineales y cuadraticos en la masa del angulo de
deflexion:

2

ag) (b, 01) = %(1 + ) (1 + cos(6;)) [1 + % <2 + cos () — cosz(el)ﬂs.sl)
2

”‘g(br 0) = %(2 —B+2v+ ZV)(N — 01 +sin(6;) cos(61)). (3.32)

De hecho, en [98] una métrica més general que admita rotacién del objeto com-
pacto que acttia como lente y distribuciones mds generales de momento-energia tam-
bién fueron estudiadas, aunque para nuestros propdsitos es suficiente restringirnos
al caso considerado.

Las ecuaciones (3.31) y (3.32) pueden también ser re-escritas en términos de la
coordenada radial r, relacionada a b por,

1 1

m 2
b m_(”ﬂmﬂ%ﬂ ,mp). (3.33)

En términos de r,, las relaciones (3.31) y (3.32) se expresan de la siguiente manera
[98],

(1) _m (1 + cos(6;)) JoR?
&g (1’0, 19[) - 7o (1 + ) [ sin(ﬂ;) 2}% sin3(191)
X <2+3cos(91) —COS3(9[)>:|, (3.34)
@) _omr 3 71— 6 +sin(6;) cos(6;)
» 1+ cos(¥;)

Nos queda por abordar la cuestién de si estas expresiones para el dngulo de
deflexién pueden ser recuperadas a partir de la definicién introducida por Ishihara
et al o por Arakida. Veremos en efecto que dichas relaciones pueden ser recuperadas
a partir de la definiciéon de Ishihara et al. Més atn, obtendremos este resultado para
nada trivial en un contexto mas general donde la presencia del plasma serd tenida
en cuenta.
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3.2. Sobre la medicion de la desviacion de la luz en un en-
torno plasmatico

A partir de ahora restringiremos nuestra atencioén a espaciotiempos estéticos y
axialmente simétricos en presencia de un plasma frio no-magnetizado, con métrica,

ds* = — A(r,9)dt* + B(r, 0)dr?

~ (3.36)
+ C(r,8)(O(r, 0)dd* + sin® 8d¢?),
y con dependencia en las coordenadas r y ¢ para la frecuencia del plasma, w, =
we (1, 9). Notemos que estamos despreciando la autogravitacion del plasma. Tam-
bién asumimos que el espaciotiempo es asintéticamente plano y que el plasma es
estdtico con respecto a observadores que siguen las curvas integrales del campo de
Killing temporal ¢* = (%)"‘. Debido al redshift gravitacional, la frecuencia del fotén
a una dada posicién radial r estd dada por

w(r,8) = L= (3.37)

A(r, )

donde we es la frecuencia del fotén medida por un observador en infinito. Nos
restringiremos también a la propagacién de rayos de luz en el plano definido por
¢ = /2. Si el espaciotiempo bajo consideracion es esféricamente simétrico esta res-
triccién no contribuye a ninguna pérdida de generalidad. Sin embargo, para el caso
axialmente simétrico debemos tener en cuenta que los resultados obtenidos sélo se-
rén vélidos para rayos de luz propagandose en ese plano. Restringidos a ¢ = /2,
todas las variables tendrdn tinicamente dependencia radial y las componentes de la
métrica se escribiran sin el tilde como hicimos en (3.25), (3.26), (3.27).

Como estamos interesados en la aplicacion del teorema de Gauss-Bonnet en la
determinacién del dngulo de deflexién, siguiendo nuestro trabajo previo [40] que a
su vez hemos descripto en el capitulo anterior, haremos uso de la variedad Rieman-

niana 2-dimensional (MOPt, g;pt> equipada con la métrica 6ptica (2.35) (restringida
al plano ¢ = 71/2), que para comodidad del lector, volvemos a reproducir aqui,

do? — gc.).ptdxidxj _ nz(T) <B(1’)d7’2 + C(I’)d(pz). (3.38)
1 A(r)

Como hemos mencionado anteriormente, esta métrica es conforme a la métrica indu-
cida en la subvariedad definida por t = constante, ¢ = 71/2, y por lo tanto preserva
angulos formados por dos curvas en un mismo punto.

El movimiento geodésico sigue del Lagrangeano

AEREoE @) e

’j((:)) [B(r) (j;)Z +C(r) <ZZZ>2] — 1. (3.40)

con la condicion
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En el caso de una plasma homogéneo (w, = constante), se sigue de (3.39) y (3.40)
que la ecuacion de la 6rbita viene dada por [40],

<5;)2 - gg; [?4((:))22%(2 - 1], (3.41)

2
2 17 . . .
dondeng =1— WZA(ry)y Y COn Wo siendo la frecuencia del rayo de luz medida por un

observador situado en r, (relacionado a wWe POr Wee = Wy/ A(1,)).
Definiendo u = %, la ecuacién anterior se escribe como,

du Z_M4C(M) Cluyn?(u)
<d¢> ~ B(u) (ng(uo)bZA(u) 1)' (3.42)

En términos del tensor de curvatura asociado con la métrica 6ptica, la curvatura
Gaussiana K se puede calcular como,

K = M. (3.43)
det(g°P")

Un procedimiento estdndar para medir el &ngulo de deflexién cuando una lente
estd presente, consiste en observar como el dngulo relativo © entre dos fuentes situa-
das suficientemente lejos cambia cuando la lente (nuestro Sol, una estrella diferente
o incluso un planeta) pasa cerca de la linea de visién de la fuente [124]. Una de ellas
es la fuente S desde la cual emanan los rayos de luz, mientras que la otra S; se toma
como fuente de referencia. Por lo tanto, a fin de estudiar cémo la posicién angular
relativa entre estas dos fuentes cambia con las propiedades de la lente como su dis-
tribucion de masa y su distribucién electrénica, una expresién general que relacione
el angulo de deflexién a con el angulo relativo © es necesaria.

Recientemente, en [125, 126] Lebedev y Lake derivaron una relacién muy til
para el dngulo formado por dos curvas causales en la posicién de un observador ar-
bitrario, el cual citamos explicitamente a fin de hacer esta tesis lo mas autocontenida
posible. Sea U* la 4-velocidad de un observador y sea K* y W* dos vectores causales
futuros con proyecciones espaciales en el frame local del observador, K/, y Wi. En-
tonces, el dngulo entre estos dos vectores espaciales en la posicion del observador, el
cual es una cantidad medible, esta dado por,

B KaW* + (U,K*) (UgWF)
KK+ (U K2 /W, W+ (U, W2

cos(O®) (3.44)

Notar que ésta es una cantidad explicitamente invariante de gauge.
Como consecuencia de este resultado probamos el siguiente teorema que nos
serd de gran utilidad.

Theorem 1. Sea 7y y 7y/ dos rayos de luz con 4-momento p* y p’* propagdndose no necesaria-
mente a la misma frecuencia en un plasma frio sobre un espaciotiempo estdtico, esféricamente
simétrico y asintéticamente plano. Entonces, en la posicion de un observador con 4-velocidad
U* el dngulo (3.44) entre estos dos rayos de luz toma la forma,

B 1 plxpltx
cos®) = ) (1 <pﬁu5><pgu5>>' (449
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donde n(p) y n(p’) es el indice de refraccion donde se propagan vy y y!. En términos de
la frecuencia observada en la posicion del observador n*(p(w)) = 1 — w2(r)/w?(r) y
n(p' (") = 1= wi(r)/w?(r).

A pesar de ser ésta una férmula muy simple, no tenemos conocimiento de que
la misma se encuentre presente en la literatura hasta el momento. Notemos que esta
férmula se reduce a la expresion bien conocida para el caso de gravedad pura cuan-
don(p) =n(p’) =1 (ver por ejemplo [101]). Esta expresion nos permitira relacionar
el angulo relativo ® entre la posiciéon de las dos fuentes y el dngulo de deflexion «
teniendo en cuenta no sélo los efectos del campo gravitacional sino también aque-
llos inducidos por el plasma. Adicionalmente, esta expresién nos permitiria estudiar
los efectos de aberracién producido por el movimiento relativo entre el observador
y la lente que estén codificados en los factores pgUFf y p;;uﬁ, los cuales dependen de
U*. Sin embargo, por simplicidad restringiremos nuestra atencién al caso donde el
observador estd estatico respecto de la lente.

Demostracién: A partir del Hamiltoniano dado por (2.24) se sigue que los vec-
tores tangentes a los rayos de luz son paralelos a los 4-momentos y por lo tanto
uno puede calcular el dngulo relativo (3.44) identificando los vectores K y W con
los 4-momentos p* y p"*. Por otro lado el indice de refracciéon correspondiente a la
propagacién de estos rayos de luz se lee [22, 86],

o ! 0

() =1+ v 2y =14 L2P_ (3.46)
W)= Gpury ¥ T G
el cual puede ser re-expresado como
Vpap' + (poll' = n(p)(pall) (647)
VPEP A+ (pRUPR = n(p)(ppUP). (3.48)

Reemplazando estas tltimas expresiones en (3.44) se obtiene (3.45).

Para un plasma estatico, se puede ver a partir de las ecuaciones de Hamilton que

p* = w(x') (U“ + n(xi)é"‘> (3.49)
donde w(x/) = —p U* y n?(x') = 1— Zggi; Asi mismo é* es un vector espa-

cial normalizado y ortogonal a U* y tangente a la hiper-superficie >; definida por
t = constante. La 4-velocidad también estd normalizada de forma tal que U* =
% donde t* = (1,0,0,0). Una expresion similar obtenemos para p™ con fre-
cuencia ' (x').

A fin de construir una relacién entre el angulo de deflexién y el angulo relativo @
a partir de (3.45) que pueda ser facilmente testeada por observaciones y que ademds
tenga en consideracién los efectos crométicos producidos por el plasma (asi como
también los efectos gravitatorios producidos por el campo gravitacional de la len-
te) seguiremos el procedimiento descripto por Poisson y Will en [117] (ver también
[101]) el cual abarca solamente los efectos gravitacionales. Como estamos interesa-
dos en los cambios a primer orden del dngulo relativo ® entre dos fuentes S y S,
esta tltima actuando como fuente de referencia, en presencia de una lente y el 4ngu-
lo relativo @’ sin la presencia de la lente, debemos tener en cuenta que la direccién
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espacial de los 4-momentos asociados a cada rayo de luz cambiard comparada con
su valor en el espaciotiempo plano sin perturbar.

Consideremos un rayo de luz con 4-momento p* partiendo de la posicién de la
fuente S, y otro con 4-momento p’* emanando de la fuente de referencia S,; ambas
llegan a la posicién de un observador estdtico en R (ver figura 3.5). Como se da
en muchas situaciones astrofisicas de interés, consideremos que ambas fuentes se
encuentran suficientemente lejos de la lente.

Consideremos que el campo gravitatorio en la vecindad de la lente puede ser
descripto a primer orden en coordenas isotropicas por la métrica gug = 1ap + €hagp
donde las tinicas componentes no nulas de la perturbacién son h,xﬁ = (hgo, hrr(Sij).
Las direcciones espaciales de los rayos de luz estan dadas por k' para la fuente S
y IAc’r para la fuente de referencia S, los cuales son versores respecto de la métrica
Euclidea. Por lo tanto, a primer orden en el pardmetro ¢, el vector espacial &* = (0, ¢')
asociado al 4-momento p* del rayo de luz que emana de la fuente S, y el respectivo
vector espacial ¢ = (0,é") asociado al 4-momento del rayo de luz proveniente de
la fuente de referencia S,.f estardn dados por,

é=(1— ghw)fci — aghi + O(e?), (3.50)
¢ = (1 %hr,)k — b+ O(e), (3.51)

donde estamos asumiendo que ag y a, son cantidades O(e) que representan los
angulos de deﬂex1on de los rayos de luz provenientes de S y St respectivamente,

mientras que b = b y bl = Z son los versores (respecto de la métrica Euclidea) en

la direccion de los respectlvos vectores de pardmetro de impacto.

FIGURA 3.5: R, L, S y Sef indican la posicién del observador, la lente,

la fuente y la fuente de referencia, respectivamente. Las lineas sélidas

indican la trayectoria real de los fotones mientras que las lineas pun-

teadas indican la trayectoria de los fotones en el espacio de fondo.

Tanto las cantidades angulares como la posicién lente-observador 7,
son cantidades observables.

Calculemos ahora el dngulo ® usando la férmula (3.45) a primer orden en la
perturbacién de la métrica Euclidea. Arribamos al siguiente resultado

cos(®) =k -k, — as(k, - bs) — a, (k- b,) + O(€2), (3.52)
donde el punto ("-") indica el producto escalar con respecto a la métrica plana. No-
temos que esta expresion es formalmente la misma que la ecuacion 10.74 de [117],
la cual es un caso especial para n(p) = n(p’) = 1. En este caso, la ecuaciéon (3.52)



44 Capitulo 3. Correccién por distancias finitas

es valida para rayos de luz que siguen curvas causales y no sélo nulas. Los angu-
los de deflexién as y a, son aquellos debidos tanto al campo gravitatorio de la lente
como a la distribucién electrénica que rodea a la misma. Siguiendo [117], se puede
re-escribir (3.52) de la forma

COS(@) _ COS(®/) ~ (COSCD;, - COSCD/S COSG)/) o, <COS q)g — cos CD;, oS @/)I

sin &g sin ®/

(3.53)
donde los angulos @ y @, son los valores sin perturbar de los angulos entre el ob-
servador, la lente y la fuente; y entre el observador, la lente y la fuente de referencia,
respectivamente. Sefialamos que, a pesar del escenario mostrado en la figura (3.5),
el observador, la fuente, la lente y la fuente de referencia no se encuentra necesaria-
mente en el mismo plano.

Para desviaciones pequefias respecto de la trayectoria sin perturbar definimos,
A®:=0-0 <1, (3.54)
y expandimos el lado izquierdo de (3.53) como,

cos ® ~ cos @ — sin @' AG. (3.55)

Luego, reemplazando esta expresioén en (3.53) obtenemos,

(3.56)

A® —ag <cos<I>; — cos Py cos®'> jL(Xr<cosCI>’5 - COSCI);,COS@/>.

sin &} sin ©’ sin ®/ sin @’

Mas atin, debido a que estamos considerando correcciones a primer orden, podemos
reemplazar los angulos @, @} y @’ por sus respectivas posiciones angular observa-
bles 65, 01, y O (ver figura 3.6). Por lo tanto,

(3.57)

A® —ag (COS 01, — cos 015 cos @) ta (Cos 015 — cos 0}, cos @)‘

sin ;g sin ® sin 6, sin @

De esta forma hemos obtenido una relacién entre cantidades observables y el angulo
de deflexion que nos permiten testear nuestras expresiones para distintos perfiles de
plasma asi como también para distintos campos gravitacionales.

STef

FIGURA 3.6: Desde la posicién del observador es posible medir dife-
rentes cantidades. ® es el dngulo entre St v S; ;5 es el dngulo entre
S,Ry L;y 0 esel dangulo entre Spof, Ry L.
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Notemos que si la fuente de referencia se elige en la misma direccién que la lente,
estoes, 0, = 0y O = 0y, la ecuacion (3.57) se reduce significativamente.

A® = us. (3.58)

Como las mediciones astronémicas desde la Tierra son realizadas en la esfera
celeste, resulta conveniente expresar (3.57) en términos de los angulos proyectados
en el plano del cielo. Entonces, re-escribimos la ecuacién (3.57) en términos de los
angulos proyectados A y B como,

A® = wgcos(B) + a,cos(A), (3.59)

donde A es el angulo entre las direcciones proyectadas en la esfera celeste S, — S
Y Sref — L, mientras que B es el &ngulo entre las direcciones proyectadas S,.f — S'y
S — L. La relacién (3.59) sigue inmediatamente de las identidades trigonométricas
esféricas [117],

cos(0r) = cos(fs) cos(®) + sin(6;s) sin(®) cos(B), (3.60)

cos(frs) = cos(8;,) cos(®) + sin(6y,) sin(@) cos(A). (3.61)

En particular, si tanto la lente, como el observador y ambas fuentes se encuentran
en el mismo plano, con ambas fuentes en el mismo lado de la lente vistas por el
observador, entonces B = 0y A = 7; y la variaciéon en la separacion de los dangulos
se reduce a lo siguiente,

AO = ag — ay; (3.62)

resultado que se sigue por simple inspeccién de la figura (3.6).

Relaciones como (3.59) con as y &, dados por la férmula de Shapiro, o el caso
mas general dado por las expresiones de Richter y Matzner (3.31) son de uso comtn
en observaciones astronémicas del angulo de deflexién no s6lo producidos por el
Sol sino también por planetas como Jupiter[119]. La aplicacién més simple de (3.62)
sigue de considerar el angulo de deflexién producido por un campo gravitacional
monopolar, en cuyo caso dichos dngulos a5 y a, estdn dados por la férmula de Sha-
piro, ecuacion (3.21). En esta situacion, la ecuacién (3.62) nos da,

2m sin(ielsge“)
AO = (1+ 7)—79“.

To sin 9% sin 3

(3.63)

Esta expresion fue recientemente utilizada por Turyshev [113] a fin de estimar
el angulo de deflexion causado por el aspecto monopolar de los campos gravita-
cionales producidos por diferentes cuerpos celestes en el sistema solar y su posible
observabilidad en misiones interferométricas futuras. En dicha referencia, también
se realiz6 un estudio similar pero utilizando la férmula de Richter y Matzner y una
generalizacion de la misma a fin de estimar la observabilidad de la contribucién
cuadrupolar y octopolar del campo gravitacional en el corrimiento de las posiciones
angulares de objetos muy lejanos.

Como hemos mostrado en esta seccidn, las expresiones (3.59), (3.57) y (3.62), pue-
den ser utilizadas para testear el angulo de deflexién en situaciones mds generales
donde los rayos de luz se propagan en un medio con una dada distribucién elec-
trénica. Teniendo en cuenta que las expresiones para as y a, deben ser aquellas que
generalizan la expresion de Shapiro a fin de tener en cuenta la contribucién del plas-
ma y que son objeto de estudio en esta tesis.
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En las siguientes secciones daremos expresiones para el angulo de deflexion deri-
vadas utilizando el teorema de Gauss-Bonnet que no sélo recuperan las expresiones
de Shapiro y de Richter y Matzner, sino que ademas las generalizan a situaciones
astrofisicas méas generales donde la presencia del plasma en la vecindad de la lente
es tenida en cuenta.

3.3. Plasma homogéneo

Consideremos una lente gravitacional rodeada por un plasma homogéneo con
densidad electrénica,
N(r,¥) = Ny = constante. (3.64)

En esta seccion estudiaremos la desviacion de la luz a segundo orden debido a la
presencia de una lente gravitacional cuyo campo gravitacional externo viene carac-
terizado por la métrica PPN introducida en (3.23) restringida al plano ¢ = 77/2. Enla
notacién de esta seccién no usaremos las tildes sobre las componentes de la métrica.
Debido al redshift gravitacional y considerando que ambos la fuente y el obser-
vador se encuentran a una distancia finita de la lente, el indice de refraccion se lee

_ WA@)

" Ay

(3.65)

donde w, es la frecuencia del rayo de luz medida por un observador situado en la
posicién radial 7, respecto de la lente. Por lo tanto, la métrica 6ptica asociada en este
caso viene dada por,

do? = OP(dr” + rdg?); (3.66)
donde
2 wy — wp m 2.3 2 2 2 2/ .3, .3
a° = w2 27373 (v + Dwiry (2R +2r7) — wg | JaR*(yry +17)
0 0 [
"2
+ 27’27’3(’)’7’0 + 7’)):| + m |:(A)31’(2) <8’)/ — 4ﬁ + 3v + 8) (367)

+ w? (4([3 —2)1* — 8911, — 3w§>} +O(m3,m? x Jp).

A fin de aplicar el método de Gauss-Bonnet para calcular el &ngulo de deflexién
a distancias finitas, necesitamos primero resolver la ecuacién de la 6rbita hasta el or-
den necesario. Como estamos interesados en correcciones a segundo orden en m en
el dngulo de deflexién, sélo necesitaremos resolver la ecuacion de la 6rbita a primer
orden en m, la cual se lee

du\> 1 )  Mmu 2’ 2 1
2y 2 fadiad R 3.68
(d(/’) ERa (2+]2Ru)<'y+1_w§/wg>, (3.68)
con la condicién asintética,
lim u(¢p) = 0. (3.69)
¢—0

Asumiendo una solucidon de la forma,

u(g) = 3 [sin(p) + mun ()], (3.70)
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obtenemos a primer orden en m,

u(g) :Slnlf(P) 4 m(1 2(;405(4’)) ('Y"’ - (jg/wg> <2b2 + ]2R2(1 _ COS(g()))).
3.71)
Por completitud, en la ecuacién (3.71) hemos escrito explicitamente términos de or-
den O(m x J). Sin embargo, queremos enfatizar que debido a que la curvatura
Gaussiana es orden O(m) (ver (3.72) mds abajo), se sigue que términos de orden
O(m x J,) en u(¢@) contribuirdn con correcciones O(m? x J,) en el dngulo de defle-
xi6én las cuales son correciones que no consideraremos en este ejemplo.
A fin de calcular el angulo de deflexién debemos integrar la curvatura Gaussiana
K sobre el dominio R, La curvatura Gaussiana asociada a la métrica 6ptica a
segundo orden en m y descartando términos de orden O(m? x J,) resulta ser,

o MR OBRY @y — (v 4 )ed) | wiad  f T
25 (WF—wBF " roed - wBP |

+ 4y + 69% — 31/] — 2wAw? [(2 + )+ 210 (B =247 +39%) — 3r01/] (3.72)
+w? [271’ + 6721, — 31/1’0] } + O(m®,m? x J»);

mientras que la 2-forma KdS se lee,

m(92R? +21?) (w3 (y +1) — yw?) m?
2r4 (w2 — w2) 1o (w3 — w?)?

Kds :{ -
X [wffro (4(/3 +92—1) - 31/) — 2ww? (rO(Zﬁ +49% —3v—4) + r) (3.73)
+ rows (492 — 31/)] }drdq) + O(m®,m? x Jp).
Finalmente el d&ngulo de deflexién obtenido esta dado por,

qﬂ o0
o= —/ R/ Kds = a® +a®, (3.74)
Ps STy,

i

donde r,, = ﬁ viene dado por,

b _1—cos((p)( n
sin(¢) sin?(¢) Ly

o, )m +Om?,mx ). (3.75)

El término lineal en m es,

1 R?
o) :% <cos(qos) - cos(q)R)> ('y +1- wz/w2> [1 + ]ibz <4 — cos(2¢s)

— cos(@r — @s) — cos(2¢Rr) — cos(ps + (pR)>],

(3.76)
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mientras que la correccién a segundo orden,

2
a® :4172(‘02—(02)2{(4)5 — o) (W) — w;) % <w§(4ﬁ —8—8y—3v) +3VW§>

4@ (1+7) — w22 sin(ps) —sin(pe) ) + | (408 -1+ 7%) )
+ b7 = 30) - 20226 + 472 - 30)| (sinf2gn) — sin(2s))

+ 8k cos(gs)  sinlpr) —sinfs) ) |

(3.77)
En (3.77) hemos usado la aproximacién r, =~ b/ sin(¢g) la cual puede ser usada sin
problemas a este orden.
Las expresiones (3.76) y (3.77) generalizan resultados previos de varias maneras.
En resumen, estas expresiones tienen en cuenta correcciones por distancias finitas
pararayos de luz propagandose en un plasma frio asi como también tienen en cuenta
el efecto en la desviacion de la luz debido a la masa m y al momento cuadrupolar J5.
No tenemos conocimiento de expresiones similares en la literatura. A continuacién
estudiamos algunos casos especiales de estas expresiones.

3.3.1. Casos especiales de (3.76) y (3.77)
3.3.1.1. Caso I: PPN a distancias infinitas con plasma

Consideremos el caso limite donde tanto la fuente como el observador se encuen-
tran muy lejos de la lente. En tal situacion podemos tomar,

QR — T+ ald) y ¢s — 0. (3.78)

En principio deberiamos proceder como sigue: primero, como Déc(,i) es ya una can-
tidad de orden O(m), podriamos calcularla a partir de (3.76) tomando ¢r = 7y
¢@s = 0. Luego de esto, en una segunda etapa, deberiamos reemplazar este valor ob-

(1)

tenido para as,’ en (3.78) a fin de utilizar la ecuacién (3.76) de nuevo para obtener tér-

minos extras de orden O(m?) que deben ser tenidos en cuenta en 2. Sin embargo

en la préctica esto no es necesario debido a la siguiente relacion: cos(n(x + ol ) =

. 1 : . -
cos(nx) —n 51n(nx)a§o) + O(m?) siendo n un nimero entero. En particular, en nues-

tro caso tenemos términos de la forma cos(¢r) = cos(7T + txc(xl,)) = —1+ O(m?) en
a, y por lo tanto, las correcciones que se obtendran serdn de orden O(m?), las
cuales no estamos considerando en este caso.

De estas consideraciones vemos que al orden que estamos trabajando basta con
reemplazar pr = Ty @s = 0en (3.76) y (3.77) a fin de obtener el angulo de deflexién
en este caso de distancias infinitas.

2m(b% + JoR?) 1 mm? (2—B+2y 3
- o —v . 7
. b3 ,Y—i_l—wg/wg + b2 1—w§/w§+4v (3.79)

A pesar de la simplicidad de esta expresion no tenemos conocimientos de que la
misma haya sido presentada previamente.
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En particular, en la ausencia de plasma, w, = 0, o bien en el caso en que la
presencia del mismo es despreciable, w,/w, < 1, la expresién anterior se reduce a

lo siguiente,
2

%+7r(2—ﬁ+2’y+%v)%,
la cual coincide con expresiones que podemos encontrar en [44, 127].

Por otro lado, incluso considerando la presencia del plasma, si el objeto bajo es-
tudio tiene una distribucién de masa esféricamente simétrica, [, = 0y el campo
gravitacional respeta la teorfa de la relatividad de Einstein, v = v = = 1, la expre-
sion (3.79) se lee,

2m 1 37 4 m?
S LY S S DY O S L 3.81
“ 17<+1—wyw9*'4<+d—wyw9b2 (3.81)

El primer término coincide con el resultado obtenido por Bisnovatyi-Kogan y Tsup-
ko en [21, 22], y considerando el término a segundo orden recuperamos el resultado
obtenido recientemente por nosotros en [40].

a=2(y+1) (3.80)

3.3.1.2. Caso II: Schwarzschild a distancias finitas

La contribucién al angulo de deflexién por distancias finitas para una lente de
Schwarzschild en presencia de un plasma homogéneo se obtienen estableciendo v =
B=v =1y J, =0enlas ecuaciones (3.76) y (3.77),

1
ey :% <1 + 1—wz/cuz> (cos(q)s) - cos((pR)>; (3.82)

2

2) m 4 2 2 4 2 2 .
(2) =8 (aZ — @) [6(¢R — ¢s) (5w, — bwiws + w,) + 16wiw; cos(@s) sin(@r)

(@R + @?)? sin(29s) + 8(w? — 2w3>2(sin<qos> - sin<¢R>)

14

+ (w? — 6wrw? + w?) sin(2(pR)] .

(3.83)
Estas expresiones generalizan al caso con plasma los resultados obtenidos por Ishiha-
ra et al en [60, 75]. En ausencia de plasma o cuando la presencia del mismo puede
ser despreciada, w,/w, < 1, recuperamos las expresiones de Ishihara et al,

[xx(/la)c 2271” <Cos((p5) - cos(q)R)>; (3.84)

m? , , , ,
a2 =32 30(¢r — @s) + sin(2¢r) — sin(2¢ps) + 32(sm((p5) — sm((pR))] :
(3.85)
Notar que incluso cuando nuestros resultados a primer orden (3.84) coinciden com-
pletamente con los resultados obtenidos en [60], pareciera haber cierta inconsistencia
con nuestro resultado a segundo orden (3.85) y el obtenido en [75], el cual repro-

duci . . 1 b 1 . ~(2) iabl 1 ~
ucimos a continuacion con el nombre alternativo &y y variable angular ¢ para
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diferenciarla de la que estamos usando,

a&?c =g [30(4)1{ — ¢g) +sin(2¢r) — sm(Z(pS)] . (3.86)
Pareciera haber cierta discrepancia entre las expresiones (3.86) y (3.85) debido a la
presencia del término,

0= 32(sin((p5) — sin(ng)); (3.87)

en (3.85). La diferencia es s6lo aparente y se debe a que la coordenada ¢ utilizada por
los autores de [75] esta relacionada con nuestra coordenada angular ¢ de la forma,

(f):q)—%’ozq)—sz—l—O(mz). (3.88)
La transformacion (3.88) sigue del hecho que nosotros hemos elegido el eje polar de
tal forma que las 6rbitas seguidas por los rayos de luz en la regién asintética r — oo
(equivalentemente, u — 0) tienen una coordenada angular que toma el limite ¢ — 0
obien ¢ — 7T+ e en esa regién (como podemos ver de la ecuaciéon (3.71) cony =1
y we = 0).

Por otro lado, los autores de [75] eligieron el eje polar de tal forma que la distancia
mas cercana entre los rayos de luz y la lente ocurre cuando su coordenada angular
¢ toma el valor § = /2, resultando en 6rbitas que son simétricas con respecto
a la direccién radial definida por ¢ = /2. Como el angulo de deflexion total a
distancias infinitas es a«, los puntos asintéticos de las 6rbitas ocurren cuando ¢ —
—Qo/2 para la posicién asintética de la fuente, y cuando ¢ — 7 + ae/2 para la
posicién asintética del observador. Notemos que la diferencia entre ¢ y ¢ es orden
m, i.e., O(m), y por lo tanto a?) dado por la ecuacién (3.85) preserva su forma en
términos de ¢. Sin embargo, se sigue también de la relacion (3.88) que a primer
orden en m tenemos,

cos(¢) ~ cos(p) — 277” sin ¢ + O(m?). (3.89)

Por lo tanto si reemplazamos la ecuacion (3.89) en (3.84), se puede ver que un nue-
vo término cuadratico en m aparece como funcién de la variable ¢ el cual cancela
exactamente el término J presente en af,za)c. Por lo tanto, cuando nuestras expresiones
para el d&ngulo de deflexién se escriben en términos de la coordenada angular ¢ de

Ono et al [75] la relacién (3.86) se recupera.

3.3.2. Angulo de deflexién en términos del observable 6; y su compara-
cién con expresiones previas conocidas

Comparemos entre nuestros resultados para distancias finitas y aquellos previa-
mente ya conocidos en la literatura [98, 99]. A fin de llevar a cabo esta comparaciéon
asumiremos que la fuente se encuentra a una distancia suficientemente grande res-
pecto de la lente, infinita a fines practicos. En este limite los angulos de deflexién a(!)
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y «(?) toman las siguientes expresiones,

z. m 1
L0ge) =t = (1= eonton ) (14 7=

(3.90)
[1 + ]i? (3 —2cos(¢r) — COS(ZQ"R))]I

2
_ 2) _ m 2 _
b, r) := lim « 12w — )2 {q)R(w w )< 2(4B — 8 — 8y —3v)
+

22 m
. {wg (4(5— 1497 —3u>

N +—

T 3vw3) ~ asin(gr)(@2(1 +7) — w2

+ wi(4y* — 3v) — 2wrw? (2B 4 497 — 31/)] sin(2¢R) + 8w?iw? sm((pR)}

(3.91)
Como se ve de la figura (3.4) tenemos la siguiente relacion entre la posicién angular
del observador ¢r y los angulos 6; y 46,

pr=mT—0;+0 =1 — 91+0c()+0( 2). (3.92)

Finalmente, al reemplazar estd relacién en las ecuaciones (3.90) y (3.91) obtenemos,

ocgj(b, 6r) :% (1 + cos(91)> (’Y + W) [1 + 157 <2 + cos(6r) — cosz((?[))},
(3.93)

s [16edatsingen + (@ - o) (20— 1) + sinCaen))

- m
57 (cc? — )2

X <a)02(—4[3 + 8y +3v+8) —3vw? +8 sin(291)w§w§)]

af )(b 01) =

(3.94)
Las ecuaciones (3.93) y (3.94) son la generalizacioén de las expresiones (3.31) y (3.32)
respectivamente al caso de espaciotiempos PPN inmersos en un plasma homogéneo.
Alternativamente, si tomamos en cuenta la siguiente relacién entre el pardmetro

de impacto b y la coordenada radial 7, que sigue de (3.71) y (3.92)

1 1 m 1 by
b r,sin(f;) r2sin(6;) (7 + 1— w%/w%) +O(m x Jo,m7), (3.95)
entonces las ecuaciones (3.93) y (3.94) pueden ser reescritas como,
1) m 1+ cos(6;) < 1 > [ J2R? 2 + cos(6;) — cosz(GI)}
e’ (1y,0]) = —— 1+ ’
S°°( ¢ I) 7o Sll’l(@[) 2/ 21’% sjn2(19[)
(3.96)
2
2) _m 1 [ 2 2 (
as’(r,,01) =— 16wwsm(9 + (wi—ws5)2(r—0
200 =" s (60 + (@3 — w?) (20~ o)

+ Sin(291)) <w3(—4ﬁ + 8y +3v +8) — 3vw? + 85sin (20 )w? 2)]

1+ cos(6;) 1 2
- sin(6;) <7+1—w§/w§> }
(3.97)

En particular, podemos ver que en ausencia de plasma w, = 0, o alternativamente
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cuando la frecuencia del plasma es despreciable respecto de la frecuencia de obser-
vaciéon w,/wp < 1, las ecuaciones (3.93) y (3.94), o bien sus versiones alternativas
(3.96), (3.97), se reducen a las expresiones (3.31), (3.32) introducidas por Richter y
Matzner en [98].

Resulta interesante el hecho de partir de una expresiéon compacta y geométrica
para el angulo de deflexién dado por la ecuacién (3.4) y poder luego recuperar for-
mulas como (3.31) y (3.32). Esto no s6lo demuestra el éxito de este método basado
en el uso del teorema de Gauss-Bonnet para recuperar resultados ya conocidos, lo
cual nos da atin més confianza en nuestra definicién de dngulo de deflexion, sino
que ademds prueba que este método resulta ser extremadamente ttil para obtener
generalizaciones a situaciones astrofisicas mas generales. En particular, a partir de
(3.96), vemos que la correcion producida por la presencia de un plasma homogéneo,
incluso considerando distancias finitas, estd dado por un factor global, v + m
Esta caracteristica peculiar no permanece valida si consideramos términos a se:gurol-
do orden donde la contribucién del plasma es mucho mas complicada. En particular,
despreciando los momentos cuadrupolares y considerando la validez de las ecuacio-
nes de Einstein obtenemos que el 4ngulo de deflexion a primer orden (xgj (r0,01) se
reduce de la siguiente forma,

(1) _ m1+cos(f) 1

Esta expresion puede ser comparada con la expresién a primer orden introducida
por primera vez por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko [21, 22],

o0 = 2m <1 + 1). (3.99)

b 1 — w?/w?

La férmula (3.99) fue obtenida bajo el supuesto de distancias infinitas. La ventaja de
(3.98) es que ésta se encuentra expresada en términos de la cantidad observable 6; y
la distancia coordenada r,.

3.4. Plasma inhomogéneo

En esta seccién estudiaremos las correcciones por distancias finitas sobre el an-
gulo de deflexién para rayos de luz propagéndose en un plasmo inhomogéneo.

Consideremos una lente gravitacional esféricamente simétrica inmersa en un
plasma inhomogéneo cuya densidad electrénica N(r) es una funcién decreciente
respecto de la coordenada radial ». Asumiremos también que su derivada radial
N'(r) es también decreciente y menor que N(r)/r.

En coordenadas isotrépicas las componentes de la métrica en el espaciotiempo
fisico estdn codificadas en las siguientes expresiones,

A(r) =1— phoo(r), B(r) =1+ €hy(r), C(r) = r*B(r). (3.100)

Por otro lado el indice de refracciéon viene dado por lo siguiente,

n(r) = \/1 _ we(l= phoo(r)) (3.101)

Wi

donde we = wyr/A(7,).
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La métrica 6ptica asociada con este espaciotiempo es entonces,

i — <(1 + €hy ) (wk — w? + uw?hy)

2, 272
2 (1 o) )(dr +rode”). (3.102)

En general, la desviacién de los rayos de luz debido a la presencia de un plasma
ya sea con una distribucién electrénica uniforme o no, es sensiblemente menor a la
desviaciéon puramente gravitacional. Por ello asumiremos despreciables los términos
de orden superior O(N"?, uN’,uN",eN"%,eN") y consideraremos que los rayos de
luz a orden dominante se propagan a lo largo de una linea recta geodésica en el
espacio plano euclideo.

Por lo tanto, a orden lineal en y y € obtenemos lo siguiente para la 2-forma K4S,

1 [Ke(rN/)/ _ wi(rhey')!

KCdS = =
W02 — W2 2 — 2
0 e 0 e

5 - (rh,,’)'e} drde. (3.103)

Notemos que esta expresion se encuentra escrita en términos de la frecuencia w,
observada por un observador en 7,. Insertando esta expresion en (3.4), obtenemos el
angulo de deflexion,

! 2 1/
_ lim KdS = / / [Ke N @l ), (T’hrr/)/é?} drdg.
R—eo ) JD, ¢s Jb/sing 2 w% - wg
(3.104)
Aplicando integracién por partes en los primeros dos términos de la integral radial
y despreciando una vez mds términos O(N'?, uN’) podemos escribir el &ngulo de
deflexién para un plasma inhomogéneo como una integral de linea,

PR 1[K.(rN')  w?(rhoo') )
~ = — — (rh de, 3.105
o~ [ e G G e 4o e
donde r, = b/ sin . Esta ecuacién nos da una férmula general para calcular el

angulo de deflexién en un espaciotiempo esféricamente simétrico en presencia de
un plasma inhomogéneo y teniendo en consideracion la correcién por distancias
finitas tanto de la fuente como del observador. Esta expresiéon también puede ser
derivada con la técnica usada por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22], donde ellos
han obtenido una expresién similar para el caso de distancias infinitas resolviendo
las ecuaciones de Hamilton perturbativamente para un espaciotiempo descripto por
una métrica no necesariamente esféricamente simétrica de la forma g5 = 745 + hp-

Ahora bien, en numerosas situaciones astrofisicas de interés la frecuencia del
plasma suele ser despreciable respecto de la frecuencia de observacion, lo que justi-
fica el uso de la siguiente aproximacién w,/w, < 1. Por lo tanto, en esta aproxima-
cién, la expresion (3.105) se puede descomponer de la siguiente manera,

0= a1+ 0 + g+ ay, (3.106)



54 Capitulo 3. Correccién por distancias finitas

donde,
1 pox [ ,
N = —2/(‘p e hw(rq,)e—khoo(rfp)y de, (3.107)
S
PR 7
o= s | Talo(rg)wi(re)dy, (3.108)
0 S
K ¢
Bo= 5 /¢ “roN'(rg)dg, (3.109)
[ S
K PR
ng = 2654/(p r(pN'(r(P)wf(rgo)dq). (3.110)
[ S

Estas expresiones son la generalizacién a distancias finitas de los resultados ob-
tenidos en [22]. En particular, el primer término «; es la contribucién puramente
gravitacional al 4ngulo de deflexién mientras que el segundo término a; es la corre-
cién al primer término debido a la presencia del plasma, el cual estad presente incluso
para plasmas homogéneos. El tercer término a3 es una contribucién puramente re-
fractiva al dngulo de deflexion, la cual esta presente incluso sin la presencia de un
campo gravitacional. El dltimo término w4 es una correcién al tercer término. Como
se discute en [22] por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko, en numerosas situaciones fisicas
de interés la contribucién més importante al dngulo de deflexiéon viene dada por los
términos a; y a3, y en general a3 < a;.

3.4.1. Espaciotiempo de Schwarzschild con un perfil de densidad electré-
nica de la forma N(r) = N,r—"

Apliquemos este resultado al caso de un espaciotiempo de Schwarzschild con un
perfil de plasma de la siguiente forma,

N(r) = Nor ™", h>o0. (3.111)
Para este caso, necesitamos hacer la siguiente identificacion,

e=pu=m, hyp = hy = % (3.112)

Por completitud escribimos las expresiones para cada término individual (3.107),
(3.108), (3.109), (3.110), aunque como comentamos previamente, la contribucién prin-
cipal al angulo de deflexién esta dado por a1 y a3. Explicitamente,

2m
=== <cos((p5) - cos(goR)>, (3.113)
mK,N, 1 h3
a2 = wzbehﬁ [COS(Q”S) 2h (2/—2?2?“)52(4’5))
0 s (3.114)
_ L o 2
cos(¢r) 2F1<2, 57 5/ €08 ((PR)>],
K.Nyh 11-h 3
W= =5 [cos((ps) oF (2, — 2;cosz(q05)>
0 (3.115)

11—h 3
— cos(pRr) 2F1 (2, — 2;0052(4)12))],
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K2NZh 1 1-2h 3 >
Ny = —

_e” o0~ - =
203b7 [cos((ps) »F (2 5 55 C08 2(¢s)

11-2h 3
—cos((pR)2F1<2 )~ 5508 (q)@)},

donde > F; (a, b; ¢; x) son funciones hipergeométricas ordinarias[128].

Estas expresiones cerradas generalizan sus equivalentes para el caso de distan-
cias infinitas. En particular para recuperar este caso necesitamos tomar tnicamente
los limites s — 0y ¢r — 7+ O(m). Explicitamente,

(3.116)

0 = 2 (3.117)
b
ﬁ
0P = VmkeNr (§+1) (3.118)
2 ’ B
bh+12l ( 13
VAN (5
o — or (4 ) (3.119)
bhw?2T (%)
o _ _ VKNG (4 3)
= AT (3.120)

donde I'(x) es la funcién Gamma. La férmula (3.119) fue obtenida primeramente por
Giampieri[129] y re-derivada por Bisnovatyi-Kogan and Tsupko in [22].

Comparando los signos en las expresiones (3.117) y (3.119), podemos ver clara-
mente el efecto que tiene la presencia del plasma en la desviacién de la luz. Mientras
el término puramente gravitacional desvia los rayos de luz hacia la lente gravitacio-
nal (efecto de convergencia) el término de plasma, sensiblemente inferior al término
gravitacional en situaciones astrofisicas realistas, tiende a desviar los rayos de luz
hacia afuera de la lente (efecto de divergencia). Como consecuencia la presencia del
plasma produce un desvio neto menor al que tuvieran los rayos de luz si el plasma
no estuviera.

Como aplicaciéon préctica, estudiaremos en la préxima subsecciéon un perfil de
plasma particular que describe suficientemente bien la distribucién electrénica en
la parte mas externa de la corona solar y estudiaremos cémo este plasma altera la
desviacion de los rayos de luz en su vecindad.

3.4.1.1. Un modelo de plasma para la parte mas externa de la corona solar

Consideremos el siguiente perfil de densidad electrénica el cual ha sido estu-
diado y contrastado con diferentes observaciones en el estudio de la corona solar
despreciando variaciones angulares[10, 129-131],

N(r) = [Cz (Rr@)z + Ce <Rr@>6 + Cis <Rr®> 16] cm 3, (3.121)

C, = 344 x10°, (3.122)
Ce = 1,55x10%, (3.123)
Cis = 2,99 x 108, (3.124)

con
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yr > Re, donde R es el radio de nuestro Sol. El valor de los coeficientes C; han sido
determinados empiricamente en el pasado a partir del estudio de la corona solar.
Consideremos tinicamente la contribucién principal del plasma dada po a3. En este
caso resulta apropiado situar la fuente en la region asintética donde la aproximacién
de distancia infinita es adecuada, mientras que la posicién angular del observador
esta dada en términos del observable 0; de la siguiente manera gr = 7 — 6;. Por lo
tanto, la contribucién principal del plasma viene dada como sigue,

1 <1HZ>2[C~2<R®>2n_91+cos(91)sin(91)+C6<R®>6

N3 = — —— —
3 )2\ f 2 \r, sin2(6;) 64 \ 7,
1
X <60(7r —0r1) +45sin(26;) — 9sin(46;) + sin(691)) e
sin®(6;)
Cl6 R 16
575 ( - > <720720(7r 0;) + 640640 sin(26;) — 224224 sin(46;)
+ 81536 sin(660;) — 25480 sin(860;) + 6272 sin(100;) — 1120 sin(126;)
1
+ 128sin(146;) — 7 sin(1660 X ————|,
(1461) ( I)> sinl6(91)]
(3.125)
donde
G, = (564 x10%2Cy, =1,09 x 10", (3.126)
Co = (564 x10%)72Cs =493 x 10, (3.127)
Cie = (564 x10%)2 Cis=9,51 x 1077 (3.128)

De esta forma la contribucién principal del plasma dada por (3.125) queda expresada
s6lo en término de cantidades observables: el &ngulo de elongacién 6; y la distancia
Sol-Tierra 7,. Es posible ver que si uno considera observaciones desde la Tierra a pa-
rametros de impacto pequefios del orden de algunos radios solares, lo cual implica-
ria @; ~ 0y por ende que la aproximacion de distancia infinita resultaria adecuada,
la férmula (3.125) se reduce a la expresion dada por Giampieri[129] (ver también
[130]) y recientemente re-derivada por Turyshev y Toth en [132] utilizando las ecua-
ciones de Maxwell. Finalmente, para este caso y por completitud, reescribimos a3 en
términos de la longitud de onda A = ¢/ f y del parametro de impacto b = r, sin 0,

o __(Hz2)\*[C (Re 2+15C‘76 Rs 6+6435C16 Ro\'

3o F ) 18n\ b 647t \ b 163847 \ b
(AN 1 G (Ro\*, 15Cs (Ro)*
— \Upm) (299792458 x 1014)2 |87 \ b 647 \ b

= 16
| 6435C (Ro (3.129)
163847 \ b

2 2 6
- — (’\ ) [4,82 X 1016(R@> +4,09 x 10713 (R@)
1pym b b
16
+1,32 x 1012<Rb®> ]

Volviendo a la expresion (3.125), en la figura (3.7) graficamos su contribucién
(con signo opuesto) asi como también la contribucién debido al término puramente
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gravitacional ; para varias frecuencias. Dependiendo de la banda de frecuencias de
observacion la contribucién del plasma puede llegar a ser del orden de 1uas incluso
para dngulos de elongacion grandes, y del orden de 1mas para frecuencias en el
banda S hasta dngulos de elongacién de 25°. Por supuesto a frecuencias cada vez
menores la contribucién del plasma es cada vez mds significativa.

107 .
; 031 k|| a3 S-band: 3.0 GHz
1 —-—-- a3 X-band: 8.0 GHz
105 1} —-- a3 Ky-band: 33.0 GHz
i ] —— ai(Shapiro)
103 4
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FIGURA 3.7: Contribucién del plasma al &ngulo de deflexién (grafica-

do con signo opuesto) como funcién del dngulo de elongacién 0 para

tres frecuencias diferentes en diferentes bandas. Por completitud se

muestra también la contribucién del término de Shapiro para grave-

dad pura con parametro de Eddington v = 1. En la regién aumentada

se muestran los valores del dngulo de deflexién en la vecindad de la
superficie del Sol.

3.5. Resumen del capitulo

En este capitulo abordamos el estudio del dngulo de deflexién asociado a rayos
de luz propagandose a través de un plasma frio no-magnetizado y bajo la accién de
un campo gravitatorio para el caso en que tanto el observador como la fuente se en-
cuentran a una distancia finita de la lente gravitacional. Dicho estudio lo llevamos a
cabo utilizando el teorema de Gauss-Bonnet. En este contexto presentamos una de-
finicién alternativa del dngulo de deflexion y discutimos otras definiciones habidas
en la literatura basadas en el mismo método para el caso de gravedad pura. Hicimos
especial hincapié en obtener expresiones en términos de cantidades observables co-
mo ser el dangulo de elongacién y dedicamos una seccién a discutir como llevar a
cabo el procedimiento de Eddington para medir el &ngulo de deflexién en el sistema
solar teniendo en cuenta la influencia del plasma. Comparamos nuestros resultados
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con expresiones clasicas del dngulo de deflexiéon para distancias finitas coincidien-
do plenamente con las mismas y dando de este modo validez a nuestra definicién.
En cuanto al plasma, estudiamos modelos de distribucién electrénica tanto homo-
géneos como inhomogéneos. A modo de aplicacién estudiamos un perfil de plasma
polinomial para describir la densidad de electrones en la parte més externa de la
corona solar y de este modo estudiar como influye la misma en la propagacién de
los rayos la luz teniendo en cuenta la distancia finita entre el Sol y un observador
situado en la Tierra.
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Capitulo 4

Desviacién en términos de la
distribucién de energia-momento y
correspondencia con particulas
masivas y cargadas

Como hemos mencionado a lo largo de esta tesis una de la cantidades cruciales
en el estudio de las lentes gravitacionales es el angulo de deflexién. En general las
expresiones para el angulo de deflexion estan presentadas en términos de derivadas
de las componentes de la métrica. Sin embargo, en [90], Gallo y Moreschi introdu-
jeron una expresion para el dngulo de deflexién en el régimen de lente débil escrita
en términos de escalares de curvatura utilizando un formalismo basado en tetradas
nulas. Mds precisamente, en el caso de un espaciotiempo estatico y esféricamente si-
métrico, mostraron que el dngulo de deflexion « en el régimen de campo débil puede
ser escrito a primer orden en términos del pardmetro de impacto b, los escalares de

Ricci y de Weyl proyectados &gy y ¥o = —1ppe?? (nos referimos a [90] para mas
detalles) en una forma muy compacta que reproducimos aqui,
a(b) = b(Doo(b) + tho(b)). (4.1)

La ventaja de (4.1) es que estd escrita en términos de cantidades geométricas con un
claro sentido fisico en vez de las tradicionales expresiones dependiente de las coor-
denadas y escritas en términos de las componentes de la métrica. Recientemente este
resultado fue extendido al contexto cosmolégico por Boero y Moreschi [43], y por
Crisnejo y Gallo a segundo orden sobre un fondo plano [44]. Ademads, este enfoque
fue también utilizado en el estudio del fenémeno de materia oscura y alternativas a
la métrica de Schwarzschild [88, 133].

Por lo tanto, para el caso de gravedad pura tenemos al menos dos métodos al-
ternativos para calcular el dngulo de deflexién y cantidades 6pticas relacionadas en
términos de cantidades que no dependen de las coordenadas utilizadas, a saber: por
un lado el enfoque basado en tetradas nulas [44, 90], y por el otro el enfoque introdu-
cido por Gibbons y Werner [45]. Notemos que incluso cuando ambos métodos son
geométricos, las cantidades geométricas asociadas se refieren a dos variedades dife-
rentes: una variedad 4-dimensional Lorentziana en el caso de [90], y una variedad
2-dimensional Riemanniana en el caso de [45]. Como hemos visto a lo largo de este
trabajo, hemos recientemente extendido el uso del método de Gibbons-Werner a si-
tuaciones mds generales donde la presencia de un medio dispersivo como el plasma
es tenida en cuenta. Por lo tanto, surge una pregunta natural: ;Se puede extender
también el método basado en tetradas nulas para estudiar la desviacién de los rayos
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de luz propagandose a través del plasma? En este capitulo responderemos de mane-
ra positiva a esa pregunta para espaciotiempos estaticos y esféricamente simétricos.

Mas atn, mostraremos que para esta clase de espaciotiempos es posible escri-
bir el &ngulo de deflexion, el shear y la convergencia en términos de las diferentes
componentes del tensor energia-momento y de los pardmetros que caracterizan el
plasma. Estas nuevas expresiones presentan una ventaja clara con respecto a las ex-
presiones usuales basadas en derivadas e integrales de las componentes de la métri-
ca debido a que en este tiltimo caso no es facil ver coémo las diferentes componentes
deltensor energia-momento contribuyen a los escalares 6pticos. En particular, en [90]
se prob6 que el d&ngulo de deflexion puede ser escrito de la siguiente manera,

Ats b (3M
x="b {471 <Q + Pr> + 2 <r3 — 47TQ> ] dy, (4.2)

7/\1

donde b es el pardmetro de impacto, ¢, P, y M son la densidad de masa, presién ra-
dial y funcién de masa respectivamente; r estd definido por r = /b? + y? mientras
que —A;, y Ajs representan el valor de la coordenada y del observador y de la fuente
respectivamente. La lente se asume situada en r = 0. En este capitulo veremos cémo
extender este resultado al caso con plasma asi como también hacerlo para expresio-
nes similares para la convergencia y el shear que fueron obtenidas en [90] y que se
pueden obtener a partir de (4.2).

Un punto crucial en [90] que permitié llegar a la ecuacién (4.2) y que es funda-
mental en dicho trabajo fue el uso de la ecuacién de desviacién de geodésicas la cual
nos da informacién de cémo una familia de geodésicas nulas se desvian unas de
otras. El primer problema que surge cuando uno trata de extender este enfoque al
estudio de la propagacion de rayos de luz en el plasma es que los fotones en gene-
ral no siguen geodésicas nulas. Por ejemplo, para una distribucién inhomogénea de
plasma los fotones siguen curvas temporales no-geodésicas. Una discusién detallada
y formulacién para este problema usando la ecuacién de desviacion de geodésicas
fue recientemente presentada en [85]. Sin embargo, queremos presentar aqui una
eleccion mds préctica que hace uso de una métrica 6ptica 4-dimensional y donde
el calculo de los diferentes escalares dpticos sigue del estudio de las proyecciones
espaciales de geodésicas nulas en este espaciotiempo dptico.

Una idea esencial para incorporar el efecto del plasma en este enfoque es la mé-
trica de Gordon, introducida por Gordon en 1923 [87]. Como es sabido, esta métrica
es una métrica Lorentziana 4-dimensional efectiva cuyas geodésicas nulas estdn en
correspondencia uno a uno con las curvas temporales respecto de la métrica del es-
paciotiempo seguidas por los rayos de luz en un medio no-dispersivo. Sin embargo,
incluso cuando esta propiedad no permanece valida para medios dispersivos, como
es el caso del plasma que estamos considerando, veremos que en el caso de espacio-
tiempos estaticos, y teniendo en cuenta el plasma, las 6rbitas espaciales de los rayos
de luz derivadas del estudio de las geodésicas nulas de una métrica modifica de tipo
Gordon coinciden con las érbitas espaciales obtenidas a partir del enfoque usual de
estudiar la propagacién de los rayos de luz partiendo del Hamiltoniano. Esta carac-
teristica serd precisamente la que nos permitira extender el enfoque presentado por
Gallo y Moreschi en [90] a la descripcién del movimiento de fotones en un medio
dispersivo como el plasma.

Por otro lado, existe una conocida correspondencia entre la propagacién de fo-
tones en un plasma homogéneo y particulas masivas de prueba en gravedad pura
[80]. En este capitulo también extenderemos esta correspondencia a casos mas ge-
nerales. En particular, estableceremos por primera vez una correspondencia entre el
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movimiento de rayos de luz en un plasma inhomogéneo y las 6rbitas de particu-
las masivas y cargadas de prueba en presencia de un campo eléctrico externo y el
campo gravitacional. Esta correspondencia es posible debido a la existencia de una
métrica Riemanniana, conocida como métrica de Jacobi, introducida por Gibbons y
colaboradores en [92] y exhaustivamente estudiada en trabajos posteriores [134-137].
De esta forma, mostraremos que el método de Gibbons-Werner originalmente con-
cebido para estudiar geodésicas nulas, y extendido por nosotros al caso de plasma,
puede también ser utilizado para estudiar el movimiento no geodésico de particu-
las masivas y cargadas de prueba que no sélo interacttian gravitatoriamente sino
también a través de la presencia de un campo externo de origen no gravitacional.

4.1. Orbitas espaciales asociadas a una métrica de tipo Gor-
don

En esta seccion consideraremos medios dispersivos generales. Por otro lado, a
fin de hacer conexién con la formulacién basada en tetradas nulas, cambiaremos la
signatura de la métrica a —2. Es por este cambio, que en lo que sigue, volveremos
a escribir las ecuaciones que describen la dindmica Hamiltoniana de rayos de luz
en medios dispersivos, ya que las mismas tienen diferencia de signo en algunos
términos con respecto a las presentadas en el capitulo 2. Consideremos un rayo de
luz con 4-momento p, propagandose en un medio dispersivo que se desplaza con
4-velocidad u* en un espaciotiempo (M, g,5). En este espaciotiempo la frecuencia
de los fotones observada por un observador en reposo con el medio viene dada
por w(x*) = p,u®. El medio dispersivo, por otro lado, viene caracterizado a su vez
mediante su indice de refraccién 7i(x*, w(x*)) que depende tanto de las coordenadas
como de la frecuencia de observacion, y que satisface la siguiente relacién [86]',

4

=2 4 PaP
A2 =1 (s 4.3)

El Hamiltoniano que gobierna la dindmica de los fotones es el siguiente,
1
H(x, p) = 5(* + (7 = Du"uF ) pupp, (44)

y por ende, la trayectorias de los rayos de luz se obtienen a partir de las ecuaciones

de Hamilton,
dx* oH  dp, __aH.

= = 4.
dr  dp,”  dA oxt’ (4.5)
mientras que la relacién de dispersion viene dada por
H(x,p) =0. (4.6)

En 1923 Gordon introdujo por primera vez un tensor simétrico no-degenerado gus
con respecto al cual es posible describir la propagacién de los rayos de luz en un
medio caracterizado por un indice de refraccién 71(x*, w) [87]. Dicho tensor se puede
escribir como,

§P(x p) = g + (A = uP, (47)

IComparar con la relacién que se deduce para 7 en la ecuacién (2.21). La diferencia en el signo del
segundo término se debe al cambio de signatura.
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con inversa ,p, definida como §PGuy = 55,

- 1
Sup(X,p) = up — <1 - f12>utxuﬁ~ (4.8)
En términos de este tensor el Hamiltoniano (4.4) se puede reescribir como sigue,
i 1 4
H(x, p) = 58" (x, p)papp. (4.9)
En general este tensor no es una métrica debido a que depende del 4-momento p,

a través de la frecuencia de observacién w. A partir de (4.9) y (4.7) se sigue que las
ecuaciones de movimiento se pueden escribir explicitamente como,

dx® » o 5
dpy 1.
L= ey (@11)

Notemos que en el caso en que el medio sea no-dispersivo, es decir, donde el indice
de refraccién no depende de la frecuencia de observacioén,

ofi
o 0, (4.12)
el tensor g, solo dependera de las coordenadas x" y por lo tanto serd una métri-
ca Lorentziana, conocida como métrica dptica de Gordon [86]. Mds aun, en tal caso el
segundo término en la ecuacién (4.10) desaparece y los rayos de luz siguen geodési-
cas nulas respecto de la métrica §,g. La situacion cambia radicalmente para medios
dispersivos.

A lo largo de este capitulo estaremos considerando un espaciotiempo estatico
con vector de Killing temporal ¢* = (%)“ cuya métrica la escribimos de la siguiente
manera,

ds? = goodt2 + gijdxidxf. (4.13)

Asumimos que los rayos de luz se propagan a través de un medio dispersivo tam-
bién estatico, esto es, las componentes espaciales de la 4-velocidad u* del medio
con respecto al sistema de coordenadas {t, x'} son nulas. De esta forma el resultante
tensor introducido por Gordon depende tinicamente de las coordenadas x’, posible-
mente también de N pardmetros fisicos sy caracterizando la geometria del espacio-
tiempo, y del 4-momento p, a través de la frecuencia de observacion w = p,u* =
pou’. Las ecuaciones correspondientes que describen la trayectoria de los rayos de
luz se reducen a lo siguiente,

6;9;) _ goopo_i_?fijuO, (4.14)
Zf = gip, (4.15)
% _— (4.16)
vcllp)c — L (4.17)

junto con el vinculo (4.6).
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Motivado por estas ecuaciones de movimiento, nos gustaria construir una mé-
trica similar al tensor de Gordon pero que sea efectivamente una métrica para me-
dios dispersivos, es decir, que no dependa del 4-momento p,, y que ademds, si bien
sus geodésicas nulas no necesariamente estén en correspondencia uno a uno con
las curvas determinadas por las ecuaciones (4.14)-(4.17) en el espaciotiempo, sus 6r-
bitas espaciales si coincidan. Notemos que en el caso estatico tenemos w = pou?,
y por lo tanto, el indice de refraccién 7i para un medio dispersivo sélo dependera
de la componente temporal del 4-momento, pg. En particular, a% = (%uo #0. A
fin de construir una métrica que evite esta dependencia introducimos la cantidad
@ = pou’, donde Py es un nuevo pardmetro que por el momento no tiene ninguna
relacién con la componente temporal py del 4-momento p,.

Consideremos ahora una nueva métrica (estética) ¢,5(x) de la misma forma que
en (4.8) pero donde el indice de refracciéon es reemplazado por una funcién que
s6lo depende de las coordenadas espaciales de la siguiente forma n = n(x!) =
ii(x,@(x')). Esto es, hemos reemplazado w (la cual depende de p,) por & que no
comparte esta dependencia. Reemplazando esta expresion para el indice de refrac-
cién en la ecuacion (4.8) obtenemos la siguiente métrica 6ptica, similar a la métrica

de Gordon,

A . 1

$ap (X, SN, P0) = Qap — (1 - rﬂ) Ugllg, (4.18)
donde hemos hecho explicita la dependencia de la métrica $,5(x,sn, fo) respecto

de los N pardmetros fisicos sy describiendo la métrica fisica y también del nuevo
parametros sy+1 = Po. Las geodésicas nulas de ¢,z siguen del Hamiltoniano,

|
H= Eg”"ﬁ(x,sN, Po)PaPp (4.19)

el cual es una funcién homogénea de p, y del vinculo H = 0. Explicitamente, las
ecuaciones de evolucién nos quedan de la siguiente manera,

dx® 500 .

o = & (snpo)po, (4.20)
ZXAI = &(xsn, po)pj, (4.21)
% =0 (4.22)
% - _%gﬁii(x'sN'ﬁO)Pﬁpv- (4.23)

Asumamos ahora que resolvemos las ecuaciones de movimiento eligiendo el nuevo
pardmetro Py de forma que coincida con el valor de py, el cual debe ser constante a lo
largo de la trayectoria de los rayos de luz debido a la ecuacién (4.22). En esta situa-
cién vemos que, con excepcion de la primera ecuacion, todas las demds coinciden
exactamente con las ecuaciones (4.14)-(4.17), y en particular las 6rbitas espaciales se-
rdn exactamente las mismas. Esto es, las 6rbitas espaciales de las curvas temporales
seguidas por los rayos de luz en un medio dispersivo respecto de la métrica fisica
Sap son las mismas que salen del estudio de las geodésicas nulas de la nueva métrica
Sup satisfaciendo las ecuaciones (4.20)-(4.23) luego de elegir el valor del parametro
po igual al de la componente temporal del 4-momento, py.

Hasta ahora hemos hecho consideraciones generales sobre el medio dispersivo.
En lo que sigue nos concentraremos especificamente en un plasma frio como medio
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dispersivo.
Por lo tanto, consideremos un espaciotiempo estatico (M, g,5) y un plasma frio
caracterizado por el indice de refraccién,

EN

~2 e (x )
i (x,w(x)) =1— —5—=. (4.24)
2(x)
Nuevamente, w(x) es la frecuencia del foton medida por un observador estatico
mientras que w,(x) es la frecuencia del plasma. En este tipo de plasmas que estamos
considerando el Hamiltoniano que gobierna la trayectoria de los fotones y que viene
dado por (4.4) se reduce de la siguiente manera [15]°,

1
H(x,p) = 5(8papp — wi(x)), (4.25)

donde la trayectoria de los rayos de luz son obtenidas como solucién de las ecuacio-
nes de Hamilton (4.5) junto a la relacién de dispersion (4.6).
Si consideramos un espaciotiempo estético y esféricamente simétrico con métri-
ca,
g,xﬁdx“dxﬁ = A(r)dt* — B(r)dr* — C(r)d(¥?, (4.26)

donde d0? = d¥? + sin® 9d¢? es la métrica inducida en la esfera unidad y también
consideramos un perfil de plasma con las misma simetrias que el espaciotiempo,
esto es, w?(x) = w?(r), se puede ver a partir de (4.5) que las 6rbitas espaciales estdn

descriptas por la ecuacion [15],

(Z))z B gé:? (;iC(Q?:)(r) - 1>, (4.27)

con p; = po y Py siendo las constantes de movimiento asociadas a la conservacion
de la energia y del momento angular, respectivamente.

Como hemos mencionado a lo largo de este capitulo, si el medio es dispersivo,
como es el caso del plasma frio que estamos considerando, las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton asociadas con (4.19) no coincidirdn con aquellas asociadas
a (4.25) y entonces el Hamiltoniano H no describir4 la trayectoria real de los fotones
en el espaciotiempo. A pesar de esta limitacion, las érbitas espaciales si coinciden.

Veamos este caso particular en mds detalle. Asumamos ademds que el plasma
es estdtico respecto de observadores siguiendo las curvas integrales del vector de
Killing temporal %, entonces

%
A(r)

En este caso, la métrica construida anteriormente §,g, similar a la métrica de Gordon,
estd dada por lo siguiente

(4.28)

Supdx"dxP = :?2((:))dt2 — B(r)dr* — C(r)dQ)?, (4.29)
con ) )
n(r) =1— ‘2’5(%) =1- AT (2; ), (4.30)

2Notar nuevamente, la diferencia de signo en el segundo término proveniente del cambio de signa-
tura de la métrica.
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donde hemos utilizado que @(r) = pou’ = we/+/A(r) y hemos identificado py con
el valor numérico que sera luego la frecuencia observada por el observador en la
region asintotica, Weo.

Consideraremos ademads que tanto el espaciotiempo como la distribucién de elec-
trones en el plasma tienen simetria esférica, de tal forma que podemos restringir la
propagacion de los rayos de luz al plano ¢ = 77/2 sin pérdida de generalidad. Lue-
go a partir del Hamiltoniano H(x, p) = 3¢*F(x)papg y de la relacién de dispersién
H(x,p) = 0 obtenemos que las geodésicas nulas deben satisfacer lo siguiente,

A(r)  B(r) C(r)

2.2 2 2
ptn (T') p?’ p‘P _O, (431)

donde hemos renombrado pp como p;. A partir de las ecuaciones de Hamilton aso-
ciadas al Hamiltoniano H obtenemos,

r__pr A9 Py (4.32)

dx — B(r)’ drx — C(r)’

y ademds que tanto p; como p, son cantidades conservadas asociadas a los campos
vectoriales de Killing % y %, respectivamente. Por lo tanto, la ecuacién de la 6rbita
espacial viene dada por,
dr C(r) pr
dp  B(r) py

Finalmente, luego de substituir p, de la ecuacién (4.31) obtenemos la ecuacién,

(5;>2 - 523 (;’éc(ifé“ff” B 1), (4.34)

la cual coincide exactamente con la ecuacién para la 6rbita espacial descripta por la
métrica fisica (4.26).

Es importante sefialar una vez mas que la condicién necesaria para obtener esta
equivalencia entre las 6rbitas espaciales es considerar un medio dispersivo en repo-
so respecto de observadores estaticos. En general, si consideramos una 4-velocidad
cuya parte espacial es distinta de cero (4! # 0), tendremos términos de la forma
%wzui en la ecuaciéon de movimiento asociada a la métrica de tipo Gordon y esto
hard que sus 6rbitas espaciales no coincidan con aquellas asociadas a la métrica del

espaciotiempo.

(4.33)

4.2. Meétrica tipo Gordon aplicada al estudio de lentes gravi-
tacionales usando el enfoque basado en tetradas nulas

Debido a que las 6rbitas espaciales de los rayos de luz en un plasma frio en par-
ticular coinciden con aquellas que vienen de estudiar las geodésicas nulas asociadas
a la métrica del tipo Gordon descripta en la seccién anterior, es posible aplicar el
formalismo de tetradas nulas al estudio de la propagaciéon de rayos de luz en este
tipo de plasmas.
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4.2.1. Revisién del formalismo basado en tetradas nulas para el estudio
de lentes gravitacionales

En lo que sigue revisaremos el formalismo introducido en [90] y que generaliza-
mos a segundo orden en [44].

Consideremos una congruencia de geodésicas nulas orientada hacia el pasado de
tal forma que comienza en la posicién del observador en O y finaliza en la posiciéon
de la fuente en S. El vector tangente a la geodésica nula fiducial de esta congruen-
cia estd dado por ¢ = %. Asuminos que el observador se encuentraen A = 0y
la fuente en A = A;. Completamos una tetrada nula en la posicién del observador
{0, n*, m*,m"}, donde m* y m* son ortogonales a la 4-velocidad u* del mismo. Lue-
go realizamos el transporte paralelo de la tetrada a lo largo de la congruencia hasta
la posicién de la fuente.

El vector de desviacion, con derivada de Lie nula a lo largo de la congruencia, se
puede escribir como,

g% =gm* + Im" + 0" (4.35)

Como ha sido discutido extensamente en el pasado (ver por ejemplo [138-140]), la
ecuacion de desviacion de geodésicas que describe el vector de desviacion a lo largo
de la congruencia se puede escribir de la siguiente manera,

(e(x) = -Qx, (436)
donde
G Dy Yo >
X=12], = 5 , 4.37
<€> Q <‘Y0 Do (4:37)
Y 1
(DOO = —ERaﬁEa@B, ‘I’ro = Caﬁwé"‘mﬁﬁm‘s, (438)

siendo R,p y Cypys los tensores de Ricci y de Weyl, respectivamente. Aunque la ecua-
cién (4.36) no determina la evolucién de la componente (,, la misma es suficiente
para obtener expresiones de los escalares 6pticos y del dngulo de deflexién de la
aproximacién de campo débil [44, 90]. A fin de usar este enfoque sélo necesitamos
conocer cémo cambia el vector de desviacién en el plano expandido por m* y m*“.

Asumamos que una lente delgada esté situada en A = A; y definamos Aj; = A —
A;. Como se explica en [44], en este enfoque la convergecia y el shear normalizados
a segundo orden definidos como,

A

S s A
AisAr

= 4.39
¥ i Aﬂ (4.39)

g =
estan dados por las expresiones,

7’% - Kq:,(l) + Kq,(z) + klé‘q; + k(p(p ‘I" k\y\y, (4.40)
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donde
A ol
Row = / DydA, i=1,2, (4.41)
0
Ae q)(l)
Ro = (Sx(l)”‘()t)a 00 da, (4.42)
a o
0 X lxlo)a)
_ Loy Nl (1 al) /
foo = 3y /0 /0 V(A =AY (A = A)D(ANDL) (\)dA'dA,  (4.43)
3 L A M) (g1 /
fr = —ir /0 /0 N(As— ) A =AYV yandr;  (a44)
y
")7 == ;)7\1/(1) + ’7‘{1(2) + ’?5? + ;)7@‘{’ + ’7‘1’@/ (4-45)
con
70
Fo = / ¥4y, =12, (4.46)
0
A 8111(1)
Yoy = sxDx()) =L dA, (4.47)
a o
0 X Ixoy(
i L e Nes@) (D) /
T = —Tx /0 /0 A (A — M)A = AN AYED (A)dNdA,  (448)
- 1 As oA / N1y a (1) /
o = ~ox /0 /0 A (s — M)A = AVFD WD (A)ANdA.  (4.49)
S

La notacién debe ser entendida como sigue. Los términos &, indican la contribu-
cién a la convergencia debido al escalar ®gy a orden i, mientras que el término &;q
indica que la correccién a primer orden de la trayectoria de los rayos de luz sx(1)*

(1)

esta incluida via el término (5x(1)“8a<130%) . La cantidad qD(()(l)) indica el escalar ®qy a
primer orden. Los dltimos dos términos en (4.40) indican la contribucién debida
a @é%)) ()\)CD(%) M)y ‘I’(()l) (A)‘Fél) (1), respectivamente. Interpretacion similar corres-
ponde para cada término en (4.45). Ademas en [44] se puede consultar una expresion
del escalar 6ptico asociado a la rotacion el cual es una cantidad de segundo orden
que para espaciotiempos esféricamente simétricos es cero. Finalmente, el angulo de
deflexién se puede expresar en términos de X y %,

a=Db(&+7), (4.50)

donde b es el pardmetro de impacto.

Notemos ademds que a primer orden los tinicos términos que sobreviven son
(4.41) y (4.46), y por lo tanto a este orden se obtienen expresiones muy compactas y
faciles de calcular tanto para los escalares 6pticos como para el dngulo de deflexién
[90].

La ventaja de este enfoque radica en que se puede estudiar de forma separada la
contribucién a los escalares 6pticos y al dngulo de deflexion debido a la distribuciéon
de energia-momento a través del tensor de Ricci y de las ecuaciones de Einstein; y
debido a la curvatura a través del tensor de Weyl.

Como mostramos en la seccién anterior, los rayos de luz siguen exactamente las
mismas Orbitas espaciales asociadas a la métrica fisica como aquellas asociadas a la
métrica de tipo Gordon. Por lo tanto, ya que las métricas inducidas en las secciones
espaciales t = constante son iguales, ambas miden exactamente los mismos angulos.
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En particular, esto aplica al &ngulo de deflexioén de los rayos de luz, lo cual implica
que podemos usar la misma maquinaria originalmente adaptada sélo para el caso de
gravedad pura para estudiar también la deflexiéon de los rayos de luz en un campo
gravitacional y en presencia de un medio dispersivo, como ser un plasma frio.

4.2.2. Lentes gravitacionales rodeadas por un plasma homogéneo

En esta subseccién usaremos dos ejemplos simples para demostrar el uso del
formalismo previamente presentado para calcular los escalares 6pticos y el angulo
de deflexion en presencia de un plasma homogéneo (w, = constante). Examinemos
primero una lente de Schwarzschild a orden lineal en la masa, y luego un modelo de
lente descripto por la métrica PPN (parametrized-post-Newtonian) a segundo orden en
la masa.

4.2.2.1. Lente de Schwarzschild

Calculemos a primer orden las contribuciones al dngulo de deflexién y a los es-
calares Opticos en un espaciotiempo descripto por la métrica de Schwarzschild. En
coordenadas isotrépicas,

ds? — %dﬂ (14" 4d552 (4.51)
(14 5)? 2r ’

donde d¥? = dx* + dy*> 4+ dz* y r = \/x2 + y2 + z2. Consideremos el caso en que la
lente se encuentra rodeada por un plasma homogéneo (w, = constante) con indice
de refraccién, )
2 2 m
2 We W, (1 _ ?)
—1_ =1-—¢— 2/ 4.52
n(r) w?(r) w? (14 5)? (42

donde hemos ya tenido en cuenta el redshift gravitacional, esto es, w(r) = we// A(7)
Con we siendo la frecuencia medida por un observador asintético. Dicha frecuencia
estd relacionada con la frecuencia medida por un observador situado a una distancia
radial r, desde la lente por we = w,+/A(7,). En este capitulo estaremos consideran-
do situaciones donde el observador se encuentra suficientemente lejos de la fuente
de tal forma que podemos aproximar we ~ W,.

La métrica de tipo Gordon asociada a la métrica fisica (4.51) esta dada por lo
siguiente,

2 1 (=52 , m 4a2
ds° = 7127(7)(14‘7%)26” - (1 + 27’) axe. (4.53)

Haciendo el cambio de variable,

F= ———, (4.54)
Vi

y expandiendo a primer orden en el pardmetro de masa, obtenemos la siguiente
expresion para la métrica de tipo Gordon,

48 ~ <1 - f:;) P — (1 + 2;”) dx2, (4.55)

0
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donde hemos definido,
w?
no = - w—go (4.56)

A fin de calcular el angulo de deflexién y los escalares 6pticos usando el formalismo
descripto en esta seccion, tenemos que integrar los escalares opticos @9 y Yo a lo
largo de la curva nula real que siguen los rayos de luz respecto de la métrica de tipo
Gordon desde la fuente al observador. En el régimen de lente gravitacional débil
la trayectoria real de los rayos de luz puede ser pensado como una geodésica nula
en el espaciotiempo plano de fondo mads correcciones de orden superior. Ya que los
escalares de curvatura son al menos cantidades de primer orden, es decir, valen cero
en el espaciotiempo plano de fondo que estamos considerando, a fin de calcular los
escalares opticos y el angulo de deflexiéon a primer orden es suficiente aproximar
la trayectoria de los rayos de luz por la geodésicas nulas en el espaciotiempo sin
perturbar. Esto se conoce como aproximacién de Born.

Elegimos un sistema de coordenadas cartesianas con respecto al cual los rayos de
luz se propagan en la direccién y negativa. Realizaremos la integral hacia el pasado
desde la posicién del observador a la posiciéon de la fuente. Por lo tanto la tetrada
nula adapatada a esta curva en el espaciotiempo sin perturbar se puede elegir como
sigue,

1
1" =(-1,0,1,0), m" = \7(0, 1,0,1),

: 21 (4.57)
m" =—(0,-1,0,1), n" = =(—1,0,—1,0).

V2 2

Resulta conveniente introducir las coordenadas b y ¢ representando el pardmetro de
impacto y el &ngulo polar medido desde la coordenada cartesiana z,

z =bcos(9),

x =bsin(9). (4.58)

Debido a la simetria esférica tanto del espaciotiempo como del plasma podemos
trabajar en el plano ¢ = 71/2 sin perder generalidad. De esta forma nos queda que
z=0yx =0

Elegimos el origen del sistema de coordenadas en la posicion de la lente A; y
parametrizamos la geodésica por,

(x(A)/ y(/\),z(/\)) :(x/y - /\l;Z)

4.59
—(b,y— A1,0). (2:59)

Los escalares de curvatura @y y ¥¢ a primer orden en la masa vienen dados por,

mb* — 2% + 4AN) — 2)7 1
Dy = 1——), 4.60
=5 G a () (460
3m b? 1
Yy=—— 1+ — . 4.61
o= wroap () (6

En particular, vemos que para el caso de gravedad pura (n2 = 1) tenemos que ®gy =
0y por lo tanto la convergencia es cero.
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Usando las relaciones (4.40) y (4.45) a primer orden obtenemos las siguientes
expresiones para los escalares 6pticos,

x =0,
A 2m (o 1 (4.62)
A D2 1—w?/w? )"

Notemos que incluso cuando la métrica de tipo Gordon no satisface las ecuaciones
de Finstein, la convergencia coincide con el valor que tendria en el caso de gravedad
pura (x = 0 en gravedad pura). Esto es, a primer orden el plasma homogéneo no
tiene influencia alguna en la convergencia.

Finalmente, a partir de (4.50) obtenemos el angulo de deflexién,

— <1 + 1>, (4.63)

b 1—w?/w

el cual coincide completamente con la expresion encontrada en [22] por otros autores
utilizando métodos estdndar y dependientes de las coordenadas utilizadas. Si bien
llevamos a cabo las cuentas en coordenadas isotrépicas, las expresiones obtenidas
tanto para los escalares 6pticos como para el angulo de deflexién no dependen de
esta eleccion.

4.2.2.2. Lente PPN (Parametrized-post-Newtonian)

Como ejemplo de como proceder con este método a segundo orden considera-
remos un modelo de lente mds general descripto por la métrica PPN (parametrized-
post-Newtonian) cuyo elemento de linea a segundo orden se puede escribir como,

2 2
ds— (1= 2" L 2P g (g B 3V oo (4.64)
T 72 T 272

Haciendo el cambio de variable f = niu, la métrica de tipo Gordon asociada a la
métrica PPN viene dada por

R 2m  2m? 2um  3vm?\
42 :<1 22 21— n3>>>d# - (1 y 2 S )dx? (465)
0 0

A fin de calcular el dngulo de deflexion y los escalares 6pticos necesitamos realizar
el transporte paralelo de la tetrada nula (4.57) a primer orden a lo largo del vector
tangente ¢“. Obtenemos lo siguiente,

1 2 m
=1+ ( - ) 4.66
Jeraa V(A=A oo
b VB A2 fer gz )

(4.68)

n2u—1 1 m
g]/:l—( o + >/
VB + (A = Ap)2 \/bz_i_)\lz n2

7 =0 (4.69)
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e ( A=A A > m (4.70)
b\f V2 + (A= A2 /b2+A2 '
x_ L 1P “.71)
V2 ﬁ\/b2+ A—AZZ’ '
y_ M1 A—M >
NG <\/b2 (A —Ap)2 \/bz +A2 ’ “.72)
= L 1 (4.73)

V2 f\/b2+)x Ar)?

El transporte paralelo de m“ es trivial a partir del transporte de m* y no necesitamos
realizar el transporte de n* para nuestro proposito.

La correccién a la geodésica nula de fondo, que sigue de integrar las componen-
tes de ¢* a primer orden nos queda como sigue,

A A=A A
oxt = ( — 2 arcsinh( 5 hy—2 arcsinh(bl)> Ez, (4.74)
A/ b2 + )\12 15
2u+1 AA
St — (ngp+1) \/b2+/\12 _ \/b2+ (A= A2 — ! ﬂ, (4.75)
b /b2 + A2 ng
. A=A Al A UA m
ox¥ = [(1 —n2u) (arcsmh() + arcsinh(51) — ) - ] —
b b 2’
VPR+AZS i A2d T
(4.76)
ox* = 0. (4.77)
CUADRO 4.1: Convergencia. Mostramos las expresiones de cada tér-
mino en (4.40) para la métrica PPN
PPN
kq;,(l) 0
5 2
Roo) 1o (% 16 6vn2 + 24 + 9n3pu* 4 8B)
Ko 8n4b3 ( —2+n; oM T+ no.uz)
~ 2
Koo 32n4b3 (1 2110]/! + Tlo}l )
Ky ég;rf; (1 + 21’10]/! + noVZ)
Los correspondientes escalares de curvatura vienen dados por,
Dy = o)+, (4.78)
¥ = ¥V +v¥?, (4.79)
donde las expresiones para los términos lineales son,
2 =202 +4AN - 227
ol = mb 2N A2, LY, (4.80)
2 (PP (A—N)2)2 g
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CUADRO 4.2: Shear. Mostramos las expresiones de cada término en
(4.45) para la métrica PPN

PPN
Yy P+ )
Fgto 1;5;’;; (48 — 2 — 24p + 18n2v + 6y — 39n2p?)
Vsv % 2+ 7”(2;.”‘ + 5”37"2)
Yor 39271?;323 (”3?‘2 -1)
Yo 3927;?1,23 (mou® — 1)
gl — i <;4 + 1) : (4.81)
2 (b2 + (A= Ap)2)5/2 n3)’

mientras que para los términos a segundo orden tenemos,
m? y {_ 3 (w3, — w?) + W2 (2% + A7+ AA))
2 —AN215/2 (2. — w2)2
[b +(/\ /\l> ] (woo we) /b2+A12

[bZ[szo@ﬁ )+ (@ — w?) (1502 — 60)]

@) =
(W — wp)
(A
— 6(wz — wp) (A = A = 1205, (A — A1)

13w2, (w2, — 2w2)b? + 6w (A — Ap)?
B wZ — w? ’

T3

(4.82)

@ _ m? 1
0 " 2(w2, —w?) | (B2 + (A=A

2. .2
b0 (502 8w2) 4 (A— 1)) (18u2<w£o w?) — 4ped — 10uad,
e

)2)3 [bz <45Wc2>o = 3p* (W, — w;) + 4146030)

Wl —w
w? — 4w? 1

— 6v(w — w?) +2w§o°;;>} +

Weo ™ We B2+ AR(B2 4 (A — A)2)7/2

4

X [21}4 (;uz(wfo —w?) - 2ywé> + Zb4ﬁ + 8uw?, (A — Ap)*
e

[e e}

+2b2(A—Az)<2uwé(A—Az) P — 4 (R —w3>)

4
— 202 (A — A (A 200) =~ 2pP (W, — wR)(2A — 5A) (A — A)?

w2 — w?
1
_ A3 Yo
2027 + A)(A N>wé_wJ}-

(4.83)

Al reemplazar estas expresiones en las ecuaciones (4.40) y (4.45), y tomando los
limites A; — oo y Aj3 — oo, obtenemos los escalares 6pticos,

7'(1’}12

= W(—8+4ﬁ—3n§u —8yu), (4.84)
o0

A
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2

7:2[;1<y+nl%> +§17:%n;)(8—4ﬁ+3n§1/+8y). (4.85)
Estas expresiones generalizan aquellas halladas en [44] para el caso de considerar la
presencia de un plasma homogéneo.

En las tablas 4.1 y 4.2, podemos ver la contribucién de cada término a la conver-
gencia y al shear, respectivamente. Excepto por el término %, que permanece igual
a cero como en el caso de gravedad pura, cada término estd modificado por la pre-
sencia del plasma. En particular, si s6lo consideramos correcciones a primer orden
en el pardmetro de masa, la presencia del plasma contribuira al shear pero no a la
convergencia.

Finalmente, a partir de la relacién (4.50) obtenemos el dngulo de deflexién a se-
gundo orden en la masa,

_ 2m 1 m? (2—B+2u 3
[X—b<'u+1’l%>+ b2 ( 1’1(2) +41/>, (486)

recuperando de esta forma el resultado previamente obtenido en [76] utilizando el
teorema de Gauss-Bonnet.

4.3. Angulo de deflexién y escalares 6pticos en término de la
distribucion de energia-momento

En [90] Gallo y Moreschi probaron que para espaciotiempos esféricamente simé-
tricos, las expresiones para el dngulo de deflexion y los escalares 6pticos podian ser
escritas en términos de la distribucién de energia-momento para el caso de gravedad
pura. El método utilizado en dicho trabajo se basé principalmente en el uso de una
tetrada nula adaptada a la distribucién de materia y cémo la misma se relacionaba
con una tetrada nula adaptada a la trayectoria de los rayos de luz a primer orden.
Por otro lado, recientemente De Leon y Vega obtuvieron expresiones similares para
el angulo de deflexion utilizando el método basado en el teorema de Gauss-Bonnet
[141]. En esta seccién veremos como extender estos resultados al caso mds gene-
ral donde se tiene en cuenta la presencia de un plasma frio rodeando la lente. Para
ello emplearemos los dos métodos descriptos previamente. Probando de esta forma
una vez maés el extraordinario alcance que tiene el método basado en el teorema de
Gauss-Bonnet a la hora de describir fendmenos de lentes gravitacionales.

43.1. Enfoque basado en tetradas nulas

Consideremos un espaciotiempo (M, g,p) estético, esféricamente simétrico y asin-
téticamente plano con elemento de linea,

ds*> = A(r)dt* — B(r)dr* — r*(d6* + sin® 0d¢?), (4.87)

donde
(4.88)

La distribucién de energia-momento mas general compatible con simetria esférica
es descripta por el tensor de energia-momento,

Ty = 0e*®); (4.89)
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P,
Trr <1 B 2M(}’)> ’ (490)
r
Too = P 1%; (4.91)
Tpp = Py 1*sin(0)%; (4.92)

donde hemos introducido la nocién de componente radial P, y tangencial P; de la
presion
Las ecuaciones de Einstein,

szﬁ = —87TTD(/5, (493)

en términos de las variables previas vienen dadas por lo siguiente [90],

dM ’
P 47mtro, (4.94)
dd  M+4nrP
24% AV ATy
r Y GR (4.95)
r
*®  dP 2M ad M daM dM
3% N2 1 2= 271_7_7_7 — SP'
(T3 + ) -2 n 2 M0 Ly s
(4.96)
mientras que la ecuacion de conservacioén nos queda,
ap, ad 2

4.3.1.1. Meétrica tipo Gordon

En la seccion 4.1 hemos probado que las 6rbitas espaciales seguidas por los ra-
yos de luz en un plasma frio son las mismas tanto respecto de la métrica fisica g,z
como de una métrica Optica efectiva ¢,4 dada por (4.29), donde para un plasma frio
esféricamente simétrico el indice de refracciéon esta dado como sigue,

wg (1)

n*(r) =1-— 2

A(r). (4.98)

Como antes, we, es la frecuencia de observacién medida por un observador asintoti-
co.

Como estamos interesados en pequefias desviaciones respecto del espaciotiempo
plano de fondo, es adecuado hacer las siguientes aproximaciones en las componen-
tes de la métrica,

A(r) = 1+420(r), (4.99)
B(r) =~ 1+2Ni(r>=:1§(r). (4.100)

Por otro lado, vamos a considerar una frecuencia de plasma de la siguiente forma,

w?(r) ~ wl + KNy (r), (4.101)
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donde K, = 47775:2 ,siendo e y m, la carga y masa del electrén, respectivamente. En este
caso estamos asumiendo ademads que wezo = constante y que,
K.N
¢ i(r) <1, lim Ny(r) = 0. (4.102)
Wy r—00
Introducimos la siguiente definicién,
2
_ w
fig=4]1— 7%2' (4.103)
y hacemos el cambio de variable,
- t
t=—. 4.104
. (4104)
De esta forma, la métrica de tipo Gordon se puede expresar como sigue,
ds* = A(r)dP — B(r)dr* — 1*(d6* + sin® 0d¢?), (4.105)
donde o KN
A(r) =1+ 220 | KNi(r) (4.106)

2 Wit

y B(r) esta dado por (4.100).

4.3.1.2. Tetrada nula adaptada ala geometria de la distribucién de materia y com-
ponentes de la curvatura

A fin de incluir los efectos del plasma utilizando el enfoque de las tetradas nulas
podemos repetir el mismo procedimiento utilizado en [90] para obtener una tetra-
da nula principal {74, #%,m%, Mm%} adaptada a la métrica de tipo Gordon (4.105) en
términos de las componentes A(r) y B(r). Explicitamente,

mo— L(2), L (2
lp = A<af> + =5 <8r>' (4.107)
I VAR Ao\
= sl(@) Vs | i

0 ele 2\"* i 2\
= () - ww ) ) e

donde los coeficientes A(r) y B(r) estan dados por (4.106) y (4.100), respectivamente.
Sin embargo, notemos que a fin de calcular las contribuciones a orden lineal de los
escalares de curvatura s6lo necesitamos considerar la tetrada nula principal a orden
cero, esto es, podemos aproximar A = B = 1.

Como se muestra en [90], a orden lineal, la transformacién entre la tetrada nula
{¢7, m",m",n"} adaptada a la trayectoria de los rayos de luz y la tetrada nula princi-
pal adaptada a la distribucién de energia-momento induce la siguiente transforma-
cion en los escalares de curvatura ®gy y Yo,

Yo =3—F,(r)e??, (4.110)



Capitulo 4. Desviacién en términos de la distribucién de energia-momento y

76 . ) ;
correspondencia con particulas masivas y cargadas
20% . 1. .
Dy = 7 (P11 — 1q900) + oo, (4.111)

donde ¥,, &y y ®11 son los escalares de curvatura calculados a partir de la métrica
de tipo Gordon (4.105) y usando la tetrada principal a primer orden. Explicitamente,
estdn dados por lo siguiente,

Bgp = rM,(r)r;M(r) + r;lag <K€2]jjgir) + <I>/(r)>, (4.112)
&y = A;Iﬁ? + 4;2 (KZIZ):) Lo (r )) (4.113)
7 M —3M 1 K, " / 1"
g, " (r)6r3 (r) _ . <2w2 (N} (r) = rNJ'(r)) + @' (r) — 1@ (r)

(4.114)

Usando las ecuaciones de Einstein (4.94), (4.95) y la ecuacién de conservaciéon

(4.97) es posible expresar dichas componentes de curvatura en términos de las com-

ponentes del tensor energia-momento y de la funcién M(r), la cual debido a (4.94)
contiene la misma informacién que la densidad de energia o(7),

Bop =47 <Q(r) n P%(; )> +M f,f> <1 . 1) + K N, (4.115)

2 2 72
4 r i 2rws, i

(Q(V) +2Pi(r) — Pr(r)> + A;Ig) <1 - 1) 8 nzN (), (4.116)

ﬁo

— (P12 (e - 53 ) (14 3)

+ e (N0 - N0

Las relaciones (4.110) y (4.111) junto con las expresiones previas para los escalares
de curvatura nos permiten escribir los escalares 6pticos y el dngulo de deflexién
en términos de las componentes del tensor energia-momento y de la densidad de
electrones en el plasma. En particular, a partir de las relaciones (4.40), (4.45) y (4.50)
obtenemos finalmente,

M 47 1/32 M , 1

(4.117)

b2K, ” K,
W(Nl Nt 5z Nl]d%

(4.118)

~ Ms B2 [47r 3IM 1 K. / "
v= [ e (-2 (14 ) + g -]

(4.119)

s P\ , b (3M M 1 KN
[X—b_/_)\l |:47T<Q+ ~2> +1’2<73—47TQ> _16<1—77%> +21’(4]22:|dy/ (4120)
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donde estamos integrando en la coordenada y definida en (4.59).

Como antes, A; indica la distancia desde el observador a la lente si el espacio-
tiempo fuera plano. De forma similar, A;; = A; — A;. Estas expresiones generalizan
los resultados obtenidos en [90] para el caso de gravedad pura (i, = 1 y N1 = 0).

4.3.1.3. Als — 0y Al — 0

En situaciones astrofisicas tipicas, resulta conveniente asumir que tanto el obser-
vador como la fuente se encuentran suficientemente lejos de la lente. Como veremos
a continuacién, en este caso al reemplazar los limites de integracién A;; — ooy
A; — oo e integrando por partes, podemos ver que la dependencia explicita en ¢(r)
puede ser omitida en (4.118), (4.119) y (4.120). Al utilizar las ecuaciones de Einstein
(4.94) podemos escribir ¢(r) como una derivada primera de M(r) y entonces inte-
grar por partes todos los términos que contengan ¢(r). Haciendo esto, resulta trivial
obtener las siguientes identidades,

o0 1 M(r) r?

[ o= [ (1 e @1
00 M _ 1/°° M(r) _ r?

/700 r2 dy_47t o 1P 3 b2 — 12 Y, (4122)

donde los términos de borde decaen debido a que el espaciotiempo es asintética-
mente plano, lo cual implica en particular que,

lim M(r) =0y lim M(r)

Jm = Jim = =0, (4.123)

Usando las identidades (4.121) y (4.122) podemos expresar los escalares épticos
y el &ngulo de deflexién como sigue,

5 © 47 b2 M r2 1
=T (e o)+ g (1) (147)

2K K (4.124)
— = (N —¢N" _ B ap
oz N TN T g N
e b2 47T M 1 1 K,
Y = —_— | — P _P - - 1 . e N/ _ N// d

7 /—oo?’z|:17lg(r t)+21’(b2—1’2>< +ﬁ§>+4rw§oﬁ§( 1— 7 1):| Y

(4.125)
®b[M 1 47tr P, KEN{

=/ ~lz\1t= dy. 4.126
' /oof[ﬂ( +ﬁ§>+ iz 2wz | (4.126)

Vale la pena mencionar que incluso cuando estas expresiones son muy compactas y
potencialmente muy practicas, no tenemos conocimiento de las mismas en la litera-
tura hasta ahora.

4.3.1.4. Analogia entre fotones en un plasma frio y particulas masivas en grave-
dad pura

Como es bien sabido existe una correspondencia uno a uno entre el movimiento
de fotones en un plasma homogéneo (N; = 0) sobre un dado espaciotiempo y el
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movimiento de particulas masivas en el mismo espaciotiempo

En el contexto de este capitulo, dicha correspondencia se alcanza tomando Nj =
0 e identificando 7, con la velocidad v, la cual representa la velocidad inicial de una
particula masiva medida por un observador estético y asintético cuando la particula
se encuentra suficientemente alejada de la lente. Para mds detalles de esta correspon-
dencia sugerimos referirse a los siguientes trabajos [22, 40, 80]. Entonces, el angulo
de deflexién para particulas masivas amp viene dado por,

© p[M 1\ 4P,
tmp = /wr[ﬂ <1+ v2> T ]dy. (4.127)

Alternativamente, se puede reescribir como,

XM 1 xp,

donde © M .
app = Zb/ r—3dy, y ap, = 47r/ rP.dy. (4.129)

La expresion (4.128) generaliza los resultados obtenidos en [90] al incluir la deflexién
de particulas con masa. En particular, si v = 1, esto es, si consideramos particulas
sin masa, el angulo de deflexion se reduce a & = a1 + ap,, donde podemos apre-
ciar claramente la contribucién tanto de la masa total como de la presion radial por
separado. Notemos que este resultado es independiente de la distribucién de masa
y de presioén radial adoptadas. Mds aun, si el espaciotiempo es tal que la presiéon
radial puede ser despreciada entonces la relacién entre el dngulo de deflexién para
particulas masivas amp y el dangulo para particulas sin masa a, = a estéd dado por,

Nuevamente, queremos sefialar que este resultado es completamente general a or-
den dominante en el sentido que es independiente del modelo de distribucién de
materia.

4.3.2. Enfoque basado en el teorema de Gauss-Bonnet

En esta seccién utilizaremos el método basado en el uso del teorema de Gauss-
Bonnet a fin comparar con los resultados obtenidos en la subseccién anterior.

Como se describi6 en los capitulos anteriores, para un espaciotiempo (M, g,p)
con elemento de linea dado por (4.87), las proyecciones espaciales de los rayos de
luz propagéndose a través de un medio con indice de refraccién n en la seccién
t = constante, son geodésicas de la siguiente métrica 6ptica Riemanniana,

n?(r)
A(r)

donde nos hemos restringido al plano ecuatorial ¢ = 71/2 sin pérdida de generali-
dad debido a la simetria esférica. Expresamos las funciones A(r) y B(r) como,

do? = gg.ptdxidxj = <B(r)dr2 + rzd(pz), (4.131)

(4.132)
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Para un plasma frio el indice de refraccién dado por (4.98) puede ser reescrito como,

n2(r) =1— (1 —n2(r))A(r), (4.133)
donde n2(r) est4 dado por,
2
my(r) =1- w:]g). (4.134)

A fin de calcular el 4ngulo de deflexién usando el teorema de Gauss-Bonnet tene-
mos que elegir un dominio especifico en la variedad 6ptica (MOPt, gg-pt). Hay varias
maneras de elegir este dominio, la forma mas simple, y siguiendo el trabajo original
de Gibbons y Werner, es considerar un espacio simplemente conexo como se muestra
en la figura 2.2, donde su borde estad formado por la geodésica espacial -y, seguida
por el foton en la variedad 6ptica y la curva Cg definida como r(¢) = R = constante.

Luego, el angulo de deflexién a se puede calcular como sigue,

]-, T+n do—
R Jo [Kg dqv]

dp = 77— lim / Kds, (4.135)
Drg

Cr R—o0

donde K es la curvatura Gaussiana, dS es el elemento de superficie en coordenadas
(r,9) y xq es la curvatura geodésica de Cr.

Como estamos interesado solamente en expresiones lineales en M(r) y ®(r) para
el angulo de deflexion, es suficiente aproximar 7, por la trayectoria en el espacio de
fondo seguida por los rayos de luz, esto es,

b
"= Gnte) (4.136)

y por otro lado, s6lo necesitamos calcular KdS y Kgg—g a primer orden en M(r) y ®(r),

KdS — [(rcb’)’ L <M> _ ()" ]—“} drdg, (4.137)

n2 r 0

donde
F =F(®n), on!,d'n), (n)?, Mn), Mn!, M'n)
1\2
o)

1\2 A /
(10)" 0 (1)’ 4 g, (o) 4o ;
ni n3 ni n3 1o n2

(M) (mp)*M  (4138)

7

=r

y ' indica la derivada respecto de la coordenada radial. Por otro lado,

do r® M
R I , 4.139
Kgdq) 2 . + o +g ( )

donde G = G(®n), Mn)) esta dado por

CD / !/
G=2"0 M, (4.140)
n3 1o

De aqui en adelante, despreciaremos las contribuciones de la forma plasma x
gravedad dada por las funciones F y G. Consideraremos ademas dos casos por se-
parado. El primero cuando KdS # 0y el otro cuando esta 2-forma se anula.
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4321 KdS#0

Si KdS # 0 nos queda la siguiente expresion para el dngulo de delfexion,

o« = —/On /roo [(@/)/ + (M)/ - W]d?d(p. (4.141)

n2 r 1o

Al integrar por partes y descartar los términos de orden O((n},)2, ®'n), podemos
reescribir (4.141) como una integral de linea,

T[r® M :
o= [ [’ M r”o} dg, (4142)
0o | n? R | P
donde hemos asumido que,
rn, rd’
lim 2 =0 y lim— =0, (4.143)
r—oo 1, r—e ng

Cambiemos a una nueva coordenada y relacionada a r de la manera y = v/r?> — b?
y por lo tanto satisfaciendo tan ¢ = b/y. Usando las ecuaciones de Einstein a primer
orden en M y P, obtenemos,

M(r)

/I
o = 2

+47rP(r). (4.144)

Finalmente podemos obtener una expresion para el angulo de deflexién en términos
de las componentes del tensor energia-momento para una lente en presencia de un
plasma frio de la siguiente forma,

© phIM 1 47trP,  n),
"‘:/ Pl B e e B B s el
o P | T n3 n3 1,
donde ry = /b* 4 2.

43.22. KdS=0

dy (4.145)

r=ry

En gravedad pura esta situacién aparece por ejemplo cuando uno considera una
distribucién de masa determinada por un perfil de densidad isotérmico [45]. Dicho
caso se podria presentar también para algtin perfil de plasma muy especifico, de
modo que vale la pena averiguar que pasaria en este caso. Si KdS = 0 entonces al
descartar F y también todos aquellos términos de orden O((n},)2, ®'n), podemos
ver lo siguiente a partir de la ecuacién (4.137),

o M 7\
(15 + M=) om0ty -
0 0 (4.146)

/ " /.1 1\2 / " 1.1\,
=0 <<I>n0,d>no,d> n,, (n,)*, Mn,, Mn.), M n0>,

lo cual implica que, a primer orden, la siguiente cantidad es constante con respecto
a la coordenada radial,
r® M rn)

> + — — — = C = constante. (4.147)
n2 r My
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Notemos que esta constante C es una cantidad a primer orden y por lo tanto, a este
orden,

do r® M rn
Pllce o T T llr(g) (4.148)
r® M rn '
- -5 =+
ngoor o nell,

donde en la dltima igualdad hemos usado el hecho de que el lado derecho de la
igualdad es constante y por lo tanto puede ser evaluado a lo largo de la trayectoria
de los rayos de luz r, = b/ sin(¢@) en vez de R(¢) = constante. Luego, la ecuacion
(4.135) para calcular el &ngulo de deflexién se reduce a lo siguiente,

mta r® M rn
[ v
0 n2 r o

Finalmente, separando el dominio de integraciéon desde 0 hasta 77 y desde 7t hasta
7T + &, y haciendo la aproximacioén,

dp = 7. (4.149)

Ty

T+ P’ /
/ [1 _ 772 _M + 1’110} do ~a, (4.150)
p- nz r no Jl,,
obtenemos finalmente
T q)/ M /
« = / [72 + 2 m] dp = Cr. (4.151)
0o | 13 r Mo Iy,

Notemos que esta ecuacién coincide con la expresiéon para a en el caso KdS # 0. De
esta forma, a fines précticos no es necesario hacer la distincién entre ambos casos.

4.3.2.3. Comparacién

Adicionalmente, si separamos la frecuencia del plasma w? como se hizo en (4.101),

obtenemos,
KN (7)
2 _ x2 elN1
n, =n, <1 — ﬁ%a)%o> (4152)
y entonces,
my _ KeNp(r)
— = = —5". 4.153
ne  2n2wi ( )
Por otro lado, dado que estamos asumiendo que %&m < 1, podemos hacer la
e0
aproximacion n2 ~ #i2 y obtener finalmente,
© h[M 1 47trP, K.Nj
= -1+ = dy, 4.154
: /_oor[r2<+ﬁ§)+ i oz @159

la cual coincide completamente con la ecuacién (4.126). De esta forma, hemos obteni-
do la misma expresién para el dngulo de deflexion en términos de las componentes
del tensor energia-momento utilizando dos métodos geométricos distintos.
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4.4. Correspondencia entre el movimiento espacial de los fo-
tones en un plasma inhomogéneo y particulas masivas
en un campo externo

Como mencionamos anteriormente, existe una correspondencia bien conocida
entre el movimiento geodésico de particulas masivas de prueba en un campo gravi-
tacional y el movimiento de fotones en un plasma frio. En esta secciéon mostramos
que existe también una correspondencia entre el movimiento no geodésico de par-
ticulas de prueba, masivas y cargadas, en un campo gravitacional donde ademads se
encuentra presente un campo eléctrico, y el movimiento de fotones en un plasma
frio inhomogéneo.

Consideremos un espaciotiempo estatico con elemento de linea,

ds? = A(x')df? — ggdx'dy), i,j,k,...=1,2,3. (4.155)

La accion para una particula de prueba con carga g y masa y moviéndose bajo la
influencia de un campo gravitacional y un campo eléctrico estatico determinado por
un potencial U(x") viene dada por,

S = / L(x', x)dt, (4.156)

donde la integral se hace a lo largo de la linea mundo de la particula, y la densidad

lagrangiana £ es
L, 5) = —pyJA(xd) — gl — qU(x). (4157)

Antes de continuar recordemos que la densidad lagrangiana mds general que
uno puede escribir para particulas masivas cargadas en un campo de Einstein-Maxwell

estd dado por £ = — 1/ gapu*uf — qA,u*. Aqui estamos asumiendo que en las coor-

denadas {t, xi} s6lo tenemos Ay # 0. Mds atin, nuestras consideraciones son validas
para cualquier campo escalar central U(x') no necesariamente de naturaleza electro-
magnética.

El movimiento de particulas puede ser estudiado a partir de las correspondien-
tes ecuaciones de Euler-Lagrange o equivalentemente a partir de las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi del Hamiltoniano H (x’, p;) dado por la transformacién de Legen-
dre,

H(x, pi) = pix’ — L(x, ), (4.158)
donde ¥ = ¥/ (x/, Px)- El 4-momento estd definido como,
0L
pi = Pk (4.159)
Para este caso el Hamiltoniano toma la forma,
(x, pi) \/ WrA(x (x))gpip; + qU (x"). (4.160)

Como se menciond en capitulos anteriores en el pasado reciente, Gibbons intro-
dujo una formulacién basada en la métrica de Jacobi a fin de estudiar el movimiento
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de particulas de prueba masivas en espaciotiempos estédticos [92]. En esta formula-
cion las trayectorias de estas particulas estdn dadas por las geodésicas de una métri-
ca Riemanniana (dependiente de la energia de las particulas) conocida como métrica
de Jacobi.

Mads atin, cualquier movimiento no geodésico puede ser descripto como una geo-
désica asociada a la métrica de Jacobi derivada a partir de un Hamiltoniano. En parti-
cular, para particulas de prueba cuyo movimiento sea descripto por el Hamiltoniano
(4.160), 1a métrica de Jacobi J;; vendra dada como sigue,

Jij = E4 g;}l’t, (4.161)
donde o, ‘
opt quU(E) N\ pPAR)] 8
ST [(1 Fw B2, AR 16

Para particulas de prueba sin masa, esta métrica coincide con la métrica 6ptica gg-pt
en gravedad pura.

Por otro lado, sabemos que las trayectorias de los fotones en un medio descripto
por un indice de refraccién n son geodésicas respecto de la métrica 6ptica

opt _ 2. iy &ij
ij =" (x)A(xi), (4.163)

donde en particular para un plasma frio n esta dado por (4.98).

Al escribir la frecuencia del plasma wg como,

wZ(x') = w?, + KNy (x1), (4.164)

con w,, = constante y, comparando el indice de refracciéon n con el factor que prece-

dea AS('Z”) en (4.162) vemos que si hacemos la siguiente identificacion,
Weo ¢ Y, Woo <+ Eco, (4.165)
. U(xi) .
Ni(x') & =20 (o, — qU(x')), 4.166
1(X) < KeA(xl)( q (x )) ( )

con Nj(x') > 0, entonces las 6rbitas espaciales de una particula masiva y cargada
en un dado espaciotiempo con un campo eléctrico presente son equivalentes a las
6rbitas espaciales de un fotén en un plasma inhomogéneo particular y dependiente
de la energia del fotén, y viceversa. Notemos que esta analogia no sélo es valida en
presencia de un campo gravitacional sino que la misma se da por ejemplo en el es-
paciotiempo de Minkowski. Por ejemplo, si asumimos que tenemos una carga fija Q
generando el potencial U(r) = Q/r, entonces las 6rbitas de una particula de prueba
de masa y, carga g y energia total E,, gobernada por la fuerza de Lorentz, coinciden
con las 6rbitas de un fotén con la misma energia moviéndose en un plasma en el
cual ademads de la parte homogénea de la densidad de electrones en el plasma dada
por K,4? tenemos una densidad de electrones en el plasma no homogénea que debe
estar dada por IZ—%(ZEOO - @) La cual a su vez serd positiva si §Q > 0, esto es, el
carécter repulsivo entre las cargas puede ser descripto como el efecto divergente de
la trayectoria de un fotén en particular con energia E, en un perfil de plasma parti-
cular. Por supuesto, para el resto de los fotones con diferentes energias moviéndose
en el mismo plasma esta correspondencia no es tal.

Por otro lado, la métrica de Jacobi no sélo nos permite hacer la analogia previa
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entre fotones en un plasma frio y particulas en un campo externo, sino que ademas
nos permite estudiar la dispersion de particulas relativistas siguiendo movimientos
no geodésicos a través del teorema de Gauss-Bonnet. Més precisamente, para un
espaciotiempo esféricamente simétrico podemos usar la expresion (4.145) con n,(r)

dada por,
1 2gU(r)Es 2U(r)?
B =1- 5 (;ﬂ +4 A((rr)) _1 - ((:)) ) (4.167)

a fin de calcular el angulo de deflexién. Queddndonos sélo con términos de orden
dominante obtenemos que el angulo de deflexion se reduce a (4.154), el cual si s6lo
consideramos términos a orden lineal en U(r) nos queda,

lxw/oob M 1+l +47'[rPr+ qgu’
T |12 v? v? Eov?

Esta ecuaciéon generaliza la expresion obtenida en [90] a la situacién mds general
donde particulas masivas y campos centrales externos no-gravitacionales son per-
mitidos.

En la siguiente subsecciéon mostramos el alcance de esta técnica al calcular el
angulo de deflexién de particulas relativistas con carga sobre el espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom queddndonos con términos de orden mas alto que en (4.168).
Para una descripcion mds detallada de la métrica de Jacobi para este caso en parti-
cular nos referimos al trabajo reciententemente publicado por Das, Sk y Ghosh [137].

dy. (4.168)

r=ry

4.4.1. Deflexién de particulas masivas y cargadas en el espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom

Consideremos una particula de prueba con masa y carga moviéndose en un es-
paciotiempo de Reissner-Nordstrom,

2m Q2 dr? .
ds? = (1 -+ r2>dt2 T wm o 12 (d9® + sin® 9d¢?), (4.169)
r r2

y bajo la accién de un potencial Coulombiano,
U(r) = =. (4.170)

La energia E y el momento angular | de una particula medida por un observador
estdtico y asintético estdn dados por las siguientes expresiones [40],

Eooziy y ]:7;4017
V1—1902 V1—102

donde v es la velocidad de la particula cuando la misma esta en la regién asintética
y b es el parametro de impacto.

Comencemos calculando la expresion para el &ngulo de deflexion a primer orden
en términos de las componentes del tensor energia-momento y del potencial a partir
de la ecuacion (4.168). Como es sabido, en el espaciotiempo de Reissner-Nordstrom

(4.171)



4.4. Correspondencia entre el movimiento espacial de los fotones en un plasma

inhomogéneo y particulas masivas en un campo externo 8
la funcién de masa M(r) y la presion radial P, (r) estdn dadas por lo siguiente,
QZ
M) = m—= 4172
0 = m-$ @172)
QZ
P(r) = —g—5. (4.173)

Reemplazando estas relaciones asi como también la expresion (4.170) para el po-
tencial de Coulomb en la ecuacién (4.168) y teniendo en cuenta que r = /b? + y?
obtenemos la siguiente expresion para el angulo de deflexién a primer orden,

_ 2m 1\ 7@ 2 2qQ

Ahora calculemos correcciones a orden més alto para el dngulo de deflexién uti-
lizando el teorema de Gauss-Bonnet directamente. A fin de llevar a cabo esto, po-
demos proceder de diferentes maneras. Por ejemplo, podemos calcular el &ngulo de
deflexion de un fotén moviéndose en un plasma frio inhomogéneo con una densi-
dad de electrénes dada por el perfil (4.164) y luego usar las identificaciones (4.165)
y (4.166) con el potencial no gravitacional U dado por (4.170). En este caso la co-
rrespondencia es fisica sélo si la particula de prueba tiene una carga con el mismo
signo que la carga total del agujero negro. Sin embargo, el uso de la métrica 6ptica
dada por (4.163) es independiente del signo de las cargas. En este caso el indice de
refraccion efectivo esta dado de la siguiente manera,

2m (22 2q0Q quz
20\ 1 _am KT ooy A<
n“(r) =1 <1 . + 2 > (1—07) . + AFZ (4.175)

donde hemos usado la primera identidad en (4.171) a fin de expresar el indice de
refraccién en términos de la velocidad, carga y energia de la particula.
Por otro lado, la métrica dptica viene dada por lo siguiente,

do? = n*(r) dr? + ridg” (4.176)
_ 2m Q\2 2m Q2 )
(1 [ r2 ) 1-

Resultard conveniente introducir los siguientes parametros adimensionales los cua-
les asumiremos que son suficientemente "pequefios”,

mo Q> . 40
? 5

S Y= 0= (4.177)

B =

Estamos interesados en calcular el angulo de deflexién conservando todos los tér-
minos de orden O(B, 7,9, ,BZ, 52, Bd); y por lo tanto necesitamos la 2-forma KdS al
siguiente orden,

2 222 3
ICdS:[ bf’<1+ )+M—(v4+6vz—4)l;3v4+2(3z12—4)bﬁ5

r>v2E r3v*E

2

b,), 242

bis
5+ (2-0) s L dodr + O(v*, B, 8,68, By, B6*,6v),
(4.178)

+ (24 02 )
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o equivalentemente, en términos de la variable u = 1/r como sigue,

2 202 3
KdS = [bﬁ (1 + 012) - Ul;; + (v* + 60 — 4)”Zf —2(30* - 4)”:;15‘S
ub? 2ub*s?
— 2+ vzly —(2-*) " A E2 dedu + O(y?, 83,682,682, By, B62, 7).

(4.179)

A fin de calcular el angulo de deflexion al orden deseado, el cual incluye términos

de orden B? y 6%, debemos integrar a lo largo de la érbita espacial teniendo en cuenta

correcciones de orden By J. Estas correcciones en la érbita espacial son necesarias

debido a que incluso cuando KdS ya tiene contribuciones de orden p? y 6%, la misma

contiene términos lineales en estos parametros y por lo tanto, se sigue que la integral

de esos términos lineales evaluados a lo largo de la 6rbita espacial, la cual contiene

términos lineales en los mismo parametros, produciréa términos de orden B2 y 6> en

el angulo de deflexién. Como se muestra en el apéndice E, al orden considerado la
Orbita espacial viene dada por lo siguiente,

u(e) :% {sinq)—k <(1 — cos @) + v*(cos® ¢ — cos q)))f - (1- cosgo)mvgy

(4.180)
Es importante sefialar nuevamente que en este caso s6lo tenemos que resolver la
ecuacion de la 6rbita hasta el orden By é. Esta es la principal diferencia entre el uso
del método de Gauss-Bonnet para calcular el angulo de deflexién y la forma usual
de calcularlo a partir de resolver la ecuacién de la 6rbita al mismo orden que tendra
el dngulo de deflexién como mostramos en el apéndice E. Lo cual es més laborioso
de realizar.
Finalmente, usando la ecuacién (4.135) donde el lado izquierdo se reduce a « +
7t debido a que el espaciotiempo es asintéticamente plano, obtenemos la siguiente
expresion para el angulo de deflexion,

2m 1\  3mm? 4\ nQ? 2

5= b<1+ >+ R (1+ ) L <1+vz>
_ 29Q | m’Q*  3mqQm
bv?Es,  2b%02E2  b202E

(4.181)

Los primeros tres términos coinciden con los obtenidos recientemente por Pang y
Jia [142], donde han estudiado el dngulo de deflexiéon de particulas neutras en un
espaciotiempo de Reissner-Nordstrom. El cuarto y quinto término también estan
presentes en el espaciotiempo de Minkowski. Para este caso, una expresion exacta
del dngulo de deflexién fue hallada por Synge (ver apéndice C de [83]). En nuestra
notacion, el resultado de Synge se escribe como,

a=—7+ % arctan VT; (4.182)
donde
62b?
K=\[1- 5 (4.183)
y

/2052 1 (EZ, — u2)? — SEob

, 4.184
\/0202u2 + (E2, — 42)2 + SEeob ( )
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y ¢ estd definido en (4.177).
Teniendo en cuenta las expresiones (4.183) y (4.184), y realizando la expansion en
series de Taylor de (4.182) en el pardmetro J obtenemos,

_ 2Eub 5+ v’
EZL —p?  2(E3, —p?)

x= &%+ 0(8°). (4.185)

Resulta trivial corroborar que esta expresion coincide con el cuarto y quinto término
de la ecuacion (4.181). El altimo término es un término novedoso asociado a la fuer-
za de Lorentz el cual indica que la dindmica se lleva a cabo efectivamente en un
espaciotiempo curvo.

4.5. Resumen del capitulo

En este capitulo hemos mostrado cémo el formalismo basado en tetradas nu-
las, originalmente propuesto en [44, 90, 91] para expresar el d&ngulo de deflexién en
términos de escalares de curvatura y/o distribuciones de energfa-momento, para el
caso de gravedad pura, puede ser extendido al caso mds general de rayos de luz
propagandose a través de un plasma, teniendo en cuenta tanto contribuciones a pri-
mer como a segundo orden. Para ello hemos definido una métrica 4-dimensional,
que hemos denominado métrica tipo Gordon, con la cual hemos probado que para
espaciotiempos estaticos arbitrarios, las érbitas (no geodésicas) de rayos de luz en
medios dispersivos pueden ser puestas en correspondencia con érbitas espaciales
provenientes de proyecciones a t = constante de geodésicas nulas de la métrica tipo
Gordon. A su vez hemos podido obtener una expresioén para el &ngulo de deflexion
en términos de las componentes del tensor energia momento y de la distribucién de
electrones en el plasma. Estos tiltimos resultados también los hemos podido obtener
a través del uso del teorema de Gauss-Bonnet mostrando una vez mas los alcances
de este novedoso método.

Finalmente, hemos establecido una correspondencia entre el movimiento espa-
cial de fotones en el plasma bajo la accién de un campo gravitatorio, y el de particulas
masivas y cargadas en un campo electro-estatico externo y bajo la accién del mismo
campo gravitacional. Dicha correspondencia, que vale ademads para cualquier cam-
po externo central estdtico, nos permite extender tanto el método basado en tetradas
nulas como el método de Gibbons y Werner, al estudio de particulas cargadas sobre
un espaciotiempo esféricamente simétrico de una manera muy sencilla y elegante.
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Capitulo 5

Influencia del plasma en
espaciotiempos estacionarios y
axialmente simétricos

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, y publicado en [40], hemos exten-
dido el uso del método de Gibbons-Werner para calcular el dngulo de deflexién en
gravedad pura a situaciones méas generales donde se consideran rayos de luz pro-
pagandose a través de un plasma sobre un espaciotiempo estatico y esféricamente
simétrico. A su vez hemos extendido este método al estudio de particulas de prue-
ba con masa en gravedad pura gracias a la discutida correspondencia entre éstas y
fotones moviéndose en un plasma homogéneo [80]. Esta correspondencia fue exten-
samente utilizada por otros autores en el pasado. En [22] Bisnovatyi-Kogan y Tsupko
usaron esta correspondencia para calcular el 4ngulo de deflexién de particulas ma-
sivas en espaciotiempos estdticos en la aproximacién de campo débil mientras que
en [23] y [143] esta correspondencia fue utilizada para estudiar el limite de deflexién
fuerte. Ambos resultados sin utilizar el teorema de Gauss-Bonnet.

En este trabajo también hemos visto una correspondencia entre la propagaciéon
de rayos de luz en un plasma inhomogéneo particular y la de particulas masivas y
cargadas de prueba en gravedad pura. Dichas correspondencia fue establecida por
primera vez en [77]. Por otro lado también hemos visto como aplicar el método de
Gibbons-Werner para calcular el &ngulo de deflexién en términos de las componen-
tes del tensor energia-momento y de la distribucién electrénica del plasma genera-
lizando de esta forma resultados previos restringidos al caso de gravedad pura [43,
44,90, 133].

Un ejemplo bien conocido de la importancia del plasma y que también hemos
abordado en este trabajo es el de la influencia de la corona solar en la propagaciéon
de los rayos de luz. Si bien en dicho ejemplo, un modelo de lente estatica con sime-
tria esférica fue suficiente para nuestros propdsitos existen otras situaciones donde
también el momento angular de la lente puede influir significativamente en la pro-
pagacion de la luz. Un caso de esto es el reciente anuncio de la primer imagen concer-
niente a la deteccién de un horizonte de eventos de un agujero negro supermasivo
en el centro de la galaxia M87 por la colaboracién Event Horizon Telescope [144-149].
En general, la imagen de un agujero negro rodeada por un disco de acrecién aparece
distorcionada debido a los efectos de lente gravitacional fuerte. De esta manera, se
espera que los agujeros negros proyecten sombras sobre el fondo brillante, lo que esta
relacionado con la existencia de un horizonte de eventos y, por lo tanto, una regién
de fotones inestable [150]. Esta sombra que se proyecta sobre el fondo brillante es
de gran importancia cientifica debido a que su estudio puede ayudar a probar la
estructura geométrica del agujero negro y tal vez medir su momento angular.
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Debido a la importancia que puede llegar a tener el momento angular de algunos
cuerpos compactos en los efectos de lentes gravitacionales, en este capitulo extende-
remos nuestros resultados presentados en el capitulo 2, validos para espaciotiempos
estdticos y esféricamente simétricos, al caso de espaciotiempos estacionarios y axial-
mente simétricos, teniendo en cuenta también el efecto del plasma. Estos resultados
fueron publicados en [40]. Para llevar a cabo dicha tarea utilizaremos una métrica
de tipo Finsler-Randers. Por otro lado, aunque muchos otros trabajos abordan el uso
del teorema de Gauss-Bonnet para espaciotiempos estacionarios (s6lo para el caso
de gravedad pura), en general no abordan el problema de correcciones de orden
mas alto de la deflexién de la luz para esta clase de espaciotiempos. En este capitulo
ahondaremos en dicha discusién calculando el &ngulo de deflexién hasta tercer or-
den en el régimen de campo débil tanto para distribuciones homogéneas de plasma
(incluyendo el caso de particulas masivas) como para distribuciones inhomogéneas.

5.1. Métrica Optica para espaciotiempos estacionarios y axial-
mente simétricos en un plasma frio

Consideremos un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico (M, g,p)
con elemento de linea,

ds® = goodt* + 2go3dtd + gapdx"dx?, (5.1)

y un plasma frio no-magnetizado. En lo que sigue los indices latinos corren de 1 a
3, y seran reservados los griegos para indices espaciotemporales (de 0 a 3). Como
hemos visto en el capitulo 1, el indice de refraccién para este tipo de medios viene
dado por la ecuacién (2.23), mientras que la dindmica de los rayos de luz se sigue de
las ecuaciones de Hamilton asociadas al Hamiltoniano (2.24) con la relacién de dis-
persion (2.26). En este capitulo estaremos trabajando con la signatura de la métrica
(—+++).

Como se explica en [15], este Hamiltoniano define una estructura de rayos 6p-
ticos en M y mads atin, bajo las condiciones apropiadas, es posible construir una
estructura de rayos 6pticos reducida en una variedad 3-dimensional M a fin de dis-
cutir las trayectorias espaciales de los rayos de luz.

En esta seccion llevaremos a cabo el proceso de reduccion descripto en [15] (ver
teorema 6.5.1 en dicha referencia) a fin de construir una estructura de rayos 6pticos
reducida para un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico arbitrario con
elemento de linea dado por (5.1).

A fin de llevar a cabo este proceso, tenemos que restringirnos a regiones del es-
paciotiempo donde el campo vectorial de Killing % sea temporal y donde la propa-
gacion de los rayos de luz esté permitida, ie, w?(x) > w?(x).

Antes que nada notemos que el Hamiltoniano (2.24) puede ser reescrito como
sigue,

1 i 03
H =2 (8"pipj+8(ps + §33po)2 - P, (52)
donde 03y2 00,33 2
0?2 .= w — (5.3)
8 Po

Como la métrica es estacionaria, pp es una constante de movimiento la cual puede
ser identificada con la frecuencia medida por un observador estacionario en infinito,
estoes, pp := —Weo-
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Debido a que las ecuaciones bésicas a partir de las cuales la dindmica de los rayos
de luz puede ser deducida es la relacién de dispersién (2.26), podemos multiplicar
el Hamiltoniano (5.2) por una funcién no nula sin alterar la dindmica de los rayos de
luz'. Entonces podemos reescribir el Hamiltoniano como,

H = O, (5.4)
donde ) 0
o 1 [ 87pipi+8%(ps + Lmpo)?
H(x" pa) = 5 o g -, (5.5)

y como veremos, () es una funcién no nula. En particular, a partir de las identidades,

(g03)2 _ gOOg33 1
= ° ° = ——, 5.6
peg 200 (56)
03
8 803
S = & 5.7

podemos expresar el Hamiltoniano (5.5) como sigue,

_1/87pipi+ 8% (p3 — £2po)?
7 — 2< ] 5 8oo o p%>’ (58)
con 2( )
1 w5 (x
0= -—— <1—f ) 5.9
800 (po//—800)? ©9)

Como fue discutido en [15] una estructura reducida de rayos 6pticos dada por el
Hamiltoniano # puede ser obtenida simplemente reemplazando el momento py el
cual es una cantidad conservada por la constante —wq, es decir, por la frecuencia
del fotéon medida por un observador asintético. Entonces la estructura reducida 3-
dimensional de rayos 6pticos queda definida por el Hamiltoniano #,

H(x", pa) =H (X%, pa, Po = —Weo)

_1(8Pipi+ 87 pat ) (5.10)
2 0? oo Jr
donde 2( ) )
1 ws(x n
0 =-—— (1—e> =—— £0; 5.11
800 (Weo/ /—800)? 800 7 ©-11)

siendo 7 el indice de refraccién del medio en cuestién dado por la ecuacién (2.23)
y donde la frecuencia de observacién medida por un observador en una posicién
arbitraria del espaciotiempo, w(x), viene dada por

Weo

w(x) = Nerm (5.12)

De esta forma podemos reescribir el Hamiltoniano (5.10) como sigue,

1

= 58" (Pa+ Bowes) (p1 + Puwes) — ), (5.13)

LEsto induce una reparametrizacioén en las ecuaciones de Hamilton.
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donde 5 5 - 5
5ab 77:_& ij v Y 33/ Y 2
J (x)ax“ axt (g axion 8 (8x3) >' ©-14)
con inversa ¢, (definida como §,,8" = 6¢) dada por,
n’ gwgw)
Sub = — ==, 5.15
8ab — 300 (g ab 900 ( )
donde hemos usado la siguiente identidad para llegar a esta expresion,
(803)*
B =933 — v (5.16)
Por otro lado, ,lga son las componentes de la 1-forma B dada por,
B = Ba(x)dx" = g03d(p (5.17)

800

Es importante sefialar que ¢, es una métrica 3-dimensional Riemanniana y, como si-
gue de las ecuaciones de Hamilton asociadas al Hamiltoniano (5.13), el movimiento
de los rayos de luz quedan determinados por las ecuaciones [15],

Sapt"it = 1, (5.18)
4 Tha" = ¢ (3.Bq — daPe) £° (5.19)

donde [_ son los simbolos de Christoffel asociados a la métrica §,;. A partir de
(5.19) vemos que si B # 0 entonces los rayos de luz no seguirdn curvas geodésicas
respecto de la métrica ¢,,. Para espaciotiempos estéticos, los rayos de luz seguiran
efectivamente curvas geodésicas respecto de esta métrica, y en tal caso la misma
se reduce a la métrica dada por la ecuacion (2.31) del capitulo 2, también conocida
como métrica de Jacobi).

Por dltimo, vale la pena sefialar que la dindmica de los rayos de luz puede ser
derivada a partir de la variacién 6Z = 0 de la accién

T—+ / )(3)ds, (5.20)

donde
F(x, 1) = \/$ap(x) 2030 — Bo(x)%%, (5.21)

es una métrica de tipo Finsler-Randers. Acorde al principio de Fermat, los rayos de
luz son extremos de la funcional (5.20) y en particular siguen geodésicas respecto
de la métrica F. Nos referimos a [151] para un tratamiento mds detallado de las
geometrias de Finsler.

Expresiones explicitas de la métrica de Finsler-Randers (5.21) han sido obtenidas
para el caso particular de rayos de luz propagandose en un plasma frio no magne-
tizado sobre el espaciotiempo de Kerr (ver [15]). Las ecuaciones (5.15) y (5.17) son
sus generalizaciones a espaciotiempos estacionarios arbitrarios. Atn cuando dichas
expresiones no aparecen en la literatura (a nuestro mejor entender), las mismas estan
implicitamente derivadas en [15]. Por otro lado, recientemente fue reportado en [136]
una expresion de la métrica de Finsler-Randers para particulas masivas propagan-
dose en un espaciotiempo de Kerr. Las ecuaciones (5.15) y (5.17) también contienen



5.2. Angulo de deflexion en espaciotiempos estacionarios y axi-simétricos usandc%
el teorema de Gauss-Bonnet

este caso particular a través de la bien conocida correspondencia entre el movimien-
to de particulas masivas y el movimiento de fotones en un plasma homogéneo. A lo
largo de este capitulo usaremos esta correspondencia a fin de estudiar el movimiento
de particulas masivas.

5.2. Angulo de deflexién en espaciotiempos estacionarios y
axi-simétricos usando el teorema de Gauss-Bonnet

A fin de aplicar el teorema de Gauss-Bonnet para obtener una expresion del an-
gulo de deflexién de rayos de luz propagdndose en un espaciotiempo estacionario y
axialmente simétrico seguiremos el procedimiento descripto por Gibbons y Werner
en [45] para el caso de gravedad pura y extendido al caso de plasma como parte de
este trabajo (ver [40]). Esto es, aplicaremos el teorema de Gauss-Bonnet al dominio
Dr que se muestra en la figura 2.2 pero a diferencia de los trabajos mencionados pre-
viamente, consideraremos que los rayos de luz no siguen necesariamente geodésicas
respecto de la métrica Optica gg»pt 2. En todos los casos estaremos asumiendo que los
rayos de luz se propagan sobre el plano ecuatorial. Esto implica en particular que la
curvatura geodésica de los rayos de luz proyectada sobre la variedad éptica no es
cero, y por lo tanto obtenemos la siguiente expresion para el angulo de deflexién «,

TT+uo
/ P;”] d¢:n—<//‘ﬁﬁ+- @m) (5.22)
0 ng Cr Dg Ty

donde el limite R — oo en ambos lados de la igualdad estd sobreentendido. Como ha
sido previamente mencionado en este trabajo, para espaciotiempos asintéticamente
planos se tiene que [kggl—g]CR — 1 a medida que el radio del semicirculo Cg tiende a

infinito. En este caso particular se obtiene una expresion incluso mucho mas simple
para el angulo de deflexién, el cual queda expresado en términos de la curvatura
Gaussiana del dominio D asi como también de la curvatura geodésica de los rayos
de luz en la variedad 6ptica,

a:—/ mﬂ—/kﬂL (5.23)
Dgr Y

4

Esta expresion es similar a la obtenida por Ono et al (ver ecuacién (30) en [75]) donde
la diferencia estd en el dominio de integracién utilizado debido a que en dicho tra-
bajo estan analizando también la contribucién al d&ngulo de deflexiéon por distancias
finitas. En este capitulo estaremos asumiendo que tanto el observador como la fuen-
te se encuentran suficientemente lejos de la lente como para tener en cuenta dichas
correcciones.

En general existen dos maneras de implementar la ecuacién (5.23) para calcu-
lar el angulo de deflexién en un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico
que han sido llevadas a cabo para el caso de gravedad pura y que pretendemos im-
plementar en esta capitulo para el caso de plasma. Las describiremos brevemente a
continuacién. Uno de los métodos, desarrollados en [75], consiste en usar la métri-
ca Riemanniana §,; restringida al plano ecuatorial a fin de calcular las curvaturas
Gaussiana y geodésica en (5.23). En este caso, debido a que los rayos de luz no si-
guen curvas gedésicas respecto de esta métrica, la curvatura geodésica asociada a 7y,
no serd cero. En particular, para rayos de luz propagandose en el plano ecuatorial

Luego, identificaremos esta métrica con la métrica Sij-



Capitulo 5. Influencia del plasma en espaciotiempos estacionarios y axialmente

94 e .
simétricos

caracterizado por 6 = 71/2, su curvatura geodésica se puede calcular como sigue,

(5.24)

donde ¢ es el determinante de §,p,.

El otro método, reportado por Werner en [69] para espaciotiempos estaciona-
rios y axialmente simétricos en el caso de gravedad pura consiste en construir una
métrica Riemanniana a partir de una métrica de Finsler utilizando el método de Na-
zim [152]. La ventaja de este método es que, en este caso, los rayos de luz si siguen
geodésicas respecto de esta nueva métrica y por lo tanto su curvatura geodésica kg
serd cero. La desventaja es que, incluso a orden dominante, los cdlculos suelen ser
bastante engorrosos.

A continuacién veremos cémo implementar ambos métodos para estudiar el an-
gulo de deflexion asociado a los rayos de luz propagdndose en un plasma frio en la
aproximacién de campo débil.

5.3. Angulo de deflexi6n en la aproximacién de campo débil
usando el enfoque de Ono et al

En esta seccién calcularemos el dngulo de deflexién en el régimen de campo gra-
vitacional débil para rayos de luz propagandose en un plasma frio no magnetizado
sobre un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico con el método imple-
mentado en [75] para el caso de gravedad pura. En particular, obtendremos una
expresion general para el dngulo a orden lineal. Para ello, consideremos un espacio-
tiempo caracterizado por el elemento de linea,

ds? = —(1+ e1hu(r,0))dt* + (1 + exhy (1, 0))dr? + 2eshspdtdp + r* (d6? + sin® 0dp?),

(5.25)
quedédndonos sélo con aquellos términos lineales en los parametros €1, €2 y €3. En
general, se asume que /i, es proporcional al parametro de spin a y restringimos
toda la discusion al plano ecuatorial 6 = 71/2. Al orden deseado, la métrica 6ptica
$ap, asi como la 1-forma B, vienen dadas como sigue,

gAabdx”dxb = n?[(1 — erhy + e2hy)dr® +r*(1 — elhtt)dq)z],
B = eshidg. (5.26)

Para un plasma frio no magnetizado con densidad de carga de la forma N(r) =
Np + Ni(r), tal que Ny = constante, se sigue que el indice de refraccién viene dado

por lo siguiente,
K.N
7’12 =1- sz(r) (1 + elhtt>/ (527)

oo}

donde hemos usado que w? = K,N(r). El 4angulo de deflexién se escribe entonces

como sigue
S
o= — / / Kds — / Kodl (5.28)
Dr R
Xic ‘qu

Al orden deseado, la 2-forma KdS viene dada de la siguiente manera,

KdS = (621662 + 611661 + Icplasma)drd(P; (5.29)
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Ono et al

con
Ke, = Z(Z) (5.30)
Ko = ;(&) (531)
Kolasma = ;(Z(C‘zr_]\i{%)) (5.32)

Asumamos que l@ez, /Cel y Kplasma son simultidneamente distintas de cero, es decir,
ni 1, ni rhy, ni rN| toman valores constantes simultaneamente. Por el momento, s6lo
consideraremos Orbitas prégradas, esto es, 6rbitas cuyo momento angular orbital se
encuentra en la misma direccién que el spin de la métrica considerada.

Como estamos interesados en contribuciones a primer orden para el d&ngulo de
deflexion es suficiente integrar sobre el dominio Dr donde la curva 7, se puede
aproximar por la trayectoria seguida por los rayos de luz en el espaciotiempo plano
de fondo, esto es, por lineas rectas. Por lo tanto, la ecuaciéon para <y, en el dominio
de integracion Dr puede ser reemplazada por la linea recta r, = ﬁ, donde la
coordenada angular polar ¢ va de 0 a 7r. En tal caso, la integracién de (5.29) nos da
lo siguiente,

1 (7 w2, rh) rK.N;
X = E/O (€2hrr+€1 5 ttz + ¢ 12 >

do. 5.33
wi —wy Wi —wy ¢ (5:33)

Ty

Como veremos en la seccion 5.5.1, para obtener correcciones de orden mas alto esta
aproximacién debe ser mejorada.

Veamos ahora Xk,
” dl
o= " (ki)

La curvatura geodésica k; obtenida a partir de la ecuacion (5.24) viene dada por,

de. (5.34)

Ty

h; w?
kg = —€3$ﬁ + O(€3€1,€§). (535)
oo "0

Por otro lado, para 6rbitas prégradas,

2
] Wi —w
a_ 9, (5.36)
dq) Weob e
Luego,
n rweoh;
= — / St | g, (5.37)
$ o b w2 — w2/
00 e0 ¢
Finalmente, se obtiene la siguiente expresion para el angulo de deflexion,
1 2rh, K.Nj 2rweoh
n = 7/ eoltyy + 61—l £+ il L —e il ) dp.  (5.38)
2 Jo wi —wy  wi —wy bl w? 2

Wg, — wCO Ty

Para espaciotiempos estéticos (€3 = 0) esta expresién puede ser comparada con
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el resultado obtenido por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22] (ver ecuacién (30) de
dicha referencia), con la diferencia que nuestra expresion para el &ngulo de deflexién
estd dada en coordenadas radiales en vez de las cartesianas utilizadas en [22]. Luego
de un cambio de coordenadas se puede ver que son completamente equivalentes.

El caso de 6rbitas retrégradas puede ser analizado de forma similar integrando
bajo un dominio correspondiente D}, resultando en una expresion similar a (5.38)
pero con el signo opuesto en el dltimo término. Alternativamente, esto puede ser
entendido como que el movimiento retrégrado del fotén, con momento angular or-
bital p, < 0, en la expresién coordenada original para la métrica (con spin a positivo
y comenzando en la regién asintética en ¢s = 0y con el observador en g = —m)
es equivalente al movimiento de un fotén con momento angular positivo p, > 0 en
una métrica de la misma forma coordenada que en (5.25) pero obtenida reemplazan-
do a por —a y estudiando las 6rbitas que emanan de la regién asintética en ¢s = 0y
terminan en g = 71.

Vale la pena notar que a diferencia de la expresion exacta para el &ngulo de defle-
xién en términos de la distancia de menor acercameinto en el espaciotiempo de Kerr
para plasmas inhomogéneos derivada por Perlick en [15], en la préctica resulta ser
mads conveniente trabajar con una expresién aproximada del mismo en términos del
pardmetro de impacto (en vez de la distancia de minimo acercamiento) debido a que
este es un pardmetro definido asintéticamente y que no depende de las coordenadas
elegidas. Por lo tanto, para aplicaciones en la aproximacioén de campo gravitacional
débil, la expresion (5.38) es més conveniente que la obtenida por Perlick en [15]. Por
otro lado, la expresién derivada en [15] no esté limitada a la aproximacién de campo
débil y por lo tanto puede ser utilizada en el caso general. En la seccién 5.5 deriva-
remos una expresion para el angulo de deflexién con las misma caracteristicas que
(5.38) en el espaciotiempo de Kerr y para diferentes perfiles de plasma teniendo en
cuenta incluso correcciones de orden superior.

5.3.1. Correspondencia entre fotones propagandose en un plasmo homo-
géneo y particulas masivas

A partir de la identificacién entre el movimiento de fotones en un medio plas-
matico y el de particulas masivas en gravedad pura como explicamos en la seccién
2.5,y estableciendo los pardmetros €; = €, = €3 = 1, podemos expresar el angulo
de deflexién para particulas masivas como sigue,

1 T Vh/ rh;(p
Démp - E/O <hrr + 72” — 2SbZ)>

con s = +1 para 6rbitas progradas y s = —1 para 6rbitas retrégradas. Como aplica-
cién de esta expresion consideraremos la propagacion de una particula masiva en el
espaciotiempo de Kerr-Newmann y en el agujero de gusado rotante de Teo.

do, (5.39)
Ty

5.3.1.1. Espaciotiempo de Kerr-Newman

Consideremos un espaciotiempo de Kerr-Newman caracterizado por el siguiente
elemento de linea a primer ordenena, My Qz,

2 in2
ds* = — (1= ==+ =5 )df* - wdtdqur (1+ 27m — p)dr'+

r2(d6? + sin? 0d@?) + O(M?,a*,aQ?).
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Werner: particulas masivas

Restringiéndonos al plano ecuatorial 8 = 71/2 podemos hacer la siguiente identifi-
cacion,

2
hu(r) = —¥+%, (5.41)
2M 2
helr) = 295 (5.42)
hp(r) = —2M, (5.43)

r

Usando la expresion (5.39) obtenemos el dangulo de deflexién asociado a particu-
las masivas para 6rbitas progradas/retrégradas,

—— (1 + 1) Q" <1 + 2) - doM (5.44)

b v2)  4D2 2 b2

el cual coincide con el resultado obtenido en [153] para particulas sin carga.

5.4. Angulo de deflexi6n en la aproximacién de campo débil
usando el enfoque de Werner: particulas masivas

A continuacién mostramos un método alternativo propuesto originalmente por
Werner (para el caso de gravedad pura) para calcular el &ngulo de deflexién en espa-
ciotiempos estacionarios y axialmente simétricos. Debido a que este método requiere
la construccién de una métrica Riemanniana no trivial, incluso para expresiones li-
neales y lentes rotando lentamente, resulta una tarea tediosa obtener una expresiéon
similar a la obtenida en la ecuacién (5.39). Por esta razén, utilizaremos este enfo-
que sélo a fin de recuperar expresiones conocidas para el d&ngulo de deflexiéon de
particulas masivas propagandose sobre el espaciotiempo de Kerr.

5.4.1. Espaciotiempo de Kerr

Consideremos la métrica de Kerr restringida al plano ecuatorial 8 = 71/2,

2 2
ds* = — (1 - 2M) > + T - %dtdgo + (r2 +a® + 2Ma> de*  (5.45)
r A r r
donde
A =1*—2Mr + a2 (5.46)

En lo que sigue usaremos la métrica (5.45) para obtener el angulo de deflexion de
particulas masivas. Para ello debemos primero obtener la métrica de Finsler-Randers
F asociada a la métrica de Kerr, la cual, para una variedad M conx € My X €
TxM, viene dada por el Hessiano,

19 (x,X)

Usando la correspondencia entre fotones en un plasma homogéneo y particulas
con masa discutidas en (5.3.1) podemos estudiar la propagacion de particulas masi-
vas sobre el espaciotiempo de Kerr.



Capitulo 5. Influencia del plasma en espaciotiempos estacionarios y axialmente

98 e .
simétricos

En particular, se asume que la particula con masa m deja la region asintética con
velocidad v medida por un observador asintético y por lo tanto con energia,
m

Ew::A;ﬁ%fzg. (5.48)

De la misma manera, asumimos que la particula tiene un momento angular,

muvb
] = —=. (5.49)
V1—1v?
Considerando tinicamente particulas siguiendo 6rbitas prégradas y propagandose
en un medio efectivo con indice de refraccion,
m? 2M

%0)21—Eﬂ —1/):1—a—m%<1—%y>, (5.50)

se sigue que la métrica de Finsler-Randers viene dada por la siguiente expresion,

dr de\ [, ., - _2M 1/2
]:<r'(P'dt'dt>_[l (1 v)<1 r>]

y [ A <dg0>2+ rt (dr)zr/z_ 2Mar dg

(A—a?)2 \ dt A(A —a?) \ dt A—a%dt’
(5.51)
Coémo hemos mencionado previamente en este trabajo, acorde al principio de
Fermat en relatividad general, las particulas masivas (debido a la correspondencia
con fotones en un plasma homogéneo) siguen geodésicas con respecto a la métrica de

Finsler-Randers F. Esto es, particulas de prueba con masa siguen geodésicas dadas
por la condicién,

Ozé/f&jﬂt (5.52)
YF

Vale la pena destacar que 7y r representa una geodésica de la métrica de Kerr-
Randers F. Siguiendo el método propuesto por Werner [69], uno puede ahora cons-
truir una variedad Riemanniana (M, §) usando el llamado método de Nazim [152]
que consiste en tomar un campo vectorial tangente X a la geodésica v con X(yr) =
X para obtener una métrica Riemanniana como sigue,

$ij(x) = &ij(x, X(x)). (5.53)

Por otro lado, es imprescindible destacar el hecho crucial de que la curva geo-
désica 7y r asociada a la métrica de Finsler-Randers es también una geodésica de la
métrica Riemanniana g (ver [69] para mads detalles). Por lo tanto, la curvatura geo-
désica de esta curva es cero. En lo que sigue utilizaremos esta métrica Riemanniana
para calcular el &ngulo de deflexion de particulas de prueba con masa. A orden lineal
es suficiente utilizar la aproximacién de Born, por lo tanto uno puede considerar las
componentes del vector tangente como sigue,

X" = —cos¢p+O(a,M), (5.54)
. 2
X9 :S%¢+OmM) (5.55)




5.4. Angulo de deflexién en la aproximacién de campo débil usando el enfoque d§,’9
Werner: particulas masivas

Para espaciotiempos asintéticamente planos, y debido a que la curvatura geodé-
sica es cero, el dngulo de deflexion viene dado por la expresion,

Amp = — lim KdS, (5.56)
p Dy

R—o0
donde K y dS son la curvatura Gaussiana y el elemento de superficie asociados a la
métrica g.
Utilizando el método descripto previamente, la métrica Riemanniana g a orden
dominante viene dada por lo siguiente,

2(1+ 02 2 in® M? a2
G = U+ (1+0)M Marvsin® ¢ — +O(ﬁ’%2)’ (5.57)
r (r2sin* ¢ + cos? ¢ b?)
) 5 2Mavsin® ¢r(2sin* pr? + 3 cos? pb?) M? a2
g(P(P = 170 +2M7’— 3/2 +O(?,ﬁ1558)
(r2sin* ¢ + cos? ¢ b?)
2avM cos® ¢ M? g2
Srop = —, 7 5.59
8re (rzsin4<p+cosztpb2)3/2 +O( 2’ bz)/ ( )
r( ==

con determinante,
6Mavr sin® ¢

\/ r2sin* @ + cos? ¢ b2

detg = r*v* + 20> Mr(v* +2) — + O(a?, M?); (5.60)

mientras que la curvatura Gaussiana nos queda,

M(UZ+1) Ma M? 42
K = —— 05—+ 55f(ne)+ 055 17) (.61)
donde
f(r, @) = R +1 ; b2)7/2 (3Ocos4q)sin8 @b*r® — 6sin'* @r°
r2sin* @ + cos? ¢

+ 12 cos? g sin'® pb?r® — 48 cos* g sin” b1 — 24 cos® g sin’ pb*r? (5.62)
—30cos® g sin® pbtr — 27 cos* @ sin® pb*r
—12cos? ¢ sin® pb*r + 12 cos® g sin® gb° + 6 cos? ¢ sin® q)b5> .

Usando las ecuaciones (5.61) y (5.62), y a partir de la expresion (5.56), el angulo
de deflexion se puede expresar como sigue,

7T o0

mp = —/ / (—M(Uzm + Maf(r,qo)) drdg. (5.63)

v2r2 &)
0 b

sin ¢

Finalmente, realizando la integral obtenemos,

2M 1 4Ma

el cual coincide con (5.44) si tomamos Q = 0. En el limite v — 1, recuperamos
el dngulo de deflexién de rayos de luz propagéndose en el espaciotiempo de Kerr
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[154-156].

De esta manera, hemos mostrado que es posible calcular el angulo de deflexién
para particulas masivas usando el enfoque de Werner, o equivalentemente, el &ngulo
de rayos de luz propagéndose en un plasma homogéneo. A fin de estudiar la pro-
pagacion de rayos de luz en un plasma inhomogéneo preferimos utilizar el método
discutido en la seccién 5.3 debido a que es mds directo. Estudiaremos este caso en la
seccion 5.5.1.

5.5. Correcciones de orden superior al angulo de deflexién

5.5.1. Angulo de deflexién para particulas masivas a tercer orden en el
espaciotiempo de Kerr

Como hemos mostrado, a orden lineal, la expresién (5.39) es una férmula general
y por lo tanto no es necesario volver a repetir el cdlculo de las curvaturas Gaussianas
y geodésicas para cada una de las métricas bajo estudio.

Sin embargo, la misma no se puede aplicar al estudio de correcciones de orden
superior. Més atin, a orden superior la aproximacién de Born no resulta suficiente
y el dominio de integracion depende cada vez mas de los detalles de la 6rbita. A
nuestro mejor entendimiento, todos los calculos existentes del dngulo de deflexién
en espaciotiempos estacionarios basados en el uso del teorema de Gauss-Bonnet se
han limitado a encontrar expresiones a orden lineal debido al spin intrinseco de las
métricas (ver por ejemplo [68, 72, 157]).

Nos proponemos aqui a llenar ese bache al calcular el angulo de deflexién de
particulas de prueba relativistas con masa en el espaciotiempo de Kerr incluyendo
correcciones de orden superior, esto es, expresiones que contengan términos de la
forma ’\f—;, Mb—? y A% En particular, veremos que para el caso de particulas sin masa
nuestras expresiones se reducen a férmulas conocidas obtenidas utilizando otras
técnicas [156, 158].

Como mencionamos, a orden superior, necesitamos ir mds alla de la aproxima-
cién de Born y en particular, necesitamos conocer la érbita de las particulas masivas
0 sin masa, segtin corresponda, al menos a segundo orden.

Antes de llevar a cabo esto, escribamos una expresién general para la 6rbita en
el plano ecuatorial para un espaciotiempo estacionario general descripto por el si-
guiente elemento de linea,

ds®|g_y = —Adt* — 2Hdtd¢ + Bdr® + Ddg”. (5.65)

A partir del Hamiltoniano % = 5 (g*fp.pg + m?), se sigue que la ecuacion de la 6rbi-
ta para orbitas progradas de una particula que se asume dejando la region asintética
con una velocidad v medida por un observador asintético y por lo tanto con una
energia y momento angular dados por las ecuaciones (5.48) y (5.49) viene dada por
lo siguiente,

duy\* A A(1—0?) + D — 2Hbo — AV0%)]; 5.66
<d¢> —m[— (1-0°)+D— v — Ab*v7)); (5.66)

con A = AD + H? y donde u,, = 1/r,. Para particulas sin masa (v = 1), se reduce a
la expresion obtenida en [75].

Particularicemos para el espaciotiempo de Kerr. Para otras métricas estacionarias
el procedimiento serd similar. En este caso, las componentes de la métrica en el plano
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ecuatorial vienen dadas como sigue,

A = 1—@, (5.67)
2

H = ”rM, (5.68)
7,.2

B = _ :
A (5.69)

22
D = r*+a+ arM; (5.70)

con A = 12 + a? — 2Mr. Mientras que la ecuacién de la érbita nos queda,

2 14442 -2M
()~ ooy vop 2400~ 0
) U, (a—bo v (5.71)

+ 0% (2 = D) 4+ 2M(1 — 0*)u, + 02] .

Como estaremos trabajando en el régimen de campo gravitacional débil, vamos a
definir los siguientes pardmetros y realizar expansiones alrededor de ellos,

=Mt -« (5.72)
b b

En particular, como estaremos interesados en una expresion para el angulo de defle-

xién que sea correcta hasta tercer orden en estos parametros, esto es, que contenga

términos de la forma %, v25 y 62, necesitamos conocer u,, al menos a segundo or-

den en dichos pardmetros, esto es, requerimos una expresion para u,, de la siguiente

forma,

Uy = Ug + U1y + U2l + uzy* + usdy + us6> + O(%, 76,692, 8%). (5.73)

Reemplazando este ansatz en la ecuacion (5.71), e imponiendo la condicién asintética
lim, o u = 0, obtenemos la solucién a segundo orden para la ecuacion de la orbita,

_sing
o ===
_ (cosp —1)(v*cosp —1)
1— bZ)2 7
Uz :01
- 1 5 2 .
Us =~ 153 12¢ cos @ (4 + v*) + 307 sin(3¢) (5.74)
+ (110% — 16) sin ¢ — 16sin(2¢) (1 — v?)
2(1—cos ¢)
Uy =— =7,
bv
.3
_sin” ¢
us —7217 .

. 2 . .
El hecho que us, que es proporcional a 77, sea diferente de cero incluso para un
espaciotiempo plano (M = 0) debe ser esperado debido a que las coordenadas 7, ¢
son esferoidales en vez de esféricas, y por lo tanto a orden a?% en estas coordenadas
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una linea recta no viene dada por r = b/ sin ¢. Por la misma razén, el hecho que u5,
proporcional a , sea cero también debe ser esperado debido a que cuando M = 0
la correspondiente métrica plana depende de a? y por lo tanto a orden lineal en a las
coordenadas se comportan como coordenadas polares estandar.

Veamos ahora la métrica dptica asociada, la cual se obtiene a partir de la ecuacién
(5.15),

A n2r
gTV - (1’2 — ZMT)A, (575)
n2r2A
5 L .7
g‘P‘P (T _ ZM)Z (5 6)

con indice de refraccién dado por la ecuacion (5.50).

Para calcular el dngulo de deflexién utilizando el teorema de Gauss-Bonnet, ne-
cesitamos definir primero el dominio de integracién. Este dominio esta acotado por
debajo por la érbita bajo anélisis determinada por r, = 1/u,, y la curva semi-circular
Cg con radio R — oo por arriba. Para la coordenada angular ¢, elegimos la posicién
de la fuente en @5 = 0, y la posicion del observador en g = 7 + a(!), donde &) es
la expresion a primer orden en la masa del angulo de deflexién, esto es, dado por el
primer término de la ecuacion (5.44).

Al orden considerado la 2-forma KdS viene dada como sigue,

B 1 6 4\ , 3 15 20 8\ 4,
s [ (1 ) (1 &= )2 (1402 8,

K o Ko

, (5.77)
+3 <1 + vz> a’ Mu? } dude,

]CMaz

y por lo tanto la contribucién de la curvatura Gaussiana al dngulo de deflexién se
puede escribir de la siguiente manera,

”+%(1+%2) Uy A . -
aK :/0 /0 (Km + Ky + Kyp + K2 )dude

2\ as2 2 6 4 3
JaM 13m0t M2 21507 4 506 4 450t — 1) M? (5.78)
b V2 492 b2 300 b3
27(140?) aM?  2(1+0%) a®M o M* MPa M?a* Mad
= S~ R e < RAC e w al

En la integracién sobre la variable angular aparecen funciones trigonométricas que
deben ser evaluadas en ¢r y por lo tanto deben ser re-expandidas en términos de
vy ¢ alrededor de 7. Como mencionamos anteriormente, se puede chequear por
integracin directa que si en vez de considerar gg = 7t + a1 considerdramos gg =
7+ aV +a? cona® formado por términos de orden 5% = M?/1p? y 6y = Ma/b?,
la contribucién a ax de este nuevo término seria de orden superior al tercero. Esto
se puede ver del hecho que sé6lo términos que potencialmente contribuirian a tercer
orden sobre el dngulo de deflexién (al introducir correcciones a segundo orden en
@r) vendrian de la integracion en la variable angular del siguiente término,

e LM . 2 2 af3
/ ICMdu:(l—F;)?squ—(’)(M,Ma,M). (5.79)
0
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Sin embargo, como la integracién de (5.79) en la variable angular producira un tér-
mino proporcional a

2 2 af3
Ma M Ma M)>’ (5.80)

M cos gr = M cos (7‘(4—&11]\;I + == + a3y + O(bT’?
con ay, a y az constantes, se sigue que luego de re-expandir este término en poten-
cias de M, s6lo el primer término en M de ¢ (proporcional a a;) contribuira a tercer
orden. Por lo tanto, a fin de calcular el d&ngulo de deflexién a tercer orden, necesi-
tamos conocer la 6rbita a segundo orden y el dngulo de deflexién a primer orden.
Usando el mismo argumento, se puede ver que para conocer el d&ngulo a orden n
usando (5.28), necesitamos conocer la 6rbita a orden n — 1 y el d&ngulo de deflexién
aordenn —2.

Para finalizar, necesitamos ademas conocer la contribucién de ay, al dngulo de

deflexion. En nuestro caso,

A 2Mar

La curvatura geodésica asociada viene dada por lo siguiente,

o — 2aM 580
8 H(r — 2M)[2Mr(1 — %) + r20?] |, (582)
Por otro lado, el elemento de linea dI nos queda,
s (dre, s
dl = Srr(5=)2+ 8o || do. (5.83)
de .
Al orden deseado vemos que la cantidad x¢d! resulta de la siguiente forma,
sinp2Ma  2(cos @ —1)(20%cos ¢ + 30> + 1) M?a
Kgdl :d(p[— L ) + (cos@ = 1)( 3 Ld ) 3 ] (5.84)
'y v v b
Por lo tanto, la contribucion a; . al dngulo de deflexion sera la siguiente,
PR AMa 27(1+20%) M2a
e, = /0 Kgdll [ el § (5.85)

Finalmente, utilizando las ecuaciones (5.78) y (5.85), y definiendo el pardmetro adi-
mensional 4 = 47, que para agujeros negros satisface |2| < 1, el angulo de deflexion
al orden que estamos considerando se puede escribir como sigue,

LA 1Y [, 4 4]
b 02 4 v2 v | b2

) a2

2 45 15 1 271(2+30%)a  2(v*+1)a% M3
+[<5+ 15 )_n(+v)a+(v+)a M

7_’_ -
3 vz vt 0
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Para particulas sin masa se obtiene la siguiente expresién,

2 3
:4M+[157T }M [128 M 587)

; b= 7—10na+4ﬁ2 ey
la cual coincide con los resultados obtenidos por otros autores utilizando técnicas
diferentes [156, 158]. Al igual que en los casos previos que hemos analizado en este
capitulo, para orbitas retrégradas s6lo debemos cambair el signo de los términos
lineales en @ para obtener el &ngulo de deflexién correspondiente.

De esta forma hemos mostrado por primera vez que el método propuesto por
Ono et al en [75] puede ser aplicado de manera exitosa al calculo del angulo de de-
flexién a orden superior para espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos,
y mds aun, se puede aplicar para estudiar particulas masivas. No tenemos conoci-
miento de una presentacion previa de la ecuacion (5.86) en la literatura.

Por altimo, utilizando la correspondencia entre particulas de prueba con masa y
fotones en un plasma homogéneo, la ecuacién (5.86) nos da el d&ngulo de deflexién
de rayos de luz con frecuencia we en un plasma homogéneo caracterizado por w, =
constante, simplemente reemplazando v en la ecuacién (5.86) por la velocidad de
grupo vgr = g = /1 — w?/w3, en unidades donde ¢ = 1.

De manera ilustrativa en las figuras (5.1) y (5.2) consideramos un agujero negro
con parametros similares a los del agujero negro supermasivo del centro de nuestra
galaxia, Sgr A%, a fin de analizar las diferentes contribuciones del angulo de defle-
xién. Consideramos los siguiente valores: M = 4,1 x 1M, @ = 0,6 y asumimos
que b = 100M. En ambas figuras graficamos las contribuciones a(), a?) y #(%) al an-
gulo de deflexién total. En la figura (5.1) graficamos dichas contribuciones en térmi-
nos de la velocidad de la particula masiva mientras que en la figura (5.2) lo hacemos
en términos del cociente w./wes. En ambas situaciones consideramos tanto 6rbitas
progradas (s = 1) como retrégradas (s = —1), como asi también el caso 4 = 0.

30000 A

20000 A

aM [arcsec]

10000 A

1000 -

a? [arcsec]

500 -

100 A

50 4

a® [arcsec]

0

FIGURA 5.1: Diferentes contribuciones al dngulo de deflexién total

dado por la ecuacién (5.86) para una lente con parametros M = 4.1 x

10°M¢, y @ = 0.6 en términos de la velocidad v de la particula masiva.
Asumimos ademds que b = 100M.

En el apéndice (F) presentamos una derivacion alternativa de la ecuacién (5.86)
generalizando un método originalmente propuesto por Aazami, Keeton y Petters en
[156].
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FIGURA 5.2: Diferentes contribuciones al angulo de deflexién para

un plasma homogéneo con w, = constante (obtenido a partir de la

ecuacion (5.86) reemplazando v? por 1 — w? /w?). Consideramos una
lente con pardmetros M = 4.1 x 10°Me, 4 = 0.6 y b = 100M.

5.5.2. Angulo de deflexién de rayos de luz en un plasma inhomogéneo
hasta tercer orden en el espaciotiempos de Kerr

Consideremos un espaciotiempo estacionario y axialmente simétrico en presen-
cia de un plasma frio no magnetizado cuyo elemento de linea restricto al plano ecua-
torial toma la forma de la ecuacion (5.65). Para este caso, la ecuacién de la 6rbita se
puede escribir como sigue,

2 u*(w2A — Dp? — 2Hpip, + Ap3)A
(du) _ X pi pipy + App) (5.88)

% B(_Hpt"‘AP(p)z

En general, para un fotén propagdndose en una 6rbita prograda en un plasma se
suele identificar las constantes de movimiento p; y p, de la forma,

pr = —hwe (5.89)
pe = —pibno, (5.90)

donde b es el pardametro de impacto y ng el valor asintético del indice de refracciéon
del medio en cuestién. En la discusiéon que sigue estaremos asumiendo un modelo
de plasma caracterizado por

we =0, Ni(r)=— (5.91)

siendo Ny una constante y k un ntimero entero positivo. En el caso de espaciotiempos
esféricamente simétricos, una discusiéon detallada de la contribucién de un plasma
con este perfil sobre el angulo de deflexion a orden dominante puede ser consultada
en [22].

Esta familia de perfiles de plasma suele ser ttil para describir los entornos de
plasmas en galaxias y cluster de galaxias. Por otro lado, para el agujero negro del
centro de nuestra galaxia, un perfil de plasma con dependencia radial de la forma
r~11 ha sido también considerado por diferentes autores [159, 160]. A pesar de que
este caso no pertenece a la famila descripta por (5.91), para k = 1 podemos tener una
buena aproximacién al &ngulo de deflexion para esta clase de sistemas. Como se dis-
cuti6 en el capitulo 3 modelos con potencia de orden mas alto, incluyendo k = 6 y
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k = 16, también aparecen en discusiones sobre la propagacién de la luz en el sistema
solar teniendo en cuenta la influencia de la corona solar [10, 76, 129, 130, 132]. En
[22] expresiones analiticas cerradas a primer orden fueron derivadas para cualquier
valor de k. Para 6rdenes maés altos es més dificil obtener expresiones generales y los
pasos intermedios son poco ilustrativos. Por esta razén, en lo siguiente sélo consi-
deraremos los casos k = {1,2,3}, mostrando en detalle la manera de proceder para
el caso k = 2, y s6lo dando las expresiones finales para los otros dos casos. Para
cualquier otro valor de k que no sea considerado en este trabajo, la expresion para el
angulo de delfexion se puede derivar de la misma forma en que procederemos para
k=2.

Nuestras expresiones finales también pueden ser utilizadas para espaciotiempos
esféricamente simétricos. En lo que sigue estaremos considerando que la frecuencia
del fotén en la regioén asintética, we, €s mucho més grande que la frecuencia del

-2
:

plasma @, = w,(b) enr = b. Esto es, asumiremos que € = =% < 1. Notemos que

[es]
para la situacién presente, ny = 1; y por lo tanto, la ecuacién de la érbita se puede
reescribir como,

(du)z _ u*w?A — (D +2Hb — Ab*)wi]A

do Bw (H + Ab)? (692)

Restrinjamos nuestra atencién al espaciotiempo de Kerr con funciones coordenadas
A, H, By D dadas por (5.67)-(5.70). Utilizando el ansatz,

u =uo(@) +um(@)y + ua(@)d + ue(@)e + unma(p)yd

5.93
T tea(p)ea+ ine()ve + mn()r: + a(9)0 4 ua(g)et, )

e imponiendo la condicién asintética lim, .o u = 0, obtenemos la siguiente solucién
iterativa para u,,

wy = s“; ¢ (5.94)
)2
Uy = Ueya =0, (5.96)
e — _ cos p(tang — @) (5.97)
2b
2(1 —cos
Ung = —(bq)) (5.98)
e = _(cosqo—l)(cos;o+g051n(p—1)’ (5.99)
Upp = —%[3 sin ¢ cos® ¢ + 15¢ cos ¢ (5.100)
—2sin (1 + 8cos )],
.3
Up = SH; ¢ (5.101)
2 .
o — _ [(¢* —3)sing + 3¢ cos ¢] (5.102)

8b



5.5. Correcciones de orden superior al dngulo de deflexién 107

Al orden que estamos considerando la 2-forma KdS se escribe como,

Kds = 2M —2b%cu +3M2u +12Mb%*e u® —4ab*e?u® +6M3u? —10b%e M>u®
N e N e —— — e N N———
Ku Ke K K me Ko Kyp Koa2

+6Ma*u? +30Mb*e*ut —4b*ea*u® —6b°3u’ |dude.
N——

}CMaZ ICMGZ ]Cs a2 K63’

(5.103)

A fin de calcular el angulo de deflexién a 6rdenes superiores, necesitamos tam-

bién conocer la expresion del dngulo de deflexiéon a primer orden. Esto se puede
obtener directamente a partir de la ecuacion (5.38),

4M e 4Ma

Por lo tanto, la contribucion ax al &ngulo de deflexién incluyendo términos de tercer
orden queda determinada por lo siguiente?,

PrR= m+al
ag = / / Kds

w 15nM?  4Me 3,  128M® 4maM? (5.105)
7_€§+ 12 T T R
_ 45me M? N 4a’M N 8Mae N 4Me*  3mea® 57 3
8b?2 b3 b? b a2 16°

La curvatura geodésica por otro lado viene dada como sigue,

2Maud
Ky = — o (5.106)
[1—eb?u?(1—2Mu)]v1—-2Mu|,,

mientras que el elemento de linea dI,
dr
dl = 6or(=—)2 + ¢ d
\/<g”(dqv) " g(’"”> " i
de (5.107)

o (L)t
8rr 12 dg 8¢ .

1 —eb*u?(1 —2Mu)](1 + a*u® — 2Mu)
~ u2[2aMu + b(1 — 2Mu)](1 — 2Mu)

Uy

3Como vimos en la seccién (5.5.1), se puede chequear que agregar términos a ¢r con correcciones
a segundo orden en 7, é y € (notar que el dltimo término en la ecuacién (5.104) es uno de ellos) no
contribuye al dngulo de deflexién al orden que estamos considerando. Mds precisamente, los tinicos
términos que potencialmente podrian producir correcciones vienen de la integracién de Ky y Ke. Sin
embargo, usando argumentos similares a los utilizados en la seccién (5.5.1) se puede mostrar que sélo
aquellos términos que contribuyen al orden deseado son en efecto términos de primer orden presentes
enall).
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simétricos
Luego,
ol 2Mau (1 + a?u® — 2Mu) d
£ (1= 2Mu)32[2aMu + b(1 — 2Mu)] “ ¢
2
z[— %sinq)%— %(COS(P-}—Z)(COSQD —1) +cos gp(tan ¢ — (P)L?ze]dq’
(5.108)

Por lo tanto, la contribucién ay, al 4ngulo de deflexién total viene dada por lo si-
guiente,

PR aM  6maM? 4aMe
och:/O Kgdl%[—4.bz— T ] (5.109)

Finalmente, agrupando los resultados obtenidos en las ecuaciones (5.105) y (5.109),
y escribiéndolos en términos de la cantidad 4 = a/ M, obtenemos,

& = Qyac + &p (5.110)
donde
N 7T » 5 3 4Me 4Me? 45 R 2 e M?
ap A _€§+§7T€ —Rne - + o 77(—4811—#371(1 TR
(5.111)

es la contribucién al angulo de deflexién total debido a la presencia del plasma;
mientras que v, €s la contribucién al angulo de deflexién total para el caso de
gravedad pura y viene dado por la ecuacion (5.87).

Los primeros tres términos en la ecuacién (5.111) representan la contribucién al
angulo debido puramente a la presencia del plasma mientras que el resto de los tér-
minos se debe al acople entre el plasma y los efectos gravitacionales. Como antes, el
angulo de deflexion para 6rbitas retrégradas se obtiene a partir de (5.111) al cambiar
el signo en todos los términos lineales en 4.

La contribucién de cada componente al angulo de deflexién dependeré de los
pardmetros M, a y b, y del cociente € entre la frencuencia del plasma y la frecuencia
de observacion we,.

Por completitud, y siguiendo el mismo procedimiento descripto para el caso k =
2, escribimos las expresiones para el angulo de deflexién correspondiente a los casos

=1yk=23.Paraelcasok = 1,i.e. N = Ny/r, la expresion final para el angulo de
deflexién viene dada como sigue,

& = Qyac + &p, (5.112)
con ap dada por,
_ 1 5 nMe o eM?
ap = —€+ B~ 3 + (2ma — a” — 8)7. (5.113)

Notemos que en este caso no hay una contribucién debida puramente a la presencia
del plasma a segundo orden en €. Similarmente, para k = 3,ie. N = Np/ 3, la
contribucién Xp al dngulo de deflexion se escribe como,

2
+ (6714 — 44> — 32)%. (5.114)

Bl€2_ 16 5 9mMe

16 3 4b

ap = —2€ +
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En todos los casos el término lineal en € puede ser considerado como caso particular
de la expresion obtenida por Giampieri en [129], y reobtenida en un contexto mas
general por Bisnovatyi-Kogan y Tsupko en [22],

1 _ r(54)
ap’ = —eV/m OK (5.115)

con I'(x) siendo la funcién Gamma.
En la figura (5.3) consideramos un agujero negro con los mismos pardmetros que
en las figuras 5.1 y 5.2, asumiendo de nuevo b = 100M. Graficamos la contribucién

de orden dominante al 4ngulo de deflexién dada por a&?c =4M/by 041(31) para los
casos considerados en términos de € € [0.01,0.018]. Para este rango de valores el
angulo de deflexién producido por el plasma es del mismo orden que el angulo en
el espaciotiempo de Kerr para el caso de gravedad pura, pero con sentido opuesto.
Esto es, como es sabido y se puede ver directamente de la ecuacion (5.38), el efecto
de un plasma inhomogéneo que decae con r es producir un efecto de lente divergen-
te. Notemos que para el mismo valor de €, mientras mas rapido decae el perfil de
plasma, més grande es el efecto divergente en los rayos de luz. Por supuesto, este es
un efecto cromatico y por lo tanto, diferentes valores de € contribuirdn de diferentes
maneras.

Similarmente, en la figura 5.4 graficamos la contribucién al angulo de deflexion
debido a los demds términos en avac y &p para los tres perfiles de plasma considera-
dos. El caso s = &1 corresponde a 6rbitas prégradas/retrégradas. Por completitud,
graficamos también las contribuciones al dngulo de deflexién para agujeros negros
no rotantes, ie, 4 = 0.

[arcsec]

8500 -
ag
el
8000 -
—2000 === 1
T et S N(r) -~ T
s -30004  TTTEea
_ 40004 TTmee—el_ . N(r) ~ 5
<« TE==a__
® -sp004 TTTEeel
-4000 e ———————————————— 1 =
- T N(r) ~=
 -e000{  TTTme—ll

0.010 0.011 0.012 0.013 0.014 0.015 0.016 0.017 0.018
€

FIGURA 5.3: Contribucién de orden dominante al &ngulo de deflexién
para una lente con pardmetros M = 4.1 x 10°M, y 4 = 0.6,y para
diferentes perfiles de plasma de la forma N(r) = Npr~*. Asumimos

que b = 100M. Aqui Oéx(/?c =4M/by zxg) = —eparak =1, oc}(,l) =
—em/2parak =2,y ocl(,l) = —2¢ para k = 3. Todos ellos son casos

particulares de la expresion (5.115). Aqui e € [0.01,0.018].

5.6. Resumen del capitulo

En este capitulo hemos utilizado el teorema de Gauss-Bonnet a fin de estudiar
la deflexién de fotones a través de un plasma y de particulas masivas en gravedad
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FIGURA 5.4: Contribucién de orden superior al d&ngulo de deflexion

para una lente con pardmetros M = 4.1 x 10°Mg y @ = 0.6. Asumi-

mos que b = 100M. Aqui oc%f ) = Kyac — a‘(,la)c y a}()2,3) = ap — al(,l).

€ € [0.01,0.018]. Como en la figura 5.3 cada uno de ellos se considera
para los diferentes perfiles determinados por k = 1,2y 3.

pura, ambas sobre espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos. Para ello
obtuvimos una métrica de tipo Finsler-Randers la cual utilizamos para calcular el
angulo de deflexién via una extensiéon del método de Gibbons y Werner original-
mente presentado para espaciotiempos estaticos. Dicha extension fue llevada a cabo
desde dos enfoques diferentes: el enfoque de Ono et al y el de Werner. Presentamos
una expresion general del angulo de deflexién en gravedad linealizada (ver ecuaciéon
(5.38)) y particularizamos para los espaciotiempos rotantes de Kerr y Kerr-Newman.

Por otro lado, fuimos capaces de obtener por primera correcciones de orden su-
perior (hasta tercer orden) al dngulo de deflexién en el espaciotiempo de Kerr, tanto
para particulas masivas en gravedad pura (equivalentemente, para fotones propa-
gandose en un plasma homogéneo) asi como también para fotones en un plasma
inhomogéneo, utilizando el método de Gibbons-Werner.
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Capitulo 6

Lentes fuertes con plasma: enfoque
numérico y perturbativo

En esta capitulo abordaremos el estudio de cémo la presencia de un plasma frio
no-magnetizado influye en la posicién de las imagenes en el régimen de lente gravi-
tacional fuerte, es decir, estaremos interesados en aquel tipo de imédgenes formadas
a partir de la deflexién de los rayos de luz provenientes de fuentes en las cercanias
de las curvas cdusticas asociadas a la lente, dando origen a la formacién de anillos
de Einstein, arcos gravitacionales y sistemas de imdgenes multiples. Dicho estudio
serd llevado a cabo a partir de la resolucién de forma perturbativa de la ecuacién de
lente gravitacional en la aproximacion de lente delgada, contrastando la misma con
una solucién numérica, pudiendo testear de esta forma la precision de la solucién
perturbativa.

Mientras que la solucién numérica serd implementada a partir del paquete Lens-
tronomyl, el cual editamos de forma conveniente a fin de incluir la contribucién del
plasma, la solucién perturbativa sera llevada a cabo siguiendo el método propuesto
por Alard [161], originalmente propuesto para gravedad pura. La idea del método
es la siguiente. Consideramos primero una lente gravitacional con una densidad de
masa proyectada circularmente simétrica y con la linea de la visién pasando exacta-
mente por el centro de la distribucién. A su vez, consideramos una fuente puntual
alineada con la linea de la visual. Bajo estas hipotesis la imagen formada serd la de
un anillo perfecto, conocido como anillo de Einstein en el caso de gravedad pura.
Los sistemas de imagenes multiples asi como los arcos gravitacionales se pueden
obtener a partir de resolver perturbativamente la ecuacién de lente gravitacional
alrededor del anillo de Einstein. Para ello, se consideran dos tipos diferentes de per-
turbaciones: a) que la fuente no se encuentra perfectamente alineada con la linea de
la visual, y/o b) que la distribucién de materia proyectada de la lente no sea circu-
larmente simétrica. En cuanto al plasma, consideraremos en todo momento que la
distribucién de electrones proyectada del mismo se encuentra centrada con la linea
de la visual pero no necesariamente que sea circularmente simétrica. De esta forma
en algunas situaciones el plasma intervendra tnicamente como una perturbacién
(en el caso de distribuciones proyectadas no circularmente simétricas) y en otras el
plasma también afectard el radio de los anillos de Einstein comparado a la situacién
sin plasma.

Por otro lado, debido a que es un método perturbativo, el mismo pierde pre-
cision obviamente si apartamos demasiado la fuente de la linea de la visual, o si
consideramos una lente con una elipticidad suficientemente alta e incluso cuando
consideramos una frecuencia de observacién muy baja o una densidad de electrones

1h’t’tps:/ / github.com/sibirrer /lenstronomy
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muy alta; esto dltimo para distribuciones de plasma proyectadas no circularmen-
te simétricas. Por este motivo implementamos también una correccién iterativa del
método y la comparamos graficamente con la solucién numérica a fin de apreciar
cémo mejora la solucién perturbativa con las iteraciones.

Por dltimo, estudiamos numéricamente cémo influye el plasma en la estructura
de las curvas criticas y cdusticas asi como también en la magnificacion. Para los mo-
delos estudiados, encontraremos una estructura mucho mads rica en la configuracion
geométrica de las curvas cdusticas, lograndose un desdoblamiento y una multiplici-
dad extra de imagenes comparado a la observacioén de la misma fuente lenteada en
el régimen de frecuencias altas.

6.1. Ecuaciones basicas

En la aproximacién de lente delgada, la ecuacion de lente que relaciona la posi-
cién de la fuente con la posicion de las imdgenes a través del dngulo de deflexion se
puede escribir de la siguiente manera,

B=6—ua(6), (6.1)

donde B y 6 denotan la posicién angular de la fuente y de la imagen, respectiva-
mente; mientras que «(6) es una cantidad relacionada al dngulo de deflexién & de
la siguiente manera a = %’;&(9)2. Por otro lado, las cantidades D;, Ds y Djs hacen
referencia a las distancias didmetro-angular del observador a la lente, de la fuente a
la lente y de la lente a fuente, respectivamente. Dichas distancias dependen a su vez
de la cosmologia considerada.

Consideremos un modelo de lente en un espaciotiempo estatico y asintética-
mente plano con coordenadas {x’,x'}, siendo x, i = 1..3 coordenadas espaciales.
Por otro lado consideraremos también que las componentes espaciales del tensor
energia-momento son despreciables, por lo que la lente gravitacional (sin contar el
plasma) estard completamente descripta por su distribucién de materia. Bajo esta su-
posicion la ecuacion de lente se puede reescribir en términos del potencial de lente
Pgray COMO sigue,

B = g_ v§¢graV(§)/ (6.2)

el cual esté relacionado con & a través de a(6) = V§¢grav(§), donde V; es el gradien-
te con respecto a la posicién angular 6 en el plano de la lente. Nos referimos a Pgrav
como potencial de lente efectivo y esta relacionado con el potencial Newtoniano de la
siguiente manera,

= Dy 2 -
Pioe(0) = 523 [ @D ) 63)

donde x es la distancia a lo largo de la linea de la visual entre el observador y la
fuente.

En analogia con la teorfa de lentes gravitacionales en gravedad pura, los efectos
del plasma en la desviacién de los rayos de luz puede ser codificada en un potencial
de plasma efectivo dependiente de la frecuencia de observacion [162],

‘ 2 i
O (x') ~ sz((;)) , (6.4)

2En este capitulo denotaremos el &ngulo de deflexion como &
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donde w,(x') es la frecuencia del plasma y w la frecuencia de observacién. En la
expresién previa hemos utilizado el limite de alta frecuencia w(x') > w,(x') que
suele ser adecuado en aplicaciones de radioastronomia. A su vez, en su viaje desde
la fuente hasta el observador la luz experimentard un redshift gravitacional debido
a la presencia de la lente y un redshift cosmoldgico, siendo el primero despreciable
respecto del segundo debido a que la distancia lente-observador es suficientemente
grande. Por tal motivo s6lo tendremos en cuenta el efecto del redshift cosmolégico
de forma que la frecuencia de los fotones en la posicion de la lente serd (1 + z;)w,
siendo z; el redshift de la lente y w, como dijimos, la frecuencia de observacién.

Considerando la propagacion de los rayos de luz a través del plasma en una
direccion £, la densidad de electrones proyectada a lo largo de la linea de la visual
viene dada por la siguiente cantidad conocida como medida de dispersion,

N, (6) = / (' (x))dx, 6.5)

la cual puede ser estimada a partir de mediciones del time delay. Finalmente, el
potencial efectivo de plasma en términos de la frecuencia angular w, viene dado por
[162],

= Dls 27 C2

lpplasma(erw) = D.D; w2(1 +Zl)2r6NE(6)I (66)

donde 7, = % es el radio clasico del electrén y la frecuencia de observacién v
medida en Hz esta relacionada con w por v = 5.

Sefialamos ademds que en este capitulo no estaremos considerando los térmi-
nos de interaccion plasma-gravedad ya que como hemos visto en general suelen ser
despreciables respectos de los términos de gravedad y de plasma puros.

6.1.1. Solucién perturbativa de la ecuacién de lente

A continuacion repasaremos brevemente una solucién perturbativa de la ecua-
cién de lente en régimen de lentes gravitacionales fuertes que suele ser acertado pa-
ra describir arcos gravitacionales asi como también formaciones de imdgenes multi-
ples. Este método introducido por Alard [161], y luego extensamente utilizado, parte
de una solucién exacta de la ecuacion de lente gravitacional para una fuente puntual
alineada con la linea de la visién para una lente esféricamente simétrica, resultando
en una imagen circular de la fuente conocida generalmente como anillo de Einstein.

Consideremos una fuente circular de radio Jfs localizada en (510, 9B20). Expli-
citamente,

3 (0B1\ _ (P10 + 6Pscos s
= <5ﬁ;> B (513;)) + 6B sincps> , con 0 < ¢s <27 (6.7)

Por otro lado, cada punto del borde de la fuente nos dard una imagen localizada en
g a través de la ecuacion de la lente,

=  (61\ _ [(fcos¢
0= <92> = <GSin¢>’ con 0 < ¢ <27, (6.8)
donde 6 = |6|.

Por lo tanto, en un sistema de lente gravitacional donde se tenga en cuenta tam-
bién el efecto del plasma circundante a la lente, la ecuacién de lente viene dada como
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sigue,
B _ dp  sing dyp
6B10 +9IBscosps = Bcos¢ COS¢89 + 6 99’ (6.9)
: _ .. 0p cos¢ oy
0B20 4+ 6Bssings = Osing sm(pae 6 op (6.10)
donde
Y= 1p(6,(p) = ¢graV(9/€b) + lelasma(efﬁb)- (6.11)
En particular, estas ecuaciones implican lo siguiente [163],
. oY
0 = 6B10cos ¢ + 6o sin¢g + 0 + / Aexact, (6.12)
siendo
(139 . ?
Aexact = 0B5 — 0op 0B1osing + 6Py cos¢ | . (6.13)

Notemos que la ecuacién (6.12) es una ecuacién exacta e implicita para 0.

Revisaremos ahora el método perturbativo introducido por Alard para resolver
la ecuacion de lente y presentaremos una nueva expresion iterativa que mejora la
aproximacién a primer orden del método perturbativo. Cabe aclarar que este méto-
do fue presentado en el caso de gravedad pura y aqui estamos extendiéndolo al caso
con plasma.

Comencemos considerando una lente esféricamente simétrica caracterizada por
un potencial de lente 1y(6) alrededor de la linea de la vision. Este potencial puede
tener la contribucién tanto gravitacional como del medio plasmaético. Y considere-
mos una lente puntual situada a lo largo de la linea de la visual en § = 0. En esta
situacion la ecuacion de la lente se reduce de la siguiente manera,

g %0 _ 4 (6.14)
26
Denotamos su soluciéon como 6. En el caso de gravedad pura, la solucién de esta
ecuacioén se conoce como anillo o radio de Einstein y se suele denotar como 6g o
bien |0¢|. Como veremos en este capitulo la solucién 0, también tendra una forma
de anillo en el plano de las imédgenes pero reservaremos el término anillo de Einstein
para el caso de gravedad pura.

Por otro lado, en este capitulo trabajaremos con perfiles de masa y de plasma
que son comunmente utilizados en estudios de astrofisica. Es importante sefialar
dos cosas: para dichos modelos existe solucion de la ecuacion (6.14) y por otro lado,
las soluciones presentan una tinica solucién circular (anillo de Einstein en el caso de
gravedad pura) en el plano de las imagenes. Otros perfiles de plasma, diferentes a los
utilizados en este trabajo nos permiten obtener varias de estas soluciones circulares
como solucién de la ecuacién (6.14), como son los modelos de plasma polinémicos
[164]. Si bien el método perturbativo presentado en este capitulo no presenta ningtn
impedimento para tratar estos casos, dejaremos su estudio para trabajos posteriores.

Consideremos ahora una pequefia desviacién en la posicién de la fuente asi como
también en la simetrfa circular del potencial de lente, es decir introduciremos una
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pequenia elipticidad en el potencial de lente,
p =08,
$(8) =vo([6]) + 9 (6).
Asumiremos ademads que estas pequefias desviaciones en la simetria circular y en
la posicién de la fuente, implicardn una pequena desviaciéon de la solucién de fon-

do, que como hemos dicho presenta una forma circular en el plano de las imégnes.
Introducimos entonces el siguiente ansatz,

(6.15)

6 =0h 456, (6.16)
y la ecuacién de la lente se puede reescribir como,

0B = 6 + 66 — V5[yo(16]) + 69(6)]5_g, .55 (6.17)

Asumiremos ademads que las tres cantidades ¢ B, 61(6) y 66 son del mismo orden de
magnitud. A este orden la ecuacion de lente perturbada se escribe como,

6B = 06 — (86 - V) Vzpo(|6]) + V01(8)]|5_ - (6.18)

14

Consideremos una fuente circular localizada en (6819, 9B20) con un radio ps.
Explicitamente,

i_ (% 3B10 + OBs cos ps
o <5ﬁz> (5;%20 +6Besing, )7 M OS2 (6.19)
Por otro lado, la posicién de la imagen se puede escribir como,
g 01 (6p + 66) cos ¢
’ (92> ((Gp +66)sing ) N OSP=2m (6.20)

donde 6} = |§Z|
La ecuacién de la lente perturbada nos queda de la siguiente forma

& 35 ing 90
0pB10 + 6Bs cos s = [59 cos ¢ (1 — aéﬁg) — Cos cpﬁlﬂ’ + Sl‘gﬁ’a—ﬂ ‘5_9 , (6.21)
-r

(6.22)

2
8Bao + 6B sin s = [59 sin ¢ <1 - ;ép'g) —sin 4)% — Clogldjaa%}

|9|:9p

Finalmente combinando estas ecuaciones obtenemos la soluciéon de la ecuacién de la
lente perturbada de la siguiente manera

1 [as _
=T |30 gb +0B1pcos ¢ + dBagsing £ VA o (6.23)
1- 5 0] 13=6,

donde

2
A =0op%— (%aﬁ — 8B1o sin ¢ + 6B cos ¢> : (6.24)
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A partir de (6.24) podemos ver que la region en el plano de las imagenes donde la
formacién de imdgenes es posible esté caracterizada por la condicién,

A (yé’y = ep,qa) > 0. (6.25)

6.1.2. N iteraciones

A fin de construir la primera aproximacioén a la posiciéon de la imagen comen-
zamos con la imégen a orden cero situada en § = 97; y encontramos correcciones a
las imagenes situadas en 9p = 9’” + 5§f . Este método se puede extender facilmente
a 6rdenes mds altos. Por e]emplo, asumamos que las imagenes en la i-ésima aproxi-
macién son conocidas y luego perturbemos los potenciales alrededor de dichas po-
siciones y calculemos las correcciones. Esto es, conociendo 5?71, podemos construir

una nueva correcciéon dada por @;p = (|§Zp_1| + 667)(cos ¢, sin¢) con,

aw("e(‘ ) _g+c
60! = — | . (6.26)
1 apr 0=,
donde
sy .
c= 2 +6B10cos ¢ + dBapsing £ VA (6.27)
\5\:9}"7]

6.2. Modelo de galaxia-lente y formacién de imagenes

A fin de estudiar el efecto del plasma en la formacién de imégenes asi como tam-
bién su influencia en la estructura de curvas cdusticas y criticas necesitamos primero
especificar el perfil de densidad de masa de la lente, o alternativamente su potencial
de lente, y luego el perfil de densidad electrénica del plasma. Estaremos conside-
rando un modelo de galaxia-lente con elipticidad descripto por el potencial de lente
singular isotérmico eliptico (SIE) que es extensamente utilizado para modelar ha-
los de materia oscura en galaxias tanto en la teoria de lentes gravitacionales como
también en estudios de dindmica estelar. Dicho perfil SIE viene caracterizado por el
siguiente potencial de lente,

Ygrav (6) = |0[|6]\/1 — 17 cos 2¢ (6.28)

donde 7 es la elipticidad y |§E| es el anillo de Einstein que en términos de la veloci-
dad de dispersién o viene dado como sigue,

2 Dls

Or| =4
|6 | I D,

(6.29)

En cuanto al perfil de densidad electrénica del plasma comenzaremos con una
distribucién esféricamente simétrica de electrones con un decaimiento exponencial
para luego considerar otros perfiles menos restrictivos.

Antes que nada debemos especificar los sistemas de coordenadas que utilizare-
mos. Como se puede ver en la figura 6.1 hemos elegido el eje x de tal forma que
coincida con la linea de la visual mientras que el plano de la lente coincide con el
plano yz. Ademds, hemos definido en el mismo plano el dngulo ¢ como se muestra
en la misma figura y una coordenada cilindrica radial 7. definida en el plano xy (no
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FIGURA 6.1: Sistemas de coordenadas utilizados.

se muestra). Reservamos la letra r para denotar la coordenada esférica radial con
origen en el centro de la lente. Por lo tanto, resulta trivial corroborar las siguientes
relaciones,

Yy =bcos ¢ = D;fcos g, (6.30)
z=bsing = D;fsin ¢, (6.31)
re = /x2+ (D)0 cos ¢)?, (6.32)

r=/x2+ (D,9)2. (6.33)

En las préximas subsecciones describimos los modelos de plasma que utilizaremos.

6.2.1. Modelo de plasma esféricamente simétrico con decaimiento expo-
nencial

Como primer modelo consideraremos una densidad electrénica esféricamente
simétrica con decaimiento exponencial dada por la siguiente expresion,

1e(r) = nge"'". (6.34)

Este tipo de perfiles de plasma han sido analizados de forma numérica en el pa-
sado por Er y Mao en [41]. Aqui desarrollaremos un andlisis perturbativo de los
mismos. A su vez, este tipo de modelo servird de semilla para obtener la medida de
dispersion en modelos més genéricos que no respeten simetria esférica y que seran
discutidos en las préximas subsecciones. Este modelo estd inspirado en ajustes ob-
servacionales propuestos en el pasado para estudiar la distribucién de iones en las
regiones H II de diversas galaxias. En [165], basdndose en observaciones de la gala-
xia M51 (galaxia que se encuentra de cara a la linea de visual), se estimaron valores
de la densidad electrénica np = 10cm~2 y de 1kpc para el radio caracteristico rq. Si
bien en dicha galaxia r cumple el rol de radio galactocéntrico (medido en la direccién
del plano que contiene a la galaxia), en la ecuacién (6.34) r se asume una coordenada
esférica.
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FIGURA 6.2: El error en el ajuste es de menos del 0.25 % en este rango.

Dado que la integral (6.5) no puede resolverse analiticamente de forma cerrada
para este modelo de plasma, no podemos obtener una expresién analitica exacta de
la densidad electrénica proyectada sobre la visual N,. Lejos de ser esto una limita-
cién para este modelo ya que tal integral siempre se puede hacer de forma numérica,
elegimos ajustar N, por una funcién en un rango adecuado a fin de obtener una ex-
presion analitica para la solucion de la ecuacion de la lente. Entonces, aproximamos
N, como sigue,

N.(0) ~ Angroe™ (/B8 (6.35)

donde 6y =19/ D), y A, B, C son pardmetros adimensionales que se obtienen a partir
del ajuste. Notemos que los valores de A, By C dependeran de la eleccién particular
de ro. En la figura 6.2 mostramos graficamente a modo de ejemplo el ajuste (6.35)
para una configuracién de lente que detallaremos mds adelante cuando describamos
la formacién de imagenes. Vemos que en el rango bajo consideracién, que es el rango
donde tendremos formacién de imdgenes en dicho caso (ver figura 6.3), el ajuste que
implementamos es adecuado con un error de menos del 0.25 %, mientras que los
pardmetros de ajuste nos quedan de la siguiente forma: A = 2.003 4= 0.002, B =
1.55+0.01, C = 1.47 £0.01.
El potencial de plasma para este modelo es entonces,

Dy, 27tc? (0
lpplasma<9/w) = Dle w2(1+21)2A1’e7’101’0€ (390) . (636)

A fin de simplificar las expresiones reescribiremos (6.36) de la siguiente manera,

ll]plasma<9/ w) = lPu,ei(%) ’ (637)
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donde )
D 27tc
2 Is
= A . .
lIJw Dle w2(1 + 21)2 7’67107’0 (6 38)
Finalmente, la solucion perturbativa de la ecuacién de la lente se puede expresar
como,

50% — A (\/T—1cos2¢ — 1) +6B1gcos ¢ + 3Bz sing = VA

7 (6.39)
— ‘g—‘g’cge%(l +C(C—1))
donde { = (;—&))C, y
Gelsin2g \
A=6p2— <5ﬁ20 cos ¢ — SProsing + %) . (6.40)

Como hemos sefialado la formacién de imdgenes viene caracterizada por la des-
igualdad (6.25). A partir de esta condicién podemos analizar de forma analitica, pa-
ra algunos casos particulares, las regiones en el plano de la lente donde tendremos
formacién de imagenes en términos de los pardmetros de la fuente y de la lente. Lo
primero que podemos notar de forma general es que el plasma no tendra efecto en
la posicién angular de las imagenes ya que A no depende ni de la frecuencia de ob-
servacion ni de la distribucién de electrones en el plasma. Por lo que el efecto del
plasma en la posicién de las imagenes se dard completamente en la direccion radial.

Veamos el caso sin elipticidad (7 = 0) para tres disposiciones distintas en la posi-
cion de la fuente. Para el caso en que la fuente se encuentra horizontalmente alineada
en el plano de la fuente, es decir para fuentes situadas a lo largo de la recta caracteri-
zada por 019 # 0y 6B = 0, vemos a partir de (6.40) que las imdgenes en el plano
de la lente estaran ubicadas en las regiones ¢ con 0 < ¢ < 271, donde se satisfaga
ademas que sin ¢ < (3B5/6B10)>. Por otro lado para fuentes verticalmente alineadas,
es decir, para fuentes situadas a lo largo de la recta 6819 = 0y B2 # 0, la formacién
de imagenes estara restringida a regiones donde se satisfaga cos? ¢ < (3B5/6B20)>,
con 0 < ¢ < 2. Finalmente, dentro del caso sin elipticidad podemos obtener tam-
bién una condicién explicita para la formacién de imagenes para fuentes localizadas
a lo largo de la diagonal y contradiagonal en el plano de la fuente caracterizadas por
0B10 = £6B20 # 0. En tal caso la formacion de imagenes en el plano de la lente estara
caracterizada por la condicion sinz(rc/4 F¢) < %(5&/(5,820)2, con0 < ¢ <27

Por otro lado podemos analizar también el caso donde la elipticidad de la lente
es extremadamente pequefia (7 < 1) pero donde la fuente se encuentra ubicada en
el origen del plano de la fuente, es decir, 6319 = §B20 = 0. En este caso la formacién
de imagenes se daré en la regién del plano de la lente caracterizada por sin?(2¢) <
(%)2, con0 < ¢ <27

En la figura 6.3 analizamos graficamente el alcance del método perturbativo
con este modelo de plasma en particular para la siguiente configuraciéon de lente.
Consideramos una lente gravitacional descripta por los pardmetros: ny = 60cm 3,
ro = lkpc, 0, = 180km/s, 7 = 0.3 y una frecuencia de observaciéon v = 80Mhz.
El radio angular del anillo de Einstein para esta configuracion es es 0 = 0.555 (li-
nea verde) mientras que 67 = 0.517arcsec (linea negra). Los parametros de la fuente
son (radio y posicién): 6Bs = 0.060, 6510 = 0.080g, dB20 = 0.0. La lente y la fuen-
te se encuentran en z; = 0.04 y z; = 0.1, respectivamente. Los calculos se realizan
en base al modelo estdndar de la cosmologia ACDM con pardametros (), = 0.314 y



120 Capitulo 6. Lentes fuertes con plasma: enfoque numérico y perturbativo

h = 0.674. En dicha figura mostramos la solucién de la ecuacién de la lente para el
caso de gravedad pura en lineas rojas, mientras que en lineas azules mostramos la
solucién para el caso con plasma. En este caso particular vemos que el plasma no
cambia la multiplicidad de imdgenes ni la morfologia de las mismas y en particular
podemos ver que dicha solucién perturbativa coincide plenamente con la solucién
numérica (linea gris) para el caso de una tnica iteraciéon. Sin embargo, vemos que
para esté configuracién, con pardmetros completamente razonables, el efecto princi-
pal del plasma es el corrimiento en la direcciéon radial hacia el centro de la lente de
la posicién de las imagenes.

6.2.2. Modelo exponencial para un disco de plasma visto de lado

Si bien una distribucién esféricamente simétrica de electrones en el plasma per-
mite mostrar los efectos basicos de la influencia del plasma sobre la formacién de
imagenes puede resultar no ser un modelo suficientemente realista, por lo cual va-
le la pena también estudiar distribuciones electrénicas que respeten otras simetrias.
En esta subsecciéon consideraremos una distribucion de electrones con simetria azi-
mutal respecto del eje coordenado z. En este caso resulta conveniente trabajar con
coordenadas cilindricas de tal forma que la densidad de electrones en el plasma sélo
dependa explicitamente de las coordenadas z y r.. Recordemos que la coordenada
radial cilindrica r. estd definida sobre el plano xy perpendicular al plano de la lente
como se muestra en la figura 6.1. Elegimos un decaimiento exponencial en la direc-
cién radial y haremos dos elecciones diferentes para el comportamiento de la den-
sidad de electrones en la direccién z. De este modo consideraremos una densidad
electronica de la forma,

1e(re,z) = noe "/ f(z). (6.41)

Este tipo de modelos mds realista que aquellos esféricamente simétricos (ver
ecuacion (6.34)) también han sido considerados en el pasado, obteniendo diversas
estimaciones para la densidad electrénica promedio 1 y el radio caracteristico rg
a partir del estudio de la distribucién de iones en las regiones H II para diversas
galaxias. En [166] se obtuvieron valores de n9p = 500cm > y o = 8kpc para la
galaxia NGC 1232, mientras que en [167] se estimaron valores para 1y en el ran-
go de ~ [30 — 260]cm 2, basados en el estudio de més de 600 galaxias de los surveys
KMOS y SAMI.

En este caso, la desidad de electrones proyectada a lo largo de la visual nos que-
da,

N.(0, ¢) = /_Zj ne(re,z)dx
Dy x2+(D; cos 9)2
=nof(z) /—Dz e 0 dx (6.42)
Di/ro x2+(D; cos 9)2 y
= norof(z) /—Dz/ro e 0 dax,

donde ¥ = x/rp. Como no podemos calcular esta integral de forma analitica y cerra-
da, decidimos ajustarla por una funcién exponencial de la siguiente forma,

Ne(0, 9) = norof (z) (AeEleosol/ BRI (6.43)

donde 6y = ro/D;, y A, B, C son parametros adimensionales. Como hemos men-
cionada previamente los pardmetros A, By C dependen de la eleccién particular de
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FIGURA 6.3: Modelo SIE con plasma esférico y decaimiento exponen-
cial.
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ro. Por lo tanto el potencial de plasma para este perfil de plasma viene dado por lo
siguiente,

. ’ 7(9\c05(p|)c
lpplasma(er w) = e B f(Z), (6.44)
donde 5
D 27C
2 Is
Yo, = D.D; (1 1 Zl)ZArenoro. (6.45)

Lo primero que notamos en este tipo de modelos es que debido a que la densidad
de electrones no tiene simetria esférica, el potencial de plasma tampoco tedra esta
simetria. De tal forma que la solucién de la ecuacién de la lente a orden cero 6, dada
por (6.14) coincidira con el radio del anillo de Einstein, es decir, 6, = 0. A diferencia
del modelo esféricamente simétrico que describimos anteriormente, en este caso el
potencial de plasma interviene como una perturbacién en la ecuacion de la lente.

Finalmente, elegiremos dos tipos diferentes de decaimiento a lo largo de la direc-
cién z, tanto para valores positivos como negativos de esta coordenada. Primero un
decaimiento exponencial y luego uno Gaussiano. En ambos casos la idea es simular
que los electrones se encuentran mayormente distribuidos a lo largo del plano xy,
es decir que el decaimiento en la direccién z debe ser méas rapido que a lo largo del
plano xy. Al igual que hicimos en el caso anterior, a fin de describir las imdgenes en
el plano de la lente, expresaremos el potencial de lente en términos de las coordena-
das b = D;0 y ¢ adaptadas al plano de la lente.

6.2.2.1. Decaimiento exponencial en la direccién z
En este caso elegimos una funcién f(z) de la forma
f(z) = e~ |2l/z20 — p=blsing|/0: (6.46)

donde 0, = zp/ D), mientras que el potencial de plasma estara dado por,

6] cos ¢ )C _ O|sing|
e

lpplasma(gz w) = ll)we_( Béo 0z . (647)

De este modo, la solucién de la ecuacién de la lente viene dada por la siguiente
expresion,

36% =5B19cos @ + 6By sin ¢ + O (/1 — 17cos2¢ — 1)

2 0 6.48
—%ex<x—|—(C—1)(p)C]cosq)[c> + VA, (6.48)
0, B6,
donde x = (%)q cos ¢|¢ + Z—z| sin g, y
A :(Sﬁg — <5ﬁ20 cos ¢ — (Sﬁlo sin @+ 179158—11’124)
\/1—1ncos2¢
(6.49)

_}_7 X _r - 1
e (C( ) |COS§0| tanq) |Sln(P|COt§0>> .

Obtenemos de esta forma una solucién analitica para determinar la posicién de las
imagenes en el plano de la lente. Si bien en este caso también se puede realizar un
estudio sobre la posicién de las imagenes para diferentes posiciones de la fuente
como hicimos para el modelo esférico, las expresiones que resultan de dicho anélisis
no aportan tanta claridad como en el caso anterior y por ello decidimos directamente
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FIGURA 6.4: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
exponencial en la direccién z.

encarar un andlisis grafico de las imédgenes. Lo que si podemos decir a partir de la
solucion analitica es que, a diferencia del caso esféricamente simétrico el efecto del
plasma en las imagenes se dard no sélo en la direccion radial sino también en su
posiciéon angular debido a que en este caso la funcién A si depende de los pardmetros
del plasma.

En la figura 6.4 consideramos los siguientes parametros: np = 10cm™3, ry =
10kpc, zo = 1kpc, 0, = 180km/s, 1 = 0.3, 8 = 0.555arcsec (linea verde), z; = 0.04,
z; = 0.1. Consideramos una fuente circular con radio §8; = 0.060g centrada en
0B10 = 0.086g, B20 = 0.0. El modelo cosmolégico es el estdindar ACDM con ), =
0.314, h = 0.674, mientras que los pardmetros de ajuste nos dan A = 2.00004 +
0.00002, B =1.16 +£0.01, C = 1.719 £ 0.006. En trazos azules vemos la solucion de la
ecuacion de la lente para el caso de gravedad pura mientras que en rojo graficamos
la solucién perturbativa con plasma y la comparamos con la integracién numérica
de la ecuacién de la lente (linea gris) a fin de corroborar la la exactitud del método.

En este caso graficamos las imagenes para tres frecuencias de observacién dife-
rentes, de izquierda a derecha: 350Mhz, 170Mhz y 80Mhz. Para la frecuencia mas
alta que estamos considerando el efecto del plasma es poco distinguible del caso en
gravedad pura, y es correcto que esto sea asi debido a que debemos recuperar los
resultados de gravedad pura para el caso en que no haya distribucién de electrones
o bien en el caso de altas frecuencias. Para una frecuencia menor de 170Mhz, vemos
que las imagenes mas alejadas del eje horizontal, el cual coincide con el eje z = 0 en
el plano de la lente, tienden a acercarce al centro de la lente también se aprecia un
cambio en la posicién angular de las imagenes respecto del caso de gravedad pura.
Por otro lado, vemos que las imégenes cercanas al eje horizontal, que a su vez coinci-
de con el disco de plasma, tienden a separarse formando dos imédgenes nuevas cada
una, debido a que algunos rayos de luz se desvidn por encima y otros por debajo del
disco de plasma de forma simétrica. Estos hechos se ponen en evidencia en el ulti-
mo grafico para una frecuencia atin menor de 80Mhz, mostrando en este caso que el
plasma no sé6lo puede interferir en la morfologia de las imagenes sino también en su
multiplcidad.

Sefialamos finalmente que dichos graficos fueron obtenidos con una tnica ite-
racion de nuestro método y en comparacion con la solucién numérica vemos que
el método es bastante preciso al menos para esta configuracién, aunque mostrando
que es menos preciso para frecuencias cada vez mas bajas.
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6.2.2.2. Decaimiento Gaussiano en la direccién z

En este caso elegimos una funcién f(z) de la forma

2

F(z) = e (/2] — o= (Osing/6:)?, (6.50)

donde 0, = zo/D;, mientras que el potencial de plasma estara dada por,

Ccos c sin 2
Paama (0, 0) = e () o (E7) (651)

De este modo, la solucién de la ecuacién de la lente viene dada por la siguiente
expresion,

00~ =6B10cos @ + 8Py sin ¢ + 0 (/1 — 17 cos2¢ — 1)

2
Vo, (e S (652)
9;;6 &+ (C 1)(B90) | cos ¢ +0%sm @) £V,
by \C c %2
donde ¢ = (g§-)“|cos ¢ +gsin" @,y

AN =6B% — | 6B cos ¢ — 5By sin @ + _besin2g

/1 —1cos2¢
(6.53)

v, —¢ O \c C 91% :
—_— — —_— —_— 1
+ Qpe C(BGO) | cos ¢|™ tan ¢ 29§cosq)sm(p .

Vemos nuevamente que el plasma tendré efectos tanto en la posicién radial como
angular de las imagenes en el plano de la lente ya que A depende también de los
pardmetros del plasma.

En la figura 6.5 consideramos los siguientes pardmetros: ny = 40cm =2, ry =
10kpc, zo = 1kpc, 0, = 180km/s, = 0.3, 0g = 0.730arcsec (linea verde),z; = 0.2,
z; = 1.2. Consideramos una fuente circular con radio ;s = 0.060g centrada en
6B10 = 0.080g, 6B20 = 0.0. Estamos considerando el modelo cosmolégico estdn-
dar ACDM con Q,, = 0.314, h = 0.674. Los pardmetros de ajuste en este caso son
A = 2.008 £0.002, B = 1.590 + 0.005, C = 1.430 = 0.008. En trazos azules vemos la
solucién de la ecuacién de la lente para el caso de gravedad pura mientras que en
rojo graficamos la solucién perturbativa con plasma y la comparamos con la integra-
cién numérica de la ecuacion de la lente (linea gris) a fin de corroborar la la exactitud
del método.

En este caso graficamos las imagenes para cuatro frecuencias de observacion di-
ferentes, de izquierda a derecha: 320Mhz, 170Mhz, 140Mhz, 130Mhz. Nuevamente
para frecuencias altas el efecto del plasma es bastante tenue. Aunque a medida que
vamos a frecuencias de observacién cada vez menores vemos una situacién pareci-
da con el modelo anteior. Las imédgenes que estan cerca del eje horizontal z = 0 co-
mienzan a separarse pero esta vez en tres imdgenes cada una, mientras que las dos
imdgenes que estdn mds alejadas del eje z = 0 permanecen précticamente inmuta-
bles respecto al caso de gravedad pura debido a que, para este modelo en particular,
el decaimiento a lo largo de la direccién z es mucho mds rapido que en el modelo
anterior y por lo tanto la influencia del plasma en estas imagenes es muy leve. Es
por este motivo también que la solucién perturbativa resuelve bastante bien estas
imagenes y no tan bien aquellas cercas del eje z = 0. En particular vemos que para la
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FIGURA 6.5: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
Gaussiano en la direccién z.

frecuencia de observacion de 130Mhz, la solucién perturbativa necesitaria al menos
otra iteracion para poder reproducir las imdgenes adecuadamente.

El efecto que produce el plasma en la multiplicidad de imédgenes estd intima-
mente relacionado con el efecto que produce el plasma sobre la estructura de curvas
cdusticas, y por ende también, sobre la estructura de curvas criticas. En la secciéon 6.4
estudiaremos el efecto del plasma en estas clases de curvas mostrando de esta forma
a qué se debe este desdoblamiento en las imagenes que produce el plasma.

6.2.3. Modelo Gaussiano para un disco de plasma visto de frente

Consideremos ahora un disco de plasma visto de frente con decaimiento Gaus-
siano tanto a lo largo como a lo ancho en el plano perpendicular a linea de la visual.
En este caso la densidad de electrones estara dada de la siguiente manera,

ne(x,y,z) =npge " e (6.54)
Luego, la densidad de electrones proyectada a lo largo de la linea de la visual nos
queda de la siguiente forma,

Dls
Ne(y,z) = /D ne(x,y,z)dx
— U

22 p, 2
7 S

=npe 0 / e “dx (6.55)
-D;

_yA2

3 Dys/zg 2
= ngzoe 0 / e " dx,
=Dy /z

donde ¥ = x/zp. Veamos la integral. En general para las situaciones que estaremos
considerando las distancias D; y Djs son del orden de Mpc (megaparsec) mientras
que zo, la escala caracteristica del disco de plasma, es del orden de los kpc (kilo-
parsec). Sumado al hecho que el integrando e~ decae lo suficientemente rapido,
podemos reemplazar los limites de integracion D;/zg y —Djs/zo en la integral an-
terior por los valores asintéticos co y —oo, respectivamente; y obtener de este modo
una buena aproximacion de la misma. Ademds esto nos permitird resolver la integral
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de forma analitica. Por lo tanto,

42
Ne(y,z) = nozoe 0 / e dx
oo (6.56)
_ P22

2
= ngzpe 0 /7L

Reescribiendo N, en términos de la coordenada angular 6 utilizando las relaciones
(6.30) y (6.31) obtenemos,
N, () = nozoe %%/, (6.57)

donde 6y = ro/D;. Finalmente, el potencial de plasma estara dado como sigue,

lpplasma(gr (U) = 1/&203_9/90, (658)

donde

) Dy 27tc?

Yo = DD w21+ 2)

Notemos que este perfil de plasma tendra un efecto similar al perfil de plasma es-
féricamente simétrico que consideramos en (6.34) debido a que en ambos casos la
densidad de electrones proyectada N, es axialmente simétrica respecto de la linea
de la visual. En efecto, podemos ver la similitud de los potenciales de plasma si
comparamos las ecuaciones (6.58) y (6.59) con las ecuaciones (6.37) y (6.38). Por este
motivo, en lo que resta del capitulo no haremos mencién de este perfil debido a que
cualquier andlisis que pudiéramos realizar se encuentra de alguna forma contenido
en el andlisis llevado a cabo para el perfil de densidad esféricamente simétrico dado
por (6.34).

Por dltimo, el efecto que un disco de plasma como el que estamos considerando,
para una orientacién arbitraria respecto de la linea de la visual, tiene en la formacién
de las imégenes fue abordado recientemente y puede ser consultado en [168].

5TeNoZoV/ 7T (6.59)

6.3. Comparacion grafica para varias iteraciones

Debido a que este es un método perturbativo es de esperar que en algunas si-
tuaciones las soluciones obtenidas a través del mismo disten demasiado de las solu-
ciones exactas. En esta seccion nos tomamos la libertad de llamar soluciones exactas
a aquellas obtenidas numéricamente ya que podemos obtenerlas con un alto grado
de precisién, aunque estrictamente no lo sean. Se puede llegar a esta situacion don-
de el método perturbativo no es suficientemente preciso en varias circunstancias, ya
sea debido a que la elipticidad de la lente sea muy alta o bien porque la fuente se
encuentra centrada muy lejos de la linea de la visual o que su radio sea excesivamen-
te grande. O bien una combinacién de ellas. Estas situaciones han sido estudiadas
tanto en el trabajo original de Alard como en trabajos subsiguientes.

Por otro lado el plasma también influird en la precisién del método perturbativo
ya que para potenciales de plasma sin simetria esférica el mismo intervendrd como
una perturbacion del potencial de lente en gravedad pura, tal es el caso, por ejemplo,
del disco de plasma visto de lado que analizamos en la seccién anterior. Pero tam-
bien los potenciales de plasma con simetria esférica tendran efecto en la precisién
del método ya que, como vemos, la solucién a primer orden dada por (6.23) debe
ser evaluada en 6, que corresponde con la solucién a orden cero de la ecuacion de
la lente la cual se ve afectada por el plasma. Obviamente, la influencia del plasma
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FIGURA 6.6: Modelo SIE con plasma esférico y decaimiento exponen-
cial. Comparacién para las tres primeras iteraciones.

en la precisién del método perturbativo serd mayor a medida que la densidad de
electrones aumente asi como también para frecuencias de observacioén cada vez mds
bajas.

Como hemos visto, en 6.1.2 introdujimos una correccién iterativa del método
perturbativo a fin de atender aquellas situaciones donde, por los motivos que he-
mos discutido, el método perturbativo (con una sola iteracién) no es suficientemente
preciso para reproducir las soluciones exactas.

En la figura 6.6 volvemos al modelo de plasma esférico para la siguiente confi-
guraciéon. v = 80Mhz, ny = 300cm =3, ry = 1kpc, 0, = 180km/s, 7 = 0.3, 6 =
0.555arcsec (linea verde), 95 = 0.381arcsec (linea negra), z; = 0.04, zs = 0.1. Para-
metros de la fuente (radio y posicién donde se encuentra centrada): 655 = 0.060k,
0B10 = 0.50g, 6B = 0.0. Utilizamos el modelo cosmolégico estdndar con para-
metros: (), = 0.314, h = 0.674; mientras que los pardmetros de ajuste son: A =
2.003 +0.002, B = 1.55 £0.01, C = 1.47 £ 0.01. En dicha figura vemos la formacién
de las imégenes para las tres primeras iteraciones de nuestro método perturbativo.
En gris se encuentra la solucién exacta (o numérica propiamente dicha). Tanto para
el caso de gravedad pura (lineas azules) como para el caso con plasma (lineas rojas)
vemos que se forman dos imédgenes: a la derecha un arco gravitacional que es una
deformacién tangencial de la solucién a orden cero, y en lado izquierdo una imagen
deformada en sentido radial, la cual ampliamos a fin de una mejor visualizacién. Las
correcciones introducidas por la segunda y la tercera iteracién se ponen claramente
de manifiesto en la region ampliada donde vemos como mejora sustancialmente la
precisién del método perturbativo, mientras que la correccion en el arco gravitacio-
nal no parece cambiar demasiado a simple vista. En este caso el efecto del plasma
es relevante en la precisiéon del método tanto porque estamos trabajando con una
frecuencia de observacion relativamente baja de 80Mhz como asi también porque
estamos considerando una densidad electrénica relativamente alta de 300cm 2 en
comparacion con los casos que veniamos analizando hasta ahora.

Por otro lado analizamos también las correcciones iterativas del método pertur-
bativo para el disco de plasma visto de lado con decaimiento Gaussiano en la direc-
cién z. En este caso repetimos la misma configuracion de parametros que utilizamos
en la figura 6.5 y en particular nos vamos a concentrar en las tltimas dos subfiguras
de la derecha que corresponden a frecuencias de observacién de 140Mhz y 130Mhz,
respectivamente. En ambos casos veremos cémo una tercera iteraciéon del método
perturbativo produce correcciones significativas del método perturbativo. Dichas
correcciones las podemos ver en las figuras 6.7 para la frecuencia de 140Mhz, y 6.8
para la frecuencia de 130Mhz. Iteraciones de orden mads alto no muestran correccio-
nes significativas.
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FIGURA 6.7: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
Gaussiano en la direccién z, repitiendo la configuracién de la figura
6.5 con frecuencia de observacién v = 140Mhz. Tercera iteracién.
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FIGURA 6.8: Modelo SIE para un disco de plasma con decaimiento
Gaussiano en la direccién z, repitiendo la configuracién de la figura
6.5 con frecuencia de observacién v = 130Mhz. Tercera iteracién.
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De esta forma mostramos graficamente para algunos ejemplos particulares como
las correcciones iterativas del método perturbativo resultan ttiles a fin de reprodu-
cir la posicién de las imagenes de forma maés fidedigna. Resaltamos que en todos los
casos correcciones de orden cuatro o superiores no resultaron necesarias. Por otro
lado, si bien es posible mostrar como son las soluciones analiticas para las diferentes
iteraciones dichas expresiones son bastante engorrosas y carecen de caracter ilus-
trativo alguno, y por ese motivo decidimos realizar s6lo un andlisis gréfico de las
mismas.

6.4. Curvas criticas, causticas y magnificacién

Como vimos en la seccién 6.2.2, para ciertos perfiles de plasma, en particular pa-
ra un disco de plasma visto de lado con decaimiento tanto exponencial como Gaus-
siano en la direccién perpendicular al disco, el plasma tiene un efecto claro en la
multiplicidad de las imadgenes respecto del mismo caso en gravedad pura (ver figu-
ras 6.4 y 6.5). Lejos de ser el objetivo de esta seccién establecer un criterio general o
condiciones necesarias que nos permitan predecir el nimero de imdgenes dado un
determinado perfil de plasma, vamos a analizar el efecto del plasma en las curvas
criticas y cdusticas asociadas a la figura 6.5, la cual corresponde al modelo con de-
caimiento Gaussiano en la direccién z. Un efecto similar tendrd el plasma sobre las
curvas criticas y custicas asociadas a la figura 6.4 aunque en este caso, debido a que
el potencial de lente no es diferenciable en z = 0, las mismas deben ser calculadas
con mayor cuidado cerca de dicha zona.

Las curvas criticas, que son aquellas curvas definidas a partir de la condiciéon | = 0

en el plano de la lente, donde | = det% es el determinante de la matriz Jacobiana,
tienen una importancia significativa debido a que estdn relacionadas a dos de los
efectos més notorios de la teoria de lentes gravitacionales: la magnificacién de iméa-
genes y la multiplicidad de las mismas (este tiltimo, propio de lentes gravitacionales
fuertes). Debido al efecto de magnificacién, la imagen de una fuente infinitesimal-
mente pequefia situada en una posicién 0 se iluminaré o se oscurecerd por un factor
|11(6)| donde u se conoce como magnificacién (o magnificacién puntual) y estd defi-
nido por y = % De esta forma, vemos que las curvas criticas son aquellas regiones
en el plano de la lente donde la magnificaciéon de las imédgenes es infinita. Esta di-
vergencia indica que la aproximacién de 6ptica geométrica falla en esta region. Sin
embargo, al tratar en la practica con fuentes extendidas la magnificacion se calcula
promediando la magnificacién puntual sobre la fuente y a su vez, pesandola y nor-
malizdndola por el brillo superficial de la misma. Para una discusién detallada de
este tema nos referimos a [169].

En la figura 6.9 vemos las curvas criticas asociadas a la figura 6.5 para varias
frecuencias de observacion. En verde graficamos el anillo de Einstein mientras que
en azul y rojo se presentan las curvas criticas para el caso de gravedad pura y para
el caso con plasma, respectivamente. Podemos ver que incluso para frecuencias de
320MHz, la influencia del plasma es notoria y que su principal influencia, al menos
en este perfil que estamos considerando, se da a lo largo del eje horizontal definido
por z = 0 en el plano de la lente, debido a que el mismo coincide con el disco de
plasma vsito de lado. Si bien dichas curvas también pudieron ser obtenidas a par-
tir de un enfoque perturbativo, decidimos estudiar numéricamente tanto las curvas
criticas como cdusticas a fin de evitar cualquier sesgo que una solucién perturbativa
pudiera introducir.
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FIGURA 6.9: Curvas criticas asociadas a la figura 6.5.
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FIGURA 6.10: Curvas de nivel asociadas a la magnificacién para
la misma configuracion de 6.5 con frecuencia de observacién v =
130Mhz.

Para la frecuencia de 130Mhz podemos ver ademads en la figura 6.10 las curvas de
nivel asociadas a la magnificacién en el plano de la lente hasta un valor de y = 2.5
apreciando de esta forma cémo el valor de la magnificaciéon es mayor en las regiones
proximas a las curvas criticas.

Por otro lado, como mencionamos previamente las curvas criticas también estdn
relacionadas con la multiplicidad de imédgenes, aunque de una forma indirecta ya
que la evaluacién de la ecuacién de lente a lo largo de estas curvas nos da lo que
se conoce como curvas cdusticas, y la posicion relativa de la fuente con respecto a
estas nuevas curvas es lo que nos dard informacién acerca de la multiplicidad de las
imédgenes. Dicho de otro modo, aquellas fuentes que generan imédgenes localizadas
a lo largo de curvas criticas en el plano de la lente, se encuentran situadas a lo largo
de curvas causticas en el plano de la fuente. Un ejemplo sencillo de esto se da en
el caso de una lente y una fuente puntuales alineada esta tltima con la linea de la
visual. La imagen que se produce en este caso es un anillo de Einstein que a su vez
coincide con una curva critica, y por lo tanto la curva caustica serd en este caso el
punto donde se encuentra localizada la fuente.

En la figura 6.11 podemos ver las curvas cdusticas asociadas a la figura 6.5. En
azul vemos las curvas cdusticas para el caso de gravedad pura con forma de astroide
mientras que en rojo se muestran las curvas cdusticas para el caso con plasma para
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las distintas frecuencias de observacion que estamos considerando. En negro pode-
mos ver la posicion relativa de la fuente respecto a estas curvas. Es notable el efecto
que tiene el plasma para frecuencias cada vez maés bajas, lo cual tiene su correlato
con las imagenes que se forman en el plano de la lente. Para la frecuencia de 320Mhz
vemos que si bien el efecto del plasma en las curvas cdusticas es apreciable, las imé-
genes cambien muy poco debido a que la fuente se encuentra relativamente alejada
de las mismas. Sin embargo para frecuencias cada vez mds bajas vemos efectos sus-
tanciales en las imdgenes formadas a lo largo del eje z = 0 en el plano de la lente,
situacion que se condice con una aproximacién cada vez mayor entre la fuente y las
curvas causticas. Para la frecuencia de 130Mhz podemos ver incluso que el plasma
produce un cambio en la multiplicidad de las imadgenes perfectamente distiguible
coincidiendo con un solapamiento entre la fuente y las curvas cdusticas en multiples
lugares. Finalmente en la figura 6.12 vemos en simultdneo las imagenes que se for-
man (subfigura de abajo) para distintas posiciones relativas de la fuente respecto de
las curvas cdusticas (subfigura de arriba). De esta forma es posible apreciar mejor la
importancia de las curvas cdusticas en la morfologia y multiplicidad de las imdgenes
en el plano de la lente.

6.5. Resumen del capitulo

En este capitulo hemos utilizado el método perturbativo introducido por Alard
en [161], originalmente presentado para el caso de gravedad pura y extendido en
esta tesis al caso de plasma, a fin de estudiar el efecto que tiene un plasma frio y no
magnetizado en la formacion de las imédgenes en el régimen de lentes gravitaciona-
les fuertes. Estudiamos el efecto que tiene el mismo en los anillos de Einstein, arcos
gravitacionales y sistemas de imagenes multiples desde un enfoque analitico, gréfico
y numérico; este tltimo a fin de poder corroborar la precision del método perturba-
tivo. Implementamos también una correccion iterativa de este método y estudiamos
cémo mejoraba la precision del mismo hasta la tercera iteracion.

La distribucién de materia fue caracterizada por un modelo de lente SIE, comtn-
mente utilizado para modelar halos de materia oscura en galaxias tanto en el contex-
to de lentes gravitacionales como en estudios de dindmica estelar. Para la distribu-
cion de electrones en el plasma nos enfocamos en dos modelos: uno esféricamente
simétrico con decaimiento exponencial, y otro donde los electrones se encuentran
distribuidos a lo largo de un disco visto tanto de lado como de frente, con dos tipos
de decaimiento diferentes: uno exponencial y otro Gaussiano.

Por ltimo, estudiamos el efecto del plasma en la estructura de las curvas criticas,
cdusticas y en la magnificacion. En particular, estudiando el disco de plasma visto
de lado con un decaimiento Gaussiano, vemos que la posicion relativa de la fuente
respecto de las curvas cdusticas en el plano de la fuente explican el cambio en la
multiplicidad de las imagenes producido por la presencia del plama debido a que
en algunas situaciones la posicion de la fuente se solapa con la de las curvas cdusticas
en uno o varios lugares. Para dicho modelo mostramos a su vez los diferentes tipos
de imagenes que se obtienen para distintas posiciones donde se encuentra centrada
la fuente.
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FIGURA 6.11: Curvas causticas asociadas a la figura 6.5.
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FIGURA 6.12: Imégenes para distintas posiciones de la fuente respec-
to de las curvas causticas para la misma configuracién de 6.5 con fre-
cuencia de observacién v = 130Mhz.
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Capitulo 7

Conclusion

En esta tesis doctoral hemos abordado el estudio de la influencia que tienen los
plasmas astrofisicos frios y no magnetizados en la desviacion de la luz, estudiando
principalmente su influencia sobre el angulo de deflexién por ser éste no sélo una
cantidad indirectamente observable a escala del sistema solar sino porque a partir
de él y de la ecuacion de lente se pueden estudiar otros observables de relevancia
como el shear, la convergencia, los anillos de Einstein, los arcos gravitacionales, los
sistemas de imagenes multiples, etc.; todos ellos abordados en este trabajo.

La herramienta central que hemos utilizado en este trabajo (excepto en el ca-
pitulo 6) a fin de estudiar la influencia del plasma ha sido el uso del teorema de
Gauss-Bonnet para determinar el dngulo de deflexién, en el régimen de lente débil,
de una manera sencilla en términos de cantidades geométricas e independiente del
sistema de coordenadas utilizado, lo cual consituye un cambio significativo respecto
de los métodos tradicionales. Dicho método que fue originalmente presentado por
Gibbons y Werner para calcular el &ngulo de deflexion en el caso de gravedad pura,
fue extendido en este trabajo permitiendo tener en cuenta la influencia de un medio
dispersivo por el cual se propagaran los rayos de luz. Pudimos llevar a cabo esta
generalizacion tanto para espaciotiempos estaticos y esféricamente simétricos como
para espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos.

Otro de los temas abordados en este trabajo, y para el cual nos hicimos nue-
vamente con el teorema de Gauss-Bonnet, fue el efecto que tienen las correcciones
por distancias finitas en la estimacién del angulo de deflexion teniendo en cuenta
ademas el efecto del plasma. Es decir, estimar cudnto influyen la distancias finitas
lente-fuente y lente-observador en la desviacion de los rayos de luz que se propagan
a través del plasma. Vimos que el uso del teorema de Gauss-Bonnet permite llevar
a cabo diferentes definiciones de dngulo de deflexién en este caso, algunas de las
cuales ni siquiera coinciden con expresiones cldsicas y bien probadas en astrometria
de alta precision. Por nuestro lado, propusimos una nueva definicién que coincide
con expresiones cldsicas y rebatimos otras que a nuestro entender eran desacertadas.
En este contexto discutimos la forma de llevar a cabo el procedimiento de Edding-
ton para medir el &ngulo de deflexion a escala del sistema solar teniendo en cuenta
la presencia de un medio dispersivo, y estudiamos en detalle un modelo de plasma
para la parte mas externa de la corona solar (modelando el Sol como una lente de
Schwarzschild) mostrando como influye la distancia (finita) Tierra-Sol en el angulo
de deflexion para distintas frecuencias.

Complementamos este enfoque con el método basado en tetradas nulas e intro-
dujimos una métrica de tipo Gordon para poder incluir los efectos del plasma en
la desviacién de los rayos de luz, obteniendo de esta forma expresiones, incluso a
segundo orden, para el angulo de deflexién, el shear y la convergencia en térmi-
nos de escalares de curvatura asociados al tensor de Ricci y de Weyl. La ventaja
de este método es que también nos permite escribir cantidades ¢pticas en términos
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de cantidades geométricas con un significado claro e independiente del sistema de
coordenadas utilizado. A su vez, con ambos métodos pudimos obtener expresiones
para estas mismas cantidades 6pticas en términos de las componentes del tensor
energfa-momento, la frecuencia de observacién y la distribucién de electrones en el
plasma.

El teorema de Gauss-Bonnet nos permitié también estudiar de una manera senci-
lla la deflexion que sufren las particulas masivas sujetas inicamente al campo gravi-
tatorio via una identificacion entre el movimiento de éstas y el de fotones propagan-
dose en un plasma homogéneo bajo el mismo campo gravitacional. Cémo vimos, en
este trabajo fuimos capaces de establecer una nueva correspondencia, esta vez en-
tre la propagacion particulas masivas y cargadas en un campo gravitacional y bajo
la accién de un campo eléctrico externo, y la propagacién de fotones en un plasma
inhomogéneo particular. Con esta identificacion, y a través del teorema de Gauss-
Bonnet, pudimos estudiar la deflexién que experimentan estas particulas masivas y
cargadas, en dicha situacién, de una manera sencilla.

Otra ventaja que presenta este método es que nos permite calcular de una ma-
nera bastante directa el &ngulo de deflexién a ordenes superiores, tanto para fotones
propagéndose en un espaciotiempo esféricamente simétrico o axialmente simétrico
para distintos perfiles de plasma como para particulas masivas en gravedad pura.
En todos los casos fuimos capaces de obtener el dngulo de deflexién incluso hasta
tercer orden sobre el espaciotiempo de Kerr.

En cuanto al estudio de la influencia del plasma en el régimen de lente fuerte
nos enfocamos principalmente en el efecto que tiene el mismo sobre la posicién, la
forma y la multiplicidad de las imégenes, estudiando tanto anillos de Einstein como
arcos gravitacionales y sistemas de imagenes mdltiples. Para ello llevamos a cabo
un enfoque perturbativo (y cuando se requirié numérico también) de la ecuacion de
la lente utilizando un método originalmente propuesto por Alard para el caso de
gravedad pura, y el cual fue extendido en este trabajo para incluir los efectos del
plasma. A su vez estudiamos el efecto del plasma en las curvas criticas y cdusticas
asi como también en la magnificacién. Por dltimo implementamos una correccién
iterativa de este método a fin de obtener soluciones analiticas de la ecuacién de lente
tan precisas como necesitemos.

Vale destacar, que las técnicas desarrolladas en este trabajo no se limitan a me-
dios plasmaticos, sino que siguen siendo validas para otros medios dispersivos y no
dispersivos, incluso en ausencia de gravedad, por lo cual las técnicas presentadas
también pueden resultar ttiles para estudios en el limite de 6ptica geométrica en
condiciones de laboratorio donde los efectos de la gravedad puedan ser considera-
dos despreciables.

Lejos de ser el objetivo de esta tesis llevar a cabo un andlisis completo de todos
los efectos asociados al plasma lensing, creemos haber contribuido a un mejor enten-
dimiento de los fenémenos 6pticos asociados al mismo tanto con resultados nuevos
y originales como asi también con la introduccién de nuevos métodos, propios de
la geometria diferencial como son los basados en el teorema de Gauss-Bonnet o el
formalismo de tetradas nulas a través de la identificacion de 6rbitas de rayos de luz
(no geodésicas) en espaciotiempos fisicos con érbitas provenientes de geodésicas
nulas en métricas Opticas 4-dimensionales tipo Gordon. Métodos que nos permiten
obtener y/o simplificar a través de invariantes geométricos el cdlculo de una de las
cantidades 6pticas mds relevantes en el formalismo de lentes gravitacionales: el an-
gulo de deflexion.
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Apéndice A

Angulo de deflexién para modelos
de plasma particulares

Por completitud, en este apéndice calularemos explicitamente el &ngulo de de-
flexién para dos modelos de plasma inhomogéneos diferentes bajo la aproximacién
w
- L 1.
Weo

A.1l. Modelo de plasma con perfil N(r) = Nor™", h > 0 en el

espaciotiempos de Schwarzschild

Consideraremos una lente gravitacional rodeada por un plasma inhomogéneo
con densidad electrénica,
N(r) = Nor ™", h >0, (A1)

sobre un espaciotiempo de Schwarzschild con métrica (2.43). En este caso el indice
de refracciéon viene dado como sigue,

K.N 2
n(r) = \/1 — rhwgi (1 - ;ﬂ>, (A2)

mientras que la métrica dptica asociada esta dado por lo siguiente,

do? =

r(w?, — KeNor " 4 2mNoK,r—(1+1) ( iy Zd(p2>
1 7

w3, (r —2m) —27’”+r

(A.3)

con determinante g°Ft,

4Pt — (r"*1w2, — K, Nor + ZmKeNo)Zr?’, (A4)
(r — 2m)3r2hwi,

y curvatura Gaussiana como sigue,

1 w? 1
K=-= o x {8w2m®K,Ny(h — =) (h + 3)r?+1
2 ATk — KoNor 7 2KoNgm)? < 18wer KeNo(h = 3) (i + 3)r
2
— 12w§om2KeN0(gh +h? - g)#h+2 + 6w2,mK,No(h + g)(h — §)72h+3
2 N2, +8m[%r3h+3w§o B Zmr”’“wﬁo (P — gmzrh-i-l
3 1
e = KNG (h = 2)]}

(A.5)
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A fin de comparar con expresiones del angulo de deflexién obtenidas con otros
métodos, sélo tomaremos en cuente términos lineales en m y Ny, y despreciaremos
aquellos proporcionales al producto m N,

Zﬂ thf(thl)KeNO
r? 2w3

o]

Kds = ( - )drdgo + O(m?, N3, mNp). (A.6)

Por otro lado, necesitamos calcular k, y Z—g a lo largo de la curva Cg asociada a la
métrica Optica (A.3),

R'Z weo 4K, No(h — 2)(m — §)2 + 6R" 1, (& — )

= , A7
s (2R 12, — K,NoR + 2mK,No)3/2 (A7)
y
dr| R |wiR— RI-MK,Ny+ 2R~"K.Nom (A8)
dplc, wWe R—2m ' '
A partir de estas expresiones podemos verificar que,
do
lim x,—| =1 (A9)
R Sdo |
Finalmente, obtenemos el angulo de deflexién,
am K nT(4+1
g = A KeNo VLG +3) + O(m?, N2, mNy). (A.10)

bWk ()

La expresion (A.10) coincide con la férmula derivada por Bisnovatyi-Kogan y Tsup-
ko en [22].

A.2. Modelo de plasma con perfil N(7) = Noe "/ en el espa-
ciotiempo de Schwarzschild

Consideremos una métrica de Schwarzschild con una densidad electrénica del

plasma dada por,
N(r) = Noe "/™. (A.11)

El indice de refraccién nos queda,

—r/r
n(r) = \/1—K31\S;°<1—2:”>, (A.12)
mientras que la métrica Optica,
2 _ 2 2111002 dr2
do? = e (;"6_(21]1;0 2meoe (1) <1 - +r2dg02>, (A.13)

7

donde
w?(r) = K,Noe /"0, (A.14)
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El determinante g°P' de la métrica 6ptica (A.13) viene dado como sigue,

(Wi — GR(r) (r —2m) P
(r —2m)3wd ’

goPt = (A.15)

y la curvatura Gaussiana,

Wa
2123 (wd — w2(r))r + 2w2 (r)m]
+ (4m® — mro)r* + 6mro (ro + m) r — 6m>rg*] — rolwi (r) (r — 2m)3 (m(2rg + 1)

— 1) + 2wk mror* (2r — 3m)]}.

3 X {r(r— 2m)wiw?(r)[r* — (4m 4 ro)r’

(A.16)
A orden lineal en m

2m | wi(r)[wg(r—r row?(r
m:(_rﬁ <>2[r%(igo_2§r)g2 ()]

)drd(p + O(m?, Nom).  (A.17)

Por otro lado, la curvatura geodésica de Cg se lee,

. V(R —2R0)(R — 2m)2w2(R) + 2w2,roR(R — 3m)

= A.18
g 2w 1oR3/2[(w? — w?2(R))R + 2mw?(R)]3/2 (A.18)
mientras que,
do| _ R [[} ~ @R(R)R +2mw?(R) )" (A19)
dplc,  we R—2m ’ '
y por lo tanto podemos verificar que se satisface el limite,
1%13010 Kgdq) . =1 (A.20)
Finalmente, obtenemos el angulo de deflexién,
4 bK.N b
o= O () + O(m?, NG, mNo); (A21)

0
b row2, 70

donde Kj es la funcién de Bessel modificada de segundo tipo. Una expresién similar
obtenida utilizando otros métodos puede ser consultada en [41].
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Apéndice B

Comparacion explicita de las
férmulas (3.4), (3.8) y (3.9)

En este apéndice usaremos un ejemplo particular para ilustrar cémo las expre-
siones alternativas para el dngulo de deflexién dadas por las ecuaciones (3.4), (3.8)
y (3.9) dan el mismo resultado. Concentrémonos en la métrica de Schwarzschild es-
crita en coordenadas isotrépicas,

1—2\2 !
ds? = — <1+2n:> dt* + <1 + Z) [dr2 + 72 <d192 + sinz(ﬁ)dq)2>], (B.1)
2r

y restrinjamos nuestra atencién al plano definido por ¢ = 71/2. Vamos a calcular el
angulo de deflexién a segundo orden en la masa m. Sin embargo, por el momento
escribiremos relaciones exactas. La métrica dptica asociada en este caso viene dada
como sigue,
m\6
do? = 7(1 *3) <dr2 + er(p2>; (B.2)
(-7

mientras que la curvatura Gaussiana se escribe,

B 128mr3 (4r% — 2rm + m?)

k= (2r +m)8

(B.3)

El elemento de superficie es,

5 2r +m)®
ds = \/det(gl.jpt)drd(p = 165’3(21/_)m)2drdq). (B:4)

Luego, a segundo orden en la masa,

2m  m?
1/'3

-+ ) drdg + O(m?), (B.5)

r

KdS = < —
la cual puede ser reescrita en términos de la variable u = 1/r como,
KdsS = <2m - m2u> dudg + O(m®). (B.6)

Ahora usaremos la ecuacion (3.9) para calcular el angulo de deflexion. Para llevar
a cabo esto debemos integrar sobre una regién D, acotada por las curvas radiales
YR, ¥s, la geodésica 4, y el segmento de arco yc. Las curvas radiales yr y s estan
dadas por ¢ = @r Y ¢ = @s, respectivamente. En términos de la coordenada u, ¢
estd definida por u = 1/r¢ = constante, y finalmente la geodésica espacial 4, que
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describe la 6rbita de los rayos de luz entre la fuente y el obserador estd dada como
sigue,

_sin(¢)  2m(1—cos(¢)) 15m? cos(@)(tan(¢) — ¢)
T = + 103 +O(m?). (B.7)

Esta expresion para u, sigue de resolver la ecuacién (3.42) a segundo orden en la
masa,

du,\> 1 4m 15m2u2
<dqf> = -+t £, (B8)

b2 2b2
con la condicion asintética

lim u,(¢p) = 0. (B.9)
¢—0

Notemos sin embargo que a fin de calcular la integral de la curvatura Gaussiana
s6lo necesitamos considerar los primeros dos términos de (B.7) debido a que KdS
ya es una cantidad de al menos orden m. Luego, para el primer término en (3.9)
obtenemos,

sm 2ml cos
— // KdS = / <2m — m2u> dude + O(m®)
r 1/rc

b
= 2 [Cos((ps) — COS((pR) + *((PS - Q’R)]
rc
L
8b2

2
+41§;(¢R — q)s)] +O(m?).

[30((pR — ¢g) +sin(2¢r) — sin(2¢g) + 32(sin(¢@s) — sin(¢r))

(B.10)

También debemos calcular los otros dos términos en la ecuacion (3.9). El dltimo

término se calcula en el espacio Euclideo y por lo tanto estd dado simplemente por

la ecuacion (3.6). A fin de calcular el segundo término necesitamos primero conocer

la curvatura geodésica de §¢ definida por r = rc = constante. El valor exacto de
esta curvatura esta dado por,

3 drclarc(re —2m) + m?]
5o = , B.11
Ke (2rc +m)* (B11)

y por lo tanto, el segundo término en (3.9) viene dado por lo siguiente,

Ps 5 Ps 2 m?
[ war= e fagae= [T (124 2 Jap o0
Yc(s—R) PR C

m2

2
ZrC

(B.12)

=@s — ¢r + ;(G"R — ¢s) + = (pr — @s) + O(m®).

A partir de las ecuaciones (3.6), (B.10) y (B.12), y reemplazandolas en la férmula
(3.9) obtenemos finalmente el angulo de deflexion,

2
o :277” cos(ps) — COS(¢R):| g;z [30(go — ¢s) +sin(2¢R) — sin(2¢s)
(B.13)

+ 32(sin(¢s) — sin(qu))] + O(m3),
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el cual coincide con nuestras expresiones previas dadas por (3.84) y (3.85) obtenidas
usando directamente la ecuacion (3.4).

Ahora repetiremos el cdlculo pero usando la expresioén dada en (3.8). Para llevar
a cabo este calculo debemos calcular la suma de dngulos en la regién D, sobre el
espacio Euclideo y también en la regién D, sobre la variedad 6ptica.

En el espacio Euclideo, la suma de los d&ngulos interiores viene dada simplemente
por,

Y & =21+ ¢r — ¢s, (B.14)
1

mientras que para la regiéon D, en la variedad 6ptica tenemos

Zéi = 7T+ €1 + &; (B.15)

i

siendo é; y é; los angulos formados por la curva 4, y las curvas radiales yr y s,
respectivamente. Como queremos calcular el 4ngulo de deflexién a segundo orden
en la masa necesitamos usar la expresion para la ecuacion de la érbita que describe
¥¢ con todos los términos que aparecen en (B.7).

El d&ngulo & puede ser calculado a partir de la siguiente relacion (ver figura (3.2)),

opt
e —— (VIS AN o] @
\/gﬁ’,f’t " 13(gr) " 15(r) W lp=gr
y similarmente, & = 7 — X2 con {» siendo el dngulo suplementario a &, el cual
satisface,
oo d d d
tanf; = — [ “"”tdﬂ [rd(f] = u(ps) 7 (B.17)
\/ gk Yelos) Ye(gs) P=9s
Usando (B.7) obtenemos,
tan & = tan(@r) — 2m 1 — cos(gr)
b cos?(¢r)
Y . . (B.18)
m* 15(sin(2¢r) — 2¢r) cos(@r) — 16sin(2¢g) + 32sin(¢r)
8b? cos?(¢Rr) '

Luego, al orden considerado,

~ 2m m? . . 3
€1 = Qr — 7(1 —cos(¢r)) — @(30471{ +sin(2¢r) — 32sin(¢r)) + O(m”), (B.19)

y repitiendo para f, el cual obtenemos a partir de (B.17), obtenemos

2

21 _ cos(@s)) — o (30¢s + sin(2gs) — 32sin(ps)) + O(m). (B.20)

X2 = ¢s — b
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Por lo tanto,
Y & =2m+é& — i
i

2

2m m .
=27+ ¢r — @s + T(COS(QOR) —cos(@s)) + 52 [30(4’5 — ¢r) +sin(2¢s)

—sin(2¢r) + 32(sin(¢r) — sin((ps))] .
(B.21)
Finalmente, reemplazando las ecuaciones (B.14) y (B.21) en la definicién del angulo
de deflexién dada por la ecuacion (3.8), recuperamos la férmula (B.13).
Como comentario final notemos que Ishihara et al también expresa el dngulo

de deflexién en términos de dos dngulos Y5 y Yr y un dngulo coordenado ¢rs =
¢@r — @s. El dngulo de deflexion en este caso se expresa como [60],

a=%Yr—Y¥Ys+ PRS- (B.22)

Por otro lado, los dngulos interiores &; y &, utilizados estdn relacionados a los angu-
los ¥s y Yr como sigue,

€1 = TT— Y R, (523)
& = Ys. (B.24)
Luego, teniendo en cuenta las relaciones (B.14) y (B.15), podemos ver que la defini-

cién (3.8) la cual se basa en la suma de dngulos interiores de regiones cuadrildteras
finitas coincide con la férmula (B.22), la cual no hace mensién a ninguna region.
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Apéndice C

Relacion entre las diferentes
coordenadas angulares y el angulo
de elongaciéon

En este apéndice haremos una discusién general sobre las expresiones para el
angulo de deflexion, la ecuacion de la érbita y la relacién con el angulo de elongacion
81 cuando uno usa diferentes coordenadas angulares azimutales, con la restricciéon
que ellas definen el mismo campo vectorial de Killing rotacional y por lo tanto sélo
pueden diferir en una constante é.

Consideremos la figura (C.1) la cual es basicamente la misma figura que (3.2)
pero con la diferencia que ahora hemos introducido dos sistemas de coordenadas
angulares diferentes con respecto a los ejes polares A,yis ¥ daxis-

e

Aaxis

FIGURA C.1: Relacién entre coordenadas angulares azimutales en tér-
minos de la separacién angular ¢ entre los respectivos ejes polares.

Nombramos estas coordenadas como ¢ y @5, respectivamente. Como podemos
ver en la figura (C.1), ellas estan relacionadas por,

Q= @s+0. (C1)

Asumamos que la fuente se encuentra suficientemente alejada de la lente y del
observador. Entonces, cada una de estas coordenadas angulares azimutales pue-
den ser identificadas por el dngulo ¢s que el rayo de luz conectando la fuente S
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con el observador R toma en este limite. Denotaremos este angulo por A, esto es,
lims_ o @ss = A, donde el limite se toma a lo largo del rayo de luz desde la fuente
hasta el observador. Por ejemplo, la coordenada angular ¢ utilizada por Ishihara et
al y también por Arakida es tal que el punto de minimos acercamiento del rayo de
luz a la lente se encuentra en @§min = 71/2, 0 equivalentemente, dada la simetria de
la trayectoria de los rayos de luz alrededor de la direccion radial definida por @min
podemos codificar la misma informacién tomando A = —a /2. Otra posibilidad
natural fue considerada en el cuerpo de este trabajo donde tomamos una variable
angular tal que para una fuente lejana limg_, o ¢s = 0.

Queremos escribir expresiones para el angulo de deflexién y el dngulo de elon-
gacién que sean validas para cualquier coordenada angular azimutal definida por
diferentes valores de A. Una manera de llevar a cabo esto es comenzar eligiendo
un eje polar particular A,ys donde la correspondiente coordenada angular ¢ es tal
que limgs_,o ¢s = 0. Por lo tanto, como hemos dicho antes, cualquier otro eje polar
Jaxis puede ser identificado por un dngulo A (ver figura (C.2) la cual es basicamente
la misma figura (C.1) pero rotada de tal forma que ahora el eje polar Aa.is queda
graficado de forma horizontal).

FIGURA C.2: Eleccién particular para la coordenada ¢ de tal forma

que para una fuente lejana S, g — 0. Cualquier otra coordenada

azimutal ¢; tal que @55 — A para una fuente lejana esta relacionada
a@pord = —A.

Notemos también que por construcciéon el corrimiento ¢ estd dado simplemen-
te por § = —A, y como conocemos las expresiones para la érbita, en coordenadas
isotropicas, para el dngulo de deflexiéon y para el dangulo de elongacién en las coor-
denadas asociadas al eje polar A,yis, podemos directamente escribir las expresiones
para las mismas cantidades en otros sistemas de coordenadas relacionados por (C.1).

Comencemos con el d&ngulo de elongacién 6;. El mismo esta dado en la coorde-
nada ¢ de la figura (C.2) por 8; = m — @r + 60 y por lo tanto en términos de la
coordenada azimutal ¢; estard dado por,

0 = 71— (psg — A) + 6. (C.2)

En particular, si el eje polar d,s se elige de tal forma que A = —a /2 (por ejemplo,
este es el caso en los trabajos de Ishihara et al y de Arakida) tenemos el siguiente
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resultado,
O(m)
——

@1:n—(f)R—“7°°+50 (C.3)
=711 — gr+ O(m);

De forma similar podemos proceder con la ecuacién de la érbita y con el d&ngulo de
deflexion. En particular, para la métrica de Schwarzschild escrita en coordenadas
isotrépicas la ecuacion de la 6rbita a orden lineal en la masa estd dada por los dos
primeros términos de la ecuacién (B.7), y por lo tanto para cualquier otra eleccién de
coordenada azimutal tenemos que u esta dado por,

uy(gs) = sm(q’g —4) , 2mll = C‘;SZ(% —8) L o). (C4)

Por otro lado, como conocemos las expresiones para el angulo de deflexion en las
coordenadas asociadas al eje Aais (B.13), podemos calcular el angulo de deflexion
para cualquier otra eleccién de coordenada angular azimutal (por simplicidad con-
tinuaremos escribiendo expresiones para el caso donde la fuente se encuentra sufi-
cientemente alejada de la lente, es decir s = 0y @55 = A),

2
« :277” [1 —cos(@sr — A)] + % [30(%1{ —A) +sin(2(psr — A))
(C.5)

— 32(sin(@sr — A))] +O(m®).

Esta expresion es valida para cualquier valor de A, pero en el caso del trabajo de
Ishihara et al la coordenada ¢ fue elegida de tal forma que A = —a /2, una canti-
dad de al menos O(m) y por lo tanto la expresién se puede re-expandir como fue
explicado en (3.3.1.2).

De todas formas, incluso cuando obtuvimos todas las cantidades de una manera
muy fécil a partir de expresiones conocidas en coordenadas relacionadas al eje Aaxis,
las mismas pueden también ser explicitamente obtenidas a partir de la ecuacion de
la 6rbita en coordenadas isotrépicas y la definicién de dngulo de deflexion. A saber,
resolvemos directamente la ecuacién (B.8) con la condicién asintética,

lim u(¢@s) = 0. (C.6)
QD(;—)A
Para hacer esto elegimos el ansatz
i —A 2
”((P(S) — Sln(qu ) + mu;)((P(s) +O(7’l’l2>, (C7)

donde el primer término describe la 6rbita plana sin perturbar en este sistema de
coordenadas. A partir de (B.8) obtenemos que a primer orden en la masa m, 11 (@s)
debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial,

b cos(¢ps — A);l:; +sin(¢ps — A)(bu; — 1) = 0. (C.8)

La solucién general de esta ecuacién viene dada por,

wi(ps) = 5 + Cos(s — A); (€9)
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siendo C una constante de integracion que queda fija a partir de implementar la
condicién asintética (C.6), resultando en C = —1/b. Por lo tanto a orden lineal en m
la ecuacion de la 6rbita queda,

u(ps) = sin((pz —4) + 2m(1 — Cobsz(% —4)) + O(m?); (C.10)

la cual coincide con la expresién obtenida previamente. Usando esta expresion para
la 6rbita y repitiendo el mismo procedimiento que en la ecuacién (B.10) del apéndice
B obtenemos la siguiente expresion para el angulo de deflexion,

2m 2

o =% cos(@ss — A) — cos(@sr — A)} + % [30((;)51; — @s5) +sin(2(gsr — A))

— sin(2(@ss — A)) +32(sin(gss — A) — sin(gsx — A))] +O(md);

(C.11)
el cual para una fuente suficientemente alejada ¢s5 = A, coincide con la expresiéon
(C.16).

Finalmente, escribimos el dngulo de deflexién en términos del d&ngulo de elonga-
cién 0;. A partir de las expresiones (C.2) y (C.5) se sigue que a orden lineal en m, el
dngulo de deflexién estd dado como esperdbamos por la férmula de Shapiro (3.21),
con 7y = 1. A fin de calcular el 4ngulo de deflexién a partir de (C.5) a segundo orden
en 0; debemos tener en cuenta que,

2m

36 = ocg.z +0O(m?) = A

[1 + COS(Q]):| + O(m?). (C.12)

Por lo tanto reemplazando,
Psr — A =1 — 0]+ 0, (C.13)
en la ecuacion (C.5) y tomando en cuenta que

cos(@sr — A) =cos(rt — 0; + 560)

= —cos(f;) — % [2 sin(6;) + sin(zel)] +O(m?), (C14)

y ademads, que el segundo término en (C.5) se puede expresar en términos de 0;

como,
2

% [30(7‘[ —6;) —sin(26;) — 32 sin(GI)}; (C.15)

podemos escribir el &ngulo de deflexiéon en términos de 6; como sigue,

15m?
4p?

« _2m [1 + COS(Q]):| +

5 [71 — 01+ sin(6;) cos(GI)] + O(m®); (C.16)

el cual coincide con la relacién mds general dada por las expresiones (3.31) y (3.32)
para el caso particular donde todos los pardmetros PPN son igualesaly J, = 0.
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Apéndice D

Espaciotiempo de Schwarzschild
con una densidad de plasma de la

forma N(r) = N,,r " Casos
particulares

A fin de calcular la contribucién al angulo de deflexién debida a la presencia de la
corona solar, necesitamos calcular la forma explicita de a3 para los casos particulares
h = 2,6,16,y con las respectivas constantes numéricas N,3, Ny ¥ Ny16. En términos
de funciones trigonométricas estdndar tenemos que,

K.N, ) .
h=2: a3 :ﬁ [(ps — @r + cos(@Rr) sin(@r) — cos(ps) sm(<p5)} ,

K.N, ) )
h=6: a3 :64b6a16§ [60((;)5 — ¢r) + 45<sm(2(pR) - sm(2(p5)>

+9 sin(dgs) —sinfdg) ) + sin(6pr) —sinfps)

h=16: a3 _ KelNos [720720(([)5 —¢r) + 640640<sin(2(pR) - sin(2q)5)>

~ 458752b16(2
+ 224224 ( sin(4¢s) — sin(4(pR)> + 81536 ( sin(6¢r) — sin(6(p5))
+ 25480 ( sin(8¢s) — sin(8(pR)> + 6272 < sin(10¢r) — sin(10<p5)>

+ 112O(sin(124)5) - sin(lZ(pR)> + 128(sin(14(pR) - sin(14(ps)>

+ 7<sin(16q05) — sin(16g0R)>} .
(D.1)
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Apéndice E

Angulo de deflexién de particulas
de pureba masivas y cargadas en el
espaciotiempo de
Reissner-Nordstrom: solucion de la
ecuacion de la 6rbita

En este apéndice calcularemos el dngulo de deflexion asociado a particulas de
prueba masivas y cargadas en el espaciotiempo de Reissner-Nordstrom integrando
directamente la ecuacion de la 6rbita espacial a fin de corroborar la validez del mé-
todo basado en el teorema de Gauss-Bonnet al utilizar otro método completamente
distinto. Como hemos visto en 4.1, la ecuacién de la 6rbita viene dada como sigue,

%)2 B iﬁii (Z%ia%:)(r) - 1), (B.1)

donde A, By C son las componentes de la métrica mientras que p, y p; son constan-
tes asociadas a los campos vectoriales de Killing axial y temporal, respectivamente.
En general, se suelen identificar dichas constantes con el momento angular | y la
energia E de una particula de prueba la cual medida por un observador asintético
se reduce a (4.171). Entonces,

2
pr 1
—pép = (E.2)

Por otro lado, para el espaciotiempo de Reissner-Nordstrom tenemos que,

Ar)=BY(r)=1- 27’" + ?22 C(r) = (E.3)

Haciendo el cambio de variable u = 1/r y tomando en cuenta la ecuacién (4.175), la
ecuacion de la 6rbita (E.1) se puede reescribir como sigue,

du\® 1 2 qQ 5\ 2u QP(-=v*), 5 2

(ag) = (== S2VI=) = (1 S o))
+ 2mud — Q2u4,

(E.4)

A diferencia del método de Gauss-Bonnet, si queremos calcular el angulo de de-

flexién a orden O(B, 7,6, B%, %, 6%, B5) debemos resolver la ecuacién de la 6rbita al
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mismo orden. Consideremos entonces el siguiente ansatz en términos de los parame-
tros adimensionales definidos en (4.177),

() =uo + u1(@)B + u2(@)d + uz(9)y + us(@) B + us(@) B> + ()5

E.5
+0(7%, B°,8°,6p% By, 5%, 67), =)

donde uy = ¢ e impongamos la condicién asintética,
lim u;(¢) = 0. (E.6)

¢—0

Se sigue que cada una de las funciones u;(¢) (i = 1...6) debe satisfacer una ecuacion
diferencial de la forma,

cos q)du;;fo) +singu;(¢) = F(@,ui(¢)), (E.7)

con j # i. Explicitamente, las funciones F; estain dadas como sigue,

sing 1

F(p) = 2 (? —cos’ ), (E.8)
B(g) = —jf;;”m, (E9)
Fy(¢) = zlb(Sir; P _costp+3costg—2), (E.10)
Fi(p m(g)ia(p) = w(p)@sin’ g+ 5 1) (E11)

1—-v? duy d
— bul((l’)\/;—b<ul(q))u2(§0)+;;;;j), (E.12)

2
Blpun(e) = mlp)@+ 5 -3cose) — 2 [id(p) + (G) |19
Flpun(e)) = 5] st ol =) 20/ T Puale)  (B19
2 duy ? 2.2
+ [uZ((p)+ <d(P> ]y v } (E.15)

Por lo tanto, podemos resolver las primeras tres ecuaciones para ui (@), u2(¢@), us(¢),
fijando las respectivas constantes de integracion a través de la condicién asintética
(E.6), y luego podemos resolver las siguientes ecuaciones para u4 (), us(¢) y ue(¢)
usando las expresiones obtenidas para u1(¢) y u2(¢), y fijando las demads constantes
de integracion con la condicién asintética.
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Haciendo esto obtenemos la solucién de la ecuaciéon de la 6rbita en términos de
los parametros fisicos como sigue,

u(g) :% [singo + ((1 —cos ) —H)Z(cos2 ¢ — cos (p)> % + ((2 + vz)(pcosqo
2

% cos? g sin (p) 4502 — <302 cos? @sin ¢ — [8sin ¢(1 + v?)

—2sing — v
2

— (12 + 3v%) @] cos @ + 2 sin (v — 2) % —(1—cosg)V1-— 02@

4b*v bo?u

qQm

2,2

- (sin<p—3(pc05(p—|—2cos<psin(p)\/1—va e (¢ cos ¢ —sin @) (1 —v?)

202
ngzQz 2]'
otp

(E.16)

En este punto es importante sefialar que si hubiéramos calculado el angulo de de-

flexiéon usando el método de Gauss-Bonnet s6lo hubiéramos necesitado calcular las

funciones u; y uy. Si bien tendriamos que calcular ademas la 2-forma KdS al mismo

orden, esto suele ser mucho mas sencillo que calcular las funciones u; (i = 3,4,5, 6).
Finalmente, podemos calcular el &ngulo de deflexién a como sigue,

o ~ tan — Tim 2®) (E.17)

g7 %(¢)

donde el punto significa derivada respecto de ¢ y

x(¢) = r(¢p)cose, (E.18)
y(g) = r(¢)sing. (E.19)

Notemos que en principio deberiamos calcular el limite de ¢ yendo a 7w + & en vez
de 7t. Sin embargo, se puede chequear que si en la ecuacién (E.17) tomamos el limite
@ — 1+ A donde A se asume que es una cantidad compuesta de términos de orden
B, v,y 9, éstos contribuirdn al &ngulo de deflexiéon con términos de orden superior a
los deseados, y por lo tanto es consistente tomar el limite ¢ — 7.

Por ultimo, utilizando la relacién (E.17) obtenemos,

_ 2m 1 29QV1—v2  3mwm? 4 mQ? 2
“—b<1+vz>‘bvz T Ve e e 20
 3mgQm V1 -2 N mq?Q* 1 — v? '
1202 1 W22 2

Usando la ecuacién (4.171) para la energia de la particula podemos ver que esta
ultima expresion para el angulo de deflexién concide con la expresion obtenida en
(4.181).






157

Apéndice F

Angulo de deflexion a tercer orden
en el espaciotiempo de Kerr:
integracion de la ecuacidon de la
Orbita

Como validacién de nuestra expresion obtenida para el dngulo de deflexién dada
por la ecuacion (5.86) integraremos directamente la ecuacién de la érbita a través de
una extension que haremos del método presentado por Aazami, Keeton, Petters y

Hansen en [156] originalmente introducido para estudiar geodésicas nulas.
La ecuacion de la 6rbita tanto para trayectorias préogradas (s = +1) como retré-

gradas (s = —1) en el plano ecuatorial puede ser expresada como sigue,
de _ L sv/rb(r — 2MF) (E1)
dr [a2 +r(r — 2M)]\/73 + b2(2MF% — Gr) + 2MT 2’ '
donde
o a M
F = 1- s% =1 sa%, (F2)
2 2
_ a oM
1—1v?
r = e (F4)

La expresion (F.1) se reducie a la ecuacion (B14) de [156] en el caso de geodésicas
nulas (I' = 0). El &ngulo de deflexién se obtiene de la forma usual,

a:Z/
ro

donde 7 es el valor de la coordenada radial en la distancia de menor acercamiento
a la lente. La relacién entre rp y el pardmetro de impacto b sigue de requerir que

dg
dr

dr —r, (E5)

dr

5 = 0, lo cual implica a partir de (F.1) la siguiente relacién,

r=ro

3+ b*(2MF? — Gry) +2mI' 73 = 0. (F.6)
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La solucién real positiva de esta ecuacion es,

Vo + 2MT
/G — 2M 1:2'
o
Al substituir la ecuaciéon (F.7) en (FE.1), y cambiando la variable de integracién r en la

ecuacién (E.5) por x = 2, el angulo de deflexién se obtiene a partir de la siguiente
expresion,

b= (E7)

" 2/1 (1 — 2hx + a2h%x*)~'\/1 + 2Th(1 — 2hFx)
0

{G(l —x?) —2F?h(1 — x3) + T(1 — x)h[2Gx — 4x(1 + x) F?h]

0% — T

(E8)
donde h = M/ry.
Asumiendo que 1 < 1, podemos hacer una expansion de Taylor en /1 del in-
tegrando en (E.8), la cual luego de la integracién y conservando términos de tercer
orden en & nos queda,

& = b7t + ath + (ay + byt )W* + (az + byr)h® + O(h*); (E9)
donde
1
_ 2{2[G(1—F)+F}+TIG}

ﬂl - G3/2 7
oo~ 4 F24+TG

2 = 17G s
b — 15F* — 4G(F — 1)(3F? 4+ 2G) — 24>G? + 4T G[3F% + 2G(1 — F)]

2 4G5/2 ’
a3 = 3G17/2 {122F6 —90F*(F — 1)G — 16F%(—4 + 4> + 4F)G? + 8(4 + 4*(F — 2) — 4F)G®

+T[12G?(1 — F)(9F% 4 4G) + 153F*G — 124*G®] + T?(30G>(1 — F) + 48G?F?)

+7r3c3},

F24+TG

by = —2b c

Estas expresiones generalizan los resultados obtenidos en [156] al caso de particulas
de prueba con masa. Podemos también escribir el angulo de deflexién en términos
de una expansién en y = M/b usando que h puede ser obtenida perturbativamente
a partir de (F.7),

1 F2+TG , B5F*4+TG(6F?+TG) , 4
: F.16

En términos de 7y el dngulo de deflexién se escibe como,

h—

w = Agrt + Ayy + A29% + Azy® + O(44), (F17)
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donde
Ao = by, (F.18)
a1
Al = —, F.19
1 e (E19)
2
Ay — al(F +rG)gZG(ﬂ2+b27T), (F.20)
1
A3 — 2G7/2{|:6Q1FF2+4F2(112+1927T):|G
+ |:F(F a1 + 4ar, + 41727'[) + 2(513 + b37‘[):| G?
+ 5a1F4} (F.21)

Como F y G son ya funciones de v, los coeficientes A; deben ser expandidos
en v, y luego de esto, al reemplazar en la ecuacién (F.17) recuperamos el angulo de
deflexion dado por la ecuacion (5.86) con el término lineal en @ multiplicado por s.






161

Bibliografia

[1] Henk Hoekstra y col. «<Masses of galaxy clusters from gravitational lensing».
En: Space Sci. Rev. 177 (2013), pags. 75-118. DOI: 10.1007/511214-013-9978-
5. arXiv: 1303.3274 [astro-ph.CO].

[2] R. Mandelbaum. «Galaxy Halo Masses from Weak Gravitational Lensing».
En: Galaxy Masses as Constraints of Formation Models. Ed. por M. Cappellari
y S. Courteau. Vol. 311. IAU Symposium. 2015, pags. 86-95. DOI: 10.1017/
S1743921315003452. arXiv: 1410.0734.

[3] CarloGiocoliy col. «<Mass and Concentration estimates from Weak and Strong
Gravitational Lensing: a Systematic Study». En: Mon. Not. Roy. Astron. Soc.
440.2 (2014), pags. 1899-1915. DOI: 10.1093/mnras/stu303. arXiv: 1311.1205
[astro-ph.CO].

[4] Antony Lewis; Anthony Challinor. «Weak gravitational lensing of the CMB».
En: Physics Reports 429 (1 2006). DOI: 10.1016/j . physrep.2006.03.002.

[5] Avery E. Broderick y col. «<Modeling Seven Years of Event Horizon Telescope
Observations with Radiatively Inefficient Accretion Flow Models». En: As-
trophys. ]. 820.2 (2016), pag. 137. DOI: 10.3847/0004-637X/820/2/137. arXiv:
1602.07701 [astro-ph.HE].

[6] A. Cava y col. «The nature of giant clumps in distant galaxies probed by
the anatomy of the cosmic snake». En: Nature Astronomy 2 (ene. de 2018),
pags. 76-82. DOI: 10.1038/s41550-017-0295-x. arXiv: 1711.03977.

[7] D. O. Muhleman e I. D. Johnston. «Radio Propagation in the Solar Gravi-
tational Field». En: Phys. Rev. Lett. 17 (8 1966), pags. 455-458. DOI: 10.1103/
PhysRevLett.17.455. URL: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLlett.
17.455.

[8] D.O.Muhleman, R. D. Ekers y E. B. Fomalont. «Radio Interferometric Test of
the General Relativistic Light Bending Near the Sun». En: Phys. Rev. Lett. 24
(24 1970), pags. 1377-1380.

[9] D.O.Mubhleman, P. B. Esposito y J. D. Anderson. «The electron density pro-
file of the outer corona and the interplanetary medium from Mariner-6 and
Mariner-7 time-delay measurements». En: Astrophysical Journal 211 (feb. de
1977), pags. 943-957.

[10] G. Leonard Tyler y col. «The Viking Solar Corona Experiment». En: Journal of
Geophysical Research 82 (28 1977), pags. 4335-4340.

[11] Slava G. Turyshev y Viktor T. Toth. «The Pioneer Anomaly». En: Living Re-
views in Relativity 13.1 (sep. de 2010), pag. 4. DOI: 10.12942/1rr-2010-4.
URL: https://doi.org/10.12942/1rr-2010-4.

[12] R. A. Breuer y J. Ehlers. «Propagation of High-Frequency Electromagnetic
Waves Through a Magnetized Plasma in Curved Space-Time. I». En: Procee-
dings Mathematical Physical & Engineering Sciences 370 (1742 mar. de 1980).


https://doi.org/10.1007/s11214-013-9978-5
https://doi.org/10.1007/s11214-013-9978-5
https://arxiv.org/abs/1303.3274
https://doi.org/10.1017/S1743921315003452
https://doi.org/10.1017/S1743921315003452
https://arxiv.org/abs/1410.0734
https://doi.org/10.1093/mnras/stu303
https://arxiv.org/abs/1311.1205
https://arxiv.org/abs/1311.1205
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2006.03.002
https://doi.org/10.3847/0004-637X/820/2/137
https://arxiv.org/abs/1602.07701
https://doi.org/10.1038/s41550-017-0295-x
https://arxiv.org/abs/1711.03977
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.17.455
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.17.455
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.17.455
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.17.455
https://doi.org/10.12942/lrr-2010-4
https://doi.org/10.12942/lrr-2010-4

162 Bibliografia

[13] R. A.Breuer y J. Ehlers. «Propagation of high-frequency electromagnetic wa-
ves through a magnetized plasma in curved space-time. II - Application of
the asymptotic approximation». En: Proceedings of the Royal Society of London
Series A (374 ene. de 1981).

[14] R.A.Breuery]. Ehlers. «Propagation of electromagnetic waves through mag-
netized plasmas in arbitrary gravitational fields». En: Astronomy & Astrophy-
sics (96 mar. de 1981).

[15] Volker Perlick. Ray Optics, Fermat’s Principle, and Applications to General Rela-
tively. first. Lecture Notes in Physics 61. Springer-Verlag Berlin Heidelberg,
2000. 1SBN: 978-3-540-66898-5,978-3-540-46662-8.

[16] G. Swarup. «An International Telescope for Radio Astronomy». En: Current
Science, Vol. 60, NO.2/JAN25, P.106, 1991 60 (ene. de 1991), pag. 106.

[17] M. P. van Haarlem y col. <LOFAR: The LOw-Frequency ARray». En: Astron.
Astrophys 556, A2 (ago. de 2013), A2. DOI: 10.1051/0004-6361/201220873.
arXiv: 1305.3550 [astro-ph.IM].

[18] C.J. Lonsdale, R. J. Cappallo y Morales. «The Murchison Widefield Array:
Design Overview». En: IEEE Proceedings 97 (ago. de 2009), pags. 1497-1506.
DOI: 10.1109/JPROC.2009.2017564. arXiv: 0903.1828 [astro-ph.IM].

[19] A. Budianu y col. «Swarm-to-Earth communication in OLFAR». En: Elsevier
Science. Acta Astrondutica 107 (2015), pags. 14-19.

[20] Mark]. Bentum, Luca Bonetti y Alessandro D. A. M. Spallicci. «Dispersion by
pulsars, magnetars, fast radio bursts and massive electromagnetism at very
low radio frequencies». En: Adv. Space Res. 59 (2017), pags. 736-747. DOI: 10.
1016/j.asr.2016.10.018. arXiv: 1607.08820 [astro-ph.IM].

[21] G.S. Bisnovatyi-Kogan y O. Yu. Tsupko. «Gravitational radiospectrometer».
En: Grav. Cosmol. 15 (2009), pags. 20-27. DOI: 10 . 1134/5020228930901006X.
arXiv: 0809.1021 [astro-ph].

[22] G. S. Bisnovatyi-Kogan y O. Yu. Tsupko. «Gravitational lensing in a non-
uniform plasma». En: Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 404 (2010), pags. 1790-1800.
DOI: 10.1111/3j.1365-2966.2010.16290.x. arXiv: 1006.2321 [astro-ph.CO].

[23] Oleg Yu Tsupko y Gennady S. Bisnovatyi-Kogan. «Gravitational lensing in
plasma: Relativistic images at homogeneous plasma». En: Phys. Rev. D87.12
(2013), pag. 124009. DOI: 10.1103/PhysRevD.87.124009. eprint: 1305.7032.

[24] O. Yu. Tsupko y G. S. Bisnovatyi-Kogan. «Influence of Plasma on Relativis-
tic Images of Gravitational Lensing». En: Nonlin. Phenom. Complex Syst. 17.4
(2014), pags. 455-457.

[25] O.Yu. Tsupko y G. S. Bisnovatyi-Kogan. «Gravitational lensing in the presen-
ce of plasmas and strong gravitational fields». En: Grav. Cosmol. 20.3 (2014),
pags. 220-225. DOI: 10.1134/50202289314030153.

[26] Volker Perlick, Oleg Yu. Tsupko y Gennady S. Bisnovatyi-Kogan. «Influence
of a plasma on the shadow of a spherically symmetric black hole». En: Phys.
Rev. D92.10 (2015), pag. 104031. DOI: 10.1103/PhysRevD.92.104031. arXiv:
1507.04217 [gr-qc].

[27] G. S. Bisnovatyi-Kogan y O. Yu. Tsupko. «Gravitational Lensing in Plasmic
Mediumy». En: (2015). [Plasma Phys. Rep.41,562(2015)]. DOI: 10.1134/S1063780X15070016.
arXiv: 1507.08545 [gr-qc].


https://doi.org/10.1051/0004-6361/201220873
https://arxiv.org/abs/1305.3550
https://doi.org/10.1109/JPROC.2009.2017564
https://arxiv.org/abs/0903.1828
https://doi.org/10.1016/j.asr.2016.10.018
https://doi.org/10.1016/j.asr.2016.10.018
https://arxiv.org/abs/1607.08820
https://doi.org/10.1134/S020228930901006X
https://arxiv.org/abs/0809.1021
https://doi.org/10.1111/j.1365-2966.2010.16290.x
https://arxiv.org/abs/1006.2321
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.124009
1305.7032
https://doi.org/10.1134/S0202289314030153
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.92.104031
https://arxiv.org/abs/1507.04217
https://doi.org/10.1134/S1063780X15070016
https://arxiv.org/abs/1507.08545

Bibliografia 163

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

Volker Perlick y Oleg Yu. Tsupko. «Light propagation in a plasma on Kerr
spacetime: Separation of the Hamilton-Jacobi equation and calculation of the
shadow». En: Phys. Rev. D95.10 (2017), pag. 104003. DOI: 10.1103/PhysRevD.
95.104003. arXiv: 1702.08768 [gr-qc].

Gennady Bisnovatyi-Kogan y Oleg Tsupko. «Gravitational Lensing in Pre-
sence of Plasma: Strong Lens Systems, Black Hole Lensing and Shadow». En:
Universe 3.3 (2017), pag. 57. DOI: 10.3390/universe3030057.

V. S. Morozova, B. J. Ahmedov y A. A. Tursunov. «Gravitational lensing by
a rotating massive object in a plasma». En: Astrophysics and Space Science 346
(2013), pags. 513-520. URL: http://adsabs.harvard.edu/abs/2013Ap726SS.
346..513M.

A. Abdujabbarov y col. «Shadow of rotating wormhole in plasma environ-
ment». En: Astrophysics and Space Science 361, 226 (2016), pag. 226. DOI: 10 .
1007/s10509-016-2818-9.

A. Abdujabbarov y col. «Shadow of the rotating black hole with quintes-
sential energy in the presence of plasma». En: International Journal of Mo-
dern Physics D 26, 1750051-239 (2017), pags. 1750051-239. DOI: 10 . 1142/
50218271817500511.

A. Abdujabbarov y col. «Gravitational lensing by regular black holes su-
rrounded by plasma». En: International Journal of Modern Physics D 26,1741011-
187 (2017), pags. 1741011-187. DOI: 10.1142/50218271817410115.

A. Abdujabbarov y col. «Optical properties of a braneworld black hole: Gra-
vitational lensing and retrolensing». En: Phys. Rev. D. 96.8, 084017 (2017),
pdag. 084017. DOI: 10.1103/PhysRevD.96.084017.

B. Turimov y col. «Gravitational lensing by magnetized compact object in
the presence of plasma». En: ArXiv: 1802.03293 (2018). arXiv: 1802 . 03293
[gr-qcl.

Adam Rogers. «Frequency-dependent effects of gravitational lensing within
plasma». En: Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 451.1 (2015), pags. 17-25. DOI: 10 .
1093/mnras/stv903. arXiv: 1505.06790 [gr-qcl].

Adam Rogers. «Escape and Trapping of Low-Frequency Gravitationally Len-
sed Rays by Compact Objects within Plasma». En: Mon. Not. Roy. Astron. Soc.
465.2 (2017), pags. 2151-2159. DOI: 10 . 1093 /mnras / stw2829. arXiv: 1611 .
01269 [gr-qcl.

Adam Rogers. «Gravitational Lensing of Rays through the Levitating At-
mospheres of Compact Objects». En: Universe 3 (2017), pag. 3. DOI: 10.3390/
universe3010003. arXiv: 1701.05693 [gr-qc].

X. Er y A. Rogers. «Iwo families of astrophysical diverging lens models».
En: Mon.Not.Roy.Astron.Soc. 475 (mar. de 2018), pags. 867-878. DOI: 10.1093/
mnras/stx3290. arXiv: 1712.06900.

Gabriel Crisnejo y Emanuel Gallo. «Weak lensing in a plasma medium and
gravitational deflection of massive particles using the Gauss-Bonnet theorem.
A unified treatment». En: Phys. Rev. D97.12 (2018), pag. 124016. DOI: 10. 1103/
PhysRevD.97.124016. arXiv: 1804.05473 [gr-qc].

Xinzhong Er y Shude Mao. «Effects of plasma on gravitational lensing». En:
Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 437.3 (2014), pags. 2180-2186. DOI: 10.1093/mnras/
Stt2043. arXiv: 1310.5825 [astro-ph.CO0].


https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.104003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.104003
https://arxiv.org/abs/1702.08768
https://doi.org/10.3390/universe3030057
http://adsabs.harvard.edu/abs/2013Ap%26SS.346..513M
http://adsabs.harvard.edu/abs/2013Ap%26SS.346..513M
https://doi.org/10.1007/s10509-016-2818-9
https://doi.org/10.1007/s10509-016-2818-9
https://doi.org/10.1142/S0218271817500511
https://doi.org/10.1142/S0218271817500511
https://doi.org/10.1142/S0218271817410115
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.084017
https://arxiv.org/abs/1802.03293
https://arxiv.org/abs/1802.03293
https://doi.org/10.1093/mnras/stv903
https://doi.org/10.1093/mnras/stv903
https://arxiv.org/abs/1505.06790
https://doi.org/10.1093/mnras/stw2829
https://arxiv.org/abs/1611.01269
https://arxiv.org/abs/1611.01269
https://doi.org/10.3390/universe3010003
https://doi.org/10.3390/universe3010003
https://arxiv.org/abs/1701.05693
https://doi.org/10.1093/mnras/stx3290
https://doi.org/10.1093/mnras/stx3290
https://arxiv.org/abs/1712.06900
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.97.124016
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.97.124016
https://arxiv.org/abs/1804.05473
https://doi.org/10.1093/mnras/stt2043
https://doi.org/10.1093/mnras/stt2043
https://arxiv.org/abs/1310.5825

164

Bibliografia

[42]

[49]

[50]

[53]

[54]

[55]

Emanuel Gallo y Osvaldo M. Moreschi. «Gravitational lens optical scalars
in terms of energy-momentum distributions». En: Phys. Rev. D 83 (8 2011),
pag. 083007. DOIL: 10.1103/PhysRevD.83.083007.

Ezequiel F Boero y Osvaldo M Moreschi. «Gravitational lens optical scalars
in terms of energy-momentum distributions in the cosmological framework».
En: Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 475.4 (2018), pags. 4683-4703. DOI: 10. 1093/
mnras/sty110. eprint: /oup/backfile/content _public/journal/mnras/
475/4/10.1093 _mnras_sty110/1/sty110.pdf. URL: http://dx.doi.org/
10.1093/mnras/sty110.

Gabriel Crisnejo y Emanuel Gallo. «Expressions for optical scalars and de-
flection angle at second order in terms of curvature scalars». En: Phys. Rev. D
97 (8 2018), pag. 084010. DOI: 10 . 1103/PhysRevD . 97 . 084010. URL: https:
//link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.97.084010.

G. W. Gibbons y M. C. Werner. «Applications of the Gauss-Bonnet theorem
to gravitational lensing». En: Class. Quant. Grav. 25 (2008), pag. 235009. DOI:
10.1088/0264-9381/25/23/235009. arXiv: 0807.0854 [gr-qc].

G. W. Gibbons y M. C. Werner. «Applications of the Gauss-Bonnet theorem
to gravitational lensing». En: Class. Quant. Grav. 25 (2008), pag. 235009. DOTI:
10.1088/0264-9381/25/23/235009. arXiv: 0807 .0854 [gr-qc].

Hermann Weyl. «Zur Gravitationstheorie». En: Annalen der Physik 359 (18
1917).

Kimet Jusufi. «Gravitational lensing by Reissner-Nordstrom black holes with
topological defects». En: Astrophys. Space Sci. 361.1 (2016), pag. 24. DOI: 10.
1007/s10509-015-2609-8. arXiv: 1510.08526 [gr-qc].

Kimet Jusufi. «Light Deflection with Torsion Effects Caused by a Spinning
Cosmic String». En: Eur. Phys. ]. C76.6 (2016), pag. 332. DOI: 10.1140/epjc/
510052-016-4185-7. arXiv: 1605.02781 [gr-qc].

Kimet Jusufi. «Quantum effects on the deflection of light and the Gauss-
Bonnet theorem». En: Int. |. Geom. Meth. Mod. Phys. 14.10 (2017), pag. 1750137.
DOI: 10.1142/50219887817501377. arXiv: 1611.00713 [gr-qc].

Kimet Jusufi. «<Deflection angle of light by wormholes using the Gauss-Bonnet
theorem». En: Int. |. Geom. Meth. Mod. Phys. 14.12 (2017), pag. 1750179. DOI:
10.1142/50219887817501791. arXiv: 1706.01244 [gr-qc].

Kimet Jusufi, Izzet Sakalli y Ali Ovgiin. «Effect of Lorentz Symmetry Brea-
king on the Deflection of Light in a Cosmic String Spacetime». En: Phys.
Rev. D96.2 (2017), pag. 024040. DOI: 10 . 1103 /PhysRevD . 96 . 024040. arXiv:
1705.06197 [gr-qcl.

Kimet Jusufi, Ali Ovgiin y Ayan Banerjee. «Light deflection by charged wormho-
les in Einstein-Maxwell-dilaton theory». En: Phys. Rev. D96.8 (2017). [Adden-
dum: Phys. Rev.D96,n0.8,089904(2017)], pag. 084036. DOI: 10.1103/PhysRevD.
96.084036,10.1103/PhysRevD.96.089904.

Kimet Jusufiy col. «Deflection of light by black holes and massless wormho-
les in massive gravity». En: Eur. Phys. |. C78.4 (2018), pag. 349.

Kimet Jusufi, Farook Rahaman y Ayan Banerjee. «Semiclassical gravitational
effects on the gravitational lensing in the spacetime of topological defects».
En: Annals Phys. 389 (2018), pags. 219-233. DOI: 10.1016/j.aop.2017.12.013.
arXiv: 1709.00227 [gr-qc].


https://doi.org/10.1103/PhysRevD.83.083007
https://doi.org/10.1093/mnras/sty110
https://doi.org/10.1093/mnras/sty110
/oup/backfile/content_public/journal/mnras/475/4/10.1093_mnras_sty110/1/sty110.pdf
/oup/backfile/content_public/journal/mnras/475/4/10.1093_mnras_sty110/1/sty110.pdf
http://dx.doi.org/10.1093/mnras/sty110
http://dx.doi.org/10.1093/mnras/sty110
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.97.084010
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.97.084010
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.97.084010
https://doi.org/10.1088/0264-9381/25/23/235009
https://arxiv.org/abs/0807.0854
https://doi.org/10.1088/0264-9381/25/23/235009
https://arxiv.org/abs/0807.0854
https://doi.org/10.1007/s10509-015-2609-8
https://doi.org/10.1007/s10509-015-2609-8
https://arxiv.org/abs/1510.08526
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4185-7
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-016-4185-7
https://arxiv.org/abs/1605.02781
https://doi.org/10.1142/S0219887817501377
https://arxiv.org/abs/1611.00713
https://doi.org/10.1142/S0219887817501791
https://arxiv.org/abs/1706.01244
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.024040
https://arxiv.org/abs/1705.06197
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.084036, 10.1103/PhysRevD.96.089904
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.084036, 10.1103/PhysRevD.96.089904
https://doi.org/10.1016/j.aop.2017.12.013
https://arxiv.org/abs/1709.00227

Bibliografia 165

[56] Kimet Jusufiy col. «Gravitational lensing by wormholes supported by elec-
tromagnetic, scalar, and quantum effects». En: (ArXiv:1802.07680 (2018)). ar-
Xiv: 1802.07680 [gr-qc].

[57] Kimet Jusufi. «Conical Morris-Thorne Wormholes with a Global Monopole
Charge». En: Phys. Rev. D98.4 (2018), pag. 044016.

[58] Izzet Sakalli, Kimet Jusufi y Ali Ovgiin. «Analytical Solutions in a Cosmic
String Born-Infeld-dilaton Black Hole Geometry: Quasinormal Modes and
Hawking Radiation». En: (Arxiv: 1803.10583 (2018)). arXiv: 1803.10583 [gr-qc].

[59] Hideyoshi Arakida. «Light Deflection and Gauss-Bonnet Theorem: Defini-
tion of Total Deflection Angle and its Applications». En: Gen. Rel. Grav. 50.5
(2018), pag. 48. DOIL: 10 . 1007 / s10714 - 018 - 2368 - 2. arXiv: 1708 . 04011
[gr-qcl.

[60] Asahi Ishihara y col. «Gravitational bending angle of light for finite distance
and the Gauss-Bonnet theorem». En: Phys. Rev. D94.8 (2016), pag. 084015. DOTI:
10.1103/PhysRevD.94.084015. arXiv: 1604.08308 [gr-qcl.

[61] Asahi Ishihara y col. «Finite-distance corrections to the gravitational ben-
ding angle of light in the strong deflection limit». En: Phys. Rev. D95.4 (2017),
pég. 044017. DOI: 10.1103/PhysRevD.95.044017. arXiv: 1612.04044 [gr-qc].

[62] Ali ngiin, Kimet Jusufi e Izzet Sakalli. «<Exact traversable wormhole solution
in bumblebee gravity». En: Phys. Rev. D99.2 (2019), pdg. 024042.

[63] Ali Ovgiin, Kimet Jusufi e Izzet Sakalli. «Gravitational lensing under the ef-
fect of Weyl and bumblebee gravities: Applications of Gauss-Bonnet theo-
rem». En: Annals Phys. 399 (2018), pags. 193-203. DOI: 10.1016/j.aop.2018.
10.012. arXiv: 1805.09431 [gr-qcl.

[64] Kimet Jusufi. «Gravitational deflection of relativistic massive particles by Kerr
black holes and Teo wormholes viewed as a topological effect». En: Phys. Rev.
D98.6 (2018), pag. 064017.

[65] Ali Ovgiin, Galin Gyulchev y Kimet Jusufi. «Weak Gravitational lensing by
phantom black holes and phantom wormholes using the Gauss-Bonnet theo-
rem». En: Annals Phys. 406 (2019), pags. 152-172. DOI: 10.1016/j.aop.2019.
04.007. arXiv: 1806.03719 [gr-qc].

[66] Ali Ovgiin. «Maxwell’s Fisheye Lensing Effect by Black holes and Gauss-
Bonnet Theorem». En: arXiv:1806.05549 (2018). eprint: 1806 . 05549.

[67] Ali Ovgiin, Izzet Sakalli y Joel Saavedra. «Weak gravitational lensing by Kerr-
MOG Black Hole and Gauss-Bonnet theorem». En: arXiv:1806.06453 (2018).
arXiv: 1806.06453 [gr-qc].

[68] Toshiaki Ono, Asahi Ishihara e Hideki Asada. «Deflection angle of light for an
observer and source at finite distance from a rotating wormhole». En: Phys.
Rev. D98 .4 (2018), pag. 044047. DOL: 10.1103/PhysRevD.98.044047.

[69] M. C. Werner. «Gravitational lensing in the Kerr-Randers optical geometry».
En: Gen. Rel. Grav. 44 (2012), pags. 3047-3057. DOI: 10 . 1007 /s10714-012-
1458-9. arXiv: 1205.3876 [gr-qcl].

[70] Kimet Jusufiy col. «Light Deflection by a Rotating Global Monopole Spaceti-
me». En: Phys. Rev. D95.10 (2017), pag. 104012. DOI: 10.1103/PhysRevD.95.
104012. arXiv: 1702.05600 [gr-qc].


https://arxiv.org/abs/1802.07680
https://arxiv.org/abs/1803.10583
https://doi.org/10.1007/s10714-018-2368-2
https://arxiv.org/abs/1708.04011
https://arxiv.org/abs/1708.04011
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.94.084015
https://arxiv.org/abs/1604.08308
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.044017
https://arxiv.org/abs/1612.04044
https://doi.org/10.1016/j.aop.2018.10.012
https://doi.org/10.1016/j.aop.2018.10.012
https://arxiv.org/abs/1805.09431
https://doi.org/10.1016/j.aop.2019.04.007
https://doi.org/10.1016/j.aop.2019.04.007
https://arxiv.org/abs/1806.03719
1806.05549
https://arxiv.org/abs/1806.06453
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.98.044047
https://doi.org/10.1007/s10714-012-1458-9
https://doi.org/10.1007/s10714-012-1458-9
https://arxiv.org/abs/1205.3876
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.104012
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.104012
https://arxiv.org/abs/1702.05600

166

Bibliografia

[71]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

Kimet Jusufi y Ali Ovgiin. «Light Deflection by a Quantum Improved Kerr
Black Hole Pierced by a Cosmic String». En: (Arxiv: 1707.02824 (2017)). arXiv:
1707.02824 [gr-qcl.

Kimet Jusufi y Ali Ovgiin. «Gravitational Lensing by Rotating Wormholes».
En: Phys. Rev. D97.2 (2018), pag. 024042. DOI: 10.1103/PhysRevD. 97 .024042.
arXiv: 1708.06725 [gr-qcl.

Kimet Jusufi y Ali Ovgiin. «Effect of the cosmological constant on the deflec-
tion angle by a rotating cosmic string». En: Phys. Rev. D97.6 (2018), pag. 064030.
DOI: 10.1103/PhysRevD.97.064030. arXiv: 1712.01771 [gr-qc].

Kimet Jusufi y col. «Deflection of light by rotating regular black holes using
the Gauss-Bonnet theorem». En: Phys. Rev. D97.12 (2018), pag. 124024. DOL:
10.1103/PhysRevD.97.124024. arXiv: 1804.00643 [gr-qc].

Toshiaki Ono, Asahi Ishihara e Hideki Asada. «Gravitomagnetic bending an-
gle of light with finite-distance corrections in stationary axisymmetric space-
times». En: Phys. Rev. D96.10 (2017), pag. 104037. DOI: 10 . 1103/PhysRevD .
96.104037. arXiv: 1704.05615 [gr-qc].

Gabriel Crisnejo, Emanuel Gallo y Adam Rogers. «Finite distance corrections
to the light deflection in a gravitational field with a plasma medium». En:
Phys. Rev. D 99 (12 2019), pag. 124001.

Gabriel Crisnejo, Emanuel Gallo y José R. Villanueva. «Gravitational len-
sing in dispersive media and deflection angle of charged massive particles in
terms of curvature scalars and energy-momentum tensor». En: Phys. Rev. D
100 (4 2019), pag. 044006. DOI: 10.1103/PhysRevD.100.044006. URL: https:
//link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.100.044006.

Gabriel Crisnejo, Emanuel Gallo y Kimet Jusufi. «Higher order corrections
to deflection angle of massive particles and light rays in plasma media for
stationary spacetimes using the Gauss-Bonnet theorem». En: Phys. Rev. D 100
(10 2019), pag. 104045.

Ezequiel Boero y col. «Perturbative and numerical approach to plasma strong
lensing». En: (In preparation).

Russell Kulsrud y Abraham Loeb. «Dynamics and gravitational interaction
of waves in nonuniform media». En: Phys. Rev. D 45 (2 1992), péags. 525-531.
DOI: 10.1103/PhysRevD . 45.525. URL: https://link.aps.org/doi/10.
1103/PhysRevD.45.525.

Avery Broderick y Roger Blandford. «Covariant magnetoionic theory — I
Ray propagation». En: Monthly Notices of the Royal Astronomical Society 342.4
(jul. de 2003), pags. 1280-1290. 1SSN: 0035-8711.

Evans L.C. Partial Differential Equations. 2nd Edition. American Mathematical
Society, 2010.

John Lighton Synge. Relativity: The special theory. North Holland Publishing
Co., 1956.

B. Chen y R. Kantowski. «Distance redshift from an optical metric that in-
cludes absorption». En: Phys. Rev. D 80 (4 2009), pag. 044019. DOI: 10.1103/
PhysRevD.80.044019. URL: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.
80.044019.


https://arxiv.org/abs/1707.02824
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.97.024042
https://arxiv.org/abs/1708.06725
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.97.064030
https://arxiv.org/abs/1712.01771
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.97.124024
https://arxiv.org/abs/1804.00643
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.104037
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.104037
https://arxiv.org/abs/1704.05615
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.100.044006
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.100.044006
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.100.044006
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.45.525
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.45.525
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.45.525
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.80.044019
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.80.044019
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.80.044019
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.80.044019

Bibliografia 167

[85]

[86]

[87]

[88]

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

Karen Schulze-Koops, Volker Perlick y Dominik J. Schwarz. «Sachs equa-
tions for light bundles in a cold plasma». En: Class. Quant. Grav. 34.21 (2017),
pég. 215006. DOI: 10.1088/1361-6382/aa8d46. arXiv: 1705.04810 [gr-qc].

John Lighton Synge. Relativity: The general theory. North Holland Publishing
Co., 1960.

W. Gordon. «Zur Lichtfortpflanzung nach der Relativitdtstheorie». En: Anna-
len der Physik 377 (22 1923).

V. Bozza y A. Postiglione. «Alternatives to Schwarzschild in the weak field
limit of General Relativity». En: JCAP 1506.06 (2015), pag. 036. arXiv: 1502.
05178 [gr-qcl.

Takao Kitamura, Koki Nakajima e Hideki Asada. «Demagnifying gravita-
tional lenses toward hunting a clue of exotic matter and energy». En: Phys.
Rev. D. 87.2 (2013), pag. 027501. DOI: 10.1103/PhysRevD .87 .027501. arXiv:
1211.0379 [gr-qcl.

Emanuel Gallo y Osvaldo M. Moreschi. «Gravitational lens optical scalars
in terms of energy-momentum distributions». En: Phys. Rev. D 83 (8 2011),
pag. 083007. DOI: 10.1103/PhysRevD.83.083007.

Gabriel Crisnejo. Aspectos tedricos de lentes gravitacionales. Tesis de Licenciatu-
ra, FaMAF, UNC, 2017.

G. W. Gibbons. «The Jacobi-metric for timelike geodesics in static spaceti-
mes». En: Class. Quant. Grav. 33.2 (2016), pag. 025004. DOI: 10 . 1088 /0264 -
9381/33/2/025004. arXiv: 1608.06755 [gr-qc].

A. Accioly y S. Ragusa. «Gravitational deflection of massive particles in clas-
sical and semiclassical general relativity». En: Class. Quant. Grav. 19 (2002).
[Erratum: Class. Quant. Grav.20,4963(2003)], pags. 5429-5434. DOI: 10.1088/
0264-9381/19/21/308.

A. Bhadra, K. Sarkar y K. K. Nandi. «Testing gravity at the second post-
Newtonian level through gravitational deflection of massive particles». En:
Phys. Rev. D75 (2007), pag. 123004. DOI: 10.1103/PhysRevD. 75 . 123004. ar-
Xiv: gr-qc/0610089 [gr-qc].

Guansheng He y Wenbin Lin. «Gravitational deflection of light and massive
particles by a moving Kerr-Newman black hole». En: Classical and Quantum
Gravity 33.9 (2016), pag. 095007. URL: http://stacks.iop.org/0264-9381/
33/i=9/a=095007.

W. R. Ward. «General-Relativistic Light Deflection for the Complete Celestial
Sphere». En: The Astrophysical Journal 162 (oct. de 1970), pag. 345. DOI: 10.
1086/150661.

Irwin Shapiro. «New Method for the Detection of Light Deflection by Solar
Gravity». En: Science 18.3790 (1967), pags. 806-808.

Gary W. Richter y Richard A. Matzner. «Second-order contributions to gravi-
tational deflection of light in the parametrized post-Newtonian formalism».
En: Phys. Rev.D 26 (1982), pags. 1219-1224. DOI: 10.1103/PhysRevD.26.1219.

Sophie Pireaux. «Light deflection experiments as a test of relativistic theories
of gravitation». Tesis doct. Louvain U., 2002. URL: http://cp3.phys.ucl.
ac.be/upload/theses/phd/spireaux.pdf.

C. W.Misner, K. S. Thorne y J. A. Wheeler. Gravitation. San Francisco: W.H. Free-
man and Co. Ed. por Misner, C. W, Thorne, K. S., & Wheeler, ]. A. 1973.


https://doi.org/10.1088/1361-6382/aa8d46
https://arxiv.org/abs/1705.04810
https://arxiv.org/abs/1502.05178
https://arxiv.org/abs/1502.05178
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.027501
https://arxiv.org/abs/1211.0379
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.83.083007
https://doi.org/10.1088/0264-9381/33/2/025004
https://doi.org/10.1088/0264-9381/33/2/025004
https://arxiv.org/abs/1508.06755
https://doi.org/10.1088/0264-9381/19/21/308
https://doi.org/10.1088/0264-9381/19/21/308
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.75.123004
https://arxiv.org/abs/gr-qc/0610089
http://stacks.iop.org/0264-9381/33/i=9/a=095007
http://stacks.iop.org/0264-9381/33/i=9/a=095007
https://doi.org/10.1086/150661
https://doi.org/10.1086/150661
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.26.1219
http://cp3.phys.ucl.ac.be/upload/theses/phd/spireaux.pdf
http://cp3.phys.ucl.ac.be/upload/theses/phd/spireaux.pdf

168 Bibliografia

[101] C. M. Will. Theory and experiment in gravitational physics. Cambridge, UK: Univ.
Press. 1993. 1SBN: 9780521439732.

[102] Guansheng He y Wenbin Lin. «Gravitational deflection of light and massive
particles by a moving Kerr-Newman black hole». En: Class. Quant. Grav. 33.9
(2016). [Addendum: Class. Quant. Grav.34,n0.2,029401(2017)], pag. 095007.
DOI: 10.1088/0264-9381/33/9/095007,10.1088/1361-6382/2a5203.

[103] Fernando de Felice y col. «A general relativistic model for the light propa-
gation in the gravitational field of the Solar System: The dynamical case».
En: Astrophys. ]. 653 (2006), pags. 1552-1565. DOI: 10 . 1086 /508701. arXiv:
astro-ph/0609073 [astro-ph].

[104] F. de Felice y col. «A General relativistic model of light propagation in the
gravitational field of the Solar System: The Static case». En: Astrophys. |. 607
2004), pags. 580-595. DOI: 10.1086/383244. arXiv: astro-ph/0401637 [astro-ph].
pag p p

[105] D.E. Lebach y col. <Measurement of the Solar Gravitational Deflection of Ra-
dio Waves Using Very-Long-Baseline Interferometry». En: Phys. Rev. Lett. 75
(8 1995), pags. 1439-1442. DOI: 10.1103/PhysRevLett.75.1439. URL: https:
//link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLlett.75.1439.

[106] S. S. Shapiro y col. «Measurement of the Solar Gravitational Deflection of
Radio Waves using Geodetic Very-Long-Baseline Interferometry Data, 1979-
1999». En: Physical Review Letters 92 (12 mar. de 2004).

[107] E.B.Fomalonty R. A. Sramek. «A confirmation of Einstein’s general theory of
relativity by measuring the bending of microwave radiation in the gravitatio-
nal field of the sun». En: Astrophysical Journal 199 (ago. de 1975), pags. 749-755.

[108] D.S. Robertson, W. E. Carter y W. H. Dillinger. «New measurement of solar
gravitational deflection of radio signals using VLBI». En: Nature 349 (1991),
pags. 768-770. DOIL: https://doi.org/10.1038/349768a0.

[109] S. B. Lambert y C. Le Poncin-Lafitte. «Determination of the relativistic para-
meter gamma using very long baseline interferometry». En: Astron. Astrophys.
499 (2009), pag. 331.

[110] O.Titov. «Testing of General Relativity with Geodetic VLBI». En: arXiv:1702.06647
(2017).

[111] M. Froeschle, F. Mignard y F. Arenou. «Determination of the PPN Parameter
gamma with the HIPPARCOS Data». En: Hipparcos - Venice '97. Ed. por R. M.
Bonnet y col. Vol. 402. ESA Special Publication. Ago. de 1997, pags. 49-52.

[112] D. Hobbs y col. «Determining PPN « with Gaia’s astrometric core solution».
En: Relativity in Fundamental Astronomy: Dynamics, Reference Frames, and Data
Analysis. Ed. por S. A. Klioner, P. K. Seidelmann y M. H. Soffel. Vol. 261. IAU
Symposium. Ene. de 2010, pags. 315-319. DOI: 10.1017/81743921309990561.

[113] Slava G. Turyshev. «Relativistic gravitational deflection of light and its im-
pact on the modeling accuracy for the Space Interferometry Mission». En:
Astron. Lett. 35 (2009), pags. 215-234. DOI: 10.1134/5106377370904001X. ar-
Xiv: 0809.1250 [gr-qcl.

[114] Titov, O.y col. «Testing general relativity with geodetic VLBI - What a single,
specially designed experiment can teach us». En: Astronomy and Astrophysics
618 (2018), A8. DOI: 10.1051/0004-6361/201833459. URL: https://doi.org/
10.1051/0004-6361/201833459.


https://doi.org/10.1088/0264-9381/33/9/095007, 10.1088/1361-6382/aa5203
https://doi.org/10.1086/508701
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0609073
https://doi.org/10.1086/383244
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0401637
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.75.1439
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.75.1439
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.75.1439
https://doi.org/https://doi.org/10.1038/349768a0
https://doi.org/10.1017/S1743921309990561
https://doi.org/10.1134/S106377370904001X
https://arxiv.org/abs/0809.1250
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201833459
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201833459
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201833459

Bibliografia 169

[115] F Mignard y S. A. Klioner. «Gaia: Relativistic modelling and testing». En: Re-
lativity in Fundamental Astronomy: Dynamics, Reference Frames, and Data Analy-
sis. Ed. por S. A. Klioner, P. K. Seidelmann y M. H. Soffel. Vol. 261. IAU Sym-
posium. Ene. de 2010, pags. 306-314. DOI: 10.1017/5174392130999055X.

[116] W.R. Ward. «General-Relativistic Light Deflection for the Complete Celestial
Sphere». En: Astrophysical Journal 162 (oct. de 1970), pag. 345.

[117] Will CM. Poisson E. Gravity: Newtonian, Post-Newtonian, Relativistic. CUP,
2014. 1SBN: 9781107032866.

[118] A. Gould. «Deflection of light by the earth». En: The Astrophysical Journal 414
(sep. de 1993), pags. L37-L40. DOI: 10.1086/186990.

[119] Maria Teresa Crosta y F. Mignard. «Micro-arcsecond light bending by jupi-
ter». En: Class. Quant. Grav. 23 (2006), pags. 4853-4871. DOI: 10.1088/0264 -
9381/23/15/006. arXiv: astro-ph/0512359 [astro-ph].

[120] Mustapha Azreg-Ainou, Sebastian Bahamonde y Mubasher Jamil. «Strong
Gravitational Lensing by a Charged Kiselev Black Hole». En: Eur. Phys. .
C77.6 (2017), pag. 414.

[121] Fernando de Felice y col. «General relativistic satellite astrometry. I. A Non-
perturbative approach». En: Astron. Astrophys. 332 (1998), pags. 1133-1141.

[122] Fernando de Felice y col. «General relativistic satellite astronomy II. Mode-
lling parallax and proper motion». En: Astron. Astrophys. 373 (2001), pags. 336-344.
DOI: 10.1051/0004-6361:20010499.

[123] Maria Teresa Crosta y col. «<Some aspects of relativistic astrometry from within
the Solar System». En: Celestial Mech. 87 (2003), pags. 209-218. DOI: 10.1023/
A:1026136012485. arXiv: astro-ph/0305399 [astro-ph].

[124] Clifford M. Will. «The Confrontation between General Relativity and Expe-
riment». En: Living Reviews in Relativity 17.1 (2014), pag. 4. ISSN: 1433-8351.
DOI: 10.12942/1rr-2014-4. URL: https://doi.org/10.12942/1rr-2014-4.

[125] Dmitri Lebedev y Kayll Lake. «On the influence of the cosmological cons-
tant on trajectories of light and associated measurements in Schwarzschild
de Sitter space». En: (1308.4931 (2013)). arXiv: ArXiv:1308.4931 [gr-qc].

[126] Dmitri Lebedev y Kayll Lake. «Relativistic Aberration and the Cosmologi-
cal Constant in Gravitational Lensing I: Introduction». En: (ArXiv:1609.05183
(2016)). arXiv: 1609.05183 [gr-qc].

[127] Irwinl. Epstein Reuben; Shapiro. «Post-post-Newtonian deflection of light by
the Sun». En: Physical Review D 22 (12 dic. de 1980). DOI: 10.1103/PhysRevD.
22.2947. URL: http://gen.lib.rus.ec/scimag/index.php?s=10.1103/
PhysRevD.22.2947.

[128] John Liu Murray Spiegel Seymour Lipschutz. Mathematical handbook of for-
mulas and tables. 3.2 ed. Schaum’s Outline Series. McGraw-Hill, 2008. ISBN:
0071548556,9780071548564,9780071548557. URL: http://gen.1lib.rus.ec/
book/index.php?md5=1D01AA94A77B71B0581850350B876091.

[129] G. Giampieri. «Relativity Experiments in the Solar System». En: General Rela-
tivity and Gravitational Physics. Ed. por M. Carfora y col. 1996, pag. 181. eprint:
astro-ph/9504098.

[130] Bruno Bertotti; Giacomo Giampieri. «Solar Coronal Plasma in Doppler Mea-
surements». En: Solar Physics 178 (1 feb. de 1998).


https://doi.org/10.1017/S174392130999055X
https://doi.org/10.1086/186990
https://doi.org/10.1088/0264-9381/23/15/006
https://doi.org/10.1088/0264-9381/23/15/006
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0512359
https://doi.org/10.1051/0004-6361:20010499
https://doi.org/10.1023/A:1026136012485
https://doi.org/10.1023/A:1026136012485
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0305399
https://doi.org/10.12942/lrr-2014-4
https://doi.org/10.12942/lrr-2014-4
https://arxiv.org/abs/ArXiv:1308.4931
https://arxiv.org/abs/1609.05183
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.22.2947
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.22.2947
http://gen.lib.rus.ec/scimag/index.php?s=10.1103/PhysRevD.22.2947
http://gen.lib.rus.ec/scimag/index.php?s=10.1103/PhysRevD.22.2947
http://gen.lib.rus.ec/book/index.php?md5=1D01AA94A77B71B0581850350B876091
http://gen.lib.rus.ec/book/index.php?md5=1D01AA94A77B71B0581850350B876091
astro-ph/9504098

170

Bibliografia

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

[138]

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

[146]

Slava G. Turyshev y Viktor T. Toth. «Scattering of light by plasma in the solar
system». En: (ArXiv: 1805.00398 (2018)). arXiv: 1805.00398 [gr-qc].

Slava G Turyshev y Viktor T Toth. «Diffraction of light by plasma in the solar
system». En: Journal of Optics 21.4 (2019), pag. 045601. 1SSN: 2040-8986. DOTI:
10.1088/2040-8986/ab05ad. URL: http://dx.doi.org/10.1088/2040-
8986/ab05ad.

Emanuel Gallo y Osvaldo Moreschi. «Peculiar anisotropic stationary sphe-
rically symmetric solution of Einstein equations». En: Mod. Phys. Lett. A27
(2012), pag. 1250044. arXiv: 1111.0327 [gr-qc].

Sumanto Chanda, G. W. Gibbons y Partha Guha. «Jacobi-Maupertuis-Eisenhart
metric and geodesic flows». En: J. Math. Phys. 58.3 (2017), pag. 032503. DOI:
10.1063/1.4978333. arXiv: 1612.00375 [math—ph] .

Sumanto Chanda, G. W. Gibbons y Partha Guha. «Jacobi-Maupertuis me-
tric and Kepler equation». En: Int. |. Geom. Meth. Mod. Phys. 14.07 (2017),
pég. 1730002. DOI: 10.1142/50219887817300021. arXiv: 1612.07395 [math—ph] .

Sumanto Chanda y col. «Jacobi-Maupertuis Randers-Finsler metric for cur-
ved spaces and the gravitational magnetoelectric effect». En: (Arxiv: 1903.11805
(2019)). arXiv: 1903.11805 [gr-qc].

Praloy Das, Ripon Sk y Subir Ghosh. «Motion of charged particle in Reissner-
Nordstrom spacetime: a Jacobi-metric approach». En: Eur. Phys. ]. C77.11
(2017), pag. 735. DOI: 10.1140/epjc/s10052-017-5295-6. arXiv: 1609 .04577
[gr-qcl.

Matthias Bartelmann. «Gravitational Lensing». En: Class. Quant. Grav. 27 (2010),
péag. 233001. DOI: 10 . 1088 /0264 - 9381 /27 /23/233001. arXiv: 1010 . 3829
[astro-ph.CO].

Stella Seitz, Peter Schneider y Jurgen Ehlers. «Light propagation in arbitrary
space-times and the gravitational lens approximation». En: Class. Quant. Grav.
11 (1994), pags. 2345-2374. DOI: 10.1088/0264-9381/11/9/016. arXiv: astro-
ph/9403056 [astro-phl].

Simonetta Frittelli, Thomas P. Kling y Ezra T. Newman. «Image distortion
from optical scalars in nonperturbative gravitational lensing». En: Phys. Rev.
D63 (2001), pag. 023007. DOI: 10 . 1103 /PhysRevD . 63 . 023007. arXiv: gr -
qc/0011108 [gr-qc].

Karlo de Leon y Ian Vega. «Weak gravitational lensing by two-power-law

densities using the Gauss-Bonnet theorem». En: (Arxiv: 1903.06951 (2019)).
arXiv: 1903.06951. [gr-qcl.

Xiankai Pang y Junji Jia. «Gravitational lensing of massive particles in Reissner-
Nordstrom spacetime». En: Class. Quant. Grav. 36.6 (2019), pag. 065012.

Oleg Yu. Tsupko. «Unbound motion of massive particles in the Schwarzs-
child metric: Analytical description in case of strong deflection». En: Phys.
Rev. D 89 (8 2014), pag. 084075.

Kazunori Akiyama y col. «First M87 Event Horizon Telescope Results. I. The
Shadow of the Supermassive Black Hole». En: Astrophys. J. 875.1 (2019), pag. L1.

Kazunori Akiyama y col. «First M87 Event Horizon Telescope Results. II.
Array and Instrumentation». En: Astrophys. J. 875.1 (2019), pag. L2.

Kazunori Akiyama y col. «First M87 Event Horizon Telescope Results. III
Data Processing and Calibration». En: Astrophys. J. 875.1 (2019), pag. L3.


https://arxiv.org/abs/1805.00398
https://doi.org/10.1088/2040-8986/ab05ad
http://dx.doi.org/10.1088/2040-8986/ab05ad
http://dx.doi.org/10.1088/2040-8986/ab05ad
https://arxiv.org/abs/1111.0327
https://doi.org/10.1063/1.4978333
https://arxiv.org/abs/1612.00375
https://doi.org/10.1142/S0219887817300021
https://arxiv.org/abs/1612.07395
https://arxiv.org/abs/1903.11805
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-017-5295-6
https://arxiv.org/abs/1609.04577
https://arxiv.org/abs/1609.04577
https://doi.org/10.1088/0264-9381/27/23/233001
https://arxiv.org/abs/1010.3829
https://arxiv.org/abs/1010.3829
https://doi.org/10.1088/0264-9381/11/9/016
https://arxiv.org/abs/astro-ph/9403056
https://arxiv.org/abs/astro-ph/9403056
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.63.023007
https://arxiv.org/abs/gr-qc/0011108
https://arxiv.org/abs/gr-qc/0011108
https://arxiv.org/abs/1903.06951.

Bibliografia 171

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]
[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

[160]

Kazunori Akiyama y col. «First M87 Event Horizon Telescope Results. IV.
Imaging the Central Supermassive Black Hole». En: Astrophys. J. 875.1 (2019),
péag. L4.

Kazunori Akiyama y col. «First M87 Event Horizon Telescope Results. V. Phy-
sical Origin of the Asymmetric Ring». En: Astrophys. |. 875.1 (2019), pag. L5.

Kazunori Akiyama y col. «First M87 Event Horizon Telescope Results. VI.
The Shadow and Mass of the Central Black Hole». En: Astrophys. J. 875.1
(2019), pag. Lé6.

Arne Grenzebach, Volker Perlick y Claus Limmerzahl. «Photon Regions and
Shadows of Kerr-Newman-NUT Black Holes with a Cosmological Constant».
En: Phys. Rev. D89.12 (2014), pag. 124004.

Bao D. Chern S.S. Shen Z. An Introduction to Riemann-Finsler Geometry. 1.2 ed.
Graduate Texts in Mathematics 200. Springer-Verlag New York, 2000. ISBN:
9780387989488,038798948X. URL: http://gen. lib.rus.ec/book/index .
php?md5=B9D448A12A8B1F01AD8E451228BF7613.

Terzioglu Nazim. «Uber Finslersche Raumee». En: (Wolf, Munchen (1936)).

Kimet Jusufi. «Deflection angle of charged massive particles in slowly ro-
tating Kerr-Newman space-times via Gauss-Bonnet theorem and Hamilton-
Jacobi method». En: (Arxiv: 1906.12186 (2019)). arXiv: 1906.12186 [gr-qc].

A.Edery y]J. Godin. «Second order Kerr deflection». En: General Relativity and
Gravitation 38.11 (2006), pags. 1715-1722.

Robert H. Boyer y Richard W. Lindquist. «Maximal Analytic Extension of the
Kerr Metric». En: Journal of Mathematical Physics 8.2 (1967), pags. 265-281. DOI:
10.1063/1.1705193. eprint: https://doi.org/10.1063/1.1705193. URL:
https://doi.org/10.1063/1.1705193.

Amir B. Aazami, Charles R. Keeton y A. O. Petters. «Lensing by Kerr Black
Holes. II: Analytical Study of Quasi-Equatorial Lensing Observables». En: |.
Math. Phys. 52 (2011), pag. 102501. DOI: 10.1063/1.3642616. arXiv: 1102.
4304 [astro-ph.CO].

Toshiaki Ono, Asahi Ishihara e Hideki Asada. «Deflection angle of light for
an observer and source at finite distance from a rotating global monopole».
En: Phys. Rev. D99.12 (2019), pag. 124030.

Savitri V. Iyer y Edward C. Hansen. «Strong and Weak Deflection of Light
in the Equatorial Plane of a Kerr Black Hole». En: (Arxiv: 0908.0085 (2009)).
arXiv: 0908.0085 [gr-qcl.

Dimitrios Psaltis. «THE INFLUENCE OF GAS DYNAMICS ON MEASU-
RING THE PROPERTIES OF THE BLACK HOLE IN THE CENTER OF THE
MILKY WAY WITH STELLAR ORBITS AND PULSARS». En: The Astrophysi-
cal Journal 759.2 (2012), pag. 130. 1SSN: 1538-4357. DOI: 10.1088/0004-637x/
759/2/130. URL: http://dx.doi.org/10.1088/0004-637X/759/2/130.

Tom Kimpson, Kinwah Wu y Silvia Zane. «Spatial dispersion of light rays
propagating through a plasma in Kerr space-time». En: Monthly Notices of the
Royal Astronomical Society 484.2 (ene. de 2019), pags. 2411-2419. 1SSN: 0035-
8711. DOI: 10 . 1093 /mnras/stz138. eprint: http://oup . prod.sis.lan/
mnras /article - pdf /484 /2 /2411 /27635824 / stz138 . pdf. URL: https :
//doi.org/10.1093/mnras/stz138.


http://gen.lib.rus.ec/book/index.php?md5=B9D448A12A8B1F01AD8E451228BF7613
http://gen.lib.rus.ec/book/index.php?md5=B9D448A12A8B1F01AD8E451228BF7613
https://arxiv.org/abs/1906.12186
https://doi.org/10.1063/1.1705193
https://doi.org/10.1063/1.1705193
https://doi.org/10.1063/1.1705193
https://doi.org/10.1063/1.3642616
https://arxiv.org/abs/1102.4304
https://arxiv.org/abs/1102.4304
https://arxiv.org/abs/0908.0085
https://doi.org/10.1088/0004-637x/759/2/130
https://doi.org/10.1088/0004-637x/759/2/130
http://dx.doi.org/10.1088/0004-637X/759/2/130
https://doi.org/10.1093/mnras/stz138
http://oup.prod.sis.lan/mnras/article-pdf/484/2/2411/27635824/stz138.pdf
http://oup.prod.sis.lan/mnras/article-pdf/484/2/2411/27635824/stz138.pdf
https://doi.org/10.1093/mnras/stz138
https://doi.org/10.1093/mnras/stz138

172

Bibliografia

[161]

[162]

[163]

[164]

[165]

[166]

[167]

[168]

[169]

C. Alard. «Gravitational arcs as a perturbation of the perfect ring». En: Mon.
Not. Roy. Astron. Soc. 382 (2007), pag. 58. DOI: 10.1111/j.1745-3933.2007 .
00391 .x. arXiv: 0706.0215 [astro-ph].

Artem V. Tuntsov y col. «Dynamic Spectral Mapping of Interstellar Plasma
Lenses». En: The Astrophysical Journal 817.2 (2016), pag. 176. URL: http://
stacks.iop.org/0004-637X/817/i=2/a=176.

Yuta Habara y Kazuhiro Yamamoto. «Analytic approach to perturbed Eins-
tein ring with elliptical NFW lens model». En: International Journal of Modern
Physics D 20 (3 2011), pags. 371-400. 1SSN: 0218-2718.

Oleg Yu. Tsupko y Gennady S. Bisnovatyi-Kogan. «Hills and holes in the mi-
crolensing light curve due to plasma environment around gravitational lens».
En: Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 491.4 (2020), pags. 5636-5649. DOI: 10 . 1093/
mnras/stz3365. arXiv: 1910.03457 [gr-qc].

John E. Gutiérrez Leonel; Beckman. «THE GALAXY-WIDE DISTRIBUTIONS
OF MEAN ELECTRON DENSITY IN THE H II REGIONS OF M51 AND
NGC 4449». En: The Astrophysical Journal 710 (1 2010), pags. L44-L48. 1SSN:
0004-637X,1538-4357. DOI: 10 . 1088 /2041 - 8205/710/1/L44. URL: http:
//doi.org/10.1088/2041-8205%2F710%2F1%2FL44.

Lima-Costa, F. y col. «Spectroscopic study of the HII regions in the NGC 1232
galaxy». En: A&A 642 (2020), A203. DOI: 10 . 1051 /0004 - 6361 / 202038088.
URL: https://doi.org/10.1051/0004-6361/202038088.

Rebecca L. Davies y col. «The KMOS3D Survey: Investigating the Origin of
the Elevated Electron Densities in Star-forming Galaxies at 1 < z < 3». En: The
Astrophysical Journal 909.1 (2021), pag. 78. DOI: 10.3847/1538-4357 /abd551.
URL: https://doi.org/10.3847/1538-4357/abd551.

Tomés Andrés Ulla. Efectos de entornos plasmdticos en el régimen de lente gravi-
tacional fuerte. Tesis de Licenciatura, FAMAF, UNC, 2022.

Peter Schneider, Jiirgen Ehlers y Emilio E. Falco. Gravitational Lenses. 1992.
DOI: 10.1007/978-3-662-03758-4.


https://doi.org/10.1111/j.1745-3933.2007.00391.x
https://doi.org/10.1111/j.1745-3933.2007.00391.x
https://arxiv.org/abs/0706.0215
http://stacks.iop.org/0004-637X/817/i=2/a=176
http://stacks.iop.org/0004-637X/817/i=2/a=176
https://doi.org/10.1093/mnras/stz3365
https://doi.org/10.1093/mnras/stz3365
https://arxiv.org/abs/1910.03457
https://doi.org/10.1088/2041-8205/710/1/L44
http://doi.org/10.1088/2041-8205%2F710%2F1%2FL44
http://doi.org/10.1088/2041-8205%2F710%2F1%2FL44
https://doi.org/10.1051/0004-6361/202038088
https://doi.org/10.1051/0004-6361/202038088
https://doi.org/10.3847/1538-4357/abd551
https://doi.org/10.3847/1538-4357/abd551
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03758-4

	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Influencia del plasma en espaciotiempos estáticos y esféricamente simétricos
	Preliminares
	Propagación de ondas electromagnéticas en plasmas
	Métrica óptica asociada a un medio plasmático en un campo gravitacional externo

	Ángulo de deflexión utilizando el teorema de   Gauss-Bonnet
	Ejemplos con plasmas homogéneos
	Schwarzschild
	Un ejemplo más general
	Anillo de Einstein en presencia de plasma homogéneo


	Plasma inhomogéneo
	Deflexión de partículas masivas
	Ángulo de deflexión a segundo orden en el espaciotiempo de Schwarzschild

	Resumen del capítulo

	Corrección por distancias finitas
	Ángulo de deflexión para distancias finitas
	Aspectos generales
	Ángulo de deflexión desde un enfoque post-newtoniano

	Sobre la medición de la desviación de la luz en un entorno plasmático
	Plasma homogéneo
	Casos especiales de (3.76) y (3.77)
	Caso I: PPN a distancias infinitas con plasma
	Caso II: Schwarzschild a distancias finitas

	Ángulo de deflexión en términos del observable I y su comparación con expresiones previas conocidas

	Plasma inhomogéneo
	Espaciotiempo de Schwarzschild con un perfil de densidad electrónica de la forma N(r)=Nor-h
	Un modelo de plasma para la parte más externa de la corona solar


	Resumen del capítulo

	Desviación en términos de la distribución de energía-momento y correspondencia con partículas masivas y cargadas
	Órbitas espaciales asociadas a una métrica de tipo Gordon
	Métrica tipo Gordon aplicada al estudio de lentes gravitacionales usando el enfoque basado en tetradas nulas
	Revisión del formalismo basado en tetradas nulas para el estudio de lentes gravitacionales
	Lentes gravitacionales rodeadas por un plasma homogéneo
	Lente de Schwarzschild
	Lente PPN (Parametrized-post-Newtonian)


	Ángulo de deflexión y escalares ópticos en término de la distribución de energía-momento
	Enfoque basado en tetradas nulas
	Métrica tipo Gordon
	Tetrada nula adaptada a la geometría de la distribución de materia y componentes de la curvatura
	ls y l
	Analogía entre fotones en un plasma frío y partículas masivas en gravedad pura

	Enfoque basado en el teorema de Gauss-Bonnet
	KdS=0
	KdS=0
	Comparación


	Correspondencia entre el movimiento espacial de los fotones en un plasma inhomogéneo y partículas masivas en un campo externo
	Deflexión de partículas masivas y cargadas en el espaciotiempo de Reissner-Nordström

	Resumen del capítulo

	Influencia del plasma en espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos
	Métrica óptica para espaciotiempos estacionarios y axialmente simétricos en un plasma frío
	Ángulo de deflexión en espaciotiempos estacionarios y axi-simétricos usando el teorema de Gauss-Bonnet
	Ángulo de deflexión en la aproximación de campo débil usando el enfoque de Ono et al
	Correspondencia entre fotones propagándose en un plasmo homogéneo y partículas masivas
	Espaciotiempo de Kerr-Newman


	Ángulo de deflexión en la aproximación de campo débil usando el enfoque de Werner: partículas masivas
	Espaciotiempo de Kerr

	Correcciones de orden superior al ángulo de deflexión
	Ángulo de deflexión para partículas masivas a tercer orden en el espaciotiempo de Kerr
	Ángulo de deflexión de rayos de luz en un plasma inhomogéneo hasta tercer orden en el espaciotiempos de Kerr

	Resumen del capítulo

	Lentes fuertes con plasma: enfoque numérico y perturbativo 
	Ecuaciones básicas
	Solución perturbativa de la ecuación de lente
	N iteraciones

	Modelo de galaxia-lente y formación de imágenes
	Modelo de plasma esféricamente simétrico con decaimiento exponencial
	Modelo exponencial para un disco de plasma visto de lado
	Decaimiento exponencial en la dirección z
	Decaimiento Gaussiano en la dirección z

	Modelo Gaussiano para un disco de plasma visto de frente

	Comparación gráfica para varias iteraciones
	Curvas críticas, cáusticas y magnificación
	Resumen del capítulo

	Conclusión
	Ángulo de deflexión para modelos de plasma particulares
	Modelo de plasma con perfil N(r)=N0 r-h,  h>0 en el espaciotiempos de Schwarzschild
	Modelo de plasma con perfil N(r)=N0 e-r/r0 en el espaciotiempo de Schwarzschild

	Comparación explícita de las fórmulas (3.4), (3.8) y (3.9)
	Relación entre las diferentes coordenadas angulares y el ángulo de elongación
	Espaciotiempo de Schwarzschild con una densidad de plasma de la forma N(r)=Nohr-h. Casos particulares
	Ángulo de deflexión de partículas de pureba masivas y cargadas en el espaciotiempo de Reissner-Nordström: solución de la ecuación de la órbita
	Ángulo de deflexión a tercer orden en el espaciotiempo de Kerr: integración de la ecuación de la órbita
	Bibliografía

