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Resumen

En este trabajo estudiamos las propiedades de distintos flujos geométricos dependientes
de la curvatura media en variedades Riemannianas. Nos concentramos en la preservación
de convexidad de superficies que evolucionan bajo este tipo de flujos y mostramos que esta
propiedad se cumple, en espacios euclídeos, para una gran clase de los mismos. Hacemos
hincapié en el Flujo de Curvatura Media Inversa y mostramos las dificultades que surgen
al intentar demostrar la preservación de la convexidad para el caso general en variedades
Riemannianas.

Abstract

In this work we study the properties of different geometric flows dependent on the mean
curvature in Riemannian manifolds. We focus on convexity preservation of evolving sur-
faces by this type of flow and we show that this property holds, in Euclidean spaces, for a
large class of these. We study in great detail the Inverse Mean Curvature Flow and show
the difficulties that arise when trying to prove convexity preservation for the general case
in Riemannian manifolds.
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Capítulo 1

Introducción

Los flujos de superficies en datos iniciales para las ecuaciones de Einstein permiten
relacionar cantidades físicas y geométricas globales, definidas sobre superficies en el infi-
nito espacial, con cantidades quasilocales, definidas sobre regiones acotadas del espacio.
Entre los flujos más estudiados y usados en Relatividad General encontramos al Flujo de
Cuvatura Media (MCF) y al Flujo de Curvatura Media Inversa (IMCF). Se dice que una
familia de superficies evoluciona bajo el MCF (IMCF) si la velocidad normal de un punto
en la superficie está dada por la (recíproca de la) curvatura media de la superficie en ese
punto.

Estos flujos que involucran la curvatura media se han usado en relatividad principal-
mente para evolucionar 2-superficies dentro de una variedad Riemanniana en un espacio-
tiempo, pero también para evolucionar 3-superficies Riemannianas en un espaciotiempo
(ver [10] donde se usa el MCF para probar cotas para la curvatura de las 3-superficies y
para la construcción de slices maximales en espaciotiempos asintóticamente planos).

En Relatividad General el IMCF ha probado ser una herramienta importante en el
estudio de desigualdades geométricas en espacios físicos arbitrarios. La primera aparición
notable fue en [12], donde Geroch propone un argumento para demostrar el teorema de
energía positiva usando el IMCF como herramienta de la prueba. De mayor impacto quizás
fue la prueba de Huisken & Ilmanen [17] de la desigualdad de Penrose Riemanniana entre
el área A y la masa m de un agujero negro:

m ≥
√
A/16π (1.1)

en donde se usa el IMFC para su demostración. Dicho trabajo incluye, a su vez, una
prueba del teorema de la energía positiva, usando el argumento propuesto por Geroch.

La desigualdad (1.1) ha sido generalizada (ver [19], [24] y las referencias mencionadas)
para el caso en que el agujero negro posee carga eléctrica, pero el problema de agujeros
negros con momento angular aún no está satisfactoriamente resuelto debido a que es
complicado controlar la curvatura extrínseca de las superficies del flujo, ver [4], [21] por
avances en este tema.

En los últimos años ha habido un creciente interés en el estudio de desigualdades geo-
métricas en Relatividad General (ver [9], [20], [1], [19], [22]), para encontrar relaciones
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

entre los parámetros físicos de agujeros negros y cuerpos compactos materiales. En parti-
cular mencionamos el trabajo de Anglada et al. [5], donde se demuestra una relación entre
el momento angular asociado a un cuerpo compacto axialmente simétrico Ω, su forma,
tamaño, una medida de la masa quasilocal que contiene, y la masa ADM del dato inicial.
Más precisamente se prueba

m ≥ mT +
J2

5RAR2
C

(1.2)

donde J es el momento angular del cuerpo Ω, RA =
√
A/4π, RC = C/2π con A el área

de una superficie cerrada ST que contiene a Ω y C la longitud del círculo axialmente
simétrico más largo en ST , además

mT :=
1

16π

∫ RA

0

dξ

∫
Sξ

R̄ ds (1.3)

donde ξ corresponde a la coordenada de radio areal, R̄ es la curvatura escalar de la
variedad y ds es el elemento de área en ST .

La cota (1.2) tiene validez para la superficie ST que contiene a Ω y tal que la evolución
de ST por el IMCF es convexa. Por lo tanto, la cota (1.2) relaciona la masa total del
dato inicial con el momento angular del cuerpo y medidas de forma, tamaño y masa
de la superficie ST . Sabemos, por el trabajo de Huisken & Ilmanen [17], que para t
suficientemente grande, las superficies del flujo son convexas y tienden a esferas en el
infinito. Sin embargo, no se sabe exactamente dónde está la primera superficie convexa ST
ni qué tan lejos del cuerpo Ω se encuentra. Si el IMCF preserva la convexidad podemos
considerar lo siguiente: elegimos como superficie inicial del flujo S0 a la superficie que
delimita al objeto, ∂Ω. Si ∂Ω es convexa, entonces T = 0 y la inecuación 1.2 es óptima.
Si ∂Ω no es convexa, entonces ST es la primera superficie convexa del flujo (partiendo
de S0 ≡ ∂Ω). Restaría entonces medir de alguna forma la distancia entre S0 y ST para
lograr estimaciones más precisas acerca del cuerpo Ω. En [5] se estudian estas cuestiones
de manera numérica a partir de algunos casos particulares: se calculan numéricamente
los datos iniciales correspondientes a cuerpos materiales compactos con momento angular
máximo J que satisfacen la condición de energía dominante. En estos datos se tiene
un borde del cuerpo bien definido y controlado. Se elige una superficie inicial S0 lo más
cercana posible al cuerpo y que contiene al mismo. Luego la ecuación del IMCF se usa para
calcular la evolución de S0, y se verifica numéricamente la preservación de convexidad.
Estos resultados numéricos sugieren que bajo ciertas condiciones, el IMCF preserva la
convexidad de superficies, dando robustez a la desigualdad (1.2).

1.1. Motivación

El punto clave del trabajo anterior es la existencia de la superficie convexa ST tal
que la evolución de la misma a través del IMCF preserva la convexidad. Esto permite
conectar el cuerpo material compacto Ω con las medidas de tamaño, forma y masa de ST .
Si la superficie ST está muy lejos del cuerpo, entonces la cota (1.2) no da información



1.2. RESULTADOS PREVIOS 3

relevante acerca del cuerpo, incluso si el borde del mismo es convexo. Pero si ST coincide
con el borde del cuerpo, uno obtendría una cota óptima para la masa ADM en términos
del contenido de materia del cuerpo, su momento angular y su forma y tamaño. Por
estas consideraciones resulta interesante conocer las propiedades de preservación de la
convexidad de superficies a través del IMCF y posiblemente de otros flujos de curvatura.

Este problema ha sido estudiado desde el punto de vista geométrico (no necesaria-
mente ligado a Relatividad General) para diferentes flujos, debido a las relaciones entre
cantidades geométricas que permiten obtener, tanto en variedades Riemannianas como
Lorentzianas.

1.2. Resultados previos

En este trabajo nos concentraremos en d-superficies N en variedades RiemannianasM
(d+1)-dimensionales, aunque esencialmente miraremos el caso d = 2. Un flujo de velocidad
w es una familia suave x : Nd × (0, T ) → Md+1 de hipersuperficies Nt := x(N, t) que
satisfacen

∂tx = wn, x ∈ Nt, 0 ≤ t ≤ T (1.4)

donde n es la normal unitaria exterior a la superficie, y ∂tx denota el campo de velocidad
normal sobre la superficie Nt.

Para w = −H (siendo H la curvatura media) este flujo es el MCF. En [16], Huisken
demuestra que el MCF preserva la convexidad en espacios euclídeos y las superficies se
contraen a un punto en un tiempo finito. Además, las superficies tienden a ser cada vez
más esféricas en el proceso. Con posterioridad, en [14], demuestra el mismo resultado
en variedades Riemannianas. Este comportamiento ha demostrado ser verdadero para
distintos valores de w, y ampliamente estudiado para el caso euclídeo.

Por ejemplo en [27], Tso demuestra la preservación de convexidad en espacios euclídeos,
en el caso de velocidad w = −K, donde K es la curvatura Gaussiana. Este caso es
generalizado por Chow en [7], donde estudia la n-ésima raíz de la curvatura Gaussiana.

En [28], Urbas estudia el caso euclídeo general, donde w es una función homogénea, de
grado 1, positiva, simétrica y cóncava de los radios principales de curvatura, en espacios
euclídeos. En su trabajo demuestra que se preserva la convexidad y que las superficies
convergen a esferas en el infinito. En esto está incluido el IMCF (w = H−1).

En [26], Shulze estudia el caso donde la velocidad es una potencia positiva de la
curvatura media (w = −Hk), también demostrando preservación de la convexidad en
espacios euclídeos.

En [23], Liu demuestra el caso particular del IMCF con un término de fuerza (w =
H−1 + c) en espacios euclídeos.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.3. Objetivos y Organización del trabajo

Nos interesa estudiar la preservación de la convexidad de superficies bajo flujos cuya
velocidad es una función simple de la curvatura media, en la dirección normal a la super-
ficie. En particular, trabajaremos con dos tipos de flujos. Por un lado, flujos contractivos
con velocidad en la forma Hk con k natural, y por otro lado, el flujo de curvatura media
inversa, que es expansivo con velocidad en la forma H−1. Como mencionamos antes, los
casos euclídeos fueron resueltos satisfactoriamente. En variedades Riemannianas sólo fue
estudiado el MCF bajo ciertos supuestos sobre al curvatura de la variedad M . Por esto,
con el fin de ganar intuición para abordar el IMCF, analizaremos las similitudes y dife-
rencias entre estos dos tipos de flujos, en cuanto a la preservación de la convexidad de
superficies, primero para el caso euclídeo. Además estudiaremos las principales dificulta-
des que aparecen al apartarnos del caso euclídeo y considerar variedades Riemannianas
más generales.

El trabajo está organizado de la siguiente manera. En el capítulo 2 presentamos su-
perficies en una variedad Riemanniana, introducimos las cantidades geométricas más re-
levantes para el trabajo y calculamos explícitamente sus curvaturas principales. También
analizamos en detalle el caso de métricas esféricamente simétricas para ganar intuición
acerca de las dificultades inherentes al problema, estudiamos la convexidad de superficies
y el comportamiento general de las curvaturas principales en algunos casos particulares.

En el capítulo 3 presentamos los flujos Hk con k natural y las ecuaciones de evolución
para las cantidades más importantes. Hacemos lo mismo para el IMCF en el capítulo 4.

En el capítulo 5 presentamos algunas características de las ecuaciones parabólicas, y
de los principios de máximo escalar y tensorial que se han usado en la literatura para
probar la preservación de la convexidad de superficies ante flujos por curvatura media.

En el capítulo 6 estudiamos la preservación de la convexidad para el caso de flujos
Hk, analizamos el caso euclídeo ya resuelto en la literatura e investigamos lo que ocurre
al considerar métricas Riemannianas. En este caso está incluido el conocido Flujo de
Curvatura Media. En el capítulo 7 hacemos lo mismo para el caso del IMCF, con énfasis
en la forma de las ecuaciones de evolución para variedades Riemannianas.

Finalmente, en el capítulo 8 discutimos los resultados, problemas y principales dificul-
tades encontrados, como así también los posibles pasos a seguir para resolver las cuestiones
planteadas.
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Notación

M variedad Riemanniana de dimensión d+ 1

µ, ν, ρ, σ... índices griegos van desde 0 hasta d
xµ coordenadas en M
ḡµν métrica de M
N variedad Riemanniana inmersa en M de dimensión d
i, j, k, l... índices latinos van desde 1 hasta d
yi coordenadas en N

gij :=
∂xµ

∂yi
∂xν

∂yj
ḡµν métrica inducida en N

∇̄ conexión de Levi-Civita en M
∇ conexión de Levi-Civita en N
n vector normal unitario y exterior a N
hij tensor de curvatura extrínseca de N
λ1, ..., λd autovalores de hij con respecto a g
bij inversa de hij
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Capítulo 2

Superficies en variedades Riemannianas

En esta sección definimos 2-superficies en una variedad Riemanniana, luego definimos
su vector normal, su curvatura extrínseca y sus curvaturas principales. Particularizamos
para el caso de métricas esféricamente simétricas y analizamos el significado de convexidad
en estos casos, con ayuda de algunos ejemplos.

2.1. Definiciones generales

Consideramos una variedad Riemanniana 3-dimensionalM , equipada con una métrica
ḡ, y una conexión ∇̄. Denotamos con {xµ} a las coordenadas en M donde los índices
griegos (µ, ν, ρ, ...) van de 0 a 2 . Sea N una superficie 2-dimensional cerrada en M ,
{yi} las coordenadas en N y los índices latinos (i, j, k, ...) pueden valer 1 o 2. En
general distinguimos a los elementos asociados conM con una barra: ḡµν , ∇̄, R̄µ

νρσ denotan
la métrica, la conexión de Levi-Civita y el tensor de Riemann, respectivamente, en M .
Mientras en N escribimos gij, ∇, Ri

jkl para los elementos análogos.
Dada la variedad (M, ḡ) con elemento de longitud

ds̄2 = ḡµνdx
µdxν (2.1)

se puede definir una superficie1 N enM de manera no paramétrica, a través de la ecuación

Φ(xµ) = 0 (2.2)

donde Φ : M → R es una función dada de las coordenadas en M .
La métrica inducida gij en N se calcula como

gij =
∂xµ

∂yi
∂xν

∂yj
ḡµν (2.3)

donde se entiende a las coordenadas xµ como funciones xµ = xµ(yi). El elemento de
longitud en N es

ds2 = gijdyidyj. (2.4)
1Asumimos que esta superficie es suave, conexa, continua y cerrada

7



8 CAPÍTULO 2. SUPERFICIES EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

El vector normal unitario y exterior a la superficie N , nµ está dado por:

nµ =

{
|∇̄Φ|−1ḡµν∇̄νΦ si |∇̄Φ| 6= 0

0 si |∇̄Φ| = 0
(2.5)

Definimos el tensor de curvatura extrínseca, hij (ver eq. 3.35 de [25]):

hij =
1

2
Ln(ḡµν)

∂xµ

∂yi
∂xν

∂yj
(2.6)

Ln(ḡµν) = nσ ḡµν,σ + ḡσν n
σ
,µ + ḡµσ n

σ
,ν (2.7)

donde Ln es la derivada de Lie con respecto a nµ y ∂xµ/∂yi es el elemento (µ, i) de la
matriz jacobiana de la transformación dada por la ecuación (2.2).

Se define como λi a las curvaturas principales, dadas por los autovalores de la matriz
hij. Finalmente, la noción fundamental en este trabajo es el concepto de superficie convexa.

Definición 2.1.1 (Convexidad). Decimos que una superficie es convexa si los autovalores
λ1, λ2 del tensor de curvatura extrínseca son ambos definidos positivos.

2.2. Métricas esféricamente simétricas

En esta sección particularizamos los cálculos de curvaturas principales para el caso de
superficies en una variedad Riemanniana con métrica esféricamente simétrica, de la forma

ds̄2 =
1

F (r)
dr2 + r2(dθ2 + sin2θ dφ2) (2.8)

donde (r, θ, φ) son las coordenadas esféricas convencionales y F es una función continua
definida positiva. La condición:

Φ(r, θ, φ) = r − u(θ) = 0 (2.9)

define una superficie espacial axialmente simétrica con 2-métrica gij (i, j = θ, φ), con
elemento de longitud:

ds2 = (u2 + F−1u′2)dθ2 + u2 sin2θ dφ2 (2.10)

donde en esta expresión F = F (u) y u′ = du
dθ
.

Para calcular el tensor de curvatura extrínseca hij dado por (2.6), primero calculamos
la matriz jacobiana: [

∂xµ

∂yi

]
=

 u′ 0
1 0
0 1

 (2.11)

El vector unitario normal exterior nµ está dado por (2.5), entonces tenemos:

Φ,r = 1 Φ,θ = −u′ Φ,φ = 0 (2.12)

Φ,r = F Φ,θ = −u
′

r2
Φ,φ = 0 (2.13)
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|Φ,µ| =
√

Φ,µ Φ,µ =
√
ḡµν Φ,µ Φ,ν =

√
ḡrr + u′2 ḡθθ =

√
F +

u′2

r2
=: α (2.14)

=⇒ nr =
F

α
nθ = − u′

α r2
nφ = 0 (2.15)

Ahora podemos calcular la curvatura extrínseca usando (2.6).

1

2
Ln(ḡrr) =

1

2α

[
F ′

F
+

1

α2

(
2u′2

r3
− F ′

)]
(2.16)

1

2
Ln(ḡrθ) =

1

2
Ln(ḡθr) =

u′

4α

[
4

r
+

1

α2

(
F ′ − 2u′2

r3
− 2u′′

r2

)]
(2.17)

1

2
Ln(ḡθθ) =

1

α

[
Fr − u′′ + u′2u′′

α2r2

]
(2.18)

1

2
Ln(ḡφφ) =

1

α

(
Fr sin2θ − u′ sin θ cos θ

)
(2.19)

1

2
Ln(ḡθφ) =

1

2
Ln(ḡφθ) =

1

2
Ln(ḡrφ) =

1

2
Ln(ḡφr) = 0 (2.20)

donde F ′ = dF
dr
. Evaluamos en r = u:

hθθ =
1

α

[
u′2
(
F ′

2F
+

2

u

)
+ Fu− u′′

]
(2.21)

hφφ =
1

α

(
Fu sin2θ − u′ sin θ cos θ

)
(2.22)

hθφ = hφθ = 0 (2.23)

Particularmente nos interesan las curvaturas principales, que en este caso están dadas
por:

λ1 = hθθ = hθθ g
θθ =

F

u2α3

[
u′2

2

(
F ′

F
+

4

u

)
+ Fu− u′′

]
(2.24)

λ2 = hφφ = hφφ g
φφ =

1

αu2

(
Fu− u′ cos θ

sin θ

)
(2.25)

Las condiciones de convexidad para la superficie Φ = 0 son:

λ1 > 0⇒ u′2
(
F ′

2F
+

2

u

)
+ Fu > u′′ (2.26)

λ2 > 0⇒ Fu > u′ cot θ (2.27)

2.2.1. Esfera coordenada

En esta sección analizamos la geometría de una esfera coordenada en una variedad
esféricamente simétrica (no necesariamente euclídea).

Para una métrica esféricamente simétrica como en (2.8), asintóticamente plana, con
F > 0, tomamos una superficie r = constante.
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Consideremos la esfera de radio R dada por u(θ) = R en (2.9). Primero observamos
que u′ = u′′ = 0, entonces α =

√
F (R). Luego las curvaturas principales quedan:

λ1 =
F (R)2R

R2α3
=

α4

α3R
=
α

R
=

√
F (R)

R
(2.28)

λ2 =
RF (R)

αR2
=

α2

αR
=

√
F (R)

R
(2.29)

entonces λ1 = λ2. Notamos inmediatamente que cuando F > 0, las curvaturas principales
son positivas y por ende la superficie es convexa.

Supongamos que existe un valor b de r tal que F (b) = 0 ∧ (F (r) > 0, ∀ r > b),
entonces la métrica (2.8) se considera para r ∈ (b,∞). Se cumple:

ĺım
r→b

F (r) = 0 (2.30)

ĺım
r→∞

F (r) = 1 (2.31)

donde la última condición es necesaria para espacios asintóticamente planos. Entonces
los autovalores λ1 y λ2 dados por (2.28), (2.29) tienden a cero en r = b y también en el
infinito. Esto implica que existe un valor de R ∈ (b,∞) tal que las curvaturas principales
alcanzan un valor máximo. Esto difiere del caso euclídeo (F = 1) donde las curvaturas
principales son monótonamente decrecientes con R (las curvaturas principales de una
esfera coordenada en el espacio euclídeo tienen la forma λ1 = λ2 = 1/R).

Para encontrar ese valor veamos cómo varían los autovalores según R:

∂Rλ1 = ∂R

(√
F (R)

R

)
=

1

R2
√
F (R)

(
R

2

dF (R)

dR
− F (R)

)
(2.32)

En el caso de una superficie espacial t = const en el espaciotiempo de Schwarzschild
tenemos F (r) = 1− 2M

r
y la ecuación (2.32) nos queda:

∂Rλ1 =
1

R2
√
F (R)

(
3M

R
− 1

)
(2.33)

Vemos que para Rfot = 3M las curvaturas principales alcanzan su valor máximo. Es-
te valor coincide con la esfera de fotones. Recordemos que la esfera de fotones es una
subvariedad tal que cualquier geodésica nula que es inicialmente tangente a ella, perma-
nece tangente. Por lo tanto, es un modelo de fotones moviéndose en espiral alrededor del
agujero negro central o singularidad desnuda a ’distancia fija’ [6].

Análogamente en el espacio-tiempo de Reissner Nordström tenemos F (r) = 1− 2M
r

+
Q2

r2
:

∂Rλ1 =
1

R2
√
F (R)

(
−1 +

3M

R
− Q2

R2

)
(2.34)

que se hace cero en la esfera de fotones de Reissner Nordström:

Rfot =
3

2
M +

1

2

√
9M2 − 4Q2 (2.35)

Este comportamiento en las esferas de fotones es importante porque en dicha superficie
se pierde la monotonicidad de las curvaturas principales.
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2.2.2. Caso euclídeo

Veamos un ejemplo de superficie en el caso euclídeo, donde el análisis es más simple.
El caso euclídeo se puede obtener a partir de lo calculado en la sección 2.2 fijando F = 1

y α =
√

1 + u′2

r2
. Entonces la condición r = u(θ) define una superficie de revolución donde

u debe cumplir:

1. u > 0

2. u continua y diferenciable en θ ∈ [0, π]

3. u′(0) = u′(π) = 0

Las condiciones de convexidad (2.26) y (2.27) en el caso euclídeo son:

2
u′2

u
+ u > u′′ (2.36)

u > u′ cot θ (2.37)

En la Figura 2.1 se muestra el corte x = 0 de una superficie no convexa en el intervalo
0 ≤ θ ≤ θ0(≈ 0, 37), donde λ2 < 0. En esos puntos se observa que los círculos de radio
máximo tangentes a la superficie están ”por fuera” de la misma.

La superficie representada en Figura 2.1 está dada por:

0 = 1 + u

[
sin2 θ

(
u3 sin2 θ − 11√

3
u2 sin θ +

19

4
u

)
− cos θ

]
si 0 ≤ θ ≤ π

4
(2.38)

u(θ) =

√
4

1 + 3 sin2 θ
si

π

4
< θ ≤ π

2
(2.39)

u(θ) = 1 si
π

2
< θ ≤ π (2.40)
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Figura 2.1: Corte x = 0 de una superficie no convexa en R3. Las líneas rectas (rojo oscuro)
representan los círculos de radio máximo tangentes a la curva, correspondientes al valor
de la curvatura principal λ2.



Capítulo 3

Evolución de superficies por el flujo Hk

En este capítulo introducimos un Flujo por potencias positivas de la Curvatura Media.
También presentamos varios conceptos básicos sobre flujos de superficies que usamos en
el resto del trabajo y las ecuaciones de evolución relevantes para flujos Hk.

Definición 3.0.1. SeaM una variedad Riemanniana suave de dimensión d+1 con métrica
ḡµν . Una solución del Flujo-Hk es una familia suave x : Nd × (0, T ) → Md+1 de
hipersuperficies Nt := x(N, t) que satisfacen la ecuación de evolución parabólica

∂tx = −Hkn 0 ≤ t ≤ T (3.1)

donde H, que se asume positiva, es la curvatura media de Nt en el punto x, n es la normal
unitaria exterior a la superficie, y ∂tx denota el campo de velocidad normal a lo largo de la
superficie Nt. Además tomamos k natural. El signo menos en la ecuación (3.1) indica que
las superficies evolucionan en la dirección de −n, es decir que las supeficies se ’contraen’.

Para un valor fijo de t elegimos un sistema de coordenadas local e0, e1, ..., ed en M
tales que restringidos a Nt tenemos e0 = n, ei = ∂x/∂yi. En particular definimos:

H = gijhij = hii (3.2)
|A|2 = gijgklhikhjl = hikh

ik (3.3)

Definimos ahora el tensor de Riemann en M como (ver Wald [29]):

R̄µνρ
σ = −2∂[µ Γ̄σν]ρ + 2Γ̄αρ[µ Γ̄σν]α (3.4)

donde Γ̄ρµν es el símbolo de Christoffel correspondiente a ∇̄. También definimos el tensor
de Ricci como R̄µρ := R̄µνρ

ν y el escalar de curvatura como R̄ := R̄µρḡ
µρ. Con definiciones

análogas denotamos Rijk
l, Rik y R como el tensor de Riemann, Ricci y la curvatura escalar

respectivamente para la hipersuperficie Nt. La relación entre R̄µνρ
σ y Rijk

l está dada por
las ecuaciones de Gauss y Codazzi

Rijkl = R̂ijkl + hikhjl − hilhjk (3.5)

R̂0ijk = ∇khij −∇jhik (3.6)

13
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Donde los índices latinos en R̂ijkl indican un pullback de R̄µνρσ a la superficie Nt, mientras
que el índice 0 se refiere a la componente normal del tensor. Esto se escribe así para
simplificar la notación:

R̂ijkl ≡ eµi e
ν
j e
ρ
ke
σ
l R̄σµνρ (3.7)

R̂0ijk ≡ nσeµi e
ν
j e
ρ
kR̄µνρσ (3.8)

R̂0i0j ≡ nρnσeµi e
ν
j R̄ρµσν (3.9)

R̂00 ≡ nµnνR̄µν (3.10)

∇̂i ≡ eµi ∇̄µ (3.11)

Como estos son tensores en Nt, los índices latinos se suben y bajan con la métrica inducida
gij.

Las ecuaciones de evolución para la métrica, la curvatura extrínseca y la curvatura
media son

Lema 3.0.1. ( [15]) Se cumplen las siguientes ecuaciones de evolución:

(i) ∂tgij = −2Hkhij (3.12)
(ii) ∂tg

ij = 2Hkhij (3.13)

(iii) ∂thij = ∇i∇j

(
Hk
)
−Hk

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
(3.14)

(iv) ∂tH = ∆
(
Hk
)

+Hk
(
|A|2 + R̂00

)
(3.15)

Demostración. Para simplificar denotamos con (·, ·) al producto en M

(i) ∂tgij = ∂t

(
∂x

∂yi
,
∂x

∂yj

)
=

(
∂

∂yi
(
−Hkn

)
,
∂x

∂yj

)
+

(
∂x

∂yi
,
∂

∂yj
(
−Hkn

))
= −Hk

(
∂

∂yi
n,

∂x

∂yj

)
−Hk

(
∂x

∂yi
,
∂

∂yj
n

)
= −2Hkhij

donde hemos usado que hij =
(
∂x
∂yi
, ∂
∂yj
n
)

=
(

∂
∂yi
n, ∂x

∂yj

)
.

(ii) ∂tg
ij = ∂t(g

ikgljgkl)

= gikglj∂tgkl + gklg
lj∂tg

ik + gklg
ik∂tg

lj

= −2Hkhklg
ikglj + δjk∂tg

ik + δil∂tg
lj

= −2Hkhij + 2∂tg
ij

= 2Hkhij
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El ítem (iii) puede demostrarse usando la definición de hij junto con las ecuaciones de
Gauss-Codazzi (3.5) y (3.6). La prueba completa se puede encontrar por ejemplo en [2].
El ítem (iv) resulta de contraer (3.14) con gij y usar la ecuación de evolución para gij.

Siguiendo a Huisken en [15] buscamos llevar las ecuaciones de evolución del hij a la
forma parabólica más conveniente para analizar la preservación de la convexidad.

Proposición 3.1. El tensor hij cumple la ecuación de evolución parabólica:

∂thij = kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2∇iH∇jH −Hk(k + 1)hilh
l
j

+ kHk−1(|A|2 + R̂00)hij + βij
(3.16)

donde

βij =kHk−1
{

2hlmR̂iljm − 2gklhm(i R̂j)kml − gkl∇̂lR̂0jil − gkl∇̂iR̂0ljk

}
+Hk(k − 1)R̂0i0j

(3.17)

Demostración. Introducimos el operador:

Lwu = Lijw∇i∇ju := − ∂w

∂hij
∇i∇ju (3.18)

donde∇i es la derivada covariante en la superficieNt. Entonces para un flujo con velocidad
w se puede escribir ∂thij de la siguiente forma:

∂thij = Lwhij −
∂2w

∂hkl∂hpq
∇ihkl∇jhpq +

∂w

∂hkl

{
2hmj hk[lhm]i+

2hml hk[jhm]i − 2R̂kim(lh
m
j) + R̂mijlh

m
k + R̂mljkh

m
i + R̂0i0jhkl

−R̂0k0lhij + ∇̂kR̂0jil + ∇̂iR̂0ljk

}
+ w

(
hikh

k
j − R̂0i0j

) (3.19)

Lema 3.1.1. Para w = −Hk se cumple:

∂w

∂hkl
= −kHk−1gkl (3.20)

∂2w

∂hkl∂hpq
= k(k − 1)Hk−2gklgpq (3.21)

Lw = kHk−1∆ (3.22)

Demostración.

∂w

∂hkl
= −∂H

k

∂hkl
= −kHk−1 ∂H

∂hkl
= −kHk−1∂(gijhij)

∂hkl
= −kHk−1gijδki δ

l
j = −kHk−1gkl

∂2w

∂hkl∂hpq
=

∂2Hk

∂hkl∂hpq
= −∂(kHk−1hkl)

∂hpq
= −k(k − 1)Hk−2gkl

∂H

∂hpq
= k(k − 1)Hk−2gklgpq

Lwhij = −∂H
k

∂hij
∇i∇jhij = kHk−1gij∇i∇jhij = kHk−1∆hij
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Reemplazando estas derivadas en la ecuación (3.19) tenemos:

∂thij = kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2gklgpq∇ihkl∇jhpq − kHk−1gkl
{

2hmj hk[lhm]i

+2hml hk[jhm]i − 2R̂kim(lh
m
j) + R̂mijlh

m
k + R̂mljkh

m
i + R̂0i0jhkl − R̂0k0lhij

+∇̂kR̂0jil + ∇̂iR̂0ljk

}
−Hk

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
= kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2∇iH∇jH − kHk−1 {2gklhmj hk[lhm]i

+ 2gklhml hk[jhm]i − 2gklR̂kim(lh
m
j) + gklR̂mijlh

m
k + gklR̂mljkh

m
i + gklR̂0i0jhkl−

gklR̂0k0lhij + gkl∇̂kR̂0jil + gkl∇̂iR̂0ljk

}
−Hk

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
= kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2∇iH∇jH − kHk−1 {Hhmj hmi − hmj hlmhli + hml h

l
jhmi

− hml hlmhij − gklR̂kimlh
m
j − gklR̂kimjh

m
l + gklR̂mijlh

m
k + gklR̂jkmlh

m
i +HR̂0i0j

−R̂00hij + gkl∇̂kR̂0jil + gkl∇̂iR̂0ljk

}
−Hk

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
= kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2∇iH∇jH − kHk−1

{
−|A|2hij + gklR̂ikmlh

m
j

−R̂limjh
ml + R̂mijlh

ml + gklR̂jkmlh
m
i +HR̂0i0j − R̂00hij + gkl∇̂kR̂0jil

+gkl∇̂iR̂0ljk

}
−Hk

[
(k + 1)hikh

k
j − R̂0i0j

]
= kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2∇iH∇jH −Hk(k + 1)hilh

l
j + kHk−1(|A|2 + R̂00)hij

− kHk−1
{

2gklhm(i R̂j)kml − 2hlmR̂iljm + ∇̂lR̂0jil + gkl∇̂iR̂0ljk

}
+Hk(k − 1)R̂0i0j

Entonces obtenemos (3.16). El término βij en (3.17) depende de contracciones del
tensor de curvatura extrínseca con el tensor de Riemann, por lo que es igual a cero en el
caso euclídeo. Esto coincide con el trabajo de Shulze [26], que estudia este flujo en espacios
euclídeos.



Capítulo 4

Evolución de superficies por el IMCF

Definimos ahora el Flujo de Curvatura Media Inversa y sus ecuaciones de evolución

Definición 4.0.1 ([17]). Sea M una variedad Riemanniana suave de dimensión d+ 1 con
métrica ḡµν . Una solución del IMCF (Inverse Mean Curvature Flow) es una familia suave
x : Nd × (0, T ) → Md+1 de hipersuperficies Nt := x(N, t) que satisfacien la ecuación
de evolución parabólica:

∂tx =
1

H
n 0 ≤ t ≤ T (4.1)

donde H, que se asume positiva, es la curvatura media de Nt en el punto x, n es la normal
unitaria exterior a la superficie, y ∂tx denota el campo de velocidad normal sobre la
superficie Nt. Notar el signo positivo en el lado derecho de la ecuación (4.1), a diferencia
del signo negativo usado en la definición del flujo Hk (3.1). Esto tiene que ver con el
carácter expansivo o contractivo del flujo.

Las ecuaciones de evolución por el IMCF para las cantidades relevantes están dadas
en el siguiente lema.

Lema 4.0.1. Se cumplen las siguientes ecuaciones de evolución:

∂tgij =
2

H
hij (4.2)

∂tg
ij = − 2

H
hij (4.3)

∂thij = −∇i∇j

(
1

H

)
+

1

H

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
(4.4)

∂tH = −∆

(
1

H

)
− 1

H

(
|A|2 + R̂00

)
(4.5)

Demostración: La prueba es análoga a la prueba del lema 3.0.1. Ver también [15].

17
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Lema 4.0.2. El tensor hij cumple la ecuación de evolución parabólica:

∂thij =
1

H2
∆hij −

2

H3
∇iH∇jH +

|A|2 + R̂00

H2
hij + βij (4.6)

donde

βij =
1

H2

[
2hlmR̂iljm − 2gklhm(i R̂j)kml − gkl∇̂lR̂0jil − gkl∇̂iR̂0ljk − 2HR̂0i0j

]
(4.7)

Demostración. Ahora con w = H−1 en (3.18), análogamente a la sección anterior, tene-
mos:

∂w

∂hkl
= − g

kl

H2
(4.8)

∂2w

∂hkl∂hpq
=

2gklgpq

H3
(4.9)

Lw =
1

H2
∆ (4.10)

Y reemplazando en (3.19) tenemos:

∂thij =
1

H2
∆hij −

2gklgpq

H3
∇ihkl∇jhpq −

gkl

H2

{
2hmj hk[lhm]i + 2hml hk[jhm]i

−2R̂kim(lh
m
j) + R̂mijlh

m
k + R̂mljkh

m
i + R̂0i0jhkl − R̂0k0lhij + ∇̂kR̂0jil + ∇̂iR̂0ljk

}
+

1

H

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
=

1

H2
∆hij −

2

H3
∇iH∇jH −

1

H2

{
2gklhmj hk[lhm]i + 2gklhml hk[jhm]i

− 2gklR̂kim(lh
m
j) + gklR̂mijlh

m
k + gklR̂mljkh

m
i + gklR̂0i0jhkl − gklR̂0k0lhij

+gkl∇̂kR̂0jil + gkl∇̂iR̂0ljk

}
+

1

H

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
=

1

H2
∆hij −

2

H3
∇iH∇jH −

1

H2

{
Hhmj hmi − hmj hlmhli + hml h

l
jhmi

− hml hlmhij − gklR̂kimlh
m
j − gklR̂kimjh

m
l + gklR̂mijlh

m
k + gklR̂jkmlh

m
i +HR̂0i0j

−R̂00hij + gkl∇̂kR̂0jil + gkl∇̂iR̂0ljk

}
+

1

H

(
hikh

k
j − R̂0i0j

)
=

1

H2
∆hij −

2

H3
∇iH∇jH −

1

H2

{
−hml hljhmi + hml h

l
jhmi

− |A|2hij + gklR̂ikmlh
m
j − R̂limjh

ml + R̂mijlh
ml + gklR̂jkmlh

m
i +HR̂0i0j

−R̂00hij + gkl∇̂kR̂0jil + gkl∇̂iR̂0ljk

}
+

1

H

(
−R̂0i0j

)
=

1

H2
∆hij −

2

H3
∇iH∇jH +

|A|2 + R̂00

H2
hij −

2

H
R̂0i0j

− 1

H2

{
2gklhm(i R̂j)kml − 2hlmR̂iljm + ∇̂lR̂0jil + gkl∇̂iR̂0ljk

}
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El término βij en (4.7) depende de contracciones del tensor de curvatura extrínseca
con el tensor de Riemann, por lo que es igual a cero en el caso euclídeo. Esto coincide con
los trabajos de Urbas [28] y Liu [23], en donde estudian el IMCF en espacios euclídeos.
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Capítulo 5

Ecuaciones parabólicas y Principios de
Máximo

En esta seccíón presentamos las herramientas básicas más usadas en la prueba de
preservación de convexidad ante flujos por curvatura media.

En el estudio de la preservación de la convexidad a lo largo de flujos por curvatura
media, como los estudiados en este trabajo, observamos que en general ([16] [28] [23] [18]
se lleva el problema a una ecuación parabólica escalar o tensorial. Luego, se usa algún
principio de máximo como punto de partida para completar la prueba de preservación de
convexidad.

A continuación presentamos los conceptos básicos de ecuaciones parabólicas y los
principios de máximo para este tipo de ecuaciones que utilizamos en este trabajo.

5.1. Ecuaciones parabólicas

Denotamos con L a un operador parabólico en la variedad M , escrito en coordenadas
locales como [11], [30]

Lu =
∑
i,j

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+
∑
i

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ c(x, t)u− ∂u

∂t
(5.1)

donde los coeficientes aij, bi(x, t) y c(x, t) son funciones continuamente diferenciables
(C2) de x, t y aij(x, t) se supone definida positiva. L está definido en un conjunto G :=
V × (0, T ], donde V ⊆ N . Para un entorno de cada punto de V × (0, T ], existen dos
constantes positivas Ω y Λ tales que se cumplen las desigualdades:∣∣∣∣∣∑

i

bi(x, t)ξi

∣∣∣∣∣ ≤ Ω

(∑
i

ξ2i

)1/2

(5.2)

Λ−1
∑
i

ξ2i ≤
∑
i,j

aij(x, t)ξiξj ≤ Λ
∑
i

ξ2i (5.3)

21
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para toda elección de constantes reales ξ1, ..., ξn.
A continuación mencionamos algunos resultados básicos de las ecuaciones parabólicas

[30].
Sea

∂u

∂t
= Eu :=

∑
i,j

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+
∑
i

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ c(x, t)u (5.4)

y
Γ := {0} × V ∪ (0, T ]× ∂V (5.5)

1. Si u tiene un mínimo local con respecto a x en un punto (t, x), entonces aij(x, t) ∂2u
∂xi∂xj

≥
0 en este punto.

2. ∂ω
∂t
> Eω en G, ω > 0 en Γ implica ω > 0 en Ḡ.

3. ∂ω
∂t
≥ Eω en G, ω ≥ 0 en Γ y supG c(t, x) <∞ implica ω ≥ 0 en Ḡ.

4. ∂v
∂t
≤ Ev y ∂ω

∂t
≥ Eω en G, v ≤ ω en Γ implica v ≤ ω en Ḡ si supG c(t, x) <∞.

Como estamos interesados en espacios asintóticamente planos, buscamos acotar la curva-
tura extrínseca (más precisamente, las curvaturas principales) al tiempo t en términos de
sus valores a algún tiempo inicial. Por lo tanto, en lo que sigue enunciamos dos principios
de máximo más apropiados a nuestros problemas.

5.2. Principio de máximo tensorial

Enunciamos el principio de máximos para tensores como se muestra en [8].

Teorema 5.2.1. Sea (M , g(t)), t ∈ [0, T ) una variedad con una familia de métricas Rie-
mannianas dependientes de forma suave del parámetro t y sea α(t) un 2-tensor simétrico
que satisface:

∂tαij ≥ ∆αij +Xk∇kαij +Nij (5.6)

donde X(t) es un vector dependiente de t y N = N(α, t) es un 2-tensor simétrico, que
es una funcion de α localmente Lipschitz y es continuo en t. Suponemos que N satisface:
NijV

iV j ≥ 0 para todo V i autovector nulo de α. Si α(0) ≥ 0, entonces α(t) ≥ 01 para
todo t ∈ [0, T ).

En [16] Huisken usa este teorema como parte de la prueba de preservación de conve-
xidad en el caso del MCF (Ver capítulo 6). Sin embargo, veremos en el capítulo 7 que el
mismo razonamiento no se puede aplicar al caso de IMCF.

1Decimos que α ≥ 0 si αijv
ivj ≥ 0 ∀ vi ∈M
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5.3. Principio de máximo escalar

El uso del principio de máximo escalar lo observamos en los trabajos de Liu [23] y Urbas
[28], ambos estudiando casos generales que incluyen al IMCF (en espacios euclídeos). Lo
enunciamos como aparece en [3] (teorema 6.4) (ver también [13]).

Teorema 5.3.1. Sea u una función C2 que satisface en M × [0, T ]:

Lu := ∂tu−∆u−X i∇iu− F (u, t) ≤ 0 (5.7)

donde X(t) es un vector dependiente del tiempo, F : R × [0, T ) → R es continua en t y
localmente Lipschitz en u, y u(x, 0) ≤ c para todo x ∈M . Sea ψ(t) la solución a la ODE:

dψ

dt
= F (ψ, t), ψ(0) = c (5.8)

Entonces
u(x, t) ≤ ψ(t) (5.9)

para todo x ∈M y t ∈ [0, T ) en el intervalo de existencia de ψ.

Corolario 5.4. Si Lu ≥ 0, y u(x, 0) ≥ c, entonces u(x, t) ≥ ψ(t)
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Capítulo 6

Preservación de la convexidad por
Flujos Hk

En este capítulo revisamos los argumentos utilizados en la prueba de la preservación
de la convexidad por el flujo de curvatura media, MCF probado por Huisken [16]. Ade-
más analizamos el caso de flujos Hk. Miraremos por separado el caso euclídeo que es
considerablemente más simple.

En el capitulo 3 encontramos que el tensor de curvatura extrínseca satisface la ecuación
parabólica tensorial

∂thij = kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2∇iH∇jH −Hk(k + 1)hilh
l
j

+ kHk−1(|A|2 + R̂00)hij + βij
(6.1)

donde

βij =kHk−1
{

2hlmR̂iljm − 2gklhm(i R̂j)kml − gkl∇̂lR̂0jil − gkl∇̂iR̂0ljk

}
+Hk(k − 1)R̂0i0j

(6.2)

6.1. k = 1

Si k = 1 obtenemos el MCF (Flujo de Curvatura Media) y lo anterior se reduce a

∂thij = ∆hij + (|A|2 + R̂00)hij − 2Hhilh
l
j + βij (6.3)

donde
βij =

{
2hlmR̂iljm − 2gklhm(i R̂j)kml − gkl∇̂lR̂0jil − gkl∇̂iR̂0ljk

}
(6.4)

6.1.1. Caso euclídeo

En el caso euclídeo tenemos βij = 0 y la siguiente ecuación simple para hij

25
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∂thij = ∆hij + |A|2hij (6.5)

Aquí repetimos el argumento de Huisken ([16]) y aplicamos el principio de máximo ten-
sorial, Teorema 5.2.1 con αij = hij, Xk = 0 y Nij = |A|2hij. Vemos que claramente,
NijV

iV j ≥ 0 para todo V i autovector nulo de α (de hecho, la contracción es cero). Por lo
tanto, concluimos que si hij(0) ≥ 0, entonces hij(t) ≥ 0 para todo t ∈ [0, T ). Esto indica
que el tensor de curvatura extrínseca es positivo definido a lo largo de la evolución si es
definido positivo en la superficie inicial. Esto prueba la preservación de la convexidad a
lo largo del MCF en el caso euclídeo.

6.1.2. Caso no euclídeo

En el caso no euclídeo, no es posible aplicar directamente el principio de máximo
tensorial debido a la presencia de βij, que es diferente de cero. Este tensor involucra el
tensor de curvatura y sus derivadas primeras, por lo que es necesario imponer condiciones
adicionales.

Huisken demuestra en [14] que se preserva la convexidad dadas las siguientes condi-
ciones:

−K1 ≤ σy(P ) ≤ K2, K1, K2 ≥ 0∣∣∇̄R̄m∣∣2 ≤ L2, L ≥ 0

iy(M) ≥ i(M) ≥ 0

Donde σy(P ) es la curvatura seccional de un 2-plano en y ∈ M , R̄m es el tensor de
Riemann en M , y iy(M) es el radio de inyectividad de M en y.

Además se requiere que en N0 se satisfaga

Hhij > 2K1gij +
4

H
gij (6.6)

y
H > 2

√
K1 (6.7)

La idea básica del argumento es la siguiente. Las condiciones (6.6), (6.7) implican que
el tensor

Mij =
hij
H
− εgij −

2(1− 2ε)

H2
K1gij −

4L

H3
gij (6.8)

es definido positivo en N0 para alguna constante positiva ε. Además, el tensorMij satisface
la ecuación de evolución

∂tMij = ∆Mij +
2

H
(∇H,∇Mij) +Nij (6.9)

donde Nij satisface NijV
iV j ≥ 0 para todo autovector nulo de hij. Aquí es donde se aplica

el principio de máximo tensorial, resultando que el tensor Mij es definido positivo para
todo t y por lo tanto, el tensor hij es definido positivo para todo t.
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6.2. k > 1

Hay una diferencia crucial entre el caso k = 1 y el caso k > 1, ya que en este último,
el término que involucra el gradiente de la curvatura media no se anula.

Según nuestro entendimiento, no hay resultados en la literatura que prueben la preser-
vación de la convexidad de superficies por flujos Hk para variedades Riemannianas. Por
tanto, sólo presentamos el caso euclídeo.

6.2.1. Caso euclídeo

La ecuación para la curvatura extrínseca queda

∂thij = kHk−1∆hij − k(k − 1)Hk−2∇iH∇jH +Nij (6.10)

donde
Nij := kHk−1|A|2hij +Hk(k − 1)hikh

k
j (6.11)

satisface la condición NijV
iV j = 0 para todo autovector nulo V i de hij.

Vemos que el primero y el último término tienen la foma deseada para aplicar el
principio de máximo tensorial. Sin embargo, el término con el gradiente de H complica
considerablemente el problema. Por este término es conveniente reescribir la ecuación para
hij en una ecuación de evolución para el mínimo autovalor de hij, y estudiar si se mantiene
positivo en la evolución.

En [26], Shulze estudia la evolución del mínimo autovalor de hij, denotado por λmin. A
continuación presentamos las ideas básicas de la prueba de Schulze. Argumentos similares
se usan en el capítulo 7 para el IMCF, aplicados al máximo autovalor de bij (inversa de
hij). Los detalles se expondrán en ese capítulo.

Usando la ecuación de evolución para hij y para gij se encuentra la cota

∂tλmin ≥ kHk−1∆λmin − (k − 1)Hkλ2min + kHk−1|A|2λmin (6.12)

Notando que:

|A|2 = λ2min + λ2max ≥ λ2min + λmaxλmin = Hλmin ⇒ |A|2 ≥ Hλmin (6.13)

podemos escribir:
∂tλmin ≥ kHk−1∆λmin +Hkλ2min (6.14)

Ahora sí, aplicando el principio de máximo escalar 5.3.1 se obtiene el resultado deseado:

λmin(t) ≥ mı́n
t=0

λmin (6.15)

Es decir, el mínimo autovalor de la curvatura extrínseca se mantiene positivo a lo largo
del flujo Hk y por lo tanto, ambas curvaturas principales son positivas a lo largo del flujo.

Mencionamos que el caso 0 < k < 1, que no consideramos en este trabajo, es diferente
al caso k ≥ 1 porque el término de gradiente de H cambia de signo y no se puede aplicar
el mismo argumento.
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Capítulo 7

Preservación de la convexidad por el
IMCF

En este capítulo presentamos primero la prueba de Urbas y Liu de la preservación de
la convexidad a lo lago del IMCF en una variedad euclídea. Esto sienta las bases para el
análisis posterior de variedades Riemannianas no euclideas.

En el capítulo 4 vimos que la ecuación de evolución para la curvatura extrínseca en el
caso del Flujo de Curvatura Media Inversa es

∂thij =
1

H2
∆hij −

2

H3
∇iH∇jH +

|A|2 + R̂00

H2
hij + βij (7.1)

donde

βij =
1

H2

[
2hlmR̂iljm − 2gklhm(i R̂j)kml − gkl∇̂lR̂0jil − gkl∇̂iR̂0ljk − 2HR̂0i0j

]
(7.2)

Analicemos primero el caso euclídeo.

7.1. Caso euclídeo

Cuando el tensor de Riemann es cero, βij = 0 y el problema se reduce a

∂thij =
1

H2
∆hij −

2

H3
∇iH∇jH +

|A|2

H2
hij (7.3)

Vemos que nuevamente tenemos el problema del término que involucra al gradiente
de H y que no permiten reescribir la expresión para ∂thij de la forma (5.6) ni seguir el
razonamiento de Huisken usado para el caso del Flujo de Curvatura Media.

Algunas opciones que podrían seguirse para tratar este término son las siguientes.

Como este término tiene un signo menos adelante, bastaría con ver que esté acotado
para cumplir la desigualdad (5.6), pero en general no es cierto que ∇iH∇jH ≤ c
para alguna constante c.
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Otra opción es incluirlo en el término Xk∇khij. Pero a simple vista nos damos
cuenta que no se puede hacer, ya ninguno de los índices i, j del término ∇iH∇jH
está contraído con un vector.

Por último nos queda la opción de incluirlo en Nij, pero tendría que cumplirse la
condición de vector nulo, que en general no se cumple.

Esto nos lleva a considerar modificar las ecuaciones para aplicar el principio de máximo
escalar. Siguiendo a Urbas [28] y Liu en [23] vamos a aplicar el principio de máximo escalar
de la siguiente manera:

Escribimos ∂thij a partir de usar (4.3) junto con (4.6) (Lema 7.2.1).

Definimos la inversa bij de hij, que cumple

bilh
l
j = δij (7.4)

Usando (7.4) escribimos una expresión para ∂tbij.

Escribimos la ecuación de evolución para el máximo autovalor de bij y aplicamos el
principio de máximo escalar (Teorema 7.2.2).

Teniendo en cuenta estas observaciones, en lo que sigue, presentamos brevemente los
resultados de Urbas [28] y Liu [23] en el caso euclídeo para enfatizar los cambios que
observaremos al pasar al caso no euclídeo. En la sección 7.2 mostramos más detalles de
las cuentas, generalizadas al caso no euclídeo.

Las ecuaciones de evolución para la inversa de la curvatura media, w = H−1 y para la
curvatura extrínseca son

dw

dt
=

1

H2
∆w + w

|A|2

H2
(7.5)

dhij
dt

=
1

H2
∆hij +

|A|2

H2
hij − 2

∇iH∇jH

H3
(7.6)

Luego, la ecuación para hij es (Prop. 2.4 de [23])

dhij
dt

=
1

H2
∆hij +

|A|2

H2
hij −

2

H
hljh

i
l − 2

∇iH∇jH

H3
(7.7)

Sean λ1, λ2 los autovalores de hij con respecto a gij, es decir, los autovalores de hij con
respecto a δij. Para probar que el flujo preserva la convexidad necesitamos mostrar que el
mínimo autovalor λmin es positivo durante la evolución. Como el término del gradiente
tiene el signo incorrecto en la ecuación de evolución para hij, necesitamos estimar la inversa
de hij, que denotamos por bij. Se tiene

dbij
dt

=
1

H2
∆bij −

|A|2

H2
bij +

2

H
δij + 2

bil∇lHbmj ∇mH

H3
− 2

H2
hlm∇pb

i
l∇pbmj (7.8)

Usando propiedades de los polinomios simétricos elementales se puede verificar que la
suma de los dos últimos términos es menor o igual a cero. Luego, si el máximo autovalor
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de bij al tiempo t se alcanza en xt con autovector unitario ξt, por una rotación del sistema
e0, e1, e2 en xt, podemos asumir que ξt = e1. Entonces tenemos

db11
dt
≤ 1

H2
∆b11 −

|A|2

H2
b11 +

2

H
(7.9)

Luego, como
1

H
− |A|

2

H2
b11 ≤ 0 (7.10)

se tiene
db11
dt
≤ 1

H2
∆b11 + w (7.11)

A partir de la ecuación de evolución de w, y usando el principio de máximo escalar [13]
se tiene

0 < wmin(0) ≤ w(t) ≤ etwmax(0) (7.12)

Luego podemos acotar
db11
dt
≤ 1

H2
∆b11 + etwmax(0) (7.13)

Aplicando nuevamente el principio de máximo escalar a esta ecuación obtenemos

b11max(t) ≤ etwmax(0) + b11max(0)− wmax(0) (7.14)

Esto implica que el mínimo autovalor es positivo para todo t. Esto se puede entender
de la siguiente manera. Inicialmente la superficie es convexa, por lo que ambos autovalores
de hij son positivos. Supongamos por absurdo que en algún momento t∗ la superficie deja
de ser convexa, es decir que en t∗, y en algún punto de la superficie, uno de los autovalores
se hace cero. Por la notación usada, ese autovalor es λ1, entonces λ1 → 0 a medida que
t → t∗ para algún punto sobre la superficie. Y por lo tanto b11 diverge cuando t → t∗

en ese punto, lo cual es un absurdo porque b11 está acotado para todo tiempo por (7.14).
Entonces los dos autovalores son estrictamente positivos para todo tiempo y la convexidad
se preserva a lo largo del flujo.

7.2. Caso no euclídeo

En esta sección presentamos una cota para la evolución del máximo autovalor de la
inversa de la curvatura extrínseca, que representa el primer paso para estudiar la preser-
vación de la convexidad de superficies. Muchos de los cálculos que siguen ya se encuentran
parcialmente en trabajos mencionados antes para el MCF o el IMCF en variedad euclídea.
Aquí los presentamos en más detalle y generalizados al IMCF en variedades Riemannianas.

Seguimos los mismos pasos que para el caso euclídeo. Es decir, primero, a partir de la
ecuación de evolución de hij escribimos la ecuación de evolución para hij. Luego para la
inversa bij, y finalmente para el máximo autovalor b11. Usaremos también la ecuación para
la inversa de la curvatura media.

Tenemos entonces los siguientes lemas.
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Lema 7.2.1. Para la segunda forma fundamental hpq se cumple la ecuación de evolución:

∂th
p
q =

1

H2
∆hpq −

2

H3
∇pH∇qH +

|A|2 + R̂00

H2
hpq −

2

H
hpl h

l
q + βpq (7.15)

Demostración:
∂th

p
q = ∂t

(
hlqg

lp
)

= glp∂thlq + hlq∂tg
lp (7.16)

usando la ecuación (4.3) para la inversa de la métrica, nos queda

∂th
p
q = glp∂thlq − hlq

2

H
hmng

lmgpn = glp∂thlq −
2

H
hpl h

l
q (7.17)

Finalmente, combinando esta ecuación con la ecuación de evolución para hij obtenemos
(7.15) y queda probado el lema.

Lema 7.2.2. Para bij se cumplen las siguientes ecuaciones:

∂tb
i
j = −bipb

q
j∂th

p
q (7.18)

∇lb
i
j = −bipb

q
j∇lh

p
q (7.19)

∆bij = −bipb
q
j∆h

p
q + 2hlm∇pb

i
l∇phmj (7.20)

Demostración: Usando (7.4) demostramos la primera ecuación:

0 = ∂t
(
δiq
)

= ∂t
(
biph

p
q

)
= bip∂th

p
q + hpq∂tb

i
p (7.21)

y multiplicando por bqj :

0 = bqjb
i
p∂th

p
q + bqjh

p
q∂tb

i
p = bqjb

i
p∂th

p
q + δpj∂tb

i
p = bqjb

i
p∂th

p
q + ∂tb

i
j (7.22)

obtenemos el resultado esperado. La segunda ecuación se demuestra de manera análoga,
reemplazando ∂t por ∇l. La tercera ecuación es consecuencia directa de la segunda.

Usando las ecuaciones del Lema 7.2.2 podemos escribir la evolución de bij en la forma

∂tb
i
j =

1

H2
∆bij−

|A|2 + R̂00

H2
bij+

2

H
δij+2

bil∇lHbmj ∇mH

H3
− 2

H2
hlm∇pb

i
l∇pbmj −bipb

q
jβ

p
q (7.23)

Antes de pasar a la forma escalar, vamos a estimar el término del gradiente. Para ello
necesitamos introducir los polinomios simétricos elementales.

Definición 7.2.1. Sean λ1, ..., λn los autovalores de hij definimos los polinomios simétricos
elementales como:

Sl(λ) =
∑

1≤i1≤...≤il≤n

λi1 ...λil (7.24)

donde λ = (λ1, ..., λn) ∈ Rn, S0 = 0 y Sl = 0 si l > n.

Estos polinomios están bien estudiados y hay varios autores que demuestran las si-
guientes propiedades importantes, ver por ejemplo [18].
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Lema 7.2.3. Sea Ql de la forma:

Ql(λ) =
Sl(λ)

Sl−1(λ)
(7.25)

entonces Ql(λ) es cóncava para todo l = 1, ..., n.

Los polinomios elementales simétricos son relevantes en este problema porque la in-
versa de la curvatura media está relacionada con ellos mediante la expresión H(λ) =
[Qn (κ)]−1, donde κ = (κ1, ..., κn) ∈ Rn y κ1, ..., κn son los radios de curvatura, i.e.
κi = (λi)

−1.

Lema 7.2.4. Para funciones generales f , g que cumplen f(hij) =
[
g
(
bij
)]−1 se cumple la

siguiente ecuación:

∂2f

∂hij∂h
p
q

=
2

f

∂f

∂hij

∂f

∂hpq
− 1

g2
∂2g

∂bkl ∂b
m
n

bqnb
m
p b

j
l b
k
i −

∂f

∂hiq
bjp −

∂f

∂hpj
bqi (7.26)

Demostración: Deduzcamos primero una expresión útil para la prueba:

0 =
∂

∂hij
=

∂

∂hij
= hpq

∂bkp
∂hij

+ bkpδ
p
i δ
j
q = bql h

p
q

∂bkp
∂hij

+ bql b
k
i δ
j
q = δpl

∂bkp
∂hij

+ bjl b
k
i =

∂bkl
∂hij

+ bjl b
k
i

(7.27)

⇒ ∂bkl
∂hij

= −bjl b
k
i (7.28)

Además

∂g

∂hij
=

∂

∂hij

(
1

f

)
= − 1

f 2

∂f

∂hij
=

∂g

∂bkl

∂bkl
∂hij

= −bjl b
k
i

∂g

∂bkl
(7.29)
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Ahora sí calculamos:

∂2f

∂hij∂h
p
q

=
∂

∂hij

[
∂

∂hpq

(
1

g

)]
=

∂

∂hij

[(
− 1

g2

)
∂g

∂hpq

]
= − ∂

∂hij

(
1

g2

)
∂g

∂hpq
− 1

g2
∂2g

∂hij∂h
p
q

=
2

g3
∂g

∂hij

∂g

∂hpq
− 1

g2
∂2g

∂hij∂h
p
q

= 2f 3

(
− 1

f 2

∂f

∂hij

)(
− 1

f 2

∂f

∂hpq

)
− 1

g2
∂

∂hij

(
∂g

∂hpq

)
=

2

f

∂f

∂hij

∂f

∂hpq
+

1

g2

(
bqnb

m
p

∂2g

∂bkl ∂b
m
n

∂bkl
∂hij

+ bqn
∂g

∂bmn

∂bmp
∂hij

+ bmp
∂g

∂bmn

∂bqn
∂hij

)
=

2

f

∂f

∂hij

∂f

∂hpq
− 1

g2

(
bqnb

m
p

∂2g

∂bkl ∂b
m
n

bjl b
k
i + bqn

∂g

∂bmn
bjpb

m
i + bmp

∂g

∂bmn
bjnb

q
i

)
=

2

f

∂f

∂hij

∂f

∂hpq
− 1

g2

(
∂2g

∂bkl ∂b
m
n

bqnb
m
p b

j
l b
k
i −

∂g

∂hiq
bjp −

∂g

∂hpj
bqi

)
=

2

f

∂f

∂hij

∂f

∂hpq
− 1

g2
∂2g

∂bkl ∂b
m
n

bqnb
m
p b

j
l b
k
i +

1

g2

(
− 1

f 2

)
∂f

∂hiq
bjp +

1

g2

(
− 1

f 2

)
∂f

∂hpj
bqi

=
2

f

∂f

∂hij

∂f

∂hpq
− 1

g2
∂2g

∂bkl ∂b
m
n

bqnb
m
p b

j
l b
k
i −

∂f

∂hiq
bjp −

∂f

∂hpj
bqi

Aplicando los lemas anteriores obtenemos el siguiente resultado que será de utilidad
para acotar el término del gradiente de la curvatura media en la ecuación de evolución
para bij.

Lema 7.2.5. Para bij se cumple:

2
bil∇lHbmj ∇mH

H3
− 2

H2
hlm∇pb

i
l∇pbmj ≤ P i

j (7.30)

donde P i
j está dado por

P i
j :=

2

H2

[
R̂0pqm

(
bip∇qbmj + bmj ∇qbip

)
+ bilbrpbmj g

qsR̂0rqlR̂0psm

]
(7.31)

Demostración: Reemplazamos f ≡ H y g ≡ Qn en la ecuación (7.26), notemos primero
que:

∂H

∂hij
=

∂

∂hij

(
δqph

p
q

)
= δqpδ

p
i δ
j
q = δji ⇒

∂2H

∂hij∂h
p
q

= 0
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entonces la ecuación (7.26) nos queda:

0 =
2

H
δji δ

q
p −H2 ∂2Qn

∂bkl ∂b
m
n

bqnb
m
p b

j
l b
k
i − δ

q
i b
j
p − δjpb

q
i (7.32)

contraemos con ∇vhij∇whpq :

0 =
2

H
∇vH∇wH−H2 ∂2Qn

∂bkl ∂b
m
n

bqnb
m
p ∇whpq b

j
l b
k
i∇vhij−δ

q
i b
j
p∇vhij∇whpq−δjpb

q
i∇vhij∇whpq (7.33)

entonces
2

H
∇vH∇wH = H2 ∂2Qn

∂bkl ∂b
m
n

bqnb
m
p ∇whpq b

j
l b
k
i∇vhij + 2bjp∇vhqj∇whpq (7.34)

Sabiendo que Qn es una función cóncava obtenemos:

H−1∇vH∇wH ≤ brp∇vhqr∇whpq (7.35)

multiplicando ambos lados por bilbmj :

H−1bil∇lHbmj ∇mH ≤ bilb
m
j b

j
p∇lhqj∇mhpq (7.36)

Usamos la ecuación de Codazzi (3.6) para desarrollar el lado derecho:

bilb
m
j b

r
p∇lhqr∇mhpq

= bilbmj b
rp∇lhqr∇mhpsg

qs

= bilbmj b
rpgqs

(
∇qhlr + R̂0rql

)(
∇shpm + R̂0psm

)
= bmj b

il∇qhlrb
rp∇qhpm + bmj ∇qhpmb

ilbrpR̂0rql + bil∇qhlrb
rpbmj R̂0pqm + bilbrpbmj g

qsR̂0rqlR̂0psm

= bmj hlr∇qbilhpm∇qb
rp + bmj hpm∇qbrpbilR̂0rql + bilhlr∇qbrpbmj R̂0pqm + bilbrpbmj g

qsR̂0rqlR̂0psm

= gpjhlr∇qbil∇qb
rp + gpj∇qbrpbilR̂0rql + δjr∇qbrpbmj R̂0pqm + bilbrpbmj g

qsR̂0rqlR̂0psm

= hlr∇qbil∇qb
r
j +∇qbrjb

ilR̂0rql +∇qbipbmj R̂0pqm + bilbrpbmj g
qsR̂0rqlR̂0psm

= hlr∇qbir∇qb
l
j + R̂0pqm

(
bip∇qbmj + bmj ∇qbip

)
+ bilbrpbmj g

qsR̂0rqlR̂0psm

= hml ∇pbim∇pb
l
j + R̂0pqm

(
bip∇qbmj + bmj ∇qbip

)
+ bilbrpbmj g

qsR̂0rqlR̂0psm

Notemos que el resultado de este lema implica una diferencia significativa con el re-
sultado análogo del caso euclídeo ya que en el lado derecho de (7.30) aparece un término
que involucra R̂0ijk. Esto hace que no podamos acotar de manera limpia el término del
gradiente, como sucede en el caso euclídeo.

Finalmente, sea b11 el máximo autovalor de bij, tenemos entonces

Teorema 7.2.6. Sea bij la inversa de hij. Eligiendo un sistema de coordenadas en donde
estos tensores son diagonales, definimos b11 como el máximo autovalor de bij. Entonces b11
cumple:
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∂tb
1
1 ≤

1

H2
∆b11 −

|A|2 + R̂00

H2
b11 +

2

H
+ P 1

1 − (b11)
2β1

1 (7.37)

donde P 1
1 es la componente 1, 1 de P i

j , ecuación (7.31) y β1
1 es la componente 1, 1 de

gpmβmq, ecuación (7.2).

Al comparar esta ecuación con la correspondiente al caso euclídeo, donde P 1
1 = 0,

β1
1 = 0 y R̂00 = 0, vemos que necesitamos otras condiciones sobre la variedad para aplicar

el principio de máximo.
La primera diferencia aparece en el término |A|2 + R̂00. En [14] se prueba que bajo

el MCF, este término se mantiene positivo en la evolución si se satisfacen condiciones de
curvatura particulares en la superficie inicial. Sin embargo, la positividad de este término
no es necesaria para aplicar el principio de máximo en este caso. Sólo necesitamos que
esté acotado, con esa condición (además de condiciones extras por los otros términos de
curvatura en la ecuación) obtendríamos que el máximo autovalor b11 está acotado en la
evolución.

La segunda diferencia entre (7.37) y la equivalente en el caso euclídeo está en el término
P 1
1 , que depende fuertemente de R̂0ijk. Además, depende no linealmente de b11 y de sus

derivadas primeras. En general R̂0ijk es diferente de cero. Por lo tanto, creemos que es el
término más problemático en el caso no euclídeo.

La tercera diferencia es el factor β1
1 que aparece en el término no lineal, con (b11)

2. Este
término también es difícil de acotar. Si β1

1 ≥ 0 entonces el término se puede ignorar.

Con respecto a la curvatura media, en el caso del IMCF, es importante controlar su
evolución, porque juega un papel predominante en el control del máximo autovalor de bij.

Reescribimos la ecuación (4.5) para la curvatura media en términos de la recíproca
w = H−1 en la forma:

∂tw =
1

H2
∆w +

1

H2

(
|A|2 + R̂00

)
w (7.38)

donde vemos que aparece nuevamente el término |A|2 + R̂00. Si es positivo a lo largo de
la evolución por el IMCF, entonces se puede aplicar el principio de máximo como en el
caso euclídeo para obtener cotas inferior y superior a w en términos de los valores en la
superficie inicial

0 < wmin(0) ≤ w(t) ≤ etwmax(0) (7.39)

Si el término |A|2 + R̂00 no es positivo, pero está acotado, se obtendrían cotas simi-
lares en términos de los valores en la superficie inicial, pero con otro comportamiento
exponencial.

A partir de estos cálculos, no es claro que la convexidad se preserve para una variedad
Riemanniana general. De acuerdo a los resultados de [5], se espera que para una familia de
datos iniciales que representen cuerpos materiales axialmente simétricos, el IMCF preserve
la convexidad. Sin embargo, probarlo en general presenta varios desafíos.

En la próxima sección investigamos un dato inicial para el agujero negro de Schwarzs-
child, ya que es una métrica no trivial explícita y con alta simetría.
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7.2.1. Ejemplo: Dato inicial para Schwarzschild

En esta sección estudiamos la evolución, bajo el IMCF, de una superficie suave cerrada,
dada por

Φ = r − u(θ) = 0 (7.40)

en un slice t = const en el espaciotiempo de Schwarzschild.
La métrica espacial de Schwarzschild es

ḡµν =
1

F
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 (7.41)

donde
F = 1− 2M

r
(7.42)

Las componentes no nulas del tensor de Riemann tridimensional R̄µνσρ son

R̄rθrθ =
−M
Fr

= R̄θrθr = −R̄rθθr = −R̄θrrθ (7.43)

R̄rϕrϕ =
−M sin2 θ

Fr
= R̄ϕrϕr = −R̄ϕrrϕ = −R̄rϕϕr (7.44)

R̄θϕϕθ = −2Mr sin2 θ = R̄ϕθθϕ = −R̄θϕθϕ = −R̄ϕθϕθ (7.45)

La base adaptada a la superficie, eµi , es

erθ =
∂r

∂θ
= u′, erϕ =

∂r

∂ϕ
= 0 (7.46)

eθθ =
∂θ

∂θ
= 1, eθϕ =

∂θ

∂ϕ
= 0 (7.47)

eϕθ =
∂ϕ

∂θ
= 0, eϕϕ =

∂ϕ

∂ϕ
= 1 (7.48)

A su vez, la normal nµ es:

nr =
F

α
nθ = − u′

α r2
nφ = 0 (7.49)

Finalmente, las componentes no nulas de las proyecciones del Riemann sobre la superficie
(R̂ijkl, R̂0jkl, R̂0i0j) están dadas por:

R̂θϕϕθ = M sin2 θ

(
u′2

Fr
− 2r

)
= R̂ϕθθϕ = −R̂ϕθϕθ = −R̂θϕθϕ (7.50)

R̂0ϕθϕ = −u
′M sin2 θ

rα
= −R̂0ϕϕθ (7.51)

R̂0θ0θ = −M
Fr

(
F 2

α2
+

u′4

α2r2
+ 2

Fu′2

αr2

)
(7.52)

R̂0ϕ0ϕ = −M sin2 θ

Fr

(
F 2

α2
− 2

u2

α2r2

)
(7.53)
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Vemos que para una superficie no esféricamente simétrica, R̂0ijk es diferente de cero.
De hecho, el único caso en el cual es cero, es para una esfera coordenada. Es decir que
incluso para Schwarzschild, en general la componente P 1

1 es no nula.

Esfera coordenada

Veamos a continuación la situación para una esfera coordenada. La convexidad de
una esfera coordenada en un dato para Schwarzschild ya fue parcialmente discutida en
la sección 2.2.1. En esta sección nos interesa analizar el comportamiento de los diferentes
términos de la ecuación (7.37) para esta solución en particular. Y sobre todo, comparar
el comportamiento de la ecuación (7.37) con la ecuación que define el flujo.

Consideremos la esfera de radio R0 en t = 0 dada por u(θ, 0) = R0. Luego u =
u(t) define esferas de radio u para cada valor de t. Queremos ver si el flujo preserva la
convexidad dada la superficie inicial de radio R0. Ya vimos, en la sección 2.2.1 que los
autovalores son de la forma

λ1 = λ2 =

√
F

u
(7.54)

Ambas curvaturas principales son positivas para r > 2M , pues F > 0 y u > 0. Calculemos
ahora ∂tu partiendo de la ecuación (2.2), tenemos:

dΦ

dt
= 0 = ∂tΦ +

∂Φ

∂xµ
∂tx

µ (7.55)

y usando las ecuaciones (2.5) y (4.1) obtenemos:

∂tu =
α

H
=
u

2
(7.56)

Podemos resolver explícitamente u en función de t:

u(t) = R0e
t/2 (7.57)

esto es, las soluciones de (4.1) son esferas cuya coordenada radial aumenta exponencial-
mente con t. Esto demuestra la preservación de la convexidad para este caso particular.

Veamos ahora las ecuaciones de evolución para la esfera coordenada. En Schwarzschild
tenemos para una superficie u(θ):

R̄ = 0 (7.58)

R̂00 = nanbR̄ab =
M

α2r3

(
u′2

r2
− 2F

)
(7.59)

|A|2 =
1

u4α6

{[
u′2F ′

2
+
u′2F

u
+ Fuα2 − u′′F

]2
+ α4

(
Fu− u′ cos θ

sin θ

)2
}

(7.60)
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Para la esfera coordenada:

R̂ϕθϕθ = −2Mr sin2 θ (7.61)

R̂0θ0θ = −M
r

(7.62)

R̂0ϕ0ϕ = −M sin2 θ

r
(7.63)

R̂00 = −2M

r3
(7.64)

|A|2 =
2F

r2
(7.65)

H = 2

√
F

r
(7.66)

Reescribimos la ecuación (4.5) de la forma:

∂tw =
1

H2
∆w +

1

H2

(
|A|2 +R00

)
w (7.67)

donde w = H−1.
Veamos el siguiente término:

1

H2

(
|A|2 +R00

)
=

1

H2

(
2F

r2
− 2M

r3

)
(7.68)

=
2

r2H2

(
F − M

r

)
(7.69)

=
1

2F

(
1− 3M

r

)
(7.70)

Es positivo si r > 3M (i.e. fuera de la esfera de fotones). Entonces como en el caso euclídeo
podemos aplicar el principio de máximos para obtener:

wmin(0) ≤ w(t) ≤ etwmax(0) (7.71)

Ahora queremos calcular la componente βϕϕ para poder escribir la ecuación de evolución
de bϕϕ (como ambos autovalores son iguales da lo mismo usar uno o el otro). Como vimos
en la sección anterior, R̂0ijk = 0 en una esfera coordenada de Schwarzschild, entonces
tenemos:

βij = 2hlmR̂iljm − 2gklhm(i R̂j)kml −
2

H
R̂0i0j (7.72)

βij = gipβpj = 2giphlmR̂pljm − gklhmiR̂jkml − gipgklhmj R̂pkml −
2

H
gipR̂0p0j (7.73)
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βϕϕ =2gϕphlmR̂plϕm − gklhmϕR̂ϕkml − gϕpgklhmϕ R̂pkml −
2

H
gϕpR̂0p0ϕ

=2gϕϕhlmR̂ϕlϕm − gklhϕϕR̂ϕkϕl − gϕϕgklhϕϕR̂ϕkϕl −
2

H
gϕϕR̂0ϕ0ϕ

=R̂ϕθϕθ(2g
ϕϕhθθ − gθθhϕϕ − gϕϕgθθhϕϕ)− 2

H

1

r2 sin2 θ

(
−M
r

sin2 θ

)
=2R̂ϕθϕθ(g

ϕϕhθθ − gθθhϕϕ) +
2M

rH

=2R̂ϕθϕθ(g
ϕϕgθθλ1 − gθθgϕϕλ2) +

2M

rH

(7.74)

⇒ βϕϕ =
2M

rH
(7.75)

Recordando que en este caso P i
j = 0, la ecuación (7.37) para bϕϕ nos queda:

∂tb
ϕ
ϕ ≤

1

H2
∆bϕϕ −

|A|2 + R̂00

H2
bϕϕ +

2

H
− 2M

rH
(bϕϕ)2 (7.76)

ahora notamos que:

−|A|
2 + R̂00

H2
bϕϕ ≤ 0 si r ≥ 3M (7.77)

−2M

rH
(bϕϕ)2 ≤ 0 (7.78)

entonces obtenemos:
∂tb

ϕ
ϕ ≤

1

H2
∆bϕϕ +

2

H
(7.79)

Entonces se puede aplicar el principio de máximo de forma análoga para obtener el resul-
tado deseado.

Notamos que este argumento solo funciona fuera de la esfera de fotones, sin embargo
la convexidad se preserva en toda la variedad. Esto enfatiza la problemática de este tipo
de argumentos al trabajar con espacios no euclídeos.
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Comentarios Finales

Esfera de fotones

Hemos visto en la sección 2.2.1 que la esfera de fotones en datos iniciales para agujeros
negros como Schwarzschild y Reissner Nördstrom juega un rol importante en la monoto-
nicidad de las curvaturas principales. Esto resulta problemático si uno quisiera estudiar
la preservación de la convexidad a través de la monotonicidad de (la inversa de) las cur-
vaturas principales. Sin embargo, en los casos estudiados, las superficies se mantienen
convexas a lo largo de flujos de curvatura media como el IMCF (sección 2.2.1). Es decir
que la monotonicidad de las curvaturas principales no es un buen criterio para determinar
la preservación de la convexidad, salvo que uno se restrinja al exterior de la esfera de
fotones.

Flujos Hk

La preservación de la convexidad de superficies por flujos tipo Hk ya fue probada en
la literatura [26], [28]. Nuestro estudio de estos flujos fue esencialmente con el objetivo
de comprender las principales diferencias y similitudes con el IMCF. Como mencionamos
antes, tomamos k ≥ 1.

Para el MCF (k = 1) la preservación de la convexidad se puede probar usando el
principio de máximo tensorial. Esto se debe a que el término de gradiente de la curvatura
media se hace cero cuando k = 1. La prueba en el caso euclídeo sale de la aplicación
directa del principio de máximo a la ecuación de evolución de la curvatura extrínseca. El
caso no euclídeo es más delicado, en particular es necesario que las derivadas primeras de
la curvatura (tensor de Riemann) estén acotadas. Además se precisa controlar la evolución
de la curvatura media (mediante el principio de máximo escalar) y luego esto es usado
para controlar directamente la curvatura extrínseca.

Para el caso k > 1 el término del gradiente de H es distinto de cero y es el principal
obstáculo en la prueba ya que impide la aplicación del principio de máximo tensorial. En
este caso lo que se hace es controlar la positividad del mínimo autovalor de la curvatura
extrínseca a través del principio de máximo escalar.

Para el caso no euclídeo de flujos Hk con k > 1, sería interesante tratar de adaptar
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los cálculos realizados por Huisken en [14] con respecto al tensor Mij definido en (6.8). La
elección de la forma de este tensor no es para nada trivial y debe cumplir tres condiciones
importantes. La primera es que debe ser positivo en la superficie inicial S0. Además su
ecuación de evolución debe ser adecuada para aplicar el principio de máximo, en particular,
es relevante la forma del tensor Nij, que debe satisfacer NijV

iV j ≥ 0 para todo autovector
nulo de hij. La tercera condición es que su positividad debe implicar la positividad de hij.

IMCF

En este trabajo notamos que el Flujo de Curvatura Media Inversa es más complicado
que los flujos Hk debido a que el término del gradiente de H siempre está presente y tiene
el signo incorrecto para la prueba.

En el caso euclídeo, la prueba es similar a la del flujo Hk, pero en lugar de buscar que
la curvatura principal mínima permanezca positiva en la evolución, se mira el máximo
autovalor de la inversa de la curvatura extrínseca. Este argumento resulta de gran utilidad
y según nuestro entendimiento, no es hecho explícito en la literatura. La idea es que la
superficie inicial es convexa, entonces ambas curvaturas principales son positivas. En la
evolución, si la superficie se deforma de manera tal que tiende a hacerse no convexa,
entonces, alguna de las curvaturas principales debe aproximarse a cero desde los positivos.
Esto implicaría que el autovalor de la inversa de la curvatura extrínseca debe crecer, lo
que contradice el resultado de que el máximo autovalor de la inversa de hij está acotado
en términos de los valores iniciales y crece exponencialmente con el tiempo.

Es interesante el hecho de que para la esfera coordenada en un dato para Schwarzschild,
la ecuación (7.76) es muy similar a la ecuación en el caso euclídeo, excepto por el término
proporcional a R00. Este término es la única manifestación de la no planicidad de la
variedad de fondo.

Para el caso no euclídeo, no existen resultados en la literatura que demuestren la pre-
servación de convexidad. En la sección 7 mostramos las dificultades que se encuentran al
intentar aplicar el argumento para el caso euclídeo. El término P i

j en (7.31) es particu-
larmente problemático para el desarrollo de una prueba siguiendo este argumento, ya que
incluye al gradiente de la inversa de hij y no hay forma clara de acotarlo.

Comparando con el MCF en variedades Riemannianas ([14]), especulamos que los
términos que involucran al tensor de Riemann y sus derivadas primeras no deberían ser
difíciles de tratar, ya que probablemente pueden ser acotados y descartados imponiendo
alguna condición al espacio.

Para un dato inicial asintóticamente plano, los términos βij y P i
j , tienden a 0 para

tiempos suficientemente grandes, ya que dependen fuertemente del tensor de Riemann.
Esto indica que a partir de algún t, podrían dominar las ecuaciones que gobiernan el caso
euclídeo, y por lo tanto la preservación de convexidad.
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