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Resumen

En este trabajo estudiamos las propiedades de distintos flujos geométricos dependientes
de la curvatura media en variedades Riemannianas. Nos concentramos en la preservacion
de convexidad de superficies que evolucionan bajo este tipo de flujos y mostramos que esta
propiedad se cumple, en espacios euclideos, para una gran clase de los mismos. Hacemos
hincapié en el Flujo de Curvatura Media Inversa y mostramos las dificultades que surgen
al intentar demostrar la preservacion de la convexidad para el caso general en variedades
Riemannianas.

Abstract

In this work we study the properties of different geometric flows dependent on the mean
curvature in Riemannian manifolds. We focus on convexity preservation of evolving sur-
faces by this type of flow and we show that this property holds, in Euclidean spaces, for a
large class of these. We study in great detail the Inverse Mean Curvature Flow and show
the difficulties that arise when trying to prove convexity preservation for the general case
in Riemannian manifolds.
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Capitulo 1

Introducciéon

Los flujos de superficies en datos iniciales para las ecuaciones de Einstein permiten
relacionar cantidades fisicas y geométricas globales, definidas sobre superficies en el infi-
nito espacial, con cantidades quasilocales, definidas sobre regiones acotadas del espacio.
Entre los flujos mas estudiados y usados en Relatividad General encontramos al Flujo de
Cuvatura Media (MCF) y al Flujo de Curvatura Media Inversa (IMCF). Se dice que una
familia de superficies evoluciona bajo el MCF (IMCF) si la velocidad normal de un punto
en la superficie esta dada por la (reciproca de la) curvatura media de la superficie en ese
punto.

Estos flujos que involucran la curvatura media se han usado en relatividad principal-
mente para evolucionar 2-superficies dentro de una variedad Riemanniana en un espacio-
tiempo, pero también para evolucionar 3-superficies Riemannianas en un espaciotiempo
(ver [10] donde se usa el MCF para probar cotas para la curvatura de las 3-superficies y
para la construccion de slices maximales en espaciotiempos asintoticamente planos).

En Relatividad General el IMCF ha probado ser una herramienta importante en el
estudio de desigualdades geométricas en espacios fisicos arbitrarios. La primera aparicion
notable fue en [12], donde Geroch propone un argumento para demostrar el teorema de
energia positiva usando el IMCF como herramienta de la prueba. De mayor impacto quizés
fue la prueba de Huisken & Ilmanen [17] de la desigualdad de Penrose Riemanniana entre
el area A y la masa m de un agujero negro:

m > \/A/167 (1.1)

en donde se usa el IMFC para su demostraciéon. Dicho trabajo incluye, a su vez, una
prueba del teorema de la energia positiva, usando el argumento propuesto por Geroch.

La desigualdad (1.1) ha sido generalizada (ver [19], [24] y las referencias mencionadas)
para el caso en que el agujero negro posee carga eléctrica, pero el problema de agujeros
negros con momento angular atin no esta satisfactoriamente resuelto debido a que es
complicado controlar la curvatura extrinseca de las superficies del flujo, ver [4], [21] por
avances en este tema.

En los tltimos anos ha habido un creciente interés en el estudio de desigualdades geo-
métricas en Relatividad General (ver [9], [20], [1], [19], [22]), para encontrar relaciones
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

entre los parametros fisicos de agujeros negros y cuerpos compactos materiales. En parti-
cular mencionamos el trabajo de Anglada et al. [5], donde se demuestra una relacion entre
el momento angular asociado a un cuerpo compacto axialmente simétrico €2, su forma,
tamano, una medida de la masa quasilocal que contiene, y la masa ADM del dato inicial.
Més precisamente se prueba

J2
5RsR%

donde J es el momento angular del cuerpo 2, Ry = \/A/4m, Rc = C/27 con A el area
de una superficie cerrada Sp que contiene a 2 y C' la longitud del circulo axialmente
simétrico més largo en S, ademas

m = mr + (1.2)

1 [Fa _
S de | Rd 1.3
ST A ¢ o (1.3)

donde ¢ corresponde a la coordenada de radio areal, R es la curvatura escalar de la
variedad y ds es el elemento de area en Sr.

La cota (1.2) tiene validez para la superficie St que contiene a  y tal que la evolucion
de St por el IMCF es convexa. Por lo tanto, la cota (1.2) relaciona la masa total del
dato inicial con el momento angular del cuerpo y medidas de forma, tamano y masa
de la superficie Sr. Sabemos, por el trabajo de Huisken & Ilmanen [17], que para t
suficientemente grande, las superficies del flujo son convexas y tienden a esferas en el
infinito. Sin embargo, no se sabe exactamente dénde esté la primera superficie convexa St
ni qué tan lejos del cuerpo €2 se encuentra. Si el IMCF preserva la convexidad podemos
considerar lo siguiente: elegimos como superficie inicial del flujo Sy a la superficie que
delimita al objeto, 0€2. Si 0f) es convexa, entonces T = 0 y la inecuacion 1.2 es 6ptima.
Si 0N no es convexa, entonces Sy es la primera superficie convexa del flujo (partiendo
de Sy = 09). Restaria entonces medir de alguna forma la distancia entre Sy y St para
lograr estimaciones més precisas acerca del cuerpo Q. En [5] se estudian estas cuestiones
de manera numérica a partir de algunos casos particulares: se calculan numéricamente
los datos iniciales correspondientes a cuerpos materiales compactos con momento angular
maximo J que satisfacen la condiciéon de energia dominante. En estos datos se tiene
un borde del cuerpo bien definido y controlado. Se elige una superficie inicial Sy lo mas
cercana posible al cuerpo y que contiene al mismo. Luego la ecuacion del IMCF se usa para
calcular la evolucion de Sy, y se verifica numéricamente la preservacion de convexidad.
Estos resultados numéricos sugieren que bajo ciertas condiciones, el IMCF preserva la
convexidad de superficies, dando robustez a la desigualdad (1.2).

1.1. Motivacidon

El punto clave del trabajo anterior es la existencia de la superficie convexa Sr tal
que la evolucién de la misma a través del IMCF preserva la convexidad. Esto permite
conectar el cuerpo material compacto €2 con las medidas de tamano, forma y masa de Sr.
Si la superficie St estd muy lejos del cuerpo, entonces la cota (1.2) no da informacion
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relevante acerca del cuerpo, incluso si el borde del mismo es convexo. Pero si Sy coincide
con el borde del cuerpo, uno obtendria una cota 6ptima para la masa ADM en términos
del contenido de materia del cuerpo, su momento angular y su forma y tamafno. Por
estas consideraciones resulta interesante conocer las propiedades de preservacion de la
convexidad de superficies a través del IMCF y posiblemente de otros flujos de curvatura.

Este problema ha sido estudiado desde el punto de vista geométrico (no necesaria-
mente ligado a Relatividad General) para diferentes flujos, debido a las relaciones entre
cantidades geométricas que permiten obtener, tanto en variedades Riemannianas como
Lorentzianas.

1.2. Resultados previos

En este trabajo nos concentraremos en d-superficies N en variedades Riemannianas M
(d+1)-dimensionales, aunque esencialmente miraremos el caso d = 2. Un flujo de velocidad
w es una familia suave x : N? x (0,7) — M de hipersuperficies N; := z(N,t) que
satisfacen

ox = wn, r € Ny, 0<t<T (1.4)

donde n es la normal unitaria exterior a la superficie, y d;x denota el campo de velocidad
normal sobre la superficie N;.

Para w = —H (siendo H la curvatura media) este flujo es el MCF. En [16], Huisken
demuestra que el MCF preserva la convexidad en espacios euclideos y las superficies se
contraen a un punto en un tiempo finito. Ademés, las superficies tienden a ser cada vez
més esféricas en el proceso. Con posterioridad, en [14], demuestra el mismo resultado
en variedades Riemannianas. Este comportamiento ha demostrado ser verdadero para
distintos valores de w, y ampliamente estudiado para el caso euclideo.

Por ejemplo en [27], Tso demuestra la preservacion de convexidad en espacios euclideos,
en el caso de velocidad w = —K, donde K es la curvatura Gaussiana. Este caso es
generalizado por Chow en [7], donde estudia la n-ésima raiz de la curvatura Gaussiana.

En [28], Urbas estudia el caso euclideo general, donde w es una funcién homogénea, de
grado 1, positiva, simétrica y céncava de los radios principales de curvatura, en espacios
euclideos. En su trabajo demuestra que se preserva la convexidad y que las superficies
convergen a esferas en el infinito. En esto esta incluido el IMCF (w = H™1).

En [26], Shulze estudia el caso donde la velocidad es una potencia positiva de la
curvatura media (w = —H¥), también demostrando preservacion de la convexidad en
espacios euclideos.

En [23], Liu demuestra el caso particular del IMCF con un término de fuerza (w =
H~' + ¢) en espacios euclideos.
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1.3. Objetivos y Organizacion del trabajo

Nos interesa estudiar la preservacion de la convexidad de superficies bajo flujos cuya
velocidad es una funcién simple de la curvatura media, en la direcciéon normal a la super-
ficie. En particular, trabajaremos con dos tipos de flujos. Por un lado, flujos contractivos
con velocidad en la forma H* con k natural, y por otro lado, el flujo de curvatura media
inversa, que es expansivo con velocidad en la forma H~!. Como mencionamos antes, los
casos euclideos fueron resueltos satisfactoriamente. En variedades Riemannianas solo fue
estudiado el MCF bajo ciertos supuestos sobre al curvatura de la variedad M. Por esto,
con el fin de ganar intuicién para abordar el IMCF, analizaremos las similitudes y dife-
rencias entre estos dos tipos de flujos, en cuanto a la preservacion de la convexidad de
superficies, primero para el caso euclideo. Ademas estudiaremos las principales dificulta-
des que aparecen al apartarnos del caso euclideo y considerar variedades Riemannianas
mas generales.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2 presentamos su-
perficies en una variedad Riemanniana, introducimos las cantidades geométricas més re-
levantes para el trabajo y calculamos explicitamente sus curvaturas principales. También
analizamos en detalle el caso de métricas esféricamente simétricas para ganar intuiciéon
acerca de las dificultades inherentes al problema, estudiamos la convexidad de superficies
y el comportamiento general de las curvaturas principales en algunos casos particulares.

En el capitulo 3 presentamos los flujos H* con k natural y las ecuaciones de evolucion
para las cantidades més importantes. Hacemos lo mismo para el IMCF en el capitulo 4.

En el capitulo 5 presentamos algunas caracteristicas de las ecuaciones parabdlicas, y
de los principios de maximo escalar y tensorial que se han usado en la literatura para
probar la preservacion de la convexidad de superficies ante flujos por curvatura media.

En el capitulo 6 estudiamos la preservacion de la convexidad para el caso de flujos
HP*, analizamos el caso euclideo ya resuelto en la literatura e investigamos lo que ocurre
al considerar métricas Riemannianas. En este caso esta incluido el conocido Flujo de
Curvatura Media. En el capitulo 7 hacemos lo mismo para el caso del IMCF, con énfasis
en la forma de las ecuaciones de evolucién para variedades Riemannianas.

Finalmente, en el capitulo 8 discutimos los resultados, problemas y principales dificul-
tades encontrados, como asi también los posibles pasos a seguir para resolver las cuestiones
planteadas.
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Capitulo 2

Superficies en variedades Riemannianas

En esta secciéon definimos 2-superficies en una variedad Riemanniana, luego definimos
su vector normal, su curvatura extrinseca y sus curvaturas principales. Particularizamos
para el caso de métricas esféricamente simétricas y analizamos el significado de convexidad
en estos casos, con ayuda de algunos ejemplos.

2.1. Definiciones generales

Consideramos una variedad Riemanniana 3-dimensional M, equipada con una métrica
g, v una conexion V. Denotamos con {z*} a las coordenadas en M donde los indices
griegos (i, v, p, ...) van de 0 a 2 . Sea N una superficie 2-dimensional cerrada en M,
{y'} las coordenadas en N y los indices latinos (i, j, k, ...) pueden valer 1 o 2. En

general distinguimos a los elementos asociados con M con una barra: g, V, Rl),, denotan

la métrica, la conexion de Levi-Civita y el tensor de Riemann, respectivamente, en M.
Mientras en N escribimos g;;, V, R, para los elementos analogos.

Dada la variedad (M, g) con elemento de longitud
ds* = g, dz"dz” (2.1)
se puede definir una superficie! N en M de manera no paramétrica, a través de la ecuacion
O(x#) =0 (2.2)

donde ¢ : M — R es una funciéon dada de las coordenadas en M.
La métrica inducida g;; en N se calcula como

oxt 0x¥

= G, 2.3
g J ayl ay] g# ( )
donde se entiende a las coordenadas z* como funciones z# = z#(y'). El elemento de
longitud en N es

d52 = gz]dyzdy] (24)

! Asumimos que esta superficie es suave, conexa, continua y cerrada

7



8 CAPITULO 2. SUPERFICIES EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

El vector normal unitario y exterior a la superficie N, n* esta dado por:

VO| gV, si [V #0
0 si |[V®| =0
Definimos el tensor de curvatura extrinseca, h;; (ver eq. 3.35 de [25]):
1 Oxt Oz¥
hi' = —ﬁn g v) =~ - 26
J 92 (gﬂ ) ayz ayj ( )
L(G) = 1° Guvo + Gou n%, + Guo 17, (2.7)

donde L£,, es la derivada de Lie con respecto a n y dz*/0y" es el elemento (u,4) de la
matriz jacobiana de la transformacion dada por la ecuacion (2.2).

Se define como \; a las curvaturas principales, dadas por los autovalores de la matriz
h; Finalmente, la nociéon fundamental en este trabajo es el concepto de superficie convexa.

Definiciéon 2.1.1 (Convexidad). Decimos que una superficie es convexa si los autovalores
A1, Ay del tensor de curvatura extrinseca son ambos definidos positivos.

2.2. Meétricas esféricamente simétricas

En esta secciéon particularizamos los célculos de curvaturas principales para el caso de
superficies en una variedad Riemanniana con métrica esféricamente simétrica, de la forma

1

=0

dr® + 1*(d6* + sin®0 d¢?) (2.8)

donde (r, 0, ¢) son las coordenadas esféricas convencionales y F' es una funcioén continua
definida positiva. La condicién:

O(r,0,0) =r—u(d) =0 (2.9)
define una superficie espacial axialmente simétrica con 2-métrica g¢;; (1,7 = 6,¢), con
elemento de longitud:

ds® = (u* + F~'?)d0? + u® sin®0 do? (2.10)

sz _ ! d
donde en esta expresion F' = F(u) y v’ = 9.

Para calcular el tensor de curvatura extrinseca h;; dado por (2.6), primero calculamos
la matriz jacobiana:

u 0
o

[gxi] (10 (2.11)

4 0 1

El vector unitario normal exterior n* esta dado por (2.5), entonces tenemos:
o, =1 Py=—u ®,=0 (2.12)
/

o= F 0= L ? = 0 (2.13)
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/2

[@F] = PPy =g Py Dy = VG UG =\ [F 4 5 =ia (2.14)

F
== n' = — n’ = v 5 n® =0 (2.15)
a Car

Ahora podemos calcular la curvatura extrinseca usando (2.6).

1 1 [F 1 (2?

§£n(g7‘7‘) = o5 {F + o2 ( 5 F)} (2.16)
1, 1. u 4 1 ,2u? 20

§‘Cn(gr9) - §£n(99r) = E |:; + @ (F — 3 — 2 ):| (217)
1, . 1 , o uu

§£n(999) =3 |:F7" —u + 22 (2.18)
1 1

§£n(§¢¢) = (Frsin®0 — u'sin 6 cos 6) (2.19)
1 _ 1 N 1 _ 1 _

donde F' = ((11_}:' Evaluamos en r = wu:

1 F 2
= — Fu — 2.21
hg@ o |:u <2F > +ru—u :| ( )
1
hep = - (Fu sin®0 — u/sin @ cos0) (2.22)
hop = hgo =0 (2.23)

Particularmente nos interesan las curvaturas principales, que en este caso estan dadas
por:

F [u* (F 4
)\1 = h@ hggg u2a3 |:7 (F + 5) + FU — U”:| (224)
1 cos 0
_ 6 _ 66 — =~ | pu—u 2.2
A2 =Ry =hoo g au? ( e sin@) (22
Las condiciones de convexidad para la superficie ® = 0 son:
F' 2
A >0 = u”? (QF >+Fu>u (2.26)
Ao > 0= Fu>u cotf (2.27)

2.2.1. Esfera coordenada

En esta seccion analizamos la geometria de una esfera coordenada en una variedad
esféricamente simétrica (no necesariamente euclidea).

Para una métrica esféricamente simétrica como en (2.8), asintdticamente plana, con
F > 0, tomamos una superficie r = constante.
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Consideremos la esfera de radio R dada por u(f) = R en (2.9). Primero observamos
que v’ = u” = 0, entonces a = /F(R). Luego las curvaturas principales quedan:

F(RP*R ot o +/F(R)
R20*  o3R R R
N = RF(R) _ 04_2 _ F(R)
" aR?  aR R
entonces \; = Ay. Notamos inmediatamente que cuando F' > 0, las curvaturas principales
son positivas y por ende la superficie es convexa.

A\ = (2.28)

(2.29)

Supongamos que existe un valor b de r tal que F'(b) =0 A (F(r) >0, YV r > b),
entonces la métrica (2.8) se considera para r € (b, 00). Se cumple:

lim F(r) =0 (2.30)
r—b
lim F(r)=1 (2.31)
7—00

donde la tltima condicién es necesaria para espacios asintoticamente planos. Entonces
los autovalores \; y Ay dados por (2.28), (2.29) tienden a cero en r = b y también en el
infinito. Esto implica que existe un valor de R € (b, 00) tal que las curvaturas principales
alcanzan un valor maximo. Esto difiere del caso euclideo (F = 1) donde las curvaturas
principales son mondtonamente decrecientes con R (las curvaturas principales de una
esfera coordenada en el espacio euclideo tienen la forma Ay = Ay = 1/R).

Para encontrar ese valor veamos como varian los autovalores segiin R:

B FR)\ 1 RAF(R)
Or\ = Op < - ) - BFD (2 T F(R)) (2.32)

En el caso de una superficie espacial ¢t = const en el espaciotiempo de Schwarzschild
tenemos F(r) =1 — 2 y ]a ecuacion (2.32) nos queda:

Onh = — 1F(R) (3]]_\24 - 1) (2.33)

Vemos que para Ry, = 3M las curvaturas principales alcanzan su valor méximo. Es-
te valor coincide con la esfera de fotones. Recordemos que la esfera de fotones es una
subvariedad tal que cualquier geodésica nula que es inicialmente tangente a ella, perma-
nece tangente. Por lo tanto, es un modelo de fotones moviéndose en espiral alrededor del
agujero negro central o singularidad desnuda a ’distancia fija’ [6].

Analogamente en el espacio-tiempo de Reissner Nordstrom tenemos F(r) = 1 — 24 4
Q.
' M Q2
OpR\ = —— | -1+ — — = 2.34
RA1 R2 F(R) < + R RZ) ( )

que se hace cero en la esfera de fotones de Reissner Nordstrom:

3 1
Rfot - §M + 5\/ 9M2 - 4@2 (235)

Este comportamiento en las esferas de fotones es importante porque en dicha superficie
se pierde la monotonicidad de las curvaturas principales.
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2.2.2. Caso euclideo

Veamos un ejemplo de superficie en el caso euclideo, donde el anélisis es méas simple.
El caso euclideo se puede obtener a partir de lo calculado en la seccion 2.2 fijando F' =1

ya=4/1+ Z—’; Entonces la condicion r = u(f) define una superficie de revoluciéon donde

u debe cumplir:

1. u>0

2. u continua y diferenciable en 6 € [0, 7]
3. v(0)=u(mr)=0

Las condiciones de convexidad (2.26) y (2.27) en el caso euclideo son:

12

2l tu>u (2.36)
u

u > u cotd (2.37)

En la Figura 2.1 se muestra el corte x = 0 de una superficie no convexa en el intervalo
0 <0 < 6y(=~ 0,37), donde Ay < 0. En esos puntos se observa que los circulos de radio
maximo tangentes a la superficie estan "por fuera” de la misma.

La superficie representada en Figura 2.1 esta dada por:

11 1
0=14u {sirf@(u?’sinz@—EUZSinQ—i—Zgu) —cos@} si ogegg (2.38)
4 T T
)=\ —————= si —<0< = 2.39
=\ T sanrs 17053 (2:39)

w@® =1 si g <0<r (2.40)
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1.5

0.5

-15 11 -0.5 0 0.5 / 1.5

Figura 2.1: Corte z = 0 de una superficie no convexa en R?. Las lineas rectas (rojo oscuro)
representan los circulos de radio maximo tangentes a la curva, correspondientes al valor
de la curvatura principal .



Capitulo 3

Evolucién de superficies por el flujo H k

En este capitulo introducimos un Flujo por potencias positivas de la Curvatura Media.
También presentamos varios conceptos basicos sobre flujos de superficies que usamos en
el resto del trabajo y las ecuaciones de evolucién relevantes para flujos H*.

Definiciéon 3.0.1. Sea M una variedad Riemanniana suave de dimension d+1 con métrica
Gu- Una solucion del Flujo-H* es una familia suave z : N? x (0,7) — M de
hipersuperficies N; := z(N,t) que satisfacen la ecuacién de evolucion parabolica

Ox = —H"n 0<t<T (3.1)

donde H, que se asume positiva, es la curvatura media de N; en el punto x, n es la normal
unitaria exterior a la superficie, y d;x denota el campo de velocidad normal a lo largo de la
superficie N;. Ademas tomamos k natural. El signo menos en la ecuacion (3.1) indica que
las superficies evolucionan en la direcciéon de —n, es decir que las supeficies se ’contraen’.

Para un valor fijo de ¢ elegimos un sistema de coordenadas local eq,eq,...,eq en M
tales que restringidos a N; tenemos ¢y = n, ¢; = dx/dy'. En particular definimos:
|AI? = g7 g"hixhu = hiph™

Definimos ahora el tensor de Riemann en M como (ver Wald [29]):
Ru,}pa = _2a[ﬂ fay]p + 2f‘o;,[u fay]a (34)

donde f’fw es el simbolo de Christoffel correspondiente a V. También definimos el tensor
de Ricci como R, := R,,,” vy el escalar de curvatura como R := R,,g"". Con definiciones
analogas denotamos Rijkl, R v R como el tensor de Riemann, Ricci y la curvatura escalar
respectivamente para la hipersuperficie N;. La relacion entre RMVPJ y Rii' esta dada por
las ecuaciones de Gauss y Codazzi

~

Rijii = Rijp + hixhji — hahjs, (3.5)
Roiji, = Vihij — Viha, (3.6)

13
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Donde los indices latinos en R;ji; indican un pullback de R, a la superficie IV;, mientras
que el indice 0 se refiere a la componente normal del tensor. Esto se escribe asi para
simplificar la notacion:

—f{zykl = efej ehe] Rowp (3.7)
Rol-jk =n’el'e” ekRW,m7 (3.8)
Romy = n’n’ e”e”Rle, (3.9)
Roo = ntn” R/W (3.10)
Vi = eV, (3.11)

Como estos son tensores en IVy, los indices latinos se suben y bajan con la métrica inducida
Gij-

Las ecuaciones de evolucion para la métrica, la curvatura extrinseca y la curvatura
media son

Lema 3.0.1. (/15]) Se cumplen las siguientes ecuaciones de evolucion:

(i1) 0,g" = 2H"R" (3.13)
(iii)  Ophy = V,V; (HY) — HY (hi,gh;? - é0i0j> (3.14)
(iv) OH = A (H") + H* (|Ay2 + ROO) (3.15)

Demostracion. Para simplificar denotamos con (-, -) al producto en M

3y1)
(e 2) (2 )

0 ox or 0
g7k gk
=—-H (—ayin, _3yj) H < By Oy n>

= —2H"h;;

(7’ atgm =

donde hemos usado que h;; = (g—;, %n) = (a%ﬂh g—jj”j).

(i) Dg”? = 8t(g““9“9kz)
9% 4" 01 + 919" 9™ + grg™ 0rg”
_ —2H’“hklg”“ U 4 §10,g" + 60,g"
= —2H"h" 4 20,4"
= 2H"hY
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El item (7i¢) puede demostrarse usando la definicién de h;; junto con las ecuaciones de
Gauss-Codazzi (3.5) y (3.6). La prueba completa se puede encontrar por ejemplo en [2].
El ftem (iv) resulta de contraer (3.14) con g¥ y usar la ecuacion de evolucion para g. [

Siguiendo a Huisken en [15] buscamos llevar las ecuaciones de evolucion del h;; a la
forma parabolica mas conveniente para analizar la preservacion de la convexidad.

Proposicién 3.1. El tensor h;; cumple la ecuacion de evolucion parabolica:

Othi; =kH" 'Ahy; — k(k — 1)H*?V,HV;H — H*(k + 1)hyh!

+ kH*Y(|AP? + Roo)hij + By ] (316)
donde
Bij =kH""! {thmRil]’m - QQkZhE?Rj)kmz - gkl@lROjil - gkl@iéouk} (3.17)
+ H*(k — 1) Roi,
Demostracion. Introducimos el operador:
Lyu=LYV;Vu := —%Vivju (3.18)
ij

donde V; es la derivada covariante en la superficie NV;. Entonces para un flujo con velocidad
w se puede escribir d;h;; de la siguiente forma:

0*w ow
——V,;huVih —— 2R hyp b
OhOhyg kLY jllpg + Ohy { g M hmlit

— Rororhij + ViRoja + @Z’R(ﬂjk‘} +w (hmhf — Bom)

(9thij = Lwhij —

Lema 3.1.1. Para w = —H* se cumple:
;T“; = —kHM1gM (3.20)
0*w
— —k(k—=1)HF 2k g 3.21
Fhdi = Fk = DH g (3:21)
L,=kH"'A (3.22)
Demostracion.
ow OH* OH (g hij) y _
- _ :_k,kal_:_k,kal %) :_ka,1 z](sk(sl':_k[_[k 1 Kkl
Ohw — Ohy Ol O 9700 g
0*w o*H* 8(!6]-[’“*1]1“) OH
= = - = —k(k = 1)H*?g" —— = k(k — 1) H* ¢ g™
OhaOhpy  OhiOhpg Oy (k= DHg 5y, = Mk = DH g7y
of* k—1 ij k—1
ij
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Reemplazando estas derivadas en la ecuacion (3.19) tenemos:
Ophiy =kH" ' Ahy; — k(k — 1) H* g g" "N ihyq V jhyg — KH* ™ g {207 hihyi
+207" hgfi )i — 2Biim@hy + Rmijihy' + Rinigehi” + Roiojhir — Rokorhij
+@kR0jil + @iRouk} — H* (hikhf — Rom)

=kH* ' Ahy; — k(k — 1) H*" >V HV;H — kH"*" {2g" b iy By
+ 2gklhlmhk[jhm}z‘ - QQkZRkim(lh;); + gklémijlh? =+ gk’f?mzjkh? + gklROinhkl_

g" Rororhi; + ¥V Roji + gkl@iﬁouk} — H* <hikh§ - Rom)

=kH" ' Ahy; — k(k — 1) H* >V, HV;H — kH* {HR B — WP B g 4 By B
— h"hl i — g Ryt — 6" Ry B + g% R byt + 6 Rjpora " + H Rojo
—Roohi; + g™ Vi Roju + gkl@i—ﬁioljk} — " <hikh§ - ROin)

— kH* ' Ahy; — k(k — 1) H*2V,HV,; H — kH" {—|A|2hij + M Ry b7
_Rlimjhml + Rmijlhml + gklekmlh;‘n + HROiDj - Roohij + gkl@kROjil
+g’“@i1%0ljk} _ H* [(k + D)hiyht — Rmoj]

=kH"'Ahy; — k(k — 1)H* >V, HV;H — H*(k + 1)hgh! + kH* "' (JA* + Roo)hi;
— kH"! {Qleh?ZRj)kml — 20" Ry + V' Rojr + gkl@iROij}

+ H*(k — 1) Roi;
Entonces obtenemos (3.16). El término §;; en (3.17) depende de contracciones del
tensor de curvatura extrinseca con el tensor de Riemann, por lo que es igual a cero en el

caso euclideo. Esto coincide con el trabajo de Shulze [26], que estudia este flujo en espacios
euclideos. O



Capitulo 4

Evolucién de superficies por el IMCF

Definimos ahora el Flujo de Curvatura Media Inversa y sus ecuaciones de evoluciéon

Definicion 4.0.1 ([17]). Sea M una variedad Riemanniana suave de dimension d+ 1 con
métrica g,,. Una solucién del IMCF (Inverse Mean Curvature Flow) es una familia suave
z : N x (0,7) — M de hipersuperficies N; := x(N,t) que satisfacien la ecuacion
de evoluciéon parabdlica:

1
Ox = En 0<t<T (4.1)

donde H, que se asume positiva, es la curvatura media de NV; en el punto x, n es la normal
unitaria exterior a la superficie, y 0;x denota el campo de velocidad normal sobre la
superficie IV;. Notar el signo positivo en el lado derecho de la ecuacion (4.1), a diferencia

del signo negativo usado en la definicion del flujo H* (3.1). Esto tiene que ver con el
caracter expansivo o contractivo del flujo.

Las ecuaciones de evolucion por el IMCF para las cantidades relevantes estan dadas
en el siguiente lema.

Lema 4.0.1. Se cumplen las siguientes ecuaciones de evolucion:

2
Orgij = th'j (4.2)
. 2 ..
09V = _Eh” (4.3)
1 1 PR
athij - —VZV] ﬁ + E (hzkhfj - ROin) (44)
1 1 9 A
Demostracion: La prueba es andloga a la prueba del lema 3.0.1. Ver también [15]. O

17
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Lema 4.0.2. El tensor h;; cumple la ecuacion de evolucion parabolica:

1 2 |A]? 4 Ry
8thij = ﬁAhU — mlev]H + Th” + ﬁ” (46)
donde
1
/Bij H2 [2hlmRzl]m - 29 lhmR Ykml — g VIROJZZ - g V ROl]k - 2HROZO]:| (47)

Demostracion. Ahora con w = H~! en (3.18), andlogamente a la secciéon anterior, tene-
mos:

ow gkl
L 4.8
Ohj H? (48)
82 2 kl . pq
Y99 (4.9)
OhyiOhyyg H3
1
Y reemplazando en (3.19) tenemos:
1 2 Dq kl
Orhij =5 Mhij — gHg VitV jhpg = S5 {205 hashmi + 2R b
—QEkim(lhj) + Rmijlh;gn + lejkh:'n + Romg‘hkz - EOkOlhzj + @kROjil + @iéoljk}
1 .
+ 7 (hikh’? - ROin)
1 1
=3 Ahij — Hgv HV;H = - {26" B hyu i + 29" B i g

— 29 kleim(l h?)l + 9 Rmiﬂh? + nglejk:h;n + gklROinhkl - gkl}%kozhzj

~ A ~ A 1 ~
+gklkaojz’l + gle'Rozjk} + ﬁ (hikhk': — Rom;‘)
1
R E

— h;nhinhij -9 Rkimlh;‘n —g" Rkimjh;n + leRmijlh? +4" Rjkmlh;n + HROin

A N A ~ o~ 1 ~
—Roohij + gklka(]jil + gklviR()ljk} + Vi (hikh? — Rom;’)
1 2 1 mil mil
— |APhy; + gkléikmlh;n — Rigmnih™ 4 Rpiih™ + g™ R ™ + H Roso;

~ A A ~ A 1 ~
—Roohij + gklkaOjil + gklviROljkz} + 7 <_R0i0j>
1 2 |A]2 + Roo 2 .

1
I {Qleh ykmt — 2R Rzl_]m + V! Rojzl + g"V, Rol]k‘}

= HV;H — H2 {HN P — W Bl By + D" B
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[]

El término f;; en (4.7) depende de contracciones del tensor de curvatura extrinseca
con el tensor de Riemann, por lo que es igual a cero en el caso euclideo. Esto coincide con
los trabajos de Urbas [28] y Liu [23], en donde estudian el IMCF en espacios euclideos.
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Capitulo 5

Ecuaciones parabdlicas y Principios de
Maximo

En esta secciéon presentamos las herramientas bésicas més usadas en la prueba de
preservacion de convexidad ante flujos por curvatura media.

En el estudio de la preservacion de la convexidad a lo largo de flujos por curvatura
media, como los estudiados en este trabajo, observamos que en general ([16] [28] [23] [18]
se lleva el problema a una ecuacion parabolica escalar o tensorial. Luego, se usa algin
principio de maximo como punto de partida para completar la prueba de preservaciéon de
convexidad.

A continuacién presentamos los conceptos basicos de ecuaciones parabodlicas y los
principios de méximo para este tipo de ecuaciones que utilizamos en este trabajo.

5.1. Ecuaciones parabodlicas

Denotamos con L a un operador parabélico en la variedad M, escrito en coordenadas
locales como [11], [30]

Lu=Y"a"(z,t) Ou +Y b 52 4 o, tyu — 2 (5.1)
v GO o - T Oxt T '

7:7j

donde los coeficientes a, b'(z,t) y c(x,t) son funciones continuamente diferenciables
(C?) de z,t y a”(x,t) se supone definida positiva. L esta definido en un conjunto G :=
V x (0,T], donde V' C N. Para un entorno de cada punto de V' x (0,77, existen dos
constantes positivas €2 y A tales que se cumplen las desigualdades:

1/2
Zbi(x,tm <Q (Z 53) (5.2)

AT G <D al(z )64 <A € (5.3)
i i,j i

21
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para toda eleccion de constantes reales &1, ..., &,.

A continuacién mencionamos algunos resultados basicos de las ecuaciones parabdlicas

[30].
Sea
du y 0*u ; du
oy = Bu= ;aﬂ(m, D5+ ;b (2, 8) 5 + ez, t)u (5.4)
y
I''={0} xVU(0,T] x oV (5.5)
1. Siwu tiene un minimo local con respecto a x en un punto (¢, x), entonces a (x, t) af;’;j >

0 en este punto.
2. %—“;>EwenG,w>0enFimplicaw>0enC_¥.
3. %—“;ZEw en G, w>0en I ysupgc(t,r) < oo implica w > 0 en G.
4. %SEvy%—‘:2EwenG,vgwenFimplicavSwen@sisupcc(t,x)<oo.

Como estamos interesados en espacios asintéticamente planos, buscamos acotar la curva-
tura extrinseca (més precisamente, las curvaturas principales) al tiempo ¢ en términos de
sus valores a algin tiempo inicial. Por lo tanto, en lo que sigue enunciamos dos principios
de maximo més apropiados a nuestros problemas.

5.2. Principio de maximo tensorial
Enunciamos el principio de maximos para tensores como se muestra en [8].

Teorema 5.2.1. Sea (M, ¢(t)), t € [0,T) una variedad con una familia de métricas Rie-
mannianas dependientes de forma suave del pardmetro t y sea a(t) un 2-tensor simétrico
que satisface:

iy > Ay + X"V + Ny (5.6)

donde X (t) es un vector dependiente de t y N = N(a,t) es un 2-tensor simétrico, que
es una funcion de « localmente Lipschitz y es continuo en t. Suponemos que N satisface:
N;ViVI > 0 para todo V' autovector nulo de . Si a(0) > 0, entonces a(t) > 0' para
todo t € [0,T).

En [16] Huisken usa este teorema como parte de la prueba de preservacion de conve-
xidad en el caso del MCF (Ver capitulo 6). Sin embargo, veremos en el capitulo 7 que el
mismo razonamiento no se puede aplicar al caso de IMCF.

IDecimos que o > 0 si ozijvivj >0VoieM
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5.3. Principio de maximo escalar

El uso del principio de maximo escalar lo observamos en los trabajos de Liu [23] y Urbas
[28], ambos estudiando casos generales que incluyen al IMCF (en espacios euclideos). Lo
enunciamos como aparece en (3| (teorema 6.4) (ver también [13]).

Teorema 5.3.1. Sea u una funcion C* que satisface en M x [0,T]:
Lu = 0 — Au — X'V — Flu,t) <0 (5.7)

donde X (t) es un vector dependiente del tiempo, F : R x [0,T) — R es continua en t y
localmente Lipschitz en u, y u(z,0) < ¢ para todo x € M. Sea ¢ (t) la solucion a la ODE:

W _

Entonces
u(z, 1) < (1) (5.9)
para todo v € M yt € [0,T) en el intervalo de existencia de ).

Corolario 5.4. Si Lu > 0, y u(z,0) > ¢, entonces u(z,t) > 1 (t)
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Capitulo 6

Preservacion de la convexidad por
Flujos H k

En este capitulo revisamos los argumentos utilizados en la prueba de la preservacion
de la convexidad por el flujo de curvatura media, MCF probado por Huisken [16]. Ade-
mas analizamos el caso de flujos H*. Miraremos por separado el caso euclideo que es
considerablemente mas simple.

En el capitulo 3 encontramos que el tensor de curvatura extrinseca satisface la ecuacion
parabodlica tensorial

+ EH* YA + Roo)hi; + Bi '
donde
Bij =kH""! {thmRiljm - QQHWE-)W - gkl@lRojil - gkl@iROljk}

. (6.2)
+ H*(k — 1) Roi;

6.1. k=1

Si k =1 obtenemos el MCF (Flujo de Curvatura Media) y lo anterior se reduce a

Ol = Ahij + (JA]” + R()O)hij - 2Hhilhé‘ + Bij (6.3)

donde
Bij = {thmRiljm — Qleh?ZRj)kml — g™V Ry — gklviRoljk} (6.4)

6.1.1. Caso euclideo

En el caso euclideo tenemos 3;; = 0 y la siguiente ecuacion simple para h;;

25
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Aqui repetimos el argumento de Huisken ([16]) y aplicamos el principio de méximo ten-
sorial, Teorema 5.2.1 con «a;; = h;;, X¥ = 0y N;; = |A|*hi;. Vemos que claramente,
N;;VVi > 0 para todo V' autovector nulo de « (de hecho, la contraccion es cero). Por lo
tanto, concluimos que si h;;(0) > 0, entonces h;;(t) > 0 para todo ¢ € [0, 7). Esto indica
que el tensor de curvatura extrinseca es positivo definido a lo largo de la evolucion si es
definido positivo en la superficie inicial. Esto prueba la preservacion de la convexidad a
lo largo del MCF en el caso euclideo.

6.1.2. Caso no euclideo

En el caso no euclideo, no es posible aplicar directamente el principio de maximo
tensorial debido a la presencia de f3;;, que es diferente de cero. Este tensor involucra el
tensor de curvatura y sus derivadas primeras, por lo que es necesario imponer condiciones
adicionales.

Huisken demuestra en [14] que se preserva la convexidad dadas las siguientes condi-
ciones:

—K; < 0y(P) < Ky, Ki,K;>0
!?R’mf < L2 L>0
iy(M) >i(M) >0

Donde o,(P) es la curvatura seccional de un 2-plano en y € M, Rm es el tensor de
Riemann en M, y i, (M) es el radio de inyectividad de M en y.

Ademas se requiere que en Ny se satisfaga

4
Hhij > 2Klgij +

H > 2K, (6.7)

La idea basica del argumento es la siguiente. Las condiciones (6.6), (6.7) implican que

el tensor

M;; = F — €Gi5 — TKlgij - mgij

es definido positivo en Ny para alguna constante positiva e. Ademas, el tensor M;; satisface
la ecuacion de evolucion

(6.8)

2

donde N;; satisface N;;V*V7 > 0 para todo autovector nulo de h;;. Aqui es donde se aplica
el principio de méximo tensorial, resultando que el tensor M;; es definido positivo para
todo t y por lo tanto, el tensor h;; es definido positivo para todo t.
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6.2. k>1

Hay una diferencia crucial entre el caso k =1 y el caso k > 1, ya que en este ltimo,
el término que involucra el gradiente de la curvatura media no se anula.

Segiin nuestro entendimiento, no hay resultados en la literatura que prueben la preser-
vacion de la convexidad de superficies por flujos H* para variedades Riemannianas. Por
tanto, s6lo presentamos el caso euclideo.

6.2.1. Caso euclideo

La ecuacion para la curvatura extrinseca queda

@hi]— = ]{?Hk_lAhij - k’(k’ - 1)Hk_2V,HV]H + Nij (610)

donde

satisface la condiciéon NijViVj = (0 para todo autovector nulo V* de hij.

Vemos que el primero y el ultimo término tienen la foma deseada para aplicar el
principio de maximo tensorial. Sin embargo, el término con el gradiente de H complica
considerablemente el problema. Por este término es conveniente reescribir la ecuacion para
hi; en una ecuacion de evolucién para el minimo autovalor de h;;, y estudiar si se mantiene
positivo en la evolucion.

En [26], Shulze estudia la evolucion del minimo autovalor de h;;, denotado por Ayin. A
continuacion presentamos las ideas bésicas de la prueba de Schulze. Argumentos similares
se usan en el capitulo 7 para el IMCF, aplicados al maximo autovalor de b;; (inversa de
h;j). Los detalles se expondran en ese capitulo.

Usando la ecuacion de evolucion para h;; y para ¢g" se encuentra la cota
OAmin > KH¥ AN — (b — 1) HP A2

min

+ EH*Y AP A in (6.12)
Notando que:
AP =22 + X2 > A2+ Mz Amin = HAmin = [A]? > H\ i (6.13)

podemos escribir:
at)\min Z k:Hk_lA)\min + Hk)\Q

min

(6.14)

Ahora si, aplicando el principio de maximo escalar 5.3.1 se obtiene el resultado deseado:

Es decir, el minimo autovalor de la curvatura extrinseca se mantiene positivo a lo largo
del flujo H* y por lo tanto, ambas curvaturas principales son positivas a lo largo del flujo.

Mencionamos que el caso 0 < k£ < 1, que no consideramos en este trabajo, es diferente
al caso k > 1 porque el término de gradiente de H cambia de signo y no se puede aplicar
el mismo argumento.
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Capitulo 7

Preservacion de la convexidad por el
IMCF

En este capitulo presentamos primero la prueba de Urbas y Liu de la preservacion de
la convexidad a lo lago del IMCF en una variedad euclidea. Esto sienta las bases para el
analisis posterior de variedades Riemannianas no euclideas.

En el capitulo 4 vimos que la ecuacion de evolucion para la curvatura extrinseca en el
caso del Flujo de Curvatura Media Inversa es

1 2 AP+ R
Ochij = o5 My =~ ViHV H + HH—QOOhij + By (7.1)
donde
1 ~ ~ A A N ~
Bij = B [2hlmRiljm — QQMhZ;LRj)kml — ¢"ViRoji — g™V Royk — QHROin] (7.2)

Analicemos primero el caso euclideo.

7.1. Caso euclideo

Cuando el tensor de Riemann es cero, 3;; = 0 y el problema se reduce a

1
H?

2 AP
Ahyy — 25 ViHV H + AL, (7.3)

athij = 12 ij

Vemos que nuevamente tenemos el problema del término que involucra al gradiente
de H y que no permiten reescribir la expresion para dyh;; de la forma (5.6) ni seguir el
razonamiento de Huisken usado para el caso del Flujo de Curvatura Media.

Algunas opciones que podrian seguirse para tratar este término son las siguientes.

= Como este término tiene un signo menos adelante, bastaria con ver que esté acotado
para cumplir la desigualdad (5.6), pero en general no es cierto que V,HV;H < ¢
para alguna constante c.

29
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= Otra opcién es incluirlo en el término X*V,h;;. Pero a simple vista nos damos
cuenta que no se puede hacer, ya ninguno de los indices ¢, j del término V,HV;H
esta contraido con un vector.

» Por dltimo nos queda la opcién de incluirlo en V;;, pero tendria que cumplirse la
condicién de vector nulo, que en general no se cumple.

Esto nos lleva a considerar modificar las ecuaciones para aplicar el principio de maximo
escalar. Siguiendo a Urbas [28| y Liu en [23] vamos a aplicar el principio de maximo escalar
de la siguiente manera:

= Escribimos 0;h} a partir de usar (4.3) junto con (4.6) (Lema 7.2.1).

= Definimos la inversa b;- de h;, que cumple
bk =6} (7.4)
= Usando (7.4) escribimos una expresion para 0;b’.

= Escribimos la ecuacién de evolucion para el maximo autovalor de bé- y aplicamos el
principio de maximo escalar (Teorema 7.2.2).

Teniendo en cuenta estas observaciones, en lo que sigue, presentamos brevemente los
resultados de Urbas [28] y Liu [23]| en el caso euclideo para enfatizar los cambios que
observaremos al pasar al caso no euclideo. En la seccién 7.2 mostramos mas detalles de
las cuentas, generalizadas al caso no euclideo.

Las ecuaciones de evoluciéon para la inversa de la curvatura media, w = H~! y para la
curvatura extrinseca son

dw 1 1Al
U Aw .
a T (7:5)
dhy; |A? V.HV;H
dt = —Ahm + 73 —hy; ZT (7.6)
Luego, la ecuacion para h’ es (Prop. 2.4 de [23])
dhi 1 VAR V.HV ;H
j:—Ahl' hz__hlh2_2 1 J .
dt H? 7 H? H H3 (7.7)

Sean Aq, A2 los autovalores de h;; con respecto a g;;, es decir, los autovalores de hj- con
respecto a 0;. Para probar que el flujo preserva la convexidad necesitamos mostrar que el
minimo autovalor \,,;, es positivo durante la evolucion. Como el término del gradiente
tiene el signo incorrecto en la ecuacion de evolucion para h;, necesitamos estimar la inversa
de h}, que denotamos por b:. Se tiene

dbi . AR, . UV'HEY,H L o
- H2Ab — bt —5j +o— - mhmv BVPEE(7.8)

Usando propiedades de los polinomios simétricos elementales se puede verificar que la
suma de los dos tultimos términos es menor o igual a cero. Luego, si el méximo autovalor
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de bj- al tiempo t se alcanza en x; con autovector unitario &, por una rotacion del sistema
€0, €1, €2 €n x;, podemos asumir que & = e;. Entonces tenemos

‘ﬁ < ;ZAbl |2|22b1 + 5 (7.9)
Luego, como
; |2|22 b1 <0 (7.10)
se tiene ab! .
= < bl (7.11)

A partir de la ecuacion de evolucion de w, y usando el principio de méaximo escalar [13|
se tiene

0 < Winin(0) < w(t) < €'Wnaz(0) (7.12)
Luego podemos acotar
db1 1 N
E > ﬁ +e wmaz(o) (713)

Aplicando nuevamente el principio de maximo escalar a esta ecuacién obtenemos
bi maa:( ) < etwmax(O) + bl max(o) - wmaﬂ?(o) (714>

Esto implica que el minimo autovalor es positivo para todo t. Esto se puede entender
de la siguiente manera. Inicialmente la superficie es convexa, por lo que ambos autovalores
de h; son positivos. Supongamos por absurdo que en algiin momento t* la superficie deja
de ser convexa, es decir que en t*, y en algtin punto de la superficie, uno de los autovalores
se hace cero. Por la notacién usada, ese autovalor es A\, entonces A\; — 0 a medida que
t — t* para algin punto sobre la superficie. Y por lo tanto b} diverge cuando ¢ — t*
en ese punto, lo cual es un absurdo porque b} esté acotado para todo tiempo por (7.14).
Entonces los dos autovalores son estrictamente positivos para todo tiempo y la convexidad
se preserva a lo largo del flujo.

7.2. Caso no euclideo

En esta secciéon presentamos una cota para la evolucion del méximo autovalor de la
inversa de la curvatura extrinseca, que representa el primer paso para estudiar la preser-
vacion de la convexidad de superficies. Muchos de los célculos que siguen ya se encuentran
parcialmente en trabajos mencionados antes para el MCF o el IMCF en variedad euclidea.
Aqui los presentamos en més detalle y generalizados al IMCF en variedades Riemannianas.

Seguimos los mismos pasos que para el caso euclideo. Es decir, primero, a partir de la
ecuacion de evolucion de h;; escribimos la ecuacion de evolucién para h; Luego para la
inversa b;, y finalmente para el maximo autovalor b;. Usaremos también la ecuaciéon para
la inversa de la curvatura media.

Tenemos entonces los siguientes lemas.
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Lema 7.2.1. Para la seqgunda forma fundamental bl se cumple la ecuacion de evolucion:

1 2 |A]2 + Ry 2
Oy = 2z AWy — 2z VPHV H 4 == b — —hihy + B (7.15)
Demostracion:
Ol = By (lugg®) = " Ohhug + higDig™ (7.16)
usando la ecuacion (4.3) para la inversa de la métrica, nos queda
P lp 2 Im _pn Ip 2 pyl
Ochg = 97 0chig — hug - hmnng™ 9™ = 97O lug — rhi'hy (7.17)

Finalmente, combinando esta ecuacién con la ecuacién de evolucion para h;; obtenemos
(7.15) y queda probado el lema. ]

Lema 7.2.2. Para bé- se cumplen las siguientes ecuaciones:

b = —bi IO (7.18)
Vib = —bi bV e (7.19)
Ab, = —bIBIARE + 2h! VbR (7.20)

Demostracion: Usando (7.4) demostramos la primera ecuacion:
y multiplicando por b7:

obtenemos el resultado esperado. La segunda ecuacion se demuestra de manera anéaloga,
reemplazando 0, por V,. La tercera ecuacion es consecuencia directa de la segunda. [

Usando las ecuaciones del Lema 7.2.2 podemos escribir la evolucion de bé» en la forma

|A|2 + Roo

HiVIHV!'V \ H 2 i
7 ! — —hy, Vb VP —bibBE (7.23)

H3 H2 ™

Antes de pasar a la forma escalar, vamos a estimar el término del gradiente. Para ello
necesitamos introducir los polinomios simétricos elementales.

Definiciéon 7.2.1. Sean Ay, ..., A, los autovalores de hé» definimos los polinomios simétricos

elementales como:
SN = D A (7.24)

1<ii<...<i<n

donde A = (A1, .., \,) €R™ Sy =0y S, =0sil>n.

Estos polinomios estan bien estudiados y hay varios autores que demuestran las si-
guientes propiedades importantes, ver por ejemplo [18].
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Lema 7.2.3. Sea ); de la forma:

Qi) = (7.25)

entonces Q;(A\) es concava para todo 1l =1,...,n.

Los polinomios elementales simétricos son relevantes en este problema porque la in-
versa de la curvatura media estd relacionada con ellos mediante la expresion H(\) =
Qn (/@)]_1, donde k = (k1,...,6,) € R" y Ky,...,k, son los radios de curvatura, i.e.
R; = (/\Z')_l.

Lema 7.2.4. Para funciones generales f, g que cumplen f(h;) = [g (b;)]f1 se cumple la
stguiente ecuacion:

f _20faf 1 &
Ohidhy — f Ohl Ohg

g . Of . 0f
— bIp" b b — ) — —p? 2
g? abfﬁbnm nep LT ah; p 8h§ ! (7.26)

Demostracion: Deduzcamos primero una expresion tutil para la prueba:

0 G, bk . bk . ok obk .

= = = hP— P PP — pIpP R kST — PRy ik = L ik

0= am = o~ Magny 0000 = Bl 0000 = 0gn 00 = i
(7.27)

obf ,
_— Pk 7.28
= Oh’ L (7.28)
Ademaés

dg 0 (1): Lof 898_1)5“_ bjb’“ag (7.20)

oni — ol \ f F2OR, ~ abfoni U ouf
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Ahora si calculamos:

*f 9 [0 (1
Ohiohy — Oh% [Ohg \g
_ O (19
O} g% ) Oh}

0 (1N 09 1 &%
~ 0hi \g*) Ohy  g?OhiOhy

2 dg dg 1 0%

9> Ol Onl — g? OhiOhy

g 1 0f 1 of 1 0 [ dg
- ( f"’@fﬁ)( f87>__67<67>

_20f0f 1 (ym Og OB, 09 Oy . Og OY
T Jonon obFobm Ot " O ObL P Ob OB

_207 08 1(qu 9yt g 99 gy bmégbﬂbf1>

m

fOn;ohg  g* \ """ objobm "obm P obm

_20f of 1 B b dg B dg
~ fOh} ot g2 bkabm bbb on an Ot b
20f of 1

9% 1 of 1/ 1\ of
= - bbb bE + b+ —= | 750!
fOh oM~ g ab'fabm w0 T ( f2> A ( f2) o
_20f0f 1 29 e O, Of
~ fOR.ON, g% obf o brby b1 — Ohi * OhY b

O

Aplicando los lemas anteriores obtenemos el siguiente resultado que sera de utilidad
para acotar el término del gradiente de la curvatura media en la ecuacién de evolucion
para b;.

Lema 7.2.5. Para b;- se cumple:

bV HYY, H e
g Fhmv bvPLT < P (7.30)
donde P} estd dado por
) 2
Pli=— [Ropqm (BPVD + BV 4 By quOquRopsm] (7.31)

Demostracion: Reemplazamos f = H y g = @, en la ecuacion (7.26), notemos primero

que:
oH 0 O*H
g _(59hP) = 5957857 = &7 ' _
on:  Oh; (5p ) % qu %= 0h}8h§ 0
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entonces la ecuacion (7.26) nos queda:

=767 — HQ&bZLb;”b{bf — 61, — 670! (7.32)

2
O pu—
H*? obk b

contraemos con V”hé-vwh’q) :

82Qn m j1kNxTv 1% i v 7,1 i V13
abfabmb,%bp Vuh? B0V B, =516V N he — 87T U RV, b (7.33)

2
0=—=V'H wH—H2
HV V,
entonces
9’Qn
obrobr

Sabiendo que @,, es una funcién céncava obtenemos:

2 v m j vt Awil
=V HV,H = H’ babL Vb b]bEN U R + 260V RN, B (7.34)

q K3

H'VYHV,H < bV hiV,hP (7.35)
multiplicando ambos lados por bjb}*:
H 'OV HO' Vo H < b7 b V' hIV, hY (7.36)
Usamos la ecuacion de Codazzi (3.6) para desarrollar el lado derecho:
i1miryrl
LAY EAV
= 0TV PV g Vi hyps g
= bilbgnbrpgqs <vthr + ROqu) <vshpm + ﬁOpsm)
= bV VRPN ghp, 4 BN Ry b Ry + 6N hy b R -+ 510 g% Rorgr Ropsm
= U7 e VI Ny V b 4 b7 By VIOPH Ry + b by VIV R, + 6007 g% Roran Ropsm
= Gpihir VIV b + g, VIPH! Ry + 03V Ry + 0P % Rova Ropsm
= by, VIV b5 + VUL Ropgr + VIOPYT Ropgm + 0067 g% Royga Ropm
= hiy VIV b 4+ Ropgm (bPVUWT + 07VIP) + bbb g% Rorgr Ropsm
= B*VPB. Vb + Ropgm (BPVIBT + 0"VI) + b15PBT 9% Ropgt Ropsm
O

Notemos que el resultado de este lema implica una diferencia significativa con el re-
sultado analogo del caso euclideo ya que en el lado derecho de (7.30) aparece un término
que involucra R()ijk. Esto hace que no podamos acotar de manera limpia el término del
gradiente, como sucede en el caso euclideo.

Finalmente, sea b} el maximo autovalor de b;, tenemos entonces

Teorema 7.2.6. Sea b; la imversa de h; Eligiendo un sistema de coordenadas en donde
estos tensores son diagonales, definimos bl como el mdzimo autovalor de b;. Entonces b
cumple:
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1 [A* + Roo 2

Oby < - Aby — ———b + = + Pl — (h)°Bi (7.37)
donde P! es la componente 1,1 de P}, ecuacion (7.31) y (i es la componente 1,1 de
G Bing, ecuacion (7.2).

Al comparar esta ecuaciéon con la correspondiente al caso euclideo, donde P! = 0,
Bl=0y Roo = 0, vemos que necesitamos otras condiciones sobre la variedad para aplicar
el principio de méximo.

La primera diferencia aparece en el término |A|* + Rgo. En [14] se prueba que bajo
el MCF, este término se mantiene positivo en la evolucion si se satisfacen condiciones de
curvatura particulares en la superficie inicial. Sin embargo, la positividad de este término
no es necesaria para aplicar el principio de maximo en este caso. S6lo necesitamos que
esté acotado, con esa condicion (ademés de condiciones extras por los otros términos de
curvatura en la ecuacion) obtendriamos que el méaximo autovalor b} esta acotado en la
evolucion.

La segunda diferencia entre (7.37) y la equivalente en el caso euclideo esta en el término
P}, que depende fuertemente de Rg;j,. Ademés, depende no linealmente de bl y de sus
derivadas primeras. En general }?Oijk es diferente de cero. Por lo tanto, creemos que es el
término mas probleméatico en el caso no euclideo.

La tercera diferencia es el factor 8i que aparece en el término no lineal, con (b})?. Este
término también es dificil de acotar. Si 8 > 0 entonces el término se puede ignorar.

Con respecto a la curvatura media, en el caso del IMCF, es importante controlar su
evolucion, porque juega un papel predominante en el control del maximo autovalor de b;

Reescribimos la ecuacion (4.5) para la curvatura media en términos de la reciproca

w = H~! en la forma: ] ]

O = — Aw + (\AF + Rog) w (7.38)
donde vemos que aparece nuevamente el término |A[* + Roo. Si es positivo a lo largo de
la evolucion por el IMCF, entonces se puede aplicar el principio de maximo como en el
caso euclideo para obtener cotas inferior y superior a w en términos de los valores en la
superficie inicial

0 < Winin(0) < w(t) < €"Wnaz(0) (7.39)

Si el término |A|*> + Ryo no es positivo, pero esta acotado, se obtendrian cotas simi-
lares en términos de los valores en la superficie inicial, pero con otro comportamiento
exponencial.

A partir de estos calculos, no es claro que la convexidad se preserve para una variedad
Riemanniana general. De acuerdo a los resultados de [5], se espera que para una familia de
datos iniciales que representen cuerpos materiales axialmente simétricos, el IMCF preserve
la convexidad. Sin embargo, probarlo en general presenta varios desafios.

En la proxima secciéon investigamos un dato inicial para el agujero negro de Schwarzs-
child, ya que es una métrica no trivial explicita y con alta simetria.
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7.2.1. Ejemplo: Dato inicial para Schwarzschild

En esta seccion estudiamos la evolucion, bajo el IMCF, de una superficie suave cerrada,
dada por
d=r—u@)=0 (7.40)
en un slice t = const en el espaciotiempo de Schwarzschild.
La métrica espacial de Schwarzschild es

1
I = Fdrz + 72d#* + r?sin® Odp> (7.41)
donde oM
F=1-22 (7.42)
T

Las componentes no nulas del tensor de Riemann tridimensional R, son

_ —M _ _ _
Rr@r@ = F_T' - Reré‘r - _RTGHT - _RGTTG (743)
—Msin® _ _
chprcp = T = Rgm"gor = _chr’rcp = _R’!’(,O(PT (744)
RQSDSDG = —2Mr SiIl2 0 = R@GG@ = —Rg@&p = —R@&p@ (745)
La base adaptada a la superficie, €', es
., Or . Or
€y = % = u/, 690 = % =0 (746)
00 00
0 __ _ 0 _ _
69—%—1, €¢—%—O (747)
dp dp

A su vez, la normal n* es:

F /
n' = — n’ = — u2 n® =0 (7.49)
« ar

Finalmente, las componentes no nulas de las proyecciones del Riemann sobre la superficie
(Rijki, Rojki, Roioj) estan dadas por:

~ . u'2 ~ ~ ~
Roppo = M sin’ 6 (ﬁ a 2T> = Regop = —Ryopo = —Ropo, (7.50)
R u' M sin® 6 A
Rogo, = . = —Roppo (7.51)
. M [ F? w? Fu'?
Fogoo = - Fr (E + a?r? ar? ) (7.52)

. M sin?6 [ F? u?
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Vemos que para una superficie no esféricamente simétrica, Ry;;;, es diferente de cero.
De hecho, el tnico caso en el cual es cero, es para una esfera coordenada. Es decir que
incluso para Schwarzschild, en general la componente P! es no nula.

Esfera coordenada

Veamos a continuaciéon la situaciéon para una esfera coordenada. La convexidad de
una esfera coordenada en un dato para Schwarzschild ya fue parcialmente discutida en
la seccion 2.2.1. En esta seccién nos interesa analizar el comportamiento de los diferentes
términos de la ecuacion (7.37) para esta solucion en particular. Y sobre todo, comparar
el comportamiento de la ecuacion (7.37) con la ecuacion que define el flujo.

Consideremos la esfera de radio Ry en ¢t = 0 dada por u(6,0) = Ry. Luego u =
u(t) define esferas de radio u para cada valor de t. Queremos ver si el flujo preserva la
convexidad dada la superficie inicial de radio Ry. Ya vimos, en la seccion 2.2.1 que los
autovalores son de la forma

AL =dp = — (7.54)

Ambas curvaturas principales son positivas para r > 2M, pues F' > 0y u > 0. Calculemos
ahora J;u partiendo de la ecuacion (2.2), tenemos:

4P 0P
_— = e D — =
= 0=00 4 O (7.55)

y usando las ecuaciones (2.5) y (4.1) obtenemos:

o u

Podemos resolver explicitamente u en funcion de ¢:
u(t) = Rye'’? (7.57)

esto es, las soluciones de (4.1) son esferas cuya coordenada radial aumenta exponencial-
mente con t. Esto demuestra la preservacion de la convexidad para este caso particular.

Veamos ahora las ecuaciones de evolucion para la esfera coordenada. En Schwarzschild
tenemos para una superficie u(6):

R=0 (7.58)

R B M 12
Roo = n°n® Ry = (“— - 2F) (7.59)

1 /QF/ /2F 2 (9 2
A]? = — { {u + 8 Pue? - u”F} + ot (Fu — Z?r?@) (7.60)
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Para la esfera coordenada:

Roppp = —2Mrsin®f (7.61)
Rogog = —¥ (7.62)
}?Ocp()tp = —M (7.63)
Ry = —i—l‘f (7.64)
|A]> = i—f (7.65)
H= 2@ (7.66)

Reescribimos la ecuacion (4.5) de la forma:

1

1
donde w = H~1.
Veamos el siguiente término:
1 1 (2F 2M
e (JA]? + Roo) = 72 (T? - 7) (7.68)
2 M
= F—— .
S < . ) (7.69)
1 3M
= (1-2= :
2F ( r ) (7.70)

Es positivo sir > 3M (i.e. fuera de la esfera de fotones). Entonces como en el caso euclideo
podemos aplicar el principio de maximos para obtener:

Winin(0) < w(t) < €'Wynaz(0) (7.71)

Ahora queremos calcular la componente 3¢ para poder escribir la ecuacién de evolucion
de b? (como ambos autovalores son iguales da lo mismo usar uno o el otro). Como vimos

en la seccion anterior, Ry;jr; = 0 en una esfera coordenada de Schwarzschild, entonces
tenemos:

A N 2 A
Bij = 2h"™ Ripjm — 2gklh?Z’Rj)kml - EROin (7.72)

) . A N ) A 2 .4
B} = g" By = 291phlmeljm - gklhijkml - gngklh;ﬁRpkml - EQZpRopOj (7.73)
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o o o 2 A
5$ :29¢phlmel¢m . gklhmchwkml _ gwpgkthszkml _ ﬁgwaopocp

A A N 2 A
:29<P<PhlmRaplgom o gklh@@R@kwl _ gwwgklhiRgokgol _ ﬁgwaOLpOnp

. 2 1 M
:Rwewa(QgWh% — g%h“"“" — gwgeahzi) _—— (—— sin? 6

H r2gin® 0

r
R 2M
00 00
=2Rpop0(9"7h" — g"hPP) +
R 2M
:2R<p9e00(9w990/\1 - geegw)\Q) + —
rH
2
= (Y= —
ﬁ“’ rH

)

Recordando que en este caso P; = 0, la ecuacion (7.37) para b7 nos queda:

1 |A]2 4+ Ry 2 2M, .,
ObZ < F A — =+ = S (0)

ahora notamos que:

entonces obtenemos:

A2 + R
—||H;2R°“bggo sir > 3M
2M
—T—H(bﬁ)Z <0
1 2

(7.74)

(7.75)

(7.76)

(7.77)

(7.78)

(7.79)

Entonces se puede aplicar el principio de maximo de forma anéloga para obtener el resul-
tado deseado.

Notamos que este argumento solo funciona fuera de la esfera de fotones, sin embargo

la convexidad se preserva en toda la variedad. Esto enfatiza la problemética de este tipo
de argumentos al trabajar con espacios no euclideos.
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Comentarios Finales

Esfera de fotones

Hemos visto en la seccion 2.2.1 que la esfera de fotones en datos iniciales para agujeros
negros como Schwarzschild y Reissner Nordstrom juega un rol importante en la monoto-
nicidad de las curvaturas principales. Esto resulta problematico si uno quisiera estudiar
la preservacion de la convexidad a través de la monotonicidad de (la inversa de) las cur-
vaturas principales. Sin embargo, en los casos estudiados, las superficies se mantienen
convexas a lo largo de flujos de curvatura media como el IMCF (seccion 2.2.1). Es decir
que la monotonicidad de las curvaturas principales no es un buen criterio para determinar
la preservacion de la convexidad, salvo que uno se restrinja al exterior de la esfera de
fotones.

Flujos H*

La preservacion de la convexidad de superficies por flujos tipo H* ya fue probada en
la literatura [26], [28]. Nuestro estudio de estos flujos fue esencialmente con el objetivo
de comprender las principales diferencias y similitudes con el IMCF. Como mencionamos
antes, tomamos k > 1.

Para el MCF (k = 1) la preservacion de la convexidad se puede probar usando el
principio de méximo tensorial. Esto se debe a que el término de gradiente de la curvatura
media se hace cero cuando k£ = 1. La prueba en el caso euclideo sale de la aplicacion
directa del principio de méximo a la ecuaciéon de evoluciéon de la curvatura extrinseca. El
caso no euclideo es mas delicado, en particular es necesario que las derivadas primeras de
la curvatura (tensor de Riemann) estén acotadas. Ademas se precisa controlar la evolucion
de la curvatura media (mediante el principio de maximo escalar) y luego esto es usado
para controlar directamente la curvatura extrinseca.

Para el caso & > 1 el término del gradiente de H es distinto de cero y es el principal
obstéaculo en la prueba ya que impide la aplicacion del principio de maximo tensorial. En
este caso lo que se hace es controlar la positividad del minimo autovalor de la curvatura
extrinseca a través del principio de méaximo escalar.

Para el caso no euclideo de flujos H* con k > 1, serfa interesante tratar de adaptar

41
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los calculos realizados por Huisken en [14] con respecto al tensor M;; definido en (6.8). La
eleccion de la forma de este tensor no es para nada trivial y debe cumplir tres condiciones
importantes. La primera es que debe ser positivo en la superficie inicial Sy. Ademés su
ecuacion de evolucion debe ser adecuada para aplicar el principio de maximo, en particular,
es relevante la forma del tensor N;;, que debe satisfacer N;;V*V7 > 0 para todo autovector
nulo de h;;. La tercera condicion es que su positividad debe implicar la positividad de h;;.

IMCF

En este trabajo notamos que el Flujo de Curvatura Media Inversa es mas complicado
que los flujos H* debido a que el término del gradiente de H siempre esta presente y tiene
el signo incorrecto para la prueba.

En el caso euclideo, la prueba es similar a la del flujo H*, pero en lugar de buscar que
la curvatura principal minima permanezca positiva en la evolucion, se mira el maximo
autovalor de la inversa de la curvatura extrinseca. Este argumento resulta de gran utilidad
y segin nuestro entendimiento, no es hecho explicito en la literatura. La idea es que la
superficie inicial es convexa, entonces ambas curvaturas principales son positivas. En la
evolucion, si la superficie se deforma de manera tal que tiende a hacerse no convexa,
entonces, alguna de las curvaturas principales debe aproximarse a cero desde los positivos.
Esto implicaria que el autovalor de la inversa de la curvatura extrinseca debe crecer, lo
que contradice el resultado de que el maximo autovalor de la inversa de h;; estd acotado
en términos de los valores iniciales y crece exponencialmente con el tiempo.

Es interesante el hecho de que para la esfera coordenada en un dato para Schwarzschild,
la ecuacion (7.76) es muy similar a la ecuacion en el caso euclideo, excepto por el término
proporcional a Rg. Este término es la tnica manifestacion de la no planicidad de la
variedad de fondo.

Para el caso no euclideo, no existen resultados en la literatura que demuestren la pre-
servacion de convexidad. En la seccion 7 mostramos las dificultades que se encuentran al
intentar aplicar el argumento para el caso euclideo. El término P; en (7.31) es particu-
larmente problematico para el desarrollo de una prueba siguiendo este argumento, ya que

incluye al gradiente de la inversa de hé y no hay forma clara de acotarlo.

Comparando con el MCF en variedades Riemannianas ([14]), especulamos que los
términos que involucran al tensor de Riemann y sus derivadas primeras no deberian ser
dificiles de tratar, ya que probablemente pueden ser acotados y descartados imponiendo
alguna condicion al espacio.

Para un dato inicial asintéticamente plano, los términos 6; y Pj, tienden a 0 para
tiempos suficientemente grandes, ya que dependen fuertemente del tensor de Riemann.
Esto indica que a partir de algun ¢, podrian dominar las ecuaciones que gobiernan el caso
euclideo, y por lo tanto la preservacion de convexidad.
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