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Introduccion

El problema de desarrollar algoritmos que decidan si un cierto patréon o pa-
labra aparece o no en un determinado texto es fundamental en ciencias de la
computacién. Diversos algoritmos se han desarrollado en las ultimas décadas pa-
ra resolver este problema (y sus miltiples variantes). Un anédlisis detallado de
las complejidades temporales y espaciales de dichos algoritmos revela que, en la
préctica, teniendo en cuenta el volumen de informacién y la potencia de los proce-
sadores al dia de la fecha, algoritmos de fuerza bruta no son viables en la mayoria
de los casos.

La estructura de datos suffiz tree es una forma eficiente para efectuar bisqueda
on-line de patrones en un texto. Un suffix tree para un texto 7" de longitud n
sobre un alfabeto ¥ puede ser construido en O(nlog|X|) tiempo y O(n) memoria
(ver por ejemplo [Wei73]). Tal estructura permite responder en O(mlog |3]) si un
string S’ de longitud m tiene una ocurrencia en 7. Tal estructura ha sido estudiada
y refinada de manera extensiva a lo largo del ultimo medio siglo, obteniéndose
diversas generalizaciones que se pueden utilizar para resolver dicho problema de
manera off-line, o con multiples instancias simultdneamente.

En [MM93] Manber y Myers introdujeron una estructura de datos llamada
suffiz array que reemplaza al suffix tree, e incluso aunque teniendo la misma
complejidad tedrica, es sensiblemente superior cuando el texto 1" a considerar es
grande. Este algoritmo ha sido durante las ultimas décadas objeto de estudio y
diversas mejoras han sido desarrolladas de manera analoga a lo sucedido con suffix
tree. Entre muchas otras ventajas, poder representar con un arreglo de nimeros
algo que de otro modo requeriria una estructura mas compleja como un &arbol,
sugiere que la exposicion y el estudio de la teoria de suffix arrays es mucho mas
simple que la de suffix tree.

Existe otra estructura, conocida como el longest common prefiz array (1lamado
usualmente lcp array), introducida también por Manber y Myers, y luego opti-
mizada por Kasai et al. en [KLAT01], que al ser combinada con el suffix array
de una palabra, permite obtener soluciones eficientes a distintos problemas, po-
tenciando asi el poder de suffix array. Subsecuentemente han aparecido diversas
optimizaciones en las tltimas décadas para estas construcciones (por ejemplo, ver
[Man04]).

El objetivo de esta tesis es exponer de manera completa los algoritmos de
suffix array y lep array, explorando varias de sus aplicaciones. El desarrollo es
completamente autocontenido y se ha dado prioridad a los ejemplos. Hemos in-
cluido pseudocédigo para todas las rutinas y graficos comparando la performance
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temporal de los algoritmos de fuerza bruta con los que se han presentado en esta
tesis. La computadora utilizada para este trabajo posee un procesador Intel Core
i5-8250U 1.60GHz, ademés de una memoria RAM DDR4 de 4gb.

Organizacion del trabajo

En el Capitulo 1 establecemos la notacién necesaria para el desarrollo del
trabajo y la terminologia basica de strings. Ademads, presentamos los problemas
particulares a abordar, proponiendo soluciones de fuerza bruta que los resuelven
y motivando la busqueda de algoritmos mas eficientes.

En el Capitulo 2 introducimos el algoritmo propuesto por Manber y Myers en
[MM93] que construye el suffix array de una palabra, y luego realizamos un anélisis
detallado de la complejidad temporal y espacial del mismo. Ademéds, proponemos
distintas optimizaciones, que permiten alcanzar complejidades ain mejores.

En el Capitulo 3 explicamos de manera minuciosa cémo construir el longest
common prefix array de un string extendiendo el método propuesto en el capitulo
anterior. Ademads, describimos el algoritmo de Kasai et al. (ver [KLAT01]), que
alcanza una complejidad optima para la construccién del arreglo deseado.

En el Capitulo 4 planteamos soluciones que, utilizando las estructuras pro-
puestas en los Capitulos 2 y 3, mejoran la complejidad espacial y temporal de los
métodos detallados en el Capitulo 1. Ademés explicamos como optimizar atun mas
estos algoritmos mediante el uso de estructuras de datos adicionales.

Concluimos con un Apéndice en el que describimos, de manera simplificada,
dos estructuras de datos que son necesarias en el desarrollo del trabajo para reali-
zar calculos intermedios y subrutinas eficientes en los algoritmos y optimizaciones
propuestas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algunas definiciones

1.1.1. El concepto de string

Para comenzar nuestra disertacion, introducimos un poco de terminologia.
Un alfabeto es un conjunto finito, cuyos elementos seran llamados simbolos. Una
lista o sucesién finita de elementos en un alfabeto sera llamada palabra o string.
En general utilizaremos la letra 3 para denotar alfabetos. Usualmente también
utilizaremos letras como S, T, a o 3 para denotar strings.

Fijo un alfabeto 2, el conjunto de todas las palabras que se pueden obtener
en dicho alfabeto sera denotado por X*. En particular, ¥* contiene a una tinica
sucesion que consiste de 0 simbolos, la cual vamos a denotar por €.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos ¥ = {a}. En tal caso, tenemos que
¥ ={e,a,aa,aaa,...}.

Durante este trabajo, a menos que se mencione explicitamente lo contrario,
asumiremos que el alfabeto a considerar es el de las letras mintsculas del alfabeto
de la lengua inglesa (26 letras, desde la a hasta la z). Esta hip6tesis no es restrictiva
en lo absoluto, dado que, cuando se aborden los resultados principales, quedara
claro que los mismos se pueden adaptar para cualquier alfabeto con cualquier
cantidad (finita) de simbolos.

Definicién 1.1.2. La longitud de un string S, la cual serd denotada por |S|, esta
definida como la cantidad de elementos de S. Dado 0 < i < |S/|, denotaremos por
S; al i-ésimo sfmbolo de SJf| Cuando i < 0 0 i > |S|, definimos S; = w, donde w
es un simbolo arbitrario que asumimos que no pertenece a .

Ejemplo 1.1.3. Dado S = ¢ y T' = banana, tenemos |S| =0y |T'| = 6. Ademads
observemos que Sy = S_; = 5] = w, asi como también se cumple que 75 = n y
T6 = W.

!Durante este trabajo vamos a utilizar siempre indexacién desde 0.
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Definicién 1.1.4. Un substring de un string S estd dado por una sucesién co-
rrespondiente a un rango continuo de simbolos pertenecientes a S. Es decir, el
substring determinado por el rango [i,7) == {k € Z : i < k < j}, el cual denota-
remos por S; ;, estd dado de la siguiente manera

w Sij >[5, Si; = Sis

» Sit<0,8; =5,

» Sii>7g,5,;,=c¢

n Si0<i<j<|S|, Si;="95Si+1...51

Ejemplo 1.1.5. Dado S = banana, tenemos que:

So,6 = S_1,10 = banana
S_99 =ba
S_90=533=¢

Una operacion fundamental para este trabajo esta dada por la concatenacion
de dos strings « y 3, denotada por af. La misma esta definida de la siguiente
manera:

aff = apaq ... a-150B1 - - - Big-1,
si ||, |B] > 1. Ademas, definimos que e« = 'y que ae = « para todo a. Observar
que, en particular, ee = €.

Dado un entero positivo n, expresaremos la concatenacién de n copias de un
string o como a”. Por definicién, establecemos que o = ¢ para todo string o.
Al momento de escribir pseudocddigo, y con el objetivo de lograr mayor claridad,
denotaremos a la concatenacién de o con [ como « + 3.

Ejemplo 1.1.6.
hola® = holaholahola

hola’ = ¢
= =¢
Definicién 1.1.7. Sea o un string en ¥*.
= Un sufijo de a es un string [ tal que
a =P,
para algun v € X*.
» Un prefijo de o es un string S tal que
o= [y,
para algun v € X*.

notar que € es a la vez un sufijo y un prefijo de cualquier string. Dado que a
menudo consideraremos el substring de un string S que se obtiene de tomar todos
los simbolos desde la posicién i en adelante, introducimos la notacion

Si = Sis|
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1.1.2. Orden lexicografico

La idea en esta subseccién es establecer de manera rigurosa las propiedas
intuitivas del orden lexicografico, el cual es, ni mas ni menos, el orden “alfabético”
de las palabras.

Sea ¥ un alfabeto y <’ una relacién de orden total establecida sobre ¥ L {w}
que cumpla que w <’ z, para todo z € X. Dados ¢1,co € X, diremos que ¢; <’ ¢
si vale que ¢; <" ¢3 y ¢1 # ¢3. Procedemos a definir una relaciéon binaria < sobre
el conjunto X*, a la cual llamaremos orden lexicogrdfico.

Definicién 1.1.8. Sean « y f strings pertenecientes a >*. Definimos la funcién
longest common prefir, la cual denotamos por lcp, a la asignacién:

lep(ev, B) = 1/,

donde 7 es el string de mayor longitud que es simultaneamente prefijo de v y 3.

Observacién 1.1.9. Notar que conocer la longitud de un prefijo de un string «
es equivalente a determinar cudl es tal prefijo. En particular, conocer lep(a, 5)
(es decir, la longitud del prefijo comin més largo) es equivalente a conocer a tal
prefijo. A menudo usaremos de manera indistinta lcp(«, 5) para denotar al string
o a su longitud. Este abuso de notacién no deberia causar confusiones pues del
contexto se infiere si estamos hablando del string o de su longitud.

El orden prefijado en el conjunto de elementos ¥ U {w} induce un orden en
el conjunto »* como describimos a continuacion. Dados dos strings «, 5 € ¥, y
v = lep(a, B), con £ = ||, definimos que @ < B siy sélo si a =~ 0 ay < fy.

Lema 1.1.10. Sean «, 8 strings de ¥* y £ = lep(a, 8). Se cumple o; <' f5; para
todo i € [0, 7).

Demostracion. Si ¢ = /£, la condicion vale por definicién de lep. Si 0 < 7 < /,
tenemos que a; = [3;. Pero como <’ es un orden total, es reflexivo. Esto quiere
decir que a; <", y entonces «; <" ;. O

Lema 1.1.11. La relacion < es transitiva.

Demostracion. Sean «, § y 0 strings de ¥* tal que a < Sy 8 <46.Sia=po
8 = 0, el lema queda trivialmente demostrado. Supongamos ahora que a # 'y
B # 6. Ademés, supongamos I, = lep(a, ), lpe = lep(5,0) v lee = lep(a, 0). Hay
dos casos:

w Si|lap| < |lpe|, sea k = |lgp|. Por definicién de lep, ay <" Si. Ademés, por
Lemal[l.1.10} 8 <’ 0. Como <’ es un orden total, cumple transitividad, por
lo que a <" ;. Como a # (3, tenemos que oy, # S, v por ende oy # k.
Ademas, |lap| < |lpe] = lae = lap, pOr lo que agyr = 6o k. Esto nos dice que
lep(a, 6) = o, y €OMO icp(as)| <’ Ojicp(as)|, concluimos que o < 4.

w Silgp| > |lpe|, la prueba es analoga al caso anterior.
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O
Lema 1.1.12. La relacion < es reflexiva.

Demostracion. Sea « un string de ¥*. Notemos que lep(a, a) = a.. Pero entonces,
por definicion de <, vale que a < a. O

Lema 1.1.13. La relacion < es antisimétrica.

Demostracion. Sean «, [ strings de ¥*, y v = lcp(a, f). Asumiendo que vale
que a < By B < «, intentaremos demostrar que a = (. Para ello, supongamos
que esto no ocurre. Dado que o < 8y a # (3, tenemos que ajy <" . De
manera similar se puede mostrar que 3, <’ ay. Como <’ es un orden total,
vale entonces que Qly| = BM. Pero si esto ocurre, entonces el string QQ,|y|+1 €S un
prefijo en comin entre « y 8 de mayor longitud que lep(a, ). Esta contradiccion
completa la prueba. O

Corolario 1.1.14. La relacion < es un orden parcial sobre 3*.

Demostracion. Es consecuencia directa de los Lemas [1.1.11} [1.1.12] [1.1.13] O

No sélo tenemos que < es un orden parcial, sino que todo par de elementos
de ¥* se puede comparar en el orden <. En otras palabras, tenemos el siguiente
resultado.

Lema 1.1.15. La relacion < es un orden total.

Demostracion. Sean «, 3 strings de ¥* tales que v £ 3, y sea v = lep(ay, 3). Si
~v = [, entonces < « por definicién de lep. Supongamos entonces que v # (.
Dado que av £ 3 tenemos que «,| L' B}, pero al ser <" una relacién de orden
total, debe valer que 3, <" ayy). Concluimos entonces que § < a. n

Al haber demostrado que < es un orden total, podemos definir sin ambigiiedad
el concepto de minimo y maximo de dos strings de manera intuitiva:

S s§iS<T

T caso contrario

min(S,T) = {

) S siS>T
max(S,7T) = _
T caso contrario
Ejemplo 1.1.16. Se cumple que
abc < abcde < bced.

Ademads, tenemos que
min(abc, bed) = abc,

méx(abcde, bcd) = bed.
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1.1.3. String matching

En esta subseccion vamos a introducir formalmente al principal problema que
abordaremos en esta tesis, que es el llamado problema de string matching. Dado
que existen diversas variantes del mismo, mencionaremos las dos mas frecuentes
en el uso cotidiano. Previo a esto, introducimos brevemente algunos conceptos que
seran de utilidad para entender el problema a definir:

Definicién 1.1.17. La distancia de edicion, también llamada edit distance, entre
dos strings S y T es la minima cantidad de operaciones (borrar, agregar y/o
substituir simbolos de las palabras) necesaria para lograr que S =T

Ejemplo 1.1.18. Sea S = hola y 1" = ala, tenemos que la distancia de edicién
entre S'y T es igual a 2. Una forma de lograr la igualdad mediante 2 operaciones
esta dada por:

hola — ola — ala.

Se puede notar que una unica operacién no es suficiente para lograr que S =T
Definicién 1.1.19. Dados strings S y 7', diremos que:
= S ocurre exactamente en T si S =T.

s S ocurre aproximadamente en T, si la distancia de edicién entre S'y T es
menor a un valor establecido.

Definicién 1.1.20. Dados dos strings S y T, y un entero i, definimos que S
ocurre a partir de i en T, si S es una ocurrencia exacta de T; ;4 g|.

El problema de string matching consiste en encontrar una o varias ocurrencias
de un string P (patrén) como substrings de otro string 7' (texto). En el dmbito
de estudio de este problema, los algoritmos se clasifican en dos categorias segin
la clase de ocurrencia que se considere: matching exacto (ocurrencias exactas) o
aproximado (ocurrencias aproximadas).

Durante el desarrollo de este trabajo, nos enfocaremos en explicar y analizar
con profundidad algunos algoritmos del primer tipo, los cuales se utilizaran para
la resolucion de distintos problemas que tienen gran influencia en situaciones de
la vida real. A pesar de esto, cabe destacar que el analisis de algoritmos del
segundo tipo es igual de importante en el area de estudio, pues en reiteradas
ocasiones se debe trabajar con textos en donde, por ejemplo, se debe tener en
cuenta posibles errores o diferencias entre el string original y el que se utiliza en la
comparacién (debido a la pérdida de informacién durante transmisién de datos,
equivocaciones humanas al redactar, etc.). Para un abordaje mas detallado de este
tipo de problemas, recomendamos [UKk85].

1.2. Algunos problemas relacionados

A continuacién, abordaremos algunos de los problemas més reconocidos en el
area de strings, proponiendo soluciones y analizando el rendimiento de las mismas,
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tanto en complejidad temporal como espacial. La intencién es poner de manifiesto
la necesidad de proveer algoritmos rapidos para resolver estos problemas. Ademas,
la formulacion de nuestros problemas es intencionalmente concreta, de modo que
queda claro que la performance de estos algoritmos tiene impacto en problemas
que suceden de manera muy frecuente en la vida real.

En todos los escenarios propuestos durante el trabajo, asumiremos que la
complejidad temporal de comparar si dos strings S y 1" son iguales serd igual
a O(min(|S],|7T)). Mas concretamente, asumiremos que determinar la relacién <’
entre dos simbolos de un alfabeto ¥ tiene complejidad O(1).

1.2.1. Contar ocurrencias de un patrén en un texto

Uno de los problemas principales del area de string matching es el de computar
cuantas ocurrencias hay de un patrén S en un texto 7. Definamos n = |S| y
m = |T|. Si vale que m < n, entonces S no puede ocurrir en 7'. Es por esto que,
por simplicidad, asumiremos siempre que m > n.

Una solucién posible es iterar sobre todo posible candidato a posicién inicial
¢ de T', y observar si vale que S = T;,4,. Como hay m posiciones candidatas, y
chequear la igualdad de strings para cada una de ellas tiene complejidad O(n), la
complejidad temporal del algoritmo completo es O(n - m).

Evidentemente, una posible optimizacién consiste en no considerar como can-
didatos a las posiciones i € [m —n + 1,m), pues en ese escenario |1} ;4. < |S],
por lo que nunca sera considerado una ocurrencia de S en T'. Gracias a esto, la
cantidad de candidatos se reduce a m —n+1, y el costo total es: O((m —n+1)n).
Se puede observar que cuando m — n es de un orden de magnitud muy pequeno
(digamos, una constante), el algoritmo realizard O(n) operaciones. Observar, no
obstante, que si n ~ m/2, el costo de cémputo es O(m?), por lo que la optimiza-
cién propuesta solo mejora la complejidad del algoritmo por un factor constante.

800{ —e— Sin optimizacién
Con optimizacién
700

600

500

Tiempo [ms]
a
S
S

300

200

100

10000 30000 50000 70000 90000 110000 130000 150000 170000 190000
N

Figura 1.1: Tiempo de ejecucion de la fuerza bruta original vs. la optimizada,
considerando m =2n, S =a" y T'= a™.
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Algoritmo 1 Contar ocurrencias de S en 7' en O(n - m)

1: total < 0

2: for i+ 0tom —1do
3 if S =1, then
4: total < total + 1
5 end if

6: end for

7: return total

1.2.2. Rotacién lexicograficamente minima de un string

Definimos como shift ciclico a la operaciéon de mover el ultimo simbolo de
un string S al principio del mismo (para el caso del string ¢, el shift ciclico es
simplemente la funcién identidad). Denotaremos por shift(-) a esta funcién. Por
ejemplo, shift(banana) = abanan.

Definicién 1.2.1. Un string 7" es una rotacion de S si existe un entero no negativo
J tal que
shift’ (S) =T,

donde shift’ es la identidad si j = 0 y shift’ = shift oshift’ ! para j > 1.

Ejemplo 1.2.2. Sea S = aacaab, la lista de strings distintos que se pueden
obtener mediante aplicar reiteradas veces un shift ciciclo a S estd dada por

[aacaab, baacaa, abaaca, aabaac, caabaa, acaaba)]

Se puede observar alli que la rotacién lexicograficamente minima de S es aabaac.

El problema de hallar la rotacion lexicograficamente minima de un string (tam-
bién conocida como lyndon word) tiene variadas aplicaciones en la vida real, abar-
cando distintas dreas como combinatoria y dlgebra [Lot83, Reu93]|.

Un algoritmo sencillo para computar la rotacion minima de un string S de
longitud n consiste en concatenar a la palabra consigo misma, y luego encontrar alli
el menor substring de longitud n. La cantidad de candidatos total es exactamente
n, y para cada uno de ellos se realiza una comparacion lexicografica de strings,
la cual requiere O(n) operaciones. Esto resulta en un algoritmo de complejidad
temporal O(n?).

Algoritmo 2 Rotacién lexicograficamente minima de S en O(n?)

lyndon «+ S
T+ S5S+S5
fori+ O0ton—1do
lyndon <— min(lyndon, 7; ;1)
end for
return lyndon
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Observar que, si por ejemplo el string considerado contuviera una letra a, seria
razonable considerar rotaciones que comiencen solamente con el simbolo a, pues
evidentemente cualquier rotacion que comience con otra letra serd automatica-
mente mayor. Mas generalmente, el algoritmo propuesto se puede optimizar a
través de solo considerar como candidatas a aquellas rotaciones que comiencen
con el minimo simbolo de la palabra. Sin embargo, notar que en el caso en que el
string posee muchas repeticiones del menor simbolo, se siguen realizando O(n?)
operaciones. No obstante, a pesar de este posible peor escenario, si uno tiene co-
mo informacién que la palabra es una cadena aleatoria de simbolos de ¥, no es
dificil ver que la cantidad esperada de ocurrencias del minimo simbolo es % En
particular, si > contiene una cantidad de simbolos significativa, esta optimizacién,
a pesar de ser inocente, puede generar mejoras apreciables.

1.2.3. Largo maximo de un substring en comun entre dos
strings

En el area de estudio que abarca el andlisis de textos, en reiteradas ocasiones
se debe calcular distintas medidas de similitud entre dos strings. Entre ellas se
encuentra la longitud maxima de un string que ocurra exactamente en ambas
palabras. Por ejemplo, podemos observar que grama es el patréon mas largo que
ocurre simultaneamente en las palabras programar y diagramas.

Mas rigurosamente, el problema consiste de, dados strings S'y T de largo n y
m respectivamente, calcular la mayor longitud de un string « tal que existen 3y,
B2, 71V Y2 que cumplan S = fiafy v T = yiavs.

Para resolver este problema, se puede iterar sobre la longitud de £, y 71, y
luego calcular lep(S)s,,1s); Ty, /7)) Para conocer la méxima cantidad de simbolos
que se pueden incluir en « para ese caso. La cantidad de posibles longitudes de
b1y 11 son m y m respectivamente, y asumiendo que la complejidad de calcular el
lep entre dos strings A 'y B es O(min(|A|,|B|)), la cantidad de operaciones total
es: Z?;Ol ;";01 min(n — i,m — 7), por lo que el algoritmo tiene una complejidad
igual a O(n - m - min(n, m)).

Para el calculo del lcp entre dos strings S y T', de largo n y m respectivamente,
en complejidad O(min(n, m)) se puede plantear la siguiente funcién recursiva:

1+ 1ep(SinTim) siS#eANT #eANSy=1T,
0 caso contrario

lep(S,T) = {

Ejemplo 1.2.3.
lep(hola, horas) = 1 + lep(ola, oras)

lep(ola, oras) = 1+ lcp(la, ras)
lep(la,ras) =0

Es posible extender la definicion de la funciéon lep, agregando como parametros
la posicién inicial de cada uno de los dos strings a considerar. Es decir, podemos
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considerar la funcién lep(S,T,i,7) = lep(Si, Tj—). Se puede aprovechar esta
funciéon més general para el calculo del lcp sobre cualquier sufijo de las palabras:

]‘Cp(S7 T7 Z,j) =

1+1lep(S,T,i+1,j+1) site[0,n)Aje[0,m)AS; =T,
caso contrario

Utilizando la definicién anterior, podemos proceder ahora a plantear el pseu-
docddigo de nuestro algoritmo:

Algoritmo 3 Méximo substring en comin entre S y T en O(n - m - min(n, m))

max_length < 0
:fori+—0ton—1do
for j « 0tom—1do
max_length < max(max_ length, lcp(S, T, 1, j))
end for
end for
return max_length

A S o oy

Definamos a continuacién la funcién rec_path(S,T,7,j), que retorna el con-
junto de pares de posiciones considerados en cada una de las llamadas recursivas
realizadas al ejecutar lep(S, T, 1, 5). Por ejemplo, si S = abcd, T' = cde, i =2y
jJ =0, tenemos que:

rec.path(S,T,7,7) = {(2,0),(3,1), (4,2)}

Ahora bien, notar que si lep(S, T, i, j) realiza una llamada recursiva, vale que:

rec_path(S, T, i + 1, j + 1) = rec_path(S, T i, 5) \ {(i.5)}

Esto nos permite pensar en el uso de programacién dinamica para realizar el
célculo de la funcién lep(S, 7,14, 7), para todo i € [0,n], j € [0,m]. Para esto,
podemos utilizar una matriz de (n+ 1) x (m + 1) nimeros, tal que la celda en la
fila r y la columna c (denotada por dp, ), representa el valor de lep(S, T, c). El
computo de cada celda de la matriz dp se realiza de una manera similar a como
hemos definido a la funcién lep, requiriendo O(1) operaciones. Esto nos lleva a
concluir que la complejidad total del célculo de la matriz es O(n - m).
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Algoritmo 4 Cémputo de la matriz dp en O(n - m)

1: dp < matrix(n + 1,m + 1) > Matriz de tamano (n+ 1) x (m + 1)
2: for 7 < n down to 0 do
3: for j < m down to 0 do
4: if i=nor j=mor S; #7T}; then
5: dpm ~0
6: else
7 dp; ; <= 1+ dpij1
8: end if
9: end for
10: end for

11: return dp

0/4]1/0(11]0
0/1(3/011]0
410101200
0/3(1/011]0
0[1(2/011]0
1170701010
0/0[{0J010]0

Cuadro 1.1: Matriz dp para los strings S = aabaab y 1" = baaba

La matriz propuesta nos es de utilidad en el Algoritmo (3| para evitar el lla-
mado a lep(S, T, 14, j), reemplazdndolo por su equivalente: dp, ;. De esta manera,
el programa que calcula la maxima longitud de un substring en comun entre dos
strings de largo n y m resulta en una complejidad temporal y espacial de O(n-m).

La solucion propuesta para este problema se puede extender de manera sencilla
si se requiere computar la maxima longitud de un substring en comun entre &
strings S, Ss, . . ., Sk, resultando en una complejidad temporal y espacial de O(n; -
ng - ...-nyg), donde n; = [S;].



Capitulo 2

Suffix array

2.1. Introduccion

Vamos a introducir notaciéon y terminologia esencial para el desarrollo del
trabajo.

Una permutacién de longitud n es una lista P de los primeros n enteros no
negativos en algin orden. Definimos la permutacion inversa de P, denotada por
inv(P), a la tnica permutacion P’ tal que Pp = 14, es decir que P es la posicion
de P que posee el valor 1.

Ejemplo 2.1.1. Consideramos la permutacién dada por P = [0,3,1,2]. En este
caso, la permutacién inversa estd dada por inv(P) = [0,2,3,1]. Si @ = [0, 1, 2],
entonces tenemos que inv(Q) = [0,1,2] = Q.

A pesar de que no utilizaremos resultados de teoria de grupos en generalidad,
vale la pena mencionar que el conjunto de todas las permutaciones de los elementos
{0,1,...,n} es un grupo utilizando la composicién. Tal grupo se denomina el grupo
simétrico S,41. En particular, inv(P) denota al inverso de la permutacién P en
tal grupo.

Ademads, denotamos con iden(n) a la permutacién ordenada de longitud n. En
otras palabras, iden(n) es el elemento neutro del grupo mencionado anteriormente.

Sea Y’ un alfabeto, y sea w ¢ ¥'. A partir de ahora trabajaremos con el alfabeto
extendido ¥ = ¥’ LI {w}, donde ademéds vamos a fijar un orden total <" arbitrario
sobre ¥ que satisface que w es el menor elemento.

Observacién 2.1.2. Dado que hemos prefijado un orden total para los simbolos
de X, no se pierde generalidad en trabajar con su posicion relativa en este orden.
Por ejemplo, si ¥’ = {a,b,c} y ¥ = ¥’ LU {w}, al prefijar el orden dado por

w<a<b<uec,

tenemos que la palabra bbbbaca se puede pensar como la lista de ntimeros repre-
sentada por [2,2,2,2,1,3,1].

Definicién 2.1.3. Sea S € ¥* un string. Dado 0 < ¢ < |S|, expresaremos co-
mo ord;(S) a la cantidad de sufijos de S que son estrictamente menores a S;_,.

11
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Equivalentemente, ord;(S) es la cantidad de posiciones j € [0, |S]) que cumplen
Sj_, < Si. Usaremos la convencién de que ord;(S) = —1 cuando i > n.

Ejemplo 2.1.4. Sea > como en la Observacion Consideremos S = abac.
Entonces tenemos que la lista de sufijos de S es

[abac, bac, ac, c|.
En este escenario, ordy(S) = 1, pues tenemos que
abac < ac bac £ ac ac £ ac c £ ac

Notar que siempre ocurre que 0 < ord;(S) < |S| para todo 0 < i < |S|, pues
hay |S| sufijos en total, y evidentemente tenemos que S;—, £ S;_,.

En reiteradas ocasiones durante el desarrollo de este trabajo deberemos traba-
jar con listas de nimeros. Con el objetivo de simplificar la redaccién, observemos
que se puede manipular a una lista de enteros de la misma manera que lo he-
mos hecho con strings. Es decir, todas las relaciones, operaciones y definiciones
que fueron introducidas para las palabras (tales como concatenacién, prefijo, su-
fijo o substring) también pueden ser utilizadas para listas de nimeros sin causar
ambigiiedades.

Definicién 2.1.5. El suffiz array de un string (o una lista de nimeros) S es una
lista lexicograficamente ordenada de todos sus sufijos distintos de e.

Ejemplo 2.1.6. El suffix array de la palabra banana estd dado por
A = [a, ana, anana, banana, na, nana|

Durante el desarrollo de este capitulo, abordaremos el problema de computar
de manera eficiente el suffix array de un string, considerando siempre la compleji-
dad temporal y espacial. Esto tendra diversas consecuencias en los problemas que
hemos mencionado en el capitulo anterior. En el Capitulo 4 veremos cémo utilizar
el suffix array de un string para resolver tales problemas.

2.2. Una implementacion naive

Un método simple para la construccion del suffix array de un string S de
longitud n consiste en crear una lista con todos sus sufijos, y luego ordenar la
misma utilizando el algoritmo de merge sort [Knu97].

Observar que para poder almacenar la lista de sufijos, requerimos O(n?) me-
moria y la ejecucién de merge sort realiza O(n - log(n)) comparaciones de sufijos,
por lo que la complejidad temporal resultante es O(n?-log(n)). Ademaés, las listas
auxiliares requeridas por merge sort hacen que también la complejidad espacial
sea O(n?log(n)).

Es de esperar que el algoritmo anterior admita mejoras. Como primer paso
en nuestro intento de optimizar el método propuesto, intentaremos mejorar su
complejidad espacial. Para ello, una posibilidad es representar a un sufijo con el
indice de la posicion inicial del mismo.



2.3. CONSTRUCCION EN O(nlog?(n)) 13

Ejemplo 2.2.1. El suffix array del string banana ahora serd representado por la
lista de nimeros [5,3,1,0,4,2]. En el caso general, esto nos permite utilizar O(n)
memoria para representar la lista de sufijos, en vez de O(n?).

Otra optimizacién es la siguiente. Al momento de determinar el menor entre
dos sufijos durante la ejecuciéon del algoritmo de ordenacion, se puede comparar
ambos sin necesidad de crear copias de los mismos mediante un chequeo in place.
Es decir, al momento de hacer la comparacién, iterar caracter a caracter mientras
los mismos coincidan. Esto resulta en una complejidad espacial de O(nlog(n)),
debido a que las listas auxiliares de strings utilizadas internamente por merge sort
son ahora listas de numeros. En otras palabras, en vez de computar la lista A
como en el Ejemplo [2.1.6] obtendremos el arreglo de enteros dado en el Ejemplo
2211

Existen incluso técnicas de optimizacién de este algoritmo que requieren una
cantidad de memoria extra constante [HL92], logrando asi que la complejidad
espacial resultante sea O(n).

2.3. Construccién en O(nlog?(n))

El objetivo en esta seccién es describir un algoritmo que sea capaz de construir
el suffix array de un string de longitud n en complejidad temporal O(nlog?(n)).
Veremos que esta versiéon del algoritmo tiene complejidad espacial O(n), pero
vamos a poner foco primero tinicamente en la complejidad temporal.

Definicién 2.3.1. Dado un string S € ¥*, denotaremos por ord(S) a la lista de
enteros dada por
ord(S); = ord,(5)

Ejemplo 2.3.2. Sea S = abac, tenemos que
ord(S) = [0,2,1, 3]

Dado que la construccion del suffix array tiene ciertos tecnicismos, es necesario
probar algunos resultados preliminares que nos seran de utilidad. Asumiremos
siempre que el string S tiene longitud n.

Lema 2.3.3. Para todo string S € X* se cumple que

Demostracion.
(=) Sea k € [0,n), vamos a analizar los siguientes casos.

» Si Sy, < Sy, como < es una relacién transitiva, vale que Sy, < Sj, ¥
por lo tanto, Sj_, es considerado en ord;(S) y ord;(95).

» Si S < Sk < ), entonces Sk, es considerado en ord;(S), pero no en
ord;(S).
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» 515, < Sk, entonces Si_, no es considerado en ord;(S) ni en ord;(95).

Se puede observar entonces que todo sufijo considerado en ord;(S) es también
considerado en ord;(.S), por lo que ord;(S) < ord;(S).

(<) Supongamos que S;_, < S;_,. Mediante un anédlisis de casos similar al
realizado previamente, obtenemos que ord;(S) < ord;(S). Entonces concluimos
que S;_, < S;_,. Esto contradice la hipétesis inicial, de modo que hemos llegado a
una contradiccion y el resultado sigue. O]

Corolario 2.3.4. El suffiz array de S es igual al suffix array de ord(S).
Demostracién. Es un resultado directo del Lema 2.3.3 O]
Ejemplo 2.3.5. Sea S = abac, el suffix array de S es

[abac, ac, bac, ],

o bien, equivalentemente,
0,2, 1, 3].

Ademds, considerando ord(.S) como vimos en el Ejemplo [2.3.2] el suffix array de
esta lista de nimeros es

[[O’ 27 17 3]7 [1’ 3]7 [27 17 3]7 [3]]7

o bien, equivalentemente,
0,2,1,3].

Notar que la lista resultante en ambos casos es idéntica.

Utilizando lo obtenido en el Corolario [2.3.4] cuando deseemos obtener el suffix
array de la palabra S, computaremos en cambio el de la lista de nimeros ord(.S).
Esto nos permite que la construccion de la estructura sea totalmente independiente
de ¥, ya que siempre se manipulardn nimeros enteros en el rango [0,n) durante
el proceso.

2.3.1. Algoritmo de Manber y Myers

En el ano 1990, Udi Manber y Gene Myers introdujeron un método eficiente
para la construccién del suffix array de un string [MMO93]. El mismo fue el precursor
de distintas investigaciones y publicaciones, en las que se ha utilizado el algoritmo
como base para optimizar ciertos escenarios particulares, o bien obtener relaciones
y aprovechar similitudes con otras estructuras de datos para lograr la construccién
del arreglo ordenado de sufijos en complejidades atin mejores que la propuesta en
el trabajo original.

Previo a describir el algoritmo de Manber y Myers, debemos introducir algunas
definiciones que simplificaran la explicacion.
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Definicién 2.3.6. Dado un alfabeto ¥. Sean S y T strings de X*, y k£ un entero
positivo, denotaremos con < a la relaciéon sobre ¥* tal que

S<k T <= Sop < Tog
De manera andloga definimos a las relaciones <; y =.
Ejemplo 2.3.7. Sea S = abaco y 7' = abeja. Tenemos que S =, T'y que S <3 T'.

Definicién 2.3.8. Denotaremos como rel;(.S) a la lista de nimeros tal que relg(S);
representa la cantidad de posiciones 0 < j < n tales que S;_, <j S;,. Ademas,
asumiremos que rel,(S); = —1 en caso de que i > n.

En otras palabras rel,(S) es un arreglo de enteros no negativos tal que su
posicién i-ésima cuenta cuantos sufijos de S son estrictamente menores que el
1-ésimo sufijo, cuando uno sélo compara mirando los primeros k caracteres.

Ejemplo 2.3.9. Sea S = abaab, tenemos que

rel;(S) = 0,3,0,0, 3],
rely(S) = [1,4,0,1, 3],
rel3(S) = [2,4,0,1, 3],
rely(S) = [2,4,0,1, 3],

[ ]

rel5(S) = [2,4,0,1, 3].
Lema 2.3.10. Consideremos S € ¥*. Para todo k > |S| vale que
relk(S)z = ordZ(S)

Demostracion. Asumamos que |S| = n. Para 0 < i < n tenemos que S; ;1 = Si.
En particular, usando las definiciones obtenemos que la relacion <, es equivalente
a <. Se obtiene entonces que rel;(S); = ord;(S). O

Asumamos que al calcular rel;(.S), obtenemos una permutacién de largo n. En-
tonces, poseemos suficiente informaciéon para determinar el menor entre cualquier
par de sufijos: de hecho, el suffix array resultante serd inv(rel;(5)).

)

Ejemplo 2.3.11. Supongamos que S = arbol, tenemos que rel; (S) = [0,4, 1, 3, 2.
La permutacién inversa, en este caso, estd dada por inv(rel; (S5)) = [0, 2,4, 3, 1].

arbol
bol

1

ol
rbol

il

Suffix array para la palabra S = arbol, donde se observa la equivalencia del
mismo con inv(rel; (.59)).
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En cambio, si lo que propusimos anteriormente no ocurre, existen al menos
dos posiciones i y j en relg(S) que tienen el mismo valor. Esto quiere decir que
no hay suficiente informacion para generar el arreglo de sufijos si consideramos
unicamente los primeros k simbolos de cada uno de ellos, pues S;_, = S;_.

Ejemplo 2.3.12. Si la palabra a considerar es S = texto, al calcular rel;(.S)
obtenemos la lista [2,0,4,2, 1], donde So, =1 S3_,. En este caso, debemos in-
crementar el valor de k para ser capaces de determinar el menor entre estos dos
sufijos.

El algoritmo propuesto por Manber y Myers para la construccion del suffix
array [MMO93] se aprovecha del Lema para el computo del mismo. Se co-
mienza por calcular rel; (S), y se inicializa k = 1. Luego, mientras rel;(.S) no sea
una permutacién de los enteros entre 0 y n — 1, se procede a calcular rely(.S)
utilizando la informacién provista por relg(S) para evitar el uso de comparaciones
entre strings.

2.3.2. Cémputo de rel;(S)

Si llamamos letras(.S) a la lista ordenada de todos los simbolos que ocurren en
S, un posible algoritmo para realizar el cdlculo de rel;(S) consiste en computar
letras(S) (ordenando el string S mediante merge sort y eliminando del mismo ele-
mentos repetidos). Luego, para conocer el valor de rel; (S); se realiza una biisqueda
binaria con el objetivo de obtener la posicion del simbolo S; en la lista computada.
El algoritmo propuesto tiene una complejidad temporal igual a O(n - log(n)), y
utiliza O(n) memoria extra.

Algoritmo 5 Célculo de rel;(S) en O(n - log(n))
1. A < letras(9S)

2: rel; < list(n) > Lista de tamano n
3: fori<+ 0Oton—1do

4: [+ 0

5: R |A|

6: while [ +1 < r do

7 mid <« LHTTJ

8: if S; < Apniq then

0: [ <+ mid

10: else

11: r < mid

12: end if

13: end while

14: rely; <[ > S; = A = ord(S;) =1
15: end for

16: return rel;
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2.3.3. Coémputo de rely,(S) utilizando rel;(S)

Procederemos a describir un método que, dados enteros i, j € [0,n), nos permi-
tird comparar S;_, y S;_, utilizando la relaciéon <,;. El mismo utilizard informacién
provista por la lista relg(S) para realizar el computo necesario. Existen distintos
escenarios a considerar:

(1) Sirely(S); > rely(S);, tenemos que S;—, >4 S;_,. Esto implica que la longitud
de lep(Si,, S;—) es menor a k, por lo que concluimos que S;_, >o 5.

(2) Sirelg(S); < rely(S);, de manera similar al escenario anterior, se puede ver
que S;—, <ok Sjos.

(3) Si relg(S); = rel,(S);, entonces este escenario es mas desafiante, pues no es
suficiente con considerar los primeros k simbolos de los sufijos para determi-
nar el menor entre ambos. Es por esto que debemos utilizar los k£ simbolos
siguientes de cada sufijo para determinar la relacién entre ellos. La observa-
cién principal es que para este caso también poseemos toda la informacion
necesaria en rely(.S): es suficiente con comparar rely(S);1x con rely(S) 5. La
relacion entre estos dos nimeros determinara la relacién entre S;_, y S;_, si
consideramos <95 en vez de <j.

Ejemplo 2.3.13. Sea S = abdaabdb, observemos que
rel;(S) = 0,3,6,0,0,3,6, 3],

relo(S) = [1,4,6,0,1,4,7, 3],
rely(S) = [1,4,6,0,2, 5,7, 3].

Podemos notar que rely(.S)g serd igual a rely(.S)4, pues tenemos que se cumple
rel; (S)o = rely ()4, y ademas rel; (S); = rely (S)s.

Ademas, observemos que se cumple rely(S) < rely(S)4. Esto es gracias a que
rely(S)o = rela(S)y, y ademads rely(S)y = rely(S).

Si miramos detenidamente las comparaciones que hemos realizado en cada uno
de los escenarios, queda a la vista que el método descrito es equivalente a comparar
pares de numeros utilizando el orden lexicografico para ellos. Mds precisamente,
si denotamos como order(i, k) al par de elementos (relg(S);,relg(S)i1x), lo que
estamos haciendo es esencialmente comparar lexicograficamente order(i, k) con
order(j, k). El hecho fundamental es que para efectuar esta comparacion se realizan
O(1) operaciones.

Sea A la lista obtenida al ordenar iden(n) mediante el algoritmo merge sort,
utilizando como comparador al método recién descripto (es decir, i < j si vale
que order(i, k) < order(j, k)). Como Ay representa la posicién inicial del minimo
sufijo si consideramos la relacién <o, tenemos que rely;(S)a, = 0. Para el resto
de los elementos de A, hay dos casos:

» Siorder(A;, k) = order(A;_1, k), como los sufijos no tienen diferencias en los

primeros 2k simbolos, obtenemos que relog(S) 4, = relog(S) 4,_, -
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» Si order(A;, k) > order(A;_1, k), entonces relyg(S)a, = relog(S)a,_, + 1.

Algoritmo 6 Cémputo de rely(S) utilizando relg(S) en O(n - log(n))

A + iden(n)
sort_by_order; (A)
rel2k < list(n) > Lista de n enteros
rel2k 4, <= 0
for i< 1ton—1do
if order(A;, k) = order(A;_1,k) then
rel2ky, < rel2ky, |
else
rel2ky, < rel2ky, , +1
end if
: end for
: return rel2k

= = =

2.3.4. Analisis de complejidad

Como el suffix array de un string S es una permutacion, el Corolario nos
dice que ord(S) también lo es. Entonces, gracias al Lema tenemos que para
k > n, ord,(S) es una permutacién.

Dado que el algoritmo propuesto duplica el valor de k luego de calcular rely(.S),
la cantidad de pasos realizados hasta que k supere a n estd acotada por [log(n)].
Como en cada uno de los calculos de las listas rel;(S) se realizan O(n - log(n))
operaciones, la complejidad total del algoritmo es O(n - log®(n)).

2.4. Construcciéon en O(n - log(n))

Los algoritmos de ordenacién basados en comparaciones, como merge sort,
tienen una complejidad temporal de Q(n-log(n)) [Cor01]. A pesar de esto, existen
escenarios en los que es posible ordenar una lista de elementos mediante el uso de
otros métodos, que alcanzan incluso la complejidad éptima de O(n).

2.4.1. Counting sort

Sea L una lista de n numeros enteros. Definimos como méax(L) al méximo
elemento de L, y a min(L) como el minimo de la misma. Como primera instancia,
y a modo de simplificacién, restaremos min(L) a cada elemento de la lista. De esta
manera, todos los elementos de L se encontrardn ahora en el rango [0, k), donde
k =méx(L) —min(L) + 1.

Counting sort [CorO1] es un algoritmo de ordenacién para listas de niimeros
que posee una complejidad temporal de O(n+ k), utilizando O(k) memoria extra.
La idea detras del mismo es computar la lista freq de tamano k, tal que freq,
representa la cantidad de posiciones j de L que cumplen L; = ¢.
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Denotaremos con L’ a la lista que resulta de ordenar L. Definimos al arreglo
prev, de tamano k + 1, tal que prev, = Z;;}) freq;. La observacion principal del
algoritmo consiste en notar que L; = i si ocurre que prev; < j < prev, ;. Utilizan-
do esto, se puede computar L’ iterando el valor de i, y utilizando la informacién
guardada en prev para llenar las distintas posiciones de la lista ordenada.

Ejemplo 2.4.1. Sea L = [1,0,3,2,0,2], las listas computadas por counting sort
son:
freq = [2,1,2,1]

prev = [0,2,3,5, 6]

L'=1[0,0,1,2,2,3]
Notar, por ejemplo, que las posiciones de L’ que tienen el valor 2 son las del rango
[prevy, prevs)

En este trabajo, utilizaremos una idea muy similar para ordenar la lista iden(n),
considerando que ¢ se ubicard antes que j si L; < L;, o bien L; = L; e 1 < j.
Notemos que, en caso de que freq; sea mayor a 0, prev; es la primer posiciéon en
la lista final, donde el valor guardado serd un indice p tal que L, = ¢. Esta infor-
macién nos permitird asignar secuencialmente valores a las distintas posiciones de
L', usando en todo momento prev, como indicador de la menor posicién atn no
utilizada en L’ donde el valor final serd un indice de L que contenga el valor i.

El algoritmo propuesto iterard la lista L de izquierda a derecha. Sea p la
posicién actual de L y « = L,. Sabemos que, si ordendramos la lista L, la posicién

prev, poseeria el valor x. Es por esto, que podemos realizar la asignacion L/ =

prev,,
p, y luego incrementar en 1 el valor de prev,. De esta manera, la proxima posicion
de L que contenga el valor x se ubicara en una posicién contigua a la de p en L'.
Podemos notar que el método descrito mantiene el orden relativo entre posiciones

de L que contengan valores idénticos.

Ejemplo 2.4.2. Sea L =[1,0,2, 1,0, 1], se muestran a continuacién los sucesivos
pasos realizados por el método propuesto para generar la lista L’. En la izquierda,
se muestra en rojo el elemento que se itera actualmente en L, mientras que en la
derecha se observa la lista L' a medida que avanza la ejecucion del algoritmo.

[17072717071]%[_7_7 0 7_7_7_]
~—
prev,
[17072717071]%[ 1 7_707_7_7_]
~
prevy
1,0,2,1,0,1] - [1,—,0,—,—, 2 ]
~
prevy
1,0,2,1,0,1] - [1,—,0, 3 ,—,2]
~—
prevy
[1,0,2,1,0,1] — [1, 4 ,0,3,—,2]
~—
prevg
[1,0,2,1,0,1] — [1,4,0,3, 5 2]
~—

prevy
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Algoritmo 7 Ordenamiento de la lista L utilizando counting sort en O(n + k)

freq < list(k + 1)

prev < list(k + 1)

for i< 0ton—1do
freqy, < freqp, +1

end for

prev_values < 0

for 1 < 0 to k do
prev; < prev_values
prev_values < prev_values + freq;,

end for

L« hSt(n)

:fori+0ton—1do

L;revLi — 9

prevy < prevy +1

: end for

: return L/

e e e e e

2.4.2. Radix sort

El algoritmo de counting sort es 1til cuando es aceptable una complejidad
espacial de O(k). Es intuitivo plantearse si se puede utilizar el mismo método
para ordenar lexicograficamente d-uplas (tuplas con d elementos) tal que todos
sus valores sean menores a k. Recordemos que el método antes descrito ordena
listas de ntiimeros. Si quisiéramos plantear una biyeccién entre d-uplas y nimeros,
necesitariamos k% valores distintos, por lo que la complejidad espacial resulta
exponencial en d. Por ejemplo, un mapeo posible entre los dos conjuntos consiste
en relacionar un nimero x con su representacion en base k (las coordenadas de
una d-upla representan los coeficientes de un nimero en la misma base).

Sea L una lista de d-uplas con coordenadas menores a k, denotaremos con L7
a la j-ésima coordenada de la tupla ubicada en la posicion ¢ de L. El algoritmo de
ordenamiento conocido como radix sort consiste en correr counting sort d veces
sobre la lista L. En la ejecucion nimero ¢ del algoritmo, el criterio de comparacién
entre dos tuplas es el valor de la coordenada d — ¢ de cada una de ellas, ignorando
el resto de los valores.

Lema 2.4.3. Sea L una lista de d-uplas. Luego de ejecutar las d llamadas a
counting sort, el algoritmo de radiz sort ordena la lista L lexicogrdficamente.

Demostracion. Probaremos por medio de induccién que luego de i ejecuciones de
counting sort, si consideramos la lista L’ de i-uplas compuestas por las tltimas i
coordenadas de cada tupla de L, entonces L’ estd ordenada lexicograficamente.
Si suponemos que ¢ = 1 el lema es trivialmente verdadero, pues L’ es una lista
de ntimeros, por lo que counting sort realiza el ordenamiento de manera correcta.
Supongamos como hipotesis inductiva que radix sort ordeno lexicograficamente
las ultimas x — 1 coordenadas de cada d-upla con las primeras z — 1 llamadas de
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counting sort (z > 2). Sean i,j € [0,n) tal que L& < L;l_z. Al ejecutar el
algoritmo una vez mas, existen dos escenarios:

s SiL97T £ L;-l’x, counting sort considerara entonces a ¢ antes de j en el or-
denamiento. Esto es correcto, pues el orden lexicografico prioriza la primera
coordenada antes que las siguientes.

= Si L?_‘” = L?_f”7 como hemos observado en el Algoritmo , el par de indices a
comparar en counting sort almacenan el mismo valor, por lo que se preserva
el orden relativo calculado en los x — 1 pasos anteriores, el cual por hipdtesis
inductiva, es lexicograficamente correcto. O]

Podemos observar que la complejidad temporal total de ejecutar radix sort
para ordenar a la lista L es de O((n + k) - d). Si en una llamada de counting sort
se reutilizan los arreglos freq y prev de la ejecucion anterior, la memoria utilizada
por el algoritmo es O(k).

2.4.3. Optimizando el algoritmo de Manber y Myers

El algoritmo descrito en la Seccién[2.3.1] calcula las listas rel; (S) para O(log(n))
valores distintos de k. En cada uno de ellos, utiliza merge sort para ordenar las
listas de pares order(i, k). Por definicién de rel(S), cada coordenada de los pares
a ordenar tiene valores que se encuentran en el rango [0,7n). Esto permite que ra-
dix sort compute la lista ordenada de estos pares utilizando O(n) memoria extra,
y logrando una complejidad temporal de O((n +n) - 2) = O(n).

Gracias a la optimizacién propuesta, cada uno de los O(log(n)) pasos ejecu-
tados por el algoritmo de Manber y Myers puede ser realizado con una cantidad
lineal de operaciones, por lo que el cémputo del suffix array del string S alcanza
una complejidad temporal final de O(n - log(n)), utilizando O(n) memoria extra.

—— 0(n log(n))
1600 O(n |ng(n))
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100000 300000 500000 700000 900000 1100000 1300000 1500000 1700000 1900000
N

Figura 2.1: Tiempo de ejecucion de la construccion de suffix array para el string
S = a". Este es el peor caso con respecto a la complejidad temporal del
algoritmo, pues rel,(S) no es una permutacién para ningin k tal que k < n.
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2.5. Construccion en O(n)

Existen métodos atin mas veloces que realizan el computo de suffix array, lo-
grando una complejidad temporal de O(n). Uno de ellos se enfoca en construir
primero una estructura distinta sobre el string S, llamada suffiz tree [Wei73], y lue-
go generar el suffix array a partir de la informacién provista por ella [KSBOG6]. Hay
otros algoritmos que incluso logran realizar el computo necesario en complejidad
lineal sin depender de otras estructuras, como el algoritmo de Kim [KSPPO05].

A pesar de que la descripcion y el andlisis de este método excede los objetivos
propuestos en este trabajo, asumiremos de ahora en mas que cuando sea necesa-
ria la construccion del suffix array de un string S de longitud n, tanto el costo
computacional como la memoria extra requerida serd de O(n).



Capitulo 3

Longest Common Prefix array

3.1. Introduccion

Sea P una permutacion. Con el objetivo de simplificar la redaccién, nos re-
feriremos a inv(P) como pos, y ademds denotaremos como lcp, ;(S) al valor de

ICp(Si—n Sj—>)-

Definicién 3.1.1. Dado un alfabeto . Sea S un string de longitud n en >*
y A su respectivo suffix array. El longest common prefiz array (abreviado como
lep array) de S es una lista de nimeros H de longitud n, la cual contiene el valor
de la funcién lcp para sufijos de S que se encuentran en posiciones consecutivas
del suffix array, es decir:

= Hy=0
= H;y=lcpy,_, 4,(5)
Ejemplo 3.1.2. Sea S = abbaab. La lista ordenada de sufijos es
[aab, ab, abbaab, b, baab, bbaab].
En este caso, el lcp array de S estara representado por la lista
H=10,1,2,0,1,1].
Se puede notar, por ejemplo, que Hy = 2, pues tenemos que lcp(ab, abbab) = 2.

La construccion del lep array H de un string S estd intimamente relacionado
con el suffix array A del mismo: existen algoritmos que lo computan durante la
ejecucion del algoritmo de Manber y Myers descrito en la Seccién [2.3.1] mientras
que otros utilizan la informacion de A luego de que esta lista ha sido ya construida.

A pesar de solo contener informacién que relaciona sufijos consecutivos de A,
el arreglo H permite el calculo de la funcién lep entre cualquier par de sufijos de
S. Esto, como veremos més adelante, nos permitira optimizar la complejidad de
soluciones a distintos problemas.

23
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Lema 3.1.3. Sea S un string de largo n, su lcp array H y el inverso de su suffiz
array pos. Dadas dos posiciones i, j € [0,n) tales que pos; < pos;, se cumple que
lep, ;(S) < Hy, para todo k € [pos; +1, pos;].

Demostracion. Consideremos un valor de k arbitrario que se encuentre en el rango
[pos; +1, pos;], y supongamos que lcp; ;(S) > Hy. Como S;, y S;_, comparten al
menos sus primeros Hy + 1 simbolos, todos los sufijos que se encuentren entre ellos
en el suffix array deben cumplir la misma condicién, pues si esto no ocurriese para
una posicion inicial z de un sufijo, entonces valdria que pos, < pos; o pos, > pos;,
y en consecuencia S,_, no se encontraria entre S;_, y S;_, en A. Pero entonces,
en particular, tenemos que los sufijos S4, ,—, v Sa,— comparten al menos sus
primeros Hj + 1 simbolos. Esta contradiccién nos permite concluir entonces que
lep; ;(S) no puede ser mayor a Hj,. O

Corolario 3.1.4. Sea S un string de largo n, su lcp array H y el inverso de
su suffix array pos. Dadas dos posiciones i, j € [0,n) tales que pos; < pos;, se

pos;

cumple que lcp, ;(S) = k:rlgl;nﬂ H;.

pos;

Demostracion. Sea m = i min , Hy. Todo sufijo Si_, tal que k € [pos;, posj] debe
=pos,; +

compartir los primeros m simbolos, pues si eso no ocurriera para un valor de k,
entonces Hy < m (lo cual es absurdo dado que m es, por definicién, el minimo de
los valores de H en el rango). Pero entonces tenemos que, en particular, S, y S;_,
comparten sus primeros m sfmbolos, por lo que lcp; ;(S) > m. Ademds, gracias
al Lema , sabemos que m es también una cota superior para lcpi,j(S ). Utili-
zando las observaciones realizadas, podemos concluir finalmente que se cumple la
igualdad lcp; ;(S) = m. O

3.2. Construcciéon en O(n - log(n))

Hemos mencionado previamente que existe una importante relacién entre la
construccién del lep array de un string S, y el suffix array del mismo. Es natural
entonces intentar aprovechar el algoritmo propuesto por Manber y Myers para
computar, de forma simultanea, el arreglo de lcp.

Sea k tal que rel,(S) es una de las [log(n) + 1] listas calculadas en la cons-
truccién del suffix array de la palabra. Ademés, denotemos como P* a la permu-
tacion retornada por el algoritmo de counting sort propuesto en el Algoritmo
al ejecutarlo para ordenar reli(.5). Si ocurre que rely(S) pr # rely(S) Pk, entonces
lep(S PEs S Pt _,) < k. En el caso contrario, sabemos que el valor de la funcién
lcp para el par de sufijos es al menos k.

Observacién 3.2.1. Sea 1 = PF, yy = PF |, x5 = P?*, y, = P2F, se cumple
que:
rely (), # relp(S),, = relok(S)s, 7# relog(S)y,
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Ademas, de forma andloga, tenemos que:
relog (S) s, = relog(S),, = reli(S)s, = reli(S),,

Procederemos a describir un método para calcular el valor de cada posicién del
lcp array de manera recursiva. Durante el proceso, y luego de obtener rel(S), se
mantendrd como invariante que H; ya ha sido computado previamente si H; < k.

Luego de calcular rel; (S), es fcil notar que si P! | # P!, entonces H; = 0, pues
el primer simbolo de los sufijos es distinto. Ademéas asumiremos que, inicialmente,
HonyHZ-:oosii>OyPil_1:Pil.

Sea i € [1,n). Por simplicidad, denotaremos vy = lep(Sa, ,—, S4,—). Suponga-
mos que, luego de calcular rely(S) tenemos que P, # P?* v ademds PF | = PF.
Gracias a esto, concluimos que k < v; < 2k, por lo que, para mantener la in-
variante propuesta, el valor de H; debe ser computado antes de proceder con el
siguiente paso del algoritmo que construye el suffix array de S. Como v, > k, vale
que:

v1 =k +1ep(Sa,_ 4k Sa, k)

Sea vy = lep(Sa,_y+h—s Sa4k—); @ = POS,, 41 ¥ b= pos, . Como v < 2k,
vy debe ser estrictamente menor a k. Utilizando la igualdad introducida en el

Corolario 3.1.4t

max(a,b)
vg= min Hj (3.1)
j=min(a,b)+1

Gracias a la invariante propuesta, todos los valores de j € [0,n) que cumplen
H; < k fueron calculados en pasos previos. En particular, el minimo del rango
[min(a,b) + 1, méx(a, b)] en el arreglo final es uno de ellos, por lo que el valor de
vy computado en (3.1f) serd correcto y consistente.

El valor de H; se calcula sélo cuando P?" # P* y PF, = PF. Gracias a la
Observacion [3.2.1], ambas condiciones se cumplen para un unico valor de k, por lo
que H; nunca se calculara mas de una vez.

Al momento de computar H; para distintos valores de j, debemos ser capaces
de realizar reiteradas veces dos tipos de operaciones sobre el arreglo H:

» query(l,7): Obtener el valor del minimo en el rango [[,7] de la lista.

» set(z,v): Asignar el valor v a la posicién z de la lista.

Iterar todas las posiciones de un rango para obtener el minimo valor del mismo
causa que la cantidad de operaciones realizadas para obtener el valor de H; sean
O(n), logrando asi una complejidad temporal de O(n?) para computar el Icp array,
sin la necesidad de utilizar memoria extra.

La estructura de datos conocida como segment tree (ver el Apéndice per-
mite realizar ambos tipos de operaciones sobre una lista de tamano n, utilizando
en total O(n) memoria extra, con un costo operacional de O(log(n)) por cada una
de ellas. De esta manera, el algoritmo propuesto para el computo del lcp array
durante la creacion del suffix array resulta en una complejidad temporal final de

O(n -log(n)).
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Algoritmo 8 Cémputo de posiciones j del lcp array tales que k < H; < 2k

1: fori+ 1ton—1do

2 if P¥ | = PFand P?*, # P?* then
3 @ < POS4, | +k

4: b < POSy,

5: if a > b then

6 swap(a, b)

7 end if

8 H; < query(a+ 1,b)
9: set(i, H;)

10: end if

11: end for

3.3. Construccién en O(n)

En los 1ltimos anos se han logrado importantes avances en el estudio de suffix
array, descubriendo métodos que construyen el mismo en O(n). Esto motiva a
intentar construir el lcp array en la misma complejidad, y asi lograr un algorit-
mo completamente lineal (tanto en cantidad de operaciones como memoria extra
utilizada) que calcule ambas estructuras.

El algoritmo propuesto por Kasai et al. [KLAT01] es uno de los méas simples y
de los primeros en lograr computar el lcp array con una complejidad temporal y
espacial de O(n). A diferencia del método explicado previamente, el actual utiliza
la informacion provista por el suffix array en su version final, en vez de construir
ambas listas al mismo tiempo.

Lema 3.3.1. Sea S un string de largo n, su lcp array H, y su suffix array A.
Dado i € [0,n —1). Si Hpos, = k, con k >0, entonces Hyos,,, >k — 1.

Demostracion. Denotemos x = pos,. Al haber asumido que H, > 0, tenemos que
xz # 0. Como lep(Sa,—s,Sa, ,—) = k, si borrdramos el primer simbolo de ambos
sufijos, el valor del lcp entre este nuevo par de strings seria igual a k — 1.

Sean [ y r las posiciones en A donde ocurren los sufijos resultantes de remover
la primer letra de Sa,_, y Sa, respectivamente, es decir [ = pos,__, 1 Y7 = pos;, ;.
El orden relativo entre los sufijos no cambia al eliminar la primer posicion de cada
uno de ellos, porque al ser £ > 0, el simbolo inicial en ambas palabras era idéntico.
Entonces podemos asumir que [ < r.

Como el valor de lcp entre ambas palabras es k — 1, gracias al Corolario |3.1.4]
tenemos que:

mrl’n Hi=k-1

Jj=l+1
Es decir, k — 1 es una cota inferior para el valor de todas las posiciones de H en el
rango [[+1,r]. En particular, esto vale para H,. Pero como r = pos;;, obtenemos
entonces que H, >k—1. O

PoOS; 1



3.3. CONSTRUCCION EN O(n) 27

El método propuesto para la construccién del lep array computa inicialmente
el valor de la funcién lep entre el sufijo de largo n y el que se ubica en la posicién
anterior adyacente en el suffix array. Luego, considerando el Lema [3.3.1], prosigue
a computar el resto de los sufijos en orden decreciente de longitud, reutilizando el
valor del lep obtenido en pasos previos para evitar realizar operaciones redundan-
tes. Notar que, dado un sufijo de largo L, si se desea obtener el de tamano L — 1,
es suficiente con eliminar el primer simbolo del mismo.

Algoritmo 9 Algoritmo de Kasai et al. para el computo del lcp array de S

1: k<0
2: H + liSt(n)

3: for i <~ 0 ton do > Computar lep; 4, (5)
4: if pos; = 0 then Z

5: k+ 0

6: else

7 ] — Aposi 1

8: while i + &k <n and j+ &k <n and S;; = Sj;; do

9: k+—k+1

10: end while

11: end if

12: Hposi — k

13: k < max(k — 1,0) > borrar el primer valor de S;_, = lep >k — 1
14: end for

Para analizar la complejidad temporal del algoritmo, es suficiente con notar
que todas las operaciones realizadas consisten en incrementar o decrementar el
valor de la variable k. Es trivial que k£ no puede ser nunca mayor o igual a n o
menor a 0. En cada una de las n iteraciones, el valor de k decrece en a lo sumo
1 (excepto cuando pos; = 0, en donde se le asigna el nimero 0). Pero entonces la
cantidad total de veces que se puede incrementar el valor de k£ en el ciclo de la
linea 8 en el Algoritmo [9 es a lo sumo 3n. Concluimos entonces que la cantidad
de operaciones realizadas por el método es O(n).

Ejemplo 3.3.2. Sea S = aabaabba. El suffix array de S esta determinado por la

lista de nimeros
[7,0,3,1,4,6,2,5].

Ademas, el lcp array de S se representa con la lista
0,1,3,1,2,0,2,1].

Podemos observar alli que se cumple la propiedad Hyos, > Hpos, , — 1 para todo
i€ [1,15]].
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Aplicaciones

4.1. Introduccion

Durante el desarrollo de esta seccion, abordaremos distintos casos de uso y
aplicaciones en las que las estructuras previamente descritas juegan un rol funda-
mental. En particular, se plantearan soluciones a los problemas introducidos en la
Seccién [1.2L

Como ha sido discutido previamente, y a modo de recordatorio, en esta sec-
ciéon asumiremos que, a pesar de solo haber mencionado su existencia sin entrar
en detalles, los algoritmos utilizados para la construccion del suffix array y el lon-
gest common prefix array de un string S de longitud n tendran una complejidad
temporal y espacial de O(n). Ademds siempre asumiremos, sin pérdida de gene-
ralidad, que Y estara compuesto tinicamente de las letras mintsculas del alfabeto
inglés.

4.2. Contar ocurrencias de un patron en un
texto

El problema principal que motivo el desarrollo y la creacion del suffix array fue
el de, dados strings S y T' de largo n y m respectivamente, contar la cantidad de
ocurrencias exactas de S en T'. La solucién propuesta en la Seccién posee una
complejidad temporal de O(n - m). Intentaremos utilizar los algoritmos descritos
en este trabajo para alcanzar una mejora en el rendimiento.

4.2.1. Una propuesta de complejidad lineal: O(n + m)

Sea # un simbolo que no se encuentra en Y, el cual cumple que # <’ ¢ para
todo ¢ € 3. Fijos S y T como antes, denotaremos con S’ al string perteneciente
a (XU {#})" que cumple S’ = S + # + T, y nos referiremos a # como el simbolo
separador entre S y T

Sean A’y H' el suffix array y el lep array correspondientes al string S’. Ademaés,
pos’ denotara a la permutacion inversa de A’. Notar que los sufijos de T se en-

28
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cuentran representados en A’ por los valores en el rango [n + 1,n + m]|, pues los
primeros n + 1 representan sufijos que tienen su posiciéon inicial en S, o bien en el
simbolo especial utilizado como separador entre S 'y T

Denotamos como p a la posicion del suffix array en donde se encuentra el sufijo
que representa la palabra S’ (es decir, p = pos;). Dado que el simbolo separador
no pertenece a i, el valor de HI’, no puede exceder n. En particular, si x es una
posicién inicial de una ocurrencia de S en T' que cumple pos!, < p, se debe cumplir
que

p
min H, =n.
j=pos, +1 7
En otras palabras, si hay una ocurrencia de S en T" a partir de x, todo elemento del
rango [pos, +1, p] en H' debe ser al menos n. Un escenario completamente andlogo
ocurre para las ocurrencias tal que pos,, > p. Es por esto que, sin pérdida de
generalidad, s6lo observaremos los sufijos que se encuentran en posiciones previas
apen A

Gracias a la observacién realizada, para encontrar todas las ocurrencias de S
en T a partir de posiciones que se encuentran a la izquierda de p en A’, basta
con recorrer los indices del suffix array en orden decreciente desde p, mientras que
H’ en esos lugares no sea menor a n. Cada posicion visitada en A’ que posea un
indice de S’ mayor a n representara una ocurrencia de S en 7.

Al momento de analizar la cantidad de operaciones realizadas por método
propuesto, basta con observar que cada posicién de A’ se visita a lo sumo una vez.
Como |A’| =n+m+ 1, concluimos que la complejidad temporal del algoritmo es
O(n+m).

Algoritmo 10 Ocurrencias de S en T a partir de posiciones menores a p en
O(n+m)
1: total < 0
2: for ¢ <~ p —1 down to 0 do
3: if H , <n then > lepy, o(S”) < n, no hay mas ocurrencias
break
end if
if A} > n then > S ocurre en T a partir de A, —n — 1
total < total + 1
8: end if
9: end for
10: return total

Ejemplo 4.2.1. Sea S = aba y T" = ababa, tenemos n = 3 y m = 5. El suffix
array y el lep array de S’ son
p

, —_——N—
A’ = [#ababa, a, at#tababa, aba, abat#ababa, ababa, ba, ba#ababa, baba],
H' =10,0,1,1,3,3,0,2,2]

En rojo se destacan los sufijos que representan las respectivas ocurrencias de S en
T, donde se puede observar que Hy = Hi = n.
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4.2.2. Un enfoque con biisqueda binaria: O(n + log(m))

Como primera instancia, es util notar una propiedad importante que posee el
suffix array de un string:

Lema 4.2.2. Dados strings S y'T" en ¥* de largos n y m respectivamente, y sea
A el suffiz array de T, se cumple que el conjunto de posiciones iniciales de todas
las ocurrencias de S en T se encuentran en un unico rango continuo de A.

Demostracion. Sean i,j € [0,m) tal que pos; < pos; y que S ocurre en T' a partir
de iy j. Para probar el lema, es suficiente mostrar que para todo k € [pos;, pos;],
S ocurre en T' a partir de Ay.

Sea k tal que pos; < k < pos;. Como Tiin = Tjjin = S, tenemos que
lep, (T') > n. Entonces, gracias al Corolario , podemos concluir que vale la
desigualdad lcp; 4, (T') > n. Es decir, T;_, y T4, -, comparten al menos sus primeros
n simbolos, por lo que tenemos que S ocurre en T a partir de Ay. O

Ejemplo 4.2.3. Sea S = aba y T' = ababacaba, el arreglo ordenado de sufijos de
T es

[a, aba, ababacaba, abacaba, acaba, ba, babacaba, bacaba, caba].

Se muestran en color rojo los sufijos que representan el comienzo de una ocurrencia
de S en T'. Se puede observar que todas las ocurrencias se encuentran agrupadas.

Denotemos como st y en respectivamente a la primera y la ultima posicion
del suffix array de T' que representen sufijos donde S ocurre como prefijo. Hemos
visto previamente que los sufijos que se encuentren entre medio de esas posiciones
en el suffix array también tendran a S como prefijo. Gracias a esto, la cantidad
de ocurrencias de S en T es igual a la cantidad de posiciones en el rango [st, en).
Es decir, asumiendo que hay al menos una ocurrencia, la respuesta a nuestro
problema es igual a

en— st+ 1.

A continuacién, nos enfocaremos en intentar calcular eficientemente los valores
de st y en. En particular, describiremos en detalle un algoritmo que calcule tini-
camente st, pues el que computa el valor restante es completamente analogo. Al
momento de realizar el andlisis de complejidad temporal del mismo, asumiremos
que la construccién del suffix array y el lep array de T (denotados por A y H
respectivamente) fue realizada previamente, por lo que el costo computacional de
su ejecucion no sera tenido en cuenta.

Observacién 4.2.4. Dados dos strings S y T, y sea A el suffix array de T'. Para
todo entero positivo ¢ menor a |T'| se cumple (por transitividad de la relacién <)
que

Ty, < S = Ty, , <8S.

Lema 4.2.5. Sean S y T strings de largo n y m respectivamente, y sea A el suffix
array de T'. Supongamos que S ocurre enI" al menos una vez, y denotemos con p
a la primera posicion de A tal que S < Ty,_,. Entonces, vale que p = st.
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Demostracion. Sea L =Ty, , y R =Ty, . Gracias a la Observacién [4.2.4} tene-
mos que p < st (es decir, vale que L < R). Supongamos que p # st. Por hipdtesis
del lema, vale que S < L. Sabemos que st representa una ocurrencia de S en T,
por lo que lep(S, R) > n. Pero entonces, al tener que S < L < R, observamos que
lep(S, L) > n, por lo que S ocurre en T" a partir de A,. Esto es una contradiccion,
pues st es, por definicién, la menor posicién que cumple esto, y p < st. O

El algoritmo propuesto a continuacién computarad la primer posicién p en el
suffix array de T tal que el sufijo ubicado alli sea mayor o igual que S. Gracias al
resultado obtenido en el lema anterior podemos garantizar que, en caso de que S
ocurra en T, el valor retornado sera igual a st.

La Observacion [4.2.4] es condicién suficiente para realizar una bisqueda binaria
en el suffix array de T con el objetivo de calcular p. Al momento de evaluar un
candidato durante la ejecucién de un paso de la busqueda, podemos realizar la
comparacion de strings en O(n) para determinar el menor entre las dos palabras.

Para analizar el costo operacional del algoritmo basta con notar que, al efectuar
la bisqueda binaria, se consideran a lo sumo [log(m)] 4+ 1 candidatos durante la
ejecucion. Es por este motivo que la complejidad temporal del algoritmo propuesto

es de O(n - log(m)).

Algoritmo 11 Cémputo de st en O(n - log(m))

if S < Ay then > S <T,,, paratodo 0 <i<m
return 0
end if
if S > A,,_; then >T;, <S8, paratodo 0 <i<m
return m
end if
[+ 0
r—m-—1
while [ +1 <r do
mid + |27
if §$ <Ty,_,,— then
r < mid
else
[+ mid
end if
: end while
: return r

e e e e e
NS R w22

Notar que en el caso en el que no existan ocurrencias de S en T, el algoritmo
recién descrito retornara el valor m, o bien el valor de p no sera consistente con
una ocrrencia de S en 7. Ademads, si las condiciones de las lineas 1 y 4 no se
cumplen, se mantiene durante toda la ejecucién que

T, <SANS<T,.,. (4.1)
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Dado que las condiciones iniciales se pueden verificar de manera directa, asumi-
remos siempre el caso en el que no son verdaderas, por lo que tomaremos a (4.1)
como invariante.

Ejemplo 4.2.6. Sea S = aba y T = ababacaba, los candidatos del suffix array
de T considerados durante la ejecucion de cada paso de la busqueda binaria se
muestran a continuacion en rojo, mientras que los extremos del rango se escriben
en azul:

S<Ta,—

—~
[a, aba, ababacaba, abacaba, acaba, ba, babacaba, bacaba, caba

SSTAQH
———
[a, aba, ababacaba, abacaba, acaba, ba, babacaba, bacaba, caba]
SSTAlﬁ
~ =
[a, aba ,ababacaba,abacaba,acaba,ba,babacaba,bacaba, caba]
st

~ =~
[a, aba, ababacaba, abacaba, acaba, ba, babacaba, bacaba, caba]

Como hemos mencionado durante el desarrollo de este trabajo, al momento
de determinar el menor entre dos strings S y 7T utilizando la relacién < se com-
paran los simbolos uno a uno, comenzando por el primero e iterando de izquierda
a derecha, hasta encontrar la primer posicién ¢ donde S; # T;. Mostraremos a
continuacion que las comparaciones realizadas en la linea 11 del Algoritmo [11]en
cada paso de la busqueda binaria no necesariamente deben comenzarse desde la
primer posicién de los strings involucrados. En cambio, podemos utilizar infor-
macién obtenida en pasos anteriores para ahorrar operaciones, y de esta manera
mejorar la complejidad del método propuesto.

Sean [ y r los valores de los extremos del intervalo considerado durante un
paso de la busqueda binaria en el Algoritmo y sea mid = L”TTJ Ademas, dado
i € [0,m), utilizaremos la notacién

v; = lep(S,Ta, ).

Por definicion de la relacion <, para determinar el menor entre los strings S
y T'a,.,—, basta con comparar los simbolos ubicados en la posicién vyiq en cada
palabra. Si logramos mantener de forma consistente el valor de v,;q durante cada
paso de la busqueda, tendremos una forma efectiva de computar la relacion <
entre ambos strings utilizando una tinica comparacién de simbolos.

Lema 4.2.7. En cualquier escenario de ejecucion de la bisqueda binaria del Al-
goritmo en el que l +1 < r, dado un valor fijo de mid, existe un unico par de
valores posibles para | y r.

Demostracion. Supongamos valores fijos de [, mid y » en un momento de la eje-
cucion del ciclo que representa a la busqueda binaria. Si luego de ejecutar una
vez el ciclo obtenemos que la longitud del intervalo de busqueda es menor a 3,
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en el siguiente paso el algoritmo habra terminado. En el caso contrario valdra
que [ = mid o r = mid, pero como el intervalo resultante considerard al menos
3 posiciones, la posicién del nuevo candidato nunca podra ser la de uno de los
extremos. Es decir, el valor actual de mid no se repetird en los siguientes pasos
del algoritmo. O]

Para alcanzar el objetivo propuesto, necesitaremos de informacion que debe-
mos computar antes de ejecutar nuestro algoritmo: el valor de la funcion lcp entre
el sufijo con posicion inicial en Aq, v los que comienzan en A; y A,. Conside-
remos todas las posibles tuplas de valores (I, mid,r) que pueden ocurrir durante
la bisqueda binaria en el Algoritmo Notemos que el valor de mid siempre se
encuentra en el rango [1,m — 2], y que, gracias a lo obtenido en el Lema m,
para cada uno ellos existen tnicos [ y r que conforman una tupla vélida. Es decir,
hay exactamente m — 2 tuplas que son de nuestro interés.

Dado i € [1, m — 2], denotamos por [; y r; a los valores que toman [ y r cuando
mid = 2. Procederemos a computar los arreglos Llcp y Rlcp, tales que

Rlep; = lepy, 4, (T).

Utilizando el resultado obtenido en el Corolario [3.1.4], definiremos una funcién
(denotada por recLcp) que se encargard de computar los arreglos Llcp y Rlep de
manera recursiva. Mas especificamente, recLep(l, ) calculard los valores corres-
pondientes a las posiciones de ambas listas que se encuentren en el rango [l,r].
Ademas, con el objetivo de simplificar la implementacion, la funcién retornard el
valor de lepy, 4, (7).

Consideremos los valores de [ y r en una de las llamadas recursivas de la
funcion recLcep. Existen varios escenarios posibles:

= Si [ =7, no se ejecutara un nuevo paso de la bisqueda binaria. Ademas el
valor de la funcién lcp serd simplemente la longitud del sufijo T'4,_,.

= Sil+ 1 =r, tenemos un caso similar al anterior. La tnica diferencia yace
en que el valor a retornar serd lep(7'a,—, Ta,—) (es decir, H,).

= Sil+ 1 < r, aprovecharemos que la funcién recursiva retorna el valor de la
funcién lep para el rango representado por sus parametros. Gracias a esto,
podemos concluir que

Llep,,;q = recLep(l, mid),

Rlep,,iq = recLep(mid, 7).
Ademés, el valor a retornar por la funcién serd min(Llep,,;q, RIcpid, Hmid)-
Para analizar la cantidad de operaciones realizadas al ejecutar la llamada a

la funcién recLep(0,m — 1), observemos que solo se realizan llamadas recursivas
cuando la tupla (/,mid,r) es una de las m — 2 que pueden ser utilizadas en la
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busqueda binaria. Ademés, la cantidad de casos en los quel =7y [+ 1 =r son a
lo sumo m y m — 1 respectivamente, pues 0 < [, < m. Concluimos entonces que
la complejidad temporal resultante es O(m).

Algoritmo 12 Funcién recLcp para el cémputo de Llep y Rlep en O(m)

1. if [ =r then

2: return m — 4,

3: end if

4: if [ +1 =7 then

5: return H,

6: end if

7: mid < LH_TTJ

8: Llep,,g < recLep(l, mid)

9: Rlep,q < recLep(mid, 7)

10: return min(Llep,,;q, Rlep,ig; Hmid)

Observaciéon 4.2.8. Dados strings S y T', sea A el suffix array de T'. La secuencia
de valores lep(S,T4,-,) se compone de un prefijo no decreciente, seguido por un
sufijo no creciente. Mds formalmente, existe j € [0,m) tal que

Vi:0<i<j:lep(S,Ta,—) > lep(S,Ta, )
Vi:j<i<m:lep(S,Ta,—) <lep(S,Ta, ,-)
Ejemplo 4.2.9. Sea S = abab y T' = aababaa, tenemos que
A = [a, aa, aababaa, abaa, ababaa, baa, babaa].
Sea L la lista de tamano |T'| tal que L; = v;, vale que
L=1[1,1,1,3,4,0,0]

En donde observamos en rojo el prefijo no decreciente, y en azul el sufijo no
creciente de la misma.

Dados los extremos [ y r de un paso de la busqueda binaria del Algoritmo
11, consideremos los valores respectivos de v; y v,. Sin pérdida de generalidad,
asumiremos que v; > v,. Si deseamos calcular v,,;q, tenemos distintos escenarios:

» Si Llepig > i, tenemos que Ty, .o =yp+1 T4, #u+1 S. En particular,
gracias a la primera desigualdad de la invariante obtenida en (4.1)), podemos
concluir que st > mid, y a su vez vyiq = v;.

» Si Llep,,iq = v1, los primeros v; simbolos entre T4 .., y S son iguales. Es por
esto que podemos comenzar a comparar una a una las siguientes posiciones,
comenzando desde v; + 1, hasta encontrar la primera en la que difieran.
El simbolo que se encuentre alli determinara si st se encuentra en mitad
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izquierda o derecha del intervalo de la buisqueda binaria. Ademés, asumiendo
que se compararon x nuevos simbolos, el valor de v; (o v, si el simbolo distinto
era mayor al de la posicion correspondiente en S) incrementara su valor en
x.

» Si Llepyq < v, S coincide en menos simbolos con T ,,—, que con Ty, _,.
Entonces, gracias a la Observacion [4.2.8] tenemos que st < mid. Ademas, el
nuevo valor de v, serd Llcp, ;q-

Cabe destacar que el caso en el que v; < v, es completamente analogo al recién
descrito, utilizando los valores de Rlcp en vez de los de Llcp.

Sea mx = max(v;, v,). Es claro que en el primer y tercer escenario se realizan
O(1) operaciones, pues todos los valores que se requieren ya fueron previamente
computados. Ademas, el valor de mx no se ve afectado. En el segundo caso, mx
incrementa su valor por la cantidad de nuevas comparaciones que se realizan hasta
encontrar el siguiente simbolo que difiere entre T4 .., y S. Dado que mx nunca
decrece, y ademas se encuentra acotado por n, podemos concluir que la cantidad
de veces que el valor de mx aumenta durante todos los pasos de la busqueda
binaria es a lo sumo n.

Como observamos que la cantidad de operaciones realizadas en cualquiera de
los tres escenarios es a lo sumo n en total, obtenemos finalmente que la complejidad
temporal del algoritmo resulta ser O(n + log(m)).

H n ‘ m ‘ O(n - log(m)) ‘ O(n + log(m)) H
5-10° | 5-10° 15.02 0.96
106 107 16.27 1.48
5-10% | 5-107 91.08 6.95
107 108 181.33 13.93

Cuadro 4.1: Tiempo de ejecucién en milisegundos de los métodos de busqueda
binaria propuestos, donde S =a" y T' = a™.

Cabe destacar que el computo de las listas Llcp y Rlep demandan O(m) opera-
ciones computacionales, por lo que la complejidad final considerando esto termina
siendo muy similar a la del primer algoritmo propuesto en esta seccion. Sin embar-
go, el poder de este método yace en que, una vez calculadas ambas listas, se puede
utilizar las mismas para realizar multiples consultas utilizando distintos patrones,
permitiendo de esta manera lograr una ventaja considerable en comparacién a las
versiones anteriores.
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Algoritmo 13 Cémputo de st en O(n + log(m))

1: vy < lep(Ta,, S)

2: v < lep(Ty,, ,,S)

3: if yy =n or S, < T4+, then > S <T;,,, paratodo 0 <i<m
4: return 0

5: end if

6: if v, <n and S,, > T4, ,+., then > T, <5, para todo 0 <7 <m
T return m

8: end if

9: [+ 0
10: 7+ m—1
11: while [+ 1 < r do
12 mid + [
13: if v; > v, then
14: if Llcp,q > v then > Encontrar primer simbolo que difiere
15: Umid < U + lcp(TAmidﬂﬁ, Su—)
16: else

17: Umid < Llcpiq

18: end if

19: else
20: if Rlep,,;q > v then
21: Umid < Ur + 1Cp(TAmid+w_>, Sv,«—>)
22: else
23: Umid < Rlepiq
24: end if
25: end if
26: if vig =n or S, ., < Ta, 40, then
27: r < mid
28: Ur € Unmid
29: else
30: [ < mid
31: V1 £ Umid
32: end if

33: end while
34: return r

4.3. Rotacion lexicograficamente minima de un
string

Como hemos mencionado previamente en nuestro trabajo, distintas areas de
estudio utilizan el concepto de rotacién lexicograficamente minima de una palabra.
Muchas veces, la longitud de los strings involucrados suele ser de un tamano
considerablemente grande. Esto motiva a intentar obtener un método que posea
una complejidad mejor que la propuesta realizada en el Algoritmo [2]
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Sea un string S de longitud n contenido en ¥*, a continuaciéon describiremos
un método para computar su rotacién lexicograficamente minima, el cual tendra
una complejidad temporal de O(n).

Denotemos con S’ al string en ¥* que cumple S’ = S+ S. Sea A el suffix array
correspondiente a S’, y pos = inv(A). Nos sera ttil notar que toda posible rotacién
ciclica de S se encuentra representada como substring de S’. En particular, para
todo ¢ que cumple 0 <17 < n, tenemos que

shift'(S) = (9!

n7i~>>07n‘

Es decir, si consideramos los primeros n simbolos de cada sufijo de S’ con posi-
ciones iniciales en el rango [1,n], podemos obtener cualquier rotacién de S.

Observacién 4.3.1. Sean i, j enteros no negativos. Se cumple que
S <8, — S .8,

Gracias a la observacion previa podemos notar que, al computar el suffix array
A de S, ademés estamos calculando el orden relativo entre las rotaciones ciclicas
de S. Es decir, si tomamos ¢, j € [1,n] tal que pos; < pos;, tenemos entonces que
shift"~*(S) < shift" 7 (9).

El algoritmo propuesto resulta bastante simple e intuitivo luego de haber mos-
trado las propiedades de posee el arreglo A: para encontrar la rotacion lexicografi-
camente minima de S, solo debemos encontrar el minimo indice de A que posea
un valor entre 1 y n. Para ello podemos iterar las posiciones del suffix array de
izquierda a derecha hasta encontrar una que cumpla la condicién deseada. Dado
que |A| = 2n, es ficil notar que la complejidad temporal y espacial del método

serd O(n).

Ejemplo 4.3.2. Sea S = acaab. La rotacién lexicograficamente minima de S esta
representada por

shift?(S) = aabac.
Tenemos que S’ = S + S = acaabacaab, y el suffix array A de S’ es

[aab, aabacaab, ab, abacaab, acaab, acaabacaab, b, bacaab, caab, caabacaab).

En rojo se destacan los primeros n simbolos de los sufijos que representan todas
las rotaciones ciclicas de S. En particular se puede observar que en el primero de
ellos, es decir Ay, el prefijo de tamaiio n coincide con shift®(S).

4.4. Largo maximo de un substring en comiin
entre dos strings

Como hemos visto anteriormente, el concepto de lcp array hace que el potencial
del suffix array de una palabra sea mucho mayor, permitiendo el desarrollo de
soluciones para variados problemas que tienen gran impacto en la vida real. Uno
de ellos es el de encontrar la palabra de mayor longitud que ocurre como substring
de dos strings. Describiremos en detalle como resolver este problema mediante el
uso de las estructuras que han sido introducidas en este trabajo.
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4.4.1. Primer propuesta: O((n +m) - log(n + m))

Dados strings S, S5 en ¥* de longitudes n y m respectivamente, nuestro ob-
jetivo sera el de encontrar la mayor longitud de una palabra P que ocurra en S
y S2 al mismo tiempo.

Sea S el string en (X U {#})* tal que S = S; + # + Ss, donde # <’ ¢ para todo
¢ € X, y denotemos al suffix array y al lep array de S como A y H respectivamente.
Notemos que las posiciones de S que se encuentren en el rango [0, n) representaran
sufijos de Sj, mientras que las que pertenezcan al intervalo [n + 1,n 4+ m + 1)
corresponderan a sufijos de Sy. Definimos la lista rep de tamanio n+m+ 1 tal que

1 si0<A; <n
rep; = ¢ 2 sin<A;, <n+m

—1 caso contrario

El problema a resolver es equivalente al de seleccionar dos posiciones i1, 75 del
suffix array A que cumplan rep,, = 1 y rep,, = 2, tal que maximicen el valor de
lep(Si, -, Si,— ). Asumiremos, sin pérdida de generalidad, que i1 < is.

Observacién 4.4.1. Dado un valor fijo de is, si deseamos maximizar el valor de
la funcién lep es 6ptimo considerar como #; a la mayor posicion a la izquierda de
i tal que rep;, = 1, pues el valor de lep(S;, -, Si,—) es no creciente a medida que
decrementa el valor de 7;.

Podemos utilizar la propiedad recién observada para obtener un método simple
que nos permita computar el mejor candidato i; para un valor determinado de 7.
En particular, procederemos de la misma manera para obtener i3 dado un valor
fijo de i1, en caso de que se cumpla 75 < 1.

El algoritmo propuesto consiste en iterar las posiciones de A de izquierda a
derecha, manteniendo dos variables last; y lasty que representan la ultima po-
sicién observada previamente donde se cumple que repy, = 1y rep,y, = 2
respectivamente.

Sea j la posicion que esta siendo iterada en un momento determinado de
la ejecucién. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que rep; = 2. Entonces,
utilizando el Corolario[3.1.4], tenemos que el maximo valor de la funcién lep cuando
i = j (al que denotaremos como best;) cumplird que

bestj = mjl'n Hk
k=last; +1
En el caso en que no existan candidatos para 7; que se encuentren a la izquierda
de j en A, asumiremos que last; = —1. Esto causara que best; = 0, pues por
definicién de H, tenemos que Hy = 0.

Si logramos computar eficientemente los distintos valores de best; para cada
valor que toma j durante la ejecucién del algoritmo, tendremos una solucion al
problema.

Necesitamos de una estructura que sea capaz de computar el minimo valor en
distintos rangos de la lista H. En particular, podemos utilizar un segment tree
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que represente a H, y de esta manera obtener los valores deseados mediante
la funciéon query del mismo.

Durante la ejecucién del método, realizamos una tnica consulta, de comple-
jidad O(log(n 4+ m)), para cada valor posible de j. Es por esto que concluimos
que la complejidad temporal final del método es igual a O((n + m) - log(n + m)),
mientras que se utiliza O(n 4+ m) memoria extra para construir el segment tree

sobre H.

Ejemplo 4.4.2. Sea S; = caba y Sy = acab. En el suffix array de .S, se muestran

en color rojo y azul las palabras que representan sufijos de S; y S5 respectivamente.

Ademas, con el objetivo de simplificar la explicaciéon, no mostraremos los simbolos

que siguen al separador # en los sufijos de S que se correspondan con los de S.
En el caso en que p = 4, tenemos:

lcp(aba,b)=1
A = [a,ab, aba,acab, b ,ba,cab, cabal.
~—~ ~—

lastq p

Ademas, el valor 6ptimo se alcanza cuando p = 7:

lecp(cab,caba)=3

—
A = [a, ab, aba, acab, b, ba, cab,caba |,

N gyt

lasto P

pues el susbtring més largo en comtun entre S; y 53 es cab.

Algoritmo 14 String mds largo en comun entre Sy y Sy en O((n+m)-log(n+m))

1: for i < 0 to |H| do

2: set(i, H;)

3: end for

4: last; + —1

5: lastg < —1

6: maxLength < 0

7. for j < 0 to |H| do

8: if rep; =1 then

9: maxLength < méax(maxLength, query(last, +1, 7))
10: last; < j

11: end if

12: if rep; = 2 then

13: maxLength <— max(maxLength, query(last; +1, j))
14: lasty < J

15: end if

16: end for

17: return maxLength
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4.4.2. Adaptando la solucion para k strings

Dados k > 2 strings S1, Ss, . .., Sk de longitudes nq, no, . . . , ng respectivamente,
intentaremos a continuacién obtener un algoritmo que compute eficientemente el
maximo largo de un string que ocurra en todos ellos al mismo tiempo.

En el caso de que k = 2, el método propuesto anteriormente realiza el trabajo
que buscamos. Es razonable intentar adaptar el mismo para obtener un algoritmo
genérico que funcione para cualquier valor que pueda tomar k.

Sean #1,#,,...,#,_1 simbolos distintos que no pertenecen a ¥, y denotaremos
con S a la palabraen (X U {#; | 0 <i < k})* tal que

S=5+H+5S%th+ - +#H 1+ 5

Asumiremos que #; <’ ¢, para todo ¢ € ¥, y que ademas #; <’ #;,1 para todo
ie0,k—1).

Sea ¢ = |S|. Denotemos con A y H al suffix array y al lep array de S. De
manera analoga al problema anterior, definiremos la lista rep de tamano |S| que
cumpla
(1 si0 < Az <nm

2 sin1<Ai§n1—|—n2

repi - .
k-1 k
kooosidliom <A< o
| —1 caso contrario
Sean i1, 49, . . . it indices arbitrarios en A tal que rep; = j para todo j. Utiliza-
remos las notaciones st = min(iy, 4o, ..., %) y en = max(iy, is, . . ., i). Es intuitivo

notar que el méximo prefijo en comin entre los k sufijos se encuentra representado
por lepy, 4., (S). Es decir, nos interesa computar el minimo del arreglo H en el
rango [st + 1, en].

Sea p un valor fijo de en. Similarmente a lo descrito en la Observacién [4.4.1] si
deseamos obtener el mayor valor posible de la funciéon lcp, es 6ptimo maximizar
el valor de st. Para lograr esto, mantendremos una lista de k valores, denotada
por last, tal que last; es igual a la maxima posicién de A menor o igual a p que
cumple repy, . = 4. Es facil observar que st = min(lasty, lasts, ..., lasty).

El método propuesto es una adaptacién del que ha sido introducido en el
Algoritmo [14 Mientras iteramos el valor de en de izquierda a derecha en A,
mantendremos un puntero que represente el valor de st. Para que el mismo sea
consistente durante toda la ejecucion del programa, nos ayudaremos de la infor-
macion provista por la lista last para poder saber cuando debemos incrementar
el valor de st. Luego de recalcular la posiciéon que representa a st, y de manera
andloga a la solucién anterior, el valor del maximo substring en comun si en = p
lo obtendremos mediante una consulta de minimo en rango en el segment tree que
representa al arreglo H.

Cabe notar que si el valor de p es demasiado chico, puede ocurrir que no
existan k posiciones menores o iguales a p representando a cada uno de los k
strings involucrados. Si nos encontramos en esta situacién, omitiremos el valor
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actual de p, pues no es un candidato valido para tomar el valor de en. En términos
de implementacion, asumiremos que inicialmente last; = —1 para todo i. Durante

la ejecucién del algoritmo mantendremos un contador de cuantas posiciones en
last son distintas de —1 (denotado por total). Si el mismo alcanza el valor de k,
sabremos que nos encontramos con un candidato vélido para en.

Algoritmo 15 String més largo en comin entre k strings en O(¢ - log(¢))

1: for i +- 0 to |H| do
2 set(i, H;)
3: end for

4: last « list(k, —1) > Lista de tamano &k con valor —1 en cada posicion
5: total <0
6
7
8
9

: maxLength < 0

st <0
: for en < 0 to |H| do
if last,ep,, = —1 then

10: total < total + 1
11: end if
12: last,ep,, < en
13: while last,, , # st do > Actualizacién del valor de st
14: st st+1

15: end while
16: if total = k then

17: maxLength <— max(maxLength, query(st +1, en))
18: end if
19: end for

20: return maxlLength

Notemos que cada vez que la condicién del ciclo en la linea 13 es verdadera, la
variable st incrementa su valor en uno. Ademas, st y en se encuentran acotadas
por £, por lo que el ciclo se ejecutara a lo sumo £ veces en total. Esto nos permite
concluir que la complejidad temporal amortizada que posee el algoritmo propuesto
es O(¢-log(?)), utilizando O(¢) memoria extra para mantener el segment tree de
H y la lista last.

4.4.3. Optimizando la complejidad temporal

El método propuesto previamente para la resolucién del problema involucra
el uso de un segment tree sobre el arreglo H. La gran ventaja que proporciona
esta estructura en comparacién a otras es su capacidad de soportar cambios en
la lista de valores. En nuestro caso, H es un arreglo estatico. Es decir, no se
requieren modificaciones en el mismo durante la ejecucion del algoritmo. Esto nos
lleva a pensar en la posibilidad de usar otras estructuras mas eficientes a la hora
de responder el minimo en un rango, aprovechando las propiedades y condiciones
de nuestro problema particular.
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Durante toda la ejecucién del Algoritmo [15] se mantiene como invariante que
st < en. Ademads, ambos punteros nunca decrecen en sus valores. Estas propie-
dades nos permiten notar que el intervalo [st, en] simula el comportamiento de la
estructura de datos conocida como cola: st representa el valor en la posicion inicial
de ella, mientras que en apunta a su elemento final. Ademas, el incrementar el
valor de st y en imita el comportamiento de la cola al realizar las operaciones pop
y push respectivamente.

El objetivo del método es poder computar el minimo del rango representado
por los distintos valores que toman st y en. Gracias a lo observado previamen-
te, podemos utilizar una cola monoténica (ver el Apéndice para mantener
consistentemente los valores de H que se encuentren en el rango [st, en].

Al momento de incrementar el valor de en, insertamos H., .1 en la cola. De
manera analoga, cuando se requiere aumentar st, removemos Hg 1 de la misma.
Es facil observar que, de esta manera, solo mantenemos en la cola monotoénica los
valores de H que son necesarios para computar el valor de lepy 4. (5).

Como la cantidad de veces que realizamos la operacién push en la cola es
exactamente ¢, obtenemos finalmente un algoritmo con complejidad temporal y

espacial de O(().

Algoritmo 16 String més largo en comun entre k strings en O(¢)

1: last < list(k, —1) > Lista de tamano &k con valor —1 en cada posicion
2: total «— 0
3: maxLength < 0
4: st 0
5: lepQueue <— monotonicQueue()
6: for en <— 0 to |H| do
7: if last,ep,, = —1 then
8: total < total + 1
9: end if
10: lastyep,, < en
11: while last,, , # st do > Quitar de la cola al actualizar st
12: st st+1
13: LepQueue.pop()
14: end while
15: if total = k then
16: maxLength < max(maxLength, LcpQueue.min())
17: end if
18: if en # |H| then
19: LepQueue.push(Hepn 1) > Agregar a la cola al actualizar en
20: end if
21: end for

22: return maxLength




Apéndice A
Consultas de minimo en rango

Durante el desarrollo de este trabajo, en reiteradas ocasiones nos encontramos
con la necesidad de contar con un método para computar de manera eficiente el
minimo valor en un rango continuo de posiciones de una lista de niimeros enteros.
A continuacion describiremos, de manera breve y concisa, dos estructuras de datos
que son utilizadas por los distintos algoritmos aqui propuestos.

A.1. Cola monotdnica

El objetivo de esta seccion sera el de introducir una estructura de datos que
implementara la interfaz de una cola, con la propiedad adicional de almacenar
informacion relacionada al minimo valor que se encuentra en ella en un momen-
to determinado de tiempo. Esta estructura es conocida como cola monotonica,
y provee la capacidad de realizar las siguientes operaciones sobre una lista de
nimeros:

» push(z): agregar un elemento al final de la lista con valor x.

= pop(): en caso de que la cola no se encuentre vacia, remover el elemento
ubicado en su primer posicién.

» min(): consultar por el minimo valor ubicado en alguna posicién de la lista.
Si la cola no posee elementos, se retorna el valor oo.

Para proveer una implementacion de las operaciones previamente descritas,
contaremos con una estructura auxiliar que nos sera de mucha utilidad: la cola
doblemente terminada (también conocida como deque). El poder de la deque yace
en que provee la posibilidad de agregar y borrar elementos de cualquier extremo
de la cola, gracias a las operaciones pushBack, pushFront, popBack y popFront.
Ademas, mediante el uso de front y back se puede consultar el valor ubicado en la
primera y en la ultima posicién de la cola respectivamente. Todas las operaciones
mencionadas poseen una complejidad temporal de O(1).

En este trabajo, implementaremos la cola monoténica como una deque de
pares de enteros. El par ubicado en la primer posicién de la misma contendra

43
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en su primera coordenada el minimo actual en la cola, mientras que la segunda
representa cuantas operaciones pop son necesarias para que el valor del menor
elemento de ella aumente. Ademas, dado dos pares consecutivos en la deque, se
cumplird siempre que el primero de ellos tiene un valor menor que el segundo en
su primer coordenada.

Al momento de realizar la operacién push(z), mantendremos un contador para
representar la cantidad de veces que x sera el minimo luego de que todos los valores
menores a ¢l hayan sido quitados de la cola. Inicialmente el mismo sera igual a 1.
Ademads, cuando haya un par (z1,;) en la cola tal que x < zy, notemos que x
reemplazard a x; como menor valor en las y; ocasiones en las que x; iba a ser el
minimo de la lista. Esto es porque, para borrar el nuevo elemento que esta siendo
insertado, primero se deben quitar todas las ocurrencias de x; que se encontraban
en la cola previamente. Gracias a la condiciéon de que los pares de la deque se
encuentran ordenados con respecto a su primera coordenada, podemos borrar
reiteradas veces el elemento final de la misma mientras que se cumpla que z es
menor o igual al primer valor de ese par.

La operacion pop consiste en decrementar el valor de la segunda coordenada
para el primer elemento (z1,y;) de la deque. En caso que el mismo llegue a cero,
significa que el valor del minimo de la cola ha aumentado, pues todas las ocurren-
cias de xq en ella han sido quitadas. En ese escenario, deberemos borrar de la cola
al primer par de la misma, mediante la operacién popFront.

Gracias a que la deque cumple que la primer posicién representa al minimo
actual en la cola monotdnica, realizar la operaciéon min se reduce simplemente a
retornar su primer coordenada.

Ejemplo A.1.1. Dada una cola monoténica inicialmente vacia, se muestra a
continuacion el estado de la deque luego de cada operacion listada:

push(2) — [(2,1)]
push(3) — [(2,1), (3,1)]
pop()  — [(3,1)]
push(l) — [(1,2)]
push(3) — [(1,2), (3,1)]
push(l) — [(14)]
pop()  — [(1,3)]

Notar que en cada momento, la primer coordenada del elemento inicial de la deque
coincide con el minimo en la cola monotdnica.
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La implementacién de cada una de las operaciones soportadas por la cola
monotoénica consiste inicamente en insertar y borrar elementos de la deque. De-
notemos como k a la cantidad de veces que se ejecuté push. Como cada una de
ellas agrega exactamente un elemento a la deque, la cantidad de veces que se borra
un elemento de la misma también se encuentra acotado por k. Es por esto que la
complejidad temporal y espacial final resulta en O(k).

Algoritmo 17 Implementacién de la interfaz de una cola monotoénica

1: procedure push(z)

2 total < 1

3 while |deque| > 0 and deque.back()y > = do
4 total < total + deque.back();
5: deque.popBack()
6 end while

7 deque.pushBack((z, total))
8: end procedure

9: procedure POP()
10: if |deque| > 0 then

11: deque.front(); < deque.front(); — 1
12: if deque.front(); = 0 then

13: deque.popFront()

14: end if

15: end if
16: end procedure

17: procedure MIN()
18: if |deque| = 0 then

19: return oo

20: else

21: return deque.front()g
22: end if

23: end procedure

A.2. Segment tree

En muchos escenarios, las consultas de minimo en rango se deben realizar
sobre una lista que recibe modificaciones en los valores de sus distintas posiciones.
A continuacién, describiremos una estructura de datos que permite resolver este
problema de manera eficiente.

Definicién A.2.1. Un arbol binario con raiz se denomina estricto si cumple la
propiedad de que cada uno de sus nodos posee exactamente cero o dos hijos. A su
vez, los nodos que no tienen hijos se llaman hojas.
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Observaciéon A.2.2. Un arbol binario estricto con k hojas, posee exactamente
2k — 1 nodos en total. Este hecho se desprende de que, si tomamos dos hojas
que poseen el mismo padre y las eliminamos del arbol, k£ decrece su valor en
exactamente 1. Este proceso puede ser repetido mientras que k£ > 1, por lo que la
cantidad de nodos que inicialmente no eran hojas es exactamente k& — 1.

Sea A una lista de n nimeros. Dados enteros [ y r tales que 0 < [ < r < n,
definiremos la funcién recursiva init(l, r), la cual generard un érbol binario estricto
que almacenard en su raiz al valor del minimo del rango [I,7) en A:

= Sil+1=r, el rango representa a un solo elemento de la lista A, por lo que
el arbol se compone de un unico nodo hoja, el cual contendra el valor A;.

» Sil+1<r seam= LHTTJ La raiz del arbol poseera como hijos izquierdo
y derecho a las raices de los arboles generados por las llamadas recursivas a
init(l,m) y a init(m, r) respectivamente. Podemos observar que en este caso,
la, posicién del minimo del rango [, ) se encuentra contenida en el rango
representado por uno de los hijos de la raiz. Es por esto que el valor que
contendra la raiz sera simplemente el minimo de los valores almacenados en
sus hijos.

El segment tree que representa a A es el arbol binario estricto generado por la
llamada a la funcién init(0,n). Cabe notar que la cantidad de hojas en el mismo
es exactamente n. Gracias a la Observacion podemos concluir entonces que
la cantidad de nodos en total es 2n — 1. Como en cada ejecucién de una llamada
a la funcién init se crea exactamente un nodo nuevo, la complejidad temporal y
espacial de computar el segment tree de A es O(n).

Algoritmo 18 Definicién recursiva de init(l, r)

root «— node()
if [ +1=r then > Nodo hoja con valor A,
root.left <— null
root.right <— null
root.value <— A,
else > Construccién recursiva de los hijos de la raiz
m < LHTTJ
root.left < init(l,m)
root.right < init(m, r)
root.value <— min(root.left.value, root.right.value)
: end if
: return root

= = =

Observacién A.2.3. La profundidad del segment tree de A es O(log(n)). Es-
to es gracias a que la rafz del arbol representa al rango [0,n), y que cada vez
que descendemos desde un nodo hacia uno de sus hijos, la longitud del intervalo
representado por el nodo hijo es a lo sumo la mitad que la del padre.
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A.2.1. Consultas

Dado que los nodos del segment tree sélo almacenan el minimo en rangos
especificos de A, deberemos proponer un método que combine la informacién
alojada en ellos para poder computar el menor elemento en cualquier rango.

Al momento de recibir una consulta acerca de un rango [l,r), recorreremos
recursivamente los nodos del arbol, comenzando desde la raiz. Supongamos que
el nodo actual posee la informacién acerca del minimo en el rango [a,b), existen
3 posibles casos:

= Sir <aob<I ningin elemento considerado por el nodo se encuentra en
el rango de interés, por lo que se debe devolver el valor oc.

» Sil <a<b<r, el rango del nodo se encuentra completamente contenido
en el rango de la consulta. Es decir, todos los elementos considerados por
el nodo actual deben ser tomados en cuenta para computar el minimo en
el rango de la consulta. Por este motivo, simplemente podemos retornar el
valor alojado en el mismo sin realizar ninguna llamada recursiva.

= Si no ocurre ninguno de los casos anteriores, los rangos del nodo y de la
consulta se intersectan parcialmente. En este caso, no tenemos otra opcion
que recursionar en ambos hijos del nodo actual, y computar el minimo de
los valores obtenidos en ambas llamadas.

En términos de implementacion, definiremos una funcién recursiva denotada
por query(root, a, b, [, 1), la cual computard el minimo en el rango [I, ), consideran-
do que la raiz del arbol es el nodo root, el cual posee informacién acerca del rango
[a,b) de la lista. Si denotamos como p a la raiz del segment tree de A, la respuesta
a la consulta serd obtenida mediante la llamada a la funcién query(p,0,n,l, ).

Algoritmo 19 Definicién recursiva de query(root, a,b,,r)

1:if r<aor b<!then > Rango disjunto con el de la consulta
2 return oo

3: end if

4: if | < g and b < r then > Rango contenido en la consulta
5: return root .value

6: end if

7.om o+ |4 > Recursién a ambos hijos de root
8: val; < query(root left, a,m, [, r)

9: val, < query(root .right, m,b, [, )

10: return min(val;, val,)

Lema A.2.4. Sea p la raiz del segment tree que representa una lista A de longitud
n. La cantidad de nodos visitados en cada nivel de profundidad del arbol al realizar
la llamada a la funcion query(p,0,n,l,r) es a lo sumo 4.
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Demostracion. Probaremos esta propiedad por induccién en el nivel de profundi-
dad del arbol. En el nivel inicial solo hay un tnico nodo, por lo que en este caso
el lema se cumple trivialmente.

Supongamos a continuacion que en un nivel determinado se visitaron k£ < 4
nodos. Cada nodo que realiza una llamada recursiva, visitara a sus dos hijos en
el siguiente nivel, por lo que si k < 2, la propiedad sera verdadera. Supongamos
entonces que k£ > 2. Como un nivel del arbol representa una particién en rangos
de la lista A, si observamos los nodos del mismo de izquierda a derecha, los
k nodos visitados se encontraran en posiciones consecutivas. En particular, los
rangos representados por los k — 2 nodos que no sean el extremo izquierdo y
derecho se encontraran completamente contenidos en el rango de la consulta, por
lo que estos nodos no realizaran llamadas recursivas. Concluimos entonces que a
lo sumo dos de ellos visitaran a sus hijos, por lo que la cantidad total de nodos
visitados en el préximo nivel no puede superar 4. O]

Corolario A.2.5. La complejidad computacional total de calcular el valor de
query(p,0,n,1,7) es O(log(n)).

Demostracion. La cantidad de operaciones realizadas al visitar un nodo del arbol
es O(1), por lo que la complejidad de la llamada inicial es equivalente a la cantidad
de nodos visitados por la misma. Por la Observacién [A.2.3] la profundidad del
segment tree de una lista de longitud n es O(log(n)), y gracias al Lema [A.2.4]
podemos concluir entonces que la cantidad de nodos visitados en total sera igual
a

O(4 - log(n)) = O(log(n)).

A.2.2. Modificaciones en la lista

Supongamos a continuacién que deseamos cambiar el valor de la posicién ¢ de
A por z. Es decir, queremos realizar la asignacién A; = x, y reconstruir el segment
tree de A de modo que refleje correctamente los cambios necesarios.

Observacién A.2.6. Como cada nivel del segment tree representa una particién
del arreglo A en rangos disjuntos entre si, la posicién ¢ se encuentra contenida
en exactamente uno de ellos, por lo que el resto de los nodos del nivel no se
veran afectados por la modificacion realizada. En otras palabras, solo debemos
recomputar el valor de un tnico nodo por nivel.

Definiremos una funcion recursiva que recalcule el valor almacenado en los
nodos del segment tree que contengan a ¢ en el rango que representan. La misma
seré denotada por update(root, a, b, i, x), de manera similar al caso de la consulta.
Existen dos posibles escenarios:

= Sia+ 1< b, como i se encuentra contenida en el rango de solo uno de los
dos hijos de root, no es necesario recalcular el valor contenido en el otro;
Solo realizaremos una llamada recursiva en el hijo que represente a i, y
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luego el nuevo minimo del intervalo [a, b) serd el menor entre los valores ya
actualizados de los hijos de root.

= Sia+ 1 = b, nos encontraremos en la hoja del arbol que representa a la
posicion ¢ del arreglo, por lo que solo deberemos cambiar el valor del nodo
actual por x.

Sea p la raiz del segment tree de A. Dado que la cantidad de niveles es
O(log(n)), podemos concluir gracias a la Observacién que la cantidad de
nodos visitados por la llamada a update(p,0,n,i,x), y por consecuente la com-
plejidad temporal de la misma, es igual a O(log(n)).

Algoritmo 20 Definicién recursiva de update(root, a, b, i, x)

1: if a+1 =10 then > Hoja que representa a A;
root .value < x
else > Llamada recursiva al hijo correspondiente
m <— [“TH’J
if 7 < m then
update(root .left, a, m, 7, x)
else
update(root .right, m, b, i, )
end if
10: root .value <— min(root left.value, root .right.value)
11: end if
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