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CAPITULO 1: Espacios Vectoriales

Espacios Vectoriales

Dado un sistema de coordenadas en el plano, es sabido que se puede establecer una
correspondencia uno a uno entre los vectores libres del plano y los pares ordenados de
nimeros reales R*. De igual forma sucede con los vectores libres del espacio y las ternas
ordenadas de niimeros reales R®. Esta correspondencia se extiende a las operaciones de suma
de vectores y multiplicacion de un vector por un numero real, que se traduce en las
operaciones usuales con los elementos de R?y R®.

Nos proponemos generalizar el concepto de vector considerando conjuntos cuyos elementos
pueden ser sumados y multiplicados por un escalar (elemento de un cuerpo) y que presenten
un comportamiento similar al de los vectores geométricos respecto a dichas operaciones.

1.1 Espacios Vectoriales

Definicién 1.1.1: Sea K un cuerpo y V un conjunto no vacio de objetos sobre
los que estan definidas dos operaciones:

= Una operacion interna Ilamada suma o adicion, que asigna a cada par
u, vde elementos de V, un elemento de V denotadou + v .

= Una operacién externa llamada multiplicacion por un escalar, que
asigna a cada par formado por un elementok e K, y un elementov eV,
un elemento de V denotado k.v.

Satisfaciendo los siguientes axiomas paratodo u,v,w €V y Kk, k'eK:

Para la suma o adicion:

A1 (u+Vv)+w = u+(v+w) Asociatividad
Az: U+V=v+u Conmutatividad
As: Existe un elemento de V denotado 0 y llamado vector nulo o

vector cero de V que verifica: v+0=0+v=v.

As: Para todo ueV existe un elemento de V denotado —u y llamado
opuesto de u tal que: u+(-u)=0.

Continua....
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Para la multiplicacion:

Mu: k(u+v)=ku+kv Distributividad respecto a la
suma de vectores

M2 : (k+kDHu=ku+k'u Distributividad respecto a la
suma de escalares

Ma: (k*.K)u=k"'(ku) Homogeneidad de la multipli-
cacion por un escalar

M4 : l.u=u Al escalar 1 se lo llama identi-
dad multiplicativa

Entonces diremos: V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K

A los elementos de V les llamaremos vectores mientras que a los elementos del cuerpo K les
Ilamamos escalares.

Observacion: Dependiendo de la aplicacion, los escalares normalmente usados son los
nameros reales k e R o complejos k eC, lo que en correspondencia da origen a los espacios
vectoriales reales o espacios vectoriales complejos. Salvo expresa mencién de lo contrario, en
lo que sigue se trabajara con espacios vectoriales reales.

Nota: Debe tenerse en cuenta que en la definicién de espacio vectorial no se especifica la
naturaleza de los elementos de V ni de las operaciones con ellos realizadas. El Unico requisito
es que cumplan con los ocho axiomas de la Definicién 1.1.1.

Ejemplos

Ejemplo 1

El conjunto V =R? :{(x,y)/ x,yeR} (pares ordenados de ndmeros reales) con las

operaciones de adicion y multiplicacion por escalares (k €R) definidas en forma habitual,
esto es:

(a,a,)+(b,b,) =(a, +b,a,+b,)

k(a,,a,) =(ka  ka,)
Constituye un espacio vectorial sobre los reales, llamado espacio vectorial real o R -espacio
vectorial. Con el fin de mostrar que V es un espacio vectorial, debe comprobarse que satisface

todos los axiomas de la Definicion 1.1.1.. A modo de ejemplo veamos la demostracion de los
axiomas A1, Asy M.

A1. Supongamos que X =(X,,X,), Y = (¥,,¥,) Y Z=(z,2,) son elementos de R”. Entonces,
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(x+y)+z :[(mez)"'(yl’yz)]"'(zl’zz)=(X1+y11X2+y2)+(21722)
:((x1+y1)+zl,(x2+y2)+zz)=(xl+(yl+zl),x2+(y2+22))

=(X17X2)+(y1+21!y2+22):(X1’X2)+[(y1’y2)+(21122)]
= X+(Y+2)

As. Sea 0 =(0,0) e R?. Entonces, para cualquier x =(x,,x,) € R? se tiene,
x+0=(%,%)+(0,0) = (x, +0,%, +0) = (X ,%,) =X
Mz2. Sea x =(x,,X,) € R* y sean a, B € R. Entonces,

(@+B)-x = (@+P)-(%.%) =((@+P) X, (a+PB) X,) = (a X + B X ,a X, +BX,)
= (X, %)+ (B X,BX%)=0(X,X)+B (X,X,)

=aX+P X

Ejemplo 2

Sea V:]R":{(xl,xz,...,xn)/xie]Rizl,Z,...n} (n-uplas de ndmeros reales) con las

operaciones:
(a,a,,..,a,) + (b,b,,....,b) = (&, +b,a,+b,,..,a, +b,)

k (a,a,,....a,) = (ka ,ka,,...ka,) con keR
V=TR"es un espacio vectorial sobre el cuerpo R .

Ejemplo 3

El conjunto K™" (matrices mxn sobre el cuerpo K) con las operaciones de adicion y de
multiplicacién por un escalar definidas elemento a elemento:

[a,]+ [b,] = [, + by] i=1,2,...m j=12,...,n
k. [aij] = [kaij]

Es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Notar que utilizaremos la notacion [a;] para indicar la matriz mxn, cuyos elementos son
a; con i=12...my j=12,...,n

a; ap ... @
[a ]_ a21 a22 a'2n
ijd :
am1 am2 amn
Ejemplo 4

El conjunto R[X] ={p=p(X)=a,+aX+a,X*+--+aX"/a eR} de todos los

polinomios en X a coeficientes reales, con las operaciones de adicion de polinomios y
multiplicacion de un polinomio por un numero real, definidas de la forma habitual:
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p =a+aX+-+aX"; gq=b+bX+-+bX" conn<m
p+q = (a,+b) + (&, +b) X +---+ (a,+b,)X" +---+ b X"
kp =(ka,) + (ka) X +---+ (ka,) X"
R[X] es un espacio vectorial real. Observar ademas que el “vector nulo” es el polinomio

0=0 + OX +---+ OX" mientras que el “vector opuesto” de un elemento
p=a + aX+--+ aX" eR[X]estadadopor —-p=-a,— aX—---— a X".

Ejemplo 5

El conjunto R® ={f/f :R—R funcién} de todas las funciones a valores reales, con las
operaciones:

(f+9)x) = f(x)+g(x)

kf)x)=kf(x) parakeR

Es un espacio vectorial real. Notar que se estd viendo a cada funcion de R® como un
elemento en el espacio vectorial y por lo tanto constituye un vector del mismo.

Observar que el “vector nulo” es la funcion nula 0:x — 0 es decir 0(x) =0, mientras que el
“vector opuesto” de una funcion f e R* es (—f) es decir (—f)(x)=—f(X).

Ejemplo 6

Sea S el conjunto de todas las sucesiones de numeros reales de la forma:

{Xk}:( ----- Xy Xogs Xgs Xps Xoy Xgyeenns )

Si {y,} es otro elemento de S, entonces la suma {x }+{y,} es la sucesion {x, +y,}eS
obtenida sumando los términos homdlogos de las dos sucesiones dato. De forma similar. La
multiplicacion por escalar a.{x,}es la sucesién {a x,}eS

S con las operaciones antes definidas es un espacio vectorial. Los axiomas de la Definicion
1.1.1. se verifican de forma similar que para R".

Los elementos de S aparecen en Ingenieria por ejemplo, siempre gue una sefial, sea
eléctrica, mecanica, Optica, etc., se mide (0 “muestrea”) en tiempos discretos. En este
contexto, se la llama a S el espacio de las sefiales a tiempo discreto. Una sefial puede
visualizarse con una grafica como la de la Figura 1.1.

AREEEEE |

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 1.1: Una sefial a tiempo discreto

Queda como ejercicio verificar en estos ejemplos el cumplimiento de los axiomas de la
Definicion 1.1.1..
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Consecuencias de la Definicidn

De la definicion de Espacio Vectorial resultan inmediatas las siguientes propiedades:

Teorema 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Se verifica:
a) 0.v=0 paratodoveV.

b) k.O= 0 paratodok e K.
c) Si kwv=0, entonces v=0 6 k=0 (0ambos a la vez).
d) (-1).v=-v paratodov e V.

Demostracion:
a) Teniendo en cuenta que 0=0+0 planteamos

0.v = (0+0).v = 0.v+0.v poraxiomaM,
U
0.v = 0.v+0.v
U (sumando a ambos miembros — (0.v) y asociando convenientemente)
—(0.v) + 0.v = [<(0.v) + (0.v)] + (0.v)

U seglnaxioma A,

0=0+0v
U seglin axioma A,
0=0.v

b) Teniendo en cuenta que 0 =0+ 0 y segln el axioma M; se tiene que k.0 =k.0+k.0. La
prueba sigue sumando a ambos miembros —(k.ﬁ) y asociando convenientemente. Queda
como ejercicio.

¢) Sea k.v=0. Si suponemos que k =0 entonces existe su inverso k*, luego

kv =0
U
k*.(k0)= k™0
U poraxioma M,y por b)
(k*k).v=0
U
1.v=0

U poraxioma M,

v=0

Porlotanto k.v=0 = v=0 6 k=0 .

d) La prueba queda como ejercicio. #
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1.2 Subespacios

Definicion 1.2.1.

Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V se dice que es un
subespacio vectorial de V si W es en si mismo un espacio vectorial bajo las
operaciones de adicion y la multiplicacion por escalar definidas en V.

En general, para verificar si un subconjunto W es un espacio vectorial es necesario
verificar todas las condiciones exigidas a un conjunto para ser tal. Sin embargo, si W es parte
de un conjunto mas grande V del que se sabe es un espacio vectorial y las operaciones son las
heredadas del conjunto V, entonces algunos axiomas se cumplen automaticamente en W.

Asi, no hace falta verificar por ejemplo que u+v =v+u con u,ve W porque esta relacion

se cumple para u, v como vectores de V.

A continuacién, se demostrard un resultado que hace que sea relativamente sencillo
determinar si un subconjunto de V es 0 no un subespacio.

Teorema 1.2.1. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K, W <V ; W no
vacio. W es un subespacio de V siy solo si

a) Si ueW y veW, entonces u+veW (la suma de dos vectores de W
pertenece a W).

b) Si ueW y kekK, entonces k.ue W (el producto de un vector W por
cualquier escalar de K pertenece a W).

Demostracion:

=) Si W es subespacio de V, por la definicion es un espacio vectorial en si mismo, luego W
es cerrado bajo la suma de vectores y bajo la multiplicacion por escalares.

<) Para mostrar que W es un espacio vectorial, es necesario mostrar que se cumplen los
ocho axiomas de la Definicion 1.1.1. teniendo en cuenta las operaciones de suma y
multiplicacién por un escalar definidas en V. Como los vectores de W estan en V los axiomas
A1, A2, My, M2, M3 y M4 se cumplen. Si u e W, entonces por b) se tiene O.ueW y como
0.u=0 entonces 0 e W satisfaciéndose asi el axioma As. Finalmente, por la parte b)
(-D).ueW y como (-1).u=-uentonces —ueW por lo que el axioma A4 también se

cumple, y con esto queda completa la demostracion. #

Nota: Si se satisface la condicién b) del enunciado, se tiene que:
Haciendo k =0 resulta: 0.u=0 luego el vector nulo pertenece a W.
Haciendo k =-1 resulta: (-1).u=-u luego todo vector de W tiene su opuesto en W. A

veces resulta util por su sencillez verificar si el vector nulo del vectorial V esta en W porque
en caso negativo podemos asegurar que W no es un subespacio vectorial de V.

10
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V un espacio vectorial sobre K.
-V es un subespacio de si mismo.

- El subconjunto { 0 } cuyo unico elemento es el vector cero es un subespacio de V
pues se verifica trivialmente que 0+0=0 y k.0=0 para todo escalar k.

El espacio vectorial V es el subespacio mas amplio en el sentido de que incluye a cualquier
otro subespacio de V.

W ={ 0 } es el subespacio mas pequefio, en el sentido de que esta incluido en cualquier otro.
Con frecuencia se le da el nombre de subespacio trivial.

Ejemplo 2

V =R. Los Unicos subespacios son { 0 } y el mismo R.
Sea W¢{ 6} un subespacio de R. Entonces si a#0 es un elemento de W, luego

1=a".0e W Yy en consecuencia p=1.pe W para todo nimero real B. Por lo tanto
W=R.

Ejemplo 3

Si V ¢{ 0 } con u vector no nulo de V, el conjunto W, = {k.u lk e K} es un subespacio
de V. En efecto:

e i k, k, son dos escalares, los vectores k.u y k,.u pertenecen a W, y su suma
(k,.u+Kk,.u) =(k, +k,).u estambién un vector de W, .

e para cualquier escalar  y cualquier vector k.u perteneciente a W, se tiene que el
vector a.(k.u) =(a.k).u estambién un vector de W,.

En consecuencia W, es un subespacio de V.

Ejemplo 4

En V=R?
- W, ={ku/keRcon u=(0,0)}={(x,y)/ y=kx} que geométricamente representa el

conjunto de puntos situados en una recta por el origen, es un subespacio de RZ.
Verifiquelo.

- Por otro lado, W={(x, y)/ y=kx+b con b;tO} que geométricamente representa el

conjunto de puntos que se encuentran sobre una recta que no pasa por el origen, NO es un
subespacio de R?. ;Por qué?

Luego, los subespacios de R? son: R?* mismo, el {(0,0)}y cualquier recta por el origen. (Se
prueba que éstos son los tnicos subespacios de R?).
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Ejemplo 5

En V=R? si u y v son vectores no nulos y no paralelos entonces el conjunto
Wz{a u+pgv / a,,Be]R}, representa geométricamente un plano por el origen.

Es facil mostrar que W es un subespacio (demueéstrelo!).

Luego los subespacios de R* son: R® mismo, el conjunto {(0,0,0)}, cualquier plano por el
origen y cualquier recta por el origen.

Plano yz Plano xz

~~ad | e
T - Plano xy.

Figura 1.2: Rectas por el origen en R® Figura 1.3: Planos por el origen en R®

Nota: En R®, como ya se menciond, el conjunto W = {(s,t,O) / s,te R} es un subespacio
de R®, pero NO es R?.

Ejemplo 6

a b
Si V = R*? el subconjunto U = {L d} eR*® | a :1} no es un subespacio de V ya que

. — |0 0
el elemento neutro de V, esto es la matriz nula 0 = {0 0} no pertenece a U.

Ejemplo 7

Dada AeK™" el conjunto W={XeK”/A.X=0} es un subespacio de K" 6

W={XeK"™/A.X=0} esun subespacio de K"*.

Es decir, el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneas con “n
incognitas a coeficientes en el cuerpo K, A.X=0, es un subespacio de K" si se piensa cada
solucién como una n-upla, 6 de K™ si se piensa cada solucion como una matriz columna.

Notar que estamos utilizando notacion matricial al expresar X e K™ talque A.X=0, esto
es:
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X a; & - 8, | 0
X a a ... a X 0
X = :2 e K™ tal que :21 :22 f” . :2 =
X, | I T B R 0
A X 0

Verifiguemos que W es un subespacio. Suponiendo que V = K™, consideramos que C y D

son elementos de W, es decir matrices columna solucién del sistema A.X=0 conA e K™",
Estoes, C y D satisfacen A.C=0 y A.D=0, luego:

e (C+D)eW pues teniendo en cuenta propiedades de matrices, planteamos
A.(C+D)=A.C+A.D=0 (C+D esunasolucion del sistemaA.X=0).

e Para cualquier escalar k, kCeW puesto que teniendo en cuenta propiedades de
matrices A. (kC)=k(A.C)=k0=0 (kC es unasolucion del sistema A.X=0).

Por lo tanto, el conjunto W:{Xe K"“/A.X:O} es un subespacio al que se denomina
espacio nulo de A.

Nota: El conjunto de soluciones de un sistema no homogéneo no es un subespacio.

¢Por qué?

Ejemplo 8

En V=R" el conjunto W={f:R—>R/f(a)=0} de las funciones que se anulan para
X =a, es un subespacio.

En efecto:
e Si consideramos que f y g son funciones que se anulan en x =a, entonces se

tiene que: (f +g)(a)= f(a)+g(a)=0+0=0 luego lafuncion f +g e W.

e Para todo escalar k eR, la funcién (k f) se anula en x=a, puesto que:
(kf)@)=k.f(a)=k.0=0 luego (k f)eW.

Ejemplo 9

En V=R el conjunto W = C[a, b] de todas las funciones de valor real definidas y continuas

en el intervalo cerrado [a,b] es un subespacio.

¢Qué propiedades de las funciones continuas deberian verificarse para demostrar esta Gltima
afirmacion?
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Ejemplo 10

Sea V =R[X] ¥y neN. El conjunto de todos los polinomios en X a coeficientes reales de

grado menor o igual que n, no es subespacio pues el polinomio nulo no pertenece al conjunto.
Si ahora consideramos

P :{peR[X]/p(X)zaD +aX +a,X2+---+aX'conaeRy sgn}u{polinomio nulo}
si es un subespacio.

En efecto, sean p,qeP, con p=a +aX+---+a X" y q=b +bX+---+b X"
p+q=(a,+b,) + (&, +b) X +---+ (a,+b,)X" luego p+q P,
kp=(ka,)+(ka)X +---+(ka,)X" luego kpeP,

Nota: El conjunto U de todos los polinomios en X a coeficientes reales de grado igual any
el polinomio nulo, no es un subespacio de V = R[X].

¢Por qué?

1.3 Interseccion y Suma de Subespacios

Las operaciones usuales entre conjuntos son la unién “u”, la interseccion “N” y la suma
(.‘_'_7’.

Definicion 1.3.1. Sean S,y S,subconjuntos cualesquiera del vectorial V.
Definimos:

e Launiénde S,y S,: S;US,={veV/ veS, 6 veSs,}.
e Lainterseccionde S,y S,: SNS,={veV/ veS, y veS,}.

Veamos que sucede cuando los conjuntos tienen la estructura algebraica de subespacio y
realizamos estas operaciones con ellos.

Interseccion de Subespacios

Teorema 1.3.1. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Si U y W subespacios de un espacio vectorial V entonces UnWes un
subespacio del espacio vectorial V.

Demostracion:

Por definicidn, la interseccion de U y W esta dada por UmW={VGV /IveU Ave W} .
Sean los vectores v, e UNnW y v, e UnW, luego se tiene que:
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v, eUnW = v,eU y |v,eW
V,eUnW = |v,eU y |v,eW
Por hipotesis U es subespacio U U Por hipotesis W es subespacio
v, +Vv,eU y v,+v,eW
J

v, +Vv, e UnW

Queda como ejercicio verificar que ve UnW y k e K entonces kv e Un'W #

Generalizando: la interseccion de cualquier coleccion finita de subespacios es un subespacio.
Observacion: la union de subespacios no es, en general, un subespacio.

Suma de Subconjuntos de un Espacio Vectorial

Definicion 1.3.2. Sean S,y S, subconjuntos de un espacio vectorial V.

El conjunto de todos los vectores que se obtienen sumando un vector de S, y
un vector de S, se denomina suma de los subconjuntos S,y S,, y se denota
S,+S,. S,+S,={veV/v=v+v, con v, eS AV, €S,}.

Es decir que para verificar si un vector v pertenece a la suma S,;+S, es necesario encontrar o
probar la existencia de un elemento v, en S, y un elemento v, en S,, tal que: v=v,+V,.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R’y consideremos S, ={(0,2) (-1,3) (0,0)}y S, ={(4,0) (1,—1) (4,—2)} conjuntos.
Observar que:

- (38,3)=(-13)+(4,0) por consiguiente (3,3) €S, +S,

- (0,0)¢S,+S, puesto que en S, no existe el opuesto de ninguno de los elementos

de S,.

- (4,00=(0,00+(4,00 0O (4,0)=(0,2)+(4,-2) en este caso es posible expresar
un elemento de S,+S, en mas de una forma, como suma de un elemento de S, y
un elemento de S, .

Queda como ejercicio construir el conjunto S+, .
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Ejemplo 2

Sea V =R’y consideremos los conjuntos S, ={(2, 1)} y S, ={(x,0) / 0<x<1}luego
S, +S, ={(x,])/ 2<x<3}

Observacion: Cuando uno de los conjuntos se reduce a un Gnico elemento “p”, con la
notacién p+S se indica la suma de los conjuntos {p} y S.

Asi, escribimos (2,1)+{(x,0) / 0<x<1} ={(x,1) / 2<x<3}.

Nota: En los dos ejemplos precedentes, el conjunto S, +S,, no es un subespacio de R’.
¢Por qué?

El siguiente resultado establece una condicion necesaria para que la suma de dos conjuntos de
un vectorial sea subespacio.

Teorema 1.3.2. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Si U y W subespacios de un espacio vectorial V entonces U+Wes un
subespacio del espacio vectorial V.

Demostracion:
Considerando que U+W={veV / v=u+w con ueU A weW}, sean v, e U+W
y Vv, e U+ W. Entonces, v, +V, € U+ W pues:
como v, e U+W entonces v, =u, +w, con u, el y w, eW
y como v, € U+ Wentonces v, =u, +w, con u,eU y w,eW

Sumando miembro a miembro, aplicacndo propiedades del espacio vectorial y teniendo en
cuenta que por hipétesis Uy W son subespacios, se tiene que:

vV, +V, =(u, +u,) + (w, +w,) entonces hemos verificado quev, +v, e U+W .
eU e W

Queda como ejercicio verificar que si ve U+ W y k € K entonces kv e U+ W . #

1.4 Combinaciones Lineales

Definicién 1.4.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
v,,V,,...,v, vectoresde V 'y k,k, ,., Kk escalares de K. Se dice que un

5 K
vector v eV es combinacion lineal de los vectores v, ,v, ,...,v, segin los
escalares k, k, ...k siysolosi v=kv,+ Kk v,+:--+ k Vv, .
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Ejemplos

Ejemplo 1

V = R®. Si consideramos v, = (2,1,3) y v, = (-1,4,2) vectores de R® y k, = 2; k, = -3
se tiene que v =2(2,13) + (-3) (-1,4,2) = ( 7,-10,0) es combinacion lineal de los
vectores v,, v, segun los escalares k,, k,.

Ejemplo 2

-2

0
V = R??, Sea V:L }eRM.

o, 1 2 2 2
¢Es v combinacion lineal de v, = 1 3 y v, = L s ?  Para que la respuesta sea
1 2 2 2 0 -2
afirmativa, deben existir escalares k; y k, talesque: k. +k,. = :
-1 3 1 5 3 -1

Queda planteado el siguiente sistema de ecuaciones

k,+2k, =0
2k, + 2k, =2 _ .
que tiene solucion unica (k;,k,) = (-2,1)
-1k, +k, =3
3k, +5k, =-1

Luego el vector v es combinacion lineal de los vectores v, , v, segun los escalares k, k, .

1.5Subespacio Generado y Generadores

Teorema 1.5.1. Sea V espacio vectorial sobre K. Sean v, ,v, ,...,v, vectores
deV. Si W={veV / v=k Vv, +k,v,+--+k v, con keKi=12. . ,r}
es el conjunto de todas las combinaciones lineales de v, ,v, ,...,v, se cumple:
a) W es un subespacio de V.

b) v,,v,,...,v, son elementos de W.

c) Si W' es cualquier subespacio de V que contiene a Vv, ,V, ,...,V, entonces
Wc W.

Demostracion:
a) Sean uy Vv vectores pertenecientes a W es decir:

U= X V,+ X Vo+--+X V, Y V=Y, V,+ Y, Vo++Y V,
Entonces se tiene que:

o U+v= (X +Y)V,+(X, +Y,)V,+-—-+(X. +Y,)V, luego u+v eW.

o VkeK, ku= (kx)v,+(kx,)v,+---+ (kx,)v, luego kue W.
Por lo tanto, W es un subespacio de V.
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b) Para demostrar que v, ,v, ,...,V, son elementos de W notemos que:

v,=1v, +0v,+---+0v, luego v, eW
V,= 0v,+1v,+---+0v, luego v,eW
V,= 0v,+0v,+---+1v, luego v, eW

c) Para demostrar esta afirmacion, basta con probar que si weW = weW" .

Recordemos que we W siy solosi W =X V,+ X, V,+ -+ X V, .

Por hipotesis, W' un subespacio y v,,v,,..,v, son elementos deW"'. Entonces
X Vi, X, V,, ..., X VvV, son elementos de W' 'y por consiguiente su suma
W=XV,+X,V,+---+X VvV, pertenecea W'. #

Definicion 1.5.1. Sea V un espacio vectorial sobre K. Seanv,,v,,...,v,

vectores de V. Sea W el conjunto de todas las combinaciones lineales de
V,,V,,...,V,. Llamaremos a W subespacio generado por Vv,,v,,..,v, Yy lo

denotaremos como W =(Vv,,v, ,...,V, ).

El subespacio generado por los vectores v,,v, ,...,v, puede ser el mismo V, en este caso
diremos que el conjunto S={v,,v,,..,v,} genera al espacio vectorial V, o bien que
S={V,,V,,...,v,} esun generador de V.

Definicion 1.5.2. Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K.

S={Vv,.,V,,...,v,} es un generador de V si y solo si para todo veV se tiene
que v=k Vv,+k,v,+---+k. v, donde k k,,... Kk sonescalares.

Notacion: V =(S)=(v,,V,,...,V,)

Nota: las siguientes notaciones son equivalentes: (S)=(V, ,V, ,...,V,)=gen{V, v, ,...,V, } .

Observacion: Se han usado las palabras generador y subespacio generado cuyo significado
preciso debe ser tenido en cuenta.

Un generador es un conjunto de vectores tales que todo vector del vectorial se puede
expresar como combinacion lineal de ellos.

Un subespacio generado es el conjunto formado por todas las combinaciones lineales que se
pueden realizar con los vectores del generador.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Si u es un vector no nulo de R* ¢ de R®, el subespacio generado W = (u)es la recta por el
origen, con vector de direccion u.

Ejemplo 2

Si u'y v son dos vectores no nulos y no paralelos de R®, el subespacio generado por ellos
W =(u, V) es un plano por el origen.

Ejemplo 3

Si V es un espacio vectorial arbitrario y u=0 es un vector de V. El subespacio
W, ={ku/k € K} esta generado por u y de acuerdo a la notacion introducida W, = <u>

Ejemplo 4
a’.l.l a’.I.Z a‘ln
Dada lamatriz AeK™ A= a:21 a:zz a?n
a, a, .. a,

o Si consideramos las matrices formadas a partir de las filas de A, denominadas vectores
rengldn o fila de A,

A :[au ap .- aln]

A"z = [a21 y - a2n]
A =[a

m

8, ... a,]

ml

Entonces V:<A1,A2 ,...,Am> el espacio generado por las matrices renglon de A, se llama
espacio renglon (o fila) de A.

° Si consideramos las matrices formadas con las columnas de A, llamadas vectores
columna de A,

8 &, &,
Al — a21 . A2 — a22 . An — a‘2n

El espacio generado por las matrices columna de A, V=<A1,A2 ,...,A"> se llama espacio
columna de A.

Ejemplo 5

Todo vector v= (x,y,z) en R® se puede expresar como una combinacion lineal de los
vectores e, = (1,0,0); e,=(0,1,0); e,=(0,0,1).
Enefecto (x,y,z) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1) . Luego se tiene que R*> =(e,,e,,e,)
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Ejemplo 6

R®=((1,0,0), (0,1,0), (2,3,0), (0,0,1)). En efecto, todo v= (x,y,z) € R’ se expresa
como:
(X, ¥,2) =(x—2k)(4,0,0) + (y—3k)(0,1,0)+ k(2,3,0) + z(0,0,1) para cualquier k € R.

Notar que el vector (2,3,0)es combinacion lineal de (1,0,0), (0,1,0)y (0,0,1). Luego
resulta que ((1,0,0), (0,1,0), (2,3,0), (0,0,2))= ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)).

El siguiente teorema generaliza lo que acabamos de ver en el Ejemplo 6. Es decir, si un vector
de un generador del espacio vectorial V, es combinacién lineal de los otros vectores del
generador, puede ser eliminado y los vectores restantes también generan a V.

Teorema 1.5.2. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
ViV, ...V, vectoresde V' 'y W=(v,,v,,...,v,) subespacio de V.

Si v1 es combinacion lineal de v, ,v,,...,v, entonces

(Vi VeV ) =(V, Vg V)

Demostracion:
Debemos probar que: W (v, V...,V ) Y (V,,Vy,...,V, ) cW.

a) Veamosque Wc(V,,V,,...,V, ).
Sea weW, luego w=xV,+X,V,+---+X V,. Por hipotesis se tiene que
V,=Y,V,+ Y, V,+---+Y, V,. Luego, reemplazando se tiene:

W =X Vit X, Vot oo+ XV, = X (Y, Vot Yy Vot Y, V, )+ Xy Vo Xg Vgt oo+ XV,

W= (XY, + X)) Vo+ (X Yo+ X)) Vot -+ (XY, + X))V,

0 sea que W es combinacion lineal de v,,v,,...,v, es decir que we(v,,v,,...,v,). Esto
prueba que todo vector perteneciente a W es un elemento del subespacio <v2 VA ,...,vr>, es

decir que W (v, v, ,...,V, ).

b) Veamos ahora que entonces (V, ,V, ,...,v, )= W.

Como Vv, ,v,,...,V, son elementos de W, y éste es un subespacio, de la afirmacion c) del
Teorema 1.5.1. resulta (v, ,V;,...,V,) c W.

Luego, de lo demostrado en (a) y (b) resulta que: W =(Vv,,V, ...V, ) =(V, ,V, ...V, ) . #
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Ejemplos

Ejemplo 1

rer 1 1] [0 1][2 3] [0 O ,
SeanV=R"™ y W = o ol'ls ol'lz ol'lo 1 subespacio de V.

2 3 L | 01
El vector 3 0 es combinacion lineal de y de 3 0 ya que:

e

2 3 -
Por lo tanto, [3 O} puede ser eliminado del generador, resultando:

we{a o 5 o) o 3]

Ejemplo 2

SeaV=P,. Sea W= <4+2X—2X2+2X3, 1+ X+ X2, 3+ X —X2, —X-2X?2 X+2X3>
subespacio de V.

El vector p=3+ X — X? es combinacion lineal de q=1+X+X? y de r=—X-2X? vya
que 3+X —X? = 3(1+ X +X? )+ 2(-X —2X?).

Luego, p=3+ X —X? puede ser eliminado del generador.

Asimismo, el vector t=4+2X —2X? +2X? es combinacion lineal de los demas.

Por lo tanto, resulta que W= (1+X +X?, =X =2X?, X +2X°).

Suma de Subespacios y Generadores

Sea V es un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky sean W, , W, subespacios de V.
Cualquier subespacio que incluya a W, y a W, (es decir que incluya a W,uUW,) incluye
tambien a W,+W,, pues la suma de vectores de un subespacio pertenece al mismo. De alli
resulta que W, + W, es el subespacio mas pequefio que incluye a W, U W, .
Ademas, si

S,={u,,...,u,} esungeneradorde W,,estoes W, =(u,,...,u,)

S, ={w,,...,w} es ungenerador de W, ,estoes W, =(w,,...,w,)

todo vector de W,+W, es suma de una combinacion lineal de vectores de S, y de una

combinacion lineal de vectores de S., en consecuencia:

21

W +W, =(U;, ..., U, W,,...,w,) 0 sea W, +W,=(SUS,).

r)y e
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V=R®.Si W,=((1,00),(0,1,0)) y W, =((10,0), (0,0,1)) son subespacios
de R®. Setiene que W, +W, = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) y que W,nW, =((1,0,0)).

Ejemplo 2

Sea V=R’ Si W= ((210)) y W,=((3,0,1)) son subespacios de R®. Resulta que
W, +W, =((2,1,0), 3,0,1)) y W,nW, ={(0,0,0)}.

Ejemplo 3

Sea V=R*. Sean V\/l:{(x,y,z,w)e]R“/(x,y,z,w):(k,0,0,0)} y W, el espacio de

soluciones del sistema | x, + X, — X, +2X, =0 subespacios de V.
X, + X, —3%, =0

Si expresamos a W, y a W, como subespacios generados, tenemos que: V\/l:<(1, 0,0, 0)>
y que W, =((2,-1,1,0), (-5,3,0,1)).

Luego, un generador del subespacio suma se obtiene uniendo los generadores, esto es:
W, +W, =((1,0,0,0), (2,-1,1,0), (-5,3,0,1)).

Por otro lado, el subespacio W, n W, es el espacio de soluciones del sistema
X, =0
X, =0
X, =0
X +X, —X;+2X, =0
X, +X,—3%, =0

Ejemplo 4

Sea el espacio vectorial V =R*?. Sean los subespacios

_J K% 2x2 X, —X, =0 (T=2k K] e
Wl_{ [Xs XJER / {X2—2X3=0 }ywz_{ {k+t g |ERT T KkteR,.

Si expresamos a W1 y a W» como subespacios generados, tenemos que:

e 25 w2 2 Y

Luego, un generador del subespacio suma se obtiene uniendo los generadores, esto es:

o= B[22

Por otro lado, teneindo en cuenta las caracterizaciones de los subespacios W, y W, se tiene
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X, —X, =0
X, —2%, =0

que: W, AW, = | 0 X erae j [727 5%
X3 X% X, +2X,=0

X, = X3 +X, =0

1.6 Dependencia e Independencia Lineal de Vectores

Sean v,,v,,...,v, vectores de un espacio vectorial V.

Si V#(Vv,,V,,...,v, ), no todo vector de V es combinacion lineal de los vectores dados, sino
solamente aquellos que pertenecena W =(v,,V, ,...,V,).

Pero para cualquier eleccion de los vectores v,,v,,...,v, (y para cualquier r) el vector
(_)e<v1 v, ,...,V, ); es decir que el vector cero es siempre combinacion lineal de r vectores

arbitrariamente elegidos. En efecto, basta escribir  0=0v,+0v,+---+0v, 0 sea con todos
los coeficientes iguales a cero a la cual llamaremos combinacion lineal trivial.

Nos preguntamos si es posible escribir el vector cero como combinacion lineal de los vectores

dados en forma distinta a la trivial, es decir con coeficientes no todos nulos.

En R* y R® la respuesta depende de cuales son los vectores v, ,V, ,...,V,. Asi por ejemplo en
R®si: v,=(1,2,0); v,= (1,0,0); v,=(1,4,0)

(0,0,0)= 0(1,2,0) + 0(1,0,0) + 0(1,4,0)
(0,0,0) =(=2)(1,2,0)+ 1(1,0,0) + 1(1, 4, 0)

El vector cero es combinacion lineal de los vectores dados en mas de una forma.

Mientras que si: v, = (1,0,0); v,= (1,1,1) son los vectores dados, el vector cero se
expresa como combinacidn lineal de ellos en una sola forma, ya que:

(0,0,0)=k,(1,0,0) + k(L1 1) = (k, +k,, k,, k,) = k =k, =0.

En el primer caso diremos que los vectores dados son linealmente dependientes, mientras
gue en casos como el segundo, que los vectores son linealmente independientes.

Definicién 1.6.1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Sean
V,,V,,...,V, vectores de V. Diremos que:

los vectores v,,Vv,,...,v, son linealmente dependientes siy solo si

existen escalares k, k, ,...,k, no todos nulos tal que k, v,+k, v,+---+k v, =0
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Definicion 1.6.2. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Sean
V,,V,,...,V, vectores de V. Diremos que:

los vectores v,, V,,..., v, son linealmente independientes siy solo si

k v,+k, Vv,+---+k. v, =0 se da Gnicamente con k, =k, =---=k, =0.

Observacion: Si v,,v, ,...,v, son linealmente independientes, el vector nulo se expresa de

una sola forma como combinacion lineal de estos vectores (forma trivial), mientras que si
dichos vectores son linealmente dependientes, ademas de la forma trivial existen otras
maneras de expresar al vector nulo como combinacion lineal de ellos.

Teoremas de Caracterizacion

Teorema 1.6.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
V,,V,,...,V, vectores de V. Los vectores v,,v,,..,v, son linealmente

independientes s y sélo si todove(v,,v,,...,v,) es combinacion lineal de
los vectores v, ,v, ,...,v, enunasola forma.

Demostracion:

=) Sean v, ,v, ,...,v, vectores linealmente independientesy sea ve(v,,v,,...,V,).
Supongamos que podemos escribir el vector v como sigue:

V=X V,+ X Vy+e+ XV,

V=Y Vit Y, Vot Y, V,

Restando miembro a miembro se obtiene
0= (X -Vt (G-Y)Vy 44 (X - Y)Y,
U por hipétesis v, ,v, ,...,v, son linealmente independientes
x-y=0 para (i=123..,r)
x=y, para (i =123..,r)

es decir v es combinacion lineal de v, ,v, ,...,v, en una sola forma.

<) Si todo vector perteneciente a (v,,v, ,...,v,) es combinacion lineal de v,,v,,...,v, en
una sola forma, la dnica combinacion lineal que expresa el vector cero es
0=0v,+0v,+:--+0v, luego v,,v,,...,v, son linealmente independientes. #

Teorema 1.6.2. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
V,,V,,...,V, vectoresdeV conr >2.

Los vectores v,,v,,...,v, son linealmente dependientes si y solo si alguno
de ellos es combinacion lineal de los demas.
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Demostracion:

=) Si los vectores v, ,v, ,...,v, son linealmente dependientes, se tiene:
k,v,+k, v,+---+k v, =0 con algin coeficiente distinto de cero.

Sin perdida de generalidad, puesto que en este contexto el orden de los vectores carece de
importancia, supongamos que k, = 0. En tal caso ki tiene inverso multiplicativo k,™* en K 'y

entonces:
V1 = (—klilkz)V2+(—klilk3)V3+...+(_k1’1kr)vr

Luego vi escombinacion lineal de v, ,v,,...,v

-
<) Supongamos que Vi es combinacion de v, ,v,,...,v, entonces podemos escribir
V), = X, Vo4 X Vgt XV,
por lo tanto
IV, =X, V,— X, V==XV, =0

la combinacion lineal que expresa asi el vector cero es no trivial, pues el coeficiente de v; es
1.

Luego v,,Vv, ,...,Vv, son linealmente dependientes. #

Nota: La prueba de los siguientes enunciados queda como ejercicio para el lector.
Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

1. Sea v eV. El vector v es linealmente independiente si y solo si V0.

2. Dos vectores u y v no nulos son linealmente dependientes s6lo si u =kv.

3. Si entre los vectores v,,v, ,...,Vv, figura el vector nulo, entonces v,,v, ,...,Vv, son
linealmente dependientes.

4. Si entre los vectores v,,v,,..,v, figuran dos vectores iguales entonces

r

V,,V,,...,V, son linealmente dependientes.

5. Si al conjunto de vectores v,,v, ,...,v, linealmente dependientes, se le agrega el

vector u, los vectores v,,V,,...,Vv,,u son linealmente dependientes.

6. Si v,,v,,..,v, son vectores linealmente independientes, entonces los vectores

V,,V,,...,V, son linealmente independientes.

7. Si V=KD" los vectores en “escalera” son linealmente independientes.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Los vectores de R":(1,0,0,0,...,0); (0,1,0,0,...,0);...;(0,0,0,0,...,1) estan “en escalera”
luego son linealmente independientes.

Ejemplo 2

3
2 4 -6

dos vectores linealmente dependientes.

i 1 3 9 _
En V= R*?, las matrices A=[ }; B:{ 12} satisfacen: B= 3.A luego son

Interpretacion Geomeétrica de la Dependencia e Independencia Lineal.

Resulta de utilidad interpretar geométricamente la dependencia e independencia lineal. Esto
es factible cuando se visualizan los vectores en R* ¢ R®.

Entonces, dos vectores son linealmente independientes si al graficar los respectivos
representantes con origen coincidente con el origen de coordenadas, no resultan ubicados
sobre la misma recta segun se observa en la Figura 1.4. ((a); (b); (c) y (d))

e ‘Y: I Lo ! i‘r‘ ! !
A Lo A
— — — ] : -
NG RERD4BERE
1 1 I I 1 1 VI ] ] ] [} 1 1 ] ]
(a) vectores Li. en R?. (b) vectores I.d. en R?.
i, i
(c) vectores Li. en R®. (d) vectores I.d. en R®.

Figura 1.4.
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En el caso de tres vectores en R?, la independencia lineal implica que no estan situados en el
mismo plano (Figura 1.5. (a) y (b))

(a) vectores L.i. en R®. (b) vectores I.d. en R®.
Figura 1.5.

1.7 Generadores y Dependencia Lineal

Teorema 1.7.1. Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
V=(V,\V,,....V,) ¥ W,W,,.,w, elementos arbitrarios de V.

Si  n>m, entonces, w;,w,,...,w, son linealmente dependientes.

Demostracion:

Dado que los vectores v, ,v, ,...,V, generan a V, entonces es posible expresar a cada uno de
los vectores w,,w,,...,w, como combinacion lineal de ellos:

m
W, =a,V,+a, V,+-+a_ V. :Zailv

m
W,=a,V,+a, V,+---+a,V, :zaiZV

=i (1)

n

m
w :aln V1+a2n V2+“'+amn Vm :Zain Vi
i=1

Se quiere mostrar que los vectores w,,w,,...,w, son linealmente dependientes. Se plantea

entonces una combinacidn lineal de los mismos igualada al vector nulo. Luego, los vectores
seran linealmente dependientes si existen escalares no todos nulos que la satisfagan:

X, W+ X, W,+---+ X W, =0

Teniendo en cuenta las relaciones establecidas para w,,w,,...,w_ en (1), obtenemos:

27



Algebra Lineal

m m m —_
X, Zailvi +X, ZaizVi+"'+Xn Zain v, =0
i=1 i=1 i=1
X, (@, Vi+a, V448, V, )+ X(a, V,+a, V,+--+a ,V, )+ -+

+x,(a, v,+a,, V,+---+a,V,)=0

Poniendo en evidencia los coeficientes de v, ,v, ,...,v, se tiene:

m

(311X1+"'+ainxn)vl + (a21X1+"'+a2an)V2 Tt (am1X1+"'+aman)Vm :6

Una condicion suficiente para que se cumpla esta ultima relacién es que sean cero los
coeficientes de v,,v, ,...,v,, esdecir:

X +a,X, ++a,X, =0
A, X +8,X, ++-+a, X, =0

2n"*n

a, X +a X, +--+a X =0

Estas condiciones constituyen un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, con m
ecuaciones y n incognitas.
Por hipbtesis n>m, es decir que es mayor el niUmero de incognitas que el de ecuaciones,

entonces este sistema admite soluciones distintas de la solucidn trivial.
Por lo tanto existen escalares X, X,, ..., X, no todos nulos tales que:

n

X, Wi+ X, W4+ X W, =0

luego los vectores w,,w,,...,w, son linealmente dependientes. #

n

Corolario 1.7.1. Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Si V tiene un
generador de n elementos y se tienen r vectores de V que son linealmente
independientes, entonces: r <n.

Demostracion:
Queda como ejercicio para el lector. #

Observacion: En el ejemplo 5 de la Seccion 1.5, se mostr6 que
R® =((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)).

Luego cuatro vectores de R® son siempre linealmente dependientes.

Teorema 1.7.2. Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Seanv,,v, ,...,Vv,

vectores de V. Si v,,v,,...,v, son linealmente independientes vy

r

u ss(vl WV, ,...,vr> entonces v, ,V, ,...,V, ,u son linealmente independientes.

Demostracion:
Sean X, X,,..., X, X escalares tales que:

X, Vi+ X Vo+-+ X V,+ Xxu=0 (1)
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Debe ser x=0, ya que de lo contrario, u seria combinacion lineal de v,,v,,...,v,, en

contradiccion con la hipotesis que plantea que u no pertenece al subespacio generado por
ellos. Por lo tanto, se tiene:

X Vi+ X V,+e+X Vv, =0

Por ser v, ,v, ,...,v, linealmente independientes debe ser: X, =X, ==X =0

r

Es decir que la relaciéon (1) se cumple solo si todos los coeficientes son cero. Por lo tanto
V,,V,,...,V,,u son linealmente independientes. #

1.8Bases y Dimension de un Espacio Vectorial

Entre los subconjuntos que generar un espacio vectorial V 0 un subespacio, estudiaremos
aquellos que lo hacen de la manera mas “eficiente” posible. Por ello en esta seccion, juegan
un papel fundamental aquellos subconjuntos de vectores que son linealmente independientes.
Por este motivo los distinguiremos con un nombre especial, como lo expresa la siguiente
definicion:

Definicion 1.8.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.
{Vi,V,,...,v,} esunabase de V siy sblo si

a) v,,v,,...,v, son linealmente independientes.

r

b) (V,,V, ...,V )= V.

Notacién: B={v,,v,,...,v,}

Ejemplos

Ejemplo 1

Los vectores e, =(1,0,0); e, =(0,1,0); e, =(0,0,1) generan R®. Como estan “en escalera”

son linealmente independientes, luego forman una base de R® la cual recibe el nombre
particular de “base candnica” o “base estandar”.

Ejemplo 2
De igual forma, en R*el conjunto {(1,0,0,0);(0,1,0,0);(0,0,1,0);(0,0,0,1)} es la base

canbnica de R*.

Ejemplo 3

Generalizando, en R", la base estandar es el conjunto de n-uplas
{(1,0,0,0,...,0); 0,1,0,0,...,0);(0,0,1,0,...,0);...; (0,0,0,0,...,1)}
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Ejemplo 4

Consideremos el subespacio W= ((1,0,1), (2,1,3), (0,1,1), (1,1,2)).
(Y., Y., ¥,) € R®, s un vector de W si se satisface que

(Vs Yoo ¥s) = %,(1,0,1) + %, (2,1,3) + %,(0,1,1) +x,(1,1,2)
= (X, +2X, + X4y Xy + Xy + X,y X +3X, + X, +2X,)
Luego:
X, +2%, +0X,+X, =Y,
(Vi Vo Vo) EW & < 0X +X,+ X +X, =Y,
X, +3X, + X + 2%, =Y,
Entonces, planteamos

120 1'% 1 201'% _ 1 201'%
0 1 1 1Y, flsChfll g 9 9 1Yy, fla&hflaz 9 9 1 1Y,
131 2% 01111% W% (000 01¥=Y~V,)

Los vectores de W resultan caracterizados por larelacion: y, =y, +, <}:J

Por consiguiente:
(Y1, Y,,Y5) €W siysolosi (. Y,.Y,) =k(1,0,1) + k'(0,1,1) con k,k'eR.

Luego los vectores  (1,0,1) y (0,1,1) generan a W. Dado que son linealmente
independientes, constituyen una base de W. Por lo tanto: BW={(1,O,1);(0,1,1)}.

Ejemplo 5

Sea el subespacio W= {(x,y,z,W) eR*/ 3x—y+2z+w=0}. Para hallar una base de W

consideramos que: (X,y,z,w)eW siysoélosi (x,y,z,w)=(X,3X+2Z+W, Z,W) CON X, Zy W
arbitrarios.

Luego (x,y,z,w)=(x,3x+2z+w,z,w)= x (1,3,0,0) + z (0,2,1,0) + w (0,0,0,1).

Por lo tanto(1,3,0,0), (0,2,1,0) y (0,0,0,1) generan W y como resultan linealmente
independientes, forman una base de W.

Ejemplo 6

Sea V =R[X], el espacio vectorial de los polinomios en X a coeficientes reales.
El conjunto {1, X, X2, X3,...} es una base de este espacio.

En efecto, todo polinomio de V se expresa de la forma: p= a,+aX +---+a,X". Esto es,
como combinacion lineal de los vectores 1, X, X%, X3,... .
Ademas, el polinomio nulo se expresa de forma inica como: 0= 01+0X +0X?+---, lo que

nos dice que los vectores 1, X, X%, X®,... son linealmente independientes.
Luego constituyen una base de V = R[X].
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Teorema 1.8.1. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Si B={v,,v,,...,v,} esunabasedeV y veV, entonces existen
escalares Unicos x;, X,, ..., X, talesque v=x V,+ X, V,+--+ X, V,.

Demostracion:
Supongamos que v puede expresarse en dos formas distintas como combinacion lineal de los
vectores de la base B. Es decir, supongamos que:

V=X V,+ X, V,+--4+ XV,
V=Y, Vi+ Y, V,+-+t Yy V

Restando miembro a miembro se obtiene 0= (X, - y,)V, + (X,- Y,)V, +---+(X -y )V,
Como v,,v,,...,v, son linealmente independiente, por ser base, la ecuacion se satisface si
x=y, para (i =1 2 3.. n).Luego el teorema queda demostrado. #

El siguiente teorema prueba que todas las bases de un espacio vectorial V tienen el mismo
namero de vectores.

Teorema 1.8.2. Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K. Si
B={v,,Vv,,...v,} 'y  B'={w,,w,,...,w,_} son bases de V, entonces
n=m.

Demostracion:

a) Supongamos que m=>n. Por el Teorema 1.7.1., los vectores w,,w,,...,w, _serian
linealmente dependientes, en contradiccion con la hipétesis de que forman una base.

b) Supongamos que n>m. Por el mismo teorema mencionado anteriormente, los vectores
V,,V,,...,V, serian linealmente dependientes, en contradiccion con la hipétesis de que

forman una base.
Porlotanto n=m . #

Acabamos de demostrar que, si el espacio vectorial V tiene una base con n vectores, todas las
bases de V tienen n vectores.

Definicién 1.8.2. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

B={v,,V,,...,v,} base de V. Se define la dimensién de V como el nlimero
(entero no negativo) de vectores de cualquiera de sus bases.

Notacion: dimV = n.

Asimismo, V recibe el nombre de espacio vectorial de dimension finita. En el
caso particular V = {0} , se dice que V es de dimension cero.
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Ejemplos

Ejemplo 1

R? es un espacio vectorial de dimension dos.

Analogamente, R® es un espacio vectorial de dimension tres y en consecuencia, R" es un
espacio vectorial de dimension n.

Ejemplo 2

. . 22 4 . ‘2 . {1 0/./0 1}.(0 0|.|0 O
El espacio vectorial R?? tiene dimension cuatro, pues: [0 0], {0 O]’ [1 O}’ [0 1} es una

base de R*“. La verificacion queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 3

Situaciones similares al del espacio vectorial V = R[X] el espacio vectorial de los polinomios
a coeficientes reales, donde una base del mismo es {1, X, X2, X3,...} se denominan espacios
vectoriales de dimension infinita.

Nota: La prueba de los siguientes enunciados queda como ejercicio para el lector.

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, de dimension finita n. Entonces se verifica:
a) Cualquier subconjunto de V con mas de “n” elementos es linealmente dependiente.

b) Ningln subconjunto de V con menos de “n” elementos, genera a V.

c) Todo subconjunto de “n” vectores linealmente independientes es una base de V.

d) Todo generador de V, con “n” vectores es una base.

1.8.1 Existencia de Bases

Los siguientes teoremas garantizan la existencia de bases en un espacio vectorial de
dimension finita:

Teorema 1.8.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, de dimension
finita “n”. Todo subconjunto no vacio de r vectores v,,v, ,...,V,, linealmente

independientes, es parte de una base.

Demostracion:

Dado que v,,v,,...,V, son linealmente independientes entonces r<n.
Si r=n, v,,v,,..,v,  forman unabasey no hay nada que demostrar.

Si r<n, losvectores v,,v,,...,v, nogeneran al vectorial V, luego existe v, ,, tal que

r+l

V,p 2(V,,V,,....,v,). Porel Teorema 1.7.2., v, ,V, ,...,V, Vv son linealmente

independientes.

r+1
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Reiterando el proceso a partir de este nuevo conjunto de vectores se llega, en un nimero finito
de pasos, a tener “n” vectores linealmente independientes que constituyen una base del
espacio vectorial V. #

Teorema 1.8.1.2. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.
Todo generador finito de V, incluye una base.

Demostracion:
Queda como ejercicio para el lector. #

1.8.2 Bases y Dimension de Subespacio de Soluciones del Sistema A.X=0

Consideremos primero, el siguiente ejemplo.

Queremos hallar el subespacio de vectores de R® que satisfacen la ecuacion A.X =0 siendo

1 -2 3 1 4
A=|2 -1 11 5]
01 15 -1
0 2 -14 -2
0
1231 4]|¢| [0
Es decir, buscamos hallar X = (X, X,, X, %,, %;) € R® talque g —11 % % 51 1% =0/
- 0
0 2 14 =2/[%| |

(2]

2

-1

01
8 g o |- Observar que la dimension del espacio
00O

[ele) Y

1
La matriz reducida de A es: Ra = 8
0

filas de A es: r=3. Por lo que el rango de la matriz A es 3.

Entonces los (X, X,, X;, X,, X;) € R® que son solucion del sistema A.X=0 verifican:

(X Xy, X5, X4, %) = (—x =28, =3a+ fB,-2a,a, f) = a(-1,-3,-2,1,0) + 5(-2,1,0,0,1)

Luego, toda solucion X =(x,X,,%;,X,,% ) R°que satisface la ecuacion A.X=0, es
combinacion lineal de los vectores u=(-1,-3,-2,1,0) y v=(-2,1,0,0,1).

Es decir que el subespacio de soluciones es W, llamado espacio nulo de la matriz A, esta
generado por los vectores u y v

W=((-1,-3,-2,1,0), (-2,1,0,0,1))

Como los vectores u y v son linealmente independientes, éstos forman una base del
subespacio W, por lo tanto, la dimension de W es k = 2 y se lo denomina nulidad de A.

Observar que la dimension de W es el nimero de incognitas no principales.
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Este analisis puede generalizarse a cualquier sistema A.X=0. Si el rango de la matriz Aesr,
y el nimero de incognitas del sistema es n, el nimero de incognitas no principales es n—r.

Por lo tanto:

Sea A es una matriz mxn sobre un cuerpo K. Si el rango de la matriz A esr,
entonces la dimension del espacio de soluciones del sistema A.X=0 es n-r.

1.8.3 Base y Dimension del Subespacio Suma

Consideremos el siguiente ejemplo:
Sea V =R’y sean los subespacios W, =((1,0,0) (0,1,0)) y W, =((0,1,0)(0,0,1)).

Luego el subespacio suma resulta W, +W, =((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))=R® siendo una
base de dicho subespacio BW1+W2=BR3={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} y por lo tanto
dim(W, +W,) =3.

Notar que
\ By, ={(1,0,0), (0,L,0)} y dimW,=2
i W, By, ={(0,1,0), (0,1,0)} y dimW,=2
L se tiene entonces que

Dl\ dim(W, +W,) = dimW, +dimW,  ¢Por qué?
i
|

Como se puede observar, W, "W, =((0,1,0))

Y By w, ={(0,1,0)} y dim(W, "W, )=1.
Como se puede observar en el ejemplo

dim(W, +W,) = dimW, +dimW, — dim(W, A W,).
_— —_ _

3 2 2 1

A continuacion, se probarad que este resultado es valido si se tiene un espacio vectorial V' y
subespacions W, y W, de dimension finita.

Teorema 1.8.3.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

Si W, y W, son subespacios de dimension finita, entonces W, + W, es un
subespacio de dimension finita y se verifica:

dim (W, +W,) = dimW,+dimW, - dim (W, ~W,).

34



CAPITULO 1: Espacios Vectoriales

Demostracion:

Supongamos en primer lugar que dim (W,nW,)=k >0.

Sea B, = By, ., ={w,,w,,...,w, } una base de W,nW,. Completamos la base B, a una

base de W, y a una de W, respectivamente.

Sean entonces B, base de W, y B, base de W, que incluyen a B,
Bl:{Wl,wz,...,wk,ul,uz,...,ur}; dimW, = k+r

B, ={W,,W,,....W,,V;,V,,...,V.}; dimW, = k+s

Para probar el teorema deberemos encontrar una base de W, +W, que tenga k+r+s
vectores.

Afirmamos que:
B={w,W,,....,W,,U;,U,,...,U,,V,,V,,...,V,} €s una base de W, +W,.

Es inmediato que W, + W, es generado por los elementos de B.

Para ver que B es base hay que demostrar que los vectores de B son linealmente
independientes.

Consideremos entonces la relacion:
X W+ X, Wy X W, + YU+ Y, U+ +Y U+ Z,V,+Z,V,++Z vV, =0 (1)
que podemos reescribir en la forma:

X W+ X, Wy X W+ YU+ Y, Uy+--+ Y U =—(Z,V,+Z,V,+--+Z,V,)
eW, eW,

La igualdad entre el primer miembro que es un vector de W, y el segundo miembro que es un
vector de W, significa que ambos miembros representan el mismo vector y por ende éste
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debe pertenecer a W,n'W,. Dicho vector puede escribirse como combinacion lineal de los
vectores de la base del subespacio W,nW,, o sea:

—(Z, v+ Z,V,+- -+ Z V) =0, W+, Wyt + , W,
O=a,W,+o, W, +--+a, W, +Z, V,+Z,V,+--+Z V,
Como los vectores w,,w,,...,w,,V,,V,,...,V, son linealmente independientes pues forman

una base de W, , entonces: o =---=a, =2, =---=12,= 0.

S

Luego, la relacion (1) se reduce a la siguiente:

X, W+ X, Wo+-+ X W, + YU+ Y, U,+--+y u =0

Y como los vectores w,,w,,...,w,,u,,u,,...,u. son linealmente independientes pues forman
una base de W, resulta: X, =---= X, =Yy, ==Y, =0.

Entonces, X W,+X, W,+---+X W, + YU+ Y, U,+--+Yy U+ 2 V,+Z,V,+---+Z V=0 i

X, ==X=Yy="=Y =z=-=12 =0 con lo que queda probado que los vectores de B
son linealmente independientes y que B es una base de W, + W, .

Por lo tanto:
dim (W, +W,) = k+r+s = (k+r) + (k+s) - k
— —
dimW, dimW, dim (W, n'W,)
O sea:

dim (W, +W,) = dimW,+dimW, — dim (W, W,)

como queriamos demostrar. #

1.8.3.1 Suma Directa

En esta seccion estudiaremos qué sucede con la suma de subespacios si W, "W, = {(_)} .

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Si W, y W, son subespacios, entonces
W, + W, es también un subespacio y sabemos que todo vector de W, + W, se expresa como
suma de un vector de W, y de uno de W,. Puede ocurrir que cada vector de W, + W, se
exprese en mas de una forma como suma de un elemento de W, y de uno de W, o que su
expresion sea Unica.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sean V =R’ y los subespacios W, =((1,0,0) (0,0,1)); W, =((0,1,0)(0,0,1)) del vectoril.
El subespacio sumaes W, + W, =((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))=R®.
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Todo vector de R® se expresa, en muchas formas como
suma de un vector de W, y de un vector de W, pues:

W, (X, %,,%)=(%,0,%)+(0,X,,0) =(x,,0,0)+(0,X,,X;)
| —— — — —
eW, eW, eW, eW,

.

=l e (X, %5, %5) = (%,0,m) + (0, x,, X; —m) donde “m” representa

T v | S e 7
/\ E\/\/]_ eW2

 un numero real arbitrario.

Y

Es decir, podemos encontrar elementos u,,v,e W, y
u,,v,eW, con u=v, y u,=v, tal que

U, +U,=V, +V,.

Ejemplo 2

Sean V =R’ y los subespacios W, =((0,1,1) ); W, =((1,0,0)(0,1,0)) del vectorial V.

Se tiene
W, +W, =((0,1,1), (1,0,0), (0,1,0)) =R®

Todo vector de R? se expresa como suma de un
vectorr de W, y un vector de W, de una unica

forma.

(%, %5, %) = (0, %5, %) + (%, X, — X5, 0)

con (0,%,%)eW, 'y (X,X, —X,0)eW,

Si suponemos (X, X,,X;) =u,+u, con u, e W, y
u, e W,, es facil ver que u, =(0,x;,%;) Yy que
U, = (X, %, —%;,0).

Definicion 1.8.3.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean W,
y W, subespacios de V. Diremos que la suma W, + W, es directa si y solo si
todo vector de W, + W, se expresa en forma tnica como suma de un elemento
de W, y unelemento de W, .

Notacion: W,@ W, indica que la suma de W, y W, es directa.

Esta definicion es equivalente a decir que si: u,v,e W, y u,,v,eW,
u+u,=v,+v, = U=V, y U,=V,.
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Teorema 1.8.3.1.1. (Teorema de la Caracterizacion de la Suma Directa)
Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean W, y W, subespacios de V.

La suma W, + W, es directa si y solosi W, "W, = {0} :

Demostracion:

=) Supongamos que la suma es directa.
Consideremos ve W, "W, estoes veW, y veW,. Luego v puede escribirse como:
v=v+0 con veW, y 0eW,

v=0+v con (_)eW1 y veW,

Pero esto contradice la hipotesis, por lo tanto v =0. Es decir que W, "W, = {(_)} .

<) Supongamos que W, "W, = {5} .
Sea v un vector de W, + W, y supongamos que se expresa en las siguientes formas:
v=w+w, con w,eW, yw,eW,

v=w,+w, con w, eW, yw, eW,
Resulta entonces que:

W, +W, =W, +W,

W, _Wi :le —W,

—_— Y

eW, eW,

En la dltima igualdad se observa que los dos miembros representan al mismo vector: como
elemento de W, el primer miembro y como elemento de W, el segundo miembro. Por lo

tanto, el vector pertenece a W, "W, y teniendo en cuenta la hipotesis resulta que:
w,—w, =0=w, -w,

De donde se obtiene que: w,=w, y w,=w,. Por lo tanto, todo vector de W, +W, es
suma de un vector de W, y de un vector de W, en una solo forma.
Luego la suma W, + W, es directa. #

Corolario 1.8.3.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean W,

y W, subespacios de dimension finita. Se verifica que:

a) LasumaW, +W, esdirectasiy solosi dim (W,+W,)=dimW,+dimW,.

b) Silasuma W, + W, es directa y se tienen By base de W, y B2 base de W, ,
entonces B = B, U B, es unabase de W, + W, .

Demostracion:
Queda como ejercicio para el lector. #
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R y sean los subespacios W, =((1,0,0), (0,1,0)) y W, =((1,2,3), (0,1,2)). ¢Esla
suma de W, y W, directa?

W, y W, son subespacios de dimension dos (planos por el origen). La interseccion de dos
planos en R® no es nunca un punto por lo tanto la suma no es directa.

Ejemplo 2

Sea V =R’ y sean los subespacios W, =((-1,1,1)) y W, =((1,2,3), (0,1,2)). ¢Es lasuma
de W, y W, directa?
W, es una recta por el origen y W, es un plano también por el origen. Dado que W, no es

parte de W, . La interseccion W, "W, = {6} . Luego la suma es directa.

1.8.3.2 Subespacios Complementarios

Definicién 1.8.3.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean U y
W subespacios del espacio vectorial V. Diremos que U y W son subespacios

complementarios si y solo si se verificagqgue U+W=Vy queUnW = {6} :

Equivalentemente: U y W son subespacios complementarios si y sélo si
UdW=V.

Si U®W=V decimos que U es un subespacio complementario de W y que W es un
subespacio complementario de U.

En general un subespacio puede tener muchos subespacios complementarios.

Ejemplos

Ejemplo 1

EnV =R?, un subespacio complementario de U =((1,0))es el subespacio W, =((0,1)). Pero
también lo es el subespacio W,=((2,3)) y en general W={(a,b)) con b=0 son
subespacios complementarios de U.

Ejemplo 2

En un vectorial cualquiera V, los subespacios {O} y V son subespacios complementarios.
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Teorema 1.8.3.2.1. Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K, de dimension
finita. Si U es un subespacio de V entonces U tiene un subespacio
complementario.

Demostracion:
Queda como ejercicio para el lector. #

1.9 Coordenadas

Definicidén 1.9.1. Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo
K. Diremos que una sucesion (Vv,,V, ,...,v, )de vectores de V es una base

ordenada si y solo si los vectores v,,v,,...,v, son linealmente
independientes y generan al vectorial V.

Teniendo en cuenta que dos sucesiones (V,,V, ,...,V,) Y (W,,W,,...,w, )son
iguales si y sélo si v, =w,, v, =w,,..., v, =w,_ entonces dos bases ordenadas

son iguales si y solo si estdn formadas por los mismos vectores y en el mismo
orden.

Notacién: B =(v,,v,,...,V, )

En lo que sigue y salvo expresa mencién en contrario trabajaremos con bases ordenadas.

Sea B=(V,,V, ,...,v, ) una base ordenada del espacio vectorial V.
Todo vector v €V se expresa como combinacion lineal de v,,v,,...,v, en una sola forma.
Esto es, dada la base B todo vector v determina una unica n-upla (x,X,,...,X,) de escalares,
tales que:

V=X Vit XV, +o4 X, V,

Los escalares x;,X,,..., X, son las coordenadas del vector v respecto de la base B.

La n-upla (X, X,,...,X,) se denomina vector coordenado del vector v respecto de la base B,

y se denota por
(V) = (X, X500 X))

También se puede representar al vector v, por la matriz columna cuyos elementos son sus
coordenadas respecto de la base B. En tal caso escribiremos:
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V=R®y seael vector v=(2,-13) e V.
a) Tomando la base B, =((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))se tiene que:

2
(V)e, =(2-13)  [v], {—1}.
b) Tomando la base B, =((0,0,1), (1,0,0), (0,1,0)) se tiene que:

(V)Bc = (3! 2’_1)1 [V]BC ZI: g :| .

-1
c) Tomando la base B, =((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)) se tiene que:
2=X+X, + X,
(2,-13)= x(1,0,0) + x,(1,1,0) + x,(1,1,1) < -1=X,+X,
3= X,

3
Luego x, =3, x, =—4 y x, =3 enconsecuencia (V) =(3,-4,3); [v]Bz = {34}

Ejemplo 2
22 (11 0 01 00 00
Sean V=R yB_({O O}'[O 0}[1 O][O 1D base de V.
9 2 E
. - , 2
ConS|deramos.v:{0 _Jev, luego (v); =(-9,2,0,-1); [v], = ol
-1

Ejemplo 3

Sea V =P, el espacio vectorial de los polinomios de grado < 2 con coeficientes reales. Sea
p=3+5X+2X%*eV
a) Tomando la base B, =(L X, Xz)se tiene que:

3
®) =352 [ol, H
b) Si se considera la base B, = (X 2, X,l), se tiene que:

2
(P)e, = (253 [p], :H.

¢) Tomando la base BS=(1+X, 1+ X2, 1+X+X2):
P=3+5X +2X* =a(1+X)+B(1+X?)+y(1+ X + X?) = a=1, B=-2, y =4 luego

1
(P, =024 [p], = {_42]
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En todo V espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K, la n-upla de coordenadas
asociada al vector v eV queda univocamente determinada una vez elegida la base. Entonces,
para cada base B del espacio vectorial VV queda definida una aplicacion del espacio vectorial

V en el espacio vectorial K", en la siguiente forma:
o5V > K
V. = (V) =(X, X500y X))

Anélogamente, queda definida una aplicacion del espacio vectorial V en el espacio vectorial
K™ (matrices columnas de “n” elementos).

o,V — K™
X
v o |
X

n

Proposicion 1.9.1. Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K, dimV=n.
Sean u;v eV; aeK y B base del espacio vectorial V. Si  ¢;:V —> K"

es tal que ¢, (V) =(Vv), entonces se verifica que:
a) U+tv), =) +(V)s Y (au);=a(u)
b) ¢s:V — K" esuna aplicacion biyectiva.

Demostracion:

Queda como ejercicio para el lector. #

La aplicacion ¢, tiene la propiedad de “preservar” las operaciones vectoriales entre

V y K" (las operaciones de adicién y multiplicacién por escalar realizadas con vectores de
V se traducen en operaciones analogas con los respectivos vectores coordenados).

Una aplicacion biyectiva con esta propiedad se llama isomorfismo (iso viene del griego y
significa lo mismo mientras que morfos es la palabra griega para forma o estructura) de los
espacios vectoriales que vincula. Por lo tanto ¢, es un isomorfismo de los espacios

vectoriales Vy K" o entre Vy K™ . En definitiva, esto significa que todas las operaciones

vectoriales en V se reproducen exactamente en K" .

La seleccion de una base B =(v,,V, ,...,v, )para el espacio vectorial V equivale a introducir
un sistema de coordenadas en V. La funcion ¢, vincula el espacio V de dimension n, con el

espacio conocido K" a partir de lo cual los vectores de V se identifican con su representacion
en K" previa ubicacién de un punto como origen de coordenadas (Figura 1.6.)
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Figura 1.6: Vinculacion entre los vectores del vectorial y las n-uplas.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. dimV =3. Sea B =(v,,V,,V, ) base ordenada
de V. Los vectores coordenados de los siguientes vectores de V

a) u=2v,+3v,—V, b) v=v,+0v,-6V,
C) 0 du+v
e) 3u+2v f)v,;v,;v,
Son:
2 1 _ 0 3
a) [ul,=|3 b) Mg =[ 0| © [0] =[0] d)[u+Vl, =[uly +[V; =| 3
-1 —6 0 —7
8 1 0 0
e) [Bu+2vly =3[ul; +2[v]y =| 9 Dvile=|0f [V,]s=|1} [V;]z=|0
-15 0 0 1
Ejemplo 2

Sea V=P, y sea Bz(l, X, X2, X3)Ia base canonica de V. Un elemento cualquiera p € P,

tiene laforma p=a,+aX +a,X*+a,X>. Porloque: [p], =

Luego la funcién de coordenadas ¢,: P, >R**  esunisomorfismo de P, y R*.
p— [Pl

La identificacion entre los vectores del vectorial V y las 4-uplas de R*, en este caso, permite

estudiar propiedades importantes de los vectores sea en R* o R* 'y “traducir” los
resultados al vectorial V.
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Asi, para comprobar si los polinomios p=1+2X% q=4+X+5X% r=3+2X son
linealmente dependientes en P,, podemos utilizar la funcion de coordenadas:

1 4 3

0]. 1]. 2
[p]B: ol [q]B: ol [r]B: ol

2 5 0

Entonces para determinar su dependencia lineal, planteamos:

1 4 3 0
5 0 1 2 0
a[p]3+ﬂ[q]3+7[r]B:O = %y +5 0 ty 0|~ |0
2 5 0 0
Entonces
_ 143|147 |0
a[p], +Bla], +7[r], =0 podemos escribir la expresion como 8 (1) g !ﬂ] 8
2 5 0/t |0
1430 10 -50
Reduciendo por filas la matriz ampliada 0 1 2 0} setiene que es igual a 01 20}
0000 00 00O
2 500 00 00O

Luego, los vectores coordenados [p],; [q],: [r], son linealmente dependientes, por lo
tanto también lo son los polinomios p, qy r.

Notar que considerando la reducida por filas de la matriz ampliada se tiene
a=5y p=-2y.

Luego si y =1 se tiene 5[p]_ +(-2)[q], +[r], =0 = [r], =2[a], -5[p],.

Mas precisamente, 3+2X =2(4+X +5X°)-5(1+2X?).

Generalizando, se tiene el siguiente resultado

Teorema 1.9.1. Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K, de dimensién finita
“n”. Sea B una base del espacio vectorial V' y sean u,,u,,...,u, vectores de V.

Se verifica que:

a) up,u,,...,u  son linealmente dependientes si y so6lo si sus vectores

r

coordenados [u,];, [u,]s,...[u, ]z 10 son.

b) u,,u,,...,u. son linealmente independientes si y sdlo si sus vectores

r

coordenados [u,];, [u,]s, ... [u, ]z 10 son.

b) u,,u,,...,u, generan V siysolosi [u,]s, [U,]s,--[U, ]z generan K™,

Demostracion:
Queda como ejercicio para el lector. #
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1.9.1 Cambio de Base

Como ya se menciono con anterioridad, la representacion de vectores de un espacio vectorial
V de dimension finita por sus vectores de coordenadas depende de la base elegida. A
continuacion, nos proponemos estudiar como se relacionan los vectores de coordenadas de un
mismo vector respecto a distintas bases.

Veamos primero un ejemplo sencilloen V = R?.

Seael vector v=(2,3) e V.
Si se considera la base B,=((1,0),(0,1)) y la base esB,=((1,1),(-1,1)) ¢Cémo se
relacionan los vectores de coordenadas [V]Bl y [v]Bz? ¢Como se vinculan las bases
B, =((1,0),(0.1)) y B, =((1,1), (-1,1))?

v=(23)eR’ N
Considerando B, =((1,0), (0,1)) se tiene:

(2.3) =2(1,00+3(0,1) = [v], = m

Considerando B, =((1,1), (-1,1)) se tiene:

23)=2D+1(-11) =[v], =

N[~ Do

Examinando la expresion anterioridad, el vector
V= (2,3)=g(1,1)+%(—1,1) si se toma vector

coordenado respecto a la base B, resulta

[23)], =B (1,1)+;(—1,1)] =5[], +1[1D), :i[(l,l)]sl [(—1,1)]Bj.

B,

Por lo tanto, se tiene V

NP Nor

R

Los vectores de coordenadas [v], y [v], que representan al mismo vector (2,3) se

relacionan a través de la matriz P.

A continuacion, tomaremos un espacio vectorial VV de dimension finita y estudiaremos como
se relacionan los vectores de coordenadas de un mismo vector respecto a distintas bases.
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Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K, dimV =n.
Sean B, = (V;,V, ...V, ) Y B, =(V;.V,....,v; ) basesdeV.

Sea v eV, luego v puede escribirse como combinacion lineal de los vectores de las bases
elegidas.

Respectoalabase B;: veV = V=XV +X,V,++X Vv, = [v] =
1

Respectoalabase B,: VeV = V=y,Vi+y,Vy+-+y, Vv, = [v] =|7?

Y
Ahora bien, considerando que: v=y,V;+Y,V,+---+Yy V. Yy tomando vector coordenado
respecto a la base B, se tiene:

Ms, =[¥ Vit ¥, Vot o+ v, i ]y = vl + % (V] ++ v [y

1 1

Teniendo en cuenta propiedades de la multiplicacion de matrices, se tiene que:

Y1
N A A e Y M

Yu
U U Uy
[V],, = P [V],,

Luego

[v]o, =P [v];, con P = [[v'l]Bl [Volg, -+ Vi ]BJ la matriz de cambio de base de B, a B,.

1 n

Si bien a veces se suele designar a P como la matriz de transicion de B, a B,, nosotros

adoptaremos la primera denominacion: matriz de cambio de base de B, a B, .

Las columnas de la matriz P son, en su orden, las matrices columna correspondientes a los
vectores coordenados de los vectores de la base B, respecto a la base B, :

Pj:[v'j] j=1,2,..,n

By

Las columnas de P son vectores linealmente independientes del vectorial K™ (por ser
vectores coordenados de vectores de una base), por lo tanto la matriz P es inversible.

Entonces [V]B2 = P’l[v]Bl.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V=R’ y B,=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)); B,=((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) bases de V.
Sea v= (3,4,-2) sequiere hallar [v],

2
3
Dado que se obtiene con facilidad [v]B =| 4 |, se buscara la matriz P de cambio de base B,
1
-2
a B, paraasi hallar [v]B2 = P‘l[v]Bl.

La matriz de cambio de base B, a B, es:

e

0
1
1

= O O

P=|[v], L, [v], |=|la1y], [e1D], [©.00)], |-

P es inversible pues sus columnas son vectores linealmente independientes del vectorial R*?,
entonces se tiene que:

Ejemplo 2

Sea V=R’y B, =((1,0,0),(0,1,1), (1,1,1)) base de V.
Se quiere hallar la base B,sabiendo que la matriz de cambio de base B, a B,es

1 30
-2 1 0
1 0 -1

Sea B, =(v;,V,,V;) labase buscada.

Teniendo en cuenta que la matriz de cambio de base B, a B, es:

1 3 0 1 3 0
-l et 8w v

Luego

v, =1.(1,0,0) +(-2).(0,1,1) +1.(1,1,1) = (2,1, 1)
V, =3(1,0,0)+1.(0,1,1) +0.(1,1,1) = (3,1,2)
v, =0.1,0,0)+0.(0,1,1) +1.(1,1,1) = (1,1,1)

Por lo tanto, la base buscada es B, =((2,-1,-1), 3,11), (1,11)).
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Ejemplo 3

Sea V=P, ysea B, :(1, X, X2, X3) la base canonica de V. Se quiere hallar la base B, tal

-122 1
: : _ 0 010

que la matriz P de cambio de base B, a B, sea: P = 010 -1l
1 011

Sea B, =(v; ,V;,V;,V,). Teniendo en cuenta que P = [[v'l]Bl ANNAN [v;]BJ entonces

-1 2 2 1

. 0 . 0 . 1 . 0
[Vl]Bl o [Vz]B1 (1] [Va]B1 “lol [V4]Bl =1
1 0 1 1

Luego v; =—1+ X3 V,=2+X?% V,=2+X+X3 Vv,=1-X*+X>
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1.10 Ejercicios del Capitulo

Ejercicio 1

c
definidas de la forma usual. Mostrar que V es un espacio vectorial sobre los reales.

. . i a b )
Sea V el conjunto de las matrices de las matrices 2x2, A :{ d} e R*?con las operaciones

Ejercicio 2

Sea V el conjunto de pares ordenados de nimeros reales y K el cuerpo de los nimeros reales.
a) Si se definen en V las operaciones:

+ 0 (X %) + (YY) = (+y -Lx +y,-1)
o ae(X,X,) = (ax,0X,)

¢Es V con estas operaciones un espacio vectorial?

b) idem al caso anterior, pero definiendo al producto por escalares como:
ae(X.X,) = (ax -a+1, ax,-2a+2)

¢Es V con estas operaciones un espacio vectorial?

Ejercicio 3

Sea V el conjunto de ternas ordenadas de nimeros reales y K el cuerpo de los nimeros reales.
a) Si se definen en V las operaciones:

+ 0 (% X %) + (Y Yau Vs) = (Y, X, +Y,,0)
o 1 oae(X, X, X)) = (0X,0x,, 0)

¢Es V con estas operaciones un espacio vectorial?
b) Si se definen en V las operaciones:

+ 0 (X %) + (Y Yor Va) = (0 + Yy X + Yo, Xg +Y5)
° a.(xp Xy, X3) = (axla X2,0LX3)

¢Es V con estas operaciones un espacio vectorial?

Ejercicio 4

En cada uno de los casos siguientes analizar si los subconjuntos dados son subespacios del
espacio vectorial V indicado.
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1. V=R*
A= {XG]R“/ X= (X, X,, X, X,) donde xl:2x2}
B= IxeR*/ x= (xl,O,x3,x4)}
C= {xeR*/ x= (x,1%,%,) |
D= IxeR*/ x= (X, X,, X, X,) donde x420}

X +2X, =X +X, =0
X,— X, =0

F= {XER4/ X= (X, X,, X3, X,) €s solucion de{

X, =X, +X; =4 }

G= {XERA I X= (X, X,, X;, X,) s solucion de { 0
X, =

A :{XE]R”/ X= (X, Xy Xgyeey X3) 1 Xy = xf}
B= {xeR"/ x= (X,%, X, X,) =a(L,1,1,...,1) con aeR}
C= {xeR"/ X= (X, %, X,...,X,) donde x, e R}

3. V=R¥?

U

ad al 22 o
C W= : Y={AeR /A essametnca};
c 0 00
Z= {A eR>?/A es inversible}

4. V=R[X]

A= {polinomios de grado menor o igual a n con térnimo independiente nulo}

={peR[X]/ p=aX +a,X*+--+aX"con g eR y s<n}

B= {polinomios de grado igual a n } U {polinomio nulo}

C={polinomios de grado menor o igual a n } U {polinomio nulo}

D:{peR[X]/ p=(X*+2)eq con qeR[X]}
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5. V=R*={f/f:R—R funcién}

A={f | f(x)=k=cte VxeR}

B={f I f(-1)= f(@1) =0}

C={f /1 f(3)=2}

C[a,b]:{f / £ escontinuaen elintervalo[a,b]}

C'(a,b) = { f / f esderivable con derivada continua en el intervalo (a, b)}

Ejercicio 5

En cada uno de los casos siguientes, caracterizar los vectores de W.

a V=R* W =((1,-1,0,0),(1,2,0,1),(3,0,0,-1))
_ 22 f[2 <11 [0 1] 11
o ver o w={[3F[S AL o)
-1 0] [-1
¢ V=R*  w= 1:? ‘01
2 3| (-1

d)  V=R[X] W=(1+X,1-X, X?)

Ejercicio 6

En cada uno de los casos siguientes, analizar cuales de los conjuntos de vectores generan V.

a) V =R?
1) (1,2); (-1,1) 2)(0,0); (1.1); (-2,-2)
3)(1,3); (2,-3); (0,2) 4)(2,4); (-1,2)

1) {x2+1;x2+x;X+1}
2){x2—1;x2+2x—1}
3){x2+2; 2X2-X +1 X +2; x2+X+4}
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Ejercicio 7
2323
Sea V=R** ysealamatriz A={1 1 11
0101

a) Encuentre lamatriz R, , reducida por filas de A.

b) Sean W, (A) el subespacio generado por las filas de Ay W, (RA)eI subespacio generado
por las filasde R,. Muestre que W, (A)=W, (R,).

c) El resultado anterior sugiere que una matriz y su reducida tienen el mismo subespacio de
filas. Dé razones que justifiquen éste hecho.

d) Utilice la conclusion anterior para determinar si son iguales los siguientes subespacios

W, =((1,-11), (4,-3, 1), (3,-2,0))
W, =((1,-1,1), (-2,1,1), (5,-4,2))

Ejercicio 8

SeaV =R®. Sean S, ={(1,-1,2);(0,1,3);(0,0,0)} y S, ={(0,0,1); (1,1,3); (5,4,—7)} conjuntos
de V.

a) Analizar si cada uno de los siguientes puntos pertenecena S, +S,:
1,-1,2); (1,1,3); (6,3,5 y (0,0,0)
b) Definir el conjunto S, +S,. ¢(Es S, +S, un subespacio de V? Justifique su respuesta.

c) Analizarsi S, cS;+S, ylo S,cS;+8S,.

Ejercicio 9

Sea V=R*ysean U=((1,2,3,6), (4,-1,3,6)) W=((1,-1,1,1), (2,-1,4,5)) subespacios.

a) Definir los subespacios U y W por medio de sistemas de ecuaciones lineales homogéneas.

b) Dar un conjunto de generadores y un sistema de ecuaciones lineales homogéneas que definan
el subespacio U+ W.

c) Dar un conjunto de generadores y un sistema de ecuaciones lineales homogeéneas que definan
el subespacio UNW.
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Ejercicio 10

Sea V=R*? ysean U= <[_01 ﬂ B (ﬂ> W = {[i (ﬂ eR*?/ a= O} subespacios.

a) Definir el subespacio U por medio de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas.

b) Dar un conjunto de generadores del subespacio W.

c) Dar un conjunto de generadores y un sistema de ecuaciones lineales homogéneas que definan
el subespacio U+W.

d) Dar un conjunto de generadores y un sistema de ecuaciones lineales homogéneas que definan
el subespacio UNW.

Ejercicio 11

Sea V =P, y sean los subespacios

U=(1+X%1-2X+X*) 'y W={a+aX+a,X*eP,/ a+a =0

a) Definir el subespacio U por medio de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas.
b) Dar un conjunto de generadores del subespacio W.

c) Dar un conjunto de generadores y un sistema de ecuaciones lineales homogéneas que definan
el subespacio U+ W.

d) Dar un conjunto de generadores y un sistema de ecuaciones lineales homogeneas que definan
el subespacio UNW.

Ejercicio 12

¢Cuales de los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes? Cuando lo sean,
expresar un vector del conjunto como combinacién lineal de los demas.

1. V=R* a) u, =(1,-2,3,-1); u,=(-2,4,-6,2)
b) u, =(1,0,-11); u,=(2113); u,=(0,-1,-3,5)

_ e [11]. . _[ro]., _[o3] _[268
2 V=RTa) ”1{1 2] ”2{0 2] ”3‘[1 2] “4‘[4 6}

TR LR

v, =2+5X - X?; v, =-6-15X?
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4.V =R"F a) f:x =>x* g:x—sen(x); h:x—cos(x)
b) f:x —>cos(x); g:x—>sen(x); h:x—e
c) f:x ->cos’(x); g:x—sen’(x); h:x—cos(2x)

Ejercicio 13

¢Cudles de los siguientes conjuntos de vectores son una base de V?
a) V=R* B={(11), (1,2)}
b) V =R* B:{(l,O,l,l), 0,1,1,-1), (0,0,1,1), (0,0,1,-1)}
) V=P,  B={l+X,1-X, 1+ X +X?*|

Ejercicio 14

Encontrar la o las condiciones que debe satisfacer el escalar a para que los vectores:

(1,a,1); (0,1,a); (a,1,0) formen unabase de R® .

Ejercicio 15

En cada una de las siguientes situaciones dar una base y la dimension de W.

a) W es el subespacio de R®, definido como conjunto de soluciones del sistema:

[1 001 —2]xzo.
00135

by V=R’ W=((1,1,0), 2,1,1), (1,2,-1), (6,5.1)).

) V=R*® W:{ a 2a b} /a,beR}.
a+b b b

10 2][x] [o
d V=R® W =1 (X, X, X,) /[2 1 BI{XZI{O] :
312]|x]| |0

Ejercicio 16

En cada uno de los casos siguientes dar una base del espacio vectorial que incluya a los vectores
dados.

a) V=R* v, =(2,1,5,3); v, =(0,-1,3,5)

— 22 (11 |11
b) V=R vl_[l J, VZ—I:O 0}
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Ejercicio 17

SeaV=R'. Sean U={xeR*/ x= (x,%,%,0} y W={xeR*/ x=(x,0,0,%,) |
subespacios de V. Se pide:
a)  Caracterizar los vectores de U n'W.

b) Darunabase de UNW y extenderla a una base de Uy a una base de W.

c) Mostrar que U+ W =R* pero que la suma no es directa.

Ejercicio 18

SeaV =R®. Sean
) U={(X,%,%)eR*/x =0} W=((1,-12),(211)) subespacios de V. Mostrar que
U+W=R® pero lasuma no es directa.

. , : X, — 2X, +%X,=0
b) U:<(1,—1,2),(2,1,1)> y W el conjunto de soluciones del sistema 0 .
Xy — Xy =

Mostrar que R®* =U® W

Ejercicio 19

e _jla -a _|la 2a )
Sea V=R, Sean U= b b abeRyy W= 0 a € R ; subespacios de V.
—-a

a) Mostrar que lasuma U +W es directa.

b) Darbasesde U; W y de U+W.

Ejercicio 20

e _jl2a -a _|la a )
Sea V=R". Sean U = b abceRry W= N a € R subespacios de V.
c —-a

¢) Mostrar que lasuma U +W es directa.

d) Darbasesde U; W yde U+W.,

Ejercicio 21

SeaV =R’ SeanU=((2,2,-1), (-1,2,2))y W =((2,-1,2), (1,0,1)) subespacios de V.

55



Algebra Lineal

a) Teniendo en cuenta consideraciones de caracter geométrico, justifique que la suma de U y
W no es directa.

b) Determine las dimensionesdeU; W y de U+W.
c) Muestreque U+W =R,

Ejercicio 22

En cada uno de los siguientes casos, dar dos subespacios complementarios del subespacio dado.

a) V=R* W =((2,1,5,3), (0,-1,3,5)).

b) V=R® W=((1,1,0), (0,1,1)).

Ejercicio 23

Sea V un espacio vectorial dimension 3. Sea B=(v,, v,, v, ) una base ordenada de V. Se pide:

a) Dar los vectores de coordenada, respecto a la base B de los siguientes vectores

u, =2v,—V,+2v,; U,=-V,+4v,; U, =0

1 2 1
b) Si[w,], =E]; [w, ], :Lﬂ; [w, ], =[8] dar w,w,y w,.

c) Caleular [w,+w,].; [2w,].; [w,—3w,+4w,] .

Ejercicio 24

Sea V=P, ysea B=(1, 1+X, 1+ X?)base ordenada de V. Sean

p,= 2-3X+5X% p,= 3+ X+ X% p,=2p,+p,; p,=0; py=1+X
Se pide:

a) Dar los vectores coordenados de: p,; P,; Ps; P, Y P5 con respecto a la base B.

b) Dar los vectores coordenados de: p,; p,; P;; P, Y Pscon respecto a la base
B'=(L X, X?).

c) Dar los vectores coordenados de: p,; P,; Ps; P, Y Ps con respecto a la base
B =(1-X? X —X?,2-2X +X?).
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1 1 1
d) Si [q1]8=[2}[q213-=[23]y [qg]B..=[2]dar Gy 0, Y G

-3

Ejercicio 25

Sea V =R* y sean las siguientes bases ordenadas de V

B, =((1,1,0,0), (1,-1,0,0), (0,0,1,-1), (0,0,1,1))
B,=((0,0,0,1), (0,1,0,0), (1,0,0,0), (0,0,1,0))
B, = base canonica

a) Dar los vectores coordenados, respecto a cada una de las bases, de los siguientes vectores:

(3,1,2,0); (0,0,1,1); (0,0,0,0); (4,-5,1,5)

b) Hallar los respectivos vectores v =(x, X,, X;, X,) tales que

1 1 1
2 2 2
[Vl]Bl = =11 [VZ]B2 = =11 [\/3]33 = -1
2 2 2

Ejercicio 26

Sea V =REF.

a) SiW= < f,, f2>es el subespacio generado por las funciones definidas por:

f,(x)=sen(x) f,(x)=cos(x)

Probar que (fl, fz) es una base de W vy dar los vectores de coordenadas de las siguientes
funciones:

h :x — 2sen(x) + 3 cos(x)

h,:x — cos(x+7%)

hy1x — sen(x+%;)

b) Sea W'= <gl, gz> el subespacio generado por las funciones definidas por:

g,(x)=sen*(X)  g,(x)=cos*(x)

Probar que (gl,gz) es una base de W' y dar el vector de coordenadas de la funcion
f 1 x — cos(2x).
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c) Teniendo en cuenta las bases hallas en los items a) y b) ¢cual es la funcion cuyo vector de

1
coordenadas en esta base es m ?

Ejercicio 27

: . . - 1 2 :
Sea V un espacio vectorial de dimension dos. By B' bases de V. Sea A= 9 5 la matriz de

cambiodeBa B"'.

a) Si [v]B.:[ﬂ, calcular [v];.

b) Si [v]; :{_23] calcular [v]. .

c) Si V=R’y B=((1,1), (1,-1)) hallar la base B'.

d) Si V=P y B=(1+X, -1+ X) hallar labase B".

Ejercicio 28

Sea V=P, ysean B=(1 1+ X, 1+ X + X?}; B'=(X?+ X +1, X? =X -2, X*+X -1}
bases de V. Hallar la matriz P de cambio de base B a base B".

Ejercicio 29

Sean V=R‘ y B=((1,1,1,), (1,-1,1,1), (0,0,1,2), (0,0,1,-1)).
1

Si P =

O OoOPRFr

0
(2) es la matriz de cambio de base B a B', hallar la base B".
5

NORFLO
oOr o

Ejercicio 30

1 0 3
Sean V=P, ysea B :(X 2 X,l) basede V. Si P = {0 -2 0] es la matriz de cambio de base
011

de B a B, hallar la base B:.
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Ejercicio 31

Se define una matriz “en tablero de ajedrez” como una matriz cuadrada

_ )1 si i+ es par
A_[a"i] tal que a, _{0 Si i+ ] es impar

Encontrar el rango y la nulidad de las siguientes matrices “tablero de ajedrez”:

a)3x3 b)4x4 c)nxn

Ejercicio 32

Se define una matriz en X como una matriz cuadrada con un ndmero impar de filas y de
columnas. Con ceros en todas partes excepto en las dos diagonales, donde tiene unos.

Encontrar el rango y la nulidad de matricesen X a)3x3  b)5x5.

Ejercicio 33

Analice si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.

JUSTIFIQUE su respuesta (Esto es: si es verdadera demuéstrela y si es falsa de un contraejemplo
0 enuncie a qué teorema contradice).

a) Si en un conjunto de vectores linealmente dependientes se saca un vector, los vectores
restantes son linealmente independientes.

b) Sean U y W subespacios de un vectorial V, B,y B,, bases de los mismos. Entonces

B,uB,, esunabasede U+W.

c) Si la suma de dos subespacios U y W del mismo vectorial es directa entonces
Unw={}.
d) Sean Uy W subespacios de un vectorial V. Entonces U+W =UUW.

e) Sean Uy W subespacios de un vectorial V. Entonces U U W es un subespacio.

f) Sea AeK™P . El conjunto de soluciones del sistema A.X =0 es un subespacio de K"*

g) Si V es un K-vectorial de dimensién n, entonces todo generador con n vectores es una base de
V.

h) Sean By B' bases de un espacio vectorial de dimension n y P la matriz de cambio de base de
B a B". Entonces las filas de P son vectores linealmente independientes.

i) Si V es un espacio vectorial de dimension finita y U un subespacio complementario del
subespacio W entonces: dimU =dimV—-dimW.
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1.11 Guia de Estudio

1)
2)

3)
4)

5)

6)

7)
8)

9)

10)

11)

12)
13)

14)
15)
16)

17)
18)

Defina espacio vectorial.
Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Demuestre que:
» —(-u)=u paratodo ueV.
» Si u+v=u+wentonces v=w.
Defina subespacio de un espacio vectorial.
Muestre que si W ={combinaciones lineales de los vectores v,,v,,...,v,} s un
subespacio. ¢A qué se llama generador del subespacio W ?.
Muestre que si W=(v,,V,,...,v,) y v, es combinacion lineal dev,,v,,...,v, entonces
W=(V,,Vy,....,V,).
Defina Suma e Interseccién de Subespacios. Muestre que la suma de subespacios es un
subespacio.
Defina vectores Linealmente Independientes y Linealmente Dependientes.

Muestre que si u,,u,,...,u son linealmente dependientes entonces uno de ellos es
combinacion lineal de los demas.

Muestre que si U,,U,,...,u, son linealmente independientes todo ve(u,,u,,...,u,)se
expresa como combinacion lineal de ellos en una sola forma.
Muestre que si V=<v1,v2,...,vn> y W,W,,...,w_eV con m>n entonces

w,, W,,...,w,_ son linealmente dependientes.
Muestre que si V,,V,,...,v, €Vson linealmente independientes y ug(v,,v,,...,V,)
entonces v,,V,,..., V,,u son linealmente independientes.

Defina Base, Base ordenada y Dimension de un espacio vectorial.

Muestre que si W, y W, son subespacios del vectorial V, de dimension finita, entonces
dim(W, +W,) = dimW, +dimW, — dim(W, n W),.

Defina Suma Directa.

Muestre que W, ® W, < W, "W, = {(_)} .

Defina Subespacios Complementarios.
Defina vector coordenado.

Si B y B’ son bases del vectorial de dimension finita V, ;Como se obtiene es la matriz de
cambio de base de B a B’?.
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Espacios con Producto Interno

EnR*y R?, los conceptos de longitud de un vector, distancia entre vectores, angulo entre
vectores y perpendicularidad, se expresan en forma conveniente mediante el producto punto.
Estos mismos conceptos métricos pueden introducirse en cualquier espacio vectorial real a
condicidn de que, en él, se defina un producto interno (también llamado producto interior),

el cual asocia a cada par de vectores un nimero real, gozando de las mismas propiedades que
caracterizan al producto punto.

2.1 Producto Interno

Definicion 2.1.1. Sea V un espacio vectorial real. Diremos que V es un espacio
con producto interno si se tiene una regla que asigne a cada par (u,Vv)de

vectores de V, un ndmero real, que denotaremos (u/v) de modo que se
cumplan las siguientes propiedades:

1. Simetria (u/v) = (V/u).

2. Aditividad respecto de cada vector
((u+u")v) = (Uuv) + (U'v)

(u/(v+ V") = (u/v) + (uivh)

3. Homogeneidad respecto de cada vector | Para todos los u, v,u’,v'eV
(ku/v) =k(u/v) y para todos los k e K
(u/kv)=k(uiv)

4. Positividad
(u/u)>0

(u/u):0c>u=(_)

Notacién: (V,/) denotara a un espacio vectorial real V con producto interno.

Las propiedades (2) y (3) dicen que un producto interno es lineal con respecto a cada uno de
los vectores. Este hecho se expresa diciendo que es bilineal.
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Un producto interno puede describirse como una funcion
VxV—> R

(u,v) - (uv)
que tiene las propiedades de simetria, bilinealidad y positividad.

Ejemplos

Ejemplo 1

R?*yR® con el producto punto son espacios con producto interno. Mas generalmente, el

“producto punto” puede definirse en R".
Sean  X=(X,X%,...X.); Y=(Y.Y,,-.-,Y,) se define

(XY) =Xy =X Y, + XY, +--+ XY,

A este producto interno se lo llama usualmente producto interno euclideano, canénico o
estandaren R".

La verificacion de las propiedades de producto interno no presenta dificultad, por ello se
recomienda como ejercicio.

Es posible definir otros productos internos en R" ponderando sus términos de manera
diferente. Sean p,, p,,..., P, numeros reales positivos a los que denominaremos pesos,

X=(X,%,..,X.); Y=(Y, ¥,,---, ¥,) vectores de R". La expresion

(X/y) = PX Y+ PoX Y, oot PIXL Y,

define un producto interno en R" al cual se lo Ilama producto interno euclideano pesado o
ponderado.

La verificacion de las propiedades de producto interno no presenta dificultad, por ello se
recomienda como ejercicio.

Ejemplo 2

Sea V=R? ysean x=(x,%,); Y=(Y,,Y,) vectores. Un caso particular de producto interno
pesado es el que se define a continuacion:

04y) = (0% ) (Y2, ¥2)) = XY = XY, = XYy + 2%,

Las propiedades 1), 2) y 3) se verifican trivialmente. Mostraremos que se cumple la
positividad.
(%) = (04, %) 104, %)) = X = 2X%, +2 X = (%, = X,)" + %

[ L
>0

Esta Gltima expresion no es nunca negativa (es una suma de cuadrados) y solo se anula para
(%, %,)=(0,0).
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Ejemplo 3

SeaV=R*! y sean X = Di }; Y = Bl} vectores de V.
2 2

Definimos:

(XIY) =X H ‘él]v

_ 11|y
w19
=XY XY, —X2y1+%X2y2

Como puede observarse, este ejemplo, es en esencia igual al anterior identificandoR* y R**
en la forma natural.

Ejemplo 4

Puede mostrarse que el producto interior euclideano y el producto interior euclideano
ponderado son casos especiales de una clase general de productos internos sobre R".

Partiendo de la identificacion de R" y R™. El producto punto entre dos vectores de R": x.y
corresponde al producto matricial X" .Y de sus representaciones como matrices columna.

X Y1
Sean X=|: |; Y=|: | vectoresde R™ ysea A una matriz nxn inversible. Entonces

Xn yn
la formula X/Y = (AX)" AY = X"ATA'Y define un producto interno en R" generado por la

matriz A.

En particular:

100---0

a)Si A= 0 1 0 0 = | (matriz unidad), luego el producto interno resultante es el estandar.
0001

b) Si A= J3 0 el producto interno resultante es
0 2

vt 8 E 1]
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se observa que corresponde a la forma de un producto interno euclideano ponderado con
pesosp, =3y p,=2.

Ejemplo 5

Sea el vectorial V =C[a,b]= { f / f escontinuaen elintervalo[a, b]} . Definimos:

(f/9) =] (2).9(x) dx

Las propiedades 1), 2) y 3) se verifican como consecuencia de las propiedades de la integral
definida. Veamos que se cumple la positividad:

(f/f):jlf(x).f(x) dx:ifz(x) dx >0

b
Teniendo presente que sih e C[a,b],h>0 en[a,b] th(t) dt =0, entoncesh=0 en[a,b]
se verifica entonces la propiedad.

Este producto constituye el producto interno estandar o canénico del espacio C[a, b] .

Ejemplo 6

Sea V un espacio vectorial de dimension finita, con base B, ponemos definir:

(uNV)=(u)s.(V)g Vu,veV

es decir, el producto interior de dos vectores se define por el producto punto de sus n-uplas de
coordenadas respecto de la base B.

Equivalentemente, puede escribirse:  (u/v) = [u]; [v], (producto matricial del vector de

coordenadas de u transpuesto, por el vector de coordenadas de v).

Tendiendo en cuenta lo antes mencionado:

e Sea V=R*?y B=([1 0},[0 1},[0 O},[O OD es una base de V. Si se consideran

00'l00J"|10]01
A={ail alz}; B=[bll bl?} resulta:
a21 a22 b21 b22

(A/B) = (A)B'(B)B = (a11’ a,,8,, azz)'(bu’ b12’b211b22) = Z aijbij .

i,j=1

e SeaV=P,.Considerando p=a,+aX+a,X> y q=b,+bX+b,X?y las bases:
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B= (1, X, XZ). Resulta: (p/q) = (p),.(q)s = a,b, +ab, +a,b,.

B'=(1+X,1-X, X*). Resulta: (p/q) = (p)g-(A)s =S by + 3 b, +ab,.

Observacion: En un espacio vectorial pueden definirse muchos productos internos. En

particular en R" pueden definirse productos internos distintos del producto punto y en
V = CJa,b] productos internos distintos del definido por la integral.

Pero, al resolver problemas en R" 0 enV = C[a,b], salvo expresa indicacion en contrario, se
supondré que el producto interno es el canénico.

En todos los demas casos habré que aclarar cual es el producto interno considerado.

2.2 Definiciones Métricas

En cualquier espacio vectorial real V con producto interno se pueden definir longitud de un
vector, distancia entre vectores, ortogonalidad y proyeccion de un vector sobre otro,

mediante expresiones analogas a las obtenidas en R? y R® por medio del producto punto.

Definicion 2.2.1. Sea(V,/) un espacio vectorial real con producto interno.
Se llama norma, moédulo o longitud de ueV y se denota |u| al

namero |ul| = y/(u/u) .

Ademés, diremos que u eV es un vector unitario si y solo si |u|=1.

Observacion: La positividad del producto interior garantiza que la longitud de cualquier
vector esté siempre definida.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R* con el producto interno canénico y sea v = (1,2,—-1,0). Se quiere hallar un vector
unitario u paralelo a v (u=kv con k e R).

Calculamos |v] = {((1,2,-1,0).(1,2,-1,0)) = {12 + 22 +(<1)* +0% =6, luego para obtener lo
pedido planteamos

_ 1 _ 1 _\/6 _\/6 )
u_MV—EV—Ev—3(1,2,—1,0)_(;§§’_§,0).

- . . 2
Para verificar que u es un vector unitario, basta con probar que |Ju[” =1.
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Jull = (&£ .~¢.0)-(

ols

Ejemplo 2

Sea V =P, con el producto interno definido por:

(P/a)) = ()5 -(q)s = Bsb, +8,b; +a,b, donde B=(1, X, X?)

Sea p=1+2X —2X?2. Se quiere calcular la longitud del vector p.

[Pl = (P/P) = (P)g - (P)s =1+2° +(-2)° =9 luego [p| =0 =3.

Definicion 2.2.2. Sea(V,/) un espacio vectorial real con producto interno.
Sean u,Vv eV, se define la distancia de u a v, y se denota d(u, Vv), al nimero
d(u,v)=|u-v|.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R* con el producto interno canénico y sean u=(3,2,-1,1) y v=(1,2,-1,0). Se
quiere hallar la distancia de u a v, para ello planteamos

d(u,v)=d((3,2,-1,1),(1,2,-1,0)) =|(3,2,-1,1) - (1,2,-1,0)|| = (2,0,0,1)| = 22412 =5,

Ejemplo 2

Sea V:C[O,l]:{f / T escontinuaen eIintervan[O,l]} con el producto interno definido

1
por: (f/g) :J' f(x).g(x) dx. Sean f(x)=xy g(x)=x* elementos de V. Se quiere hallar la

0

distancia de f a g, para ello planteamos primero d?(f,g) = f(x)— g(x)||2

1

Hx XH —Jl.(x x)dx Ix —2x° +x)dx [X—3 X—;+X§JO
Luego d(f,g)= J_ J_

+

=1_
3

N~
(SIS
Il

66



CAPITULO 2: Espacios con Producto Interno

Definicion 2.2.3. Sea(V,/) un espacio vectorial real con producto interno.
Sean u,veV, se dice que u es ortogonal o perpendicular a v, y
denotamosu L v, siy sélo si (u/v)=0.

Definicion 2.2.4. Sea(V,/) un espacio vectorial real con producto interno.

Sean u,veV.Si v0, se define la proyeccion de u sobre v y se denota

proy, u al vector proy, u
(V/v)

Ademas, el vector u— proy, u se denomina la componente de u ortogonal a v.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R® con el producto interno canénico y sean u=(1,1,4) y v=(3,3,0). Se quiere
hallar la proyeccién de u sobre v y la componente de u ortogonal a v, para ello planteamos

» Proyeccién de u =(11,4) sobre v=(3,3,0):

((11,4)/(3,3,0))
((3.3,0)/(3,3,0))

Uy = Proysse (LL,4) = @a@:%@g@:%@amzaLm.

» Componente de u =(1,1,4) ortogonal a v=(3,3,0):

U, =(L1,4)— proyse (14,1,4) =(11,4)-(1,1,0)=(0,0,4) . Se verificaque u, L u,:

“[u-proy, u .
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Ejemplo 2

Sea V =R* con el producto interno canénico y sean u=(3,2,-1,1) y v=(1,2,-1,0). Se

quiere hallar la proyecciéon de u sobre v y la componente de u ortogonal a v, para ello
planteamos

» Proyecciéon de u=(3,2,-1,1) sobre v=(1,2,-1,0):

(3.2,-1,1)/(1,2,-1,0))
((,2,-1,0)/(,2,-1,0))

Uy = Proyy, 1(3.2,-1,1) = (1,2,-1,0) = %(1, 2,-1,0) = %(1, 2,-1,0)

» Componente de u =(3,2,-1,1) ortogonal a v =(1,2,-1,0):
U, = (3,2,-1,2) = proy,, 1 (3,2,-1,1) = (3,2,—1,1)—%(1,2,—1, 0) = %(5, -2,1,3).
» Para verificar, analizaremos si u, L u,:

(u,/u,) = (‘3‘(1, 2,-1,0)/%(5, —2,1,3)) -4(@.2-1.0)/65.-21.3) = 2(5-4-1+0) =0,

Ejemplo 3

Sea V=C[0,1]= { f / f escontinuaen el intervalo [0,1]} con el producto interno definido
1

por: (f/g) :j f(x).g(x) dx. Sean f(x)=x y g(x)=x* elementos de V.
0

Se quiere hallar la proyeccién de f sobre g y la componente de f ortogonal a g. Planteamos:

> Proyeccion de f(x)=x sobre g(x)=x>:

(), Do

1
- _ _ _4y2_5
f,=proy, x= X X* = X" =1X _ZX .
5

(/) szlxzdx (%]

> Componente de f(x)=x ortogonal a g(x)=x*: f, =x— proy,, x:x—%xz,
» Para verificar, analizaremos si u, L u,:
1 i -
(fl/ fz):(gxz/x—ixz):jgxz. (X_%Xz) dx:[%]o_[%]o :%—%:O
0
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Definicion 2.2.5. Sea(V,/) un espacio vectorial real con producto interno.

Sean u,veV.Si u=0y v=0, se define el &ngulo entre u 'y v como el (nico
(uiv)

Jul-IM

namero real o €[0,x] tal que: coso =

L . (uiv .
Observacion: La expresion m puede calcularse cualesquiera sean los vectores uy v no
ujl.|v

nulos. Sin embargo, para poder considerar a este resultado como el coseno de un angulo, es
necesario que el valor de este cociente este comprendido entre —1 y 1, condicidén que esta

garantizada por la desigualdad de Cauchy-Schwartz que enunciaremos y demostraremos méas
adelante.

2.3 Consecuencias de la Definicion

De las definiciones métricas precedentes resultan inmediatas las siguientes propiedades:

Teorema 2.3.1. Sea (V,/) un espacio vectorial real con producto interno.
Sean u,v,w elementosde Vy k eR. Se verifica:

a) |u[=0 con Ju|=0 < u=0.

b) |kul=Ikl|ju| yen consecuencia |-uf|=]ul.

c) Siu #0 entonces existen dos Ginicos vectores unitarios paralelos a u.
d) d(u,v)>0 con d(u,v)=0 < u=v.

e) d(u,v)=d(v,u).

f) d(ku,kv)=|k|d(u,v).

g) d(u,v)=d(u+w,v+w).

Demostracion:
a) Por la positividad del producto interno ||u||2 =(u/u)>0. Luego |u|=(u/u)y=0 < u=0.

b) Teniendo en cuenta la definicion de norma y las propiedades del producto interno, se tiene
que |k u||2 = (ku/ku) =k?(u/u) =k? ||u||2 Luego ||k ul|=|k|.[u|, verificandose en consecuencia
que el vector u y su opuesto tiene igual longitud.

c), d)y e) La prueba queda como ejercicio.

f) Teniendo en cuenta la definicion de norma y las propiedades del producto interior,

planteamos d?(ku,k v) =|ku—k v|" =|k(u-v)[" =k?|u-v)|" =k? d?(u,v).

Luego d(ku,kv)=|k|d(u,V).
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g) Teniendo en cuenta la definicién de distancia y las propiedades del producto interno, se

tiene que d*(u,v) =|u- v||2 = u+w—w- v||2 = (u+w) - (v+ W)||2 =d?*(u+w,v+w). #

Teorema 2.3.2. Sea(V,/) un espacio vectorial real con producto interno.

Si ulv,ulv,, ... ,ulv, y ve(Vv,V,,...,v,)entonces u_Lv.

Demostracion:
]
Si ve(V,,V,,...,v,) entonces v=a, V,+a,V,+--+a,V, = > o;V,. Luego
i=1
(V/u) = (0, V,+ 0, V,+--+a, V, /u)
=a, (V,/u) +a, (V,/u)+---+a,(v,/u)=0
y enconsecuencia u_Lv.#

Nota: Expresamos el hecho que u sea ortogonal a todo vector del subespacio
W =(V,,V,,...,v,) diciendo simplemente que u es ortogonal a W'y lo denotamosu L W

El siguiente teorema muestra que la proyeccion de u sobre v tiene las propiedades que
caracterizan al vector proyeccion ortogonal definido en el plano o el espacio.

Teorema 2.3.3.  Sea(V,/) un espacio vectorial real con producto interno.
Sean u y velementos de V. Siv=0 y W=(v) entonces:

1) (u—proy,u) LW enotras palabras: (u—proy,u)Lv.

2) u=kv+w'con w'Lv y kv=proy,u

Demostracion:

1) Se verifica que (u—proy, u) LV pues:

/ /
((u-proy,u)/v) = [(u—mvj /vj = (ulv) - %(v/v) -0.

2) U =U— proy, U+ proy, u= proy, u-+(u- proy, u)
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Luego u=

(uiv) (uiv) . :
~ v+ |lu—-—2Lv|=kv+w' con w'=(u-proy u)Lv kv=proy u.
) ) (u-proy,u)Lv y proy,
=k

por item1)
esortogonala v

Acabamos de probar que todo vector de V se expresa en forma unica como la suma de un
vector paralelo a vy un vector ortogonal av. #

2.4 Desigualdad de Cauchy-Schwarz, Desigualdad del Triangulo y Teorema de
Pitadgoras Generalizado.

Se ha visto que en R* y R?, el angulo o entre vectores uy v no nulos, se expresa, a través

de su coseno, por la férmula: cos

IIUII IIVII
En cualquier espacio vectorial real con producto interior, puede calcularse la expresion
(u/v)
Jul-[v]
Definicién 2.2.5., para poder interpretar el resultado como el coseno de un angulo es

necesario que el valor numérico que resulte esté comprendido entre —1 y 1. Esta condicion
gueda garantizada por el siguiente Teorema.

para vectores uy v arbitrarios no nulos. No obstante, como ya se observo en la

Teorema 2.4.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (V,/) un espacio
vectorial real con producto interno. Si: u y v son vectores V entonces:

1) )] <ul v

2) || =ul]. |v]| siysélosi  uy v son linealmente dependientes.

Demostracion:
1) Si v=0, entonces |v|=0 y en consecuencia(u/v)=0, luego se verifica 1). Ahora

)

VvV y planteemos:
(V/Iv)
o-vrorot <[ (-85} oG- -G /-G
(VIv) (v/v) (V/v) (VIv) (VIv)
~ (u/u)| u (u/ v) Dues 0 = (u/ v) u_(u/ v)v
v/ ) (v/ V) v/ v)

3 _(u/v) 3 _(u/ v)?
= (u/u) (V/ v) (u/v)=(u/u) (v/ v)

supongamos que Vv #0. Consideremos el vector proy,u =
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2
Luego 0<|u- proy, u||2 = (u/u) — (uv) y por lo tanto
(V/v)
2
0<ulf - (”’”’ = @< M = ()<l ]

2) Si u o v son nulos la afirmacion ve verifica trivialmente. Supongamos entonces que no lo
son:

=) Si |(uV)|=|ul.|v| resulta |u- proy, u||2 =0. Luego u= proy,u por lo que u es un

maltiplo de v, es decir u=k.v y por lo tanto u y v son linealmente dependientes.

<)Reciprocamente, si uyv son linealmente dependientes, podemos pensar que u=Kkv.
Luego

i) =|(k viv) = [k v

= |(u)|=]ju]|.]lv #
L e

Observacion: La desigualdad de Cauchy-Schwarz garantiza que los valores que se obtienen
(uiv) <
=<1,

Jul- v

Luego, si a es un angulo cuya medida en radianes varia de 0 a &, entonces cos(oc) asume

todos los valores entre —1 y 1 (inclusive) exactamente una vez. Luego existe un angulo a
unico, tal que

por esta formula estan comprendidos entre -1y 1, estoes —1<

~ (u/v)
COS(G)_—”U”.”V” con 0<a<r.

Se define o como el angulo entre los vectores u y v. Se denotara oo = <(uy v).

Si (ulv) =0 resulta az%, es decir que, si dos vectores no nulos son ortogonales, el angulo
que definen es recto.

Haciendo uso del producto interno, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el concepto de
ortogonalidad, es posible generalizar a espacios vectoriales generales algunos importantes
teoremas de la Geometria Elemental, entre ellos la relacion de longitudes de los lados de un
triangulo que expresa que un lado es menor o a lo sumo igual que la suma de los otros dos y
el teorema de Pitagoras referido a los lados de un tridngulo rectangulo.
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Teorema 2.4.2. (Desigualdad del Triangulo) Sea(V,/) un espacio vectorial

real con producto interno. Si u'y v son vectores V entonces: [u+ V| <|ju]+|v]|

Ademas: [u+v| =|ul+|v| siy sélosi u=k.v o v=k.u con k=0

Demostracion:

Si uno de los vectores es 0, el teorema se verifica trivialmente.
Suponemos que u=0; v=0 y planteamos

lu+ v||2 =((u+Vv)/ (u+Vv)) = ||u||2 +2(u/v)+ ||v||2 (1)

Teniendo en cuenta que:  (u/v) <|(u/v)|<|ul|.|v| y reemplazando convenientemente en (1)
resulta:

2
Jut < ol 2]l V] + v = (= M)

de donde se obtiene: |u+ v|| < |ul|+||v| como queriamos demostrar.

Analicemos ahora el “ademaés”.

Para que [|u+ V| =|u| +|v| se requiere el cumplimiento de las condiciones de igualdad de la
expresion (u/v) <|(u/v)|<|fu.|v]. es decir:

a) (u/v)=|u/v) b) |/ v)|=]ul-[Vv|

g g
(u/v)=0 (u=k.v) o (v=k.u)

Supongamos que v =Kk.u; entonces resulta: 0<(u/v)=(u/k.u)=k(u/u) como (u/u) es
positivo: k.(u/u)>0 = k=>0.

Reciprocamente: si v=k.u 'y k>0 setiene:

Juvl=lurkuf=[L+klu] = @+l

por ser k>0

Por lo tanto: |u+v|=|ul|+|v]| #
Jull+ v = {Ju] + [k u] = (1+|k|)-||U||pm = (@+k)]u]

ser k>
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Teorema 2.4.3. (Teorema de Pitagoras Generalizado) Sea(V,/) un espacio
vectorial real con producto interno. Si uy v son vectores ortogonales en V
entonces
+ 22 + 2
Ju+- V[ =ul” +[v]

Demostracion:

Por hipdtesis se tiene que los vectores u y v son ortogonales, esto es (u/v)=0. Planteamos

Jue VI = e v) A v) =l + 2 i) + V] =l + 200m) + ]
=0

Luego |u+ v||2 = ||u||2 +||v||2 que era lo que se queria demostrar. #

2.5 Conjuntos Ortogonales

Definicion 2.5.1.  Sea(V,/) un espacio vectorial con producto interno. Sea

S <V un subconjunto de vectores no nulos. Diremos que S es un  conjunto
ortogonal si para todos los u,veS se verifica: (u/v)=0 siempre que

Uu=Vv.

Si S es un conjunto ortogonal tal que: (u/u) =1 paratodos los ueS, diremos
que S es un conjunto ortonormal.

Observacion: Un conjunto ortogonal estd formado por vectores (no nulos) dos a dos
ortogonales, mientras que un conjunto ortonormal es un conjunto ortogonal de vectores
unitarios.

De la definicién se desprende que, a partir de un conjunto ortogonal se obtiene un conjunto

ortonormal reemplazando cada vector u por el vector u. Este proceso se llama

1
ul
normalizacion y se dice que los vectores obtenidos estan normalizados.

Si los vectores de una base de V forman un conjunto ortogonal decimos que es una base
ortogonal. Si ademas los vectores son unitarios, decimos que la base es ortonormal.

Ejemplos

Ejemplo 1

Los vectores de la base canonica de R" forman un conjunto ortonormal para el producto
punto o producto interno estandar.
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Ejemplo 2

Sea V=R?.Si u=(u,u,), v=(v,V,) y se define el producto interno (u/v) = uv, +3 Uy, .
El conjunto {(1,0), (0,1)} es una base ortogonal.
Pero No es ortonormal puesto que ||(0,1)]| = J3.

Normalizando se obtiene la base ortonormal {(1, 0), (O, LJ}

NG

Ejemplo 3

Sea V =R* con el producto interno canénico. El conjunto {(1,1,0,0), (0,0,2,0), (1,-10, 3)}

claramente es ortogonal, pero No ortonormal.

Normalizando los vectores obtenemos el (i,i,o,oj,(o,o,m),( 1 1 0, 3 j
J2 V2

NN TN T

que ahora es ortonormal.

Ejemplo 4

Sea V :C[—l,l]:{f / f escontinuaenel intervalo[—l,l]}con el producto interno definido

1

por: (f/g) :J. f(x).g(x) dx. Las funciones f,(x)=1, f,(x)=X, f,(x)=x —% forman

-1
un conjunto ortogonal. Sin embargo, este conjunto no es ortonormal. En efecto

1 ot 1 3 !
- _X| _ - 2_1y2 _|1x_1
(fl/fz)_J'll.xdx_zl_O (fl/f3)_:[1.(x 3 X )dx_[3 3xL_o
0 1 i 2 1 x ]
(fl/f1)=j11.1dx=x|_l=2 (fz/fs):_[x.(x -4) dx=[7—€L=o
; [ 2 e Ve [x 2.5 x| _8
(fz/f2)=.[X.X dX:?71=§ (f3/f3)=.|.l(x —§) dX:|:€—§X +§:|_1:E
El conjunto formado por las funciones fl'(x):%, fz'(x):%x, fs'(x)=%(x2—%)resulta

ortonormal.
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2.5.1 Propiedades de los Conjuntos Ortogonales.

Teorema 2.5.1.1. Sea (V,/) un espacio vectorial con producto interno. Si
S={V,,V,,... v, } es un conjunto ortogonal y W =(v,,v,,..,V,) entonces se
verifica que:

1) Los vectoresv,,Vv,,..., Vv, son linealmente independientes.

2) Todo we W es suma de sus proyecciones sobre los vectores de S.

©(u/v)

3) Para cualquier ue V, si u, =Y’

= (vi/v)

v, entonces el vector u, =u-u,

es ortogonal a W.

Demostracion:

1) Planteamos X, V,++--+X V44X, V, =0.
Considerando el producto interno (vi/(x1 Vi X Vi XV, )) =0 y operando
convenientemente se tiene:

0=(V;/3%Vy )+ (Vi /X )+ (V XV ) = X (V Vg )+ % (Vi /v )+ % (Vi /)
Como (v,/v;)=0sii=]j resulta x(v;/v;)=0. Por ser (v,/v,)#0 resulta
x.=0para i=12,..,r.
2) Sea we W, porlotanto: W=y, V,+---+Y,V;+---+Y, V,. Realizando (w/v,) resulta:

(W/v;) = Yo (Vo /vi)+ ey (Vi /v ) +o+ Y (v, /V5)

Por ser S ={V,,V,,...,V, } un conjunto ortogonal se tiene que (v, /v,)=0sii= j. Por lo tanto

(W/vi)= Yi (vi/vi) = Y= ((\\:\,I//\\//II)) para i=12,..r
Luego se tiene que; w = ((\\Z//\\I/ll)) Vet ((\\:\.,//\‘//I.)) Vet ((\\:\://\\//rr)) v,.

Es decir que w es suma de sus proyecciones sobre los vectores del conjunto ortogonal S que
generaa W.

3) Sea ueV. Consideramos U, =u-u, =u —(Z proy, uj =u-
— _
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V4t

(v/v) 7 (ve/v,) T (i) (ve/vo)

u2=u—[(u/vl)v+(u/v2) (uv) o (uv) }

Para determinar que u, es ortogonal a W basta probar que u, es ortogonal a los vectores
V,,V,,...,V,. Realizando (u,/v;) se tiene:

u,/v;)=(u/v,)- (wv) V,+ (u/v,) Vo4t (u/v,) Voot (u/v,) v /v |=
=t e e e o

= () - )y gy - L) (/)uu)”—))(/)

(Vi/v,) (Vo/v,) (vi/v;) (Ve /v,
:uv.—(u/vi V. /V. )=
O

Luego: u, Lv, parai=12,.,r osea u, LW. #

Observaciones: El punto (1) que acabamos de demostrar, muestra que los vectores
V,,V,,..,V, forman una base ortogonal de W.

Por otro lado, lo demostrado en el punto (2) permite expresar facilmente y en forma directa un
vector de W como combinacion lineal de los vectores v,,v,,...,v

re

Ademas, en el punto (3) demostramos que si se tiene S:{vl,vz,...,v,}conjunto ortogonal,
entonces cualquier vector ue V puede ser escrito como

u:zr: CAD Vi+ U, =proy, . .U+ U, con U, L{V;, V.V, ).

= (vi/v)

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V=R?’. Si wu=(u,u,), v=(v,v,) y el producto interno definido por
(uv) = uyv, +3u,v, . Se quiere expresar el vector u= (-1,3) como combinacion lineal de
los vectores de la base ortogonal B :((1, 0),(0,1)). Teniendo presente el resultado anterior,
resulta:

((£3/@0) | o (13/0OD)

13) =~ ) ST
CL3="0o)/w0) (0D/(0.D)

(0,12) =(-12).(1,0)+3(0,1
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Ejemplo 2

Sea V=R® con el producto interno canonico. Se quiere expresar el vector
u=(-12,3) como combinacion  lineal de los vectores de la  base

ortogonal: B= ((1,1,0), (1,-1,0), (0,0,1)). Teniendo presente el teorema anterior, resulta:

(129~ CE2IALO) ) o (129A10) ) o (123000 oo
(1,1,0).(L1,0) (1,-1,0).(1,—1,0) (0,0,1).(0,0,1)

(-1,2,3) = %(1, 1,0) - % (1,-1,0)+3(0,0,1) .

2.6 Bases Ortonormales

Trabajando en espacios vectoriales con producto interno, la solucion de un problema a
menudo se ve favorecida con la eleccion de una base adecuada. En particular, las bases
ortonormales generalmente simplifican las expresiones con lo que disminuye la carga
computacional.

Definicion 2.6.1. Sea S={v,,Vv,,..,v,} un conjunto ortonormal. Sea

V =(v,,V,,..,V,). Diremos que B=(V,,V,,...,V,) es una base ortonormal de
V.

Observar que todo vector v eV se expresa de una forma simple como combinacién lineal de
los vectores de la base B:

V= (V/V )V, +(V/V, )V, e+ (VY Y,

Otra propiedad importante de las bases ortonormales es la que desarrollada en el siguiente
teorema.

Teorema 2.6.1. Sea (V,/) un espacio vectorial con producto interno. Sea

B=(V,,V,,...V,) unabase ortonormal de V.

Si u=xv,+---+XV,+---+X VvV, Yy V=Y V,+---+VY, Vi+---+Yy V,

entonces (U/V) =Xy, +X,Y, ++++X Y, -

Demostracion:

Planteando la expresion:
(U/V):((X1Vl+"'+xn Vn)/(ylvl+"'+yn Vn))
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y usando las propiedades del producto interior se tiene que:

(U/V): X1y1(V1/V1)+X1y2 (Vl/V2)+"'+X1yn (Vl/vn)+"'+Xiyl(vi/vl)"'"""xiyn (Vi/Vn)
ot XYy (Va /) X0 Yo (Vo [V, )+ + XY, (VL /)

teniendo en cuenta que: (v, /v;)=0 si i# j yque(v,/v,)=1sii=], seobtiene:
(UW/V) =Xy, XY, 4ot XY, o #

Observacion: El Teorema que acabamos de demostrar dice que el producto interno de los
vectores u y v es igual al producto punto de sus n-uplas de coordenadas respecto de una base

ortonormal, es decir

(u/v) = (Ug.(v)g
0, equivalentemente, usando la representacion por vectores columna se tiene que:
T
(u/v)=[uls [V,

es decir que (u/v)se obtiene también como el producto matricial del vector coordenado de u

transpuesto, por el vector coordenado de v.

2.6.1 EIl Proceso de Ortogonalizacién de Gram-Schmidt

En cualquier espacio con producto interno de dimension finita, se puede construir una base
ortogonal a partir de una base cualquiera. Normalizando los vectores se obtiene una base
ortonormal.

Teorema 2.6.1.1. (Teorema de Gram-Schmidt) Sea(V,/) un espacio
vectorial con producto interno. Si {u,,u,,...,u,} es un conjunto de vectores

linealmente independientes de V entonces existe un conjunto
S={w,w,,...w,} tal que:

1) S es ortogonal

2) (W, W,,...,w;) = (U, U,,...,u;) con i=12,...r

Siendo w, =u, y w, = Z w con i=2,..,r

k=1 k/W)

Demostracion:
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Vamos a seguir un camino constructivo, esto es, partiendo del conjunto dato, encontraremos
el conjunto S.

a) Tomamos w, =u,.

(U, /w,)

b) Hacemos w, =u,- proy,, U, =u,—-———=W,. Por construccion, se tiene que w, L w,.

(w,/w,)

Ademés w, e(u,,u,) = (w,,w,)c=(u,,u,) y porser de igual dimension son iguales.

c) Consideramos a continuacién

(us/Wl) W.— (us/Wz)

(w,/w,) ' (w,/w,) .

Por ser {wl,wz}un conjunto ortogonal y dado que por Teorema 2.5.1.1. se verifica que

W = Uy~ Proy,, U,— proy,, U, =Us—

w,Llw, y w,Llw, entonces {w,,w,,w;} es un conjunto ortogonal. Ademés

W, & (U, U,,U,), luego (w;,w,,w,) = (u,,u,,u,) y por tener igual dimension, son iguales.

El proceso se repite hasta obtener {w,,w,,w,,...,w,} de tal forma que:

i-1
ka con i=2,..,r. #
k=1 (Wk/Wk)

Corolario 2.6.1.1. Sea(V,/) un espacio vectorial con producto interno. Se
verifica que:

1) Todo subespacio de dimension finita de V, tiene una base ortonormal.

2) Si V es de dimension finita, entonces V tiene una base ortonormal.

Demostracion:
La prueba queda como ejercicio. #

Nota: El proceso de Gram-Schmidt seguido de la normalizacion de los
vectores obtenidos, no sélo convierte a cualquier base B =(u,,u,,...,u,) del

vectorial V en una base ortonormal B, =(w,,w,,..,w,) sino gque también
satisface para todok >2

1) (Wl,wz,...,wk)es una base ortonormal para el subespacio generado por
(U Uy, uy ).

2) w, esortogonal a <u1,u2,...,uk_l>
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R%con producto punto, construiremos una base ortonormal a partir de la base
B= ((110), (0,2,0), (1,0,-1)).

Tomamos w, =v, =(110).

(0,2,0)(1,1,0)
Hacemos w, =(0,2,0) - —————"~2(1,1,0) =(-1,1,0). Observar que w, 1w, .
. =(0,2,0) (1,1’0)(1,1'0)( ) =( ) q 2 LW,

Finalmente consideramos

w, =(1,0,-1) - (1,0,-1)(1,10) (1,1,0) + (1,0, -1)(=1,1,0) (-1,1,0)=(0,0,-1).
(1,1,0)(1,1,0) (-1,1,0)(-1,1,0)

Luego B'=((1,1,0), (-1,1,0), (0,0,~1)) es una base ortogonal de V = R®.
4,

Normalizando los vectores de B' se obtiene la base ortonormal

4

B =((WW2.Y42.0), (-3/2 /{2 0). (0.0.-D)).
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Ejemplo 2

Sea V=R’con producto interno definido por, (X/y)=XY,—(XY,+XY:)+3%Y,
dondex=(x,x,) e y=(y,.y,) . Construiremos una base ortonormal a partir de

B= ((10),(01)).

Tomamos w, =(1,0).
((0,2)/(1,0))
((1,0)/(1,0))

Hacemos w, = (0,1) - (1,00=(0,1) —_Tl(l,O) =(-11).

Finalmente, considerando |w,|=1 y |w,|=1-2+2 =1 tenemos que la base ortonormal
buscada es B':((LO), (—1/2,1/2)).

Observacion: El proceso de Gram-Schimdt puede aplicarse a conjuntos numerables de
infinitos vectores linealmente independientes.

Ejemplo 3

1
Sea V =C[-1,1] con el producto interno definido por: (f/g) =I f(x).g(x) dx.

-1
Se puede ortogonalizar el conjunto {1, X, X2, X3 X4 }y se obtiene el conjunto ortogonal

{1, X, X? —%, XP-3x, x‘-8x24 3 } cuyos elementos, salvo factores constantes,

5 7 35’
son los polinomios de Legendre.

Observacion: Los polinomios de Legendre pueden ser considerados formando una base
1

ortogonal del espacio R[X] si el producto interno esté definido por (f/g) :I f(x).g(x) dx.

-1

2.6.2 Descomposicion QR

Supongamos tener una matriz AeR™" cuyos vectores columna son linealmente
independientes. Si Q es la matriz con vectores columna ortonormales obtenidos de aplicar a
los vectores columna de A el proceso de Gram-Schmidt y posterior normalizacion, se
pretende establecer si existe alguna relacion entre las matrices Ay Q.

Llamando u,,u,,..,u, a las columnas de la matriz A, w,,w,,...,w, a las columnas de la

matriz Q, luego
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Pero como por construccion (U, ,u,,...,u,)=(w;,W,,...W,) Yy (W, ,W,,...,w, ) es un
conjunto ortonormal resulta

U,

(U /Wy )W+ (Uy /W, )W+ + (U /w, )w,

. (U, /Wy )W+ (U, /W, )W+ (U, fw YW,

u, = (U, /Wy )W+ (U, /W, )W, + -+ (U, /W, Jw,

En forma matricial:

(ul/Wl) (UZ/Wl) (un/W
.(ul/.Wz) (uz/.wz) (un/.Wz)

/W) (/W) - (ug/w,)

R

Esto es: A=Q.R
Pero de la aplicacion del proceso de Gram-Schmidt, se tiene que w, es ortogonal a

u,,u,,...,u, ,. Luego los elementos debajo de la diagonal de la matriz R son nulos y por lo

tanto R es una matriz triangular superior. Ademas, se demuestra que los elementos de su
diagonal son distintos de cero, por lo que R es una matriz inversible.

Lo arriba mencionado, puede sitentizarse en el siguiente teorema.

Teorema 2.6.2.1. (Descomposicion QR) Sea A una matriz mxn con vectores
columna linealmente independientes. Entonces A se puede factorizar como
A=Q.R con Q una matriz mxn con vectores columna ortonomalesy R una
matriz triangular superior nxn inversible.

Observacion: La condicion de que los vectores columna de A sean linealmente
independientes implica que debe ser m>n.

La descomposicién QR es muy importante porque en ella se basan numerosos algoritmos
relacionados con métodos numéricos del Algebra Lineal.
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2.7 Complemento Ortogonal

Definicion 2.7.1. Sea(V,/) un espacio vectorial con producto interno, S c V.

Se llama complemento ortogonal de S al conjunto denotado S* formado por
todos los vectores de V que son ortogonales a cada uno de los vectores de S.

St={veV/vLlu VueS}

Proposicion 2.7.1. Sea(V,/) un espacio vectorial con producto interno,
Sc V. Se verifica que:

1) S* es un subespacio.

2) Si W es el subespacio generado por S (esto esW:<S>) entonces
W =S* (todo vector de S* es también ortogonal a todo vector de W)

Demostracion:

1) S* esno vacio pues 0eS*. Sean v,,v, €S* y k eK. Por la bilinealidad y homogeneidad
del producto interno definido en V se tiene que

(v, +V,/u)=(v,/u)+(v,;/u)=0 'y (kv,/u)=k(v,/u)=0 paratodo ue$S
Luego v, +V, y kv, también son elementos de S*.

2) Queda como ejercicio. #

Teorema 2.7.1. Sea(V,/)un espacio vectorial con producto interno de

dimension finita. Si W es un subespacio de V entonces V=W®W". (V es
sumadirectade W y W%)

Demostracion:

Sea B =(w,,W,,...,w, ) una base ortogonal de W.

Paratodo u eV (por Teorema 2.5.1.1.) se tiene:

ulzg%wiew y u, =u-u, L W.
Por lo tanto, todo u eV se expresa en la forma:
uew
H= ot ton {uz LW (esdecir u, e W)
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por lo tanto V es sumade WyW™".

Probaremos que la suma es directa mostrando que WNW* = {6} .

Sea w e W W™, entonces se verifica (W/W) =0 luego se tiene que w =0 .
Por lotanto V=W®W" . #

Corolario 2.7.1. Sea(V,/)un espacio vectorial con producto interno de
dimension finita. W subespacio de V. Se verifica:

1) Paratodo ueV, laexpresion u=u, +u, con u, e W y u, e W~ es Unica.
2) dimV =dimW-+dimW+".

3) (W) =w

Demostracion:
La prueba queda como ejercicio. #

Observacion: Segun lo visto en el Teorema 2.7.1. paratodo ueV se tiene que

uew
u=u,+u, con N
u,e W
_% (Ww) .
Notar que el vector u, = Z ﬁwi es suma de las proyecciones de u sobre los vectores
= (w, /w,
i=1 i i

de una base ortogonal de W.

Luego, Ilamaremos a u, proyeccion de u sobre el subespacio W y lo denotaremos
u, = proy,, u. Mientras que al vector u, =u—u, lo [lamaremos componente de u ortogonal
aWw.

Ejemplos

Ejemplo 1

V =R? con producto punto. Si W=((1,0)) entonces
W' ={(xy) e R?/(xy).(L0) =0} ={(xy) e R?/x =0} =((01)) .

Ejemplo 2

V =R? con producto punto. Si W es el plano 2x+y—-3z =0, entonces podemos escribir
W = {(x,y,z) eR®/ 2x+y-3z= O} = {(x,y,z) eR?/ (xy,2)(21,-3) = 0} :

Luego, W+ es la recta por el origen con vector de direccion (2,1, -3).
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Ejemplo 3

VvV =R*

soluciones del sistema {

con producto punto. Si W=<(1,1,3,4), (2,1,1,5)> entonces W* es el espacio de

X, + X, +3X%;,+4x,=0
2%, + X, + X, +5%, =0

2.8 Distancia

Ayudados con nuestros conocimientos de Geometria elemental, es posible encontrar con el
uso de regla y escuadra, el punto de una recta o un plano, mas préximo a un punto dado y a
partir de nuestra idea intuitiva de distancia, por simple medicién determinar la distancia del
punto a la recta o al plano.

Nos plantearemos ahora el mismo problema a fin de implementar mecanismos que nos
permitan resolverlo en forma analitica en un espacio V con producto interno.

Definicion 2.8.1. Sea (V,/) espacio vectorial con producto interno.
Definimos la funcion distancia en V

d:VxV-oR
(u,v)>d(u,v)=|u-v|

Observacion: De la definicion, la funcién distancia d resulta ser no negativa, simétrica e
invariante frente a traslaciones. Es decir:

1)d(u,v)>0 y d(u,v)=0 si y s6losi u=v
2) d(u,v)=d(v,u)
3) d(u+w,v+w)=d(u,vVv)

Definicion 2.8.2. Sea (V,/) espacio vectorial con producto interno; d la
funcion distancia definidaen V. Sean v, €V y Sc V. Definimos la distancia
de v, aS como d(v,,S)=infimo{d(v,,v) / veS}.

Definicion 2.8.3. Sea (V,/) espacio vectorial con producto interno; d la
funcion distancia definidaen V. Sean v, eV y Sc V. Diremos que ueS es

el punto de S mas proximo de v, siy sélosi d(v,,u)<d(v,,v) paratodoveS
o0 equivalentemente d(v,,u)=d(v,,S).
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Observacion: Siempre existe la distancia de un punto a un subconjunto, pero no siempre
existe un punto de S mas proximo del punto v, dado, y en caso de existir puede no ser Unico,

como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplos

Ejemplo 1

p
o —1 f d(p,]a,b[)za—p

no existe en ]a,b[ ningun punto que esté mas proximo de p.

Ejemplo 2

P@ L

El punto de la recta L méas préximo del punto p es el punto g, pie de la perpendicular a L
trazada por p.

Ejemplo 3
Sea S el borde de un cuadrado y c el centro del mismo
S 2
Los puntos medios a1, az, a3 y a4 de los lados del cuadrado, son
todos puntos méas cercanos al centro c, luego el punto maés
a, S a, proximo no es nico:
d(c,S)=d(c,a,)=d(c,a,)=d(c,a;)=d(c,a,).
a4
Ejemplo 4
Sea C el borde del circulo y c el centro del mismo.
C
Todos los puntos de la circunfecencia C, son todos
puntos mas cercanos al centro c (estan a la misma distancia). ¢

El punto méas préximo no es Unico.
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Observacion: Los ejemplos anteriores, muestran que el punto de un conjunto S mas préximo
a un punto dado, puede no existir, ser tnico o haber varios puntos que cumplan la condicion.
Sin embargo, si S es un subespacio, entonces el punto mas proximo es Unico tal como lo
muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.8.1. Sea (V,/) espacio vectorial con producto interno. Sea W
subespacio de V de dimensién finita (dimW=r)ysea ueV.

Si u, = proy,,u entonces d(u,u,)<d(u,z) paratodo zeW.

Demostracion:

Sea B=(v,,V,,...,v,) base ortogonal de W.

~, (u/v;)

Siu, = proy,, U = Z—Vi , por Teorema 2.5.1.1. el vector u, =u—u, es ortogonal a W.

= (vi/vy)
Sea z e W, por ser W subespacio (u,—z) € W y entonces se tiene que (u-u,) L (u,—z).
Luego, por el Teorema de Pitadgoras

Ju=2" = Ju-u+u=2f =|(u-u,)+ (u-2)f =fu-uff + o2

De aqui resulta ||u—z||2 2||u—u1||2 = d(u,z)>d(u,u,) #

Observacion: Se demuestra facilmente que u, es el Gnico vector de W con esta propiedad.
Diremos que u1 es la mejor aproximacion de u por vectores del subespacio W.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V=R® con producto punto. Sea u=(4,—-21). Se quiere encontrar la mejor

aproximacion de u por vectores del subespacio W = <(1,1,0), (0,0,1)> :

Como el conjunto {(1,1,0), (0,0,1)} es una base ortogonal de W, consideramos u, = proy,, U,

esto es:

_A=2D@L0) o (A-2D.001) 00y gy
(11,0).(L1,0) (0,0,1.(0,0,0)
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Luego, la mejor aproximacion de u por vectores de W es u, =(11,1) y la distancia de u a W

es la longitud del vector (u-u,)

d(u,W)=d(u,u,) = Ju-u,| =3 -3,0)| = V18.
¥

Ejemplo 2

Sea V=R* con producto punto. Sea u=(2,012). Se quiere encontrar la mejor
aproximacion de u por vectores del subespacio W = <(—1,0,2,1), (2,32, —2)) y la distancia de
uaW.

Como el conjunto {(—1,0,2,1), (2,3,2,—2)}es una base ortogonal de W, planteamos
u, = proy,, U, esto es:

L _ (2012).(-1021) (102D)+ (2,01,2).(2,3,2, - 2)

1 (232,-2)= 1 (-1,2,6,)
(-1,0,21).(-1,0,2,1) (2,3,2,-2).(2,3,2,-2) 7

Luego, la mejor aproximacion de u por vectores de W es u, = %(—1,2,6,1) y la distancia de u

a W es la longitud del vector (u-u,)

d(u,W)=d(u,u,) =|u-u,| = H%(l& - 2,1,13)” = %\/399 .

Ejemplo 3

Sea V =R*® con producto punto. Sea u=(2,0,1). Se quiere encontrar la mejor aproximacion
de u por vectores del subespacio W =((-1,10), (10,1)).

Como el conjunto {(—1,1,0), (1,0,1)} no es ortogonal, aplicamos Gram-Schimdt para obtener
una base ortogonal de W.
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Tomamos w, =(-11,0).
(1,0,1).(-1,1,0)

Hacemos w, =(1,0,1) - (-1,1,0).(-11,0)

(-1.1,0) = (1,0,1) ( )( 1,1,0) = (

I\JII—‘
I\)IH

1) .
Tenemos entonces que una base ortogonal de W es B = ((—1,1,0), (%%1)) :

Ahora, la mejor aproximacion de u por vectores de W es u, = proy,, U esto es:

 (2.01).(-110) (201).(3.5.1) ,, | 2 2 ay_1
RN ST R A VNI B
Ejemplo 4

Definido en el espacio de las funciones continuas V =C[-1,1] con el producto interno
1

canénico (f/g) =I f(x).g(x) dx, es posible resolver el problema de aproximar una funcion
-1

dada por otra méas simple. Si W = <1, X, X? —%> , se desea aproximar la funcién f(x)=¢"

por una funcion del subespacio W.

Dado que los vectores que generan W forman un conjunto ortogonal, la mejor aproximacién
de f por vectores de W esta dada por:

1 1 1
e*.1dx e*.x dx ex.(x2 —1)dx
f1=j1 1+Jl x+J.1 > (x2—1)=(e_%)1+ﬁx+4—4(x2—l)
1 2

jl.ldx _[x.x dx j(x —) dx
-1 -1

-1

siendo f, una funcion polindmica de segundo grado.

2.9Variedades Lineales

Hemos visto que si V es un espacio vectorial, p €V y S un subconjunto de V, el simbolo
p+S indica la suma del conjunto {p} y el conjunto S, esto es:

p+S = {veV /existe ueS : v=p+u}

Si consideramos la funcion T, :V —V se llama traslacion de vector p.

u—u+p
Por consiguiente p+S puede pensarse como la imagen del conjunto S por la traslacién de
vector p.
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Definicion 2.9.1 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K; AcV.
Diremos que A es una variedad lineal si y sdlo si existen
peV y W subespaciodeV talesqueA=p+W

Por consiguiente, una variedad lineal es la imagen de un subespacio por una traslacion, es
decir A=T (W).

Ejemplos

Ejemplo 1

Toda rectade R? (6 de R®) es una variedad lineal.

En efecto, la ecuacion vectorial de la recta L, definida por un punto p y el vector de direccion
ues: L:ix=p+Au =L:x=p +(u)
y)\

N

A
A 4

Ejemplo 2

Todo plano z de R®es una variedad lineal. En efecto, la ecuacion vectorial:
Tl X=p+au+pfv

describe a 7 como el conjunto de elementos de R® que resultan de sumar a p cada uno de
los vectores del subespacio (u : v) . Por lo tanto, podemaos escribir:

7 X=p+(U,v).

Ejemplo 3

Todo subespacio W de un espacio vectorial, es una variedad lineal. En efecto:

W=0+W=T,(W).

Ejemplo 4

Si V es un espacio vectorial y v eV entonces {v} =V +{ 0 } es una variedad lineal.
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Ejemplo 5

El conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones lineales no homogéneo A.X=Hes una
variedad lineal.

_ X
a) Sea V =R®. Consideremos el sistema: B _41 SSJ .[x2] = [8} la solucion general esta
XS

dadapor: (X, X,,%)=(4-10)+a(-3,21) con aeR que podemos escribir como:

S= (4,-10)+((-321)). i

((—3,2,1)>=W- /-

b) Sea V =RR®. Consideremos el sistema: 10x, —3x, —2x, =7. La solucion general es:
(%%, %) =(%.,0,0)+a($10)+b(£,0,1) con abeR que podemos escribir como:

—\10° 10

S= (£:0,0)+((:10),(3.01))

S= (£.00)+((520).(£0.1))

Observacion: El subespacio W es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado
al sistema dado.
El siguiente teorema es una generalizacion de los ejemplos precedentes:
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Teorema 2.9.1. Sean AecK™ y HeK™. Si el sistema A.X=H es
compatible entonces su conjunto S de soluciones es una variedad lineal en

K™ cuyo subespacio asociado es el conjunto de soluciones del sistema
A.X=0.

Demostracion:

Por hipotesis el sistema es compatible, es decir que el conjunto S de soluciones es no vacio.
Supongamos entonces que s,eSestoes A.s,=H. Luego, probaremos que S es una

variedad lineal S=s, +W siendo W el conjunto de soluciones del sistema A.X=0.

a). Veamos que Scs, +W.
seS = A.s=H

s, €S :A.SOZH}: A.(5-5)=0 = (s—S,)=weW =s=s,+W=s5e5,+W

luego Scs,+W.

b). Veamos que s, + W cS.
ses,+W= s=s;+weconweW=As=A(s,+W)=A s, +Aw=H+0=H = seS
luego s, + WcS.

De a) y b) se tiene que S=s, + W .#

Observacion: En el proximo capitulo presentaremos una demostracion mas sencilla del
teorema precedente.

Proposicion 2.9.1. (Propiedades) Sea V un espacio vectorial y sea A=p+W
una variedad lineal en V. Entonces se verifica:

1. peA. (El vector p pertenece a la variedad lineal A)

2. SigeAyreA entonces gq-reW. (La diferencia entre dos vectores de
la variedad lineal A es un vector del W)

3. SipeW,entonces A=W.

4. Si geA, entonces A=q+W. (En la expresion A=p+W, el vector p
puede ser reemplazado por cualquier vector de A)

5. Hay un Unico subespacio W de V tal que para todo pe A se tiene que
A=p+W. Este subespacio se denomina subespacio “asociado” a la
variedad lineal A.

Demostracion:
1. peApuesp=p+0con0eW.
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2. Siq,reA setieneque: geA=>qg=p+wconweW

= g-r=w-w' eW.
reA=r=p+w’'conw’'eW

3. Su demostracion queda como ejercicio.

4. SigeA setieneque q=p+w, con w, €W, luego p=q-w,. Entonces
A=p+W=(q-w,)+W={g-w,+W/WweW}=q+{-W,+Ww/WweW}=q+W.

5. La variedad lineal A es la imagen de un subespacio por una traslacion, es decir
T, (W)=p+W=A.

Teniendo en cuenta que la traslacién de vector “p”, T :V —V es una biyecion (su
u—u+p

prueba queda como ejercicio) su aplicacion inversa es la traslacion de vector “-p” es decir

(Tp)_l:T_p. Luego el subespacio W es la imagen de A por la aplicacion inversa

T,(A)=—p+A=—p+p+W=W,

Supongamos que A puede expresarse en la forma A=p+W y A=p+W"' aplicando T_,
se tiene que T (A)=-p+A=—-p+(p+W")=W". Luego, W=W" por estar
univocamente determinada la imagen de un conjunto por una aplicacion. #

Definicion 2.9.2 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K; AcV una
variedad lineal. Llamaremos dimension de la variedad lineal A a la dimensién
del dnico subespacio W asociado a A.

Observacion: Las rectas en R*> o en R® son variedades lineales de dimension uno.
Analogamente si se tiene un espacio vectorial V cualquiera, las variedades lineales de
dimensién cero se denominan puntos, las de dimension uno se llamaran rectas y las de
dimensién dos, planos.

Ahora si V es un espacio vectorial de dimension n, las variedades lineales de V de dimension
n—1 se llaman hiperplanos. Por lo tanto, un hiperplano de R es un punto, una recta es un

hiperplano de R? y un plano es un hiperplano de R®.

2.9.1 Ecuaciones de una Variedad Lineal

Consideremos V =R" o (V=R"*1), mostraremos que toda variedad lineal de V se puede
expresar como el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales.
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Sea A=p+WcR" de dimension ry sea W=(w,,w,,...,w,). Por lo tanto xe A siy
solo si existen escalares o, «,,...,«, tales que

X=p+ta, W, +a, W, +---+a. W, )
La expresion (1) se denomina ecuacion vectorial de la variedad lineal.
Si X=(X,%,-- %), P=(PuPyPy) Y W =(Wy, Wy,..., W, )para i=12,...,r. La
ecuacion (1) se puede escribir como:

(X4, Xy X0 ) = (Py Poseees Py )+ 0 (Wogy Wogyen W ) ooty (W, Wy, W)
que es equivalente a las ecuaciones:
X, = Pyt oW oW, + oo Wy,

X, = p, + W, +a,W,, +---+a W,
X3 = Py T oWy + QpWap +- -+ & Wy, )

X, = P, + AW, + W, ++ W,

n

denominadas ecuaciones paramétricas de A.

Ahora, si pensamos al sistema (2) como un sistema de ecuaciones lineales en las incdgnitas
a,,a,,...,o,, entonces la o las condiciones que deben cumplir los escalares x;, X,, ..., X, para

que el sistema (2) sea compatible, constituyen un sistema de ecuaciones cartesianas de la
variedad lineal.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V=R‘y A=(1230)+ <(L 2.1, —1)> una recta de R*.
La ecuacion vectorial de A estd dada por: (X, %,,%;,%,)=(1,2,3,0)+ t(1,-2,1,-1).

X, =1+t
. . . i X, =2-2t
Y un sistema de ecuaciones paramétricas de A es: 2
X; =3+t
X, = —t
t=x-1
. . A . —2t=x,—-2
Ahora buscamos las condiciones de compatibilidad del sistema: ¢ = X, -3
-t = X4
1(x -1 1x -1
2% =2 s> 0%, +2% ~4 entonces un sistema de ecuaciones cartesianas para la
1|x,-3 +h 0%, =% —2
-1x, fo+fy Olx, +x -1
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X, +2X =4
variedad lineal A es (X, —x =2
X, +x =1

Ejemplo 2

Sea AcR’ y A=(11230)+((12-131),(2,-1012)). A es un plano de R°y una
ecuacion vectorial de la variedad es:

(X, %, X5, %% ) = (11,2,30) +a(1,2,-1,31) +b(2,-1,012).

X, =1+a+2b
X, =1+2a-b
Igualando componentes resulta un sistema de ecuaciones paramétricas: < x, =2—a
X,=3+3a+b
X, =a+2b
Para obtener las ecuaciones cartesianas debemos determinar las condiciones de
a+2b=x-1
2a-b=x,-1
compatibilidad de este sistema: <—a =x,—-2
3a+b=x,-3
a+2b=x
1 2|x-1 1 2|x-1 1 0OfX+2X+4x,-11 1 0|X +2x,+4x,-11
2 -1x,-1 0 -1|x,+2x,—5 0 -1|X, +2%,—5 0 1|-X,—2%+5
-1 0% —2———-1 0|x,—2 — >l 0fx-2 —7 > 0 0]x +2%,+5%,-13
3 1|x,-3 fridte 0 1|x,+3%-9 f+ 0 O|x,+5%+x,-14 % 00X, +5%+x,-14
1 2(x 0 Ofx;—x+1 0 Ofx—x+1 0 O]x,—x +1

X, +2X, +5X;, =13
Por consiguiente, un sistema de ecuaciones de esta variedad es: { X, +5x, +X, =14 .
X =X =1

Observacion: Notar que las ecuaciones vectoriales, paramétricas y cartesianas de una
variedad lineal A no son unicas, es decir podemos tener distintas ecuaciones de cada tipo para
una misma variedad.

Nota: Si consideramos V un espacio vectorial cualquiera de dimension n y tenemos que
A=p+(W,w,,...,w,) es una variedad lineal de V, entonces todo xe A se expresa de la

forma
X=pt+to W, +a, W, +--+a W, 1)
Si B=(V,,V,,...,V, ) esuna base de V y tomamos vectores coordenados en (1) resulta

(%) = (P)g +an (W) +a (W), +-+ar (W, ),
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Si (X) = (X %00 X) s (P)g =(Pus Povees By) Y (W) =(Wy0 Wyy,eon, W, ) para i=1,2,...,1

la ecuacidn (1) se puede escribir como:
(X0 X e s X0 ) = (Py Poseees Py )+ 0 (Wi Wogeny Wy ) Hee by (W, Wy W) (2)

que es la ecuacion vectorial de una variedad lineal en R". Esta variedad lineal representa a la
variedad dada en el vectorial V, respecto a la base elegida B. Andlogamente, los sistemas de
ecuaciones paramétricas y cartesianas de (2) representan también a la variedad lineal A
respecto de la base B.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =P, el espacio vectorial de los polinomios de grado < 2 con coeficientes reales. Sea
la variedad lineal A=(2—3X?)+(-2+3X ). Tomando la base Bl=<1, X, Xz)la variedad

lineal A queda representada por la recta de R®
R=(2,0,-3)+((-2,3,0)).

Una ecuacion vectorial de R es (x;,X,,X;) =(2,0,-3) +1(-2,3,0)

X, =2-2t
y un sistema de ecuaciones paramétricas < x, = 3t
X, =—3

Para cada valor del pardmetro t en estas ecuaciones, se obtiene el vector de coordenadas de un
vector de la variedad lineal A. Asi por ejemplo, si t=1 se tiene (X;,X,,X;) =(0,3,—3) es decir

(03,-3)=(3X —3x2)B con gq=3X-3X2eA.

2.9.2 Hiperplanosen R" (con producto punto)

El conjunto de soluciones de cualquier sistema de ecuaciones lineales homogéneas con n

incognitas es un subespacio de R". En particular, recordemos que el conjunto de soluciones
de la ecuacion

ax +a,X, +---+ax, =0 con (a,a,,....a,)=(00,...,0)
es un subespacio de dimensién de dimensién n-1, que contiene al origen, un hiperplano Ho.

El primer miembro de esta ecuacion puede pensarse como el producto punto de los vectores
a:(al,ag,...,an)y X=(X1,X2,..., Xn) , esto es
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0.

(8,8,0--,8,) ( X X1 X))
AX+aX, - +a X,

De esta manera, podemos describir a Ho como el conjunto de vectores de R", ortogonales al
vector a.

Por lo tanto
a.x=0 VxeH, = alH,

Ahora bien, si para heR, planteamos la ecuacion

aX +aX, +---+ax =h

el conjunto de soluciones de dicha ecuacion, que llamaremos H, es una variedad lineal con
subespacio asociado H,, resultando ser un hiperplano paralelo a H,.

Ademas, por ser a=(a,a,,...,a,)ortogonal a H, también es ortogonal a H. Luego los

coeficientes de las incognitas en la ecuacion de un hiperplano definen un vector perpendicular
al mismo.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R>con el producto punto y consideremos a = (2, —1,1) se quiere

1)Dar la ecuacion del hiperplano que contiene al origen, perpendicular al vector a.

2)Dar la ecuacién del hiperplano H perpendicular a a que pasa por el punto p=(-2,2,2)

Solucion:

1) (X%, %) e Hy < (2,-11).(%, X,%)=0< 2% —X, +%,=0.

2) El hiperplano H perpendicular a a=(2,—-1,1) que pasa por el punto p=(-2,2,2), es
paralelo a H,, entonces su ecuacion sera de la forma:

2% — X, + %X, =h.

Para determinar h consideramos la condicién de que el punto p=(-2,2,2) verifique la
ecuacion precedente, estoes: h=2.(-2)-2+2=-4

Luego del hiperplano H perpendicular a (2,—-1,1) que pasa por el punto p=(-2,2,2) es:

H: 2X =X, +X, =-4.
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e

.
P
o

[

Hiperplano perpendicular a a que pasa por el origen Hiperplano perpendicular a a que pasa por p

Ejemplo 2

Sea V =R*con el producto punto y consideremos a = (1,2,3,1) se quiere

1)Dar la ecuacion del hiperplano que contiene al origen, perpendicular al vector a.
2)Dar la ecuacion del hiperplano H perpendicular a a que pasa por el punto p=(1,-1,2,1)

Solucion:
1) (X%, . %, %,) e Hy < (1,2,3,1).(X,%, . %,X,) =0 < X +2X, +3x, + X, =0.

2) El hiperplano H perpendicular a a que pasa por el punto p=(1,-1,21), es paralelo a H,,
luego su ecuacion sera entonces de la forma:  x, +2X, +3%X,+X, =h.

Para determinar h consideramos la condicién de que el punto p=(1,-121) verifique la
ecuacion, esto es

h=1.1+2.(-1)+3.(2) +1=6

Luego el hiperplano bscadoes H: x +2x, +3%,+X, =6.

Observacion: xeH<<a.x=h como h=a.p entonces
xeHsax=ap<a.(x-p)=0

de donde el hiperplano H es ortogonal al vector a y pasa por el punto p es decir
H: a.(x-p)=0.
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2.10 Paralelismo e Interseccion de Variedades Lineales

Definicion 2.10.1 Sea V  espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
A=p+W, y B=qg+W, variedades lineales en el espacio vectorial V.

Diremos que A//BsiysolosiW, cW, 6 W, cW,.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V=R*.Larecta L: (X.XX%.X)=(2135)+((1230)) es paralelaal plano
T (xl,xz,xs,XA)=(1,1,5,8)+<(1,0,1,2), (0,1,1,—1)> puesto que el vector de direccion de la
recta (1,2,3,0) es combinacion lineal de los vectores que generan el plano

(4,0,1,2) y (0,1,1, -1). En consecuencia, el subespacio asociado a la recta esta incluido en el
subespacio asociado al plano. Luego L// x.

Ejemplo 2

Sea V=R".
Sean las variedades lineales A =(1,2,5,0)+((1,210), (0131)) y B=(0,1,1,2)+((2,31,0))

Como (2,310) ¢((1,210), (01,31)) =W, ¢ W,.
Porotro lado dimW, >dimW, = W, zW,;.

Luego Ay B no son paralelas.

Analizaremos si A y B se intersectan. Supongamos X = (X,,X,,X;,X,) € AN B entonces se tiene

que
XeA & (X.X%,%5,%,) =(125,0)+a(1,21,0)+b(01,31)

xeB < (X.X,,%.X%,)=(0,1,1,2)+¢c(2,3,1,0)

Para que x € AN B se debe verificar que

(4,2,5,0)+a(1,2,1,0)+b(0,1,31) =(0,1,1,2) + ¢(2,3,1,0)
ecuacion vectorial que puede escribirse también:
a(1,2,1,0)+b(0,1,31) —c(2,31,0) =(-1,-1,-4,2)
de donde resulta
a-2c=-1
2a+b—-3c=-1

a+3b-c=-4 "
b=2

El sistema planteado es incompatible, por lo tanto AnB = { } .
Las variedades lineales que no son paralelas ni se intersectan se denominan alabeadas.
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Ejemplo 3

Sea V =R* . El plano
T (%% % %) = (1216)+((3,2,1,2), (1,1,1,1))
no es paralelo al plano
T, 0 (%% %0%,) = (1L-1,2,3)+((3,2,0,2), (2,3,0,3))
ya que los vectores que generan el plano 7, no son combinacion lineal de los vectores que
generan el plano z,.

Analicemos si los planos se intersecan. Para ello se buscan los puntos comunes a ambos:
(1,2,1,6) +1(3,2,1,2) + k(1,1,1,1) = (1, -1,2,3) + a(1,2,0,2) + b(2,3,0,3)

resultando que para los vectores de A B debe verificarse:

t+k—-3a-2b=0

2t+k-2a-3b=-3
t+k=1

2t+k-2a-3b=-3

cuya soluciénes (tk,a,b) =(10,-9,7,0)+((-5,5, - 4,1)).

Observacion: La interseccion de las dos variedades lineales (en el ejemplo: planos) es otra
variedad lineal (en el ejemplo: recta).

Este resultado es general y se expresa en el siguiente Teorema.

Teorema 2.10.1 Sea V  espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
A=a+W, y B=Db+W, variedades lineales en el espacio vectorial V.

Si AnB # { } entonces AN B es una variedad lineal con subespacio asociado
W=W,nW,.

Demostracion:

Si AnB={ } entonces existe un vector se ANB.

Como s e A podemos escribir A=s+W,.

Como s eB podemos escribirB =s+W,;.

Luego, basta probar que (ANB)—-s=W,"W,.

Dado que(AnB)-s=(A-s)n(B-s) y teniendo en cuenta que A-s=W, y que
B—s=W, resultaentonces que (ANB)-s=W,NW, #
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2.11 Distancia de un punto a una Variedad Lineal

Sea(V,/) un espacio vectorial con producto interno.

Sean W un subespacio de V de dimension finitay A =a+W una variedad lineal asociada a
W.

Dado u eV ¢existe a “mejor aproximacion” por vectores de A? De existir ¢es tnica?.

Para poder responder a estas preguntas, analicemos el siguiente esquema

=a+W

Figura 2.1
Considerando la traslacién T, :V —V vy teniendo en cuenta que T,(A)=—a+A=W y
que la distancia es invariante por traslaciones (Teorema 2.3.1 item (g)) se tiene que:

Sea y, e W el vector que es el “mas proximo” a y =u—a (Teorema 2.8.1) entonces

d(u-a,z-a)= d(u-a,y,) V(z-a)e W
=d(u,z)  =d(u,y,+a) por ser ladistancia invariante por traslaciones

U
d(u,z)>d(u,y,+a) VvzeA

Por lo tanto u, =y, +a es el vector de A “mas proximo” a u.

Ademas, la distancia de u a A es igual a la distancia de u—a al subespacio W.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R* con el producto punto.
Sean u=(21-1,0) y A=(1111)+((12,-1,0), (0,1,2,1)). Se quiere hallar el vector de A
“mas proximo” de u Yy la distancia de u a la variedad.
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Planteamos y=u-a=(2,1,-1,0)-(1L111) =(10,-2,-1).

Como (1,2,-1,0) L (0,1,2,1) entonces y, puede obtenerse como

- _(0.-2,-D.A2,-10) ;o (10,22 1)(0121)(0121)__(31 _13_5)
(1,2,-1,0).(L2, -1,0) (0,1,2,1).(0,1,2,)

Luego el vector de A “mas proximo” de U es:
1 1
u =y, +a= 6(3,1, -13,-5)+(,1,1,1) = 8(9’7' -7,

Ademés d(u,A) =d(y,W) =]y -y,|=[%(3.1,-3,-15)| =

5

Observacion: Las consideraciones hechas con anterioridad permiten resolver el problema de
encontrar la distancia de un punto a una variedad reduciéndolo al caso de distancia de un
punto a un subespacio. Sin embargo, es posible resolver esto mediante otro camino mas &gil
que ha menudo brinda excelentes resultados.

Ya hemos visto que la interseccion de dos variedades lineales, si no es vacio, es otra variedad
lineal cuyo subespacio asociado es la interseccion de los subespacios asociados a las dos
variedades lineales. A continuacion, veremos qué ocurre cuando los subespacios asociados
son complementarios.

Teorema 2.11.1 Sea V  espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean
A=a+W, y B=Db+W, variedades lineales en el espacio vectorial V.

Si W, y W, son subespacios complementarios entonces AnB ={p}.

Demostracion:
Por ser W, y W, son subespacios complementarios se tiene que W,® W, =V, entonces

todo vector de V se expresa como suma de un elemento de Wa y uno de Ws. Si en particular
se toma el vector b—ase tiene que:

b-a=w+w"' con weW, y weW,

Por consiguiente p=a+w =b-w" esun puntode AnB. Luego AnB no es vaciay por
eA eB

lotanto  ANB=p+(W,"W,)=p+{0}={p}. #

El teorema anterior permite asegurar el siguiente resultado.
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Teorema 2.11.2 Sea(V,/) un espacio vectorial con producto interno. Sea

beV.Si A=a+W esuna variedad lineal de V de dimension finita entonces
existe un dnico punto de A mas proximo a b.

Demostracion:

a) Existencia.
Dadob eV se construye B=b+W" (ver Figura 2.2).

Como W @W™" =V entonces por Teorema 2.11.1 existe un inico pe ANB

Figura 2.2

Vamos a mostrar que p es el tnico punto de A méas préximo al punto b.
Sea xe A y planteamos d?(b,x) =[b—x| =|[(b—p)+ (P -X)|
(b—p) e W+ (por ser diferencia de dos elementos de la valiedad lineal B)

(p—x)e W  (por ser diferencia de dos elementos de la variedad lineal A)

Luego (b—p) L (p—X) y en consecuencia por el teorema de Pitagoras resulta:
d*(0) =[o—x" =[(b—p)+ (- =[o-p| +|p—x|">[o-p| =d*®p) (1)

Lo cual prueba que p es un punto de A, mas préximo de b.
b) Unicidad.

Si g es otro punto de A que esta a la misma distancia de b que p, remplazando en (1) x=q
resulta:

d*(b,q)=[o | =[o—p[ +[p—af =d*(b.p)=[o-p|’

. 2
en consecuencia [p—qf| =0 < p=gq.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R" con el producto punto. Sea A el hiperplano definido por la ecuacion
6X, +2X, —2X, +2X, =56.

Se quiere encontrar el puntop e A “maés préximo” a b=(1,2,4,3) y calcular la distancia de b
aA.

Para hallar el punto de A mas proximo a b, construiremos primero la variedad lineal
B=b+W" para lo cual consideramos el subespacio W asociado a A que esta definido por
la ecuacion

6X, +2X, —2X,+2X, =0.
De alli que W* =((6,2,—2,2)) y por lo tanto

B=(1,243)+((62-22)).

Ahora debemos encontrar ANB (recordar que por Teorema 2.11.1 sabemos que
A B ={p}) para ello plantemos que:

X = (XX, %5,X,)€B siysolosi (x,X,,%;,X,)=(1+6t, 2+2t, 4—-2t, 3+ 2t)

Luego reemplazando en la ecuacion de A se obtiene:
6(1+6t)+2(2+2t)-2(4—-2t)+2(3+2t)=56 = 48t=48 = t=1

Porlotanto p=(7,4,2,5) eselpuntode A “mas proximo” de b.
Ademas, d(b,A)=o-p|=48=4{3.

Ejemplo 2

Sea V =R* con el producto punto. Sea la variedad lineal
A=(1111)+(@1,2,-1,0), (0,1,2,2)).

Se desea encontrar el punto de A “mas proximo” del punto b=(2,1,-1,0)y calcular ademas
la d(b,A).

Construiremos primero la variedad lineal B=b+W" para lo cual consideramos el
subespacio W asociado a A que esta dado por

W =((1,2,-1,0), (0,1,2,1))

por consiguiente W™ es el subespacio formado por los vectores que verifican el sistema
X, +2X, — X, =0
X, + 2%, +X, =0
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Luego B=b+W" es el conjunto de soluciones que se obtiene valuando en b los primeros
miembros del sistema que define a W™, esto es

X, +2X, =% =5
X, + 2%, + X, =1

Ahora debemos encontrar ANB (recordar que por Teorema 2.11.1 sabemos que
A B ={p}) para ello plantemos que:

X = (XX, %%, ) €A siysolosi x=(XX,%,X,)=(1+a,1+2a+b, 1-a+2b, 1+b)

y reemplazando en el sistema de ecuaciones que define a B resulta:

(1+a)+2(1+2a+b)—(1—a+2b)=5 6a =3 5
l+2a+b)+2(1-a+2b)+(1+b)=-1 6b=-5 -5

1 1), (=5) 1_1. (=5 —5)) _1
Por | =(1+3,1+2(2)+(2), 1-2+2(=2), 1+(=2)]=2(9,7,-7,1) esel
orlotanto  p ( 2’ (2) (6)’ 2 (6)' (6)) 607 7D ese

punto de A “mas proximo” de b.

Ademés d(b,A) =b-p|=2](3,-1.1,-1)] = 3.

Notar que se ha obtenido el mismo resultado que en el Ejemplo 1 de pag.104 pero en este caso
se aplicaron los Teoremas 2.11.1y 2.11.2..

2.12 Algunas Aplicaciones. Minimos Cuadrados

En las distintas areas de la Ingenieria y de la Ciencia en general, un problema basico es
analizar y comprender las relaciones entre diversas cantidades que varian.
La relacion mas sencilla entre dos variables x e y es la ecuacion lineal y = 8, + X .

Los datos experimentales a menudo producen puntos(x.y;), (X,.¥,),..-.(X,.y,) que al
graficarse parecen quedar cerca de una recta L

y‘k

v

Figura 2.3

Se pretende determinar los parametros £, y £, que hagan a la recta “tan cercana” de los
puntos como sea posible.
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Supongamos que S, y f, estan fijos y consideremos la recta y = £, + X como se muestra
en la Figura 2.4.

Para cada punto de los datos, hay un punto correspondiente (x;,/, + ;) sobre la recta con la
misma coordenada x;.

Llamamos y; al valor observado de y, e ¥; = + Bx; al valor predicho de y (determinado
por la recta). La diferencia e; =y, —y; se llama error.

Hay varias maneras de medir que tan “cercana” esta la recta L de los datos. La opcién usual

n n
es considerar la suma de los cuadrados de los errores Z(ej)2 = Z(yj — yj)2 D)
j=1 j=1

La recta de minimos cuadrados esy = 3, + fx cuyos coeficientes son tales aquellos que

minimizan la expresion (1).
A

y
y:ﬂo"'ﬂlx

(Xj Lo +ﬁ1Xj)

()

v

Figura 2.4

Si los puntos dato estuvieran sobre la recta L, los parametros S, y g, satisfacerian las
ecuaciones:

Valor predicho  Valor observado
yj :ﬂo +131Xj yJ'

b +bBX = %
ﬂo + ﬁl X, = ¥2
ﬂo + ﬂl X, = Y,

que puede escribirse en forma matricial

AX=Db 2
con
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1 X Y1
A= 1 e , Xz[ﬂo} y b= Y2
- B :
1 x, Y,

Por supuesto, si los puntos dato no estan sobre la recta, entonces no hay parametros £, 5
que satisfagan la ecuacion (2) y el sistema es incompatible.

Lo que se pretende es encontrar la recta L que mejor aproxima al conjunto de datos.
Consideremos entonces
e=AX-b elvectorerror e=(e.e,,....e,)

- e . 2_ 2 2 2 ;.
Se busca minimizar el error, esto es se desea que [e]” =ef +e; +---+e> sea minimo.

El vector X que satisfaga esta condicidn, se llama solucién por minimos cuadrados.

Para resolver el problema consideremos que W es el espacio generado por las columnas de la
matriz A. Para toda X eR"™, el producto A.X es una combinacion lineal de los vectores
columna de A, luego para toda X, el vector A. XeW.

Geométricamente, el resolver este problema de minimos cuadrados equivale a encontrar un
vector X, e R™ tal que A.X, sea el vector de W mas préximo a b.

Por el Teorema 2.8.1, el vector de W maés préximo a b es la proyeccién ortogonal de b sobre
W (Figura 2.5).

Figura 2.5

Ejemplos

Ejemplo 1

La Ley de Hooke establece que la longitud x de un resorte uniforme es una funcion lineal de
la fuerza y que se aplica al resorte, respondiendo a la expresion y =, + £x siendo g la

constante del resorte que depende del material del que esta hecho el mismo (Figura 2.6)
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Figura 2.6. Resorte (se supone amortiguamiento nulo)

Supongamos un resorte que sin estirar mide 6.1 cm de longitud (es decir cuando y =0). Luego
al resorte se le aplican fuerzas de 2, 4 y 6 kilogramos, encontrandose que las longitudes
correspondientes son 7.6; 8.7 y 10.4 cm respectivamente.

Se busca determinar la constante del resorte.

Xj 6.1 7.6 8.7 10.4
Yi 0 2 4 6
Se tiene
1 6.1 0
1 76 2
A= : =
1 87 4
1 104 6

Las columnas de la matriz A generan el subespacio W. (Por comodidad trabajamos como si
fueran n-uplas en vez de matrices columna)

Luego

W =((, 111), (6.1,7.6,8.7,10.4)).

Vamos a construir una base ortogonal para W.

Tomando
w, =(1111)
w, =(6.1,7.6,8.7,10.4) — (6.1,7.6,8.7,104).(1111) (4,4,11) =(-2.1,-0.6,0.5,2.2)
(1,1,1,1.(1,1,,1)
de donde
1 -2.1 6.08
A ) ) 1 -0.6 3.88
b = proy,, b= b.w, w,+ b.w, w, =3| |+1.47 =
W, . W, w,.w, 1 0.5 2.26
1 2.2 -1.52
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" -8.6
Resolviendo el sistema: A.X =Db de donde resulta X = { 1 4}

Asi el valor estimado de la constante del resorte es f1 = 1.4 Kg/cm
Se ha resuelto el problema calculando primero la proyeccion de b en W : b= proy,, b y

luego resolviendo el sistema A.X=b.

Sin embargo, es usual para la resolucion de este tipo de situaciones hacer las siguientes
consideraciones:

Por el Teorema de la proyeccion b- proy,, b = b—b = b—A.X, es un vector ortogonal a W
Iuego(Aj )T. (b—A.X,)=0 con A’ columna j de la matriz A y X, solucion del sistema
A.X=b.

Pero (A )T esunafilade AT, luego A(b—A.X,)=0 de donde:

AT.A.X,=A.b

Esta altima expresion se denomina sistema normal asociado con A.X=b y el problema de
minimos cuadrados se reduce a encontrar una solucién exacta del mismo, esto es despejar Xo.

Cabe sefialar que en algunas aplicaciones es necesario ajustar los puntos dato a una curva
distinta a una recta esto es, podria ser adecuado pretender alguna otra relacion funcional entre
Xey.

Asi en general puede considerarse el problema de como ajustar los datos por medio de curvas
que tienen la forma:

y=5 f,(x)+ B8 f,(X)+-+ B f(x) 3)
donde f,(x), f,(x),..., f,(x) son funciones conocidas y los f,, 3,..., 5, son parametros que

deben determinarse.

Notese que éste es un problema lineal, porque es lineal en los parametros desconocidos.

Como antes, y de la ecuacién (3) es el valor predicho. La diferencia entre el valor observado y
el predicho es el error, de tal manera que los parametros f,, f3,..., 5, se determinaran de

forma tal que minimicen la suma de los cuadrados de los errores.

Ejemplo 2

Para medir el desempefio durante el despegue de un aeroplano, se midid la posicion horizontal
del avion cada segundo desde t =0 a t= 12. Las posiciones (en pies) fueron:

tiempo | O [ 1| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

posicion| 0 [8.8/29.9|62.0|104.7|159.1|222.0|294.5|380.4|471.1|571.7 | 686.8 | 809.2
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Se desea encontrar la curva cibica de minimos cuadrados y = 3, + B, t+ 8, t> + £, t* para los
0 1 2 3

datos consignados.

Teniendo en cuenta los datos y la ecuacion propuesta, escribimos las matrices A, b, X:

t° ot
0 0

1 1
4 8

9 27
16 64
125
36 216
49 343
64 512
81 729
1 10 100 1000
1 11 121 1331
|1 12 144 1728 |

PR RRRRRRRRE
©CONOUTRWNRO
N
&1

809.2|

0
8.8
29.9
62.0
104.7
159.1
222.0
294.5
380.4
471.1
571.7
686.8

,
y x|

[

que nos permite escribir el sistema A.X=b y su sistema asociado (AT.A).X =A".b.

Para encontrar X se operd con las matrices usando el programa MATLAB

S>M=A" *A;
>> K = M2 (-1);
>> X =(K*A")*Db;

>> A=[1000;1111;1248;13927;1416 64; 15 25125;16 36 216;
17 49 334;18 64 512;19 81 729;110 100 1000;1111211331;112 144 1728];

>> % la transpuesta se encuentra haciendo A’
> A'
>>M=A*A
M =
13 78 650 6075
78 650 6084 60647
650 6084 60710 630267
6075 60647 630267 6729857

>> % para encontrar la inversa de M se indica :

>> K= M~"(-1)

K =
0.7286 -0.4304 0.0683 -0.0032
-0.4304 0.4100 -0.0777 0.0040
0.0683 -0.0777 0.0160 -0.0009
-0.0032 0.0040 -0.0009 0.0000

M7 (-1)

>> % luego X resulta de multiplicar K por Atranspuesta por b

>> b=1[0;8.8;29.9;62.0;104.7;159.1; 222.0; 294.5;380.4; 471.1;571.7;686.8; 809.2]
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>> X = (K* AY*b

X = -0.8672
4.7267
5.5473
-0.0268

Con lo cual la ecuacion pedida toma la formay = -0.8672+4.7267 t +5.5473 t* —0.0268 t°

>t =0:0.1:14,

>> y=-0.8672+4.7267*t +5.5473* (.~ 2)-0.02268* (1.~ 3);
>> plot(t,y)

>> xlabel(* tiempo en segundos’)

>> ylabel(* posicion horizontal del aeroplano en pies”)

>> title(" Ajuste de datos con parabola cubica') (Figura 2.7)

Ajuste de datos con parabola cubica
1200 T T T T

1000

800 -

600

400

200 -

posicion horizontal del aeroplano en pies

200 L L L 1 L L
o] 2 4 B 8 10 12 14

tiempo en segumdos

Figura 2.7

A partir de ella puede estimarse la velocidad del avién en un instante determinado, por
ejemplo 4.5 segundos.

En efecto, recordando que v = 3—); U=4.72+11.09t-0.08 t* = (4.5)=53.02 pi%g

Observar que construida la matriz A y b a partir de los datos, se ha resuelto el problema
planteando el sistema asociado (AT.A).X=AT.b. Dado que en el ejemplo (AT.A) era

inversible, fue posible despejar X vy asi encontrar la solucién
X=(AT.A)".A"b (4)
La matriz (AT.A)f1 AT = A" se denomina matriz seudoinversa de A.

Observar que (A".A) es inversible solo si las columnas de la matriz A son linealmente

independientes, en cuyo caso el problema tiene una unica solucion por minimos cuadrados
dada por la ecuacion (4).
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2.13 Ejercicios del Capitulo

Ejercicio 1

Sea V=R? Sean x=(xX,) e y=(Yy,Y,) Vectores de V y sean ademas u=(L0),
v=(01) y w=(3,-1).

Considere también definida laregla (X/y)= XY, + XY, +X,Y; +3X,Y,.

a) Probar que la regla dada define un producto interno en V.

b) Calcular (u/v), |v|, |u| ¥ a=<(uyv).

c) Calcular proy,u 'y lacomponente de u ortogonal av.

d) Verificar que los vectores obtenidos en el punto c) son ortogonales.
e) Analizarsiulv yv.lw.

Ejercicio 2

Sea el espacio vectorial V =R*, con producto interno canoénico. Sean u=(2,1,3,-1) vy
v =(6,-2,2,4) vectores de V.

a) Calcular a =<(uy v).
b) Expresar el vector v, como suma de un vector paralelo a u y un vector ortogonal a u.
c) Encontrar un vector w, talque w Lu y w L V.

Ejercicio 3

Sea V:C[—l,l]:{f / £ escontinuaenel intervalo[—l,l]} con el producto interno definido
1

por: (f/g):J' f(x).g(x)dx.Sean f(x)=1+x y g(x)=1-x elementos de V

-1

a) Calcular (f/qg).
b) Dar proy,f .

- - - 2
¢) Analizar si las funciones h(x)=x y h,(x)=x"—1 son ortogonales.

Ejercicio 4

Sea V =P, el espacio vectorial de los polinomios de grado < 2 con coeficientes reales. Sea

la base B :(1, X, X 2) y el producto interno definido de la siguiente manera

(p./P;)=(p,), -(P,), conp,.p,eV .
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Dados p=-1+2X+X? y q=3-4X? calcular |p|, |a], e=<(uyv), proy,p vy
d(p.q).

Ejercicio 5

Sea V =R?*? con el producto interno definido por

(A/B):Za” b; siendo A=[a;] y B=[b;]

Dadas A:[% 2} y B:E %} calcular: |A|, B, e =<(uyv) y d(AB).

Ejercicio 6

Sea V =C[0,7]= { f / f escontinuaen el intervalo [0, 7z]} con el producto interno definido

Vi

por: (f/g):j f(x).g(x) dx.

0
Verificar que las siguientes funciones son ortogonales f (x)=1, f,(x)=cos(x) VY

f,(x) =cos(2x).

Ejercicio 7

Sea V:C[O,1]={f / f escontinuaen eIintervan[O,l]} con el producto interno definido
1

por: (f/g) :I f (x).g(x) dx. Encuentre la longitud de cada uno de los vectores f(x)=1-x?,
0

g(x)=e*y h(x)=sen(2zx).

Ejercicio 8

Sea V =R® con el producto interno estandar. Encuentre los escalares k tal que [|k.v|=3
siendo v=(1,2,4).

Ejercicio 9

Sea V =R* con el producto interno estandar.
Encuentre dos vectores unitarios, ortogonales a (2,1,-4,0) y (1,-1,2,2).

Ejercicio 10

Sea V =R* con el producto interno estandar. Dados los vectores
u, =(3,4,0,0), u, =(0,0,1,1), u, =(4,-3,0,0), u, =(0,0,-1,1).
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a) Verifique que el conjunto {ul, u,, Uy, u4} es un conjunto ortogonal y encuentre el conjunto
ortonormal asociado a él.
b) ¢Es B=(u,, u,, u,, u,) unabase de V 2. Justifique.

c) Hallar de ser posible [ (4,-2,2,4)] .

Ejercicio 11

Sea V =R* con el producto interno estandar. Sea W = <(2,2,1,0), (1,0,1,0), (5, —1,1,0)>.

a) Encontrar una base ortogonal de W y extenderla a una base ortogonal de V.

b) Dar la base ortonormal asociada a la base hallada de V.

Ejercicio 12

Sea V:C[—l,l]:{f / f escontinuaenel intervalo[—l,l]}con el producto interno definido
1

por: (f/g):j f(x).g(x) dx..

-1

Sea el subespacio W=(f,, f,, f,) donde f (t)=1 f,(t)=t y f,(t)=t>.

a) Encuentre una base ortogonal de W.
b) Dar el coordenado de fs respecto a esa base.

Ejercicio 13

Sea V =R“ con el producto interno estandar.
Encontrar el complemento ortogonal de cada uno de los siguientes subespacios:

a) H:2x -x+%x-x,=0.
b) U=((2,-111), (30,-1,-2), (0,-1,0,-1)).

o W: 2X, — X, +X,—3%, =0
S X +x,-x%x,=0 '

Ejercicio 14

Sea V =R* con el producto interno estandar. Sea u=(2,-1,1,0).

En cada uno de los casos siguientes dar la “mejor aproximacion” de u por vectores del
subespacio W y la distanciade ua W.

a) W=((1121), (1,00,-1)).

b) W=((1,121),(200,1)).
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+X,+2%, =0
c) W: (%A=
X, +2X%; =X, =0

d W: 2x—-x,+x,—-3x,=0.

Ejercicio 15

Sea V =R* con el producto interno estandar.

Definir la variedad lineal A =(2,0,3,-1)+((1,2,0,2), (0,0,1,3)) como conjunto solucion de un
adecuado sistema de ecuaciones.

Ejercicio 16

Sea V=R" con el producto interno estandar. Sean los vectores a=(2,53,1) y
p=(2,1,-13).

a) Encontrar la ecuacion del hiperplano H , perpendicular a a que incluye al origen.

b) Dar la ecuacion de hiperplano H, paraleloa H, que incluye al punto p.

Ejercicio 17

Sea V =R* con el producto interno estandar.
a) Dar una ecuacion vectorial de la recta que incluye los puntos p=(-10,2,3) y
q=(0,0,1,2).

b)  Dar una ecuacion vectorial del plano que incluye los puntos r =(1,0,0,0), s=(0,1,0,0)
y u=(0,0,0,1).

c)  Definir las variedades lineales anteriores por sistemas de ecuaciones lineales.
d)  Verificar si las variedades lineales son paralelas, se intersecan o son alabeadas.

Ejercicio 18

Sea V =R" con el producto interno estandar. Para cada una de las siguientes variedades
lineales encontrar su “mejor aproximacién” a p=(3,2,0,1) y calcular la distancia de p a cada

una de ellas.

a) A=(1111)+(1121).

b) B: 2x —X,+ X, —3%,=5

o C: X, = 2%, + X, =X, =—2 '
5%, —6X, +3X, —=5X, =—2
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Ejercicio 19

Sea V:C[O,1]={f / f escontinuaen eIintervan[O,l]} con el producto interno definido
1

por: (f/g):j f(x).g(x) dx. Encontrar la funcion de primer grado que mejor aproxima a
0

g(x)=x*+2.

Ejercicio 20

Sea V:C[O,l]:{f / f escontinuaen eIintervan[O,l]} con el producto interno definido
1

por: (f/g):j f(x).g(x) dx.
0

a) Si W:<f> con f(x)=1+x encuentre la funcibn de W mas proxima de
g(x)=3+x—-x.

b) Encuentre la funcidn cuadratica que mejor aproxima a h(x) = Jx.

Ejercicio 21

Para cada uno de los casos siguientes donde se da el subespacio W'y un vector v,
1. WcR? talque ax+by=0 y v=(ab).
2. WcR® talque ax+by+cz=0 v=(ab,c), v#0.

4 X=Yy _
3. WcR" tal que w=3y y v=(-1,231).

Se pide:
a)  Laproyeccion de v sobre W.
b)  Una base ortonormal para W~

c) Laexpresion de v como suma de un vector en W y un vector de W en cada caso.

Ejercicio 22

Encuentre la recta que da el mejor ajuste para los datos: (1,4), (—2,5), (3,-1) y (4,1).

Ejercicio 23

Encuentre el mejor ajuste cuadratico para los datos del ejercicio 22.
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Ejercicio 24

Analice si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. JUSTIFIQUE su
respuesta (Esto es: si es verdadera demuéstrela y si es falsa de un contraejemplo o enuncie a
qué teorema contradice).

a) Sea V=R’ espacio vectorial. Sean x,x,,X,eR y sean los vectores de V
u=(u, U, u,) y v=(v,V,,Vv,). La expresion x (u,V,)+X,(U,Vv,)+x,(u,.v,) determina
un producto interno.

b) SeaV un espacio con producto internoy ueV entonces se verifica que (u/f)) =0.

c) Si uyvson elementos de un espacio vectorial V con producto interno, entonces se
verifica que Ju].[v] = |(u/v)-

d) Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si u, veV y ¢ representa el angulo
entreu y v entonces cos¢g < u/_v

Jullv]

e) Sean uy v elementos de un espacio vectorial con producto internoy sea keR. Si des
la funcién distancia entonces d(ku,k v)=kd(u,v).

f) En un espacio vectorial con producto interno, se cumple que |u+ v||2 = ||u||2 +||v||2.

g) Un hiperplano cualquiera deR", se representa por la ecuacion (x—p).a=0 dondepeH
yalH.

h) Sean uyv elementos de un vectorial con producto interno. Si u=Kkventonces
Ju+ vl =+ V-

1) Sea V un espacio vectorial con producto interno. Si W= <vl,v2,...,v,> y ueW
entonces U se expresa como suma de sus proyecciones sobre v,,v,,...,V,.

j) Sea V un espacio vectorial con producto interno. Sea B una base ortonormal de V. Si
uy v elementos arbitrarios de V entonces (u/v)= [u]:3 vl

k) Si W un subespacio de un espacio vectorial V con producto interno. Entonces
WAw* ={o}.

Ejercicio 25

Se conocen los siguientes datos sobre consumo de combustible en mpg (millas por galon)
para vehiculos de pasajeros:

afno 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 | 2018

mpg 29.5 30.4 33.3 34.2 34.9 36.2 37.8 39.2 40.0
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a) Encuentre una recta de ajuste por minimos cuadrados y grafiquela ( x = 0 representa 2010,
x =8 representa 2018, etc). Analice si la recta parece un ajuste razonable para los datos.

b) Suponiendo que la tendencia continda, utilice la ecuacion de la recta para predecir el afio
en que el promedio de mpg seréa de 43.

Ejercicio 26

Un disefiador industrial esta interesado en saber que efecto tiene la temperatura sobre la
resistencia de un producto. Como los costos involucrados son altos, se dispone de una
cantidad reducida de datos:

temperatura 600 600 700 700 700 900 950 950

Nivel de resistencia 40 44 48 46 50 48 46 45

Encuentre una recta de minimos cuadrados que se ajuste y una curva cuadratica de minimos
cuadrados que se ajuste. Grafique ambas.

A partir de este andlisis argumente si cree que hay evidencia de que la temperatura tiene algun
efecto sobre la resistencia y, si es asi, diga qué temperatura recomendaria para fabricar el
producto méas fuerte. (Valores mayores de nivel de resistencia indican un producto mas
fuerte).
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Guia de Estudio

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

9)

Defina producto interno y de las Definiciones Métricas referidas a: distancia,
ortogonalidad y proyeccion.

Muestre que dado Ve V con V: vectorial con producto internoy v =0 entonces todo
U=V se expresa de forma Gnica como suma de un vector paralelo a v y otro ortogonal a v.

¢Cual es la ecuacion del hiperplano que pasa por p y es ortogonal al vector a?.

Enuncie y demuestre la Desigualdad de Cauchy-Schwarz. ;Cémo se la vincula al
concepto de angulo entre dos vectores?.

Enuncie y demuestre la Desigualdad del Triangulo.
¢Que dice el Teorema de Pitagoras Generalizado? Demuéstrelo.

¢Qué entiende por conjunto ortogonal? Enuncie y demuestre propiedades de los
conjuntos ortogonales.

¢Qué es una base ortonormal? ;Qué ventajas tiene tomar como referencia una base
ortonormal?.

Describa el proceso de ortogonalizacion de Gram — Schmidt.

10) ¢ A que se llama descomposicion QR de una matriz?.

11) Defina complemento ortogonal. Muestre que WOW™* =V .

12) ;Como se define la distancia entre un vector y un conjunto S?

13) Defina Variedad Lineal. ;Cuando dos variedades lineales son paralelas? Si dos variedades

lineales se intersecan, ¢qué caracteristica tiene la interseccién? Demuéstrelo.

14) ;Como se puede determinar el punto mas préximo de una variedad lineal a un punto

dado? ¢por que?.
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Vectores y Valores Propios

3.1 La Funcion Determinante

Algunas caracteristicas de una matriz pueden expresarse mediante un escalar, tal como
sucede, por ejemplo, con su rango. En particular, si se considera el conjunto de las matrices
cuadradas pueden definirse otros dos escalares: la traza y el determinante.

Este altimo permite algunas aplicaciones importantes tanto geométricas como algebraicas. Asi
es posible,

> Cuando se trabaja en R® dar formulas para el calculo del area de un paralelogramo y
el volumen de un paralelepipedo.

» Dar un nuevo criterio para caracterizar matrices inversibles y obtener una férmula para
la inversa. Expresar el valor de cada incognita en la solucion de un sistema de n
ecuaciones lineales con n incdgnitas cuando la solucién es Unica.

Definicion 3.1.1 Sea K un cuerpo. Sea A = [Al,...,Aj ,...,A"] eK™ y keK.
Llamaremos funcién determinante a una funcién

det: K™ - K
A  —det(A)

si y solo si satisface

1) det| AL, A+ ALLLLAT | =det| AL ALLLAT |+ det[ AYLLALLLAT .
2) det| A',... kAT, A" | =k det| A',.. Al A",

3)Si Al=A" entonces det[ A',..., A}, A", A"]=0.

4) det (1,)=1 siendo I, la matriz identidad nxn.

Observacion: Las propiedades 1) y 2) expresan que la funcion determinante, mirada como
funcion de una cualquiera de sus columnas, es una funcion lineal. Asi, si A tiene n columnas,

se dice que det(A) es n-lineal.

121



Algebra Lineal

Los ejemplos siguientes muestran el significado de estas propiedades en una matriz 2x2.

dot| B Bt |_ g B |, go A
_a21 a’22+a'22_ _a21 a'22_ _a21 a22_

o v ; _ _
det| & al,l %2 |det| Bt %2 |y det !
_a21+a21 a22_ _a21 a22_ _a21 a22_

det[kan an}:de{an kalz}kdet a;
ka‘Zl 22 a‘21 ka22

Es importante destacar que, como funcién de K™ en K, la funcién determinante no es
lineal. Esto es, si Ay B son matrices nxn y k es un escalar, en general:

det(A +B) noesigual a det(A)+ det(B)

det(k A) noesiguala k det(A)

Son consecuencia de la definicién las propiedades que se enuncian a continuacion.

Proposiciéon 3.1.1 Sea K un cuerpo y sean A=[Al,...,Aj,...,A”]eK”X” y

keK. Si det: K™ - K es la funcion determinante se verifica que:
A  —det(A)
1. Si Atiene una columna nula, entonces: det (A)=0.

2. Si B se obtiene intercambiando dos columnas de A,
entonces: det(B) = -det(A) .

3. Si B se obtiene sumando a una columna de A un multiplo escalar de otra
columna, entonces: det(B) = det(A).

Demostracion:

1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la columna nula es la j-ésima y consideremos
el punto 2) de la definicion de funcion determinante

columna j

det[Al,..., 0 ,...,A”}:det[Al,...,O.Aj,...,A”]:0 .det[Al,...,Ai,...,A“]=o.

2. Supongamos que B se obtiene de A intercabiando las columnas A'=H y A"=L,

columna j columna r

Consideremos la matriz M:[Al,...,H+L,...,H+L,...,A” . M tiene dos columnas

iguales, entonces por propiedad 3) de la definicion de determinante se tiene que det(M)=0.
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Luego, se tiene que:

columna j columna r

det(M)=0=det| A'....H+L,..,H+L,. A"|=

=det[Al,...,H,...,H,...,A"]+det[A1,...,H,...,L,...,A”]+
=0

+ det[Al,...,|_,...,H,...,A”]+det[Al,...,L,...,L,...,A"]

=0

:det[Al,...,H,...,L,...,A"]+det[Al,...,L,...,H,...,A"]

Por lo tanto det[Al,...,L,...,H,...,A”] :—det[Al,...,H,...,L,...,A”].
det(B) det(A)

3. Supongamos que B se obtiene de A, sumando a la columna j-ésima un multiplo escalar de
la columna r. Si consideramos las columnas A'=H y A" =L. Se tiene entonces que la

columna j columna r

——
matriz B=| A',...,H+kL,..., L ,...,A"|. Luego, se tiene que:

columna j columna r

—
det(B)=det| A',....H+kL,..., L ,...A"|=

=det[Al,...,H,...,L,...,A"]+k.det[Al,...,L,...,L,...,A"]

det(A) =0

Por lo tanto det[Al,...,l_,...,H,...,A“]=det[Al,...,H,...,L,...,A“}.#
det(B) det(A)

3.1.1. Existenciay Unicidad

La definicion de la funcion determinante en base a las propiedades que requerimos para la
misma deja abiertas las siguientes cuestiones:

a) ¢Existe alguna funcion de K™ en K que satisfaga los requisitos?

b) Si la respuesta al item a) es afirmativa, entonces ¢hay una Unica funcion determinante 0
mas de una?

En la teoria de determinantes se prueba que, en todos los casos, es decir para todo nimero
natural n, la definicion de funcion determinante caracteriza como tal a una Ginica funcion.
Si bien admitiremos sin prueba esta afirmacion, analizaremos en detalle el caso cuando se

tiene K22,
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Existencia: Consideremos la aplicacion

detK*?* — K
A=| alz} — det(A) =a,a,, —a,,a,,
a21 a22

Dicha aplicacion es una funcion determinante, pues se verifica sin dificultad el cumplimiento
de los items 1), 2), 3) y 4) de la Definicion 3.1.1. (la pueba queda a cargo del alumno).

Unicidad: Supongamos que se tiene D:K** — Kuna funcion determinante y sean

Elz{(l)] Ezz[ﬂ. Entonces resultaA:{az iz}z[auEl+a21E2, a,E'+a,E’ |y por lo

tanto

D(A) = D@Zﬂ e D = D[a,E! +a,E?, a,E' +2,E’ |
= (a,8,) . D[E"E' | +(a,a,) . D[E' E? |+ (a,8,) . D[E* E']+(a,a,,) . D[E? E? ]
= (a,3,) - 0+ (a,3,,) . D[E"E’ |+ (a,a,) (-D[E"E?]) +(a4a,) .0

=(a,8,) - 1+(aya,) -(_1)

luego D(A)= D({Zﬂ 212D=ana22 —a,,a,,,es decir la funcion determinante es Unica para
21 22

matrices en K2,

3.1.2. Otras Propiedades de la Funcion Determinante

Aceptaremos también, sin demostrarlas, las dos propiedades que enunciaremos a
continuacion:

a). Determinante de la Transpuesta.

La matriz que se obtiene escribiendo como filas las columnas de A, en su orden, se
llama matriz transpuesta de Ay se denota: AT.

Esto es
columna j columnai
_ { _ _ { _
all alj aln ail ail anl
a21 a2j azn a?1 ai'2 a{)z
A=t oo T traspuestade A= A" =[ @ .- 1 .
filai— ail 31,- ain filaj—> a%j a” 31'1j
B @y Ay R

Luego se verifica: det(A) = det(AT) .
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En virtud de esta igualdad, las propiedades 1) a 7) que verifica la funcion determinante, que se
refieren a las columnas de la matriz, son vélidas para las filas. Asi, por ejemplo, es vélido
afirmar que si A tiene dos filas iguales su determinante es nulo. Si se intercambian dos filas el
determinante cambia de signo, etc.

b). Determinante de un Producto.

Si A,BeK™"se verifica: det(A.B)=det(A) . det(B).

3.1.3. Célculo de Determinante

3.1.3.1 Regla de Sarrus.

Como ya se dijo con anterioridad puede mostrarse facilmente que para una matriz 2x2 el
nlmero que se obtiene

a b
A= [ } — (ad —bc)
c d
cumple las exigencias de la funcién determinante.

De igual forma, para una matriz 3x3 la aplicacion

ab c
A=|d e f |- aei+bfg+dhc-ceg-afh-bdi
g h i

Cumple con las exigencias de la funcion determinante. Sin embargo, esta férmula parece
dificil de recordar. Para simplificar este problema, se tiene en cuenta la llamada Regla de
Sarrus: que consiste en agregar a la matriz A sus dos primeras columnas como se ilustra a
continuacién. El producto de los elementos que estan en las diagonales descendentes de
izquierda a derecha se suman y las que estan en las diagonales ascendentes se restan:

columnas

1 2 3

ab c

A=|d e f

g h i

+ ot

) anbie b a b ¢’a’p
d\\\e\\\f\\\d e d e,,/ t// d,/ e
g h \\-\\\{g\\\{h 9/, I;]// ,i// g h
det (A) = (aei +bfg +cdh) +  (—gec—hfa—idb)
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3.1.3.2 Cofactores

columna j

!
_all aij
oy
A =l : R
filai—> a]_l a”
_anl %
El escalar:

© A,

3,

. ain
- 3, |

Definicion 3.1.3.2 Sea K un cuerpo.
A, e KM 4 Ja matriz que se obtiene

columna j, esto es:

a,
a,

Aij = qi—l)l cen
a(ijrl)l

&y

Sea AeK™,

Denotaremos

suprimiendo de A la filaiy la

a1( i a1( i+
a1( i al( i+

iy LGy
a(ifl)n

a(i+12( j-1) a(i+1?( j+1)

a'n(jfl) an(I'Jrl)

C,, =(-D)"V.det(A,))

a,
a,

a(i—l)n

E

se denomina cofactor del lugar (i,j) (o también cofactor del elemento a,;)

Ejemplos

Ejemplo 1

130
Sea A=|0 1 0|, consideramos A23=[
341

13
3 4

} la matriz que se obtuvo a partir de A al

3 4

suprimir la fila 2 y la columna 3. El cofactor del lugar (2,3)es C,, = (—1)(2+3).det{1 3} =5.

Observacion: El cofactor del lugar (i,j) no depende de los elementos de la fila i ni de los
elementos de la columna j. Si en la matriz A se cambia la fila i y la columna j el cofactor de la

nueva matriz es igual al cofactor C ij de la matriz A.

Ejemplo 2
130 13 8
Sien A=|0 1 0/, secambialafila2y lacolumna 3, seobtiene B={5 5 5
341 341

1 3
Notar que C,, no cambia, puesB,, = [3 4} y por lo tanto C,, = (-1)**¥ .det B ﬂ =5.
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3.1.3.3 Desarrollo por Cofactores

Teorema 3.1.3.3 Sea K un cuerpo. Sea A e K™ . El determinante de la matriz
A se puede calcular como suma de los elementos de una fila (6 de una

columna) multiplicados por sus respectivos cofactores C;; , esto es:

» El desarrollo del determinante de A por la fila i esta dado por:
det(A)=a,C, +a,C,, +---+a,C, (i=12,...,n) (1)

n—in

» El desarrollo del determinante de A por la columna j esta dado por:

det(A)=a,,C; +a,,C,; +---+a,,C,; (i=12...n) (2

Observacion:  Puesto que cada cofactor incluye el determinante de una matriz de
orden(n-1), las formulas (1) y (2) permiten calcular el determinante de una matriz de orden

n si se saben calcular determinantes de matrices de orden (n—1). A su vez, cada uno de estos

determinantes puede desarrollarse en la misma forma. El proceso conduce finalmente a
expresar det(A)por medio de determinantes de matrices 2x 2 (0 si se quiere,1x1).

Ejemplos
Ejemplo 1
1324
1201 . :
Sea A= 0401 . Desarrollaremos el det(A) por la tercera fila, esto es:
1111

12 4 132
det(A) =4.(-1)*? det|1 0 1|+1(-D)®.det|1 2 0

111 111
—— —
B C
12 4] 11 1 4
det(B)=det|1 0 1|=2(-1)"?.det }+1.(—1)(3*2).det[ }:3.
111 111 11
13 2] 1 2 1 3
det(C)=det|1 2 0|=2.(-1)"? det 1 J+1.(—1)‘3*3).det[1 2}:—3.
111 L

Luego, se tiene que:
det(A) = 4.(-1)®? det(B) +1.(-1)®* .det(C)
=4(-1)®? 3+1(-)C* (-3)
=-9
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Observacion: El determinante de una matriz puede calcularse desarrollando por los
cofactores de cualquiera de sus filas o columnas; la unicidad de la funcion determinante
garantiza que, en todos los casos, el resultado que se obtiene es el mismo.

Propiedad importante de los cofactores de una fila (6 columna).

Hemos visto que la suma de los elementos de una fila (6 columna) por sus cofactores es igual
al determinante de la matriz. Veremos ahora que ocurre si se suma el producto de los
elementos de una fila (6 columna) por los correspondientes cofactores de otra fila (6
columna).

Proposicion 3.1.3.3 Sea K un cuerpo. Sea A< K™ . Si C; es el cofactor del
lugar (i,j), entonces
ailcr1+aizcr2+"'+aincrn =0 (si r=i) 3)

Demostracion:

Si en la matriz A se reemplaza la fila r por la fila i, los cofactores de la fila r no cambian.
Luego, el primer miembro de (3) es el desarrollo por la fila r del determinante de esta nueva
matriz que como tien la fila r igual a la fila i, resulta igual a cero. #

3.1.3.4 Calculo de Determinante por Triangulacion

Si T es una matriz triangular superior (es decir que son iguales a cero los elementos que estan
debajo de la diagonal principal), la aplicacion del desarrollo por la primera columna muestra
que det(T) se obtiene multiplicando los elementos de esta diagonal.

a, &, v oa; v oa,
0 a22 an a2n
: 0o . = o -
A= = det(A) =1 |a; .
0 ajj ai“ H 1
: o . 0 -
_0 ann_
Ejemplos
Ejemplo 1
21 3 0 2130 31 2
r-10 3 1 2 _ 03 1 2|_ _ _
SiT= entonces det(T) = det =2.det|0 -5 1|=
00 51 00 -51 0 0 1
00 0 1 00 0 1
_ -5 1| BV
—2.3.det[0 1}—2.3.( 5)1=-30.
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El resultado precedente sugiere que podrian usarse las operaciones elementales de filas para
transformar una matriz A en una triangular T para facilitar el calculo del determinante de A
por medio de det(T). Por tal motivo, analizaremos los cambios introducidos en el

determinante al aplicar a la matriz operaciones elementales de filas. Las propiedades de la
funcién determinante muestran lo siguiente

l. Aﬂ)B la matriz B se obtiene a partir de A multiplicando la fila r por un
escalar k, luego det(B) =k det(A).

eir (k)

Il. A————B lamatriz B se obtiene a partir de A multiplicando sumando a la fila
i lafilar multiplicada por el escalar k, luego det(B) = det(A).

e : . : . : I :
1. A—"—B la matriz B se obtiene a partir de A intercambiando la fila i por la fila
r, luego det(B) =—det(A).

En los ejemplos siguientes, pasamos de A a T por operaciones de filas, calculamos det(T) y

lo corregimos, teniendo en cuenta los factores introducidos por las operaciones de tipo | y tipo
I11, para obtener det(A).

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la matriz A=

NEF—, OO
P WwWoODN

2
% , queremos hallar la matriz triangular T que se obtiene a partir
1

ONPF P

de A por aplicaciones de operaciones por fila.

Mo 2 2
100 1
Aoz
0 2 1 1 e(-D)iey(-2)
10 2 2
00 -2 -1
B o 1) -1 -2 det(B) = det(A)
0 2 1 1 e5(-2); €,
10 2 2
0 1 -1 -2
= 0 0 -2 (-1 det(C) = (1) det(B) = (-1)det(A)
00 3 5 e@ie0
10 2 2
0 1 -1 -2 ) o
To o 2 1 det(T) = 2.det(C) = 2.(~1)det(A)
00 0 7
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Luego, como det(T) =1.1.(-2).7 = —-14 se tiene que det(A) :% =_—124 =7
Ejemplo 2
4 3 2
Sea la matriz A=|3 -2 5/, queremos hallar la matriz triangular T que se obtiene a partir
2 4 6
de A por aplicaciones de operaciones por fila.
4 3 2
A 3 -25
2 4 6 (Y
4 3 2
B 3 -25 det(B) = 2 det(A)
1 2 3 e,
1 2 3
C 3 -25 det(C) = (—1).det(B) = (-1).($).det(A)
4 3 2 eZl(_3); e31(_4)
1 2 3
D 0 -8 -4 det(D) = det(C) = (—1).(%).det(A)
0_5—_10 €3 (FS)
1 2 3
T 0 -8 -4 det(T) = det(D) = (-1).(%) .det(A)
00 -
Luego, como det(T)=1.(-8).(-£)=60 se tiene que det(A) = (dit)(-(rl)) =-120.
-1)-(4

3.2 Aplicaciones Algebraicas de la Funcion Determinante

3.2.1. Criterio para la Inversibilidad de una Matriz

La realizacion de operaciones elementales de filas s6lo puede modificar el determinante de

una matriz multiplicandolo por factores no nulos, por lo tanto si R es la reducida por filas de
A se tiene:

det(A) =0 siy soélosi det(R) =0
Recordando que
» lareducida por filas de una matriz cuadrada es la identidad o tiene una fila nula
y que
» A esinversible si y solo si su reducida es la matriz identidad,
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resulta: det(A)#0 < det(R)#0 < R=1 < Aesinversible.

Por lo tanto

A es inversible siysoélosi det(A)=0

Teniendo en cuenta que una matriz es inversible si y solo si sus columnas son linealmente
independientes, resulta también el siguiente criterio para la independencia lineal de n vectores

de Knxl

Xy yeenr X,

son linealmente independientes siy solo si det([X, ,....x,]) %0

3.2.2. Inversa de una Matriz

Definicion 3.2.2 Sea A< K™ . Llamaremos matriz adjunta de A a la matriz

. T
adJ(A):[CiJ] donde C;; es el cofactor de lugar (i,j) .

Por lo tanto, para obtener la matriz adjunta debemos construir la matriz de los cofactores de la
matriz A 'y transponerla.

Ejemplos
Ejemplo 1
123
SeaA=|0 1 2| dedonde al calcular los cofactores se tiene: C,, =0; C,=4; C,=-2
2 12
C,=-1 C,=-4, C,=3;, C,=1, C,=-2; C,=1. Luego la adjunta de A es:
0 -1 1
adj(A)=| 4 -4 -2|.
-2 3 1

Sea A K™ si se realiza el producto de A por adj(A), el elemento (i, j) del producto es la
suma de los elementos de la fila i de la matriz A multiplicados por los elementos de la
columna j de adj(A), es decir:

[A.adj(A)] = a,C, +a,C,, +-+a,C;,

ij
» Cuando j=1 se tiene el desarrollo por cofactores por la filai de det(A); por lo tanto
los elementos de la diagonal principal de la matriz A.adj(A) son iguales a det(A).
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» Cuando j=i se tiene la suma de los elementos de la fila i multiplicados por los
cofactores de otra fila; por lo tanto, el correspondiente elemento de la matriz producto es

igual a cero. ) i
Cy = Cy - Cy
6 G T, |- ady
c, - c, - oc,|
_a'u al. a?n_ det.(A) 0 o
P O 1 R R S I
o, oa, oa, 0 0 detd)

Resulta A. adj(A)=det(A).1I.

Si A es inversible entonces det(A) = 0, por lo tanto se tiene:

A. adj(A)=det(A).l multiplicamos por 5 tlA) y asociamos convenientemente
e

) (A. adj(A)) = A'(det(A) . adj(A)] = |

L . 1
Esta expresion muestra que la matriz [d "
€

. adj(A)j es lainversa de A. Luego
(A)

_ 1 :
Al= .adj(A) |.
det(A)
Hemos obtenido asi una formula que expresa A™'. Debe observarse que el interés de la
férmula es esencialmente tedrico pues su aplicacion es muy laboriosa para matrices de orden
n> 3. En el ejemplo siguiente la emplearemos para calcular la inversa de una matriz 3x3.

Ejemplos

Ejemplo 1
123 0 -1 1

SeaA=|0 1 2|, lamatrizadjuntaes adj(A)=| 4 -4 -2y det(A)=2 luego la matriz
2 12 -2 3 1

inversa de A esta dada por:
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3.2.3. Regla de Cramer

Teorema 3.3.3 Sea AeK™. El sistema A.X=H de n ecuaciones con n
incognitas tiene solucion Unica para todo H

si y sélo si A es inversible
si y solo si det(A)=0

siendo la Unica solucién lan-upla (X,,X,,...,X,) con:

1 j-1 j+l n
X_=det[A e AL H AT AT

ara j=1,2,...n
! det(A) P J

Demostracion:

Si (X,,X,,...,X,) es lasolucion del sistema, se verifica:

X A4+ XA+ X AT =H  Por lo tanto:

det| A, H,.., A" | =det] A’ (R A+ X Al X AT, AT

\ \

lugar j lugar j

Por las propiedades 1) y 2) de la definicion de funcion determinante resulta:
det| A%, H,..., A" |=

=X, det| A', AL AT [ K det| AL AT AT |4t X, det| AL AT AT

El Gnico término que no se anula es el de orden j, en los restantes aparecen determinantes de
matrices con dos columnas iguales. Por lo tanto:

det| A',...,H,..,A" | =X, det| A',.. Al A" | =X det(A)

| | det[ A H,.. A
Por ser det(A) = Ose puede despejar X; y se obtiene:  X; = det(A)

Ejemplos

Ejemplo 1
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. 2x, 3%, =1 2 3||x| |1
Sea el sistema {—x1+2x2 _3 = [_1 2}.[)(2}_[3}

%/_/
A X H
1 -3 2 1
aet {3 2} 11 de{ 1 3}
X, = > ———-11 X = _ .

Observacion: Igual que la formula para la matriz inversa, la Regla de Cramer es de
importancia esencialmente tedrica. Para n>3 su aplicacion resulta excesivamente laboriosa,
por la cantidad de multiplicaciones y divisiones que importa, muy superior a los que se
requieren con otros métodos de célculo.

3.3Valores y Vectores Propios de una Matriz

3.3.1. Transformaciones en R"

En esta subseccion, veremos que una matriz puede usarse para transformar vectores y actuar
como un tipo de “funcién” de la forma w =T(v), donde la variable independiente v y la
variable dependiente w son vectores. Ahora esta nocidn se hard mas precisa y se observaran
varios ejemplos de tales transformaciones matriciales, lo que conduce al concepto de
transformacion (aplicacion) lineal, que veremos en el capitulo 4.

La ecuacion matricial A.X=Db se puede interpretar como que la matriz A actta sobre el
vector X (por multiplicacién) produciendo un nuevo vector b.

Sean AcR™ y XeR™. La correspondencia X —A.X define una funcién o
transformacion entre los espacios vectoriales R™ y R™, y se indica:

T, R™ >R™ donde T,(X)=A.X=b
X ST.(X)
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Ejemplos
Ejemplo 1
Para la matriz Ay los vectores X y b dados, la expresion A.X=b
1
4 -3 1 3||1|_|5
2 0 5 1|1 |8
1
T T
A X b

puede ser vista como la imagen de X por una transformacion.

Esto es, al multiplicar el vector X € R** por la matriz A € R®* éste se transforma en el vector
b e R*. Desde este punto de vista, resolver el sistema A.X=Db equivale a encontrar todos

los vectores X e R¥ que se transformen en el vector b e R** bajo la accién de multiplicar
por A.

Ejemplo 2
Sea A= B S _ﬂ Se define la funcién:
T, :R¥* 5 R*™
ARl
Ejemplo 3

Considerando la identificacion entre los vectores de R™ vy R" puede definirse
equivalentemente
T, :R" > R"
X—=>A.X

a la cual también Ilamamos transformacién o mapeo de R" en R™. Se sobre-entiende que el
vector X se expresa como una matriz columna.

En el caso particular en que m=n, la matriz A es cuadrada y permite establecer una
correspondencia entre vectores de R":

T,:R" > R"
X—->A.X

en cuyo caso T, se llama operador sobre R".
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Ejemplo 4

Sea A = B _21} . Consideramos T, :R* ->R? T, transforma los vectores de R* en
X—>A.X

nuevos vectores de R?.

Podemos analizar el efecto geométrico de esta transformacion:

Sean: X1=[(1)}; X, =[ﬂ y X, =[ﬂ entondes para obtener T, (X,); T, (X,) ¥ TA(X,)

r.00=2 2)[3]-[2me=[2 AJE[E] v mowE 22

Graficando se tiene:

To () Ta 02 Ty 0)

Observacion: En las figuras precedentes, se tiene que al multiplicar el vector dato (linea roja)
por la matriz A, éste se transforma en otro vector (linea lila) que en general esta rotado y
dilatado o contraido respecto al original.

Teniendo en cuenta lo manifestado en la observacion para los vectores del ejemplo 4,
podemos sefialar de manera general que:

X

Si a u=(x,y)e R* lo representamos por sus coordenadas [y

:|€R2Xl, entonces Si

A= Ll) _OJ se tiene que T, : R* > R®> donde T, (u) serd la “Reflexion respecto al eje x
u—T,(u)
del vector u”’
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Xl
IACE
|1 0lx|_| X
10 -1f|ly| |-y
que puede ser representado graficamente por:

y

u=(x,y)

X

Ta (u) =(x,=y)

Asi, por ejemplo, si consideramos el cuadrado de vértices (0,0), (0,2),(2,2) y (0,2) podemos
observar que ocurre si aplicamos Ta

N Ta N
4 ey 4
‘T 2
0 X { e X
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 ) 4
-4 -4

Ahora bien, si en lugar de tener la matriz A= {(1) _OJ consideramos la matriz{g 2} tendremos

una dilatacion o una contraccion segln sea el valor de a. Mas concretamente,
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X

Dilatacion: T, (u) = [y'

Asi, por ejemplo, si consideramos nuevamente el cuadrado de vertices (0,0),(0,2),(2,2)

y (0,2) podemos observar qué ocurre si aplicamos Ta siendo A:[2 0}

02
A N
s TA 14
—_—
o < o
-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
-2 -2
-4 -4

- x| a0 x|
Contraccion: TA(U)_{y}_[O a}[y} si O<a<l

YA

u=(x,y)

Ty (u)=(ax, ay)

N

X
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Entonces si por ejemplo consideramos nuevamente el cuadrado de vértices (0,0), (0,2), (2,2)

y (0,2) podemos observar qué ocurre si aplicamos Ta siendo A:{Oé“r’ 005}
v v
4 4
Ta
-
=L 2
‘:I_T
° X IS X
-4 -2 0 E 4 -4 2 0 3 ]
-2 5
-4 4

Rotacion: Del mismo modo que lo hicimos anteriormente, si ahora a cada punto de R? lo
rotamos en sentido antihorario seguin un angulo B, con vértice en el origen, tenemos segln se

ya  PLY) \

P(x,y)

aprecia en la figura

Si denotamos con r la longitud del segmento OP (que es igual a la del segmento OP )
tenemos que:

x=rcos(a) y=rsen(a) (1)
y entonces
X=rcos(a+B) y=rsen(o+p) (2)

Teniendo en cuenta las férmulas para el seno y el coseno de una suma de angulos se tiene
que:

-

X'=rcos(a) cos(B)—r sen(a) sen(P)

y'=rsen(a) cos(B)+r cos(a) sen(B)
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Sustituyendo en (1) obtenemos
X'=xcos(B)—y sen(B) y'=xsen(B)+y cos(B)

Esta dltima expresion puede escribirse matricialmente del siguiente modo:
{x'}_ cos(B) —sen(p) [x}
y'] |sen(B) cos(B) |LY]
A
Notar que el determinante de la matriz A (giro en sentido antihorario) es igual a 1.

—

o) o

) o
i
el

Luego, si suponemos que =% resulta A = y por lo tanto la se tiene que

Ala &7

sen (

x}: co|

TA(u>=[y.

NE A

Por lo tanto, considerando nuevamente el cuadrado de vértices (0,0),(0,2),(2,2) vy (0,2)

podemos observar qué ocurre si aplicamos Ta siendo A=

Sl
N“'\T‘I\)‘yf{ﬂ

Ta 4

o < / <
-4 -2 0] 2 4 -4 -2 0] 2 4
-2 -2
-4 -4
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Ejemplo 5

Sea A= E ﬂ . Consideramos T, :R*> — R? y queremos ver el efecto geométrico
X—>A.X

de esa transformacion en los elementos de la Circunferencia de centro (0,0) y radio J2.

b N
Ta

Sean, por ejemplo, X, = */5} Xzz[ﬂ; X3:[_11} y obtengamos A.X;; A. X, ; A. X,

w2 ] wnft ) ancE

Observar que:

-Enelcasode X, = ﬂ se tiene que A.X, =3X, Y
L 4
- Enel casode X, = _11} se tiene que A.X; =1X, ] A,

, | X e 2 1 X X
; Para qué se verifica . =1 ?
crarad M [1 2} M M %

¢Siempre es posible hallar un vector que al
transformarlo mediante la multiplicacion por A se
obtenga un vector que mantiene la direccion?
¢mantendra su longitud y/o sentido o se
modificaran?

En la proxima seccion estudiaremos si existen estos vectores para una matriz A € R™" dada.
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3.3.2. Valores y Vectores Propios

nxn

Interesa estudiar si dada una matriz A<R™"existen vectores X eR" (XeR™) tal que

X'y A.X sean multiplos escalares entre si.

Definicion 3.3.2 Seala matrizAeR™"

1) Un vector no nulo X e R™se llama vector propio de la matriz A si existe
algn escalar A tal que: A.X=A.X con LeR.

2) En caso de existir un vector X = 0 tal que A.X=A.X paraalgin AeR
entonces al escalar A de lo llama valor propio de la matriz A.

Nota: Los vectores propios también se Ilaman vectores caracteristicos o eigenvectores de la
matriz A. De la misma forma, a los valores propios también se los designa como valores
caracteristicos o eigenvalores de la matriz A.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la matriz A{3 0

1 . . .
3 —1} . Elvector X = {2} es un vector propio de la matriz A asociado al

valor propio A = 3.

oy A

Geomeétricamente se tiene:

3

-2 -1 o) 1 2 3
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Ejemplo 2
3 0 0] 1

Sealamatriz A=8 -1 0. El vector X=| 2| es un vector propio de la matriz A asociado
0 01 0

w

al valor propio A =

'3 0 0][1] [3 1
Enefecto A.X= -1 12|=|6|=3]2|=3.X
0 0 0 0

O 0w
OO

Geométricamente se tiene:

‘é

Ejemplo 3

0 3
Sea la matriz A = :

10

2

1 . . :

Los vectores L} y X { } son vectores propios de la matriz A asociados a los
valores propios =% A, = _E respectivamente.
En efecto
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Geomeétricamente se tiene:

15]"
1
1%l
_1
A X2 :|: 12} #"{
2 L
0.5 4 1
A.XIZM
2] ¥
15 A 05 0 N 0.5 ] 15
-0.5 - \‘\
_1- 1‘"
%[ 4]
~151

Observacion: EnR?y R*® la multiplicacion por la matriz A, mapea a sus vectores propios en
vectores ubicados sobre la misma recta que pasa por el origen en la que se ubica X.

Dependiendo de la magnitud y signo del valor propio asociado A, la accion de la matriz A
sobre X hace que éste se comprima o se alargue por un factor A, con un cambio de sentido si A
es negativo.

3.3.3. Determinacion de los Valores Propios de la Matriz A

Dada una matriz AeR™"y teniendo en cuenta la seccion 3.3.2 surgen las siguientes
preguntas:

e ;Tiene esta matriz valores propios?

e En caso de existir, ;,como se determinan los valores propios de A?

Comenzaremos por responder el segundo de estos interrogantes.

Teorema 3.3.3.1 Seala matrizAeR™".

A es valor propio de A siy sélosi det(1.1-A)=0.
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Demostracion:
De la definicion de valor propio, debe existir algun vector X no nulo, tal que

A.X=1X (1)

Recordando que la matriz unidad | es elemento neutro para la multiplicacion de matrices se
tiene que X =1.X, entonces la expresion (1) puede escribirse:

A X=A1.X

Operando se tiene:
(A1 .X—A.X)=O

(2.1-A).X=0 2)

Para que A sea un valor propio de la matriz A debe existir un vector X#0 que satisfaga la
ecuacion (2). Como se trata de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de igual nUmero
de incognitas que de ecuaciones, para que existan soluciones distintas de la trivial es necesario
que la matriz de los coeficientes sea no inversible lo que equivale a decir que su determinante
debe ser igual a cero. Esto es:

Existe X0 tal que (A.1-A).X=0 siy sélo si (r.1-A)es no inversible si y sélo si
det(1.1-A)=0. #

Definicion 3.3.3.1 Sea la matrizA=|a; |eR™".
El determinante

A-ay,;  —a, -a,,
p(h) = det (%.1- A) = det| ~Set A By
—-a, -a, - A- a,

se denomina polinomio caracteristico de la matriz A.

Mientras que la ecuacion
p(r)=det(r.1-A)=0
es la llamada ecuacion caracteristica de la matriz A.
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Observacion: La ecuacion caracteristica p(1)=det(A.1—A)=0 es una ecuacion algebraica
de grado n con coeficiente conductor igual a uno, es decir, una ecuacion de la forma:

p(A)=A"+C_, A" +C, , A"?+---+C, A +C,=0

Los coeficientes C,,C,,...,C_; € Kson funciones de los elementos a;de la matriz A. En

particular:
C., = —(a11 +a,+--+a, ) = — Traza(A)

C, =(-1)"det(A)

a
Sin=2, setiene A:{

b ) . _
d una matriz 2x2 con ecuacion caracteristica:
c

p(A)=A*+C,, A**+C,=0 con C,=—(a+d) y C,=(ad - cb)=det(A).

Sustituyendo resulta:

A*—(a+d)A+(ad —cb)=0

Cuando n>2, las funciones que expresan los restantes coeficientes de la ecuacién
caracteristica no son tan sencillas.

Ademas, si la ecuacion caracteristica carece de soluciones en el cuerpo de trabajo, la matriz A
no tiene valores propios.

Podemos resumir lo hasta aqui analizado de la busqueda de los valores propios de una matriz
A en el siguiente teorema:

Teorema 3.3.3.2 Sean AcR™ wuna matriz y AeR. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

» A esun valor propio de la matriz A.
El sistema de ecuaciones lineales(2.1-A). X =0 tiene soluciones distintas
de la trivial.

Existe X=0 tal que (L.1-A).X=0 es decir tal que A.X=%X.

YV V V V

A es solucion de la ecuacion caracteristica p(r)=det(1.1-A)=0.
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Ejemplos

Ejemplo 1

H _ 2 1 2%x2
Sea la matriz A_[O Z}GR )

Para investigar la existencia de valores propios construimos la  matriz

(1-2) -1

’“_Az[ 0 (4-2)

} y obtenemos el polinomio caracteristico
p(A)=det (A.1-A)=(1-2).(A-2).

Luego la ecuacion caracteristica 0= (A-2).(A-2) =(A-2)* tiene una raiz real doble.

Entonces A =2 es valor propio de A.

Ejemplo 2

Sea la matriz A = [(1) _01} e R??,

Construimos la matriz 1.1-A = [ A 1} y el polinomio caracteristico resulta:

-1 2
p(L) =det (A.1-A)=A%+1.

La ecuacion caracteristica A*> +1=0 no tiene raices reales.

Como el campo de trabajo es K =R diremos entonces que la matriz A no tiene valores
propios.

Ahora bien, si se tomara la misma matriz A sobre el cuerpo K =C de los nimeros complejos,
entonces se obtiene la misma ecuacion caracteristica A>+1=0. En este caso, la ecuacion si
tiene raices en el cuerpo: A, =i y A, =-—i, que valores propios de A.

Ejemplo 3

(A1-1) 0 0
e R*®. Construimos lamatriz .1-A=| -1 (1-2) -1

Sea la matriz A =
-1 0 (1-4)

e
onN o
N e}

Luego el polinomio caracteristico esta dado por:

P(A) = det(A.1- A) = (A-1)(A-2)(A—4).
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En consecuencia, la ecuacion caracteristica es 0=(1-1)(1—-2)(1—-4) v las raices de dicha
ecuacionson: A, =1; A,=2y A, =4.Luego son los valores propios de la matriz A.

3.3.4. Determinacion de los Vectores Propios de la Matriz A

Conocidos los valores propios de la matriz A resta encontrar los vectores propios
correspondientes.

Recordando la Definicion 3.3.2 se deduce que X es vector propio de la matriz AeR™ siy
s6lo si
(A.1-A).X=0.

Es decir, que los vectores propios X son las soluciones del sistema de ecuaciones lineales
homogénea cuya matriz de coeficientes es (x. I—A). Esto es, los vectores propios son los

vectores del subespacio nulo de la matriz (A.1-A).

Luego, para cada A, valor propio de A tendremos un subespacio {X/ (xi.I—A).X=6}
asociado a dicho valor propio.

Definicion 3.3.4.1 Sea la matrizAcR™ y sea A valor propio de A. El
conjunto de soluciones de (X. I—A).Xzﬁ se denomina subespacio propio

asociado al valor propio A y lo denotaremos

={X/ (L.1-A).X=0}.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la matrizA = [

e
N e}

0

2 ]e R** cuyos valores propios (obtenidos en el Ejemplo 3 de la
0

A =1

seccion anterior) son P A, = =4.

1

Nos proponemos hallar los subespacios propios correspondientes a cada uno de dichos valores
propios.
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1-1) 0 0
Consideremos la matriz 1.1-A=| -1 (1-2) -1 y busquemos para cada valor
-1 0 (1-4)

propio (%,) de A, los vectores X e R** tal que

- 0 0 |lx| [0
(A 1-A).X=| -1 (A-2) -1 |x |=|0 *)
0

2

-1 0 -4l x

a) Parai=1, A, =1, reemplazando A, por 1l en (*) se obtiene el sistema

0 0 0 x 0
(1.I—A).X: -1-1-1x,|=|0].
-1 0 -3|| x, 0
-3
Resolviéndolo, hallamos que el conjunto de soluciones es V/H:l =(| 2
1

V;, es el subespacio propio asociado al valor propio A, =1.

b) Parai=2, A,=2,reemplazando A, por 2 en (*) se obtiene el sistema

10 0| x 0

(2.I—A).X: -10 -1||x, |=|0

-10 2] x, 0
0
Resolviéndolo, hallamos que el conjunto de soluciones es Vﬂz=2 =(|1
0

V, es el subespacio propio asociado al valor propio A, =2.

c) Parai=3, A, =4, reemplazando A, por 4 en (*) se obtiene el sistema

30 0] x 0

(4.I—A).X= -12 -1{|x,|=|0

-10 0 x, 0
0
Resolviéndolo, hallamos que el conjunto de soluciones es V/13=4 =(|1
2

V, es el subespacio propio asociado al valor propio A, =4.
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Ejemplo 2

00O
SealamatrizA=[0 1 0|eR*®,

101
A 0 0
Construimos la matriz A.1-A=|{0(1-1) O y obtenemos que el polinomio
0 0 (1-)

caracteristico de A es p(1)=det(1.1-A) = (1 -1)°.

En consecuencia, la ecuacion caracteristica de la matriz A resulta 0 = A(1 —1)°.

Luego los valores propiosde Ason A, =0; A,=1Yy A, =1. Como se puede observar A, =1
es un valor propio de multiplicidad 2.

Ahora, nos proponemos hallar los subespacios propios correspondientes a cada uno de los
valores propios.

a) Para A, =0, reemplazando A por 1 se obtiene el sistema

0 0 0] x 0
(o_._A).x[ 0 o]HH
-1 0 -1]| x, 0

La solucion del sistema estd dada por el subespacio propio asociado al valor propio O:

1
V,=(]|01).
-1
b) Para A, =1, reemplazando A por 1 se obtiene el sistema
100]| x 0
(L1I-A).X=| 000(x, [=|0
-100]| x, 0

0| |O
El subespacio propio asociado al valor propio 1 esta dado por: V, = <{1} {OD
0| (1

Teorema 3.3.4.1 SealamatrizAeR™. Si X, X,,..., X, son vectores propios
que corresponden a valores propios distintos 4, 4, ,..., 4, de la matriz A,

entonces el conjunto {X,,X, ..., X, }es linealmente independiente.
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Demostracion:
Supongamos que {Xl,X2 ,...,Xr} es un conjunto linealmente dependiente. Entonces podemos

pensar que hay un indice minimo p tal que X ., es una combinacién lineal de los vectores

p+1
precedentes (que son linealmente independientes) y que existen escalares c,,c,,...,c, tales que

¢ X +C, X+ te, X =X (D)

Multiplicando a ambos lados de (1) por A y recordando el hecho de que A.X, =4, .X, para
todo k, obtenemos:

A X HCA X, 440 AX = AX

A X +CA X+ +C A X =4, X (2)

Por otro lado, multiplicando a ambos miembros de (1) por 4,,, y restando ese resultado a (2),
se tiene

G (A= Aps)- X4 Gy (A = Aguy ) Xt oo€, (A, = 2, ). X, =0

Dado que {xl,xz,...,xp} es linealmente independiente, entonces ¢, =0 0
(4 =2p0)=0 Vi=12,..p.

p+1
Pero como los valores propios son distintos se tiene que ¢, =0 Vi=1,2,...,p, luego (1) indica
que Xp+1=(_), lo cual contradice el hecho de que sea vector propio. Por lo tanto,
{Xl,XZ,...,Xr}no puede ser linealmente dependiente como se supuso y por ende
{X,,X, ... X, } debe ser linealmente independiente. #

3.4 Diagonalizacion de una Matriz

Definicion 3.4.1 Sea AeR™". Diremos que la matriz A es diagonalizable si
existe una matriz inversible P tal que P™.A.P=D (matriz diagonal).

Se expresa que la matriz P diagonaliza a la matriz A.

Observar que el hecho que una matriz A sea diagonalizable, permite que dicha matriz pueda
escribirse con una factorizacion Gtil de la forma A=P.D.P™. Esta factorizacion nos
permite, por ejemplo, calcular rapidamente A* para valores grandes de k.

Los valores y vectores propios de una matriz y el hecho que ésta sea diagonalizable estan
intimamente vinculados. En el siguiente teorema se establece una condicion necesaria y
suficiente para que una matriz cuadrada sea diagonalizable.
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Teorema 3.4.1 Sea la matrizAeR™.
A es diagonalizable
si y sélo si
A tiene “n” vectores propios linealmente independientes.

Demostracion:

=) Supondremos que A es diagonalizable y probaremos que A tiene “n” vectores propios
linealmente independientes.

Pu P - Py
Como A es diagonalizable, entonces existe una matriz invertible P=| P Pz 7 Pan Itg)
Pa Pz =0 P
4 0 0
que P*.A.P=D= 0 }”2 0 matriz diagonal.
0 0 - 4

n

De la expresion P™.A.P=D multiplicando a ambos miembros por P, tenemos que
A.P=P.D.Estoes:

p11 p12 pln /11
AP=P.D=|Pa Pz " Pu||0

0 -0 APy APy o APy,
/1.2 o 0 - 21.p21 ﬂ'zpzz )lnPZn (1)
0

pnl pn2 pnn 0 ﬂ’n ﬂ‘lpnl lzpnz ﬂ“npnn
Si se denotan con p,,p,,...,p, alos vectores columna de la matriz P, esto es
Puu P - Py
P=[p, p, - p,]=| Pz Pz 7 P
pnl pn2 pnn
pl p2 pn

y se considera el algoritmo de la multiplicacion de matrices, se tiene que:

A.P=Ap, p, - p,]=[A.p, A.p, - A.p,]. @)

Por otro lado, teniendo en cuenta el ultimo miembro de la expresion (1), la matriz A.P puede
ser expresada en funcion de sus sucesivas columas, esto es:

A.P=[4.py 4P, 4,.P,]. 3)
Luego teniendo en cuenta (2) y (3) se tiene que:
A.p,=4.p,
A'p2:/12'p2 (4)
A.p,=4.p,
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Como P es una matriz inversible entonces

» sus vectores columna no son cero,
> suscolumnas p,,p,,....p, son linealmente independientes.

n

Entonces de (4) se tiene que A4, 4, ,..., 4, son valores propios de la matriz A y que
P,,P,,....P, SON sus vectores propios asociados.

Luego concluimos que A tiene “n” vectores propios lincalmente independientes, que es lo que
queriamos demostrar.

<) Supongamos ahora que A tiene “n” vectores propios linealmente independientes,
probabremos que A es diagonalizable.

Por hipotesis A tiene “n” vectores propios linealmente independientes, sean p,,p,,...,Pp,
dichos vectoresy sean 4, 4, ,..., 4, los valores propios correspondientes.

Consideremos la matriz P que tiene como columnas los vectores p,,p,,....p,. Luego,
AP esla matriz cuyas columnas sonA.p,, A.p, ,..., A.p, .
Pero A.p,=4.p;, A.p,=4.p, ,.oueen , A.p,=4,.p,, entonces

A.P=[Ap, Ap, - A.p,]

=[ﬂl'p1 j'z-pz jvln-pn]

_21p11 /12p12 /1np1n
ﬂ’lPZl ;szzz /1n'p2n

_Alpnl ﬂ“zan ﬂ’npnn

_p11 Po - P A‘l o .- 0
—| Pa Pz it P | |0 A e O

_pnl pn2 pnn 0 0 - ﬂ“n
=P.D

Donde:
» Lamatriz D es una matriz diagonal que tiene a los valores propios 4, 4, ,..., 4, de
A como los elementos de su diagonal principal.

» Los vectores columna de P son vectores propios, entonces son linealmente
independientes (Teorema 3.3.4.1). Luego P es una matriz invertible.

Por lo tanto, la expresion A.P =P.Dse puede escribir como P™.A.P=D lo cual implica
A es diagonalizable. #
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El teorema que acabamos de ver, brinda un camino para investigar si una matriz es 0 no
diagonalizable. Los pasos a seguir para diagonalizar una matriz son:

1. Encontrar “n” vectores propios linealmente independientes de la matriz A, sean estos
[T o JO o I

2. Formar la matriz P con p,,p, ,...,p, COMO sus matrices columna.

3. El producto P™*.A.P dara por resultado una matriz diagonal donde los elementos de
su diagonal principal son los valores propios de la propia matriz.

El problema bésico es entonces el encontrar “n” vectores propios linealmente independientes.

Los siguientes enunciados, que no demostraremos, son importantes cuando se analiza esa
posibilidad:

Teorema 3.4.2 Sea AeR™". Se verifican las afirmaciones siguientes:

1) Si A un valor propio de A. La dimension del subespacio propio asociado V,

es menor o igual que la multiplicidad de A como raiz de la ecuacion
caracteristica.

2) Si V., V,,...,V. son subespacios propios, asociados a valores propios
distintos 4, 4, ,..., 4, de Ay B,, B,,...,B, son las respectivas bases de
V,, V,,...,V, , entonces{B,uUB,U---UB,} es un conjunto de vectores

linealmente independiente.

3) Lasuma de subespacios propios es directa, es decir V@V, ®---@V, .

El siguiente teorema caracteriza las matrices diagonalizables:

Teorema 3.4.3 Sea AeR™.
A es diagonalizable
si y solo si
se cumplen las dos condiciones siguientes:

1) Laecuacion caracteristica de A tiene todas sus raices en R .

2) La multiplicidad de cada valor propio, como raiz de la ecuacién
caracteristica, es igual a la dimension del subespacio propio asociado.

Demostracion:

<) De la Definicién 3.3.3.1 de la ecuacidn caracteristica de una matriz A eR™", se observo
que ésta resulta ser una ecuacion de grado n. Entonces:
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a)

b)

Si todas las raices son reales y distintas, sean éstas 4, 4, ,..., 4, . Es decir:

0=p(A)=det(A.1-A)=(1-)(A—-4,)...(A-4,).
Los vectores propios asociados p,,p,,..,p, forman un conjunto de “n” vectores

linealmente independiente (Teorema 3.3.4.1). Luego por el Teorema 3.4.1, A es una
matriz diagonalizable.

Supongamos que todas las raices de la ecuacion caracteristica estan en el cuerpo R, sean
éstas 4, 4, ,..., 4, con multiplicidades d,, d,,..., d, es decir:

0=p(1) =det(A.1-A) =(1-A)*(A-A4)*%...(A-A)* con d,+d,+-+d, =n

Si se satisface 2), entonces dimV, = d. Vi=1,2,...,r entonces teniendo en cuenta el
enunciado 3) del Teorema 3.4.2:

dim (V,®V, ®---@®V,)=d,+d, +---+d, =n
y ademas, por el enunciado 2) del mismo teorema, la union de las bases de los

subespacios propios nos provee de n vectores propios linealmente independientes, de
donde resulta que A es diagonalizable.

=) Veremos que si no se satisfacen las condiciones 1) 6 2), la matriz A resulta no
diagonalizabe.

a)

b)

Si no se cumple 2) entonces algin subespacio propio supongamos V, es tal que tiene
dimension menor que la multiplicidad de A, como raiz de la ecuacion caracteristica. Es
decir: dimV, <d;. Luego dim(V, ®V, ®@---@V, ) <n y no tenemos suficientes vectores

propios linealmente independientes para armar la matriz P. Por lo tanto, la matriz A no es
diagonalizable.

Si la ecuacion caracteristica tiene raices fuera del cuerpo R, éstos por la Definicion 3.3.2
no son valores propios de la matriz A. Luego la suma de las multiplicidades de los valores
propios A, como raices de la ecuacion caracteristica resulta d,+d,+---+d, <n. En

consecuencia, no contamos con suficientes vectores propios linealmente independientes
para armar la matriz P y por lo tanto A no es diagonalizable. #

Ejemplos

Ejemplo 1

100

SealamatrizA=|1 2 1|eR*®.

104
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En el ejemplo 3 de la Seccion 3.3.3, obtuvimos la ecuacion caracteristica
0=(1-1)(A1-2)(1—-4) vy los valores propios de A: A, =1; A, =2y A, =4 los tres son
raices simples de la ecuacion caracteristica.

En el ejemplo 1 de la Seccidn 3.3.4 se obtuvieron los correspondientes subespacios propios
asociados, de dimension 1.

-3 0 0

v 2 v 1)y Vv, ,=(]|1
=1 ’ =2 =4

& 1 & 0 % 2

Dado que se satisfacen los items 1) y 2) del Teorema 3.4.3, se tiene que A es diagonalizable.

Se construye la matriz P -cuyas columnas son los generadores de los respectivos subespacios
propios-

P=

= N W
o O
N~ O

Luego se verifica con facilidad que P™.A.P =D, en efecto:

-% 0 01]|200(|-300 100
P AP=|% 1 -%|[/121||2 11|=|020|=D
% 0 % |/104||1 02 004
Ejemplo 2
_14 2x2
SeaA_[1 JER.

La ecuacion caracteristica de A es:
_ 3 _ A-1 -4 (1 NN A2 o,
0=det (4.1 A)—det([_l l_lD_(z 1) -4=2"-24-3

Los valores propiosde Ason: A4, =-1 y A, =3.
Los subespacios propios correspondientes son:

a) Para 4, =-1 se plantea ((~1).1- A).X =0 es decir
(eI R HEH
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de donde se obtiene que Vﬂﬁ—l = <{_2}> :

b) Para 4, =3 se plantea (3.1-A).X =0 es decir
(ER{ R HEH
KR

: 2
de donde se obtiene que V/12=3 = <[J>

La ecuacion caracteristica tiene dos raices reales y distintas cumpliéndose las condiciones del
Teorema 3.4.3 luego es posible formar una matriz P cuyas columnas sean vectores propios

linealmente independientes:
-2 2] . 1_1|1-1 2
P_{l 1}swndoP _4{1 2}

- R 111 2((14)|-22|_|-10]|_
luego se verificaque: P A.P_Ll{l 2}.[1 1}'{1 1}_[0 3}_D.

e R*®.  Se desea analizar si A es diagonalizable y en caso afirmativo

encontrar matrices P y D (diagonal) tales que P™*.A.P=D.

1. Determinacién de la ecuacion caracteristica y de los valores propios de A:

A-2 0 2
O=det(A.1-A)=det|| 0 1-3 0
0 0 A-3

0=(1-2).(A-3)
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Las raices de esta ecuacion son los escalares 4, =2 y 4, =3.Siendo A1 unaraiz simpley
A2 es raiz doble.

2. Determinacion de los subespacios propios:

o O o

O|LO

o
x

X, 0
, |=|0]| obteniéndose el subespacio
0

X3

a) Para 4, =2 se plantea (2.1-A).X=

propio V, <H> dim(lez ):1

102 0
b) Para 1,=3 se plantea (3.1-A).X=|0 0 0|/ X, |=|0| obteniéndose el subespacio
00O 0

2 0
propio Vﬂz:3 = _01 , (1) : dim(Vﬂz=3)=2

3. Por cumplirse las condiciones del Teorema 3.4.3, A es diagonalizable y la matriz P no es
sino la que tiene por columnas los vectores propios hallados en 2).

1 20 10 2
P=[0 0 1| obteniéndose P*=|0 0 —1|.
0-10 01 0
Luego resulta que:
10 2|20 -2|{1 20 200
P'.AP=|00 -1/.|0 3 0/]./0 0 1|=|0 3 0|=D
01 0|00 3||0-10 003
Ejemplo 4
0-10
Sea A=|1 0 0|eR>*. Se desea analizar si A es diagonalizable y en caso afirmativo
0 0 2

encontrar matrices P y D (diagonal) tales que P .A.P=D.

1. Determinacion de la ecuacion caracteristica y de los valores propios de A:

A1 0
O=det(A.1-A)=det| |1 1 0 — 0=(1-2).(A2+1)
00 A-2
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la ecuacion caracteristica tiene una sola raiz real 4, =2 y dos raices complejas conjugadas

A, =1y A, =—i. Luego, por no tener todas las raices en R, A no es diagonalizable.

Ejemplo 5
2 4 3

Sea A=|-4 —6 —3|eR>®. Se desea analizar si A es diagonalizable y en caso afirmativo
3 3 1

encontrar matrices P y D (diagonal) tales que P .A.P=D.

1. Determinacién de la ecuacion caracteristica y de los valores propios de A:

A-2 -4 -3
O=det(A.1-A)=det|| 4 A1+6 3
3 -3 i-1

0=(1-1).(1+2)

Las raices de esta ecuacion son: 4, =1 raiz simpley A, =-2 raiz doble.

2. Determinacion de los subespacios propios:

~1-4-3][x] [0
a) Para 4 =1 se plantea (1.I-A).X=| 4 7 3|/ x, [=|0| obteniéndose el subespacio
3-3 0% | |0
1
propio V, , =(|-1 ,dim(v =1):1
4 1 4
—4 -4 -3|[x] [0
b) Para 1,=-2 se plantea ((-2).1-A).X=| 4 4 3|/x, [=|0 obteniéndose el
3-3-3|[x| |0
-1
subespacio propio V,12:—2: é ,dlm(Vﬂz:_Z)=l.

Observar que dim(Vﬂf_z):1< 2 (multipliciad de A, =—2 como raiz de la ecuacion

caracteristica). Luego como no se satisface el item 2) del Teorema 3.4.3, A no es
diagonalizable.
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Ejemplo 6

Sea A =

N OO

0 -2
-2 0|eR*°. Se desea analizar si A es diagonalizable.
0 3

1. Determinacion de la ecuacion caracteristica y de los valores propios de A:

A 0 2
O=det(A.1-A)=det| |0 1+2 O
2 0 A-3

0=(A+2).(A-4).(1+1)

Las raices (simples) de esta ecuacion son: 4 =-2, 4, =4y A, =—

2. Determinacion de los subespacios propios:

Planteando (/1i . I—A).X =0 para i =1, 2, 3 se obtiene que:

A 0 2 X,

0
(A-1-A).X = o (A+2 O X, |=|0
0 (-3 %] L0

v’ Para A4 =-2 setlenequev _o = []>y dim ):1.

v’ Para 4, =4, setlenequeV [ Dy dim(V )=1.

v" Finalmente, para 4, =-1, setieneque V, _ , = 0 y dlm( ) 1.

Como dimV/1 =multipliciad de 4; como raiz de la ecuacion caracteristica, A es
i
diagonalizable.

3.5 Diagonalizacion Ortogonal de una Matriz

Definicion 3.5.1 Una matriz no singular P (o invertible), es una matriz
ortogonal si P =PT.
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Observacion: De la definicion anterior se deduce que P es una matriz ortogonal si
P.PT=P".P=1 (Siendo I =1_ la matriz identidad nxn).

Teorema 3.5.1 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) P esuna matriz ortogonal.

2) Los vectores filas de P forman un conjunto ortonormal en R"con el
producto interno estandar.

3) Los vectores columna de P forman un conjunto ortonormal en R" con el
producto interno estandar.

Demostracion:

Si bien no nos detendremos en la demostracién completa de este teorema, mostraremos a
modeo de ejemplo 1) < 2). Por hipotesis se tiene que P es una matriz ortogonal, esto es

P*=P" y ademas P.P"=P".P=1. Si consideramos que P=[p, p, ---p,] siendo

p, p, -+ P, los vectores fila, luego

P.P"=[p, p, -~ p,].[p, P, - pn]T=l

P P - P P o P 10--0

p.21 pgz 12 p22 ppz — O 1 0

pnl pn2 ln p2n pnn 00-.-.-1
|}

L=pi+ PG +-+ P =P, P,
0= Pis pj1+ Piz pjz"’""" Pin pjn =P 'pj

g
_|Lsii=]
Pi-Pi=\0sii= |

Luego los vectores fila p, p, --- p, forman una conjunto ortonormal en R"con el producto
interno estandar.#

NOTA: Las propiedades enunciadas parecen sugerir nombrar a P “matriz ortonormal” en
lugar de “matriz ortogonal”. Sin embargo, siguiendo la mayoria de la bibliografia se la
designara “matriz ortogonal”.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la matriz P ={

cos() —sen (ﬂ)} |
sen(B) cos(p)

La matriz P resulta ortogonal para cualquier valor de g pues:

o pT :_cos(,B) —sen(ﬂ)}{cos(ﬂ) sen(,B):l
_sen(ﬂ) cos(B) | | —sen(B) cos(p)

cos’ () +sen’(p) cos(3)sen()—sen(B)cos(B)
_sen(,b’)cos(ﬂ) —cos(B)sen(B) cos’ () +sen’(p)

1 0
o 1

y ademas define, como ya se mencioné anterioremente, en R* el operador T, : R*> - R? .
X—->P.X

El efecto geométrico de esta transformacidn es realizar una rotacion en sentido antihorario en
un angulo .

Ejemplo 2
22 1
- 3 3 3 - -g -
Sea la matriz P=|2 ! 2|eR*®. Se verifica con facilidad que la matriz P resulta
1 2 2
33 3
ortogonal, pues:
2 =2 1 2 2 1
33 3|3 33 (100
T_ |2 1 =2 -2 A
PP =5 3 5|5 335/5(010
1 2 2 1 =2 2
305 il w5001

Ejemplo 3

Sea la matriz A del ejemplo 6 del item anterior. El conjunto de vectores propios obtenidos
0] -1]|2
11,/ 01,0 |;resultaun conjunto ortogonal.
0|21

Si dichos vectores son normalizados se tiene el siguiente conjunto ortonormal de vectores
0

propios de A: <[ 11,
0

i~ © Gl
él‘l—‘ Oél‘l\J
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—2

Luego consideramos la matriz P = talque P'.A.P=D=

o b~ O

0
0

o O
N
i o

La matrizP es una matriz ortogonal pues:

-1 2
|9 EE|S 5| froo
SR I e M -

Definicion 352 Sea AeR™. Diremos que A es diagonalizable

ortogonalmente si existe una matriz P ortogonal tal que P™*.A.P =D siendo
D una matriz diagonal.

Se expresa que la matriz P diagonaliza ortogonalmente a la matriz A.

El siguiente Teorema asegura que, dada una matriz simétrica, ella es diagonalizable
ortogonalmente.

Teorema 3.5.2 Sea A<R™". Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) A es diagonalizable ortogonalmente

2) A tiene un conjunto ortonormal de “n” vectores propios.

3) A essimétrica.

Demostracion:

Si bien no nos detendremos en la demostracién completa de este teorema, mostraremos ciertas
implicaciones cuya demostracién es sencilla.

2)=3) A diagonaliza ortogonalmente si existe una matriz P ortogonal tal que
P'.A.P=D.Porser Portogonal setieneque P.P" =P .P =1 resultando:

P.A.P =D multiplicamos a izuigerda por Py a derecha por P’
A=P.D.P"  tomando transpuesta, se tiene que
AT :(P.D. PT)T =P.D".P" por ser D diagonal, D=D" luego
AT=P.D.P"=A
Luego A es una matriz simétrica.
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1) = 2) Por hipétesis el ser A diagonalizable ortogonalmente implica que existe una matriz P

tal que P'=P"y P'.A.P=D. Por Teorema 3.4.1, A tiene “n” vectores propios

linealmente independientes los que constituyen las columnas de la matriz de P. Pero al ser P
ortogonal, sus columnas, y por ende, los vectores propios de A forman un conjunto
ortonormal (Teorema 3.5.1). #

También son importantes las siguientes propiedades de las matrices simétricas.

Proposicion 3.5.1 Sea A<R™. Si A es una matriz simétrica, entonces:

1) Todos sus valores propios son reales

2) Los vectores propios asociados a valores propios distintos son ortogonales.

Demostracion: Sélo demostraremos el item 2).

Supongamos que u es un vector propio de A asociado al valor propio A1y v lo sea al valor
propio asociado A,. Recordando propiedades del producto interno estandar de R™ 'y
teniendo en cuenta que A= A" por ser matriz simétrica, planteamos:

(Au/v)=(Au) -v:(Au)T v:(uT AT)V:(uT A)v:uT (Av)=u".(Av)=(u/Av)
Entonces (Au/v)=(u/Av).

Luego resulta:
/{ Por ser u vector propio de A

(Au/v)=(4u/v)=(Au)sv=(4u) v=(4u")v=2u"v=14(u/v)

Por ser v vector propio de A

(W/AV) = (/A V) = e (4, V) =UT (4, V) = U7V = A (V)

Restando miembro a miembro se tiene (4, — 4, )(u/v)=0.
Como 4 =4, debeser (u/v)=0, luego uy v son ortogonales. #

3.5.1. Procedimiento a tener en cuenta en la diagonalizacion ortogonal de una matriz

Sea AeR™" una matriz simétrica a la cual se quiere diagonalizar ortogonalmente mediante
una matriz P. Para ello, se proponen los siguientes pasos:
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1) Determinacion de la ecuacion caracteristica det(A1- A)=0 y de sus raices. Las raices
serén todas reales.

2) Para cada valor propio 4, de A, de multiplicidad d,, se establece una base de d;
vectores propios para el subespacio propio (/Ij . I—A).X =0.

3) Para cada subespacio propio, se ortonormaliza mediante el proceso de Gram- Schmidt
la base obtenida en el paso 2). Por Teorema 3.4.2 item 2), la union de dichas bases
determinan un conjunto de vectores linealmente independientes de A que en este caso
ademas son ortonormales.

4) Se forma la matriz P con los “n” vectores propios linealmente independientes
determinados en el paso 3). La matriz P asi constrida es una matriz ortogonal tal que
P.A.P =Des una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son los valores
propios de A.

Ejemplos
Ejemplo 1

Sea la matriz A =

. Como A es simétrica, sabemos que diagonaliza ortogonalmente.

k=)
R O R
oRr K

Entonces se quiere hallar la matriz P ortogonal que diagonaliza a A.

1 Determinacion de la ecuacion caracteristica y obtencion de los valores propios de A:

A -1 -1
O:det(lI—A):det -1 1 -1
-1 -1 2

Ecuacion caracteristica A°-31-2=0.

Valores propios A4, =-1 (raiz doble)
A, =2 (raiz simple)

2 Determinacion de los subespacios propios y obtencidn de una base de cada uno de ellos:

V,_a=(|-1[[o]) By, =[[-2}]0|| dm(v,]-2
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=

Vi =

[N

By, =

e

dim(Vﬂ?):l

=

3 Aplicando a la base de le el proceso de ortogonalizacion de Gram- Schmidt y posterior

normalizado obtenemos B, una base ortonormal para dicho subespacio propio.

Por otro lado, una base ortonormal de V/12 es B, =

s

&l

4 Construccion de la matriz ortogonal P:

verificandose que P =PT =

0
Il
> Nl Sl

Sl &l -
Sl &l -
Sl - Sl
Sl - L
Sl Sl

-1 0 0
luego PT.A.P:D[ -1 0 :

3.5.2. Algunas Aplicaciones

Los vectores y valores propios de una matriz proporcionan una herramienta sumamente
valiosa para la solucion e interpretacion de muchos problemas de matematica aplicada que se
presentan no sélo en Ingenieria, sino también en Ciencias tan disimiles como la Biologia,
Ecologia, Geologia y Economia

El profesional o cientifico debe interiorizarse profundamente del fendmeno a analizar,
plantear sus hipétesis, modelarlo matematicamente, usar los algoritmos disponibles y luego
interpretar los resultados. EI Algebra Lineal le provee no sélo de una metodologia de calculo,
sino que también conceptualmente le puede ayudar a realizar una visualizacién correcta de los
fendmenos estudiados.
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1. Ecuaciones en Diferencias.

En campos como ecologia e ingenieria entre otros, surge la necesidad de modelar
matematicamente un sistema dinamico que cambia con el tiempo.

Algunas caracteristicas del sistema se miden en tiempos discretos, produciéndose una
secuencia de vectores X,,X,;,X,,....donde x, proporciona informacion del sistema en el

momento de la k-ésima medicion.

Si existe una matriz A tal que x, = AX,, X, =AX,, X;=AX,,... se tiene de manera general
X, =AX, para k=12.3,....

Esta Gltima expresion se denomina ecuacion lineal en diferencias.

Asimismo, si consideramos la sefial a tiempo discreto z[n]={zn} y escalares a,, a,,..., a

n

Encontrar la sefial y[n] = {yn} tal que la expresion

A Yiin T Yk T+ Y =4 vk 1)
se llama ecuacion lineal en diferencias de orden n.
Se muestra que dada una ecuacion lineal en diferencias homogeénea (segundo miembro igual a

cero) de orden n, es posible expresar lo anterior, por un sistema equivalente de ecuaciones en
la forma:

X, =A.X, paak =0L2... con X, eR™y AcR™

k1 —

En general, dada la ecuacion vy,  +a&V..,,++a& .Y, +a,y. =0 puede re-escribirse
como X,,,=A.X, con

Yi 0O 1 0--0

XK _ yk-+1 . A _ cee

yk+n _an _an—l cee een _a1
Cualquiera sea la matriz AeR™", formalmente la ecuacion X, ,=A.X, es facil de
resolver. La solucion X, esta relacionada con el valor inicial X, . En efecto

X, =A. X,

X,=A.X, =A?.X,
><kJrlz'A\')(k = :
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El problema esta en encontrar una manera rapida de calcular A*.

Si la matriz A es diagonalizable, entonces existe P tal que A=P.D.P™ con D matriz
diagonal. Luego

X, = A%, =(P.D.P*).(P.D.P?)-+(P.D.P?).X,
A A A
Haciendo uso de la propiedad asociativa de la multiplicacion de matrices, resulta:

X, =(P.D".P?).X,

Recordando que las columnas de P son los vectores propios de la matriz A, se tiene:

glk 0 --- 0
k
Xk:[vlvz"'vn]' O /12 0 'P_l'xo
P 0 0 - Af
Dk

k k k
X, =CA V,+CA, V,+--+C AV,

donde:

A son los valores propios de la matriz A (se los ha supuesto reales y distintos).
v, son los vectores propios de la matriz A.

¢; son coeficientes que dependen de las condiciones iniciales ([ci |=P. XO).

Entonces, si tenemos en cuenta lo anteriormente expuesto y suponemos que por ejemplo se
plantea

Yies — ZYk+z —9Yut 6yk =0

Entonces se tiene que y, ., =2Y,., +5Y,., —6Y,.

Y Y1
HaciendoXk= Yiar |Y Xk+1= Yiiz |-
yk+2 yk+3
Se tiene
yk+l O 1 0 yk
yk+2 = O O 1 ' yk+l
Yiis -6 5 2 Yii2
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010
0 01[.X,
65 2

X

k+l —

Analizaremos, si la matriz A es diagonalizable. Para ello:

» Determinamos la ecuacion caracteristica y los valores propios de A:

Ecuacion caracteristica A°—21?2-51+6=0.
Valores propios A =1, 4, =-2, 4, =3.

1 1 1
> Vectores propiosde A: v, =[1|; v,=|-2|; v,=|3].
1 4 9

Entonces, la solucién general de la ecuacién en diferencias es:

1 ] 1
X, =¢1|1]+c,(-2) |-2|+¢,3¢|3
1 4 9

En definitiva, con esta expresion obtenemos que:

Yo =1 +¢,.(<2) +¢,.3¢ )

2. Filtrado Lineal.

En el procesamiento digital de sefiales, una ecuacion en diferencias lineal de orden n como la
indicada en (1) describe un filtro lineal y a,,a,...,a, se llaman los coeficientes del filtro.

FILTRO LINEAL >
yinl={y,} z[n] ={z,}

A 4

Se toma y[n] como la sefial de entrada y z[n] como la sefial de salida. En particular, si z[n]

es la sefial nula, la ecuacion (1) se dice homogénea y las soluciones corresponden a las sefiales
gue se eliminan por filtracion ya que se convierten al paso por el filtro en la sefial nula.

Sea una sefial de audio a la que se hace pasar por un filtro. Se quiere analizar qué
componentes de la misma seran eliminadas. Supongamos que el filtro lineal viene
representado por la ecuacién en diferencias

169



Algebra Lineal

Yies = 2Yis2 =9V T6Y = Z,

Las componentes de la sefial que serdn eliminadas son las que al pasar por el filtro nos da la
sefial nula, estoes y,.,—2Y,,, —5Y,.,, +6Yy, =0.

. - k
Teniendo en cuenta que la solucién que hemos encontrado en (2), y, =¢,.1 +¢,.(-2)" +¢,.3
podemos concluir que serén eliminadas las combinaciones lineales de las sefiales:

x[N]=1" %[nl=(-2)"; x%[n]=3"

Observaciones:

+ Las soluciones de la ecuacion en diferencias homogénea de orden n forman un subespacio
WcS. Se muestraque dimW=n.

Del ejemplo anterior W:<x1[n],x2[n],x3[n]>. Se muestra que ellas son linealmente
independientes luego dimW =3.
* Los valores y vectores propios también proporcionan la clave para entender el

comportamiento a largo plazo o evolucion de un sistema dinamico descrito por medio de
una ecuacion en diferencias del tipo X,,, = A.X, para k = 0,1,2,....

« EIl planteo de estos problemas se presenta, como ya se menciond, no sélo en Ingenieria,
sino también en Economia, Biologia y Ecologia.
» Se puede interpretar que el vector X, da informacion sobre el sistema con el paso del

tiempo (indicado por k), por lo que su formulacion se adapta para describir tanto un
modelo de crecimiento de poblacidn en Biologia, como la respuesta de estado estable de
un sistema de control que es el equivalente en Ingenieria de lo que usualmente se llama
comportamiento a largo plazo del sistema dinamico.

Sea la expresion u,,, =A.u, que representa un sistema del cual queremos averiguar su

k+1

comportamiento cuando k —oo. Suponiendo que A puede diagonalizarse, la solucion u,
sera del tipo:

U =GA Vi +CA Vy+- -+ G AV, .

El crecimiento de u, esta gobernado por los factores 4 'y por lo tanto, la estabilidad depende
de los valores propios de A.

La ecuacion en diferencias u,,, =A.u, es:
« establey u, — 0 si todos los valores propios satisfacen |ﬂ,,| <1;
- es neutralmente estable y u, esté acotado si todo |4|<1,y

» esinestable (u, no esta acotado) cuando al menos un valor propio de A es |2,,| >1.
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3. Un Sistema Depredador — Presa.

Alrededor del afio 1910, un grupo de bidlogos present6 un informe en el cual advertian de que
la poblacion de peces del Adriatico superior cambiaba considerablemente.

Durante la Primera Guerra Mundial la pesca fue suspendida. Después de la Guerra, los
tiburones y otras especies voraces se hicieron mas numerosas con relacién a los tipos
herbivoros de peces. Se concluyd que la suspension de la pesca habia permitido que creciera
la poblacion de peces y que esto daba a las especies predadoras una ventaja sobre las otras
especies-presa. Esta observacion provocd un modelo matematico sobre la dinamica de
poblacién para el caso en que una especie llamada predadora se alimentara de otras especies
Ilamadas presas.

En lo que sigue suponemos que la poblacién presa encuentra suficiente alimento en todo
momento, pero que la reserva de alimentos de la poblacion predadora depende enteramente de
la poblacion presa. También se parte de la hipotesis de que durante el proceso el entorno no
cambia a favor de una de las especies, y que la adaptacidn genética es suficientemente lenta.
Las hipdtesis simplificativas se hacen a los fines de permitir un primer modelado del
problema a partir de lo cual pueden ir agregandose limitaciones.

Consideremos la poblacion de tiburones (T) y peces herbivoros (P) en un tiempo k
representado por

donde< T, es el nimero de tiburones en la region estudiada

{T } k es el tiempo en meses
k
P, es el nimero de peces herbivoros (medidos en ciento de mil)

Ss suponemos

T,,=05T, +04P
P, =-0104T, +11P,

La primera ecuacion dice que sin peces “presa” sobreviviran solo la mitad de los tiburones
“predador” cada mes, mientras que la segunda ecuacion dice que, sin tiburones, la cantidad de
peces herbivoros aumentara el 10% cada mes. Si hay abundancia de peces el término (0,4 Pk)

hara que el nimero de tiburones aumente, mientras que el término negativo (—0,104 Tk) mide

las muertes de peces debidas a la depredacion de los tiburones.
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Se quiere determinar la evolucién del sistema. Teniendo en cuenta que el sistema es del tipo

X

k+1

05 04
=A.X,  con A=

-0,104 1.1
Los valores y vectores propios de A son:

10 5
4=102 — v = 13 y 4,=058 — v,= 1
Luego

X, =¢,(1,02)" v,+c,(0,58)v, conc, y ¢, que dependen de las condiciones iniciales (X, ).

T, 10 5
Entonces “1=c,(1,02)| " |+c,(0,58)"| |.
P 13 1

Observar que cuando k —oo, (0,58) -0.

Supongamos ¢, # 0, entonces para toda k suficientemente grande, el segundo término del

T, 10
segundo miembro tiende a cero de donde: X, = {Pk} ~C,(1,02)" {13}

k

Para k+1 setiene:

T - |10 _ (|10 _ «| 10 - T
XH{P }cla,oz) LJ—cl(l,OZ)(l,OZ) Lg}_(l,oz)cl(l,oz) [13}1,02&}

k+1 k
| ———

sz
Xk+1 ~1,02 Xk

Esta expresion nos permite concluir que: sin la intervencion del hombre, a largo plazo tanto
los tiburones como los peces herbivoros creceran cada mes en un factor 1,02 el que
corresponde a un indice de crecimiento del 2%.

Por ser 1,02 ~ 1,0 se tiene que X, es aproximadamente un multiplo de (10, 13). Esto es
cada 10 tiburones hay aproximadamente 1.300.000 peces.
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3.6 Ejercicios del Capitulo

Ejercicio 1

Verifique que cada una de las siguientes funciones no es una funcion determinante. Indique
qué propiedades no cumple.

a) f{a b}:a b) f[a b}:ad 0 f{a b}ambc
c d c d c d

Ejercicio 2

Calcular los determinantes siguientes, utilizando el desarrollo por cofactores:

1 2 2 05 1
a) detu—l 3 1D b) detU4 -3 on b) det
2 5 -1 2 4 1

~AOWOWDN P
A OO
~NO o w
O 0N

Ejercicio 3

Calcular el determinante de cada una de las matrices siguientes, por triangulacion:

1 -1 2 3 1-1-30
12 2 0 2 |0 1 514
) AZly 114 B=_1 2 &5
1 2 3 0 3 -1-23
0070
|8 55 4
B0 2 41
0401
1 0 1 1 3
2 1 -1 1 2
d C=5 4 0 -2 1
1-1 0 0 2
0 1 2 -1-1
Ejercicio 4
Calcular los siguientes determinantes:
1 4 -31 04000 hhly
5 0 6 3 00020 oy 0y
a)det4125 b) det|{0 0 3 0 0 c) det|| 72 72 02
1_0 2 4 00001 A%%O
- 50000 w1k
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Ejercicio 5

> Dd T
_— 0

a
Teniendo en cuenta que det“d
g

d
a) detug
a

ﬂ =4, calcular:

f a b c -a b -c
|D b) det {(d3a) (e—3b) (f3c)] c) detUZd 2e 2_fﬂ
C 29 2h 2i g h i

[ @ e pi ¢ ]

Ejercicio 6

Sea A una matriz 3x3, sabiendo que det (A) =7, encuentre:

a) det(3A) b) det(A?) ©) det(2A?) ) det((2A))

Ejercicio 7

En cada uno de los casos siguientes se pide: calcular adj (A) y usarla para calcular A™.

1-13 131
2) A:[S ﬂ b)A:[g g} O A=|2 2 2 dA=l0 2 4
120 003
Ejercicio 8
Aplicar la Regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas:
3X+y=9 3X-2y=6
2) {4x—2y=0 b) {—5x+4y:8
X+2y+3z=0 2X+y+z2=4
c)sy+2z=1 d) <—x+2z=2
2X+4y+8z2=0 3X+y+3z=-2
Ejercicio 9
Encuentre los valores de A para los cuales det(A) = 0.
(A-1) -2 (21-6) 0 0 (2-1) 1 0
a) A= 1 (1-4) b)A=| 0 4 -1 c)A=| 4 (1-4) 0
0 4 (1-4) 0 0 (2-2)
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Ejercicio 10

12

Sea la matriz A = [3 5

} eR*?. Se pide:

a) ¢Cuales de los siguientes vectores son vectores propios de A?

o T8 o) (20 3 12

b) ¢Cuales son sus valores propios correspondientes?.

Ejercicio 11

Para cada una de las siguientes matrices se pide:

1) Laecuacion caracteristica.

2) Los valores propios.

3) Los subespacios propios.

4) Si es posible, dar una matriz P que diagonalice a A (es decir, tal que: P*.A.P =D).

oafs 8] wafid]

300
c)A=[0 2 o} d) A=

W w
(BN SN
wWoON

|

0
o] f) A=
5

|

o PP
ganN o
N OO
L~ T

P, OOM
oo MO
OoON OO
NO OO

2
1} hy A=
3

Ejercicio 12

En los siguientes casos, encontrar una matriz P y una matriz diagonal a D tal que

D=P*'.A.P.
103
022

005

a)A:[é ﬂ b)A =
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OA=|-1 4 2| d)A=
00 0 4

Ejercicio 13
En cada uno de los casos siguientes encuentre una matriz P que diagonalice ortogonalmente
a la matriz A.
13 4 11
a)A—[4 _3} b) A_[_l J
200
c)A:[EZ 274} O A=l0 11
011
1-1-1 0 -20
e)A=|-1 1 -1 HA=|-2 00
-1 -1 1 0 0O
Ejercicio 14

Encontrar la matriz A sabiendo que:

3 2 . . . .
v, = [J yVv,= [J son vectores propios de A siendo sus respectivos valores propios 1y 4.

Ejercicio 15

Encontrar una matriz A 3x3 quetengaa 4 =0; A4, =1; 4, =-1como valores propios

0 1 0
siendo sus vectores propios correspondientes: v, = [ 1 }; Vv, = [1}; V, = [1] .
-1 1 1

Ejercicio 16

Probar que los valores propios de una matriz triangular son los elementos de la diagonal
principal.
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Ejercicio 17

Probar que si A es un valor propio de la matriz A, entonces A°es valor propio de A =A.A
y que los vectores propios de A son también vectores propios de A*. Generalizar a A*.

Ejercicio 18
|13 - :
Sea A_[O 2] Se pide hallar:

a) los valores propios de Ay los correspondientes subespacios propios;
b) los valores propios de A®;

c) la matriz A®.

Ejercicio 19

Probar las siguientes afirmaciones:

a) A=0es valor propio de A siy solo si A es no inversible.

b) A=0es valor propio de A si y sélo si A" es valor propio de A™*(Se supone A
inversible).

Ejercicio 20

En Algebra Lineal avanzada, se demuestra el Teorema de Cayley-Hamilton, éste establece
que una matriz cuadrada A satisface su ecuacion caracteristica.
Es decir,

Si X"+C,_X""+---+Cx+C, =0 es laecuacion caracteristica de A,

entonces A"+C,_, A" *+--+C A+C,1=0.

Comprobar este resultado para A = E’ g} :

Observacion:
Esta propiedad proporciona un método eficiente para calcular las potencias de una matriz.

Si A es 2x2 con ecuacion caracteristica X*+c,x+¢c, =0 entonces A*+c, A+c,1=0 de
donde A’=-c, A-c,l.
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Luego multiplicando esta expresion por A se tiene  A®=-c A*-c, A. Multiplicandola
por A’ setiene A*=-c A’-c, A%

Este procedimiento muestra como es posible calcular las potencias sucesivas de A basandonos
en las potencias anteriores.

Aplique esta propiedad para encontrar A*,A®, A* para la matriz A= E g} :

Ejercicio 21

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar claramente.

a) Si u es un vector propio de A asociado al valor propio A, entoces ku también es vector
propio de A asociado a A.

b) Toda matriz A € R™" diagonaliza s6lo si tiene una base ortonormal de vectores propios.
c) Sitodas las raices de la ecuacion caracteristica son reales, entonces A es diagonalizable.
d) Sea A una matriz simétrica, u y v vectores propios de A asociados a valores propios

distintos. Entonces {u : v} es un conjunto ortonormal.

e) Los vectores propios asociados a un mismo valor propio son siempre linealmente
dependientes.

Ejercicio 22

En una poblacién animal la edad méaxima alcanzada por sus individuos es de doce afios y la
poblacién se clasifica en cuatro grupos:

Pequerios Jovenes Adultos Ancianos
[0,3) [3,6) [6,9) [9,12)

Ademas, se ha observado que la relacion existente entre la poblacion que hay en un periodo k
con respecto a la que habia en el periodo anterior (k-1) es la que se recoge en la siguiente
tabla, expresada en porcentaje, y entendiéndose que un periodo es un trienio. (TABLA 1)
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PERIODO (k-1)

pequefios | jovenes | adultos | ancianos
pequenos 0.25 0.25 0.25 0.25
PERIODO .,
K jovenes 0.25 0 0.5 0.25
adultos 0.25 0.5 0.25 0
ancianos 0.25 0.25 0 0.5
TABLA 1

Se pide:
a) Formular un modelo que represente la evolucidn temporal de la poblacion.

b) ¢Cudl es la distribucion de la poblacion a largo plazo (k — ) si en la actualidad (k=0) la
proporcion de individuos en cada uno de los cuatro grupos es de
20%, 20%, 20% y 40% respectivamente?
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3.7 Guia de Estudio

1)

2)

3)
4)
5)
6)
7)

8)

9)
10)
11)

12)

13)
14)
15)

16)

17)

18)

¢Cuales son las propiedades que definen a la funcion determinante?

Enuncie algunas de las propiedades que se deducen de la definicion de la funcion
determinante.

¢Como esté vinculado det(A") y det(A)?
¢Como esta vinculado det(A.B) con det(A) y det(B)?

¢A qué se llama cofactor del lugar (i, j) ? ¢Para que se usa?.

¢En que consiste el método de triangulacion para el calculo de determinantes?

¢Por qué A matriz inversible < det (A)=0?

¢A qué se llama adjunta de A? ¢Cual es la expresion de la inversa de A referida a la
adj(A)?

¢ Qué dice la Regla de Cramer? ;Cuéles son las limitaciones para su aplicacion?
Defina valor propio, vector propio, subespacio propio de la matriz A.
Enuncie y demuestre el Teorema de Caracterizacion de los valores propios.

Muestre que A es valor propio de la matriz A si y s6lo si A es raiz de la ecuacion
det(A—11)=0

¢A qué se llama ecuacidn caracteristica de la matriz A?
¢Como se determinan los subespacios propios?
¢Cuéndo se dice que una matriz es diagonalizable?

¢Cuaéles son las condiciones que se deben cumplir para que una matriz sea
diagonalizable?

Muestre que, para una matriz simétrica, vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales.

Defina matriz ortogonal. ;Qué significa “la matriz A diagonaliza ortogonalmente”?
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Aplicaciones Lineales

4.1. Aplicaciones Lineales

Se ha visto en los cursos de Analisis Matematico que una funcién o aplicacion es una regla f
que asocia a cada elemento de un conjunto A uno y sélo un elemento del conjunto B.
Decimos entonces que para todo a< A, existe beB tal que b= f(a). A es el conjunto

dominio, B es el conjunto de llegada, b se llama la imagen de a por f y el subconjunto de B
que consta de todos los valores de f cuando a varia sobre A es el conjunto imagen de la
funcion f.

Hasta ahora, el énfasis se ha puesto en los casos en que tanto A como B son conjuntos de
nameros reales y se las llama funciones a valores reales de variable real, pero las mismas
consideraciones pueden ser hechas cuando A y B son conjuntos mas generales.

En lo que sigue, se centrard la atencidon en funciones donde tanto A como B son espacios
vectoriales cumpliendo, ademas, propiedades especiales. Estas propiedades estan vinculadas
al hecho que la estructura de espacio vectorial se basa en la existencia de dos operaciones: la
suma y la multiplicacion por escalar, las cuales se pretende “se preserven” a través de la
funcién, esto es, a la suma de elementos en el dominio se corresponda la suma de las
imagenes respectivas y de igual forma en la multiplicacion por escalar. Este tipo de funciones
reciben una denominacién especial, se las llama aplicaciones lineales o transformaciones
lineales.

\ F w

—p O

— F(u)
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Definicién 4.1.1 Sean Vy W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
Diremos que F:V — W es una aplicacion lineal si 'y sélo si se satisface

a) F(u+v)=F(u) + F(v)

para todo u;veV y keK
b) F(k v) =k F(v)

En particular, si V =W las aplicaciones lineales F:V — V se llaman operadores lineales.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K. dimV =n. La eleccién de una base ordenada B
del vectorial, permite definir la aplicacion “Vector Coordenado respecto a la base B”:

sV —> K"
Vg (V) =(V)g
Por la Proposicién 1.9.1 se tiene que:

s (U+V)=(U+V)y =(U)g +(V)g =05 (U) + 5 (V)

para todo u;veV y kekK.
P (kV)=(kV)g =k (V)g =k ¢5(v)

Luego la aplicacion ¢, es una aplicacion lineal.

Anélogamente, también es lineal la aplicacion

(DB:V—>K”X1

V- gy (V)= [v]B

En particular, como ya se menciono en la Proposicion 1.9.1, una vez fijada la base B en el
vectorial, existe una correspondencia biunivoca entre el vector v y su vector coordenado, lo
que indica que @ es una biyeccion.

Las aplicaciones lineales biyectivas se Ilaman isomorfismos entre los espacios vectoriales que
vincula. Luego ¢, es un isomorfismo entre los espacios vectoriales V 'y K™,

Ejemplo 2

Sea AcK™". Para toda matriz Xe K™ el producto A.X esta definido y es una matriz
columna de “m” elementos. De aqui que la matriz A define una aplicacion entre los espacios
K™ y K™, en la siguiente forma:

T, K™Y > K™ donde T,(X)=A.X
X >T,(X)
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Las propiedades de la multiplicacion de matrices permiten mostrar que esta aplicacion es
lineal. En efecto:

T,X+Y)=A.X+Y)=A.X+A.Y =T, (X) + T, (Y)
T, (kX)=A.(kX)=k (A.X) =k T, (X)

Como caso particular, si consideramos K =R y AeR™" se tiene que:

T,:R" >R’
XY =A.X

define un operador lineal en R" (ya se habia mencionado en la Seccion 3.3.1).

Se sobre-entiende que el vector XeR" viene expresado como una matriz columna (es
decir X eR™).

T, también se lo llama transformacion de R" en si mismo.

Ejemplo 3

Sean V' y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K.

La aplicacion F:V — W tal que F(v) =0, VV eV es una aplicacion lineal y se la denomina

“aplicacion nula”.

Ejemplo 4

Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K.

La “aplicacion identidad” id:V —V definida por id(v) = v es una aplicacion lineal.

Ejemplo 5

Sea V =R.
a) Lafuncion f :R—>R; x—>mx (meR) esunaaplicacion lineal.

b) La funciong:R—>R; x—>mx+b (mbekR;b=0) no es una aplicacion lineal. ¢Por
qué?

Ejemplo 6

Sean V =P .
La aplicacion: D:V — V que asigna a cada p €V su derivada primera p’ es decir:

D:P, P,

pzzn:aix‘ — D(p)=p’=znliaix“l

i=1 i=1
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es una aplicacion lineal.
De manera mas general, si V=R" la aplicacion: D:V —V que asigna a cada f eV su
derivada primera f' es una aplicacion lineal.

Ello resulta de las propiedades: “la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de
sus derivadas” y “la derivada de una constante por una funcion es igual a la constante por la
derivada de la funcion”.

Propiedades de las Aplicaciones Lineales

Teorema 4.1.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Si
F:V — W es una aplicacion lineal entonces

a) F(ﬁv):(_)w

b) F(-v)=-F(v) paratodo veV.

C) F(X VX V44X V, ) = XF(v,) + X,F(V,) ++ X F(v,) con v,,v, ,...,v, eV
Yy X%, ..., % eK.

Demostracion:

a) Demostraremos que la imagen por una aplicacion lineal del vector nulo de V es el vector
nulo de W.

F(ﬁv) =F(0.v) = 0.F(v) = Ow .

b) La demostraciéon de que F aplica el opuesto de un vector veV en el opuesto de F(v)
gueda como ejercicio para el lector.

c) Demostremos que la imagen de una combinacion lineal de vectores v,,v,,...,v, e Ves la
combinacion lineal con los mismos coeficientes de F(v,),F(V,),...,F(V,) .

Teniendo en cuenta la asociatividad de la suma de vectores de V, planteamos:
F(X V% Vyt X Voo X0V, ) = F (W, + (0 Vo X Voo 4+ XV, )
=F (% V,)+F(% V,+ %V, +---+ X% Vv, ) porserF lineal
= XF(V,) +F(X, V,+ (X Vs+---+ % V,)) por ser F lineal
= F(v,) + %F(v,) + F(X v;+---+ X Vv, ) por ser F lineal
: repitiendo el proceso
= XF(V) +X%F(v,) +-+ X F(v,)

guedando demostrado el item. #
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Consideremos ahora el siguiente ejemplo:

Sea F: R* — R® una aplicacion lineal tal que F((1,0))=(1,2,3) y F((0,1))=(3,4,1).
Se quiere hallar F((4,-3)).

Dado que los vectores (1,0) y (0,1) forman una base de R?, el vector (4,—3) es combinacion

lineal de ellos
(4,-3)=4(1,0)+ (—3)(0,1)

Luego por se F aplicacion lineal, se tiene que
F((4,-3))=F(4(1,0)+(-3)(0,1))
= 4F((1,0))+ (—3)F((0,1)) .
=4(1,2,3) +(-3)(3,4,1)
=(-5,-4)9)

Este ejemplo sugiere que una aplicacion lineal queda determinada por el conocimiento de las
imagenes de los vectores de una base.

Si Vy W son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, es siempre posible dar

aplicaciones de Ven Wque asignen a los vectores de una base del vectorial V, vectores
arbitrariamente elegidos en el vectorial W.

Por ejemplo, sean V=R*y W =R?® y se buscan aplicaciones que asignen a los vectores de
la base B=((1,0); (0,1)) de R?, los vectores w, =(1,0,3) y w,=(2,1,5) de W.

Una de las aplicaciones queda definida mediante la asignacion:
@00 —» (1,03

0,1) —» (2,1,5)
(xy) — (0,0,0) si (xy)#(1,0) y (xy)=(0.1)

De hecho, pueden elegirse muchas otras asignaciones para (x,y) #(1,0) y (x,y) #(0,1) lo que
dara origen a otras aplicaciones.

Nos preguntamos si entre tales aplicaciones, alguna es lineal. EI teorema siguiente da la
respuesta a esta pregunta.

Teorema 4.1.2. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
Si B=(V,,V,,...,V,) es unabase ordenada de V y w,,w, ..., W, son vectores

arbitrarios de W, entonces: existe una tnica aplicacion lineal F:VV — W tal que
F(v,)=w, para i=12,...,n
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Demostracion:

» Probaremos primero la existencia.
Si B=(V,,V,,...,V,) es una base ordenada de V , todo vector v que pertenece al vectorial
V, es combinacion lineal de los vectores de la base.

Sea entonces V=X V,+ X, V,+-+X,V,.

Por otro lado, teniendo en cuenta que w,,w,,.,w,  son vectores de W , el vector

n

W =X, W,+ X, W,+---+ X, W, pertenece al vectorial W.

Consideremos la aplicacion:
FV-o>W

X Vi X, Vot XV, = X W+ X, Wyt o+ X W,
Teniendo en cuenta la definicidn anterior, se tiene que:

F(v;)=F(1v,+0Vv,+--+0v, ) =1w,+0W,+---+ 0w, =W,

F(v,)=F(0v,+1v,+---+0v, ) =0w,+1w,+--+ 0w, =w,

F(v,)=F(0v,+0V,+---+1v, ) =0W,+ 0W,+---+1w, =w,

Es decir que la aplicacion F cumple la condicion de que: F(v,)=w, para i=1,2,...,n.
» Probaremos ahora la linealidad de F.

Sean V=X V,+X, V,+--+X V, Y V=Y V+Y,V,+---+Yy VvV, VvectoresdeV.
Queremos ver que se verificaque a) F(v+v)=F\V)+F(v") vy Db)F(kv)=kF(v).

a) F(v+ V) =F(X V,+ X, V,+ -+ X, V, + Y, Vi + Y, V,+-+ Y, V)
\Y V'
= F(04 + Y )Vt (% + Y,) Vot e+ (X, +Y,) V)
=(X + Y)W, + (X, + Y, )W,+---+(x, +y,)W,  pordefinicion de F

= (X W+ X, W+ 4+ X W, )+ (Y, W, + Y, W+ 4+ Y, W)
=F(v) +F(v")

b) F(kv)=F(k(X Vi +X, V, -+ X, V,))
\'
= F((kx) v, + (k) v, 4+ (kx, ) v, )
= (kx, )w,+ (kX, )W, +---+(kx. )w_  por definicion de F

=K(X W+ X, W+ + X W, )
=kF(v)
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Luego F:V — Wrtal que F(v,)=w, para i=1.2,...,n esunaaplicacion lineal.

» Finalmente probaremos que F es la Unica aplicacion lineal de V en W que cumple con la
condicion solicitada.

Supongamos que G:V—Wes una aplicacion lineal tal que satisface G(v,)=w, para
i=12,...n.

Se tiene que paratodoveV:
G(V) =G (X, V+ X, Vo +--+ X, V)
= xG(v,)+ X,G(v,)+---+Xx,G(v,) porser G aplicacion lineal
= X W+ X, Wyt X, W, porque G(v;)=w, para i=12,...,n
=F(v)

Por lo tanto: G=F yaque G yF asignan la misma imagen atodo veV.

Queda asi completada la demostracion del teorema. #

4.2. Imagen y Nucleo de una Aplicacién Lineal

Definicién 4.2.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea
F:V — W una aplicacion lineal.

Se denomina imagen de F al conjunto:

I, ={weW/existe veV: F(v)=w}

Definicion 4.2.2 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea
F:V — W una aplicacion lineal.

Se denomina nucleo de F al conjunto:

N, ={veV/F(v)=0w|.

Imagen de F

Ndcleo de F
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Teorema 4.2.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea
F:V — W una aplicacion lineal. Se verifica que:

a) I.={weW]/existe veV: F(v)=w} es un subespacio de W.
b) Siv,v,,...,v, generan V entonces F(v,), F(v,),..., F(v,) generan Ir.

c) Si dimV=n entonces diml.<n.

Demostracion:
a) Veamos que I. = {W e W/existe veV: F(v) = W} es un subespacio de W.

Owel. pues F((_)v) =Ow (por ser F aplicacion lineal).

Si w, yw, son vectores de I_, entonces existen v,;v,eV tales que F(v,)=w, ¥y
F(v,)=w,. Por lo tanto

w,+w, = F(v,)+F(v,)=F(v,+Vv,) (por serF lineal)

oseaque w,+w,el_ porserimagende v,+V,.

Por otra parte k w, =k F(v,) =F(k v,) es decir que para todo k e K se tiene que k w, €1..

Luego I es un subespacio de W.
b) Sea w e l_ entonces existe un vector veV tal que F(v)=w.
Por ser {v1 WV, ,...,vr} un conjunto generador de V, setiene que: V=X V,+X, V,+--+ XV, .
Por lo tanto
W=F(V) = F(Q V4 % Vo4 + XV, )
=XxF(\V,)+xF(v,)+---+XxF(v,) porserF lineal '

Es decir: cualquier vector de I. es combinacion lineal de F(v,), F(v,),..., F(v,), por lo tanto
1 < (F(,), F(v,), .0 F(V,)) (1)
Por otra parte F(v,), F(v,),..., F(v,) pertenecenala I. que es un subespacio; por lo tanto

(F(vy), F(v,),-- F(v,)) < I (2)
Luego de (1) y (2) se tiene que

I =(F(v,), F(V,),..., F(v,)).
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c) La proposicion (b) que acabamos de demostrar, dice en particular, que 1. es generado por
las imagenes de los vectores de una base del vectorial V.

Si dimV=n las bases de V tienen “n” vectores.

Puesto que mas vectores que los de un conjunto de generadores son linealmente dependientes,
las bases de I tienen a lo sumo “n” vectores. Luego, resulta que diml_<n .#

Se llama rango de una aplicacion lineal F, a la dimension del subespacio 1.
Es decir:

diml. =rango de F

Sea una aplicacion lineal F:VV — W. Acabamos de demostrar que Ow € I.. Por consiguiente,
siempre existe su imagen inversa, esto es, el conjunto de vectores de V que por F tienen como

imagen al Ow. Este conjunto tiene gran importancia en el estudio de las aplicaciones lineales
y por este motivo lo definimos y denominamos con un nombre especial: ndcleo de la
aplicacion lineal. Veamos algunas propiedades que satisface este conjunto.

Teorema 4.2.2 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea
F:V — W una aplicacion lineal. Se verifica que:

a) N esun subespacio de V.
b) Si dimV=n entonces dimN_ <n.

c) Si w,el_entonces la imagen inversa de w,es una variedad lineal cuyo
subespacio asociado es el N_.

Demostracion:
a) Veamos que N. = {v € V/ F(v)= OW} es un subespacio de V.

Ov eN_ pues F((_)v): Ow (por ser F aplicacion lineal).

Sean v, yv, son vectoresde N entonces F(v,) = Ow y F(v,)= Ow.
Veamos que V,+V, € N;
F(v,+v,) =F(v,)+F(v,) porserF lineal

luego N. es cerrado para la suma de vectores.

Por otra parte, para todo k e K se tiene que kv, e N pues F(k v,) =k F(v,)= kOw =Ow.

Luego N es un subespacio de V .
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b) Queda como ejercicio para el lector.

c) Probaremos ahora que: Si w, € l_entonces la imagen inversa de w,es una variedad
lineal cuyo subespacio asociado es el N..

Tengamos presente que la imagen inversa del vector w,el. es el conjunto
A={veV/ F(v)=w,}.

Dado que w, €. el conjunto A no es vacio. Sea entonces v, €A.

El enunciado afirma que A=v,+N..

Para probar esta igualdad debemos mostrar que Acv,+N_ yque v,+N.cA.

1. Veamos que Acv,+ N,

Paratodo ve A setieneque v=v,+(V-V,).
Por otro lado F(v—-v,)=F()-F(v,) =w,—w, =Ow luego (v—v,)eN,.

En consecuencia, vev,+N; y porlotanto Acv,+N..

2. Veamos que v,+N. c A

Sea vev,+N_..Luego v=v,+u con ueN,.
Planteando F(v) = F(v,+u)=F(v,)+F(u) =w,+ Ow = w, se tiene entonces que veA.
Por lo tanto v,+ N. c A.

De 1.y 2. resultaque A=v,+N_.#

Se llama nulidad de una aplicacién lineal F, a la dimension del subespacio
N.. Es decir:

dimN. =nulidad de F .

Corolario 4.2.1 Sean Me K™y He K™,
Si el sistema M.X=Hes compatible, entonces el conjunto
A={XeK”X1/M.X=H} de sus soluciones es una variedad lineal con

subespacio asociado W = {X e K™ /M. X =0} que es el conjunto de soluciones

del sistema homogéneo asociado.

Demostracion:

Consideremos la aplicacion lineal L,,: K™ — K™ definida por L,,(X)=M.X.
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El nicleo de esta aplicacion lineal es el conjunto N _ ={XeK”X1/ LM(X)=6}, esto es el

conjunto de soluciones del sistema homogéneo M.X=0.

Decir que el sistema M. X =Hes compatible equivale a afirmar que H es un elemento de la
imagen de L,, y por consiguiente, por el item c) del Teorema 4.2.2 su imagen inversa es una

variedad lineal cuyo subespacio asociado es N, =W:{XeK”X1/M.X:6}. Pero la

imagen inversa de H es el conjunto:
A={XeK™/L,,(X)=H}={XeK"™/M.X=H}

esto es, el conjunto de soluciones del sistema planteado. #

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la aplicacion lineal F: R* — R? definida por F((x,y))=(x,x). Se deseahallar N_ e 1.

> Enestecaso N, ={(xy)eR*/ F((xy))=(00)}.
Entonces (x,y) € N si'y sélosi (0,0) = F((x,y)) = (x,x) < x =0.
Luego el N_es el conjunto de los pares ordenados de la forma (0,y) es decir es el eje “y” (si

se identifica R*con el plano cartesiano).

> (xy)eR? pertenecerd a I, si existe (x,y) e R? tal que F((x,y))=(xX).
Es decir, todo vector de 1. es de laforma(xx) = 1. =((11)).

¥ Y

3 3
Imagende F

2 - 2

Mucleo de F
1 1

X ¥
] p 1 o 1 2 a 2 1 1 ?

1 1
2 2
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Ejemplo 2

Sea V espacio vectorial sobre el cuerpo K.

El ntcleo de la aplicacion “identidad” id:V —V definida por id(v)=v es {6v} .

Ejemplo 3

Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K.

El nucleo de la “aplicacion nula” F:V — W tal que F(v)=0w Vv e Ves el vectorial V.

Ejemplo 4

Sea V={f:R—>]R/f tiene derivada de todo orden}y sea D:V—Vel operador derivada

definido por D(f)= ﬂ
dx

Entonces N, = { fR—> ]R/D( f)= ((jj:( = O} = {funciones constantes | .

Ejemplo 5

Sea la aplicacion lineal F:R*—>R® tal que: F((xy.z))=(Xx—2y,x+Yy+z). Se quiere

caracterizar el Nucleo y hallar generadores de la Imagen de esta aplicacion lineal.
> NF:{(x,y,z)e]RS/ F((x,y,z))=(0,0)}, es el conjunto de las ternas (x,y,z) tales

x=2y=0 . )
que:{ y . Luego N_ es un subespacio de R® formado por las soluciones del
X+y+z=0

sistema de ecuaciones lineales homogeéneas. Resulta N = {((-%,— %.1)) =((-2,-13)).
> Veamos ahora I..
Teniendo en cuenta que F((x,y,z)) =(x—-2y,X+Yy+z), todo vector de laimagen I_ esde la

forma (x -2y, X+ y+12z)=(x, x)+(-2y,y)+(0, 2).

Se tiene entonces que 1. =((11), (-2,1), (0,)) = R?

Notar que: (L1)=F((10,0)), (-2)=F((0,1,0)) y (01)=F((0,0,1)). Por lo visto en el
Teorema 4.2.1 si consideramos la base {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}de R® el subespacio |,
estara generado por las imagenes por F de dichos vectores, es decir

I. =(F((10,0)), F((0,1,0)), F((0,01)))
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Ejemplo 6

Sea la aplicacion lineal F:R®* — R® tal que
F((X0% %)) = (% + %, = X5, = 2X + X, + X, =X +2X,)

Se quiere la caracterizacion y una base del Ndcleo y de la Imagen de F.

> N, esel conjunto de las ternas (x,,x,,x,) eR® tales que

F04%%)) = (4 +% =X, =2 +%, +X, =X +2%,) = (0,0,0)
X, +X, =X, =0
S 9-2X +X, + X% =0
—X +2X%, =0

X X =% =0
Entonces N =< (XX, %) € R*/ §-2X + X, + X, =0
-X +2X, =0

Luego N, es el subespacio de R® formado por las soluciones del sistema de ecuaciones
lineales homogéneas, que corresponde a las ternas de la forma: k(%,%,1) con ke R.

Es decir N =((%,%,1)=((2 1, 3)). Luego, nulidad de F =dimN_ =1.
» Veamos la Imagen de F

Por definicion I :{ (a,b,c)eR® / F((xl,xz,xs)):(a,b,c)}o sea que (a,b,c)el. si
X, +X, —X, =a
existe (x,%,,%;) eR® talque <{-2% +X,+X, =b

—X +2X, =C
1 1 -1 a
-2 11 b e,.(2); e; (1)
-1 2 0 c
11 -1 a
03 -1 b+2a e,(-1)
0 3 -1 c+a
11 -1 a
0 3 -1 b+2a 3 s o
00 O c—b-a = |F—{(a,b,c)eR / a+b-c o}

Luego se tiene que 1. =((1,0,1), (0,1,1)), y B={(1,0,1), (0,1 1)} es una base de I.. Por lo
tanto diml. =2.
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¢Se podria haber hallado un conjunto de vectores generadores de la Imagen de F, trabajando
de otra manera? La respuesta es Sl, se podria haber aplicado Teorema 4.2.1 esto es:

Consideramos la base canonica de R®, es decir B ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Sabemos que

I :<F((L0,0)), F((0,1,0)), F((0,0,l))> entonces teniendo en cuenta la definicion de la

aplicacion F((x,,%,.%;)) = (X +X, = X5, —2% +X, +X;, — X, +2X,) Se tiene que:
F(10,0)=L-2-1) F((0,1,0)=(@112) F((00,1)=(-11,0)

Luego, I estd generada por los vectores (1,-2,-1),(1,1,2), (—11,0). Eliminando (1,1,2)
pues es combinacion lineal de los demas ((—2)(1,-2,-1) +(-3)(-11,0)=(1,1,2)), se tiene que
I- =((1,-2,-1), (-11,0)).

Nota: Observar que, considerando la definicdn de F, resulta también lo escrito previamente
F(O0X0%3)) = (% + X, = Xgy —2X + X, + Xy, — X +2X,)
= (X, = 2%, = X)) + (%0 X, 2X,) + (=%, %3,0)
=x0-2,-D)+x,1 1, 2)+ x,(-1, 1,0)

U
I-=((1,-2,-1), (1,1,2), (-110))

Ejemplo 7

Determinar el Nucleo y la Imagen de la siguiente aplicacion lineal

F:P, >R®  F(a+bX +CX2):(a+b+20, 3a+3b+6¢)

> NF:{a+bX +cX? eP, / F(a+bX +cX2)=(O,0)} es el conjunto de polinomios

a+b+2c=0

a+bX +cX? e P, tales que :
3a+3b+6c=0

Entonces N es un subespacio de P, formado por polinomios cuyos coeficientes son las
soluciones del sistema de  ecuaciones lineales  homogéneas esto  es
N, ={a+bX +cX* eP, / a+b+2c=0}.

Luego un polinomio que pertenece al nicleo de F podra escribirse como:

a+bX +cX? =(-b—-2c)+bX +cX? =—b—-2c+bX +cX? =b (-1+ X)+¢C (-2+ X?)

Ne =(-1+ X, -2+ X?). Luego, nulidad de F =dimN, = 2.
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» Veamos la Imagen de F
Por definicion (x,y) € 1. siexiste a+bX +cX? eP, talque F(a+bX +cX?)=(x,y).

Entonces, todo vector de la imagen I es de la forma

(a+b+2c, 3a+3b+6¢)=(a, 3a)+ (b, 3b) +(2c, 6¢)
Luego, 1. esta generada por los vectores (1,3), (1,3), (2,6). Eliminando los vectores que son
combinacion lineal de los demas, se tiene que 1. = ((1,3)). Luego, rango de F =dim 1. =1.

Notar que: Si se considera la base canonica de P,, es decir B = {1, X, Xz} por el Teorema
421 setiene que I, =(F(1), F(X), F(X?)).

Como F(1)=(L3); F(X)=(L3) y F(X?)=(26), se tiene que I =((L3)).

Ejemplo 8

Determinar el Ncleo y la Imagen de la aplicacién lineal F:R*** — P, definida por:

Fﬂi 2D=(3+b—c)+(2a+b)x +(@+c)X* +(-a-b+c)X’

b b
> N, :{{a d} e R¥? / an dD =0+0X +0X? +0X3} es el conjunto de matrices
c c

a+b-c=0
a b 2a+b=0
e R*® tales que "
c d a+c=0
-a-b+c=0
Resolviendo se tiene:
B e, (—2)
1110e31(_l) 1110812(1) 1 0 3|0 10 3|0
2 1 00 e () 0 -12[0 e-1) 0 -1-2/0 g(-1) 0 12]0
— —
1 0 110 0 -12|0 0 0 0]0 0 0O0]|O0
-1 -1 110 0O 0O0|0 0O 0 O0}0 0 0O0]|O0

a bl ., a+3c=0 .
EntoncesN_ = eR . Luego una vector que pertenece al ndcleo
c d| b+2c=0

de F podra escribirse como:

a b] [-3c -2c -3 2 00
c d] { c d } [1 O} {O 1}

-3 2| [
Por lo tantoN. = ,

0
0 J> Luego, nulidad de F =dimN_ = 2.
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» Veamos la Imagen de F

Todo vector pertenciente a |, es de la forma (a+b—c) + (2a+b) X + (a+c)X*+(-a—b+c)X°®
Agrupando convenientemente esta Ultima expresion, se tiene que:
(a+b—c) + (2a+b) X + (@a+c)X* +(-a—-b+c)X°*=

=(a+2aX +aX*—aX?®) + (b+bX —bX?®) + (—c+cX? +cX?)

=a (1+2X +X* =X + b (1+ X =X} +c (-1+ X*+X?)

Entonces se tiene que |, :<1+2X + X2 =X% 14+ X = X3, -1+ X2+ X° >

Como 1+2X +X? = X* =2(1+ X — X*)+(=1+ X* + X*), una base del subespacio imagen
deF es B:{1+X - X3, —1+X2+X3}. Luego, rango de F =dim1_=2.

En los teoremas anteriores, hemos visto que si F:V—W es una aplicacion lineal y el
espacio vectorial V es de dimension “n”, este numero acota el rango y la nulidad de F. El
siguiente teorema nos brinda mas informacion de como se relaciona rango, nulidad y
dimension del dominio.

Teorema 4.2.3 (Teorema de la Dimensidn para aplicaciones lineales)

Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea F:V—W una
aplicacion lineal.

Si V es de dimension finita entonces dimN_+diml. =dimV .

Demostracion:
Por ser V de dimension finita, existe un subespacio U, complementario de N, tal que
V=N.@®U donde dimV=dimN_+dimU.
Para probar el teorema bastara con demostrar que diml_=dimU.
Supongamos que N, ;t{(_)v} y U= {6\/}.

Sean
N ={V1 Yy, V, | base del nicleode F, dimN.=m,

B
B,={u,,u,,...,u,} basede U, dimU=r.
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Por ser N y U subespacios complementarios se tiene que B=B, B es una base de V'y

por lotanto dimV=m-+r.

Por ser F una aplicacion lineal (Teorema 4.2.1 propiedades de la imagen) se tiene que:
. =(F(v,), F(v,),....F(v,)), F(), F(u,),....F(u,)).

Puesto que F(v,) =0w, F(V,) = 0w,...,F(v,)) =Ow entonces 1. =(F(u,), F(u,),...,F(u,)).
Vamos a mostrar que F(u,), F(u,),...,F(u,) son linealmente independientes.

Sean x;, X,,...,X, escalares tales que ><1F(ul)+x2F(u2)+---+x,F(ur):C_)W.

Por la linealidad de F, esta Gltima expresion es equivalente a: F (X U+ X, U,+---+X U,) = 0w

Por lo tanto X u,+ X, u,+---+x u._€N_, pero por otro lado x u,+ X, U,+---+x U, €U luego
pertenece a N.nU. Teniendo en cuenta que la suma de N, y U es directa resulta:
X U+ X, Uy+---4+X U, =0v

Dado que u,,u,,...,u, son linealmente independientes (por formar base) resulta que

r

X, =0,%X,=0,...,x. =0 es la unica solucion posible.

En consecuencia B'= {F(ul), F(uz),...,F(ur)} es una base de I y por lo tanto diml_=r.

LuegodimN_+diml. =dimV vy el teorema queda probado. #

Observaciones: Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea F:V— W una
aplicacion lineal. Si dimV =n se verifica que:

a) Si dimN.=n = N. =V =Fes laaplicacion nula. Por lo tanto I, :{(_)W}:>dimIF:0.

b) Si NF:{(_JV} —=el complentario U es todo el wvectorial U=V entonces

dimU=dimV =n. Por lo tanto diml_=n.

Ejemplos

Ejemplo 1

Considerar los ejemplos 5, 6, 7 y 8 vistos anteriormente y verificar el cumplimiento del
Teorema 4.2.3 que se acaba de demostrar.
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Ejemplo 2
X, + 2%,
Sea F: R® —R** la aplicacion lineal definida por F((x,X,.%,))=| X +X, |.Se quiere hallar
X, — 2%,
el Ndcleo y la Imagen de F.
0 X, +2% =0
> Nucleode F: (x,x,,x;) e R® pertenecerda N_ si F((x,%,.%;))=|0|<q X +X, =0 (*)
0 X, —2X%; =0
Se busca hallar la solucion de (*):
1020 4 10 20 4 10 2|0
110 OM)I 1-2 0%1 1-210
01-210 01-210 00O0|0

= N; =((-2,2,1)) en consecuencia la nulidad de F =dimN, =1

» Imagen de F:

X, X, +2X,
X, | R* perteneceréd a I si existe (x,%,,%) e R® tal que F((X.X,.%,))=| X +X, |.

X, X, —2X,
X 0 2X,
X [+ X |+ 0 |.
0] [ %] |—2X
1][o][2 1][0]
Entoncesl. =(|1|,|1|,/0|)=(|1],/1]|) demodoque rangodeF=diml.=2.
O[1]]-2 4 0] 1]

(por que?

Es decir, todo vector de I es de laforma | x, +X,

[ X, +2X,
| X, — 2%,

Observar que se verifica que dim R*=3=dimN.+diml_=1+2.

Ejemplo 3

Sea F: P, —P, la aplicacién lineal definida por F(aX2+bX +c)=(a+2b)x +(b+c). Se
quiere caracterizar el Nucleo y la Imagen de F.

> Nucleo de F

a+2b=0
b+c=0

a+2c=0
b+c=0

aX’®+bX +c P, pertenecerda N si F(aX?+bX +c)=0X*+0X +0 <:>{

igo 8,(-2) 10—2P

. 2
0 01 110 Entonces NF_{aX +bX +ceP, / {

1
0
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Luego, N =(2X* - X +1) yen consecuencia nulidad de F = dimN, =1

» ImagendeF

Todo vector perteneciente a 1. es de la forma (a+2b)X +(b+c), por lo tanto los vectores
p=X y =1 generan la imagen de F.

Entonces, 1. =(X, 1) en consecuencia rangode F =diml. = 2.

Observar que se verifica el Teorema 4.2.3 puesto que dim P, =3=dimN_+diml.=1+2.

Aplicacion Inyectiva, Suryectiva y Biyectiva

Antes de avanzar con las préximas secciones, recordemos cuando una aplicacién (arbitraria)
f : A — B es inyectiva y cuando es suryectiva.

La aplicacién f : A — B es inyectiva (uno a uno) cuando elementos distintos de A tienen por

imagen elementos distintos de B.
Es decir, f : A— B esinyectivasiysolosi Va,a, €A, f(a)="f(a,) = a=a,

Aplicacion Inyectiva Aplicacion no Inyectiva

En otras palabras, f es inyectiva si y sélo si la imagen inversa de todo elemento de la imagen
incluye un solo elemento del dominio.

La aplicacion f:A — B es suryectiva (sobreyectiva) si todo elemento de B es imagen de al

menos un elemento de A.
Es decir, f : A— B essuryectivasiysolosi VbeB Jae A talque b= f(a)

Aplicacién Suryectiva Aplicacion no Suryectiva

Luego, una biyeccion es una aplicacién f: A — B que es a la vez inyectiva y suryectiva.
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4.3 Aplicaciones Lineales Inyectivas

Retomemos ahora el trabajo con F:V — Waplicacion lineal entre los vectoriales V'y W. A
continuacion, enunciaremos y demostraremos una condicion necesaria y suficiente que debe
verificar una aplicacion lineal para ser inyectiva.

Teorema 4.3.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
Sea F:V — W una aplicacion lineal.

F es inyectiva siysolosi N = { 6\/}

Demostracion:

Recordemos que una aplicacién (arbitraria) F es inyectiva si y solo si la imagen inversa de
todo elemento de la imagen incluye un s6lo elemento del dominio.

Supongamos ahora que tenemos una aplicacion F:V — W lineal. Por Teorema 4.2.2 se tiene
que la imagen inversa de w, €l. es una variedad lineal con subespacio asociado N_.. Por

consiguiente,

F es inyectiva si y solo si estas variedades lineales son “puntos”, o sea

siy sélosi NF:{ﬁv}.#

Luego, para determinar si una aplicacion lineal F es inyectiva basta analizar su Nucleo. Si éste
se reduce al vector nulo entonces F serd inyectiva, caso contrario no lo seré.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea F:R* » R** la aplicacion lineal definida por F((xx,))= [Xl_gxxz] Se quiere analizar
2

si la aplicacion F es inyectiva.

Teniendo en cuenta el teorema que se acaba de demostrar, analizaremos si N = {(0,0)} .

> (%.X,) e R? perteneceraa N, si F((xi,xz))=[x1;rxxz} =[8}

2
Luego

=0
N, = {(xl,xz) e R tal que {Xi;—X)Z(z: A }

entonces N ={(0,0)} y por lo tanto F es inyectiva.
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Ejemplo 2

Sea F: R’ —R* la aplicacion lineal definida por F((x,%,.%;))=(X —2X,, % +X, +X;). Se
desea analizar si la aplicacion F es inyectiva.

Con anterioridad se obtuvo que N = <(—2,—1, 3)). Por lo tanto, como NF;t{(O,O,O)} la
aplicacion F no es inyectiva.

Ejemplo 3

Sea F :P, —» P, la aplicacion lineal definida por F(aX2 +bX +c) =(@a+2b)X +(b+c). Se
desea analizar si la aplicacion F es inyectiva.
Con anterioridad se obtuvo que N, = <2X 2-X +1> :

Luego, F no es inyectiva pues N, # {(_)pz }

4.3.2. Aplicaciones Lineales e Independencia Lineal

Las imagenes por una aplicacion lineal de vectores linealmente independientes, no son
necesariamente vectores linealmente independientes (considere, por ejemplo, el efecto de la
aplicacion nula).

El siguiente teorema caracteriza las aplicaciones que preservan la independencia lineal.

Teorema 4.3.2.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
Sea F:V — W una aplicacion lineal.

La imagen de todo subconjunto linealmente independiente de V es un
subconjunto linealmente independiente de W si y solo si F es inyectiva

Demostracion:

:>)Por hipdtesis tenemos que la imagen por F de todo subconjunto linealmente

independiente de V es un subconjunto linealmente independiente de W, queremos probar que
F es inyectiva.

Sea un conjunto linealmente independiente, la imagen de un vector no nulo (linealmente
independiente) de V, no puede ser Ow (que es linealmente dependiente); por lo tanto:
N, = { 6V} 0 sea que F es inyectiva.

<:) Por hipotesis tenemos que F es inyectiva, queremos probar que la imagen por F de todo

subconjunto linealmente independiente de V es un subconjunto linealmente independiente de
W.
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Sean v,,v,,...,v, vectores linealmente independientes de V  queremos ver que

r

F(v,), F(v,),...,F(v,) son vectores linealmente independientes de W. Planteamos

X1F(V1) + XzF(Vz) Tt XrF(Vr) = 6W

F(X V,+ X, V,+--+x v, )=0w por la linealidad de F

Luego, x v,+X,V,+---+X Vv, €N. pero por hipotesis F es inyectiva, estoes N. :{ Ov}
porlotanto X, V,+ X, V,+---+ X, V, =0v.

Luego, por ser v,,Vv,,...,Vv, linealmente independientes, resulta que x, =0, x,=0,...,x =0
lo que prueba que F(v,), F(v,),....,F(v,) son linealmente independientes. #

4.4. Aplicaciones Lineales entre Espacios Vectoriales de Igual Dimension

Si consideramos aplicaciones lineales, vemos que las propiedades de inyectividad y
suryectividad no dependen una de la otra. Es facil dar ejemplos de aplicaciones lineales que
tienen sélo una de las dos propiedades.

F:R* >R F((xY))=(xy,0) esinyectivay no suryectiva.
G:R’* >R G((xy.z))=(xy) essuryectivay no inyectiva.

En el siguiente teorema se demuestra que, entre espacios vectoriales de igual dimension,
“inyectividad” y “suryectividad” se dan siempre en forma simultanea.

Teorema 4.4.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea
F:VV — W una aplicacion lineal.

Si dimV =dimW =n entonces F inyectiva <> F suryectiva .

Demostracion:

La demostracion es inmediata a partir de la igualdad dimN.+diml_=dimV =n

F es inyectiva < N_ :{6\/} < dimN.=0<diml_=n< 1. =W < F es suryectiva .#

Corolario 4.4.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Si
dimV=dimW=ny F:V— W es una aplicacion lineal se verifica que:

» Toda aplicacion lineal Finyectiva es una biyeccion.

» Toda aplicacion lineal F suryectiva es una biyeccion.
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Demostracién: queda como ejercicio para el lector.

Ademas,
F es inyectiva < N = {6v} < diml.=n

F es biyectiva si se verifica que
F es suryectiva < I, =W

luego dimW=n=dimV.

De donde las biyecciones sdlo pueden presentarse entre espacios de igual dimension.

Entonces si F:V—>Wes una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de la misma

dimension, la biyectividad de F es equivalente a que N_ = {5\/} obien I.=W.#

4.4.1. Aplicaciones Lineales Inversibles

Sea F:VV — W es una aplicacion biyectiva se verifica:

a) Esta definida la aplicacion “inversa”:

F':W-V
w —V siendo v el Unico elemento de V tal que F(v)=w

b) F™* es una biyeccion y su aplicacion inversa es F.

(FeF)(v)=F*(F(v))=F*'w)=v
(FoF™)w) =F(F* (W) =F(v) =w
0 sea
F'oF=id, (aplicacion identidad de V) )
FoF*=id, (aplicacion identidad de W) F

En el siguiente teorema vamos a mostrar que si en particular, F es una aplicacion lineal
biyectiva, F*también lo es.

Teorema 4.4.1.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Si
F:V—>W es una aplicacion lineal biyectiva entonces su aplicacion inversa
F™:W — V es también una aplicacion lineal.

Demostracion:
Veamos que F*es una aplicacion lineal.
Sean w,, w, elementos de W.
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Por ser F una biyeccion, existe un unico elemento v, y un Unico v,

F(v,)=w, y F(v,)=w,  (recordar que F':W-oV

F'(w)=v siendo v el tnico elemento de V tal que F(v) =w).

Por lo tanto, F'(w,)=Vv, y F*(w,)=V,.

> Fi(w, +w,)=F"(F(v,) +F(v,))
=F*(F(v,+v,))  porser F lineal
=VitV, pues F'oF=id,
=F'(w,)+F*'(w,)

> Flkw)=F"(kF(v,))
=F*(F(kv,))  porser F lineal
=kv, pues FoF =id,
=kF(w,)

Luego, F'es una aplicacion lineal . #

4.4.2 Espacios Vectoriales Isomorfos

esta

definida

tales que:

por

una aplicacion lineal biyectiva.

Definicién 4.4.2.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
Diremos que F:V —W.es un isomorfismo de V sobre W si y sélo si F es

En ese caso decimos que V es isomorfo a W.

Observacion: Al ser F:V —W una aplicacion lineal biyectiva existe la aplicacion inversa

F, que es también un isomorfismo, por lo que resulta que W es isomorfo a V. Por este
motivo diremos que los espacios vectoriales V' y W son “isomorfos” cada vez que estén

vinculados por una aplicacion lineal biyectiva.

Con el siguiente teorema se muestra que cuando los vectoriales son de dimension finita, los
unicos espacios vectoriales que son “isomorfos” son los que tiene igual dimension.

dimension finita.

Vy W son “isomorfos” siy s6lo si dimV =dimW.

Teorema 4.4.2.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K de
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Demostracion:

:>) V'y W son “isomorfos” , entonces sea F:V — W una aplicacion lineal biyectiva. Por lo
tanto, se verifica que: dimV =dimN_+diml. =0+dimW =dimW..

<) Supongamos dimV =dimW=n.

Sean B={v,,v,,...,v,} unabasedeV y B'={w, ,w,,...,w,} unabase de W.

La aplicacion lineal F:V — W definida por v, »>w,,v, >W,,...,v, — W, €s una biyeccion
(su demostracion queda como ejercicio para el lector) y por lo tanto V y W son isomorfos. #

4.5. Operaciones con Aplicaciones Lineales

Definicidén 4.5.1 Sean Vy W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sean
keK, F:V->Wy T:V—>W aplicaciones arbitrarias. Definimos

1. F+T:V—> W; (F+T)(u)=F(u) +T(u)

La aplicacion F+T essuma de las aplicaciones Fy T.

2. kKF:Vo>W; (kF)(u)=kF(u)
La aplicacion k F es el producto del escalar k por la aplicacion F.

Definicidén 4.5.2 Sean U, V 'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sean
F:U->Vy T:V—>W aplicaciones arbitrarias. Se define la aplicacion

ToF:U—> W; (TeF)(u)=T(F(u))
La aplicacion ToF es la compuesta de T con F.

Ejemplos

Ejemplo 1

Si Fy T son aplicaciones de R® en R? tales que:
F(L0,0) = (21 T((2,00))=(32)
Se tendra entonces que:

> (F+T)((1,0,0)=F((1,0,0)+T((1,0,0))=(21)+(32) = (53)
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> (3F-2T)((1,0,0))=(3F)((1,0,0))+(-2T)((1,0,0))

= 3F((1,0,0))+(-2) T((1,0,0))
=3(2.) +(-2)(3,2)
=(0,-1)

Ejemplo 2

Sean las aplicaciones lineales
FIR* >R F((xy.2))=(X+Yy, y-2)
T:R* > R?* T((xy.2))=(x+2y)

Definimos (F + T):R* — R? como sigue:

(F+T)((xy.2))=F((xy,2))+T((xy.2))

=(X+Y,y=2)+(X+2zy)
=(X+Yy+X+Z,y—-2+Y)
=(2X+Yy+12,2y-12)

Notar que la aplicacion definida (F + T): R® — R” resulta lineal.

Definimos (2F +3T):R* — R? como sigue:

(2F +3T)((xy.2)) = (2F)((xy:2)) + (3T)((x.y.2))
=2F((xy.2))+3T((xy.2))
=2(X+Y,y—-2)+3(x+2zy)
= (2(x+y) +3(x+1z), 2(y — 2) +3y)
=(5x+2y+3z,y—-22)

Notar que la aplicacién definida (2F +3T):R*> — R? resulta lineal.

Ejemplo 3

Sean las aplicaciones lineales
FIR >R F((xy.z))=(X+Y,y—2,x-2)
T:R* 5> R?* T((xy.2))=(x+2zy)

Definimos (TeF):R® — R* como sigue:
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(ToF)((xy.2)) = T(F((x,y,z)))
=T((x+y,y—12,x-1))
=(2Xx+y—-2,y-12)

Notar que la aplicacion definida (To F):R* — R? resulta lineal.

Teorema 4.5.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.
SiF:V—>Wy T:V—>Wson aplicaciones lineales y k € K, entonces:

a) F+T esunaaplicacion lineal.

b) k F es una aplicacion lineal.

Demostracion:

a) Queremos probar que F+T:V—> W; (F+T)(u): F(u) + T(u) es una aplicacién lineal,
para ello planteamos:

(F+T)(u+v)=F(u+v)+T(u+v) por definicion de suma de aplicaciones
=Fu)+F()+T(u)+T(v) por linealidadde Fy T
=(F(u) + T(u))+(F(v) +T(v)) por propiedades de la suma de vectores en W
=(F+T)(u)+(F+T)(v) por definicion de suma de aplicaciones

(F+T)(ku)=F(ku)+T(ku) por definicion de suma de aplicaciones
=kF(u)+k T(u) por linealidadde Fy T
=k (F(u) + T(u)) por propiedad de la multiplicacién por un escalar en W
=k(F+T)(u) por definicion de suma de aplicaciones

Por lotanto F+ T es una aplicacion lineal.
b) Queremos probar que KF:V —> W, (k F)(u) =k F(u) es una aplicacion lineal. Para ello
planteamos:
(KF)(u+v) =k F(utv) por definicion de la aplicacion kF
=k (F(u) +F(v)) por linealidad de F
=k F(u)+kF(v) por propiedades de la suma de vectores en W

=(kF)(u)+(kF)(v) por definicion de la aplicacion kF

Queda como ejercicio para el lector probar que (kF)(au) = a((k F)(u)) conaeK . #
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Teorema 4.5.2 Sean U, V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.

Si F:U—>Vy T:V—>W son aplicaciones lineales entonces la aplicacion
ToF también lo es.

Demostracion:

Para probar que ToF:U— W; (ToF)(u)=T(F(u)) es unaaplicacién lineal, planteamos:

(ToF)(u+v)=T(F(u+v)) por definicion de aplicacion compuesta
=T(F(u)+F(v)) por linealidad de F
=T(F(u))+T(F(v))  porlinealidad de T
- (T ° F)(u) +(T ° F)(v) por definicion de aplicacion compuesta

(ToF)(ku)=T(F(ku)) por definicion de aplicacion compuesta
=T(kF(u)) por linealidad de F
=k T(F(u)) por linealidad de T
=k(ToF)(u) por definicion de aplicacion compuesta

Por lo tanto la aplicacion ToF es lineal. #

4.5.1 Propiedades de la Composicion de Aplicaciones Lineales

a) Asociatividad: La composicion de aplicaciones es asociativa (no se requiere gue sean
lineales). Esto es, dadas las aplicaciones

F:U->V, VoW y HIW—Z severificaque: Ho(TeF)=(HoT)oF.

b) Distributividad: Entre aplicaciones lineales, la composicion distribuye a izquierda y a
derecha sobre la suma, es decir que si

F:U->V, F,:U->V, T:V->WyT,:V—>W son aplicaciones lineales, entonces se
verifica que:

a) T1°(F1+ Fz) =TeR+TeF b) (T1+T2)°F1 =TeR+T,0R
c) Ademés, se verifica k(T,oF,)=(kT,)oF =Te(kF) con keK.

Queda como ejercicio para el lector la demostracion de las propiedades enunciadaen 1.), 2.) y
3.).

d) Sean F:U—>V y T:V—>W aplicaciones lineales inversibles. La aplicacion T-F es
inversible y su inversaes FoT™.

Basta verificar que: (ToF)o(F*oT)=id,, y (F'eT*)o(ToF)=id,.
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> (ToF)o(FteTH)=To(FeF*)o T =Toid, o T*=(Toid, ) T*=Te T =id,,.

» La segunda relacion se verifica de la misma forma, quedando como ejercicio para el
lector.

4.6. El Vectorial L(V,W)

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K.

Se denota con L(V,W) al conjunto de todas las aplicaciones lineales de VV en W. Esto es

L(V,W)={ F:V—W)/ F es una aplicacion lineal} .

Si se consideran las operaciones de adicién y multiplicacion por un escalar que definimos
(Definicién 4.5.1 'y Teorema 4.5.1) en el conjunto L(V,W) tiene estructura de espacio

vectorial sobre el cuerpo K. En efecto,

e Elvector nulo de L(V,W) es la aplicacién nula: 0:V —W; v —>0w.

e La aplicacion opuesta a FeL(V,W) es —-FV—W; v—>—F(v) la cual pertenece a
L(V,W).
e La asociatividad y conmutatividad de la adicién en L(V,W) son consecuencia de las
propiedades de la adicién en W.
Si F,G, H son aplicaciones lineales de V en W se tiene:
(F+G)+H=F+(G+H)
F+G=G+F
e Anélogamente, la definicion de las operaciones en L(V,W) y las propiedades de las
operaciones vectoriales en W, permiten probar las propiedades siguientes:
k(F+G)=kF+kG
(k, +k,)F=k F+k, F
para F,GeL(V,W) vy k,k, eK
(klkZ) F= kl(kz F) ( ) kl ?
1F=F
Un cuerpo K es un espacio vectorial sobre si mismo (de dimension 1), por lo tanto, pueden
definirse aplicaciones lineales de V en K las cuales reciben el nombre de formas o
funcionales lineales.
El espacio vectorial L(V,K)={ F:V—K/ F es unaaplicacion lineal} se lo denota \V* y se lo
llama “espacio dual” de V.
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4.6.1. Operadores Lineales

Definicion 4.6.1.1 SeaV un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

Diremos que F:V —V es un operador lineal sobre V si F es una aplicacion
lineal de VenV.

Denotaremos L(V)={ F:-V—V/ F es una aplicacion lineal} al conjunto de los operadores

lineales sobre V que, con la adicion y la multiplicacion por escalar definidas en Definicion
4.5.1 y Teorema 4.5.1, es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

La composicion de operadores lineales sobre V esta siempre definida y da por resultado otro
operador lineal en V, o0 sea que es también una operacion interna en L(V).

La aplicacion identidad es elemento neutro para esta operacion. En efecto, para cualquier
operador lineal F:V —V, se tiene:

(idy o F)(v) =id, (F (v)) =F(v)
(Fo idv)(v) = F(idv(v)) =F(v)

es decir que id, cF=Fecid, =F.

} YveV

Debe observarse que si F y G son operadores lineales sobre V, en general, FoG #GoF, es

decir que la operacion “composicién” no es conmutativa.

Las propiedades de la composicion de aplicaciones lineales permiten afirmar que L(V) con

las operaciones de adicion y composicion, tiene estructura de anillo (no conmutativo).

Ademas, si se considera la operacion externa de multiplicacion por escalar, L(V) es un

Algebra Lineal sobre K.

Ejemplo

Sean Fy G operadores lineales definidos sobre R* por:
F((xy.2))=(x02), G((xy.2))=(y.xz).

Observar que FoG =GoF

(FeG)((xy.2) =F(G((xy.2))) (GF)((xy.2) =G (F((xy.2))
=F((y. %, 2)) =G((x0,2))
= (¥,0,2) ~(0,% 2)
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4.7. Aplicaciones Lineales y Matrices

4.7.1 Aplicaciones Lineales entre Vectoriales de Matrices Columna

Sea A una matriz mxn con elementos en el campo K. Vimos al comienzo de este capitulo
(Ejemplo 2) que la “multiplicacion por A” define una aplicacion lineal entre los vectoriales

K™ y K™ que asignaa cada X e K" el vector A. X e K™,
1. Consideremos, por ejemplo, la aplicacion lineal L ,:R** — R** dada por L, (X)=A.X

10 1 PR S
}. La aplicacion asigna al vector X =| x, | la imagen:

21 -1 .
3

10 1

LA(X):[z 1 —1}

i)

1 0 0
Para los vectores E' = [O} E® = [1] E’= 0] sus imagenes correspondientes son:
0

con A=[

><><'_><

0 1
1 2 3 1
L@l Le-[T Ler[t)
Notar que las imagenes de los vectores de la base B = El E?, E3) de R** son las columnas

de la matriz A.

2. Sea ahora F: R* — R**la aplicacion lineal definida por la asignacion:

=~[s) = ol2) = -

con B= (El, E?, E3) base canonica de R>* .

Si consideramos un vector cualquiera X = {xz e R** su imagen correspondiente sera:

X

X, 1 0 0
F(X)=F [le =F| x 0]+x2[1]+x3[0}
X, o] “lo] |1

=F(x E'+x E+x E)
=% F(E')+x, F(E?)+ % F(E)

el

RN
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Es decir que la aplicacion F puede realizarse mediante la multiplicacion por la matriz
A=[A A A
cuyas columnas son las imagenes por F de los vectores de la base B = (El, E?, E3) de R*.

Esta es la Gnica matriz que realiza la aplicacion F.

En efecto, si se tuviera F(X)=M.X con M=|M'M* M’ ] resulta:

A'=F(E)=M.E'=M"
A*=FE)=M.E’=M* = M=A.
A*=F(E)=M.E*=M?®

Lo que hemos observado en los dos ejemplos anteriores, se puede generalizar sin dificultad al
caso de una aplicacion lineal F: K™ — K™ arbitraria.

Si A es la matriz cuyas columnas son las imagenes por F de los vectores de la base canonica
de K™, es decir Al =F(E') para j=1,2,....n resulta: F(X)=A.X siendo A la Unica
matriz que realiza F.

Proposicion 4.7.1.1 SeanA,BeK™ y aeK. Se verifican las siguientes
propiedades:

a) I—A+LB :LA+B
b) Loolg=Lag
c) aL,=L_,

Demostracion:

a) Teniendo en cuenta que
LK™ SK™, L,(X)=A.X

Ly: K™ 5 K™ L;(X)=B.X
Planteamos:

(Lg+ Lo ) X)=Lo(X)+Ls(X)=A.X+B.X=(A+B).X=L,,;(X) VXeK™
yporlotanto L,+L, =L

A+B *

b) y ¢) quedan como ejercicio para el lector.
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4.7.2 Matriz de una Aplicacion Lineal

Veremos a continuacion como cualquier aplicacion lineal entre vectoriales de dimension finita
puede realizarse en cierta forma a través de una multiplicacién matricial.

La idea basica es trabajar con las matrices de coordenadas de los vectores en vez de hacerlo
con los vectores mismos.

Teorema 4.7.2.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K, con
dimV=n y dimW=m. Sea F:V— W una aplicacion lineal.

Si B=(V,,V,,...,V,)es una base de V'y B'=(w,,w,,...,w, )una base de W

entonces existe una Ginica matriz A e K™"tal que [F(v)]g. = A.[V]g

Demostracion:

/v ; - w/

v

Sea veV, teniendo en cuenta que B=(Vv,,V,,...,V,)es una base de V se tiene que:
V=X V,+X Vot + XV,

Queremos hallar la imagen por F de v:

FOV)=F (X V,+X V44X, V,)

F(v)=xF(v,)+XF(v,)+---+x F(v.) porserF lineal
Tomando vectores de coordenadas, se tiene:

[F) |5 = XFO) + 3P (v,) -+ X F(v, ) |,
=% [FO) 4% [FO) |+ [FOv) ]
%

- [[F(vl)JB, [F(Vz )]B. ---[F(Vn )}B} XZ

X,

A [v]
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Por lo tanto

[Fw)],. =A[v],  donde: A=|[Fu)] [FOe) - [Fv ), |

A es la matriz cuyas columnas son las coordenadas respecto a la base B' de las imagenes por
F, de los vectores de la base B. En simbolos: A/ :[F(vj )JB. j=1,2,...n.

Para probar la unicidad, supongamos que existe Ce K™", tal que[F(v)]B, =C. [V]B .

Luego
1
A =[Fw)] =c[w] =c|?|=c' =a=c
0
De forma similar, se prueba la igualdad para las restantes columnas:
0
Al :[F(Vj)}B' :C.[VJB =C. (1) «lugarj = Al =Cl.
0

Por lotanto A=C. #

Definicion 4.7.2.1 Lamatriz A< K™" tal que

A= [[F(Vl)}s' [F(VZ )]B' "'[F(V" )}B}

donde: F:V — W es una aplicacion lineal.
Con B=(V,,V,,...,v,) basedeV 'y B'=(w,,w,,...,w, ) base de W.

Se denomina Matriz de la Aplicacion F con respecto a las bases B y B'.
Se denota por: A=Mg. (F).

Observacion: La matriz de la aplicacion lineal F, depende de las bases ordenadas B y B".

La misma aplicacion es representada por distintas matrices respecto a pares de bases
distintas.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea F:R’®—R’ la aplicacion lineal definida por F((X.%,.%;))= (X +X, +X;, X, —X;). Se
quiere determinar la matriz de F con respecto a las bases:

B=((1,1,1), (0,1, (00,) y B'=((,0), 1.D).
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Para ello, planteamos: i
F((1,1,1))=(3,0)=3.(1,0)+0.(1,1) = [F((l,l,l))]g,: 8}

F((0.1))=(20)=2@10+0L) = [F((O.LD)]

I
I
oN
L

F((0.0,0)=(1,-)=2(0)+(-1.1) = [F((0.0.1)] | 2}

32 2
00 -1f°

Luego

- (9)- [F(a10)] [Flo19], [Foan)]

Ejemplo 2
Si en el ejemplo anterior consideramos las bases: B, = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) base candnica
de R®y B", =((0,1), (1,0))base de R?. Resulta:

Fle) =F((L0,0)=(1.0) =000) +1.(L,0) = [F(e,)] :{ }

.l

F(e,) =F((0,0,)=(1,-1) = (-D(0,) +1(1,0) = [F(e, ] [ }

F(e,) =F((0,1,0))=(1,1) =1(0,) +1.(1,0) = [F(e,)]

Luego

A=ME (7

[Fel, [reL, [Fel, =[S 1 )

Observar que la misma aplicacion es representada por una matriz distinta dado que el par
de bases considerado es diferente al del ejemplo 1.

Ejemplo 3

Sea F: P,—P, la aplicacion lineal definida por F(aX +b)=X(aX +b)=aX?+bX . Se
quiere determinar la matriz de F con respecto a las bases B=(X,1) y B':(Xz, X, 1) de P,
y P, respectivamente.

Tenemos que:

o

1
F(X)=X?=1X*+0X+0 =[F(X)], H

0
F)=X =0X2+1X +0 =[F(X)]. H
0
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Luego

A=ME (7

10
[[FOOL[FOL. = {8 (1)] .

Ejemplo 4

Si en el ejemplo anterior consideramos las bases B=(X, 1) y B'1=(X2, X -1 X +1) de P,

y P, respectivamente.
Tenemos:

1
F(X)=X?=aX?®+b.(X -1)+c.(X +1) con a=1y b=c=0 entonces [F(X)]. :[O]
"0

|

F() =X =aX*+b.(X -1)+c.(X +1) con a=0y b+c=1 entonces [F(1)].. _{

NNl O

Luego  A=MZ, (F)=|[F(X)], [FOL, | {

O OB
N e O
|

Ejemplo 5

20

Sea F:R? —R’la aplicacion lineal y sea A=[3 ;

} la matriz de F respecto de las bases
B=B'=((1,2), (0,1)). Se quiere hallar:

a) F((25)).
b) Definicién de F, dando F((x.y)).

Resolvamos lo pedido
2 (25)=2.(1,2+L0,1) = [(2’5)]B:m

[F((2,5))]B.=E 3“%}[1%} = F((25))=4.(1,2)+13.00,1) = (4,21)

b) (xy)= x(12)+(y-2x)(01) = [(x,y)], =[y—X2x}

RO =[5 7} 2] =Ly i

Entonces F((x.y)) = (2x).(1,2) +(7y —11x).(0,1) = (2x,7y = 7X).
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Ejemplo 6

20
37

B=((1,2), (0,1)) y B'=((0,1), (1,0)). Se quiere hallar: F((xy)).

Sea F:R* — R’la aplicacion lineal y sea A=[ } la matriz de F respecto de las bases

Teniendo en cuenta que [F(V)|s. =A.|V |, planteamos:
B B

v=(xy)= x1,2)+(y-2x)(01) = [(x, y)]B =[y—)(2x}

Luego se tiene [F(V)|g. =A.[v]g = [F((X’y))]s'{i ﬂ{ X }{ iy }

y —2X =11x+7y
Finalmente
F((x,y))=2x(0,1) + (-11x+7y).(1,0) = (-11x + 7y, 2x)
Ejemplo 7
Sea F:P,—P, la aplicacion lineal cuya matriz con respecto a las bases
-1 0
B=(LX) yB'=(X-1X+1,X?) estd dada por AME.(F)L —12] Se quiere
2

determinar F(aX +b).

Consideramos p=aX +beP, y hallamos el vector coordenado [p], = {g}

Luego (teniendo en cuenta que [F(v)]g. =A.[v]g) planteamos:
-1 0 b -b
[F(ax +b)] =A.[ax+b] =| 0 -2 [ }: —2a

B B - a

Entonces
F(aX +b)=(-b).(X —1) +(-2a).(X +1) +(b+1a).X?

=(b+%a).X*+(-b—-2a).X +(b-2a)

Observacion: Si se conoce la Matriz de la Aplicacion F con respecto a las bases B y B,
estoes A= ME. (F) , Y se desea obtener la imagen por F de un vector veV se procede de la
siguiente forma:

a) Se obtiene el vector coordenado de v en la base B.

b) Se multiplica A por[v];, obteniéndose asi [F(V)]s..

B H

c) Conocido [F(v)]B. se reconstruye el vector F(v).
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4.7.3 Cambio de Base

Nos interesa plantear y resolver el problema de como se modifican las matrices de una
aplicacion lineal cuando cambian las bases.

Teorema 4.7.3.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K de
dimension finita. Sea F:V — W una aplicacion lineal.
Sean By B, bases de V, y sea P la matriz de cambio de base de Ba B, .

Sean B'y B,bases de W, y sea Q la matriz de cambio de base de B'aB, .

Si A= Mg. (F) es la matriz de la aplicacion F con respecto a las bases B y B’

entonces la matriz que representa a F con respecto a las bases B, y B, esta
-1 - Bl _

dada por Q".A.P =Mg! (F)=C.

Demostracion:
Si veV setiene que:

[FOV) |y =Mg: (F).[vly =A[v] (1)
[FW]g, =Me: (F).[v]y =C [v];, @

Por otro lado, considerando que:
v’ ByB, son bases de V con P la matriz de cambio de base de BaB, se tiene

[Vlg =P-[v]g -

1
v B'yB, son bases de W con Q la matriz de cambio de base de B'aB, se

tiene[ F(v) |, = Q.[F(v)]B2 .
Reemplazando en (1), obtenemos Q.[F(V) ], =A.P.[v], .

Luego [F(V)JB2 :Q’l.A.P.[v]Bl. Comparando esta Gltima igualdad con (2) tenemos

Q*.A.P=Mg (F)=C. #
v ) F
<'-B'basc ) e /
Esquema de %ﬁ
lo demostrado
Por hipotesis Por hipotesis
VI =PIVl [FW], =Q-[FW],
FOL=Ah k], = c v,
2 | S— ("C ”
TENEMOS relacio:::ir:lof:if C?
[FOW|, =Alv],
Q.[FW)], =A.P.[V], Q'.A.P=C

[Fm], Q' .A.P.U

218



CAPITULO 4: Aplicaciones Lineales

Nota Importante: Cuando se trabaja con operadores lineales F:V —V y se adopta la
misma base para el vectorial V como espacio de partida y de llegada, se usa la notacién

M, (F).
En particular si se cambia la base en el vectorial de una base B a una base B*, resulta

Mg. (F) = P’l.l\/lB (F).P

con P matriz de cambio de base de Ba B'.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea F: R* — R* el operador lineal definido por F((x,,X,)) = (X +X,, X, —2X,). La matriz del

operador con respecto a la base canénica de R’ estd dada por: A=M, (F) = B _ﬂ :
Si ahora se considera la base B, =((1,-1), (2,1)) de R?, se quiere hallar M, (F).

La matriz P de cambio de base de BaB, estd dada por: P:{_1 1

1 2} y en consecuencia

pt :[% %} es la matriz de cambio de base de B, aB.

ARV
1% -%|(1 1| 12| |[-21
Entonces M, (F)_[}/3 Y1 —2|{-1 1|7 11
p! A P
Ejemplo 2
. o3 2 C . B 132 2
Sea F:R”—>R" la aplicacion lineal cuya matriz es M. (F)— 00 1| donde las

respectivas bases son: B=((1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)) y B'=((1,0), (1.1)).

Si ahora la base B cambia por B, =((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) y la base B' cambia por
B", =((0,2), (1,0)), encontrar la Mg: (F).

1 00
- Lamatriz P de cambio de base de B a B, esta dada por: P = [1 0]
0

- Lamatriz Q de cambio de base de B"a B’, esta dada por: Q:[_i (ﬂ :Q‘lz[o 1}
[32 2} _1 28{01—1}
00 -1 5 77| 111 1
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4.7.4 Aplicacion Lineal definida por una Matriz
Hemos visto que toda matriz AeK™" define una aplicacion lineal entre los vectoriales
K™y K™ dada por

Ly K™ >K™, L,(X)=A.X

Veremos que la misma matriz A define también una aplicacion lineal entre los espacios

vectoriales V' 'y Wde dimensiones n y m respectivamente a condicion de elegir bases B y
B'enVy W.

Teorema 4.7.4.1 Sean V'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K, con
dmV=n y dimW=m. Sean B=(v,,V,,...,v,) una base de V y
B'=(w,,W,,...,W, ) una base de W.

Si AeK™" entonces existe una aplicacion lineal F,:V —>W tal que
[FA(V)]B' = A'[V]B'

Demostracion:

Sean los isomorfismos definidos por las bases B yB'
Pg:V > K™, @s (V)= [V]B
P W > K™ . (W) = [W]B,

La matriz A< K™" define una aplicacion lineal entre los vectoriales K™y K™ dada por
L,: K™ K™, L,(X)=A.X

Definimos la aplicacion lineal entre V'y W por:

Fa
—_—
FoV oW

FA:(DI;'loLAoqoB B
WB { u ](DB'I

1 1
Kllx Kmx

A

Fa verifica la relacion [F,(v)],. =A.[v], . puessi veV se tiene:

FaW) = (25 oL a2 ) V) =05 (La (26 M) = 05 (L ([V]y)) = 25 (A-[V];)
lo que equivale a decir:
P (FA(V)) = [FA(V)]B- =A. [V]B . #

Observacién: Es inmediato que Mg, (F,)=A.
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4.75 Isomorfismo entre L (V,W) y K™

SeanV 'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K, con dimV=n y dimW=m.

La eleccion de bases B en Vy B' en W permite asignar a cada aplicacion lineal F:V —W
una matriz bien determinada.

Queda asi definida una aplicacion entre los espacios vectoriales L(V,W) (conjunto de
aplicaciones lineales de VV en W) y K™" que denotaremos: 723
Estoes 725 :L(V,W)—>K™, F->M;g(F).

Teorema 4.7.5.1 SeanV'y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K, con
dmV=n y dimW=m. Sean B=(v,,V,,...,v,)es una base de V y

B'=(w,,W,,...,w, )una base de W. La aplicacion
W L(V,W)—>K™

F—Mg.(F)
es un isomorfismo.

Demostracion:
Para demostrar el teorema, se procedera a probar que la aplicacion 7ZS es una aplicacion

lineal biyectiva.

1. Probaremos que la funcion 7% es una aplicacion lineal. Para ello debemos verificar que:
a) M2 (F+T)=M2 (F)+ M3 (T
o )=Ms(F)+Ms (T) paratodo F, TeL(V,W); keK.
b) ME (k F) =k M& (F)

Veamos a)

Sean Fy T aplicaciones lineales de Ven W y sea keK. Sabemos que las aplicaciones
F+T y kF son lineales.

Sean Mg (F)=Ay Mg (T)=C que verifican [F(V)]. =A.[v], v [TW], =C.[v], )
Paratodo veV, setiene que (F+T)(v)=F(v)+T(v) (por definicionde F+T)
Tomando vectores de coordenadas, se tiene:

[(F+T)W) |, =[FW)],. +[TW)],.
Reemplazando (*) en la expresion anterior resulta:

[(F+T)W) ] =A[v], +C.[v],

la propiedad distributiva de la multiplicacion de matrices permite escribir:
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[(F+T)(v) |.. =(A+C).[v],
Esta dltima igualdad muestra que (A +C) es la matriz de la aplicacion (F+ T) 0 sea:

Mg (F+T)=M;. (F)+Mg.(T).
c) La prueba queda como ejercicio para el lector.

2. Probaremos que la aplicacion 7Z_ es una biyeccion o sea: 7Z¢. es suryectiva e inyectiva.

» Teniendo en cuenta el Teorema 4.7.4.1 toda matriz A e K™"define una aplicacion lineal
F.:V > Wital que Mg.(F)=A. Esto muestra que 7. essuryectiva.

> Para ver que 7%: es una aplicacion inyectiva mostraremos que su nlcleo se reduce a

{OL(V,W)} (es decir el Unico vector del nlcleo de 7Z2. es la aplicacion nula).

Sea F una aplicacion lineal perteneciente al ntcleo de 7#%. Por lo tanto, su matriz es la
matriz nula, es decir 0= Mg. (F).

0
Entonces, para todo v eV se tiene [F(v)],. =0.[v], = O :
0
Luego F(v)=0,, y por consiguiente F es la aplicacion nula.

De lo probado en 1.y 2. se tiene que la aplicacion

7 L(V,W) > K™

B es un isomorfismo. #
F— Mg (F)

Observacion: Por ser isomorfos los espacios vectoriales L(V, W) y K™
éstos tienen igual dimension y, por lo tanto:

dimL(V,W)=dim(K™")=mxn=dimW. dimV .
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4.7.6 Matriz de la Compuesta de Aplicaciones Lineales

Teorema 4.7.6.1 Sean U, V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K, de
dimensién finita. Sea B=(u,,u,,...,u,) una base de U, B':(vl,vz,...,vp)

una base de V 'y B"=(w,,w,,...,w,)una base de W. Si se tiene las

aplicaciones lineales
F:U->V con ME.(F)=A

T:V—>W con MB.(T)=C
Entonces la matriz de la aplicacion compuesta ToF: U — W esta dada por:

Mg. (ToF)=C.A=Mg.(T).Mg. (F)

Demostracion:

Para todo u e Use tiene, por definicion de aplicacion compuesta, que:
(ToF)(u)=T(F(u))

Tomando vectores de coordenadas, tenemos:

[(TeF)W) 5. =[T(FW) g,

Pero se sabe que Mg.(F)=A y Mg.(T)=C , por lo tanto, se tiene:
[T(FW)]g. =C.[FW]g v [FW]s =A.[u]g-

Reemplazando en (*), obtenemos:
[(TeF)W) | =C.A.[u],
Luego:

Mg. (ToF)=C.A=Mg.(T).Mg. (F). #

Ejemplos

Ejemplo 1

Sean las aplicaciones lineales F:U—>V y L:U—V tales que

A=Mz(F)=[2 53]y p=me(u)=[d 23]

> Lamatriz de la aplicacion lineal (F +L) es:
213 1 23 3 36
ME.(F+L):ME.(F)+M§.(L):[1 : 4}[4 2 o}:[s 3 4}
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> Lamatriz de la aplicacion lineal (2F)es:

Mg.(ZF)zzMS-(F):Z-B ; ﬂ:[g S g}

Ejemplo 2

Sean las aplicaciones lineales F: U—>V y T:V — W tales que

A:Mg.(F):[f 5 ﬂ y C=M25-(T)=H 3}

> Lamatriz de la aplicacion lineal compuesta (To F)es:

Mg..(ToF)=MSZ(T)-ME-(F){_i g”i (1) ﬂ:[g _i 12}

4.7.7 Matriz del Operador Identidad

Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K, con dimV=n ysea B=(v,,V,,...,V,) una base
de V. Consideremos el operador identidad id,:V—V, id,(v)=V.

1
id, (v,) =1.v, +0.v,+---+0.v, = [id,(v)], = O ;
0
0
id, (v,) = 0.V, +1.v 440y, = [idy,(v,)], =| 1| etc.
0
Luego
10--0
s |01 e O o
M, (id, )=Mg (id,)=| > © - 7 |=1, matriz identidad.

IMPORTANTE: Si se adoptan bases distintas para el vectorial V como espacio de
partida y de llegada, la matriz que representa al operador identidad deja de ser la
matriz identidad.
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4.7.8 Isomorfismo entre las Estructuras de Algebrade L (V)y K™
Sean V espacio vectorial sobre un cuerpo K, con dimV=n.
Sea la base B en V, ésta permite asignar a cada operador lineal F:VV —V una matriz bien

determinada.

Entonces, la aplicacion
M, L(V) > K™
F->M; (F)
no es sino un caso particular del Teorema 4.7.5.1, luego 7%, es un isomorfismo entre los

vectoriales L(V) y K™".

Ademas, si F y T son operadores lineales sobre V, la compuesta siempre esta definida y
resulta (Teorema 4.7.6.1):

Mg (T2 F)=Mg (T).Mg (F)

Estonces, la biyeccion 7%, no sélo preserva la estructura vectorial de L(V) y K™ sino que

transforma la composicion de operadores en multiplicacion de sus correspondientes matrices
y hace corresponder el elemento neutro de la composicion de operadores en el elemento
neutro de la multiplicacion de matrices.

Luego decimos es un isomorfismo de algebra entre L(V) y K™.

Resulta también que

Teorema 4.7.8.1 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K, de dimension
finita y sea B una base de V.

El operador lineal F:V—V con Mg (F)=A es inversible si y sélo si la

matriz que lo representa lo es.

Demostracion:

Si F es inversible, existe F* tal que FoeF " =F'-F=id, . Luego

l, =M (id, ) =M, (FeF ) = M, (F). M (™)

n

1, =Mg (id, ) =M, (F = F) = Mg (F ™). M, (F)

De donde
M (F )= (Mo (F))"

Esto es, si A es la matriz del operador inversible F, entonces A™ es la matriz correspondiente
al operador F*. #
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Se ha establecido una correspondencia entre aplicaciones lineales y matrices la cual depende
de las bases elegidas en los espectivos espacios vectoriales de partida y llegada. Esto permite
agilizar los calculos al transformar, por ejemplo, la composicién de aplicaciones en una
multiplicacién matricial, o la bdsqueda de la inversa de una aplicacién lineal con la de la
inversa de una matriz, con el agregado que se han desarrollado software como el MATLAB
sumamente aptos para el manipuleo de las matrices.

El paso siguiente, sera ver la posibilidad de elegir bases convenientes para que la matriz que
representa la aplicacion lineal sea lo mas sencilla posible.

En particular, se estudiara el caso de un operador lineal y las condiciones para que pueda ser
representado en alguna base por una matriz diagonal.

4.8. Valores y Vectores Propios de un Operador Lineal

Sean F y T operadores lineales del espacio vectorial V.

Nos planteamos el siguiente problema: ;Qué vectores de V tienen la misma imagen por F y
por T?

Esto es, paraque veV se verificaque F(v)=T(v).
Entonces F(v)-T()=0v < (F-T)(v)=0v

Es decir, que el conjunto de vectores veV para los cuales F(v)=T(v) es el nucleo del
operador diferencia (F-T).

Por lo tanto, el conjuto de vectores de v e V para los cuales F(v) = T(v) es un subespacio:

Ner ={veV/ F(V)=T()} .

Ejemplos

Ejemplo 1

Sean los operadores lineales
FIR? 5 R, F((X,%))=0¢+4%,, X +X,)

T:R* > R?,  T((x,%,))=(-X +5%,,-3% +3X,)
El operador diferencia esta definido por:
(F=T)((%,%,)) = (2% — X,, 4%, —2X,)
El nticleo de (F-T) es el subespacio N, =((1,2)).

Entonces para todos los vectores de N_ , se verificaque F(w)=T(w).
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Las consideraciones anteriores son de particular utilidad en el caso que la accion de T sobre
los elementos de V sea mas simple que analizar la accién de F.

En especial se tomard en cuenta el caso en que T es un mdaltiplo escalar del operador
identidad, es decir:
FVoV y T=4id:V—>V con 1K

VoAV

Buscar el conjunto de vectores para los cuales F(v):(/I.id)(v)z/iv es estudiar qué

vectores tienen como imagen por F un multiplo escalar (fijo) del mismo vector.

Denotaremos Vz al conjunto de estos vectores, es decir: V, ={veV/ F(v)= ﬂ.v}

De acuerdo al analisis realizado resulta: Vv, = Nucleo de (F—/l.id) )

Definicion 4.8.1 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea
F:V — Voperador lineal.

Diremos que A< K es valor propio del operador F si y sélo si existe algun
vector veV, v=0 talque F(v)=Av.

Definicion 4.8.2 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea
F:V — Voperador lineal.

Si AeK es valor propio del operador F, el subespacio
V, :{VEV/ F(v):iv} se llama subespacio propio asociado a A .

Definicibn 4.8.3 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea
F:V — V operador lineal.

Si A eK es valor propio del operador F, todo veV, v 0y perteneciente a
V, se llama vector propio del operador F asociado a 4.

4.8.1 Caracterizacion de los Valores Propios de un Operador Lineal

Teorema 4.8.1.1 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sea
F:V — Voperador lineal.

A es valor propio de F  siysélosi Nducleo de (F—/i.id ) # {6\/} :
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Demostracion:
A eK es valor propio del operador F siy sélo si existe veV, v=0y tal que F(v)=Av si
y sélo si el subespacio V, ={veV/ F(v)=1v} Z{VEV/ (F—/I.id)(v):f)} tiene algun

vector no nulo siy sélosi V, = Nucleo de (F - A.id, ) = {6\/} #

Nota: Del teorema anterior resulta que

A es valor propio de F siy solo si (F—A.id) no es inyectivo.

Teorema 4.8.1.2 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimension
finita.

Sea F:V —Voperador lineal. M, (F)=A, 1eK.

A es valor propio de F si y sélo si det(1.1-A)=0.

Demostracion:

Sabemos que A es valor propio de F siy sélo si Ntcleo de (F—A.id) = {6v} .

V es de dimension finita, por Teorema 4.4.1, inyectividad del operador F equivale a
suryectividad. Luego un operador lineal inyectivo es también biyectivo y por consiguiente,
inversible.

Por lo tanto, se verifica que:

Nucleo de (F—/l.id);t{ﬁv} < (F-A.id) noes inversible.

Sea B una base de VV y sean las matrices M (F)=A e M (id) = I (matriz identidad).

Resulta entonces
Mg (F-Z.id) =M, (F)—M, (4.id)
= M, (F)-2.M, (id)
=A-1.1
Recordando que:
- un operador lineal es inversible si y solo si la matriz que lo representa, en cualquier
base, es inversible (Teorema 4.7.8.1) y que

- una matriz es inversible si y sélo si su determinante es distinto de cero, podemos
escribir:

(F—A.id)no es inversible <> (A—A.1)no es inversible < det(A—A.1)=0 <> det(1.1-A)=0

Por lo tanto A es valor propio de F si y solo si det(ﬂ. I—A) =0.#
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Teniendo en cuenta este teorema, resulta algo muy importante: los valores propios de un
operador lineal no son sino los valores propios de la matriz A que lo representa respecto a
alguna base.

Luego, todos los mecanismos implementados para obtencion de los valores y vectores propios
de una matriz pueden ser usados para el célculo de los valores y vectores propios de un
operador lineal con solo fijar una base en el espacio vectorial y determinar la matriz A del
operador respecto de esa base.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =P, y sea el operador lineal F: P, — P, definido por
F(a+bX +cX?)=a+(a+2b+c)X +(a+4c)X?

Se quieren determinar los valores propios de F, asi como los correspondientes vectores
propios y subespacios propios asociados.

Consideramos B:(l, X, X2) base de P,.

Luego: Mo (F)=A=|[FOT,[F()],[F(x)], |-

N
oN O
~ P, O

» Obtencion de la ecuacion caracteristica

i-1 0 0
A.I—A[ 1 A-2 -1 }: det (L.1-A) = (A-1)(1-2)(A1-4) =0
1 0 A-4

» Determinacion de los Valores propios de F
(A-1)(1-2)(1-4)=0 = A =1 4,=2, 4,=4 son los valores propios de F.

» Determinacién de los subespacios propios
- Subespacio propio para 4, =1:

000 00 0][x] [0
LI-A=|-1-1-1| =|-1-1-1].|x, [=|0 (1)
~1 0-3 -1 0-3||x| |0

-3
El subespacio de soluciones del sistema (1), como subespacio de R**, resulta: S, = [ 2}
1

Importante!! S, es el subespacio propio de la matriz A y corresponde a los vectores
coordenados de los vectores propios correspondientes al operador F respecto a la base B.

-3
El polinomiop e P, tal que [p], :[ 2} es p=-3+2X + X?. Luego vl:<—3+2x +X2>.
1
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- Subespacio propio para 4, =2:

00 0 00 0][x] [o
21-A=|-10 -1| =|-10 -1|.|x, |=|0 )
~10 -2 10-2||x | |0

0
El subespacio de soluciones del sistema (2), como subespacio de R**, resulta: S, = <{l}> :
0

0
El polinomiop e P, tal que [p|, ={1|es p=X. Porlotanto, V,=(X).
2 B 0 2

- Subespacio propio para A4, =4:

30 0 30 0][x] [o
41-A=|-12-1| =|-12-1||x [=|0 (3)
~10 0 ~10 0| [x,| |0

0
El subespacio de soluciones del sistema (3), como subespacio de R**, resulta: S, = <{1}> .
2

0
El polinomio p tal que [p], = [1] es p =X +2X*. En consecuenciaV, = (X +2X?).
2

Ejemplo 2

Sea V =R?*? y sea el operador lineal F: R** — R*? definido por

585 o]

Se quieren determinar los valores propios de F, asi como los correspondientes vectores
propios y subespacios propios asociados.

) ~(1120(|01]|(00]||00O 22
Consideramos B—([O 0},[0 0},[1 O}’[O 1D base de R“.

Luego:

o] (13 L L L e £

» Obtencion de la ecuacion caracteristica

-2 0 0 0
0o a-10 0 A (4112
Al=A=l o T g | = det(RI-A) = A(A-2)(A-1)° =0

0 0 -11-1
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» Determinacion de los Valores propios de F
AA=-2)(A-1)*=0 = 4,=0,4,=2,1,=1son los valores propios de F.

» Determinacion de los subespacios propios

- Subespacio propio para 4, =0

-2 000 -2 0 0 0f|X 0
A_| 0O-100 0-1 0 0||x,|_|O
01=A=l"9_1 00| ™| 0-1 0 o0f|x]|7|0 (1)
0 0-1-1 0 0-1-1]]x, 0
0
S, = _(i es el subespacio de soluciones del sistema (1).
1

0
H 2x2 _ 0 — O 0 = 0 O
Entonces la matriz DeR** tal que [D], = 1 resulta D—{_l J- LuegoV, —<{_1 1}>
1

- Subespacio propio para A, =2

0 00O 0 0 00|Xx 0
_A_10 100 0 100([|x,] |0
21=A=lo_1 20| = 01 20||x |7|o @)
0 0-11 0 0-11]|x, 0
1
S, = 8 es el subespacio de soluciones del sistema (2).
0
1
. 22 10 110 /110
Entonces la matriz E<R** tal que [E], =| | resulta E_[O 0]Luego V2—<[0 OD
0 -
- Subespacio propio para 4, =1
-1 000 -1 0 00| |Xx 0
| 0000 0 000||x,(_|0
LI=A=1 01 10/ | 0-1 10/|x|7|o0 )
0 0-10 0 0-10]|x, 0

es el subespacio de soluciones del sistema (3).

R OOOoO

Entonces la matriz G e R** tal que [G], =

O OO

_100 _/|00
es G _[0 J. Entoncesvl_<[0 J>
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4.8.2 Operadores Diagonalizables

Definicion 4.8.2.1 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimension
finita. Sea F:V — V operador lineal.

Decimos que F es diagonalizable si y solo si existe una base de V formada por
vectores propios de F.

Supongamos que V es de dimension finita “n” y que B=(V;,V,,...,v,) una base de V

formada por vectores propios del operador lineal F asociados respectivamente a 4, 4,,...,4, .
Resulta, F(v,)=4 v, para i=12,...,n.

Luego
3
Fov) =4 vy = [FW)]; =|
0
o o A0 0
v =l - | pentonces My (F)=| 3 %7 T 3| D(matriz diagonal)
LY 00 - 4
o
F(v,)= 4 v, = [F(v,)), =| ¢
Ay ]

Por consiguiente:

Definicion 4.8.2.1 Sea V espacio vectorial sobre un cuerpo K, dimV=n.
Sea F:V — Voperador lineal.

F es diagonalizable si y sélo si existe una base B' de V tal que
M,. (F) = D (matriz diagonal).

Teniendo en cuenta la forma en que estan vinculadas las matrices del operador cuando se
cambia de una base B a una base B", se puede concluir:

F es diagonalizable si lo es la matriz A que representa al operador respecto a
alguna base B, esto es, si existe P inversible tal queD=P".A.P.

Los vectores columna de la matriz P son los vectores coordenados respecto a la base B de los
vectores que forman la nueva base B'.
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Ejemplos

Ejemplo 1

En el ejemplo 1 de la seccion anterior, trabajamos con el operador lineal F: P, — P, definido
por
F(a+bX +CX2):a+(a+2b+c)X +(a+4c)X?

Obtuvimos B’ =(-3+ 2X + X% X, X +2X2) una base de P, formada por vectores propios
de F.

100
La matriz que representa al operador respecto a dicha base resulta: M. (F) =D= {0 2 0}
0014

-300
Se puede verificar facilmente que P = ! 2 1 1] cumpliéndose que: D=P*.A.P.
102

Ejemplo 2

En el ejemplo 2 de la seccion anterior, consideramos el operador lineal F: R*® —R*?
definido por
£(|2 b|) [2a Db
cd|) | b c+d

El operador F no es diagonalizable pues MB(F):A: (B base candnica

Qo onN
OrrFro
R OOoOOo
R OOOo

de R*?) no es una matriz diagonalizable.

4.9. Algunas Aplicaciones

4.9.1. Ecuaciones Diferenciales

Muchas leyes de la Fisica, Quimica, Biologia y Economia estan descriptas en términos de
ecuaciones diferenciales, esto es, ecuaciones en las que aparecen funciones y sus derivadas.

Una de las ecuaciones diferenciales mas simples es y*=ay donde y= f(x)es la funcion
desconocida a determinar y a es una constante.

Esta ecuacion se resuelve muy facilmente:

ﬂ:ay = ﬂ:a.dx = In|y|:ax+c = y=Ce
y

ax

dx
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Indicamos: C[a,b] el espacio vectorial de todas las funciones continuas en [a,b].
Sea Cl(a,b)cC[a,b]eI subconjunto de las funciones continuas y con derivadas primeras

continuas en el intervalo (a,b). Es facil mostrar que C'(a,b) es un subespacio.

Sea D:C'(a,b) > C[a,b] tal que f(x)— D(f(x))=f'(x).

De las propiedades de la derivada:

1) D(f(x)+g(x)) =D(f(x))+D(g(x))
2)  D(k f(x))=k.D(f(x))

Luego D es una aplicacién lineal.

Por ser suma, producto por escalar y composicion (también Ilamada multiplicacion) de
aplicaciones lineales resulta que:

D?=DoD, D"=DoDo---oD, 5D?+3D son aplicaciones lineales de C'(a,b) - C[a,b].

n

Porlotanto L=a D"+a, D"+---+a D+a,1 con a,a,,...,a R también loes.
Sea: y= f(x)eC'(a,b)

L(y)=a,D"(y)+a,, D" (y)+--+a D(y)+a, 1(y)
Esta expresion se puede escribir:

L(y)=a,y" +a,, Y™+ +ay+ay

donde
y™ indica la derivada de orden n de la funcién y = f(x),

y"®indica la derivada de orden n-1 de la funcién y = f(x) etc.

La expresion
a, y(n) +a y(n—l) 4. .+aly'+aoy =h(x)

constituye una ecuacion diferencial lineal de orden n a coeficientes constantes. En particular
si h(x) =0 la ecuacion se dice homogénea.

Resolver una ecuaciéon diferencial es encontrar todas las soluciones, esto es, todas las
funciones que la satisfacen.

Vamos a analizar el caso
a,y" +a,, Y +-+ay+ay=0 @

con a,a,,...,acR y a #0.

n’ n-17°°
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Con esta ultima condicidn, sin quitar generalidad, podemos hacer a, =1.

La ecuacion (1) puede escribirse L(y)=0 con
L=D"+a,, D"+ --+a D+a,1 : C'(a,b)—CJ[a,b] aplicacion lineal.

Luego, resolver la ecuacion (1) no es sino encontrar el nucleo de la aplicacion lineal L.

Sabemos entonces que el conjunto de soluciones es un subespacio. Luego, habremos resuelto
el problema si encontramos un generador del mismo.

L tiene la forma de un polinomio en D, entonces puede ser factoreado y esto nos ayudara a
encontrar las soluciones.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea L=D*+D-61 entonces L=(D-21).(D+3l).

En efecto
L(y)=(D-21).(D+31)(y)=(D-21)(y'+3y) =D(y'+3y)-21(y"'+3y)
= y"+3y'-2y'-6y = y"+y'—6y =(D’+D-61)(y)

Nota: La factorizacion se efectla de la misma forma que si se tratara de polinomios

peR[X], p=X*+X-6

x> +x-6=0 tiene raices x, =2, x,=-3 (2)

Luego X*+X —-6=(X-2)(X +3).

La ecuacidn (2) se llama ecuacién auxiliar o ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial
dada.

Dada la ecuacion diferencial  y"'+y'—6 y =0 corresponde a la forma L(y)=0 con:
L=D*+D-61 = (D*+D-61)(y)=0 = (D-21).(D+31)(y)=0

Las soluciones seran las funciones y= f(x) que anulan sea a (D—21) como al operador
(D+31). Si tomamos

(D-21)(y)=0 = y'=2y tiene unasolucion del tipo: y,(x)=e*.
(D+31)(y)=0 = y'=-3y tiene una solucion del tipo: y,(x)=¢e"".
Como el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial homogénea es un subespacio, es

solucion de la misma toda combinacion lineal de y, y de vy,. Luego

y(x)=c,y,(X)+C,Y,(X) = y(X)= cle2X +cze’3X .

235



Algebra Lineal

Se demuestra que la dimension del subespacio de soluciones de una ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden n, es justamente n. Siendo e** y e *linealmente independientes

(verifiquelo!), ellas forman la base del conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial
planteada con lo cual hemos resuelto el problema.

Luego los pasos a seguir para resolver una ecuacion diferencial de la forma
y?+a y"Y+..+ay'+ay=0 con a,a,....acR y a =1,

Son los siguientes:

1. Construir la ecuacion auxiliar x" +a,_,x"* +---+ax+a,=0.
2. Calcular las raices x, X, ,..., X,.

3. Si éstas son todas reales y distintas, entonces la solucion general de la ecuacién diferencial
es:

y(X)=c,.e* +c, % +---+cC, ", *

La solucion (*) es valida, como se menciond, si todas las raices de la ecuacion caracteristica
son reales y distintas. Sin embargo, a menudo se presentan raices multiples o raices
complejas. Vamos a analizar esta situacion, sea

y'+ay+a,=0 (3)
Con ecuacion auxiliar consideramos x*+ax+a, =0.

Sabemos que para una ecuacion algebraica a coeficientes reales, las raices complejas, si
existen, vienen de a pares, esto es si X, =a +iw es raiz, tambiénloes x, =a—i®.

Luego e y el > son ambas soluciones de la ecuacion diferencial, por lo tanto también
. _ Ala+io)x (a-iw)x _ Ala+io)x (a—iw)x
lo son: y,=¢e +e , Y, =€ —e :
Operando se tiene
y, = e(a+iw)x + e(a—iw)x — g% (eiwx +e—iwx) =y, = %eaxcos(a)x)

y2 — e(a+i(u)x _e(a—iw)x — eax (ei(ux _e—i(ux) — y2 — %eaxsen(wx)

iox —iwx X —iwx

Nota: Se demuestra que — = cos(wX), — = sen(wx) .
i
Luego la solucion de la ecuacion planteada es:
y =e”(c,cos(wx) +c,sen(wx)) (4)

Las funciones e“*cos(wx) y e“*sen(wx) son linealmente independientes, de donde forman

una base del espacio de soluciones de la ecuacion diferencial de segundo orden dada (3) y
por lo tanto (4) es la solucién general.
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Ejemplo 2

Sea un resorte suspendido verticalmente de un soporte fijo. En el extremo inferior del resorte
se sujeta un cuerpo de masa m la cual se supone lo suficientemente grande como para que
pueda despreciarse la masa del resorte. Si se tira del cuerpo hacia abajo una cierta distancia y
a continuacion se deja en libertad, éste se mueve. Suponemos que lo hace estrictamente en el
sentido vertical.

Se desea determinar el movimiento de este sistema mecéanico. Para ello vamos a considerar las
fuerzas que actuan sobre el cuerpo durante el movimiento. Se elige la direccion hacia abajo
como positiva y por lo tanto se consideran como positivas a las fuerzas que acttan hacia abajo
y como negativas las que acttian hacia arriba (Figura 4.1).

Resortesin ~ #
estirar So

Sistema en

Gy y|
equilibrio i v_l_ l
estatico e B
Sistema en
movimiento

Figura 4.1: Sistema Mecanico

La fuerza que actia sobre el cuerpo es la atraccién de la gravedad

F=mg con g=980cm/s’ (Aceleracion de la gravedad)

Otra fuerza que debe considerarse es la del resorte, ejercida por este ultimo si se encuentra
deformado. Los experimentos indican que esta fuerza es proporcional a la deformacion, (Ley
de Hooke) esto es

F=k.s con k: moddulo del resorte, s: deformacion .

Cuando el cuerpo se encuentra en reposo, su posicién se llama de equilibrio estatico. En esa
situacion el resorte esta deformado en una cantidad s, de tal manera que la resultante de la

fuerza correspondiente del resorte y gravitatoria es cero:
k.s, =m.g

Sea y = y(t) el desplazamiento del cuerpo respecto de su posicion de equilibrio estatico.
De la Ley de Hooke F, =-k.s,—k.y.
La fuerza total que actua sobre el sistema es F+F, =m.g —k.s, —k.y.
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Osea F+F,=-ky.

Si el amortiguamiento del sistema es tan pequefio que se puede descartar, entonces F,+F, es
la resultante de todas las fuerzas que acttan sobre el cuerpo.

Aplicando la segunda Ley de Newton: Fuerza = masa X aceleracion donde por Fuerza se

entiende la resultante de las fuerzas que actdan sobre el cuerpo en cualquier instante, y la
2

aceleracion viene dada por y" = % resulta m.y" =-k.y

El movimiento del sistema se rige por la ecuacion diferencial lineal de segundo orden
m.y"+k.y=0

con ecuacion auxiliar ~ mx*+k=0 = x=t=, f—% =t iw,.
La solucién general de la ecuacion diferencial resulta:
y(t) =ccos(a,t) +c,sen(awt) con o, =, f% :

Este movimiento se conoce como oscilacion armonica. Se trata de un movimiento periédico

. 2w . .
de periodo T =— siendo , la frecuencia angular.
Wy

Haciendo uso de identidades trigonométricas la solucion general también puede ser escrita:
y(t) =C cos(e,t - )

donde tanto C como ¢ dependen de las condiciones iniciales.

En la grafica se muestran dos situaciones para valores distintos de Cy ¢. (Figura 4.2).

OECILACIONES ARMOMICAS

Figura 4.2
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4.10. Ejercicios del Capitulo

Ejercicio 1

Analizar cuales de estas siguientes aplicaciones son lineales:

a) F:R’>R?  F((xy))=(x0).
b) GR*>R?*  G((x,y))=(x1).

c) L:R*>R?  L((xy.2)=(x_2y+32).

d) H:R*2 5P, H([g 3D=(a+d)+x.

e) M:R*5R, M((xy,z))=x

fy T:P,—>P,, T(p)=X.p siendo p=a-+bX+cX?

g) D:C'(ab)—>Cl[ab], D(f(x))= f'(x) (funcién derivada).

Ejercicio 2

a) Sea F:R® — R*una aplicacion lineal.

Sabiendo que: F((1,3,0))=(—4,5) y F((-1,2,0))=(13), encontrar las imégenes de cada
uno de los siguientes vectores:
~(1,3,0), 3(-12,0), 2(1,3,0)+4(-1,20), (0,0,0), (0,1,0), (1,0,0)

Con los datos del caso a). ¢es posible determinar las imagenes del vector (0,0,1) ?

b) Sea F:R>* —» R™*una aplicacion lineal tal que: F(BD - [ éj y F(BD - E]
o). (5] 1)

Ejercicio 3

Sea el operador lineal L,:R** —R**, L,(X)=A.X. Analice geométricamente los

efectos de las siguientes transformaciones:
_[-20 (10 _[o1 _[30 _[0 0 _| cos(6) —sen(6)
a)A‘[o 2}' b)A‘[o —1}’ C)A_[l o}’ d)A_[O o}’ e)A‘[o —%}’ f)A{sen(e) cos (6)
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Ejercicio 4

a)

Sea F:R*—>R? la aplicacion lineal definida por F((1,2))=(21), F((13))=(31).

Encuentre F((x,y)). Describa geométricamente esta aplicacion.

b) Sean u, =(1,-1); u, =(0,1); u,=(10); w,=(13); w,=(-21); w,=(1,-4).

¢Existe una transformacion lineal T:R* — R°tal que T(u,) =w, para i=1,2,3? Justifique su
respuesta.

Ejercicio 5

Indique la opcion que mejor describe (debe elegir una sola opcién) la posible aplicacién
lineal T (de R?en R?) que se muestra en la figura:

a)
b)

c)

a)
b)

c)

2ii. . D ; 1 T(u)

T(w)

Y

Si es posible que exista una aplicacién lineal asi.

No es posible que exista una aplicacion lineal asi.

La imagen no da informacién suficiente para determinar si existe 0o no una aplicacion
lineal T que satisfaga lo que se observa.

Y

Si es posible que exista una aplicacién lineal asi.

No es posible que exista una aplicacion lineal asi.

La imagen no da informacidn suficiente para determinar si existe 0 no una aplicacion
lineal T que satisfaga lo que se observa.
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Ejercicio 6

Para cada una de las aplicaciones lineales siguientes analizar cuéales de los vectores dados
pertenecen al ndcleo y cuéles a la imagen.

a) F((xy))=(2x—y,—8x+4y, 0)

u=(510), v=(1,-40), w=(1), z=(0,0,), 0, =(0,0), 0= (0,0,0)

x|) [11-2
b) F:R* >R*, F||y||=|01-2].
Z _11—2
1 1 -3 B 0 0
u:3,v:O,W:1,0RM:O,W':2
1 10 1 0 1

Ejercicio 7

Para cada una de las siguientes aplicaciones lineales se pide:
a) Caracterizar la imagen y el ndcleo.
b) Dar, si es posible, una base de cada uno de dichos subespacios.
c) Darrangoy nulidad.
d) Analizar la inyectividad y suryectividad de las aplicaciones.

) FIR* >R%  F((xy))=(2x—y,—8x+4y, 0).
1) FIR* > R? F((xYy))=(x-y,x-Y).
1)  F:R* >R F((X,Y,zW))=(x+2y,y+32,2 - 2w)

(1,0) > (1,0,0)

IV) G:R’—>R?, {
(0,1) = (1,0,0)

(1,0) > (1,0,0,1)

V) G:R*—>R?Y {
(0,1) -» (1,0,1,0)

VI) H:R®>R% H((xy.2)=(2x—y-2z,x+y—2z)

VI FRT SR, F :([3 SD{E e o]

. T 2x2 22 ab|) |a+b b+c
VI T:R™ >R ’T([C dD_[a+d b+d:|'

(X+Y) (y—z+2w)}

IX)F:R' >R™, F((x,y,z,w))= {(X— y—17) (Xx=2y+2)
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X, 01 27[x
X) SIR¥™ SR, S=||x, ||=]1 -1-2]x,|.
X, 33 6||x

Xl) J:P,—»R% Ja,+aX+a,X?)=(a,a,).

Xll) L:P,>P,, L(g,+aX+a,X*)=a+a,X*+3,X".

a; a,
X)) F:R** 5P, Fl|a, a, ||=(a,+a,)+(ay,+2a,)X —(a, +a,)X°.

8 Ay

Ejercicio 8

a) Sea T:R*—R?® laaplicacion lineal definida por:
T(e)=(13,2), T(e,)=(1,0,0), T(e;)=(2,3,2), T(e,) =(4,3,2)

con B=(e, e, €,€,) labase candnica de R*. Dar las bases de la imagen y del nicleo.

Caracterizar imagen y nucleo de T.

Mostrar que (si se identifica R*"con el espacio geométricoR®) It es un plano y dar una
ecuacion cartesiana del mismo. Igualmente mostrar que Nt es una recta y dar una ecuacion
vectorial de la misma.

Asimismo, dar rango y nulidad de T.

1
3

b) Sea T:R** — R** definida por T(X) = [
-2

N B~ W
OoONPD>

Ejercicio 9

Estudiar nicleo e imagen de las siguientes aplicaciones lineales. Dar bases de los mismos y
decir si las aplicaciones son inyectivas o suryectivas.

a) FIR* SR, F((X, Xy, X)) = (4% —2X;, 2% —X,, 0).

. axl 24 14152
b) F:R™ —> R, F(X)—[l 5 3 0}.X.

c) FIR* SR, F((X) %, %)) = (X =X, +3X;, 5X +6X, —4%;, 7X, +4X, +2X;) .

d) F:R* 5R*, F(X)= X

AWM
k=
oo
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Ejercicio 10

Sea V=C~ [a,b] el vectorial de las funciones f : R — R que tienen derivada de todo orden
en el intervalo [a,b].

D:V — V operador derivada
L=D’-4D+5:V >V
a) ¢Es L una aplicacion lineal? Justifique su respuesta.

b) Determine si las siguientes funciones pertenecen al nucleo de L.
f,(x)=ecosx, f,(x)=2"senx, f,(x)=esen(x+2)

c) ¢Es posible encontrar una funcion he N, tal queh(0)=2 y h*'(0)=3? ¢Cual?.

Ejercicio 11

Por simple observacion de la matriz A determinar el rango y nulidad de la aplicacién
L R™SR™, L,(X)=A.X

001 2 103-11
a) A=[100 -4 b) A=|0 10 -12
010 3 00000

Ejercicio 12

a) Sea V={f‘b 2} cR¥?; F:R?-V, F((x,y)):[xjxy Xfy] Se pide:

1. Mostrar que F es inversible.

a1 35
2. Calcular F ([_5 3D

3. Definir F*dando a la imagen de un elemento arbitrario de V.

T(LY)=(,0)

. ¢Es T inversible?. Justifique.
T((la_l)) = (O’l)

b) Sea T:R®>—R? definida por {

Ejercicio 13

Sean Fy G operadores lineales definidos por: F((x,y))=(x,0), G((xy))=(y.x).

a) Calcular la imagen del vector (-1,2) por cada una de las aplicaciones siguientes:
F+G, 2G, 3F+2G, GoF, FoG, G?, F?

b) De reglas semejantes a las que definen Fy G para cada uno de los operadores definidos
en el caso a).
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Ejercicio 14

3 -2
Sea F:R** — R*la aplicacion lineal definida por: [(ﬂ - {—1], [O} - [ 0 ]se pide:

a) Determinar F ([QD .

b) Dar una matriz A tal que F(X)=A.X.

Ejercicio 15

a) Sean V y W espacios vectoriales sobre el campo K. Sean B = (v1 Vs, v3)base dedeVy

B'=(w,,w,) base de W. Considerar F:\VV — W la aplicacién lineal definida por:
F(v,)=2w,+4w,, F(v,)=-w,+5w,, F(v;)=3w,
Encontrar Mg, (F).

1 -12
-2 4 3

Si v=2v,+v,-3v, encontrar [G(V)]. y G(V).

b) Sea A= [ } la matriz de una aplicacion G: V — W respecto de las basesB y B'.

Ejercicio 16

En cada uno de los casos siguientes encontrar la matriz de la aplicacion lineal dada respecto
de las bases que indican:

a) F1R* > R?, F((xy))=(x0). B=((21),(34)), B'=((11),(0.3)).

b) F como en a), pero con B =B'=base canonica de R”.
T 2x2 x _f(labl)_|1-1||ab _o (|12 0]]01]|0O0|]|0O0
L FHIR R R L (FH IR

d) F:R*>P,, F((ab,c))=(a=b) + 2(a+b)X+ (c—b)X?
B=((111), (1L10), (1,0,0)) basede R° y B’=(1,X,X?) basede P,.

e) F:R*® > R?, F([)Z( \XJJ=(X+ y+Ww, x+y—2z).Con B labase canénica de R** 'y la

base de R*dada por B'=((11), (-2,0)).

f.R—>R, f(x)=senx

. B=(f =B'
gR >R, g(x)=cos x (f.9)

f) V=(f,g), {

D:V —V es laaplicacion derivada que asigna a cada funcion su “funcion derivada”.
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Ejercicio 17

a) Sea B=((21),(0,1)), B'=((0,2), (1,1)) bases de R*. F:R* >R’ tal que

ME.(F):[l 3}. Encontrar [F(2,))],.. F(2,).

21
10-1
b) F: P, —P, laaplicacion lineal tal que: Mg.(F)=| 0 1 -1|siendo: B=(1, X, X?) y
-101

B'=(1+X,1- X, 1+ X + X?). Encontrar
L [F(2+3x-5X%)] 'y F(2+3X-5%?)

2. [F(a+bX+cx?)] vy F(a+bX +cX?)

Ejercicio 18

Sean F:U—>V, G:U->V, T:V—>W aplicaciones lineales. Sean B,B' y B'" bases de
U,V y W respectivamente.

vz (F)=[32 3] me(@)=[9 2] mzm-[3 9]

a) Encontrar las matrices que representan a las aplicaciones lineales siguientes (indicando en
cada caso las bases).

F+G, 2F, ToF, T-G, T+(2F+G)

b) Verificar si T es inversible y en caso afirmativo encontrar la matriz T "indicando las
bases.

) Si U=P,, V=R’ y W=P, con B=(L X, X?), B'=((1,0), (0,1)) y B"=(L 1+X)
Encontrar la imagen de p=1-3X +5 X? por la aplicacién To(2F +G).

d) Encontrar [T‘l(-3+2X)]B y T7*(-3+2X) conlos U,V,W,B,B",B" dadosen c).

Ejercicio 19

Sean ByB'las bases candnicas de R® y R? respectivamente. F: R®* - R?* la aplicacion

1-1 3}

lineal tal que MS-(F):[_Z 42

a) Si la base B" se cambia por la base B’, con matriz de cambio Q:B g} Encontrar

Mg, (F).
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N OB

01

b) Si se cambia la base B por la base Bi con matriz de cambio P :[ 1 1}. Encontrar
10

ME: (F).

c) Hallar Mg (F).

Ejercicio 20

Para cada uno de los operadores lineales que se dan a continuacion:

1) Elegir una base y dar la matriz del operador.

2) La ecuacion caracteristica.

3) Los valores propios. y los subespacios propios.

4) Si es posible, dar una base de vectores propios para el espacio vectorial y la matriz del
operador lineal en esta base.

5) Dar la matriz de cambio de base.

a) F:R? 5 R?, F(&D:E _‘ﬂ[)’(‘j

b) F: R2>R% F((%,%))=(-2% ~ 7%, % +2X,).

¢) F: P —>P, F((a+bX))=(3a-b)+(Ba-b)X

d) F:iP,>P,, F(a+bX+cX?)=—a+(a+3b+2c)X +(-a—b)X>.

) F:P,>P,, F(a+bX+cX?)=(a—h+c)+(2b—4c)X +4cX’.

Ejercicio 20

En la figura se muestra el pandeo de una varilla bajo una fuerza vertical constante F, la cual
se aplica en el extremo superior de la misma.

En Mecanica se muestra que la curva y(x) cuya forma adquiere la varilla bajo la carga, es
una solucion de la ecuacion: E.l.y""'=—F.y donde E es el mdédulo de elasticidad del

material de la varilla; 1 es el momento de inercia de la seccion transversal (supuesta circular)
respecto a un eje que pasa por el centro del circulo.
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Se supone que E, | son constantes; que el extremo inferior de la varilla esta sujeto a las
coordenadas que se indican en la Figura 4.3 lo cual conduce a las condiciones iniciales
y(0)=0, y'(lI)=0 donde I es la longitud de la varilla y se supone que y es pequefio.

Una solucion es y =0 , pero se sabe que si F es mayor que cierto valor critico, el equilibrio

de la Figura 4.3.(a) ya no es estable, es decir, si se desplaza ligeramente, la varilla no se
recuperara sino que se curvara.

Demuestre que la fuerza critica es F_., =(%)2 E.l y la y(x) correspondiente a la Figura

4.3.(b) es una porcién de una curva senoidal.

|

(a) 6

Figura 4.3: Pandeo de Varilla delgada
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4.11. Guia de Estudio

1)

2)

3)
4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)
16)

17)

Defina aplicacion lineal. Enuncie algunas propiedades.

Muestre que si Si B=(V;,V,,...,V,) s unabase de V. y w,,w,,..,w, son vectores

arbitrarios de W, entonces: existe una Unica aplicacion lineal F.V—Wtal que
F(v,)=w, para i=12,...,n

Defina imagen de una aplicacién lineal y enuncie sus propiedades.

Defina nucleo de una aplicacion lineal y enuncie sus propiedades.

Si L:V — W es una aplicacion lineal ;Como estan relacionados el nucleo y la imagen
de la misma? Pruébelo.

¢Como quedan caracterizadas las aplicaciones lineales inyectivas? ¢Por qué?

Muestre que todo conjunto v,,V,,..., v, €V de vectores linealmente independientes,

resultan F(v,),F(v,),...,F(v,) linealmente independientes si y solo si F es inyectiva.

¢Cuales son las condiciones para que una aplicacién lineal sea inversible? Muestre que
si F es una aplicacion lineal inversible, su inversa es también una aplicacion lineal.

¢A qué se llaman espacios vectoriales isomorfos?

Muestre que la suma, el producto por escalar y la composicién de aplicaciones lineales
da por resultado una aplicacion lineal.

¢Qué representa L (V, W) ? ;Qué estructura tiene?

Muestre que dada L:V — Waplicacion lineal. Si B es una base de V y B’ es una base
de W, existe una tinica matriz A tal que [L(v)],. = A.[v],.

La matriz de una aplicacion lineal depende de las bases fijadas en los vectoriales.
¢Como cambia la matriz de la aplicacion cuando cambian las bases de los vectoriales?

Muestre que si dimV=n y dimW =m, entonces existe un isomorfismo entre los
espacios L(V,W) y K™,

¢Cual es la matriz de la compuesta de dos aplicaciones lineales? ¢Por qué?.
¢Como se establece el isomorfismo de Algebra entre L(V) y K™"2.

Defina valor propio, vector propio y subespacio propio de un operador lineal F.
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18) ¢Cuéando se dice que un operador lineal es diagonalizable?.

19) (Cudles son las condiciones que se deben cumplir para que un operador lineal sea
diagonalizable?.
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S

Formas Bilineales y Cuadraticas

5.1. Formas Lineales

Recordemos, en primer lugar, que el cuerpo R puede ser considerado como un espacio
vectorial (de dimension uno) sobre si mismo, si se toman como operaciones vectoriales la
adicion y la multiplicacionen R.

Por lo tanto, si V es un espacio vectorial sobre R, tiene sentido hablar de aplicaciones
lineales de VVen R . Estas aplicaciones se llaman formas lineales o funcionales lineales.

Definicion 5.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R . Diremos que
la aplicacion L:V — R que satisface las condiciones siguientes:

1) L(u+v)=L(u)+L(V)

paratodo u,veV, keR
2) L(ku)=kL(u)

es una forma lineal sobre V.

Ejemplos

Ejemplo 1
La aplicacion que asigna a cada matriz AeR"™ su traza (suma de los elementos de la
diagonal principal) es una forma lineal sobre R™".

Tr:R™ >R, Tr(A)=) a,

i=1

Pues:
1) Sean A,BeR™; Tr(A+B)=) (a+b); =D a,+> b, =Tr(A)+Tr(B).
i=1

i=1 i=1

2) Sean A€R™y keR; Tr(kA)=3 (ka); =k a, =kTr (A).
i=1 i=1
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Ejemplo 2

b
La expresion L(f) :I f (x) dx define una forma lineal sobre el espacio vectorial C[a,b], de

las funciones de R en Rcontinuas en el intervalo [a,b].

Pues:

1) Sean f,geC([ab]); L(f+g)=[(f+g)()dx=[F(x)dx+[g(x)dx=L(f)+L(g)

2)Sean f eC([ab]) y keR; L(kf)='b[(kf)(x)dx=_ka(x)dx:kTf(x)dx=kL(f)

Ejemplo 3

. — R - ., .
En el vectorial V = R"™ (funciones de R en R), la valuacién en x =aes una forma lineal
sobre R .

TR >R
f— f(a)
Pues:
1) sean f,geR"; T,(f+g)=(f+9)@)="f(a)+9(a)=Ta(f)+T,(9).

2) Sean feR® y keR; T,(kf)=(kf)(@) =k f(a)=kT,(f).

Ejemplo 4

Sea V=R", a=(a, a,,...,a,), X=(X,X,,...,X,). Laaplicacion

L:R"5>R, L,(X=a.x=aX+aX,++aX, (1)
es una forma lineal sobre R".
Sea B=(e,e,,...,&,)es la base candnica de R" resulta L,(e)=a (i=1.2,...,n). Es decir

que la matriz [a, a,...a, |representa a la forma lineal respecto de la base canénicade R"y la
base {1} deR.

Se verifica facilmente que toda forma lineal sobre R" es del tipo (1). En efecto, sea L la
forma lineal definida por las imagenes de los vectores de la base candnica

L.(e)=a (i=12,...,n)

resulta
L(X) =L(xe, +x.e,+---+x¢e,)=%L(e)+x,L(e)+-+x L(e,)=ax +aX,+-+aXx,.
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En forma mé&s general, si V es un espacio vectorial real de dimension finita “n” vy
B:(vl,vz,...,vn)es una base de V, la forma lineal L tal que L(v,)=a, (i=12,...,n)
puede expresarse en la forma (1).

En efecto, paratodo veV, v=xV,+X,V,+:--+X Vv, resulta
L(v)=L(X V,;+ X, V,+-+X V) =aX +a,X, +---+a X, =a.x

con a=(a, a,,..a,); X=(V),.

5.2. Formas Bilineales

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R. Una forma bilineal sobre V es también una
funcion que toma sus valores en R pero esta definida sobre pares ordenados de vectores de V
y es lineal con respecto a cada vector.

Definicion 5.2.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R . Una funcién
b:VxV — R que asigna a cada par (u,Vv)de vectores de V un escalar b(u, v)
que cumple las siguientes condiciones:

1) b(u+u’,v) =b(u,v) + b(u’,v)

2)b(u,v+v")=b(u,v)+b(u,v’) ; paratodos los u,u’,v,v'eV; ke R

3)b(ku,v)=b(u,kv)=kb(u,v)

es una forma bilineal sobre V.

Ejemplos

Ejemplo 1

Todo producto interior es una forma bilineal. En particular, son formas bilineales:

a) El producto punto en R".

b
b) La funcion definida por J'f(x).g(x) dx en el vectorial C[ab] de las funciones de

R en Rcontinuas en el intervalo [a,b].

Ejemplo 2

La funcion f: R*xR* >R,  f((x, %), (Y1, ¥,))= XY, +X%Y,+2 no es una forma

bilineal.
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Ejemplo 3

La funcién b: R* xR* 5> R, b((x,%),(Y:,Y,))= %Y, — ¥;X, esuna forma bilineal en R?.

: : X
Observar que es justamente el determinante de {Xl 2

} (considerada como funcion de las
1 2

filas (o columnas) de la matriz).

Ejemplo 4

Sea A eR™" definimos una forma bilineal sobre V = R™" por la expresion:

b: R"xR™ >R, bXY)=X".A.Y
La linealidad respecto de cada vector es consecuencia de las propiedades de la multiplicacion

y de la transposicion de matrices.

Recordar que: Si C=A+B =C'=A"+B"
Si C=A.B =C'=B".AT

L b+ X', Y) = (X X)L ALY =(XT+ (X)) ALY =X ALY +(X) ALY
=b(X,Y)+b(X",Y)

2. b Y+Y )= XA (Y+Y)= XA Y +XT.A. Y =b(X,Y)+b(X,Y").

3. b(kX,Y)=(kX) .A.Y=kX.A.Y =X".A.kY =kb(X,Y).

5.2.1 Formas Bilineales sobre R"

Sean  X=(XX,,..-.X,), Y=(Y,.¥,,---,y,) Vvectores de R". Sean X, Y los vectores de
coordenadas en base candnica de X,y respectivamente.
La expresion X' .A.Y define una forma bilineal sobre R" para toda matriz A e R™".

Enel caso n=2 setiene

sccsatnno -t 3 2103

efectuando el producto
b((xwxz )’(yl Y, )) =a; XY, tay Xy, +tay Xy, +a,Xx)y, (2)

Diremos que en (1) la forma bilineal sobre R*esta expresada en forma matricial y en (2) en
forma polinomial.
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Veremos, a continuacion, que toda forma bilineal b sobre R? puede expresarse en las
formas (1) y (2).

Sea B=(e,e,) la base candnica de R”. Sean x=(x,X,), Y=(¥,,Y,) R’ entonces

X=X¢€ + X6, Y=Y& t+Y,6

b(x,y) =b (xe, +X.&,, Y& +V,8,)

por las propiedades de la forma bilineal resulta

b(X! y) = Xiyl b(el’ el)+ X1y2 b(el’eZ) + X2yl b (eZ’el)+ X2y2 b(e2’e2) '

Es decir que b queda determinada por los valores que toma sobre los pares de vectores de la
base.

Llamando a,=Db(e,e), a,=Db(e,e,), a,=Db(e,e) a,=Db(e,e,) seobtiene que

b(X,y)=a,X Yy, +a,X Y, +a,X%Y, +3,X,Y,

que es la forma polinomial de b.

En forma matricial resulta  b(x,y) =[x, xz].[gﬂ 212 } B’l} =X".AY
21 22 2

Expresiones analogas a (1) y (2) se obtienen cuandoV = R®.

La generalizacion a R" se verifica de manera similar. (Se deja como ejercicio para el lector)

Ejemplos

Ejemplo 1

La forma bilineal b sobre R? definida por

b(e,e)=3 b(e,e,)=1 b(e,e)=6, b(e,e,)=—4

siendo B = (e, e,) la base candnica de R*.

Si consideramos x=(x,X,), Y=(y,,Y,) € R* entonces b se expresa en forma matricial

3 1
ot =05 )3 3]}
y en forma polinomial como

b(X,y) =3xY, + XY, +6X,y, —4X,Y,.

como
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Ejemplo 2

Sea la forma bilineal b sobre R® definida por

b(X, ¥) =X Y1 =X Y, +3%Y; =6X, Y, + X, Y, —=3%, Y5 +4X;Y,

1 -1 3|y,
b puede expresarse en forma matricial como: b(x,y):[x1 X, xs].{G 1 3]. Y,
0 0 4|y,

5.2.2. Formas Bilineales sobre un Espacio de Dimension Finita

Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Una forma bilineal sobre V admite

descripciones similares a las que obtuvimos para V =R? a condicion de representar los
vectores de V por sus vectores de coordenadas respecto de una base elegida.

Sea B:(vl,vz,...,vn) una base de V. Sea b:VxV —> R, (u,v) > b(u,v) forma bilineal
sobre V.

Para u,veV setieneque U= X V,+X, V,+--+X,V, Y V=Y, V,+ VY, V,+-+Y V, .
Luego b se puede escribir:

b(u,V)=b (X V,+X, V,+--+X V., ¥, V,+ Y, V,+--+Y. V)
teniendo en cuenta que b es una forma bilineal, resulta

b(u, v) =xy, b(v,,v))+--+ XYy, b(v,v,)+
+X,Y, bV, v))+-+ %y, b(v,, Vv, )+

+X.y, b(v,, v,)+--+xy,b(v,,Vv,)

es decir que la forma bilineal b queda determinada por los valores que toma sobre los pares de
vectores de la base.

Haciendo a;=b(v;,V;) se tiene:

b(u1V) =a, XY, ta,X Y, -+, X Y, Fay Xy Yyttt X Y, e +a Xy, t-+ta, Xy, (*)

Entonces:

b:VxV —R forma bilineal sobre V. B=(v,,v,,...,Vv,) base de V.

Para u,veV, b puede ser escrita como

b(u,v)=Zaijxiyj con a;=b(v,v;) Formapolindmicadeb
ij=1
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Considerando (*), ésta puede ser expresada en forma matricial

ap &, G, Y1
bOGY) =X ALY =[x %, o x ]| B2 G| e
anl an2 e a yn

Entonces

b:VxV —R forma bilineal sobre V. B=(v,,V,,...,Vv,) base de V.

Para u,veV, b puede ser escrita como

b(u,v):[u];.[aij].[v]B con a,=b(v,v,) Formamatricial deb

Reciprocamente, toda matriz A € R™"define una forma bilineal sobre V por medio de esta

ultima formula.

5.2.3. Matriz de una Forma Bilineal

finita, con B=(v,,V,,...,Vv,) unabase de V.

Sea la forma bilineal b:VxV —R, (u,v) = b(u,V).

matriz de la forma bilineal b en la base B.

Notacion: [b]B =A.

Definicidén 5.2.3 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R de dimension

La matriz A:[aij] donde a;=b(v,,v;) con i,j=1,2,...,n se denomina

T

Como ya se vio previamente, para esta matriz se verifica que b(u,v) = [u]B

ALv] .

B

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R? y laformabilineal b(x,y)=xy,+X,y, (producto punto).

> Con respecto a B, = (e, e, ) base canénica de R*, resulta que:

a, =b(e,e)=1 a,=b(e,e,)=0 a,=b(e,e)=0 a,=b(e,e)=1

Por lo tantoAz[b]B =[(1) ﬂ
0

255



Algebra Lineal

> Con respecto a la base B1 = ((1,2), (3,4)) resulta:
~b((1,2), (1.2)) = (1,2)(1,2) =5
=b((1.2), (3.4)) = (1.2).(34) =11
a, = b((3,4), (1,2))=(3.4).(1,2) =11
a,, =b((34), (3.4)) = (3.4).(3.4) = 25

Por lo tanto A = [b]B [151 ;ﬂ

Ejemplo 2

Sea la forma bilineal sobre R*dada por b(x,y) :%xlyl +3X,Y, = X,Y, +5X,Y,.

Con respecto a B, = (e,.e, ) la base canénica de R*, resulta que:

a,=be,e)=%, a,=be.e)=3 a,=b(e,e)=-1 a,=b(e,e)=5

1
por lo tanto A = [b], :{ 21 ﬂ

0

Ejemplo 3

Sea la forma bilineal sobre R® dada por
b(X, y) =X Y, = XY, +3X,Y; —6X, Y, + X, ¥, —3X, Y5 +4X,Y,.

[EEY

> Con respecto a B, la base canénica deR’, resulta: A=[b]; = {—

O O -
O
|
A~ W w
L "

> Con respecto a B, =((1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)) base de R®, resulta:

=b((1,1,2), (1L,1,1))=-1% a,=b((1,L11),(0,1,1)=4 a,=b((1,1),(0,0,1))=
a, =b((0,L1), 1,11))=—4 a,=b((0,1,2),(0,1,1))=2; a,=b((0,1,1),(0,0,1))=
=b((00,1), (1,1,1))=4 a,=b((0,0,1), (0,1,1))=4; a, =b((0,0,2), (0,0,2))=4

]_

R
AN D
B

1

Por lo tanto, A=[b]B ={
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5.2.4 Cambio de Base

Como se vio en la seccion anterior la matriz de b:VxV — R forma bilineal sobre V
(dimV < o) depende de la base elegida.

A continuacion, analizaremos como se transforma la matriz de la forma bilineal b cuando se
cambia la base en el vectorial.

Teorema 5.2.4 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R de dimension
finita. Sea la forma bilineal b:VxV — R, (u,v) = b(u,V).

Si B y B' son bases de V entonces

[blg. =P" .[b]5 .P.

Demostracion:

Consideramos B y B* sonbasesdeV y sean u,veV.
Con respecto a la base B se tiene:

b(u,v) = [ug [b]g [V]g ®

Si P es la matriz de cambio de la base B ala base B', entonces:

Reemplazando en (1) resulta:
-
b(u,v) = (P.[ulg:) [b]g (
= [u] -PT [b]g -P[V]s:

=[ulg: (P [o]5 -P).[V]g.

Teniendo en cuenta la Ultima igualdad, se verifica que:

o
S
W

N —

Observacion: La matriz de una forma bilineal se transforma por cambio de base segiin una
regla distinta a la que sigue un operador lineal. Recordar que si T es un operador lineal de V

Mg (T)=P*.Mg(T).P
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la forma bilineal sobre R*dada por b(x,y) =%x1yl +3%,Y, = X,Y, +5 X,Y,.

Vimos que con respecto a B, = (el,ez) la base canonica de R®, b esta representada por la

matriz
% 3
A=|b|, =
OREN

Sea B, =((1,2), (1,—3)) otra base de R?.

11
La matriz de cambio de base de B, a B, esta dada por P = {2 3} :

Luego resulta

[bls, =P [olg, -P

S I

Ejemplo 2

Sea la forma bilineal sobre R® dada por

Pb(X, YY) =X Y, =X Y, +3X Y; —6X, Y, + X, ¥, —3X, Y, +4X,Y,.

1 -1 3
Vimos que con respecto a By, la base canénicadeR*: A =[b], [—6 1 —3].
10 0 4

(1,1,2), (0,1,1), (0,0,1)) otra base de R® y la matriz de cambio de

] , resulta;

Si ahora consideramos B, =

—

O O

10
base B, aB,esP=|11
11
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5.3. Formas Bilineales Simétricas

Definicion 5.3.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R y sea la forma
bilineal b:VxV —R, (u,v) - b(u,v).
Diremos que b es una forma bilineal simétrica si y solo si
b(u, v) =b(v,u) para todos los u,ve V.

Ejemplos

Ejemplo 1

a) Sea V=R’ y sea laforma bilineal dada por b(x,y) = x,y, =5X,Y, .

b es una forma bilineal simétrica en R>.

b) Sea V =R? y sea laforma bilineal dada por b(x,y) = Xy, —2X Y, + X, Y, .

b NO es una forma bilineal simétrica en R?.

Ejemplo 2

a) Sea V =R®y sea laforma bilineal dada por
b(X,y) =3X Y, +2X Y, =X Y5 +2X, Y, = XY, +4%,Y,.
b es una forma bilineal simétrica en R®.

b) Sea V =R?y sealaforma bilineal dada por
b(X,y) =3x Y, +2X Y, =X Vs +3X, Y, = XV, + 4%, Y;.
b NO es una forma bilineal simétricaen R3.

1 0
Observacion: En el ejemplo 1a) A:[b]B :{O 5}, mientras que en el ejemplo 1b)

1 -2
A= [b]BO = [0 J (B, labase candnica de R?).

32 -1
En el ejemplo 2a) A=[b]; =| 2 0 0|, mientras que en el ejemplo 2b)
|10 4
32 -1
A=[blg =| 3 0 0|(B, labase canénicade R®).
" |-10 4

¢Nota alguna relacion entre la forma bilineal simétrica y la matriz de la forma bilineal?
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Teorema 5.3.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R de dimension
finitay B=(v,,v,,...,V,) esuna base de V.
Sea la forma bilineal b:VxV —R, (u,v) = b(u,Vv).

b es una forma bilineal simétrica si y solo si [b]B = Aes una matriz simétrica.

Demostracion:

=) Sea A:[aij] donde a; :b(vi,vj) con i, j=1,2,...,n lamatriz de la forma bilineal b
en la base B.

Por ser b simétrica se tiene que:
b(v;,v;)=b(v,,v)
aij a'ji

El resultado precedente muestra que la matriz A es igual a su transpuesta (A= AT)es decir

que A es una matriz simétrica.

<) Supongamos ahora que la matriz A, de la forma bilineal b, es simétrica.
Sean X, Y los vectores de coordenadas de u, v € V respecto a la base B.
b(u,v)=X".A.Y
Puesto que (XT .A.Y) es una matriz 1x1, es igual a su transpuesta. Teniendo en cuenta

ademas que por hipétesis A es una matriz simétrica (A = AT) resulta

b(u,v)=X".A.Y =(X".A.Y) =YT.AT.X=YT.A. X=b(v,u).

Por lo tanto, b es una forma bilineal simétrica. #

5.4. Formas Cuadraticas

Las aplicaciones mas simples de las formas bilineales se presentan en el estudio de las cénicas
y cuadricas. Para establecer la vinculacion entre estos lugares geométricos y las formas
bilineales introduciremos el concepto de “forma cuadratica”.

Definicidén 5.4.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R . Sea la forma
bilineal b:VxV —>R, (u,v) > b(u,v).

La funcion q:V —>R se denomina forma cuadratica asociada a la forma
v —b(v,Vv)
bilineal b.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea V =R?, b laforma bilineal definida por b (x,y)=2xy, +2XY, +6X,y, +6X Y, .

La forma cuadratica asociada a b es

q(X) =b(X,X) = 2X,X, +2X% X, +6X,X +6X,X, = 2XZ +8X X, +6X; .

Observacion: El valor de q en el vector x=(x,X,) de R? se expresa por medio de un
polinomio homogéneo de segundo grado en X, X,, coordenadas de x respecto de la base

candnica de R2.

Ejemplo 2

Sea la forma bilineal sobre R® definida por
b(X, ¥) =X Y, = XY, +3%Y; =6X,Y; + X, Y, —=3X,Y; +4X;Y;.

La forma cuadratica asociada a b es
A(X) =X, X) = XX, — XX, +3%X; — 6%, X, + X, X, — 33X, X, + AXeXq

= X7 = TX X, +3X X, + X5 — 3%, X, + 4%’

Observacion: El valor de g en el vector x=(x;,X,,%,) de R® se expresa por medio de un
polinomio homogéneo de segundo grado en X, X,, X;, coordenadas de x respecto de la base

candnica de R®.

5.4.1 Matriz de la Forma Cuadrética

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R de dimension “n” y sea b:VxV —R la forma
bilineal definida por
b(u,v)=X".A.Y (1)
con
» AeR™
» X=[u], e Y=][v], losvectores de coordenadas de u'y v respecto de una base B.

Si A= [aij], se mostro con anterioridad que desarrollando (1), se tenia la forma polinémica

b(u,v) =8, X Y; + 8, Y, + 8% Yy 0+ B X Y, = D&%,

ij=1

261



Algebra Lineal

Luego, la forma cuadratica asociada es

n

q(u)=b(u,u) =a, XX +a,XX, + ;XX +--+a, X X, = Zaijxixj

ij=1

Cada término (no nulo) de esta suma es de segundo grado en las coordenadas del vector u, es
decir, el valor de la forma cuadrética q en el vector u se expresa por medio de un polinomio
homogéneo de segundo grado en las coordenadas de u con respecto de la base B.

Cabe preguntarse si dado un polinomio homogéneo de segundo grado en n variables es
posible encontrar una forma bilineal sobre el vectorial V de dimensién “n”, cuya forma
cuadrética asociada sea precisamente el polinomio dado.

Analicemos un ejemplo sencillo, considerando V = R? .
Sea

a() =a((x., %)) =2X; +6XX, +4 X5 .

Es evidente que q es la forma cuadratica asociada a cualquier forma bilineal del tipo:

b(X,y)=2xy, +a,XY, +a, XYy, +4X,y, con a,+a, =6
es decir, que hay muchas formas bilineales asociadas a la misma forma cuadratica.
; A 2 2 &,
La matriz de b, en la base candnicade R” es A = a4l
21
Entre todas las matrices de este tipo hay una sola que es simétrica. Es la que se obtiene

haciendo a, =a,, =3, estoes A= B ﬂ .

Teniendo en cuenta esta Gltima matriz, definimos entonces la forma bilineal by

2 3
bS(X,y)=[X1 Xz]'[3 4}'{;/1}:2)(1)/1"'3)(13/2+3X2y1+4xzy2-
2

La forma bilineal by es simétrica y su forma cuadratica asociada es . Es mas, es la Unica
forma bilineal simétrica entre todas las que estan asociadas a g.

Lo que hemos observado en el ejemplo se generaliza sin dificultad, a cualquier espacio
vectorial V de dimension finita “n”, trabajando en coordenadas respecto de una base.

En todos los casos, un polinomio homogéneo de segundo grado en n variables se presenta
como una forma cuadréatica asociada a una Unica forma bilineal simétrica sobre V.

La correspondencia uno a uno entre formas bilineales simétricas y formas cuadraticas permite
definir matriz de una forma cuadratica.
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Definicidon 5.4.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R de dimension
finita y B una base de V. Sea la forma bilineal b y su forma cuadratica
asociada q.

Diremos que la matriz de la forma cuadratica q en la base B, es la matriz
que representa, en dicha base, a la forma bilineal simétrica asociada a la forma
cuadrética. Estoes: [q]y =[bs]g

Observacion: Por su definicidn, la matriz de una forma cuadratica q en cualquier base, es la
matriz que representa, en dicha base, a la forma bilineal simétrica asociada a g, entonces por
el Teorema 5.3.1 dicha matriz es una matriz simétrica.

Ejemplos

Ejemplo 1

Se quiere hallar la matriz, con respecto a la base canonica, de la forma cuadratica sobre
R? dada por:

A0 =0a((x, %)) =3x’ —4%x, +5X;
“Desdoblando” el termino mixto en la forma —4xx, =-2xX, —2X,X, podemos escribir
q(x) =3x —2xX, —2X,X +5 X .

Luego, la forma bilineal simétrica asociada a g es
_ 3211y
bs(XaY)—[X1 Xz]'[_z 5}{)’1}

Con respecto a la base candnica de R?, la matriz A = [_g _ﬂ representa a bg y por lo tanto

a la forma cuadrética q.

Ejemplo 2.

Se busca dar la matriz, con respecto a la base canonica, de la forma cuadratica sobre R®
A((%, X0 X5)) ==X +2XX, —3X,X; +4 X5 — 2X,X; —5X;
Reescribiendo (desdoblando) los términos mixtos en la siguiente forma
20X, = XX+ XX, —3XX =—3 XX =S xX, = 2%,% = XX, — XX,

Luego, podemos escribir
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G(X) ==X + XX, + XX =3 XX =3 XX, +AXX, = X, X, = XX, —5X,,
Reordenando los términos se obtiene:
a(x) = XX XX _% XX + XX, A% X, — X)X _%XSXI — XX, 5% X

La forma bilineal simétrica asociada a q es

3
L=y
bs(ny):[X1 X X3]' 14 11y,
—% -1 5|1VY;
3
-1 -3

Con respecto a la base candnica de R®, la matriz A =

1
1 4 -—1|representa a la forma
3

o1

bilineal b y por lo tanto es también la matriz de q.

Ejemplo 3
Supongamos tener A € R™" del tipo A = 0 % O una matriz diagonal, entonces la
o --- --- a

forma bilineal simétrica asociada es de la forma

bs(X,y) =XT.A.Y =[x X, - X,]. O % o1 %

bs(x,y) =a XY, Fa, XY, o+, X Y,

y por lo tanto, la forma cuadratica asociada es de la forma

() =, X +8,)5 +- -+ 8, X .

Teniendo en cuenta el ejemplo anterior y dado que las matrices diagonales son las matrices
simétricas mas simples, es natural preguntarse si, en alguna base, la matriz de una forma
cuadrética es diagonal. Esto equivale a plantearse, si la matriz de la forma bilineal simétrica
asociada es diagonalizable.

264



CAPITULO 5: Formas Bilineales y Cuadraticas

Teorema 5.4.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R de dimension
finita. Si b, es una forma bilineal simétrica en V entonces existe una base
ortonormal de V en la cual la forma cuadratica asociada puede ser escrita
como q(u) =A4X + %5 +---+ A x> siendo 4,4,,...,4, los valores propios de

la matriz de la forma cuadraticay x,X,,...,X, las coordenadas de u respecto de
la base ortonormal.

Demostracion:
Sea B, una base cualquiera de V.

Sabemos que [g]g =[bs]g =A es una matriz simétrica.
1 1

Por el Teorema 3.5.2 si A es una matriz simétrica, entonces existe una matriz P ortogonal,
tal que: P".A.P =D matriz diagonal.

Esto es, existe B, una base ortonormal formada por vectores propios v,,V,,...,v de A

talque
A 0 0
PT.[blg .P=[b,]g =D= 0 /1:2 = 9 | siendo A, A, .., A, los valores propios de A
1 2 . . o« .
00 -1

n

Luego, si B, =(V,,V,,...,v,) setiene que u=Xx Vv,+---+X,V, Y entonces, desarrollando

a(w=[ulg, .D-[ulg

2

A 00X
04 0

AW =[x % %] 70T ||
00 -4 ||x

QU) =A% + A+ A%

Por lo tanto, la forma cuadrética asociada q(u) =A%’ +4X; +---+A x> es una suma de

multiplos de cuadrados donde no aparecen “términos mixtos”. #

Ejemplos

Ejemplo 1

Encuentre un cambio de variable de manera la forma cuadréatica dada por
a0 =a((x%,%,)) =5% +4xx, +2%;

se transforme en una forma cuadratica sin “término mixto” (o término cruzado).
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Con respecto a la base canénica B,deR?, la matriz A=[qlg =[bs]g = E ﬂ y podemos

X

X, 0

escribir g(X) =[x, xz].B ﬂ{ },esto es q(x)=[x];0 Alx]g -

Como A es una matriz simétrica, diagonaliza ortogonalmente.

Planteamos entonces

A-5 =2

0=det(Al - A) =det([ 2 -9

D =0=(1-5)(1-2)-4=2*-71+6

Luego los valores propios de Ason 4, =6 y 4, =1. Los correspondientes vectores propios

2 =1
unitarios son v, = {f} y Vv, :{f}

V5 &5

2

NG
1

N3

5

Por lo tanto, considerando P ={ }(matriz cambio de base candnica a base de vectores

G Gl

propios)y D = [8 ﬂ setieneque PT.A.P=D.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que [X]B0 = P.[X]B1 donde [X]Bo :[X1] y [X]g {)ﬁ]

resulta:

6 0
Ay ) = [X]g, -D-[x]g, =[: yz]-[o J-Dl}%yfwi-

Ejemplo 2

Encuentre un cambio de variable de manera la forma cuadréatica dada por
a() =q((x.y.z)) = x* +y* +2xy + 22°

se transforme en una forma cuadratica sin “término mixto” (o término cruzado).

110
Con respecto a la base candnica B,deR’, la matriz A=[q]; =[bs]g ={1 1 O] y
0 0 0

110](x T
podemos escribir q(x)=[x y z].|1 1 0|.|y|,estoes q(x)=[x]g -A.[X]g -
002||z 0 0

Como A es una matriz simétrica, diagonaliza ortogonalmente.
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Planteamos entonces

A-1 -1 0
0 = det(Al - A) = det [—1 A-1 0 } =0=(2-2)((A-1)" +1)=2(2-2)
0 0 i-2

Luego los valores propios de Ason A =0 y A, =2 (multiplicidad 2). Los correspondientes

1

-1
Jz 0 2
vectores propios unitarios sonv, = % ,V,=(0]y v, = % ,
0 1 0
-1 1
79%
Por lo tanto, considerando P = % 0 % (matriz cambio de base candnica a base de vectores
010

propios)y D =

o O o

00
2 0|setieneque PT.AP=D.
0 2

X X
Luego, teniendo en cuenta que [x]; =P.[x]g donde [x]g =|y| ¥ [x]g =|Y"| resulta:
0 1 0 1

K z
00 0][x

q((x',y',z')):[x]gl.D.[x]Bl=[x' y' z'].[10 2 0.y =2(y')2+2(z')2
00 2||z

5.5. Ecuaciones Cuadraticas

En lo que sigue supondremos que V =R" con el producto punto.

Sea X =(X,X,,..., X.) €R" y sea q una forma cuadratica sobre R". La eleccion de un numero
real ¢ permite plantear la ecuacion cuadrética

gx)=c.
Resolver esta ecuacion, es encontrar el conjunto C de todos los x € R"que la satisfacen, es
decir C = {x eR"/q(x)=c, ce ]R}. Cuando este conjunto C no es vacio, recibe el nombre
de cuadrica deR".
En particular en R? las graficas de ecuaciones cuadraticas se denominan conicas. Las mas
importantes son la elipse, circunferencia, hipérbola y parabola a las que se las suele llamar

conicas ordinarias o regulares. Las demas conicas se llaman degeneradas e incluye a pares de
rectas y puntos simples.
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5.5.1 Secciones Cénicas en R?

En esta seccidn realizaremos una breve revision del tema secciones conicas. Definiremos cada
una de las secciones cénicas como lugares geometricos, esto es, como conjuntos de puntos del
plano que satisfacen una determinada condicién.

Las secciones conicas se obtienen como interseccién de un plano con un cono recto circular
de dos hojas, esto es, que se extiende indefinidamente a ambos lados del vértice. EI cono
circular recto, es una superficie en el espacio tridimensional generada por el movimiento de
una recta llamada generatriz, que corta a una recta fija eje del cono, en un punto fijo,
denominado vertice del cono, con un angulo constante &, siendo 0<6<7,.

Segun cuél sea la inclinacion del plano respecto al eje del cono, resultan las distintas curvas
(secciones cdnicas) como se observa en la siguiente figura.

Figura 5.1

I. Si el plano interseca sélo a una de las hojas y no es paralelo a ninguna generatriz del cono,
la curva obtenida se denomina elipse. Como caso particular, si el plano fuera
perpendicular al eje del cono, se tendré una circunferencia.

I1. Si el plano corta a las dos hojas del cono, siendo paralelo al eje y no pasa por el vértice, la
curva que se obtiene se denomina hipérbola.

I11. Si el plano corta s6lo una de las hojas y es paralelo a una generatriz del cono, lo que se
obtiene recibe el nombre de parabola.

Por otra parte, las secciones cénicas degeneradas se obtienen cuando se considera la
interseccion de un cono circular recto de dos hojas con un plano que pasa por su vértice. Se
clasifican en tres tipos: punto, rectay par de rectas.

A continuacion, veremos las principales caracteristicas de las conicas no degeneradas.
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5.5.1.1. Circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a igual
distancia de un punto fijo llamado centro (P en la Figura 5.2). Esta distancia recibe el nombre
de radio de la circunferencia y la denotaremos “r”.

En el sistema de coordenadas mostrado en la Figura 5.2, se tiene el centroP =(x,.y,) Y el
punto genérico de la circunferencia Q = (X,y).

Luego, la distancia entre los puntos Py Q es: d(P,Q):\/(x—><0)2+(y—y0)2 =r

by

(

] ""'-----------------:,‘!
; A |

—_— a(P.Q)," !
S

/U itk Helaalal ®----!
P 1

1 1

1 1

1 1

] 1

1 1

1 1

1 1

] 1

1 1

-

£y T

——
£ — )

Figura 5.2

Elevando al cuadrado, se obtiene la ecuacion candnica de la circunferencia de centro
(%,,Y,) yrador.

(X=% Y +(y—Y, ' =r (1)

Desarrollando la ultima expresion, se tiene:
X —2X X+ X+ Y =2y Y+ Y =1

X+ Y —2XX—2Y,y =1 =X — V¢

Luego se ontiene la ecuacion general de la circunferencia de centro (x,,Y,) Yy rado r:

X*+y*+Dx+Ey=F 2)
donde D=-2x, E=-2y, F=r’—x’-y?
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Ejemplos

Ejemplo 1

Se desea dar la ecuacién de la circunferencia con centro en P = (-2, 3) y radio r = 4.

De acuerdo con la ecuacion (1) escribimos: (x+2)* +(y—3)* =16.

Equivalentemente la ecuacion general de la mismaes: x* +y* +4x—6y =3.

Ejemplo 2

Se quiere hallar el centro y el radio de la circunferencia de ecuacion x*+y* +8x—5y=6.
Usando las expresiones (2)
D=-2X=8 =X, =-4

E=-2y,=-5 :>y0=—%

C=r’-xl-y.=6 = r2=4+%+9 = rz:%l = r= 371
Consecuentemente:
. p_{(_4 _5). oo 31
Centro: P—( 4, 2), radio: r= 5
5.5.1.2 Elipse

La elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos del
plano, llamados focos, es una magnitud constante mayor que la distancia entre los focos.

Para deducir la expresién matemaética que vincula las coordenadas de un punto que pertenezca
a la elipse, en su forma mas simple, llamada ecuacion canonica, ubicaremos un sistema de
coordenadas en una posicion, especialmente conveniente para nuestro fin.

Con este objeto, construimos el eje X, de forma tal que contenga a los focos de la elipse,
mientras que el eje y, perpendicular al eje x, pasa por el punto medio del segmento
determinado por los focos (Figura 5.3).

La distancia entre los focos es una cantidad fija, que la llamaremos 2 c.

Sea P =(x,y) un punto geneérico de la elipse. De acuerdo a la definicion, la suma de las
distancias de P a los focos, F, =(c,0) y F, =(-c,0), debe ser una constante que la
llamaremos 2a, es decir:  d(P,F)+d(P,F,)=2a. (Observarque a>c>0)
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Si denominamos a las distancias de P a los focos, F, y F,, r, y r, respectivamente, resulta:

nL+r,=2a (1)

Figura 5.3

Observando la Figura 5.3, vemos que r, y r, son, respectivamente las hipotenusas de los

A A
triangulos rectangulos: FEP y F,EP . Aplicando Pitagoras:

L=y(x—c) +y* y n=y(x+c) +y?

Reemplazando estas expresiones en (1):
\/(x—c)z +y? +\/(x+c)2 +y? =2a

,/(x+c)2 +y* = 2a—1/(x—c)2 +y°
elevando al cuadrado:
(x+c)* +y? =4a* —4aJ(x—c)2 +y? +(x—c) +y?

2
X’ +2xc+c” =4a’ + x* —2xc +c¢” —4a,/(x—c) +

4a (x—c)2 +y? =4a’ —4xc
ay(x—c)’ +y* =a* —xc
elevando nuevamente al cuadrado y operando:
a’x*—2cxa’*+c’a’ +a’y* =a* -2cxa’ +c’x’

(a*—c?)x* +a’y’ =(a’ —c*)a’

Luego dividiendo por (a*—c?)a’ se tiene:
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X2 y2 B
@)

Obtenemos entoces la ecuacion canonica de la elipse con centro (0,0):

2 2
%+§=1 donde b® =a*-c? 2

Observaciones:

El punto medio del segmento definido por los focos, es centro de simetria de la figura, en
adelante lo llamaremos simplemente centro. Debe notarse que en el caso de la Figura 5.3,
dicho centro coincide con el origen del sistema, por lo que sus coordenadas seran (0,0).

Observar que, si (x,y) pertenece a la elipse, entonces (—x,—y) también pertenece a ella,
por verificar ambos la ecuacion (2).

En la ecuacion (2), podemos analizar el significado geométrico de las constantes ay b. En
efecto, para y =0, se tiene: x =+a (Figura 5.4). Es decir, los puntos en que la elipse corta

al eje x, denominados vértices, tienen abscisa + a. Luego las coordenadas de los vértices
son: V =(a,0); V'=(-a,0).

El segmento que une los vértices, tiene longitud 2a y se denomina eje mayor.

En forma similar, para x=0, resulta: y=+b. Esto nos muestra que los puntos donde la
elipse corta al eje y, tienen ordenada +b (Figura 5.4). Luego: M =(0,b); M'=(0,-b).

La longitud del segmento MM"* es 2b y es llamado eje menor.

by

M

r‘)(

Figura 5.4
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= Las coordenadas de los focos son: F, =(c,0); F, =(—c,0) donde se verifica c<a. En el

caso de ser c=a, se tendra un segmento de recta que es uno de los casos de conicas
degeneradas.

= Como M pertenece a la elipse, se debe cumplir: MF, + MF, =2a pero ademas, por

simetria: MF, =MF, =a  siendo: MO=b y OF =c.

A
Si se considera el triAnguloMOF,, rectangulo en 0, aplicando Pitdgoras se tiene

c=+/a*—b? segun puede apreciarse, a corresponde a la longitud de la hipotenusa del
triangulo, en tanto que b y ¢ son las longitudes de los catetos. Como consecuencia, en
todo este anélisis, se tiene: a>b.

= Si en una expresion, tal como la (2), fuera: b>a, la elipse tendria sus vértices y focos
sobre el eje y, en consecuencia el eje mayor estara sobre el eje y.

» Cuando a=b =r, se tiene el caso particular de la circunferencia.

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion de la elipse por r?, resulta:

X’ +y?=r? (3)

que es la ecuacion de una circunferencia de radio “ r ” y centro en el origen.

= Si el centro de la elipse estuviera desplazado del origen, ocupando el punto de
coordenadas: (x,,Y,), pero con los ejes mayor y menor paralelos a los ejes coordenados

del sistema, la ecuacion (2) se modifica, presentando la forma:

(X_Xo)2 (y_yo)2
a’ i b?

-1 @

Ecuacion de la elipse con centro (X,,Y,)

= Desarrollando la ecuacion (4), se obtiene una expresion de la forma:

Ax* +Cy*+Dx+Ey=F (5)

Donde A=b*, C=a? D=-2b’%,, E=-2a%,, F =a’h’-2b’x,>—2a%y,’

= Si, como caso particular, en la expresion (5) se tiene A=C, con muy poco trabajo
algebraico, es posible llegar a una ecuacion de la forma (3), es decir, se trata de una
circunferencia.
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Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la ecuacién de una elipse, dada en la forma:
6x° +9y* —24x—54y =-51 ()

Se quieren hallar las coordenadas del centro y el valor de los semiejesa y b.

En la ecuacion (1), los términos en x? y X, pueden pensarse como parte del desarrollo de un
cuadrado, esto es:

6X° —24x = 6(x* —4X)
si: x* —4x son los dos primeros términos del desarrollo de: (x—a)? = X* —2a. X + . entonces
debe cumplirse que: —20.=—4 o equivalentemente oo =2 = o’ =4,

Luego, reescribiendo adecuadamente en (1), resulta:
6x° +9y® —24x 54y = -51
6x> —24x+9y? 54y = 51
6(x* —4x) +9y*> —54y = 51
6(x* —4x+4-4)+(9y’ —-54y) =51
6(x* —4x+4) + (9y? —54y) —24 =51 )
En la expresion obtenida, procedemos de manera similar con el segundo paréntesis:
9y* -54y =9(y* - 6y)
si y?> -6y como los dos primeros términos del desarrollo de (y —B)* = y* -2 yB+p?* se tendra
que B=3=p°=9.
Ahora (I1) toma el aspecto:
6(x* —4x+4)+9(y? -6y +9-9)—24=-51
6(x> —4x+4)+9(y? —6y+9)—24-81=-51
6(x—2)2 +9(y —3)? =105 =-51

2 2
(x-2° (y-37 _,
9 6
En esta ecuacién se pone de manifiesto que las coordenadas del centro son:

centro = (X,,Y,) =(2,3) y los cuadrados de los semiejes: a* =9; b* =6.

O lo que es igual:

Ejemplo 2

2 2

Dada la elipse ;—5 +i/—6 =1, se busca hallar la distancia entre los focos.

Como a’=5 y b?=4% =c=,/25-16 =,/ 9 =3. Luego, la distancia entre los focos
es 2¢c = 6.
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5.5.1.3 Hipérbola

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos puntos
fijos del plano, llamados focos, tomada en valor absoluto, es una cantidad constante, menor
que la distancia entre los focos.

Para deducir la ecuacion canonica de la hipérbola, se trabaja de manera anéloga al caso de la
elipse.

Se construye un sistema de coordenadas tal que el eje x contenga a los focos, el eje y sea
perpendicular al eje x, y pase por el punto medio del segmento determinado por los focos.

].‘-N:

Figura 5.5

La distancia entre los focos la Ilamamos nuevamente 2c.

Sea P =(x,y) un punto genérico de la hipérbola. De acuerdo a la definicion, la resta de las
distancias de P a los focos, F, =(c,0) y F, =(—c,0), debe ser en valor absoluto una constante

que llamaremos 2a, es decir:
d(P,F)—d(P,F,) =|2a.

Teniendo en cuenta la Figura 5.5, denominamos a las distancias de P a los focos, F, y F,, 1,

y I, respectivamente, entonces podemos escribir: r,—r, ==+ 2a.

De acuerdo alaFigura5.5: r,=4(C—x)*>+y> 'y r,=4/(x+c)’+Yy’, luego se tiene:
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\/(c—x)z +y? —\/(x+c)2 +y? =+2a
JE=X +y? =x2a+(x+c)* +V’

Elevando al cuadrado

(x+c)? +y? =4a’ +da\(c—x)* + Y2 +(C—Xx)* +y?
desarrollando los cuadrados y simplificando

cx—a’ = Fay/(c—x)? +y?

elevando nuevamente al cuadrado y con algo de trabajo algebraico
c2x? — ax? _azyz —a%c?_a*
(CZ _aZ)XZ _a2y2 — (CZ _a2)a2
Luego, dividiendo por (a2 —cz)a2 se tiene:

2 2

X y

a? (c?-a?)

Obtenemos entoces la ecuacion candnica de la hipérbola con centro en (0,0) y focos sobre el
eje x:

2 2
%_y_z =1 donde b?>=a*-c? (1)

oy

. - - . b
Teniendo en cuenta esta Ultima expresion, se puede despejar: y = J_ra\/x2 -a’.

. b
Puede apreciarse que, cuando x >>a entonces: Yy ~ J_ra X.

La dltima expresion, considerada como una igualdad, contiene las ecuaciones de dos rectas

. ] . b b
que se denominan asintotas de la hipérbola: y = EX ;Y= Y X .

Estas son rectas a las que se aproximan los puntos de la hipérbola a medida que x — +o
(Figura 5.6).
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=
[

)',;,_j
o
])\-\

00—
[—e 0) (e, 0)

Figura 5.6

Observaciones:

La hipérbola es una curva que tiene centro de simetria, es decir, si (X, y) pertenece a la

curva, entonces (—x,—y)también pertenece a ella, hecho que se verifica inmediatamente
en la ecuacion (1). En el caso que se ha estudiado, el eje de simetria coincide con el
origen del sistema de coordenadas.

Se conviene en llamar eje transversal de la hipérbola, al segmento determinado por los
vértices (puntos (a,0) y (—a,0) en este caso); en tanto que se denomina eje conjugado,

al determinado por (0,b) y (0,-b).

Los puntos (a,b), (—a,b), (—a,—b) y (a,—b) definen lo que se denomina rectangulo
principal de la hipérbola. Las diagonales del mismo, son parte de las asintotas de la
hipérbola.

La distancia de uno de los focos al origen del sistema, es la hipotenusa de un triangulo
rectangulo de base a y altura b, de modo que: ¢* =a” +b?.

Los puntos donde la hipérbola corta al eje X, se denominan vértices de la hipérbola. De la
ecuacion, surge facilmente que: y=0= x==a, por lo que las coordenadas de los
vértices son: V, =(a,0) y V, =(-a,0). Para x=0, no existe el correspondiente valor de

y, lo cual nos indica que esta curva “no corta” al eje y.

En el caso particular en que a=b=r, se tiene una hipérbola equilatera, cuya ecuacion
es: X —y?=r?
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= Si los focos de la hipérbola se encuentran sobre el eje y, la ecuacion de la curva toma la
2

2

X . .

forma: y_2 Y =1. En este caso, los vértices se encuentran sobre el eje y y la curva no
a

corta al eje x.

= Cuando la hipérbola tiene sus asintotas coincidentes con los ejes de coordenadas, la
ecuaciones: xy=k con keR.En este caso, el aspecto de la curva se muestra en la

Figura 5.7

oF,

rlri

Figura 5.7

= Cuando el centro de simetria de la hipérbola, se encuentra desplazado al punto de
coordenadas (X,,Y,), la ecuacion (1) toma la forma:

(X_Xo)2 . (y_ yo)2
a’ b?

=1 @)

= Desarrollando (2), se obtiene una expresion que presenta el aspecto:

Ax* +Cy’ +Dx+Ey=F (3)
Donde A=b?, C=-a* (secumplequeAC <0)
D=-2b’x, , E=-2a%,, F=a’h*-2b’*x’ -2a’y,’

Ejemplos

Ejemplo 1

2 2

Dada la hipérbola 1X—6—y?:1, se quiere calcular la distancia focal y la ecuacion de las

asintotas.
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Dado que a* =16 y b*=9, planteamos c=./ 16+9=5 = distanciafocal: 2c=10

a6 -4 , L y—ix
= asintotas: L
-y

b=y9 =3

Ejemplo 2

Se quiere analizar la curva correspondiente a la ecuacion:
9x* —4y*-18x-16y+29=0 ()

Vamos a proceder de manera similar a lo realizado en el ejemplo 1 de elipse, donde, el
método aplicado fue completar cuadrados.

Re-escribimos (1):
9(x*—2x)—4(y*+4y)=-29

Completando cuadrados y operando:
9(x* —2x+1-1)—4(y* +4y+4—4)=-29

9(x* —2x+1)-4(y* +4y+4)-9+16=-29
9(x—1)2—4(y+2)2 =-36

Finalmente se tiene que la ecuacion se puede - i
escribir: :
(y+2)'  (x=D° _,
9 4 :
N
Centro: centro = (1,-2) . ' N
4 2 | 0 ¥ 4 §
Asintotas: y=§x—z; y=—§x—E
2 2 2 2

Vértices: V, =(11); V, =(1,-5)

Focos: F :(1, —2+J1_3); F, :(1, —2—J1_3)
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5.5.1.4. Parébola

La parabola es el lugar geométrico de los puntos P=(x,y) que equidistan de una recta r,
Ilamada directriz y de un punto que no pertenece a ella, denominado foco de la parabola.

Fijados estos dos elementos, siempre es posible determinar la distancia entre el foco F y la
directriz r, magnitud que denotaremos p.

De manera similar a lo realizado en las secciones anteriores, introducimos un sistema de
coordenadas donde, el eje y sea perpendicular a la directriz y contenga al foco; el eje x pasa
por el punto medio del segmento del eje y que une al foco con la directriz (Figura 5.8).

Un punto genérico P = (x, y) pertenece a la parabola si: PF = d(P,F)=d(P,r).

b I I Vért ice

Directriz v

Figura 5.8

Considerando ademés, que PF es la hipotenusa del triangulo rectangulo |:|6|p se tiene:
- 2
PF=d@j§=MRO=y+§: x%{y—EJ

elevando al cuadrado y operando:

2 2
y2+py+(pj =x2+y2—py+(§J

2
2py = x°
1,
=X
V=5
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Haciendo: T a se tiene la ecuacion canonica de la parabola.

La ecuacion de la directrizes: y= -

y=ax 1)

P

Observaciones:

La recta que contiene al foco y es perpendicular a la directriz es el eje de la parabola.

El punto medio entre el foco y la directriz, esto es, el punto donde la curva corta al eje de
la parabola, se denomina vértice.

En el caso considerado, el vértice coincide con el origen del sistema, por lo que sus

coordenadas son: V = (0,0) ; en tanto que las del foco son: F = (Og)

Cuando el foco esté situado sobre el eje y (como vimos en la Figura 5.8), la parabola se
Ilama a eje vertical.

Si se invierten los roles de x e Y, se obtiene como ecuacion canonica de la parabola a eje
horizontal:

2

x=ay @)

Cuando la parabola se desplaza paralelamente, de forma tal que el vértice no coincide con el
origen del sistema, siendo ahora sus coordenadas: V =(x,,Y,), la ecuacién (1) toma la

forma:

Y= Yo =a(X—x,)* @)

Desarrollando el cuadrado y reordenando los términos, se obtiene:

Ax*+Dx+y=F (3)

Donde A=-a*’, C=-2ax,, F=y,+ax,

Frecuentemente suele también despejarse “y” en la ecuacion (a), y haciendo:

b=-2ax, 'y c=ax’'+Y, (b)
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Se obtiene la més conocida expresion:

y=ax’+bx+c (4)

Donde b=-2ax, y c=ax,’+Yyx,

Si el coeficiente a es positivo, las ramas de la pardbola a eje vertical, son hacia arriba; si fuera
negativo, hacia abajo. En la parabola a eje horizontal, las ramas serian hacia la derecha, o la
izquierda respectivamente, segun el caso.

En la expresion (4), las abscisas de los puntos donde la curva corta al eje X, X, y X, son las

raices de la ecuacion: ax*+bx+c=0.
La ordenada del punto donde la curva corta al eje y, es c. (Figura 5.9)

Las coordenadas del vértice V, surgen inmediatamente de las formulas (3):

| K2 2 2
xV:h:—b; y, =k = b +c:—ﬂ :>V=(—£ c—b—}.

2a 4a 4a 2a’  4a

V= (ZEv, yV)

Figura 5.9

Ejemplos

Ejemplo 1

Se busca dar la ecuacion de una pardbola que tiene su foco en: F = (O,—5) y como directriz la
recta: y =5. Se quiere, ademas, graficarla.
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Como el foco estd situado debajo de la
directriz y sobre el eje y, resulta que:

F=(05)=(0,-5) = p=-10<0,

la parabola tiene sus ramas hacia abajo.

Directriz 4y =5

| i

a=t-_1 __1
=2p~"20 7 Y="%0

Ejemplo 2

Dada la parabola de ecuacion: y =x*—4x+3

Se quiere determinar: a) puntos de corte con los ejes coordenados; b) coordenadas del vértice

y c) gréfico.

Solucion:

a) Laparabolacortaal eje y en: x=0=y=3.
Los puntos de corte con el eje x:

4+/16-12

X2 —4x+3=0 =X, = 5

=>x=3Yy X=1

Rta: puntos de corte con los ejes coordenados
(0,3); (1,0) y (3,0).
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Resumen Secciones Conicas (estandar y/o

trasladadas)

Circunferencia

Centro (0,0) Radior

Centro (X,.Y,) Radior

X 4+ye=r

X

A
N,

(X=%) +(y=Yo)' =r

Eli

pse

Centro (0,0)
Focos sobre el eje x: F, =(c,0); F,

0)y (-a.0)
b) y (0.-b)

2

=(—c,0)
Corte con eje x: (a,

Corte con eje y: (0,

Se verifica que: b* =a* —c?
2 2
X—z Y =1 by
a’ b’ 1
(0, b)

Centro (0,0)

Focos sobre el ejey: F, =(0,¢); F, =(0,—¢)
Corte con eje x: (b,0) y (—b,0)
Corte conejey: (0,a) y (0,-a)
Se verifica que: b* =a* —c?
X2 y2
b e
X
(=b.o)| (b0)

Centro (X,.Y,)

Eje mayor (o eje focal) es paralelo al eje x.

(x=%)’ - Yo)’

=1

(T Yo)
: X

Centro (X,.Y,)
Eje mayor (o eje focal) es paralelo al eje y.

(X_Xo)2 + (y_ yo)2
b2

=1

L
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Hipérbola

Centro (0,0)

Eje focal: eje x

Corte con eje x: V, =(a,0) y V, =(-a,0)
Corte con eje y: -----

Asintotas: y:%x; y:—%x

Eje transversal: (-a,0)(a,0)
Eje conjugado: (0,—b)(0,b)

Se verifica que: ¢* = a* +b?

Centro (0,0)

Eje focal: eje y

Corte con eje y: -----

Corteconejey: V, =(0,a) y V, =(0,-a)

Asintotas: y:%x; y=-1pX

Eje transversal: (0,-a)(0,a)
Eje conjugado: (—b,0)(b,0)

Se verifica que: ¢* = a® +b?

y

2
2

Centro (x,.Y,)
Eje focal paralelo al eje x.

(X_Xo)2 _ (y_yo)2 =1

a’ b>
N

Centro (X,.Y,)

Eje focal paralelo al eje y.

(y_ yo)2 . (X_Xo)2 _

a’ b? 1

\\

(oh yo) ,

|

-3 F,
X

A X
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Parabola
Vértice: V =(0,0) Foco: F = (Og) Recta Directriz; x = —%
2p
i.\( lY
Directriz

(0. p/2)

FZH:

Directriz

L] .
(0, p/2)

Vértice: V =(0,0) Foco: F :(

No

,0) Recta Directriz: y = -

x—iz
2py

No

Sip>0 Si p>0

Directriz

-
¢ &
r

Directriz

A

Si el Vértice es: V =(X,,Y,) las respectivas ecuaciones resultan:
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5.6. Identificacion de Cuadricas

Una ecuacion general completa de segundo grado en dos variables x e y, se puede expresar de
la forma:

Ax? +Bxy +Cy’ + Dx+Ey+F =0 donde A,B y C no son simultaneamente nulos (1)

Los tres primeros terminos de (I) constituyen los términos cuadraticos. En particular, al
término Bxy se lo denomina término rectangular o de producto cruzado. Los dos términos

siguientes Dx, Ey son los términos lineales. Y finalmente, el témino F, se lo denomina
término independiente.

En la seccion anterior vimos que toda circunferencia, elipse, hipérbola y parabola (las tres
ultimas con ejes focales o directriz paralelas a los ejes coordenados) pueden ser descriptas por
una ecuacion como (I). Se debe notar que en cada uno de los casos la ecuaciéon cuadratica
trabajada no presentaba témino rectangular B = 0.

De manera general se puede analizar la relacion entre estas posibles posiciones de la conica en
el sistema coordenado xy, y los coeficientes de la ecuacion cuadratica (I), esto es:

e Conica en posicion canonica o estandar: cuando la seccion conica tiene centro (o vértice
segun corresponda), coincidente con el origen de coordenadas y sus ejes coinciden con los
ejes coordenados.

- En relacion a la ecuacion (1): no figura el término rectangular Bxy, (es decirB=0) y
los términos lineales Dx; Ey no aparecen (esto es, D=E=0).

e Conica trasladada: cuando la cdnica tiene centro (o vertice, segun corresponda) en un
punto distinto del origen de coordenadas y sus ejes son paralelos a los ejes coordenados.
- En relaciéon a la ecuacion (1): no figura el término rectangular Bxy, (es decirB=0) y
aparece en la ecuacion algun término lineal Dxo Ey o ambos (esto es,
D y/o E no nulos) ).

e Conica rotada: cuando sus ejes estan girados o rotados respecto de los ejes coordenados y
su centro (o vértice, segun corresponda) coincide con el origen de coordenadas.

e Conica roto-trasladada: cuando sus ejes estan girados o rotados respecto de los ejes
coordenados y su centro (o vértice, segin corresponda) no coincide con el origen de
coordenadas.

- En los dos casos anteriores y en relacion a la ecuacion (I): figura el término
rectangular Bxy, (es decir B=0).
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Una técnica para identificar la grafica de una conica que no esté en su posicion normal o
estdndar consiste en girar y trasladar los ejes coordenados xy a fin de obtener un sistema de
coordenadas respecto al cual la conica esté en su posicion normal o estandar. A partir de
este proceso, la ecuacion de la conica en el nuevo sistema de ejes coordenados puede
identificarse facilmente.

En lo que sigue, presentaremos diferentes ejemplos de ecuaciones cuadraticas en R?, donde
buscaremos obtener un sistema de coordenadas respecto al cual la conica esté en su posicion
normal o estandar y asi poderla identifcar con facilidad.

Ejemplos

Ejemplo 1

Sea la ecuacion cuadratica en R® dada por: x> +2y*—4x+12y+10=0

Como contiene los términos cuadraticos y lineales, pero no contiene el término rectangular o

de producto cruzado (en x.y) se trata de una coénica en R? trasladada respecto al origen de
coordenadas, pero no esta rotada respecto de éstos.

Para la ubicacién de la conica en el plano nos basta encontrar la posicion de su centro
mediante el procedimiento de completar cuadrados

(X* —4x+4)+2(y* +6y+9)+10-4-18=0
(x—2)"+2(y-3)* =12

(x=2° , (y=3] _,
12 6

La cdnica es una elipse centrada en el punto (2,3).

Ejemplo 2

Sea la ecuacion cuadratica en R* dada por
X+ XX X, =1
El conjunto C de las soluciones es la imagen inversa del escalar ¢ = 1 por la forma cuadratica

90 =0a((4, %)) =X + X%, +X;
Como se menciond en la Seccion 5.5, si este conjunto C = {x eR?/q(X)=1, 1€ ]R} es no

vacio, entonces es una cuadrica de R?, es decir una cénica.
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La existencia del término rectangular indica que la cénica se encuentra rotada respecto a su
posicion normal o estandar. La ausencia de términos lineales implica que no esta trasladada
respecto a su posicion normal.

Nos proponemos entonces identificar esta conica y graficarla en el plano cartesiano.

. . 141 -
Sea la base canénica B, de R?, lamatriz A=[q]g =[bs]g = [1 ﬂ y podemos escribir
0 0 ?

[

1
ﬂ{:ﬁ , esto es q(x):[x];0 Alx]g -

2 0

M@=M_XJ{

N

Por tratarse de una matriz simétrica, sabemos que diagonaliza ortogonalmente, y la matriz P
constituye la matriz de cambio de base de B, a una nueva base B, respecto a la cual la matriz

de la forma cuadratica es diagonal. Por lo tanto, la ecuacién cuadratica respecto al sistema de
coordenadas determinado por B, carecera de término rectangular.

Luego el camino a seguir sera diagonalizar la matriz A.
a) Ecuacion caracteristica y valores propios de A.

Planteamos entonces

0=dm(zh—A)=da([

-1 -1
_1
2
3

Luego los valores propios de Ason A, = > y /12:%.
b) Subespacios propios.
(%5—A)X=o (%Q—A)
ER SR
-7 2 1%] L0 -7~z LX
Luego (considerando vectores propios unitarios) se tiene:

e e S F

c) La matriz de cambio de la base — Matriz diagonal.

La matriz P que diagonaliza ortogonalmente a A es también la matriz de cambio de base de
B, alabaseB,

289



Algebra Lineal

b :Vﬁ _%/1
VR
P es ortogonal pues B, y B, son bases ortonormales.

Como su determinante es mayor que cero, la base B, estd positivamente orientada, y
representa un giro en sentido antihorario. En efecto P puede escribirse

CoOSsa —-Senc

= siendo « el angulo girado; en este caso a =%
sena COS «

Notar que se verifica que detP =1

Con respecto a la base B, = ((%ﬁyﬁ) (—yﬁ,yﬁ)) resulta D =[q]; :[0 ;} siento
1 2
PT.AP=D.

d) Ecuacion de la conica en la nueva base. Gréafica de la conica.
- X Y1
Por lo tanto, teniendo en cuenta que |x|, =P.[X|s donde [X[; = X|lp = es
que | ]BO [ ]Bl [ ]BO [xj y [ ]Bl LJ
decir que ahora

3 0
q((yl,yz))=[X];l-D-[X]Bl=[y1 yz]-{f %}-B}:gyf%yi-

y la ecuacion g(x)=1 resulta

3 1
Eylz+EYz2 -1

que es la ecuacion de una elipse con su eje mayor en la direccion del vector f, y su eje menor
en la direccion def,.
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Ejemplo 3

Se da la ecuacién
2x X, =1

El conjunto C de las soluciones es la imagen inversa del escalar ¢ =1 por la forma cuadratica

aM) =q((x, %)) = 2%X,

Siel conjunto C = {x eR?/q(x)=1, 1e R} es no vacio, entonces es una conica.

La existencia del término rectangular indica que la conica se encuentra rotada respecto a su
posicién normal o estandar y, por otro lado, la ausencia de términos lineales implica que no
esta trasladada respecto a su posicién normal.

Nos proponemos entonces identificar esta conica y graficarla en el plano cartesiano.

01

Sea la base canénica B,de R?, lamatriz A=[q]; =[bs]g = {1 0
0

B, } y podemos escribir

q(x) =[x, xz].[i (ﬂ[)ﬂ esto es q(x):[x];0 Alx]g -

X, 0

Como A es una matriz simétrica, sabemos que diagonaliza ortogonalmente, y la matriz P
constituye la matriz de cambio de base de B, a una nueva base B, respecto a la cual la matriz

de la forma cuadratica es diagonal. Por lo tanto, la ecuacién cuadratica respecto al sistema de
coordenadas determinado por B, carecera de término rectangular.

Luego el camino a seguir sera diagonalizar la matriz A.

a) Ecuacion caracteristica y valores propios de A.

Planteamos entonces

0 =det(2 |2—A)=det([_’11 ﬂj:zz _1=(A-1)(2+1)

Luego los valores propios de Ason 4, =1y A,=-1.
b) Subespacios propios.

Para4 =1
(1,-A).X=0

X
[ e | =)
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Paral, =-1
((—1) IZ—A).X =0

IR i

1 -1]x, | |0

¢) La matriz de cambio de la base — Matriz diagonal.

La matriz P que diagonaliza ortogonalmente a A es también la matriz de cambio de base de
B, alabaseB, .

o :Vﬁ —Yﬁ}
Yz e
P es ortogonal pues B, y B, son bases ortonormales. Ademas, se verifica que detP =1y en

este caso o = % .

Con respecto a la base B, :((%/5’%/5)' (‘%/E'%/E)) resulta D=[q]Bl =[é _ﬂ siento

PT.AP=D.
d) Ecuacidn de la cdnica en la nueva base. Grafica de la conica.
: X Y1
Por lo tanto, teniendo en cuenta que |x|, =P.[X|s donde [X[; = X|lp = es
awe 1]y, =[xl donce [ | ¥ | [, = |

decir que ahora

0
Ay ) =[X]g D[Xlg =[% yz]-B _J-Bﬁ}yﬁ—yi-

y la ecuacion q(x)=1 resulta y; —y? =1 que es la ecuacion de una hipérbola con sus focos
en la direccion del vector f,.
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Ejemplo 4

Se desea identificar la conica cuya ecuacion es
2% X, + 2\/§x1 =1

Consideremos la base candnica B,de R? y escribamos la ecuacion anterior en forma
matricial:

% %] (ﬂ.&}r[z\/ﬁ o]mzl )

ax) término lineal

La matriz A:[q]BO :[bS]BO :B (ﬂ es una matriz simétrica. Sabemos que diagonaliza

ortogonalmente, y la matriz P constituye la matriz de cambio de base de B, a una nueva base
B, respecto a la cual la matriz de la forma cuadratica es diagonal. Por lo tanto, la ecuacion
cuadratica respecto al sistema de coordenadas determinado por B, carecera de término

rectangular.

Teniendo en cuenta lo realizado en el ejemplo anterior, la matriz de cambio de base de cambio

de base de B, alabaseB, = ((%/5%/5) (7%/5,%/5)) resulta P :[éﬁ _Zf}y por lo

tanto PT.A.P = D=[q]Bl {é _ﬂ.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que [x]BO = P.[x]Bl donde [x]BO :[Xll y [X]g {yl]

podemos escribir la ecuacion (*)

[y, yz].pT,ﬁ (ﬂp._ﬂ{zﬁ o].ijzl

| ——

D
o[} 9]t ]

VP — Y2 +2y, -2y, =1

Operando se tiene

Y mediante el procedimiento de completar cuadrados
(¥ +2y, +1-1)—(y; +2y, +1-1) =1

(v, +1)° —(y, +1)° =1
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Resulta entonces que esta Gltima ecuacion es la ecuacion de una hipérbola con sus focos en la
direccion del vector f, y su centro trasladado.

Las cooordenadas del centro respecto al nuevo sistema de coordenas (rotado) son
centro = (-1, -1)

X'y' .

(Notar que considerando que B, = ((y\/?yﬁ) (‘%/5'%5)) entonces las coordenadas del

centro trasladado respecto de la base canonica estandar son centro = (0\/5 ) ).
Xy

Ejemplo 5

Se da la ecuacion
X2 —2xy +y? —42x— 42y =8

Consideremos la base candnica B, de R? y escribamos la ecuacién anterior en forma

matricial: " XZ]-[_}_ —ﬂ_&}[%ﬁ —4@]&}:—8 *)

a(x) términos lineales
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La matriz A = [q]B0 = [bs]BO = {_1 _ﬂ es una matriz simétrica. Sabemos que diagonaliza

ortogonalmente, y la matriz P constituye la matriz de cambio de base de B, a una nueva base
B, respecto a la cual la matriz de la forma cuadratica es diagonal. Por lo tanto, la ecuacion
cuadratica respecto al sistema de coordenadas determinado por B, carecera de término
rectangular.

Luego el camino a seguir sera diagonalizar la matriz A.

a) Ecuacion caracteristica y valores propios de A.

Planteamos entonces

a-1 1
O:dd(lb—A):dm({l A_sz(z—nz—raﬁ-zz

0= /I(l - 2) es la ecuacion caracteristica de A.

Los valores propiosde Ason4 =0 y 4,=2.

b) Subespacios propios.

Paral, =0
(01,-A).X=0
4 G e | e ()
Parad, =2
(21,-A).X=0 )
B ﬂ[ﬂ _ [8} x—y entonces V, , =V, = <{}z\g}>

¢) Lamatriz de cambio de la base — Matriz diagonal.

La matriz P que diagonaliza ortogonalmente a A es también la matriz de cambio de base de
B, alabaseB, .

p:{%ﬁ i%E}

VA

P es ortogonal pues B, y B, son bases ortonormales.
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Con respecto a la base B, :((yﬁ,yﬁ), (_yﬁ,%ﬁ)) resulta D =[q]y, :[8 g}siento

PT.AP=D.
d) Ecuacion de la cdnica en la nueva base. Grafica de la conica.
Por lo tanto, teniendo en cuenta que [x]; =P.[x]g donde [x]g {X} y [X]g {X}
0 1
podemos reescribir la ecuacion (*)
00 ' - '
[x' y]{ ]{X.}L[—M/_ —4\/5}.{%/5 yﬁ}.{xl}:%
0 2]y Ye Jelly
2(y')2+[—4 O].{X'}:—B
y
2(y") +-4x"=-8
Luego se tiene %(y')2 +2=x" que es la ecuacion de una parabola con su foco en la

direccion del vector f;,.

+
Ly P
+
+
#
{-’
4 *
#
”,
o+
L
,I
3 #
,
”,
+*
,
4
!I
2 ¢
F &
,4'
1 *
£
f1 Yertice
T
i W

- -

4 <] 2 1 & 1 2 3 4 =
#
,
#
+
'
# 1
+
+#
,
#
o+
.
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Cuéadricas en R®

Lo dicho respecto a la técnica para analizar las ecuaciones cuadraticas e identificar el

conjunto solucion (conica) en R* también es valido para R®, donde algunas de las cuadricas
en su forma normal o estdndar se presentan a continuacion (Figura 5.10).

X2 y2 Z2
1) _2+F+_2:1 Elipsoide (Esferasia=b=c)
a c
2) ax’ +by’—z=0 Paraboloide Eliptico (Paraboloide de Revolucion si a =b)
3) ax’—by’—-z=0 Paraboloide Hiperbdlico (silla de montar)
4) ax’ +by’ —cz® =0  Superficie Conica

Figura5.10 Cuédricasen R®

Ejemplos
Ejemplo 1

Se da la ecuacién
3 +4xX, +3X; + x5 =1

El conjunto C de soluciones (si no es vacio) es una superficie (cuadrica) de R®.
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Escribimos la ecuacion en forma matricial:
32
[% X %].|2 3
00

Buscaremos diagonalizar la matriz A =[q]g =[bs]g -
0

a) Ecuacion caracteristica y valores propios de A.

A-3 -2 0
O=det(11,—~A)=det|| -2 1-3 0 ||=x-7x*+11x-5
0 0 21-1

0=(x—-1)*(x—5) Ecuacion caracteristica de A

Los valores propios de A son
A, =5 (raiz simple) A, =1 (raiz doble),

b) Subespacios propios.

/& 7e| [0
Vis=(|J&|)  Vaa={|Jz| |0
0 0 [

c¢) La matriz de cambio de la base — Matriz diagonal.

La matriz P que diagonaliza A es también la matriz de cambio de base de B, a la base B,

Vi Ve 0

P=1)s /5 0
0 0 1

Luego la nueva base de referencia es
B, =(f,.f,.f;) :((}/\ﬁ’}/ﬁ’o)’ (_}/JE’}/\/E' O)’ (0.0, 1))

Con respecto a la base B, resulta
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d) Ecuacion de la cuadrica en la nueva base.

Sean X, X, y X, las coordenadas del vector x=(x,X,,X,) con respecto a la base
B, =(f,.f,.f) = ((¥z ¥z:0), (¥z Yz 0). (0,0,1)), esdecir  x=xf,+x,f,+xf,.

Ahora q(x) se expresa en la forma

ax) =[x % x].

o O o
o~ O
~ O O
=
N

y la ecuacion g(x) =1 resulta
W\ 2 ' \2 '\ 2
5(x ) +1(x) +(x) =1
Esta ecuacion representa un elipsoide con ejes principales en las direcciones de los vectores
f,.f, . f,.

Ejemplo 2

Se da la ecuacion
X2 +4xX, =0

El conjunto C de soluciones (si no es vacio) es una superficie (cuadrica) de R®.
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Escribimos la ecuacion en forma matricial:

00
[% %, %].[03
10

Buscaremos diagonalizar la matriz A =[q]g =[bs]g -
0

a) Ecuacion caracteristica y valores propios de A.

A 0 -1
det(/ll3—A)detu0 A-3 OB(A—B)(AZ—l)O
-1 0 24

Los valores propios de A son

h=3 A=-1 iA=L

b) Subespacios propios.

{0] ¢ o
V =(|1 V = 0 Vv = 0
A=1 ' Ap=—2 ’ =2

0 Ve Y

c) La matriz de cambio de la base — Matriz diagonal.

La matriz P que diagonaliza A es también la matriz de cambio de base de B, a la base B,

0 V5 Vi
P=[1 0 0

0 Ve Ve

Luego la nueva base de referencia es

B, =(f,.f,.f,) =((0.1,0), (%0 %), (/0. %z))

Con respecto a la base B, resulta
100
D=[q], =|0 -2 0.

0 0 2

d) Ecuacién de la cuadrica en la nueva base.
Sean Xx;, X, Yy X; las coordenadas del vector Xx=(Xx,X,,X;) con respecto a la base
B, =(f,.5,.5,)=((0.10), (%30 /z). (¥z0. ¥z)) esdecir  x=xf+xf,+xf,.
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Ahora q(x) se expresa en la forma

30 0][x
ax) =[x %, x]./0 -1 0. x
00 1||x

y la ecuacion g(x)=0 resulta
3(x) ~1(x) +1(x) =0

Esta ecuacion representa un cono con eje en la direccion del vectores f,.
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5.7. Ejercicios del Capitulo

Ejercicio 1

Determinar cuéles de las siguientes funciones f: R xR? — R son bilineales.
a)  f(x,y) =2xy, +3xy, - X,Y,

b) f(x,y) =1

) Y =(%+¥) = (X, —¥,)

d)  f(x,y)=2xy, +5%Y,’

E) f(X|Y):2X1y1+3X2y2 +3

Ejercicio 2

Dada la forma bilineal sobre R?, b(x,y) =[x, xz].[2 _3]@/1] Se pide
2

5 -6
a)  b((12)(-14)).
b)  Expresar b en forma polinémica.

Ejercicio 3

Dada la forma bilineal sobre R?, b(x,y) =[x, xz].[ L _3][51] Se pide
2

-2 4
b)  Expresar b en forma polinémica.

Ejercicio 4

Se da la forma bilineal sobre R®
b(X,y) =2%Y, +3XY, = X, Y5 + 4%, Y, —6X, Y, + XY, + XY, — XY,
Se pide:
a) b((1,4,0), (—1,0,3)).
b) Expresar b en forma matricial.

Ejercicio 5

Se da la forma bilineal sobre R®
b(x,y) ==X Y, +3X Y, =X Vs +4X, Y, —6X, Y, = XY, + XY,
Se pide:
a) b((l,l,O), (—1,0,3)).
b) Expresar b en forma matricial.
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Ejercicio 6
123

Sea A = | -1 1 1| lamatriz de la forma bilineal b sobre R® respecto de la base candnica. Se
301

pide:

a) Indicar para qué pares (g,e;) de vectores de la base se verifican cada una de las
condiciones siguientes  b(e,.e;) =b(e;.e), b(e.e;)=-b(e;e) y b(e.e)=0.
b)  Dar lamatriz de b respecto de la base B, =((1,1,0), (0,1,0), (1,1,1)).

c) Expresar b en forma polindmica.

Ejercicio 7

En los siguientes casos dar la matriz de la forma bilineal b con respecto a cada una de las
bases indicadas.

1. V=R’ B=((12,(34); B,=((L0)(01)

a) b(X’Y) =XY XY,
b) b(X, y) = 2X1y1 _5X1Y2 + 2X2 Y1

b(x,y) = det@;(l 51 D .

d)  blx,y)=(2x +3%)(=3y; +V,)
e)  b(xy)=(2x-%)(2y,~-Y,)

O
~—

2. V=R’ B=(e,e,e,) labase canénica

a) b(X' y) = 2X1y1 +3X1y2 — XY, +4XZY1 _6X2y2 T XY+ XY, = XY;.
b) b(X, Y) =Xy +6X2y2 —-XY;.
c) b(X,y) =Xy, —2X Y, —=2X,¥, +3X,Y, —=5X, Y, —5X, ¥, = X;Y;.

3.V es el subespacio de R* generado por las funciones f,, f,, f, definidas por: f,(t)=1
f,t)=t; f,(t)=t>

b(f,9)=] f®gtat

Ejercicio 8

Sea S el espacio vectorial de todas las sucesiones de numeros reales:
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p
y={v}, z={z}e S, pcR Ty, 2=y, 2
k=1

Muestre que f es una forma bilineal simétrica sobre el espacio S de todas las sucesiones.

Ejercicio 9

Dar la forma cuadratica correspondiente a cada una de las siguientes formas bilineales

a) b(X1y):2X1y1+X1y2—3Xzy1+X2y2, V =R?
b) b(X,Y)Z—lel—lez+X2yl+X2y2, V =R?
C)  bXY) =XV, +2X Y, —4X Y, + XY, +6X Y, —3X.Y, + 2%y, V=R’

d)  BY) =XV, +2X Y, XY, + %Y, 3%, XY, V=R’

Ejercicio 10

En cada uno de los casos siguientes, se pide:
a) Dar dos formas bilineales no simétricas, que tengan a g como forma cuadréatica asociada.

b) Dar la forma bilineal simétrica correspondiente a g.

c) Dar lamatriz A de la forma cuadratica respecto de la base canonica B, .
d) Dar la expresion matricial de las formas cuadréticas.

L qX%,) =3%X, +2X,°

2. q(X,X%,) ==X +2%XX, + X’

3. d(X,X%,) = 2% +3XX, + X,

4 a(XX %) =3X = AXX, +9%," +6XX; + X,

5. a(XXXs) =2%" =3%X, + 3%, X, —4%,”

Ejercicio 11

Dadas las formas cuadraticas del Ejercicio 9, se pide:
a) Encuentre la matriz P que diagonalice A.

b) Considerando a P como la matriz de cambio de base de B, a la baseB,.
c) Dar [q]Bl :

d) Grafique en los casos 1), 2) y 3) la posicion relativa de los vectores de la base B,
respecto a los vectores de la base B, . ;Qué comentarios puede hacer?.
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e) Siendo P una matriz ortogonal, su determinante es igual a +1 ¢ -1 (demuéstrelo). Se
dice que la base B, esta positivamente orientada (tiene igual orientacion que la base

canonica) si det (P) =1. En caso de que B, no lo sea, ;cOmo puede encontrar a partir
de ella una que si cumpla este Gltimo requisito?.

Ejercicio 12

Sea la ecuacién g(x) =c, como se indica en cada uno de los casos siguientes. Se pide:

1) Una base ortonormal B,, positivamente orientada, que diagonalice a q.

2) Laecuacion referida a esta base.

3) Graficar e identificar la conica, ubicando los ejes definidos por la base B, con respecto al

sistema original.

a) 5x°—2xX, +5%," =4
b) x*+9xx,—9x,> =0
C) XZ+XX +X,° =6

d) x°-2xx,+x°=0

e) X% —4xX, +3x° =6
f) 9% +6xX,+X,° =4
9) 9x° +12xX, +4x,° =52
h) 17x*+12xx, +8x,> =20

i) 3x°+10xX, +3x,° =8
) 4x2—20xx, +25%¢ =20
K) 9x°+4xX, +6x°-5=0
[) —25x*+9x,°+225=0
m) X +2XX, + X, = 2

N x°+2xX%+X%, =0

0) 3x°+10xX, +3%,° = 0

Ejercicio 13

Sea la ecuacién q(x) =c, como se indica en cada uno de los casos siguientes. Se pide:

a) Una base ortonormal B,, positivamente orientada, que diagonalice a .

b) La ecuacion de la cuadrica referida a esta base.

c) Identificar la cuadrica.

1) 4x*+4y* +472° +4xy +4x2+4yz-3=0

2) x*+2y*—z° +4xy-5yz=3

3) xy+xz+yz=1

4) 2x* +2y* +52° —4xy —2xz+2yz =1

5) 2xy+2xz+2yz=9
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Ejercicio 14

Diagonalizar las formas cuadréticas sobre R® representadas en base canonica por cada una de
las matrices siguientes. En cada caso dar la matriz de cambio de base y resolver la ecuacion

X'TAX=6

Ejercicio 15

Se dice que una forma cuadratica es definida positiva si q(x) >0 paratodo xeR" y
g(x) =0 solo si x=0.Demuestre que g es definida positiva si y s6lo si su matriz simétrica
asociada tiene todos los valores propios positivos.

Ejercicio 16

Se dice que una forma cuadratica es semidefinida positiva si q(x) >0 paratodo xeR".
Demuestre que g es semidefinida positiva si y solo si los valores propios de su matriz
asociada son todos no negativos.

Las definiciones de definida negativa y semidefinida negativa son similares cambiando >
por <. Una forma cuadratica es indefinida si no es de ninguno de los tipos anteriores.
Clasifique las formas cuadraticas del Ejercicio 8 de acuerdo a este criterio.

Ejercicio 17

Es posible determinar si una forma cuadréatica es definida positiva, siguiendo un mecanismo
distinto que el de la determinacién de sus valores propios y que consiste en el analisis del
signo de los determinantes de las submatrices superiores izquierdas de la matriz que la
representa respecto a alguna base. Si son todos positivos, entonces la forma cuadrética es
definida positiva.

Analizar las formas cuadraticas siguientes usando este ultimo criterio:

2 -1-1 1
agx)=X"|-1 2 -1|.X b) g(x) =x°+2xX,+X° ¢) qx)=X".|1
-1-1 2 1

NN -

1
2|.X
3

Ejercicio 18

Mostrar que si A es definida positiva, también loes A*> y A™.

306



CAPITULO 5: Formas Bilineales y Cuadraticas

5.8. Guia de Estudio

1)

2)
3)
4)

5)

6)

7)

8)

9)

Defina forma lineal. Muestre que toda forma lineal en un vectorial real V de dimensién
finita se puede expresar de la forma L(v)=a.x .

Defina forma bilineal. Dé su expresion polindmica y matricial.
¢Como se construye la matriz de una forma bilineal en la base B?.
¢ Como cambia la matriz de una forma bilineal cuando cambia la base de referencia?.

Defina forma bilineal simétrica. ;Que caracteristica tiene su matriz respecto a una base
B?.

Defina forma cuadratica. (A qué se denomina matriz de la forma cuadréatica?.

¢Cudl es la forma general de una ecuacion cuadratica enR"? ¢;Qué da por resultado
trabajando enR?*? ¢y en R*?.

¢Qué efecto tiene en el conjunto de soluciones la existencia en la ecuacion cuadratica de
términos rectangulares? ¢y la presencia simultanea de un término en X2 y x?.

Indique una técnica de célculo que permite identificar el conjunto de soluciones de una
ecuacion cuadrética.
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A

Anexo: Introducciéon a MATLAB

A.1l. Nociones Basicas.

MATLAB es un sistema interactivo basado en la manipulacién de matrices, apto para
computacion numeérica y visualizacion grafica de problemas tanto cientificos como técnicos.

El nombre MATLAB proviene de “MATrix LABoratory”, y constituye quiza la herramienta
de soft mas difundida para ser usada en las distintas ramas de la Ingenieria.

El primer paso para el manejo del soft es saber como introducir los datos. En nuestro caso
seran fundamentalmente las matrices.

e 9

e Los elementos de una fila se separan por espacios y las columnas se separan por “;

. 1 2 3
A=[1 2 3;4 5 6] corresponde ala matriz A= 45 6

Puede lograrse el mismo resultado si se introduce

A=l 2 3
4 5 6

3
b=[3; 5] corresponde a la matriz b = {5}

e Notacion para formar las submatrices y las matrices aumentadas

f =A(2,3) feselelemento de lasegunda filay tercera columna de la matriz A
d=A(2,:) deslasegunda filade la matriz A

e=A(;,3) eeslaterceracolumna de la matriz A

C=[A b] C eslamatriz aumentada, esto es la que resulta de agregar la columna b a la
matriz A.
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Ejemplo 1

>>A=[123;456]

123

A=

{ 4 5 6}
>>A(2,3)
ans =6
>>A(2,:)
ans = [4 5 6]
>> A(:,3)

-}

>> b=[3:5]

2

>> C=[A,b]

1233
C=
{4565}

e Operaciones Elementales de Filas y matriz reducida por filas

A(2,))=3*A(2,2)

A(2,))=A(2,7)/4

Al 2],))=A(2 1],3)

A(2,)=A2,)+3*AL:)

C=rref (A)

realiza la operacion tipo | de multiplicar la fila 2 por el escalar 3
realiza la operacion tipo I de multiplicar la fila 2 por %

intercambia las filas 1y 2 (operacién tipo 1)

realiza la operacion tipo Il de sumar a la fila 2 la fila 1
multiplicada por 3

da la matriz reducida por filas de la matriz A

Todos estos comandos cambian a la matriz A. Si se quiere conservar la matriz original Ay
Ilamar C a la matriz cambiada, se procede de la siguiente manera:

C=A;
C(2,:)=3*C(2,)

(el “;” después de la primera igualdad evita aparezca en pantalla C)
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Ejemplo 2

>>A=[13 -1;402;25 -2]
13-1
A= 402
25-2
>> C=A;
>>C(2,:)=3*C(2,:)
13-1
C=|12 0 6
25-2
>> D=A;
>> D([2 3],:)=D([3 2],3)
13 -1
D=|25-2
40 2
>> F=A,
>> F(3,)=F(3,)+3*F(2,))
1 3-1
F=| 40 2
114 5 4
>> G=rref(A)
(100
G=|010
1001

Una ayuda importante

Help: Si se teclea help seguido de un comando MATLAB aparece una descripcion del
comando

Ejemplo 3

>> help rref
RREF Reduced row echelon form.
R = RREF (A) produces the reduced row echelon form of A

[R,jb] = RREF(A) also returns a vector, jb, so that:

r = length(jb) is this algorithm’s idea of the rank of A,

X (jb) are the bound variables in a linear system, Ax = Db,
A(:,jb) is a basis for the range of A,

R(l:r,jb) is the r-by-r identity matrix.

[R,jb] = RREF (A, TOL) uses the given tolerance in the rank tests.
Roundoff errors may cause this algorithm to compute a different
value for the rank than RANK, ORTH and NULL

See also RREFMOVIE, RANK, ORTH, NULL, QR, SVD.
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4 Operaciones con matrices

1) Suma de matrices A+B

2) Multiplicacion de matrices A*C

3) Matriz Transpuesta A

4) Potencia entera A™n

5) Matriz Inversa B ~(-1) 6 inv(B)
6) Producto por un escalar k*A

Ejemplos

a) Introduccion de datos:

>>A=[1-13210;2-14]
113

A= (210
2-14

>>B=[23-1;420;1-13]
23-1

B=(420
1-13

>>C=[13;2-1;45]
13
cC=12-1
45

b) Suma
>> A+B
322
630
3-27

¢} Producto
P ARC

11 19

4 5

16 27

d} Transpuesta
= A’

1
-11 -1

(%]
(=]

[
=
e
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e} Potencia entera
> A2

3 -5 13

4 .1 6

8 -T 12

¥

[

f) Inversa
>» BA(-1)

[ 03333 04444 01111
0.6667 -03889 02222
| 0.3333 02778 04444

> fi B)

[ 03333 04444 01111
0.6667 -03889 02222
| 03333 02773 04444

g} Producto por u escalar
> L*4

2246

0
8

PR
Fd bl

5 Vectores de R"

=  Por la identificacion de las n-uplas de R" con las matrices columna de R™ la n-upla

2
v= (2, 4, -1) se corresponde con la matriz columna | 4
-1
. El producto interno estdndar de u y v se encuentrapor u™*v 6 Vv'*u
. Lanormao moédulode u:  |u| = sart (u*u) 6 norm(u)
. La proyeccion de u sobre v : proy, u=((u*v)/(V'*v))*v

NOTA

A veces resulta conveniente a fin de aclarar los pasos que se van realizando dentro del Matlab,
incluir comentarios. Esto es posible con solo preceder la frase con el simbolo %.
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Ejemplos

>> % producto punto deuy v
S>>y *y
24

>> %modulo 0 norma
>> norm(u)
6.2450

>> sgrt(u'*u)
6.2450

>> Yproyeccion de u sobre v
>> ((U™*V)/(v'*V))*v

3.2000

-1.6000

2.4000

0.8000

6 Comandos importantes

Sea W c R" tal que W:<vl,v2,...,vr> . Si se quiere construir una base ortonormal del

subespacio W a partir del generador dado, mediante el Proceso de Gram- Schmidt, basta
utilizar:

° el comando orth

>> help orth

ORTH Orthogonalization.

Q = ORTH(A) is an orthonormal basis for the range of A.
That is, Q*Q = 1, the columns of Q span the same space as
the columns of A, and the number of columns of Q is the
rank of A.
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Se sigue el siguiente proceso:

1) Se construye una matriz A que tiene como columnas los vectores v,,V,,...,V,

2) Se aplica: Q = orth(A) con lo que se obtiene la matriz Q cuyas columnas constituyen la
base ortonormal pedida del subespacio W.

Ejemplo

Sea WcR° talque W= <(1, 2,3,3,11),(2,3,-2,2,1,2),(-1,-1,1,-2,-2,-1),(3,0,3,1, 3, 3)) se
desea hallar una base ortonormal de W.

1) Se arma la matriz A

A=[12 -13;23-10;3-213;32-21;11-23;12 -13]
[12-13]
23-10
3-2 13
32-21
11-23
12-13)

2) Se aplica el comando orth

>> Q=orth(A)

[ -0.4519 0.0186 -0.3580 0.3309 |
-0.3293 0.4595 0.4376 0.4095
-0.2806 -0.8575 0.3803 0.1639
-0.4599 0.2202 0.5165 -0.4559
-0.4392 -0.0656 -0.3753 -0.6153

| -0.4519 0.0186 -0.3580 0.3309 |

Las columnas de la matriz Q constituyen la base ortonormal del subespacio W.

Es posible verificar que efectivamente las columnas de Q son ortogonales dos a dos y
unitarios.

ul=Q(,1)

[-0.4519]
-0.3293
-0.2806
-0.4599
-0.4392

| -0.4519 |

ul =
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>> u2=Q(:,2)
[ 0.0186 |

0.4595
-0.8575

0.2202
-0.0656
| 0.0186 |

uz2 =

>> u3=Q(:,3)

[-0.3580 ]
0.4376
0.3803
0.5165
-0.3753

| -0.3580 |

u3 =

>> u4=Q(:,4)

[0.3309 ]
0.4095
0.1639
-0.4559
-0.6153

| 0.3309 |

ud =

Se hacen los productos internos tomados dos a dos para verificar ortogonalidad.

Obsérvese que el resultado no da cero como era de esperar, ello s6lo es debido a cuestiones
de redondeo. Notar que los valores obtenidos son muy préximos a cero ya que con e-016 se
quiere indicar 107°

>> yul'™*u2
-1.8562¢e-016

>> yul'*u3
2.2204e-016

>> ul'*u4
1.6653e-016

>>norm(ul)
1

>> norm(u2)
1

>> norm(u3)
1.0000

>> norm(u4)
1.0000
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. El comando gr (permite obtener la descomposicion QR de una matriz A)
Ejemplo
A=[1-134;245-2;532 -1;1-123]
1 -1 3 4
2 5 -2
A=
5 3 2 -1
1 -1 2 3
[Q.R]=ar(A)
-0.1796  0.4693 0.6017 -0.6208
Q= -0.3592 -0.7401 0.5616  0.0887
-0.8980 0.1083 -0.4212 -0.0665
-0.1796  0.4693 0.3811 0.7761
-5.5678 -3.7717 -4.4901 0.3592
R = 0 -3.5741 -1.1372 4.6572
o 0 45327  2.8480
0 0 0 -0.2661

% se verifica

Q*R
1.0000 -1.0000 3.0000 4.0000 |
2.0000 4.0000 5.0000 -2.0000
5.0000 3.0000 2.0000 -1.0000
1.0000 -1.0000 2.0000 3.0000

ans =

7 Graéfico de funciones

MATLAB ofrece la posibilidad de graficar funciones (siempre que seamos capaces de
introducir correctamente los datos) mediante el comando plot

Ejemplo 1

Sealarecta y = 05x+3 a la cual queremos graficar.
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>>x=-6:0.1:6;
>>y=0.5.*% x+3;
>> % puede establecerse las escalas y valores para los ejes coordenados con "axis"
>> plot(x,y),axis([-6 6 -6 6])
% de esta forma los ejes coordenados corresponden para x entre -6y 6 y para el ejeyentre -6y 6
>> grid, title('recta’)
>> xlabel('variable independiente")
>> ylabel('valores de la funcion’)

Observaciones

1)

2)

3)

4)

Para introducir los valores de la variable independiente, se fija un intervalo, en nuestro
caso [-6,6] y se indica el “paso”, esto es la distancia entre los puntos sucesivos del
dominio. Si lo hacemos igual a 0.1, la manera de indicarloes : x =-6: 0.1 : 6

Una vez escrita la funcion, para graficarla lo hacemos con el comando plot indicando
entre paréntesis (X, Y)

El gréfico que aparece en Figura 1 presenta sobre el eje horizontal los valores de la
variable independiente y en el eje vertical los valores de la funcién. En este grafico no
estdn marcados los ejes coordenados. Si se quisiera variar los valores min y max sobre
cada eje coordenado se indica axis([ minx maxx miny maxy])

Con title(“..ccrurenne. ") se le coloca el titulo al grafico, mientras que con xlabel(‘......")
ylabel(....”) los rétulos al eje horizontal y vertical respectivamente.

valores de la funcion

variable independiente

Figura 1: gréfica de la recta

También es posible graficar mas de una funcion en un solo grafico.

Ello puede ser Gtil cuando por ejemplo se quiere visualizar la solucién de un sistema de dos

ecuaciones con dos incognitas, donde cada ecuacion representa una recta en R?y se quiere
determinar su interseccion.

Ejemplo 2

Sea el sistema
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X+y=3
—2X+Yy=-3

que puede escribirse matricialmente:
1 1yx| |3
-2 1ljly -3

La matriz de los coeficientes

1 1
A=
-2 1
es inversible, luego la solucion analitica del problema se puede encontrar como

3
X=A"™b con b:{ 3}

Luego
>>A=[11;-21]

2
A=

21
>> h=[3;-3]

=L

>> X=AN(-1)*b
i
X =
1

Esto es el punto interseccion es p=(2,1)

interseccion de dos rectas
T T
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Figura 2: Interseccion de dos rectas
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>>x1=-6:0.1:6;

>> y1=-x1+3;

>>x2=-6:0.1:6;

>> y2=2*x2-3;

>> plot(x1,y1,'r-' x2,y2,'b:")

>> grid

>> title(‘interseccion de dos rectas") (Figura 2)

8 Vectores y Valores propios

Algunas matrices especiales

1) A=eye (n) reproduce la matriz unidad nxn
2) B = zeros(size( A)) reproduce la matriz nula del tamafio de la matriz A
3) C=ones (size( A)) reproduce la matriz de unos del tamafio de la matriz A.
Ejemplol
= A=ave(3)
100
A=010
001

== B=ceros(size(A))
000

E=/0 0 0
000

== C'=opnes(size(d))
111
c=111
111

Algunas rutinas utiles

1) det( A) da el determinante de la matriz A

2) c=poly(A) da los coeficientes del polinomio caracteristico de la matriz A
3) r=roots (c) da las raices del polinomio que tiene por coeficientes el vector ¢

4) eig (A) da los valores propios de la matriz A
5) [V,D]=eig(A) da los vectores propiosy la matriz diagonal de la matriz A
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Ejemplo 2
5-6 -6

Dada la Matriz A={-1 4 2| se desea hallar el polinomio caracterisitico de A, los valores
3 -6 -4

propios de A 'y los subespacios propios asociados.

A=[5-6-6;-142;3-6 -4] %DATO

5 -6 -6
A=|-1 4

3 -6 -4
>> det(A)
ans = 4

% Se van a emplear dos métodos distintos para encontrar los valores propios de la matriz A
1) % el comando ' poly' permite encontrar directamente el polinomio caracteristico
>> c=poly(A) (% polinomio caracteristico de A)
c= 1.0000 -5.0000 8.0000 -4.0000
% lo obtenido son los coeficientes del polinomio caracteristico el cual resulta:
p(A)=A*-51" +841 -4
>> r=roots(c) (rafces del polinomio caracteristico)
r = 2.0000
2.0000
1.0000
% para calcular los vectores propios se arma para cada valor propio r la matriz (r.1-A) y se resuelve el sistema (r.I-A).X =0

>>B=2%eye(3)-A

36 6
B=|1-2 -2
36 6
>> rref(B)
1-2 -2
ans={ 0 0 O
00 O
2 2
% a partir de esta reducida se deduce que los vectoresv, =| 1|yv, =|0
0 1

generan el subespacio propio asociado a r =2
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>>F =1*eye(3)-A

4 6 6
F={1-3-2
-3 6 5
>> rref (F)
1 0 -1
ans =0 1 1/3
0 0 O
1
% a partir de esta reducida se deduce que el vector propio v, =|1/3
1

genera el subespacio propio asociado al valor propior =1

2) % pueden encontrarse los valores propios de a matriz A directamente a través del comando eig

f =eig(A)
f =2.0000
1.0000
2.0000

% Si se quiere encontrar en el mismo paso los valores propios y los vectores propios asociados se utiliza el
mismo comando eig, pero en el primer miembro se indica [V ,D] donde V son los vectores propios y D da la
matriz diagonal

>> [V,D]=eig(A)
0.7845 0.6882 0.7672
V =|-0.1961 -0.2294 0.6028
0.5883 0.6882 -0.2192

o F o
N O O

% Notar que la matriz V formado con los vectores propios de la matriz constituye la que en la teoria hemos
llamado matriz P.

En consecuencia es facil verificar P*.AP =D

>> P=V;
>> P/ (-1)
[ 5.0990 -9.4947 -8.2639
ans =|-4.3589 8.7178 8.7178
|-0.0000  1.8878 0.6293

>>D = PA(-1)* A*P

[ 2.0000 0.0000 -0.0000
ans =|-0.0000 1.0000 -0.0000
| 0.0000 0.0000  2.0000
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Observaciones

1) Los vectores propios calculados por el primer procedimiento y el segundo son
aparentemente distintos. Sin embargo, la diferencia reside en que con el “comando eig”
se obtienen vectores propios unitarios

1 0.688
En efecto, para r =1 se obtuvo v, =| —1/3 | que normalizado es: u, =| —0.229
1 0.688
2 0.7845| | 0.7672
Parar=2: V,,=(|1],/]0])=(]|-0.1961|,] 0.6028 (VERIFICARLO!)
1 0.5883| | -0.2192

2) Softwares como Mathematica y Maple pueden usar con facilidad calculo simbdlico para
encontrar el polinomio caracteristico de una matriz de tamafio moderado, si bien no hay
una férmula o algoritmo finito que permita calcular las raices de la ecuacion caracteristica
para n > 5. Los mejores métodos numéricos para encontrar los valores propios de una
matriz evitan por completo el tener que armar el polinomio caracteristico. De hecho,
Matlab encuentra el polinomio caracteristico calculando primero los valores propios de la

matriz A y luego desarrollando el producto: (A—4)(A-4,)...(A—4,). Los algoritmos
utilizados seran desarrollados en Calculo Numérico

9 Transformaciones en R?

Con MATLAB, es posible realizar graficos no sélo de funciones sino también de figuras.

e Supongamos que se quiere dibujar un rectangulo con vértices (0,0); (2,0); (2,3); (0,3)
¢como se procede?.

Se construye un vector columna X con todas las primeras componentes y un vector Y con
todas las segundas componentes. Si se pretende dibujar una figura cerrada, se agrega el primer
punto también al final

>> X=[0;2;2;0;0];
>>Y=[0;0;3;3;0];

% el comando plot grafica la figura que resulta de unir con segmentos de recta los puntos que
tiene abscisa X y ordenadas Y.

Mediante el comando axis([ xmin xmax ymin ymax]) se fijan los limites de los ejes
coordenados

>>plot( X,Y ),axis([-55 -55]) % (Figura 4.4)
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Figura 4.4: rectangulo de vértices (0,0); (2,0); (2,3); (0,3)

Para mayor informacion sobre el comando plot tipee: help plot

e Supongamos que se desea visualizar como se transforma el rectdngulo con vértices
(0,0); (2,0); (2,3); (0,3) bajo la accion de un operador lineal en R* que esta definido a
partir de la matriz A.

Sea la matriz

Ao cos(z/4) —sen(x/4)
“|sen(z/4) cos(z/4)

Debera producirse una rotacion en el angulo r/4.

% Armamos la matriz B con los puntos dato (Vvértices del rectangulo)
B=[0220;0033]
[0 2 20
|10 0 3 3}
>> A=[cos(pi/4) -sin(pi/4);sin(pi/4) cos(pil/4)]
[0.7071 -0.7071
10.7071 0.7071}

B =

A =
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>> 9% recordando que la primera columna de la matriz B se puede indicar : B(:,1):
>> vli=A*B(;,1)

o

>> v2=A*B(:,2)
5 - 1.4142
| 14142
>> v3=A*B(:;,3)
3| - 0.7071
| 35355
>> v4=A*B(:,4)
-2.1213
4 =
2.1213
>> % luego para armar la figura transformada lo hacemos con viv2,v3y v4
>> C=[vlv2v3v4vl]

1014142 -0.7071 -2.1213 O
|0 1.4142 35355 21213 0

>> M =C(1,2)
M =[ 0 1.4142 -0.7071 -2.1213 0]

>> N=C(2,:)
N =[0 1.4142 35355 2.1213 0]

>> %Para graficar necesitamos matrices columna, luego tomamos las transpuestas :

>>

>> X1=M";

>> Y1=N";

% con plot es posible hacer dos graficos juntos, cada uno de ellos con una caracteristica de
color y tipo de linea (ver help plot)

>> plot( X,Y,"b-", X1,Y1'r:"),axis([-55 -55])
>> title(" efectos de la matriz de rotacion sobre un rectangulo®) ( Figura 4.5)
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efectos de la matriz de raotacion sobre un rectangulo

Figura 4.5

10 Graficacion de Conicas y Cuadricas

Ejemplo 1

Si lo que se quiere es graficar una parabola el procedimiento es el ya visto:

>> x=-8: 0.1: §;
>> Yy =X"N2+2.%X-3;

>> plot(x, y)
>> grid

>> title(" parabola y =x.~2+2*x -3") (Figura 5.16)

parabola y=x.2+2*x -3

Figura 5.16 : Parabola
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Ejemplo 2.

Se presentan dificultades cuando se quiere dibujar figuras geométricas tales como una
circunferencia completa donde no tenemos una funcion Unica y=f(x) que describa
totalmente la misma.

En este caso se puede apelar a la representacion de la conica en coordenadas polares:

X=r.cosé . .
a) { Circunferencia
y=r.senf
X=a.cosd .
b) Elipse
y=Db.send
X=a.secH
c) Hipérbola
y=Db.tgo
circunferencia elipse
4 1 I 1 4 I 1 I
7] SR S S 7] SRR (. VR S
| O A RTIN
%) AR VAL S S

=
rJ
(]
rJ
=

elipse

Figura 5.17 : Conicas
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% cicunferencia centrada en el origen de radio 2

>>
>>
>>

>>
>>
>>
>>
>>
>>

>>
>>
>>

t=-pi:0.1: pi;
X =2.*cos(t);
y = 2.%sin(t);

% elipse
x1=cos(t);
yl=3.*sin(t)
% elipse

x2 =3.*cos(t);
y2 =sin(t);

%hiperbola
x3 = 2.*sec(t);
y3=3.*tan(t);

A los fines de hacer varios graficos juntos se usa subplot(m,n, ) donde m x n indica el nUmero
de gréaficos a hacer. En nuestro caso subplot (2,2,...) quiere decir 2x2 = 4 gréaficos ubicados en
dos filas y dos columnas (Figura 5.17)

>> subplot(221), plot(x, y),axis([-4 4 -4 4])
>> grid, title(*circunferencia®)
>> subplot(222), plot(x1, y1), axis([-4 4 -4 4])
>> grid,title("elipse")

. >> subplot(223), plot(x2, y2),axis([-4 4 -4 4])
>> grid,title("elipse")
>> subplot(224), plot(x3, y3),axis([-4 4 -4 4])
>> grid,title("hiperbola")

Ejemplo 3

Las graficas en R® pueden hacerse con el comando mesh, previo a lo cual es necesario
construir la grilla correspondiente a los valores de las dos variables independientes para dar
origen a una superficie.

Para el caso de un paraboloide de ecuacion

z=x*+y°

resulta

>> [xlgrid, ylgrid] = meshgrid(-4:0.1: 4,-4:0.1: 4);

>>
>>

z1=xigrid.”~ 2+ ylgrid. " 2;
mesh(z1)

>> title(* paraboloide") 9%Figura5.18
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paraboloide

.. : : T :
i : : jﬁiéa ' :
20 / .
7
L :
L A R
10.).. e e
L L
s

Figura 5.18: Paraboloide

Para algunas cuadricas se hace a menudo necesario trabajar con coordenadas esféricas o
cilindricas para lograr un buen resultado.

11 Ejercicios para realizar utilizando MATLAB

Ejercicio 1

Dada la matriz

1 -3 2 05 4

3 1 -1 2 O
A=

-1 2 4 -3 0.2

2 -2 1 4 2

a) Realice las siguientes operaciones elementales de filas:

A 4* F2 C A F1 +3* F4 D A F2 > F3 G

b) Encuentre la matriz reducida por filas de la matriz A
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Ejercicio 2

Sea b la matriz columna b= 1 y la matriz A del ejercicio 1.a
4
a) Construya la matriz aumentada A b y encuentre su reducida por filas

b) Use papel y lapiz para en base a lo encontrado en el punto anterior dar el conjunto de
soluciones del sistema A.X=b

Ejercicio 3

Los siguientes sistemas representan la interseccion de tres planos en R*. Use el comando rref
como herramienta para resolver los sistemas. ¢Que se puede concluir sobre la geometria de
los planos que representa cada ecuacion?

X, +2X, +3%, =-1 2X, — X, +4X;, =5
a)y -3+ X =4 D)qX +2X, —3%, =6
4X, +X, —2X%, =0 4x +3X, —2%; =9

Ejercicio 4

Dadas las matrices

L2 - 2 3 5
A:40—2;B:{ }
1 -1 4

2 1 3

efectuar:a) A.C con C=B"
b) A

Ejercicio 5

Sea V=R®*; W=((1,2,-1,3,2),(3,2,4,-1,2),(2,-1,3,0,2) )

Dar una base ortonormal de W

Ejercicio 6

Dadas las matrices siguientes encontrar su descomposicion QR
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1 2 -1
4 2 0 2 1 -1 3
A=l6 1 -2 A=|-1 4 2
3 1 -1 0 3 -2 4
12 5 2]
Verificar que A=Q.R

Ejercicio 7

Graficar las siguientes funciones:

ay=-2x+1 para x € [-3, 6]
b)y=2x>-3x+4 paraxe[-5,5]
c) y = sen(x) para x €[0;2n ]

Ejercicio 8

Resolver analitica y graficamente los sistemas. Interpretar geométricamente los resultados

a) X+3y=2 b X+2y=4
2x—y=-1 2Xx+4y =6

Ejercicio 9

Encontrar los valores y vectores propios de la matriz A e R™. Analizar de acuerdo a los
resultados obtenidos, si ésta es diagonalizable. En caso afirmativo, dar la matriz P y la matriz
diagonal D

4 2 3 =2
-6 4 0 9
4 0 o 1 -2 2 2
-3 0 1 6
a)|l 0 b) c))6 12 11 2 -4
-1 -2 1 0
0 5 9 20 10 10 -6
-4 4 0 7
115 28 14 5 -3
Ejercicio 10
Dada la matriz
38 -95 55
A=|35 -92 55
35 95 58

Verifique que
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1
v=|1 es un vector propio de la matriz A con valor propio A=-2;
:
3
u=|4 es un vector propio de A con valor propio A =3
:
4
w=|9 es vector propio con valor propio A1=3 .
13
Ejercicio 11

Una de las propiedades mas importantes de las rocas deformadas es su deformacion interna.
Una medida de deformacion esta basada en la macla por deformacién de la calcita. Las
medidas se hacen a partir de cortes delgados de muestras de la roca que contiene calcita. Se
calculan ciertos numeros que representan las medidas de deformacion respecto a un sistema
de coordenadas determinado por el corte delgado y se colocan en una matriz 3x3.

Los vectores propios de esta matriz representan la direccion de los ejes principales de la
deformacion. Los valores propios asociados dan las magnitudes de las deformaciones en la
direccion de los ejes principales, con los valores propios positivos se indica extension y los
valores propios negativos significan compresion.

a) Para la siguiente matriz de medida de deformacidn, encuentre la direcciéon (vector
unitario) del eje principal de maxima extension y la direccion del eje principal de maxima
compresion:

—0.01969633  0.01057339  —0.005030409
A=| 0.01057339  0.008020058 —0.006818069
—0.005030409 -0.006818069  0.01158627

b) Encuentre el angulo que forma el eje principal de méaxima deformacién compresiva con el
eje x (éste viene representado por el vector [1 0 0])

NOTA: conocido el coseno se determina el &ngulo con el comando acos (arco
coseno). Para expresarlo en grados se multiplica por180/ = .

Ejercicio 12

Analizar las propiedades geométricas de los operadores lineales de R? representados por las
matrices indicadas observando sus efectos sobre el tridngulo de vértices (0,0) (2,0) (2,1)

(graficando con MATLAB)

a)A:{1 2} : b)A{O 1} ; c)A{COS(ﬂle) _Sen(”m)}
01 10 sen(z/6) cos(rz/6)
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Ejercicio 13

Graficar las siguientes conicas

a) x*+y*=25 b) 2x*+y*=1
c) 2x*-y’=1 d) y=3x°
Ejercicio 14

Graficar las siguientes cuadricas

a) z=2x"+2y? b) z=2x*-2y?
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