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1. Introduccion

John Wallis publica en el afio 1656 dos importantes obras matematicas: Arithmetica Infinitorum, en
la que expone su nuevo método de cuadraturas aritméticas, y De Sectionibus Conicis en la que se
encuentran los fundamentos del mismo. Dicho método tiene como nocién fundamental la idea de
“indivisible” y la utilizacion de series infinitas, ambos elementos suponian una ruptura con la geometria
clasica tanto con respecto a los objetos postulados como al tipo de operaciones legitimas para su
abordaje.

Es preciso recordar que los problemas de calculo de cuadraturas ya habian sido planteados en el
marco de la geometria clasica en la antigiiedad siendo la demostracion de los resultados mediante
pruebas geométricas basadas en la teoria de proporciones de Eudoxo. La teoria de proporciones se
aplicaba a lo que los griegos consideraban magnitudes o cantidades, que se caracterizan por ser
divisibles y comparables entre si permitiendo establecer un orden y su utilizaciéon como unidad de
medida’. La matematica aparece como ciencia del orden y la medida, como ciencia de las cantidades.
Las figuras geométricas pertenecian al ambito de las cantidades siendo las figuras permitidas el punto, la
linea, el circulo y todas aquellas que puedan generarse a partir de las anteriores por un numero finito de
operaciones con regla y compas. Este modo de concebir los objetos de los que se ocupa la matematica
restringia el conjunto de soluciones legitimas.

El objetivo del presente trabajo es analizar el método de Wallis en lo referente a esta relacion entre la
definicion de los objetos matematicos y la resolucion de problemas que involucran dichos objetos bajo
la hipdtesis de que tal analisis permite vislumbrar aspectos centrales de la practica matematica de
resolucion de problemas. Haremos foco en cémo nuevas conceptualizaciones de los objetos
matematicos se ponen en juego para la resolucion de problemas dando lugar a un intenso contacto entre
diferentes areas de la matematica. En particular, tomaran importancia dos puntos de ruptura del método
de Wallis con las concepcion clasica de la matematica que son, en primer lugar, el supuesto de que las
figuras se encuentran compuestas de elementos indivisibles — en contraste con el ideal clasico que
sostiene el caracter continuo de dichos objetos. En segundo lugar, el supuesto de que las propiedades
esenciales de las figuras geométricas son algebraicas y que esas propiedades pueden ser estudiadas a
partir de series infinitas - y no a través de propiedades geométricas de construccion con regla y compas.

A fin de analizar el método de Wallis en lo referente a esta relacion entre la definicion de los objetos
matematicos y la resolucion de problemas presentaremos el método de cuadraturas aritméticas a través
del caso del calculo de la cuadratura de la parabola cuadratica. Este estudio nos permitiré identificar el
patron general de resolucion de problemas presente a lo largo de Arithmetica Infinitorum, generalidad
que se desprende de los dos supuestos arriba mencionados.

2. El método de cuadraturas aritméticas

Es posible identificar en el método de Wallis dos etapas bien diferenciadas: la primera, una etapa
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aritmética seguida de una geométrica. Ilustraremos el método a través del caso de la cuadratura de la
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parabola cuadratica, esto es el cdlculo del area bajo la curva que actualmente expresamos como Y~=X .

2.1. Etapa Aritmética

La etapa aritmética se inicia en el proposicion XXI de Arithmetica Infinitorum con la consideracion
de un problema estrictamente aritmético que es el de calcular la razon (ratio) que se cumple entre una
serie de cantidades cuya razon duplica a la proporcion aritmética — esto es, la serie de numeros
cuadrados - y una serie de cantidades que posee igual numero de términos que la primera todos ellos
iguales al término mayor de la primera serie. Lo que en notacidn actual se expresa como:

024124...4+n?
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En esta primera proposicion se consideran los resultados cuando el nimero de términos, n, varia de 1 a
6. A partir de cuya observacion Wallis infiere que:

La relacion que se plantea es en todas partes mayor a 1/3. Por otro lado, el excedente
disminuye continuamente a medida que el numero de términos aumenta; [...], de hecho el
denominador que se incrementa, o el término consecuente de la relacion, es en cada lugar
un multiplo de 6 [...] que hace el exceso por encima de un tercio, de la razon que surge,
uno sobre seis veces el niimero de términos después de 0. (Wallis, 1655a, p.15)’

El segundo paso de esta etapa consiste en establecer una generalizacion a partir de los casos observados
en la proposicion anterior. En esta oportunidad, el numero de términos a considerar continia siendo
finito aunque va en aumento. En la proposicion XX no se llevan a cabo nuevos célculos sino que se
generaliza lo anterior:

Proposicion XX: [...] dado que el nimero de términos va en aumento, el exceso por
encima de un tercio va a disminuir continuamente, por lo que al final va a pasar por
debajo de cualquier cantidad asignable (como es evidente), si se procede al infinito, con
el tiempo se desvanecen. (Wallis, 1656a, p.16)

La proposicion XX representa el inicio de un proceso de generalizacion inductiva que culminaré en la
siguiente proposicion:

Proposicion XXI. (Teorema) supongamos que se da una serie de cantidades en razon
doble a la proporcion aritmética (o como una serie de numeros cuadrados), aumenta
continuamente, a partir de un punto o 0, ésta sera a las series con el mismo nimero de
términos igual al mayor como 1 a 3.(Wallis, 1656, p.17)

La anterior proposicion realiza una afirmacion sobre el comportamiento de la razon entre series cuando
el nimero de términos es infinito, al tiempo que constituye el ultimo paso de un proceso de
generalizacion inductiva, adquiriendo dentro del método de cuadraturas aritméticas el caracter de
teorema. En la metodologia de Wallis un teorema no es una afirmacion que se deduce a partir de
axiomas, sino que es el resultado de una inferencia inductiva. De modo que la diferencia entre lema y
teorema tiene que ver con los diferentes grados de generalizacion en la induccion. Esta diferencia entre
los modos de entender los lemas y teoremas viene dada porque la Aritmética del Infinito no constituye
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un método de demostracion sino un método de investigacion, un método de resolucion de problemas, tal
como lo indica el titulo completo de la obra. La etapa aritmética finaliza con el teorema que establece
que la razén entre ambas series es de 1 a 3 cuando el niimero de término es infinito. Con respecto a la
razon establecida es de central importancia destacar que mientras que en la matematica clésica la nocién
de razon se aplicaba a magnitudes Wallis la extiende a objetos que no son considerados magnitudes,
como lo son las series infinitas, dando lugar a una equiparacion de la nocién de razon con la de fraccion.
Es a partir de esta ruptura, y a la vez ampliaciéon de la concepcion clasica, sumado a una re-
conceptualizacion de las figuras geométricas que podréd realizar el paso del ambito aritmético al
algebraico a fin de poder aplicar los resultados de la incipiente teoria de niimeros a problemas de
determinacion de areas. Finalizada la etapa aritmética, Wallis procede a desprender de su teorema
corolarios geométricos los cuales caracterizan la segunda etapa que presentaremos en la siguiente
seccion.

2.2. Etapa geométrica: el establecimiento de corolarios geométricos a partir de teoremas
aritméticos

Continuando con el caso del calculo de la cuadratura de la parabola en la proposicion XXIII Wallis
considera la siguiente figura*:

La parabola se encuentra definida por el segmento curvo AO y el célculo de su cuadratura consiste
en calcular el area de AOT. Para lograr determinar dicha area Wallis va a definir las figuras geométricas
de una determinada manera a fin de poder aplicar los resultados alcanzados en la primera etapa. Esta
definicion de las figuras geométricas es la presentada por el italiano Bonaventura Cavalieri en el marco
de su método de los indivisibles desarrollado en sus obras Geometria indivisibilibus continuorum nona
quadam ratione promota de 1635 y Exercitationes geometricae sex de 1647, como menciona Wallis:

Supongo al inicio (de acuerdo a la Geometria de los Indivisibles de Cavalieri) que todo
plano consiste [...] de un nimero infinito de lineas paralelas. O mas bien, (lo cual
prefiero) de un infinito nimero de paralelogramos de igual altura; de los cuales de hecho
la altura de uno solo es 1/ de toda la altura; o un divisor infinitamente pequefio; y asi, la
altura de muchos de ellos tomados a la vez es igual a la altura total de la figura. (Wallis
1656b, p.4)

En el caso del método de los indivisibles de Cavalieri, el calculo de las cuadraturas se realizaba

Figura 1: Imagen extraida de Wallis (1656a:18)



estableciendo la proporcién entre el 4rea bajo la curva y el rectingulo que la contiene’. Dicha
proporcion se establecia a partir de operaciones geométricas que permitian comparar las colecciones de
indivisibles de ambas figuras. Con este método Cavalieri logrd calcular la cuadratura de las curvas de la

forma Y=X parakigualal,2,3,4,5, 6y9. Dichos célculos se realizaban a través de operaciones
geométricas que hacian extensivo uso de la teoria de proporciones. El método de Wallis permite
alcanzar el mismo resultado pero logra establecerlo para todo k tanto entero como fraccionario. Esta
mayor generalidad es posibilitada por una interpretacion aritmética del método de los indivisibles que
consiste en conservar la definicion de las figuras geométricas como compuestas de infinitos indivisibles,
pero reemplazar las operaciones geométricas por aritméticas; en particular, por sumas y productos de
numeros. Asi, con el método de cuadraturas aritmética se tiene que:

[...] Cuando se tiene que tomar en consideracion la determinacion de la altura [...] las
pequefias alturas deben tener una razon (ratio), por lo que infinitamente multiplicadas se
asume que dan lugar a la altura total de la figura. (Wallis, 1656,p.4).

Retomando el caso del calculo de la cuadratura de la parabola cuadratica teniamos que el area a calcular
era la de la figura AOT en relacion a la del rectangulo ATOD que la contiene. Teniendo en cuenta el
fragmento anterior, a fin de establecer esta relacion uno deberia ser capaz de poder tomar todos los
indivisibles de ambas figuras conjuntamente a fin de sumar las areas de cada uno de estos indivisibles.
Considerando que el area de cada uno de estos indivisibles es infima debemos estar en posesion de
alguna herramienta matematica que nos permita realizar esta operacion. Como mencionamos
anteriormente a diferencia de Cavalieri, las operaciones que entran en juego no son geométricas sino
aritméticas, por lo que las herramientas seran las series infinitas. Sin embargo, antes de poder aplicar
las series infinitas Wallis necesita establecer las razones entre los indivisibles de las figuras, tarea que ya
fue realizada en la proposicion 21 de De sectionibus conicis’:

[...] las lineas DO, DO, etc., se encuentran en media razon con las rectas AD, AD, etc., a
la inversa AD, AD, etc., es decir, TO, TO, etc., estaran en razon duplicada con las rectas
DO, DO, etc., esto es, AT, AT, etc., (Wallis, 1656%, p.18)

Hasta el momento el método de Wallis ha logrado establecer dos resultados. Por un lado, que la razén
entre una serie de ntimeros cuadrados y la serie con el mismo numero de términos igual al mayor,
cuando el numero de términos es infinito es de 1/3; y por otro, que los indivisibles TO estan en razéon
duplicada con las rectas DO. El paso final sera hacer converger ambos resultados uniendo el ambito
geométrico con el aritmético. En busqueda de los elementos que permiten el paso del terreno de los
problemas geométricos a los aritméticos encontramos que las proposiciones XXI a XXIII plantean todos
ellos el problema de la relacion entre series de sumas de la siguiente manera:

Supongamos que se da una serie de cantidades en una razoén que duplica a la proporcion

aritmética [...] crece continuamente, a partir de un punto o 0, ésta sera a las series con el
. , e . a 7

mismo nimero de términos igual al mayor. (Wallis, 1565%, p.5-18)

Se observa que lo constituye el término inicial de la serie posee una naturaleza dual, de elemento
geométrico, punto y naturaleza aritmética, cero. Esta condicion dual del término inicial de la serie, que
puede pasar inadvertido en una primera lectura, muestra la primera de una serie de correspondencias que
se estableceran entre los indivisibles geométricos y los términos de las sumas infinitas. El término
inicial de la serie en su interpretacion aritmética se correspondera con el cero, mientras que en su

Para una exposicion detallada del método de los indivisibles de Cavalieri Cfr. (Andersen, 1985).
Extraido de (Stedall, 2008,p.68)
El subrayado es propio.



interpretacion geométrica lo hara con el vértice de la figura, el punto A. Lo siguiente serd establecer la
correspondencia entre los restantes términos de la serie y los indivisibles de ambas figuras. Retomando
la figura 1 los indivisibles de la figura AOT, que eran las infinitas lineas (o paralelogramos TO) se
ponen en correspondencia con los términos de la serie de numeros cuadrados. Por otro lado, los
indivisibles del rectangulo ATOD, las infinitas lineas TO (OD), se ponen en correspondencia con los
términos de la serie cuyos términos son todos igual al término mayor de la primera serie, en virtud de
que el area de cada uno de estos paralelogramos se mantiene constante. En base a la equivalencia
construida entre indivisibles y términos de una serie resta establecer una correspondencia entre la razon
entre series y la proporcion entre AOT y ATOD. La razén que se presenta entre los infinitos indivisibles
TO es la misma que la que se da entre los términos de la serie de nimeros cuadrados. Por otro lado, al
ser constante la altura de los indivisibles de la figura TO (DO), cuyo valor es igual al segmento TO
cuando tiene la mayor longitud, se tiene que la razén entre los indivisibles TO es la misma que entre los
términos de la segunda suma. Asi, la razén que se da entre las colecciones de indivisibles de AOT y
ATOD es la misma que se da entre las dos series consideradas en la etapa aritmética:

Por lo tanto la figura completa AOT (compuesta de una infinita cantidad de lineas de TO,
TO, etc., en razon doble a las rectas proporcionales AT, AT, etc.,) serd al paralelogramo
TD, de igual altura que consta del mismo nimero de lineas rectas igual a la propia recta
TO maés grande), como 1 a 3 por la proposicion XXI (esto se debia demostrar.) (Wallis,
1656% p.18)

Esta proposicion que finaliza la etapa geométrica.
3. Las propiedades aritméticas de los objetos geométricos: abstraccion y generalidad

Como bien menciona (Beeley, 2008, p.37-38) el principal avance realizado por el método de Wallis
con respecto al de Cavalieri residié en que pudo vislumbrar que la suma de indivisibles puede ser
llevada a cabo aritméticamente, en vez de geométricamente, facilitando el desarrollo de un método de
resolucion de problemas de gran generalidad. Este avance se vio posibilitado por los desarrollos de la
geometria analitica que permitieron concebir a los objetos geométricos como dotados de propiedades
algebraicas o aritméticas a través de su representacion mediante una ecuacion. Wallis dio un paso mas al
sostener, en consonancia con el punto anterior, que si se supone a las figuras como compuestas de
infinitos indivisibles entonces es posibles aplicar los resultados de la incipiente teoria de niimeros y
algebra a problemas geométricos clasicos a través del establecimiento de una correspondencia entre
indivisibles de una figura y términos de series infinitas, igualando la nocién de proporcion clasica, solo
aplicable a cantidades, a la nocidn estrictamente aritmética de fraccion. Como menciona Wallis en un
texto posterior a propdsito de su método:

Y esta Abstraccion Matemética® es de mucha utilidad en todo tipo de consideraciones
matematicas, por medio de la cual distinguimos entre el objeto de estudio propiamente
dicho sobre el que se basa el procedimiento, y aquellos detalles que sean irrelevantes
(accidentales) al caso de la construccion en cuestion. Por esta razon, mientras otros
operan con lineas y figuras (para hacerlo aparecer mas geométrico), yo elijo (cuando tales
cosas son accidentales) mas bien demostrar universalmente a partir de la naturaleza de las
proporciones, y progresiones regulares, dado que tales demostraciones aritméticas son
mas abstractas siendo, en consecuencia, aplicables mas universalmente a situaciones
particulares, lo cual es uno de los objetivos que me he propuesto en esta Aritmética de los
infinitos’. (Wallis, 1685, p. 292)
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And this Abstractio Mathematica is of great use in all kind of mathematical considerations, whereby we

separate what is the proper subject of inquiry, and upon which the process proceed, from the impertinences of the matter

(accidental to it ) appertaining to the present case of particular construction. For which reason, whereas I find some
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Al considerar que las propiedades esenciales de las figuras geométricas son aritméticas, propiedades
ligadas a las proporciones y progresiones, Wallis considera justificado la aplicaciéon de herramientas
aritméticas como lo son las series de sumas y productos en funcion su utilidad para resolver problemas.

4. Conclusion

A partir de la exposicion de la aritmética del infinito pudimos observar céomo al definir los objetos
geométricos de acuerdo al método de los indivisibles permitid la aplicacion de conocimientos
provenientes de la aritmética. Esta ruptura con la concepcion clasica en lo referente a los objetos
postulados era el primer paso para el desarrollo de un método de caracter general. A diferencia de
Cavalieri, quien trabajo con indivisibles pero conservando las operaciones geométricas, Wallis decidid
dar un paso mas alld distancidndose aun mds de la geometria clasica, introduciendo operaciones
aritméticas en la resolucion de problemas de cuadraturas. Para Wallis la aplicacion de las series infinitas
era algo que se seguia de la definicion de los objetos geométricos de acuerdo al método de Cavalieri.
Esta necesidad venia dada porque los indivisibles permitian pensar que las propiedades esenciales de los
objetos geométricos estaban ligadas a propiedades abstractas como la progresién y la proporcion.
Teniendo en cuenta dicha definicion, y las propiedades que se siguen de la misma, es que Wallis puede
desembarazarse de los aspectos ligados a la construccion particular de cada figura y elaborar un método
de mayor generalidad, evidenciando una caracteristica comun a los desarrollos matematicos del siglo
XVII, que es el paso de las construcciones especiales a los teoremas generales. Asi, a través del presente
trabajo pudimos observar como la definicion que se hace de los objetos matematicos incide en las
herramientas desarrolladas a fin de resolver los problemas que involucran dichos objetos. En este
sentido, la definicion de los objetos de estudio determina tanto la resolucion efectiva de dichos
problemas asi como la posibilidad de elaborar estrategias generales.
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