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RESUMEN

Uno de los objetivos del area de Marketing de una empresa es identificar los clientes que
tienen alta probabilidad de abandonar el servicio prestado por la misma, los cuales son
considerados clientes de riesgo.

En este trabajo se ha seleccionado una muestra con las caracteristicas de alrededor de 9700
clientes extraida de una base de datos de una empresa de telefonia movil, a partir de la cual
se estima una funcion discriminante que permita encontrar la probabilidad de que un
cliente abandone el servicio, como asi también identificar factores de riesgo que permitan
predecir si un cliente abandonara el mismo.

La eficacia del modelo es evaluada estimando la tasa de error, medida como la proporcién
de individuos mal clasificados en una muestra test, la cual es independiente al conjunto de
datos considerado para la elaboracion del modelo.

Entre los multiples enfoques disponibles en la actualidad para construir reglas de
clasificacion se han seleccionado el Modelo de Regresion Logistica y las Redes
Neuronales, los que dieron como resultado un porcentaje de error de clasificacion muy
similar (alrededor del 12%).

Palabras claves: Decisiones empresariales. Discriminante Logistico. Redes neuronales.

Percpetron multicapa. Tasas de Error.

Autor: Cra. Maria Inés Stimolo
Director: Dr. Sergio Alejandro Cannas

Direccion postal: Maracaibo 850 — Barrio Residencial América —
Cordoba (CP 5012)

Direccion electronica: mstimolo@eco.unc.edu.ar; stimolomarines@hotmail.com.



mailto:mstimolo@eco.unc.edu.ar
mailto:stimolomarines@hotmail.com

SUPERVISED CLASSIFICATION WITH NEURAL NETWORKS. A REAL
APLICATTION.

ABSTRACT

One of the goals in many companies’ Marketing departament is to identify customers with
high probability to cancel the service provided by them, who are considered hazardous
customers. In this work we take a random sample of the caracteristics from about 9700
customers from a mobile phone company’s database. Our objective is estimate a
discriminate function, to determine the probability that customers may cancel the service

and identify risk factors to predict if they may leave the firm.

The model’s effectiveness is evaluated by estimating the error ratio, calculated as the
proportion of wrong classified individuals in a test sample, which should be independent of
the complete data set, considered for the models construction.

Among the different available approaches to build classification rules, we selected the
Logistic Regression Model and the Neural Networks. Both gave as a result a very similar

classification error ratio about 12%.

KEY WORDS: Neural Networks, Multilayer perceptron, Logistic Discrimination,

Customers decisions.
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Introduccion

En un problema de decisién, se dispone de un conjunto de alternativas posibles de las cuales
el sujeto decisor debe seleccionar por lo menos una. Esta seleccion se logra fijando criterios de
valor que le permiten a quien decide, establecer si una seleccién es mejor que otra. Dentro de los
problemas de decisién estan aquellos conocidos como problemas de clasificacién supervisada, en
los que conocido un individuo u objeto y sus caracteristicas debe decidirse su pertenencia a un
conjunto o grupo previamente determinado a través de algin criterio. Estos problemas tienen
muiltiples aplicaciones en numerosas disciplinas, entre las que se encuentran la clasificacién de
organizaciones segin alguna caracterfstica de las mismas como rentabilidad, dinamismo, etc; en
las empresas interesa clasificar de alguna manera su clientela (activos o cancelados, adhirié a la
campana de comercializacién o no, etc.), o poder clasificar grupos de alumnos (entre desertores
o no), grupos de poblacién (segin el empleo, el estado de pobreza), entre muchas mds que
se podrian nombrar. En todos los casos interesa encontrar un modelo que permita clasificar
correctamente un nuevo individuo u objeto, siendo de interés en algunas aplicaciones determinar
los factores que explican porqué el individuo u objeto pertenece a un grupo determinado.

La estadistica ha avanzado sobre este tipo de problemas, a través de distintas técnicas, ini-
cialmente con la funcién Discriminante Lineal, luego extendido al Modelo Cuadratico, desarro-
llando en la tltima década el Discriminante Regularizado. Al mismo tiempo, se incorporaron
para el abordaje de estos problemas métodos no paramétricos como el Método Kernel, el Vecino
mads cercano y los Arboles de Clasificacion.

El objetivo de este trabajo es comparar los resultados obtenidos sobre un mismo conjunto
de datos aplicando el discriminante logistico (método muy utilizado para este tipo de pro-
blemas con buenos resultados); y las redes neuronales (método innovador con el cual se estd
experimentando).

Entre las aplicaciones de este tipo de problemas, se destacan los estudios que realizan las
empresas sobre el comportamiento de su clientela. En este sentido, les interesa determinar los
motivos por los que sus clientes las eligen, o toman la decisién de abandonarlas, que permitan
al drea de marketing delinear estrategias para no perder clientes de su cartera y mantener su

participacién en el mercado.



A partir de ciertas caracteristicas conocidas de los clientes de una empresa de servicios, se
pretende estimar la regla que permita clasificarlos dentro del grupo de los clientes que piensan
dejar de serlo, o no, y de esta manera, predecir el nimero de clientes que la empresa puede
perder; es decir, que permita conocer la probabilidad de pertenencia de los clientes a uno de
los grupos:

Grupo 1: clientes que permanecen en la empresa

Grupo 2: clientes que dejardn de comprar o utilizar los servicios de la empresa.

En otros términos, se debe estimar la probabilidad que un individuo pertenezca a un grupo,
dado un conjunto de caracteristicas que lo identifican.

Para construir una regla de clasificacién se parte de una muestra representativa de clientes
de la empresa (muestra de entrenamiento). La regla de clasificacién que se selecciona serd
aquella que en su etapa de generalizacién a la poblacién, clasifique los clientes con el minimo
error. Para testear los resultados y comparar los porcentajes de clientes mal clasificados por
ambos métodos, se selecciona una muestra independiente de la que se utilizé en la etapa de

estimacién (muestra test).

En el capitulo 1 se desarrolla el concepto de clasificacién desde el punto de vista estadistico
y de la teorfa general del aprendizaje. En el capitulo 2, se presenta el modelo més simple de
redes neuronales, el Perceptron simple, desarrollando sus algoritmos de aprendizaje y el teorema
que asegura su convergencia. Siguiendo con el perceptron simple, en el capitulo 3 se desarrolla
el Discriminante logfstico como un caso particular, presentando el modelo logistico binario
y considerando la interpretaciéon de los coeficientes estimados. En este capitulo se propone
también un andlisis previo de las variables a ingresar en el modelo y métodos para la evaluacién
final del modelo obtenido.

Sin embargo, el perceptron simple, y el modelo logistico como un caso particular, resultan
una buena regla de clasificacién sélo si los grupos son linealmente separables. La separabilidad
lineal requiere que los grupos estén lo suficientemente separados uno de otro para asegurar
un hiperplano que divida las regiones de decisién. Estas criticas fueron hechas por Minsky
and Papert (1969). Ellos demostraron con rigurosidad matematica las limitaciones del per-
ceptron simple para generalizar sus resultados a todo tipo de problemas. Sugieren como linea

de investigacién la extension a sistemas con variables intermedias. Con el auge de la compu-



taciéon a mediados de la década del 80 aparece el Perceptron multicapa como una extensién
del perceptron simple, el que se presenta en el capitulo 4, como un modelo mdas complejo de
redes neuronales. Por 1ltimo, se aplican los modelos a un conjunto de datos y se comparan los

resultados obtenidos, los cuales estdn presentados y analizados en el capitulo 5.



Capitulo 1

Relacion de la teoria estadistica con

la Teoria General del Aprendizaje.

1.1 Introducciéon estadistica a los problemas de clasificacién su-

pervisada.

En problemas de clasificacién supervisada, se definen clases o grupos, y a partir de una muestra
de objetos de los que se conoce el grupo de pertenencia, se construye una regla que permita
asignarlos al mismo. FEsta regla, puede ser utilizada en una etapa posterior, para asignar
nuevos objetos -cuyo grupo de pertenencia es desconocido- a un grupo. Considerando k clases
1,2......,K y ciertas caracteristicas de cada objeto representadas en un vector x de dimensién p,
clasificar un objeto significa tomar una de las k posibles decisiones! sobre la base de un valor
observado x = x. Los vectores de caracteristicas de la clase k se distribuyen de acuerdo a una
densidad f(x/k). La regla de clasificacion elegida, permite obtener probabilidades P(k/x) que
constituyen los valores utilizados para tomar la decisién de asignar el objeto al grupo k. Se
simboliza como 7, a la proporcién de casos de la clase k en la poblacién de estudio, cuyo valor

no siempre es conocida.

! Algunos autores como Ripley (1999) menciona k + 2 posibles decisiones 1,2, ....., K, D, O., definiendo k
clases, D significa que “estd en duda’, posiblemente se pospone la clasificacién hasta que se determinen nuevas
caracteristicas, y O representa un caso atipico, un objeto que definitivamente no pertenece a ninguna de las K
clases.



ne

ite de dercizidn

Clase 2

x1

Figura™1-1: Regiones de decisién en el espacio de variables

Una regla de clasificacién asigna cada punto del espacio Rp (correspondiente a las caracte-
risticas del conjunto de ejemplos), a una de las k clases. Se puede considerar al espacio, dividido
en k regiones de decisién Ry, ...... , Ric, de tal forma que un punto que cae en la regién Ry, es
asignado a la clase k. Los limites entre estas regiones son conocidos como limites de decision.

En clasificacién supervisada, es importante una correcta seleccién del conjunto de ejemplos
para los cuales el vector de caracterfsticas x, y la clase k£ de pertenencia son conocidos. La
regla o modelo de clasificacion establecida para decidir la clase de pertenencia, a partir de los
ejemplos, debe ser aquella que presenta el menor nimero de errores. Un error de clasificacién
ocurre, cuando se asigna un objeto a la clase k que en realidad pertenece a la clase j, o viceversa.

En el caso que la densidad f(x/k) y la proporcién de casos de la clase k en la poblacién
sean conocidas, es posible construir un procedimiento de clasificacién con propiedades éptimas
demostradas. Utilizando el Teorema de Bayes, se puede encontrar la probabilidad de que
un objeto pertenezca a la clase k, una vez que se ha observado el vector de caracteristicas x
(probabilidad a posteriori) como:

Pk/x) = (1.1)

donde f(x) = K| f(X/i)m; es la funcién de densidad de x, independientemente de la
clase. Esto asegura que estas probabilidades sumen uno, en simbolos >°% | P(i/x) = 1

Para minimizar la probabilidad de objetos mal clasificados, el vector x es asignado a la clase



i si P(i/X) > P(j/X) para todo i # j , lo cual puede ser expresado como:

P(X/i)m; > P(X/j)mj para todo i # j. (1.2)

La probabilidad del error se puede calcular como:
P(E)=>_P(x €i,j) para todoi=1,2,3.... K; j =1,2,3....., K siendo i # j
La eleccion del limite de decisién, debe coincidir con el valor de X que minimiza la probabi-
lidad de mal clasificacién, lo que es equivalente a asignar cada objeto a la clase que tiene mayor
probabilidad a posteriori, como en (1.2). De esta manera, se sustenta la decisién de clasificacién

sobre el peso relativo de las probabilidades.

Es posible, reformular el proceso de clasificacién en términos de un conjunto de funciones
discriminantes y;(x), .......... ,Yr(x), de tal manera que un vector x, es asignado a la clase k
si yi(x) > yj(x) para todo ¢ # j . La regla de decisién que permite minimizar el error de
mal clasificacién, puede ser considerada en términos de funciones discriminantes, simplemente
eligiendo yi(x) = P(k/x) = f(x/k)m) en forma equivalente .

En las funciones discriminantes, importan las magnitudes relativas para la determinacién
de las clases, esto permite reemplazar yi(x) por una funcién monétona, lo que no afecta la
funcién de clasificacién. De esta manera, se pueden escribir las funciones discriminantes de la

siguiente forma:

yr(X) = In f(x/k) + Inmy (1.3)

Los limites de decisién, cuando dos regiones de decisién son contiguas, no estdn afectados por
transformaciones monétonas de las funciones, ya que los mismos estdn dados al igualar las
funciones discriminantes y;(x) = y;(x) .

Si se asume una forma especifica de la funcién de densidad f;(x), estamos ante un método
paramétrico. En este caso, la distribucién més utilizada por poseer un ntimero considerado
de propiedades analiticas y estadisticas, es la distribucién Normal. Si el vector x es de
dimensién p, la funcién de probabilidad para cada clase (considerando que son independientes

entre si) es:
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1

X)) = ——
fk( ) (27T)p/2|2k|1/2 €xp

{—%(X_Mk)tzkl(x_“k)} (1.4)

donde la media es el vector p;, v X la matriz de covarianzas. Dada esta particular funcién de

densidad de los datos, la expresién (1.3) puede escribirse como:

1 _ 1
yrp(X) = —§(x — ) (x — ) — 3 In|3| + Inmy (1.5)

Si las matrices de covarianza son iguales (Xj = ¥), la expresion (1.3) se simplifica, ademds

si X es simétrica, su inversa también es simétrica, por lo que se verifica la siguiente igualdad:

x'E = pl 3 x (1.6)

y esto permite expresar yx(X) como:

yr(X) = wix + wko (1.7)

donde wi = u’,‘%E*l YV Wro = —%u};E*luk + In g
El método de méxima verosimilitud, entre otros, permite estimar los pardametros. Conside-

rando una muestra de n datos, los mismos resultan:
n
A 1
ny = - E X;
k n 4 ')
=1

AN | - A A
vy X = n;(xz 1) (xi— ).

1.2 Clasificacién supervisada desde la Teoria General del apren-
dizaje.?

Un modelo de aprendizaje supervisado, como se muestra en la figura 1.2, consiste en tres

componentes interrelacionadas:

’Este punto ha sido desarrollado en base al capitulo 2 de Haykin (1994).

11
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Figura™1-2: Modelo de aprendizaje supervisado

1- El ambiente o entorno con una desconocida distribucién de probabilidad F(x), siendo
x el vector de caracteristicas del mismo.

2- El maestro, representado por un conjunto de N ejemplos (x;,k;) para i = 1,2,.....; N,
siendo k; la respuesta verdadera de cada ejemplo. Entre x y k, existe una relacién dada por
una funcién desconocida g : x — k . Por lo tanto, existe la probabilidad condicionada P(k/x),
que es constante pero desconocida.

3-Un algoritmo que permite realizar un mapeo de funciones F, cuyas entradas pertenecen
al conjunto X, estimando un conjunto de pardmetros W que permitan encontrar una respuesta
y=F(x,w).

Este modelo conduce a visualizar al aprendizaje supervisado como un problema de apro-
ximacién, ya que significa encontrar la funcién F(x,w) que mejor se aproxime a la funcién
deseada g(x).

L(k, F(x,w)) representa la funcion de pérdida, comparando el valor observado k con el

valor de salida obtenido a partir de un algoritmo y = F(x,w). La expresién més utilizada

como funcién de pérdida, es la siguiente:

L(k, F(z,w)) = [k — F(x,w)]? (1.8)

El valor esperado de la funcién de pérdida se denomina riesgo funcional, y su expresién

12



analitica es:

R(w) = /L(k,F(x,w))dP(x, k),donde® P(x, k) = P(x)P(k/x) (1.9)

El objetivo que se persigue es minimizar el valor de R(w), a partir del principio de minimi-

zacién del riesgo empirico.

1.2.1 Minimizacién del riesgo empirico.

La idea bdsica del método consiste en utilizar el conjunto de N ejemplos de entrenamiento

independientes y la funcién F(x, w) para construir la funcién de riesgo empirico.

1 N
Repp(W) = ~ ZL(ki,F(xi,w)) (1.10)

la cual no depende de la distribucién de probabilidad desconocida P(x, k), y puede minimi-
zarse respecto al vector w.

Wemp ¥ F(X, Wemp) representan los pesos y el correspondiente mapeo que minimiza el ries-
go funcional empirico; por otro lado, w, y F(x,w,) corresponden a los pesos y mapeo que
minimizan el riesgo funcional real. Tanto we,,, como w, pertenecen al espacio W.

El problema a considerar es la condicién bajo la cual el mapeo de solucién aproximada
F(x, Wemp), se acerca al mapeo de solucién deseada, medida como la desigualdad entre R(Wepp)
y R(w,).

Fijado un valor w = w*, el riesgo funcional R(w*) determina la esperanza matemadtica de
una variable aleatoria definida por Zy~ = L(k, F(x, w™)).

En cambio, el riesgo funcional empirico para el valor fijado Remp(W*) es la media empirica
de la variable Zg«.

De acuerdo a la Ley de los Grandes Niumeros, cuando el tamano de la muestra N del
conjunto de entrenamiento es suficientemente grande, la media empirica de Z,« converge a su
valor esperado. Este teorema, provee una justificacién tedrica para el uso del riesgo funcional

empirico Remp(W), en lugar de R(w), pero ello no es una razén para suponer, que el vector

3Integral de Rieman-Stieljes
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Wemp que minimiza el riesgo empirico Rep,(W),también minimice el riesgo funcional R(w).
Esta condicién se puede expresar en forma aproximada como sigue (Haykin1994) :

”Si el riesgo funcional empirico Rey,,(W) se aproxima al riesgo funcional R(w) uniforme-
mente en w con una precisién €, entonces el miimo de Re,,,(w) difiere del minimo de R(w)
en una cantidad que no excede 2¢”.

Formalmente esto significa que, para algiin w € W y ¢ > 0, se debe imponer la siguiente

condicién

Pr {sup |R(W) — Remp(W)| > 6} — 0, para N — oo (Vapnik,1982) (1.11)

donde sup significa ”supremo de”. Si se satisface la condicién se dice que hay convergencia
uniforme en el vector de pesos w del riesgo empirico medio a su valor esperado.

Para cualquier valor € y para o > 0, podemos plantear la siguiente desigualdad:

Pr {sg}p |R(W) — Remp(W)| > 6} <o (1.12)

0 que,

Pr {sgjp |R(W) — Remp(w)| < 6} >1—-a« (1.13)

Considerando Wey,, ¥y Wo los puntos minimos de Rep,,(W) y R(W) respectivamente, como

se puede observar en la figura 1.3, se verifica que:

Remp(Wemp) < Remp(Wo) (1.14)

La condicién (1.13) implica que, las siguientes desigualdades se satisfacen simultdneamente

con probabilidad (1 — «) :

R(Wemp)_Remp(Wemp) < € (115)

Remp(W())*R(WQ) < €

Sumando miembro a miembro las desigualdades (1.15), y teniendo en cuenta la expresién

14



Figura™1-3: Relacién entre el riesgo empirico y el riesgo funcional.

(1.14), se puede escribir:
R(Wemp) — R(wo) < 2¢ (1.16)

condicién que se satisface con probabilidad 1 — «. En forma equivalente, se establece la des-

igualdad R(Wemp)— R(Wg) > 2¢, con probabilidad a. En simbolos:

Pr{R(w) — Remp(W) > 2¢c} < « (1.17)

Como se expresa en (1.11), el riesgo funcional empirico R(Weyy) converge uniformemente al
verdadero riesgo funcional R(w), a medida que el tamano de la muestra se hace infinitamente
grande, esto permite afirmar que R(Wepp) converge en probabilidad al minimo valor posible
del riesgo real R(w), siendo condicién necesaria y suficiente para la consistencia del principio
de minimizacién del riesgo.

La teoria de convergencia define limites sobre la tasa de convergencia, los cuales estdn

basados en un importante pardmetro denominado dimensiénVC, en honor a quienes los des-
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arrollaron Vapnik y Chervonenkis (1971). La dimensién VC es una medida de la capacidad de
la familia de funciones de clasificacién que pueden ser realizadas por un proceso de aprendizaje.
Para el caso de una respuesta binaria, donde k£ = {0, 1}, denotamos como F a la familia de

funciones dicotémicas que pueden ser implementadas en el proceso de aprendizaje, en simbolos:

F={F(x,w):weW,F:R —{0,1}} (1.18)

Se simboliza con S, al conjunto de IV puntos en el espacio p dimensional de vectores iniciales:
S ={1,2,3.....N},y #5 representa la cardinalidad de S, es decir, la medida del tamano del
conjunto. El proceso de aprendizaje, debe particionar ese conjunto en dos subespacios disjuntos

So y Si, de forma tal que:

0 para x €5,
Flx,w) =4 ’
1 para x €5

El conjunto S es separado por F si todas las divisiones de S (2! para el caso dicotémico)
pueden ser inducidas por funciones de F.

Designando A£(S), al nimero de diferentes divisiones implementadas por el proceso de
aprendizaje, y Ax(S*), al mdximo de divisiones que se pueden realizar sobre el conjunto S, la
dimensién VC de un conjunto de funciones de clasificacién ( {F(x,w) : w € W}), es el nimero
maéximo de elementos de S que puede ser aprendido sin error. En las mayoria de las situaciones
préacticas, es dificil evaluar la dimensién VC por medios analiticos, pero se relaciona con los
limites de las tasas de convergencia, mostrando que una dimensiéon VC finita implica tasa de
convergencia uniforme.

En clasificacién binaria, la funcién de pérdida toma dos valores:

0si F(x,w) =k
L(k, F(x,w)) =
1 en otro caso

En este caso, el riesgo funcional R(w) se interpreta como la probabilidad media del error
de clasificacién (tasa de error), y el riesgo funcional empirico Remp(W) como la frecuencia de
errores realizada durante la sesién de entrenamiento (error de entrenamiento).

Dado un vector w y un € > 0, la condicién establecida por la Ley de los Grandes Ntimeros:

Pr{|R(W) — Remp(W)| > e} — 0 para N — o0, como se expresé en pérrafos anterio-

res, no implica que la regla de clasificacién (para un valor de w) que minimiza el vector de
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entrenamiento, minimice también la probabilidad media del error de clasificacién. Para un con-
junto N de entrenamiento suficientemente grande la proximidad entre R(w) y Remp(W) debe
cumplir una condicién més fuerte dada por la expresién (1.11), donde estamos estableciendo
la convergencia uniforme de la frecuencia de errores de entrenamiento hacia su probabilidad
media.

Determinada una dimensiéon VC igual a h, se sostiene la siguiente desigualdad (Vapnik,

1982,1992):

2e N

Pr {sg}p |R(W) — Repmp(w)| > s} < <T>hexp(82]\7) (1.19)

donde la dimensién VC provee un limite a la tasa de convergencia uniforme. El lado derecho de

la desigualdad (1.19), tiende a cero a medida que crece N. El factor (Q%N ) "se denomina ” funcion

de crecimiento”, cuyo crecimiento no es muy rdpido, y al estar multiplicado por la expresién
exp(—e2N) (que decrece exponencialmente a medida que crece N), hace que el lado derecho
de (1.19) tienda a cero.Esta condicién se cumple, siempre que la dimensién VC sea finita.
Una dimensién VC finita es entonces, una condicién necesaria y suficiente para la convergencia
uniforme.

. h . . ..
Sia= (%) exp(—e2N ), podemos despejar ¢, obteniendo el siguiente resultado:

eo(N, h,a) = \/zﬁv [m (%) + 1} - %lna (1.20)

La expresién (1.20) es un intervalo de confianza que depende de N, h, y «. El limite definido

en (1.19) con € = go(N, h, a), es alcanzado para una probabilidad media del error igual a 0,5.
Para un valor menor, que son los casos que interesan en la prictica, se considera la siguiente

modificacién en la desigualdad (1.19)*

2eN \" 2N
Pr {sup > 6} < (%) exp(—ET) (1.21)

Se puede encontrar un nuevo intervalo de confianza e1(N, h, ), definido en términos del

R(W) — Remp(W)
R(w)

anterior eo(N, h, a) como sigue:

‘En la bibliograffa se dan diferentes resultados para la expresién (1.19) depende de la desigualdad definida
para su derivacion, pero todos presentan una forma similar.
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e (N, b, @) = 2¢0(N, B, ) (1 + \/1 4 iﬁ—%) (1.22)

El segundo término de (1.22) depende del error de entrenamiento por lo que cuando Repp(W) =
0, la expresién se reduce a :e1(N, h,a) = 4eg(N, h, ). Con probabilidad 1 — « se puede esta-

blecer, para todos los vectores w,la siguiente desigualdad :

R(W) < Remp(W) + . (1.23)

El limite general para la tasa de convergencia uniforme sera:

R(wW) < Remp(W) +e1(N, h, a) (1.24)

Cuando el error de entrenamiento Renmp(W) es cercano a cero se tiene :

R(W) < Remp(W) + 4eo(N, h, @) (1.25)

~

el cual proporciona un limite bastante preciso para situaciones reales de aprendizaje.

Para un wvalor grande del error de entrenamiento cercano a la unidad el limite sera:
R(W) < Remp(W) +e0(N, h, ). (1.26)

1.2.2 Minimizacién del riesgo estructural

El error de entrenamiento, es la frecuencia de errores realizados por el modelo de red duran-
te la sesién de entrenamiento, para un vector de pesos w . Kl error de generalizacién, esta
definido como la frecuencia de errores realizados por el modelo sobre un conjunto nuevo de
ejemplos.” Se tienen entonces dos errores, Rempt(W) ¥ Rempg(W), error de entrenamiento y
error de generalizacién respectivamente.

En la teoria de la tasa de convergencia uniforme, se debe establecer con probabilidad 1 — «
para un ndmero de ejemplos N > h (dimensiéonVC) y para todas las funciones de clasificacién

F(x,w), que el error de generalizacién es menor que un riesgo garantizado definido como la

5 . . . . ., . .
° Aqui se asume que los ejemplos de prueba provienen de la misma poblacién que los ejemplos de entrenamiento.
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Refw) A

Figura™1-4: Comportamiento del riesgo garantizado y sus componentes segin la capacidad
del modelo

suma de Repmpt(W) y €1(N, b, a, Reppt(W)):

Rg (W> = Rempt (W> + El(Na h,a, Rempt (W)) (1.27)

Siendo €1(N, h, &, Rempt(W)) el valor definido en la expresién (1.22). Dado un nimero fijo
de N ejemplos de entrenamiento, a medida que se incrementa la capacidad de aprendizaje (o
dimensién VC), el error de entrenamiento se reduce , mientras el intervalo de confianza se incre-
menta en forma mondtona . En consecuencia, el riesgo garantizado y el error de generalizacién
tienden a un minimo. Antes de alcanzar el punto minimo (Ver figura 4.1) el problema de apren-
dizaje estd determinado sobre la capacidad h del modelo de red, la cual es muy pequena para
una cantidad especifica de ejemplos de entrenamiento. Después del punto minimo, el problema
de aprendizaje estd determinado por debajo de la capacidad del modelo, por lo que esta es muy
grande para el conjunto de entrenamiento.

El objetivo en la resolucién de un determinado problema de aprendizaje, es alcanzar el mejor
resultado de generalizacién, dada la capacidad del modelo y la cantidad disponible de ejemplos
de entrenamiento.

FEl método de minimizacién del riesgo estructural, proporciona un procedimiento sistemati-
co para alcanzar este objetivo controlando la dimensiénVC del modelo. Considerando una

familia de funciones de clasificacién binaria {F(x,w) : w € W}, se definen n subconjuntos con
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estructuras anidadas.

Fi ={F(x,w):we Wi}, k=1,2,...,n., de forma tal que F; C F2 C ..... C Fn, es decir
cada subconjunto de funciones estd contenido en un conjunto mayor. Para las dimensionesVC
correspondientes a cada subconjunto, se satisface que: hy < hg < ..... < hy.

El método de minimizacién del riesgo estructural procede de la siguiente formas:

-Se minimiza el riego empirico (el error de entrenamiento) para cada subconjunto, y se
selecciona un subconjunto particular F*que presente el minimo error més chico.

- Para el subconjunto F* se determina el mejor compromiso entre los términos competitivos
del riesgo garantizado, es decir el error de entrenamiento y el intervalo de confianza. El objetivo
es, encontrar un modelo de red tal que, la dimensién VC disminuya, con el menor incremento
posible del error de entrenamiento.

El principio de minimizacién del riesgo estructural se puede implementar de las siguientes
formas:

-Variando la cantidad de pardmetros.

-Agregando un pardmetro regularizador en la funcién de riesgo funcional R(w, \x)

-Reduciendo la dimensién del espacio de variables de entrada, lo cual tiene el efecto de

reducir la cantidad de pardmetros w;; en el modelo.

1.3 Carécter estadistico del proceso de aprendizaje

El proceso de aprendizaje experimentado por una red neuronal es un proceso estocdstico, da-
do que el mismo proviene de un ambiente aleatorio donde debe codificarse el conocimiento
empirico del entorno, es decir las mediciones que caracterizan el fenémeno en estudio. Con-
siderando un fenémeno descrito por un vector x, que representa a un conjunto de variables
independientes, y un escalar k para indicar la variable dependiente, con N observaciones de x,
denotadas por x1,Xa, ....... Xy , y el correspondiente conjunto de observaciones de k, denotados
por ki, ko, ....... kn. Generalmente, no se tiene conocimiento de la relaciéon funcional exacta entre

x y k, la cual se puede escribir como:
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Siendo f(x) alguna funcién de x , y € un error aleatorio esperado que representa lo que se
ignora respecto a la dependencia entre k y x.

La expresion (1.18) representa un modelo estadistico de regresion donde la funcién f(x) se
define como una esperanza condicional: f(x) =F [k/x] , la cual representa el valor de k que se
obtendrd en promedio dada una particular realizacién del vector x. Cuando ¢ = 0, la relacién
entre x y k es exacta.

El modelo de regresién se basa en dos propiedades:

1) Ele/x]=0

2) No hay correlacién entre le error y la funcién f(x). Esta propiedad, conocida como el
principio de ortogonalidad, expresa que la informacién 1til del vector x, ha sido codificada
dentro de la funcién f(x).En simbolos: F [ef(x)] = 0.

El modelo de regresién es un modelo matemaético cuyo propésito es utilizar el vector x
para explicar o predecir k. Un modelo de redes neuronales provee un mecanismo para cumplir
este objetivo, cuya tarea es codificar el conocimiento empirico representado por un conjunto de
entrenamiento (T' = {(x;,k;) | ¢ = 1,2,3...N}), en un conjunto de pardmetros. En este contexto,
X;, k; representan el vector de entrada y su correspondiente respuesta deseada. Un modelo de
red encuentra una respuesta determinada y = F(x,w) a partir de un vector de pardmetros
w, el cual se va ajustando en forma iterativa, en respuesta a una senal de error e, definida
como la diferencia entre la respuesta deseada k, y la que se obtiene del modelo y. El criterio
de optimizacién, es minimizar la media cuadrética de la senal de error, definiendo la siguiente

funcién de costo:

= -E [(k ~ F(x, w))2] (1.28)
La expresion (1.28) se puede reescribir como:

1
L(w) = 5B (k= f(x) + f(x) = F(x,w))’| (1.29)
reagrupando y operando algebraicamente se llega a:
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L(w) = 3B [k~ 6] + 55 [(70) ~ Fix,w))?] (1.30)

en la férmula anterior se elimina la esperanza del doble producto, que define la correlacién entre
los errores € y las funciones f(x) y F(x,w), por ser igual a cero.
En la expresion (1.30), el primer término es independiente de w, por lo que el valor wy que

minimiza la funcién de costo L(w) es la que minimiza la integral :

B[00 = Pexw))?] = [ PO (00 = Flx,w)? (131)

donde x € R, y la funcién de densidad del vector x estd dada por P(x).

De la expresién (1.30) surge la siguiente desigualdad:

L(w) > %E [k~ B [k/x))?] (1.32)

es decir, entre todas las funciones de x, el modelo de regresion es el mejor estimador de la
respuesta deseada k dado un vector x, cuando la funcién de costo es definida como la media
cuadrética.

Podemos decir, que el vector wq tiene la propiedad de minimizar la media cuadréatica de
F(x,w), aproximdndose a la esperanza condicional f(x) =F [k/x].

La distancia al cuadrado entre el resultado de un modelo de regresién y el obtenido por un

modelo de red, es decir:

(f(x) = F(x,w))* = (E[k/x] — F(x,w))’ (1.33)

representa una medida de efectividad de la funcién F(x,w), como predictor de k. Una red
neuronal, aprende de la informacién contenida en el conjunto de entrenamiento, y la misma se
transfiere a un vector de pardmetros w, indicada como T' — w

Como w depende del conjunto T, la funcién F(x,w), puede escribirse como F'(x,T"). Con-
sideremos el error cuadratico medio de la funcién F'(x,7’), como un estimador de la funcién de

regresion F [k/x] . En simbolos:
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E[(Ek/x] - F(x, T))Q] (1.34)

Sumando y restando E [F(x,T')] ,a la expresién (1.34), agrupando convenientemente y des-

arrollando el cuadrado se obtiene:

E(Blk/x] - F(x,T))’| = B [(Elk/x] - E[FxD))’| + B [(B[F(x,T)] - F(x,T))’|
(1.35)
B (B [k/x] = F(x, 1)) = (E[F(x,T)] = E[k/x])’ + B |(F(x,T) = E[F(xT)}’| (1.36)

En la expresion (1.36), el primer término (E [F(x,T)] — E [k/x])? representa el sesgo de la
funcién de aproximacién F'(x,T') medida respecto a la funcién de regresién. El segundo término
E {(F(x, T) — E[F(x, T)])z} es la varianza de la funcién de aproximacién. El cuadrado medio
del error de estimacién entre la funcién del modelo de red y la de regresién para un conjunto
de entrenamiento dado es la suma de dos componentes: sesgo y varianza.

Para alcanzar buenos resultados, ambos términos deberfan ser pequenos. En el modelo de
red neuronal, se parte de un determinado conjunto de entrenamiento, y el precio de alcanzar un
minimo sesgo es aumentar la varianza. El aumento del tamano del conjunto de entrenamiento,
permite reducir las dos componentes al mismo tiempo, pero la consecuencia es una lenta conver-
gencia. A veces, dependiendo de cada problema, se puede incorporar el sesgo intencionalmente

para reducir la varianza, siempre que ello no afecte al modelo.
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Capitulo 2

Redes neuronales

2.1 Concepto de modelo de redes neuronales

Los estudios realizados para entender y modelar las funciones orgédnicas del cerebro, sirvieron
de motivacién para la investigaciéon en redes neuronales. Aunque ain se estd muy lejos de
conocer el funcionamiento real del cerebro, su estructura bésica y procesos internos, sirven como
inspiracién para el desarrollo de modelos de redes neuronales, los cuales han avanzado sobre
otras dreas del conocimiento muy distantes de la neurobiologia, en disciplinas como ingenierfa,
fisica, tecnologifa, estadistica, etc.!

Los modelos de Redes Neuronales son algoritmos para realizar tareas cognitivas, tales como
aprendizaje y optimizaciéon. Los sistemas de Redes Neuronales Artificiales(ANN), tienen la
estructura de simples unidades de procesamientos o nodos conectados por enlaces ponderados,
los cuales pueden ser representados como grafos direccionados. Las distintas conexiones entre
los nodos determinan diferentes arquitecturas de redes neuronales. En problemas especificos
de clasificacién, se utilizan conexiones direccionadas hacia delante (feedfoward) como los de la
Figura 2.1.

Un modelo de red neuronal estéd definido como un grafico dirigido con las siguientes propie-

dades:

'Ver en anexo I la analogia entre estos modelos mateméticos y el modelo biolégico y la historia del desarrollo
de estos modelos.
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Figura™2-1: Modelos de Redes Neuronales para clasificacién (feedfoward)

1. A cada nodo i se le asocia una variable x;, denominada neurona.

2. Los enlaces entre el nodo de llegada i y el nodo de salida j son denominados sinapsts,
y estdn ponderados por un valor real w;; o peso sindptico.

3. Un valor real wq asociado a cada nodo que recibe el nombre de umbral de activacion®

4. Una funcion de activacion para cada nodo, la cual determina el valor del mismo en
funcién de su umbral de activacién, la sinapsis de los enlaces entrantes, y el valor
de los nodos conectados por esos enlaces. Esta funcién limita el rango de amplitud
del valor que puede asumir la neurona x;, el cual estd normalmente definido en el
intervalo [0,1] o [-1,1], y puede ser la identidad, la escalar, la logistica o la tangente

hiperbdlica, entre otras.

El primer modelo de red neuronal de la figura 2.1 estd formado por un conjunto de nodos
de entrada de nominado capa de entrada ( 4 neuronas) y un conjunto de nodos de salida (3
neuronas); el segundo modelo tiene un una capa de entrada formado por 5 neuronas, un conjunto
de nodos intermedio el cual se denomina capa oculta (3 neuronas) y dos neuronas de salida.

Una neurona k se define en términos matemdticos como:

2En caso de tratarse de una funcion continua, es mds adecuado denominarlo sesgo
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Figura™2-2: Representacién de una neurona.
P
yr = fO wijz; — wio) (2.1)
j=1
donde x1,xa, ....., ¥, son las senales de entrada; w1, wga, ....... , Wkp son los pesos sindpticos, wio

es el umbral de activacién, y f la funcién de activacion.

Agregando una senal de entrada igual a -1, (2.1) se puede expresar:

P
yr = FO_ wijz;) (2.2)
j=0
siendo xg = —1, siendo su representacién grafica la de la figura 2.2.

La variable y de salida, representa una funcién explicita de las variables de entrada. Esto
se cumple para todos los modelos de redes neuronales direccionadas hacia adelante. En estos
modelos las entradas son propagadas a través de la red, directamente hacia la variable de salida.

La eleccién de un determinado proceso de aprendizaje estd influenciado por la tarea de
aprendizaje que se requiera como resultado; si esta tarea es la clasificaciéon supervisada de
patrones, para resolverlo la red organiza una sesién de entrenamiento durante la cual se van
presentando repetidamente a la red el conjunto de ejemplos con la clase a la cual pertenecen.
Después se presenta a la red un ejemplo perteneciente a la misma poblacién que no fue utilizado

en el entrenamiento: la tarea que debe cumplir es clasificar correctamente ese patron.
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La ventaja de utilizar redes neuronales para clasificar, es que permite construir fronteras
de decisién entre regiones de forma no pardmetrica y por ende ofrece un método practico para
resolver problemas de clasificacién muy complejos.

Los resultados obtenidos por la red se van contrastando con las respuestas correctas, y
la diferencia entre ellos define una senal de error. Los pardmetros de la red son ajustados
bajo la influencia combinada del vector de entrenamiento y la sefial de error. Este ajuste se
realiza iterativamente paso a paso hasta que las respuestas obtenidas por la red sean lo maés
cercanas posibles a las correctas. Cuando esta condicién es alcanzada debemos prescindir de
los ejemplos y dejar que la red neuronal se enfrente al entorno por si misma. Dado un adecuado
conjunto de ejemplos de entradas y salidas, un algoritmo para minimizar una funcién de costo de
interés, y el tiempo suficiente permitido para realizar el entrenamiento, el sistema de aprendizaje
supervisado permite generalmente resultados satisfactorios para la clasificacion.

La propiedad méds interesante de una red neuronal es su habilidad de aprender desde su
entorno y mejorar sus resultados a través del aprendizaje; esto tiene lugar en el tiempo acorde
a una medida de error establecida.

En su proceso de aprendizaje:

1)La red neuronal es estimulada desde el entorno

2)La red neuronal sufre cambios como resultado de la estimulacién anterior

3)Responde de manera diferente al entorno debido a los cambios ocurridos en su estructura
interna

Si consideramos dos nodos x; y vy, conectados por el peso sindptico wy;, wy;(n) representa
el valor del peso sindptico al momento n. Al tiempo n, un ajuste Awy;(n) es aplicado al peso

sindptico wy;(n) conduciendo a actualizar el valor wy;(n + 1). Esto se puede escribir como:

wii(n+ 1) = wg;(n) + Awg;(n) (2.3)

wy;(n) y wij(n + 1) son los viejos y nuevos valores de los pesos sindpticos, luego wy;(n + 1)
debe ser revaluado.
Las reglas propuestas para resolver el problema de aprendizaje son llamadas algoritmos de

aprendizaje. Existen diferentes algoritmos de aprendizaje, diferencidndose basicamente por la
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manera de realiza el ajuste de Awy;(n).

2.2 Perceptron simple

El modelo més simple de una red neuronal es el perceptron de Rosenblatt o perceptron simple

(Rosenblatt, 1962), cuya representacién gréfica es la siguiente:

o

Perceptron simple con una neurona de salida.

Un perceptron simple representa una funcién de clasificacién en dos clases C; y Cs, el valor

del nodo de salida y resulta segin la expresién:
P
y=f(Q_wjz; —wo)
j=1

que representa una funcién discriminante siendo el vector X asignado® a C; siy > 0y a Co
si y < 0. Esta funcién divide el espacio R, de variables en dos hiperplanos. Los coeficientes
w; son estimados de tal modo que minimicen la diferencia entre las salidas y la clasificacién
correcta, el proceso de busqueda de estos coeficientes es los que se denomina entrenamiento o
aprendizaje de la red.

Cuando hay més de un nodo de salida, el perceptron representa una funcién de clasificaciéon

en més de dos grupos, siendo la expresiéon de cada nodo:

p

yr = FO_ wijmj — wor) = f(Wrx — wo)
j=1

3F] criterio de asignacién puede cambiar para distintas aplicaciones.
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2.2.1 Criterio del perceptron

Considerando ahora como funcién de activacion f a la funcién escalén, la que se simboliza ©

—1 cuando a < 0
O(a) = (2.4)

1 cuando a <0

siendo a = i w;T;, 0 en su expresién vectorial a = W x.
=0

El objetivojque se persigue es encontrar un modelo que realice una clasificacién correcta,
por lo que es natural definir la funcién error en términos del nimero total de errores cometidos
en el conjunto de entrenamiento. El critero del perceptron define una funcién error lineal por
partes. Si se asocia cada vector x; a su correspondiente k; para i = 1,2,3,...... N, es decir
considerando N ejemplos o patrones, de tal modo que si k; = 1, el vector pertenece a C1, y si
ki = —1 , pertenece a Cy. A partir de la funcién definida en 2.4, se debe cumplir que w'x > 0

. / . . .,
para vectores que provienen de C1, y w x < 0 para los que provienen de Cs. Una clasificacién

, / ., . . . z
seréd correcta cuando w (x;k;) > 0. Entonces, la funcién error a minimizar seré:

Ew)=- Y w(xik;) (2.5)

x;ENe
donde N, representa el conjunto de vectores x; mal clasificados por el actual vector de pardme-
tros w.
Esta funcién error es conocida como criterio del perceptron. E(w) es igual a cero para el
caso que que todos los datos estén bien clasificados. A partir de esta funcién de error es posible

definir un simple algoritmo de aprendizaje

wj(n +1) = w;(n) + nzj,ki (2.6)

siendo 77 un pardmetro mayor que cero, denominado tasa de aprendizaje, que controla el ajus-
te aplicado al vector de pardmetros y su valor realiza un cambio de escala sin afectar la
separabilidad.

Con un simple ejemplo se puede ver graficamente (Figura 2.4) como funciona el aprendizaje

en un perceptron , considerando cinco ejemplos con sélo dos variables (z1,x2) y un umbral
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de activaciéon xp = 1 . Los circulos blancos corresponden a los ejemplos de la clase 1 (C}) y
los circulos negros a los de la clase 2 (C3). Dado un vector inicial de pardmetros inicial w(0),
se encuentra el primer limite de decision. Como se observa en la Figura 2.4 (a), el punto
2 estd incorrectamente clasificado. Para corregir este error de clasificaciéon, como el punto
estd clasificado como C1, cuando en realidad corresponde a Co, se busca un nuevo vector de
pardmetros w(1), sumando a w(0) el opuesto del vector que corresponde al punto 2, encontrando
de esta manera un nuevo limite de decisién como se muestra en la Figura 2.4 (b) . De esta
manera el punto 2 queda correctamente clasificado en Cs, pero ahora estdn incorrectamente
clasificados los puntos 3 y 4 que corresponden a C7 y estdn clasificados en Cs. Considerando el
vector de menor norma, el cual corresponde al punto 3, se busca un nuevo vector de pardmetros
w(2), sumando al vector w(2) el vector que corresponde al punto 3, el nuevo limite de decisién
de la Figura 2.4(c) clasifica correctamente todos los puntos.

Si no existe un limite que separe las clases (un ejemplo cldsico presentado por la bibliografia
es la disyuncién excluyente XOR), el problema no tiene solucién, la red no puede llevar a cabo
la tarea de aprendizaje independientemente de como sea entrenada. La separabilidad lineal
es la condicién necesaria para que un problema pueda ser resuelto por un perceptron simple,
siendo un problema linealmente separable aquel para el cual puede encontrarse un plano en el

espacio de la variables que separe los ejemplos de C, de los de Cs.

2.2.2 Teorema de convergencia del perceptron

Este teorema provee un interesante resultado: Para un conjunto de datos linealmente separable,
la regla de aprendizaje establecida en 2.6, permite encontrar una solucién en un nimero finito
de pasos.

Si el conjunto es linealmente separable, esto supone que existe al menos un vector de pa-

rdmetros wq para el cual todos los vectores x estan correctamente clasificados, es decir:

wlo(xik:i) > 0 para todo 4 (2.7)

El proceso de aprendizaje comienza con un vector w arbitrario, el cual puede ser el vector

nulo. A cada paso del algoritmo el vector serd actualizado, usando la expresién 2.6, de la
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siguiente manera:

w(n+1) = w(n) + nx;k; (2.8)

donde x;, corresponde a un vector mal clasificado por el perceptron. Se simboliza con m;, a
la cantidad de veces que el vector x; ha sido presentado al algoritmo y mal clasificado. En un

momento cualquiera el vector w se calcula de la siguiente manera:
W=7 ZmlxzkZ (2.9)
i

El objetivo es encontrar el vector wg, por lo que multiplicando ambos miembros de la

expresion 2.9 por la traspuesta de wy, esta queda igual a:

WW = aniW(I)Xiki > nm min  w(x;k; (2.10)
N (3

7

donde m = Z m; v la desigualdad resulta de reemplazar cada vector actualizado por el menor
(2

de los vectores actualizados.Comparando la expresién 2.7 y 2.10, se puede pensar que para

una correcta clasificacién existe un limite inferior que crece linealmente con m, pero teniendo

en cuenta que wq es fijo, la actualizacién debe cesar para algin valor finito de m. Si a =

min w(x;k;, 2.10 puede expresarse como:
(3
WOW > nma (2.11)

Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy- Schwarz, la expresion (2.10) resulta:

lwol? [w|* > }W{)w}2
jwol* [w* > n? (ma)®
2 2
2 n- (ma)

0

encontrando de esta manera un limite inferior para |w|. Para encontrar un limite superior sobre

|w|, se tiene en cuenta el cambio en la longitud de w para una actualizacién dada por el vector
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X;, considerando la expresién 2.8, y resolviendo el cuadrado, se tiene:
w(n+ 1) = [w(n)[® + [x|* (nk:)* + 2nw(n) xiki < [w(n)* + [x;]* (nk:)? (2.13)

Esta desigualdad supone que el vector x; ha sido mal clasificado y por lo tanto wa(xik‘i) < 0.
2

Ademés como k; = F1, entonces k? = 1. Siendo |x;|7 .,

el médulo de mayor longitud, se verifica
2

2 .
que |x;]° < [x4];,., - Entonces, el cambio en el vector w se puede expresar como:

Alw|? =w(n+ 1) = [w(n)|* < nlxilh, (2.14)

Después de m actualizaciones del vector de pardmetros, y simbolizando § = |x; \?mx ,se puede
expresar 2.14 como:

wi* < mng (2.15)

por lo que la longitud del vector w no se incrementa més que m3 ,esto indica que m no puede
crecer indefinidamente, y el algoritmo debe converger en un niimero finito de pasos.
Las ecuaciones 2.12 y 2.15 entran en conflicto para valores grandes de m, por lo que este

valor debe tener un valor maximo mmax que surge de igualar las ecuaciones:

2
N2 (Mmax
o
B lwo?
Mmax = 04277 (216)

Estos limites no dependen del nimero de variables de entrada ni del niimero de patrones,
estos tltimos sélo afectan el tiempo de convergencia del algoritmo. De las expresiones 2.12,
2.15 y 2.16 se deduce que no existe una tnica solucién para wg y mmax-

La tasa de aprendizaje puede asumir valores en el rango 0 < 1 < 1. Al definir el valor
que puede asumir 7 se debe tener en cuenta dos aspectos conflictivos: un valor pequenio provee
en promedio estimaciones estables del vector de pardmetros pero el tiempo de convergencia es
mayor, mientras que un valor cercano a 1 permite una rapida adaptacién pero el algoritmo

puede volverse inestable.
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En conjunto de datos que no son linealmente separables, el algoritmo nunca termina. Otro
problema es que si se para el proceso de aprendizaje arbitrariamente, el vector de pesos encon-

trado no sirva para clasificar un nuevo conjunto de datos.

2.2.3 Funciones continuas de activacion

Hasta ahora, se ha considerado una funcién escalén de activacién. Si la funcién f corresponde
a una funcién continua y derivable, la funcién de error resulta una funcién derivable respecto
al vector de pardmetros w,lo que hace posible utilizar cualquier técnica de optimizacién para

minimizar el error.

Funciones lineales

En caso que la funcién de activacion sea la funcién identidad, considerando p variables de entrada
y N ejemplos, el perceptron simple para una clasificaciéon en dos grupos se puede definir como

la siguiente funcién discriminante:

P
yi:ijxij 1=1,2,....... N
=0
en forma matricial
2 .
Yi = WX; + Wo 1=1,2,....... , N
siendo xg = —1. Cuando y > 0 el vector x es asignado a la clase 1, en caso contrario a la clase

2.

Considerando varios grupos:

P
yf:Zwkjwj:wf/x—i—Wg 1=1,2,....... , N
§=0
donde el vector x; es asignado a la clase k si y* > 37, para todo k # j. Estas funciones discri-
minantes lineales han sido desarrolladas ampliamente en la literatura estadistica (Bishop1995).
Para entrenar estas redes existen métodos que minimizan la funcién de costo, la cual es

definida como la suma de cuadrados del error. La senal de error se define como la diferencia
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entre el valor real y la respuesta del modelo.
ei = ki —y;

Considerando una clasificacién binaria (una red con una variable de salida), la suma del

cuadrado de los errores sobre todos los ejemplos del conjunto de entrenamiento? estd dada por:

1 N
E(w) = §Z[ki*f(xiaw)]2 (2.17)
=1
1 Y L i
E(W) = 52 ki_zijij (2.18)
i=1 =0

la funcién de costo E(w), es una funcién cuadratica. Para encontrar el vector w que la minimice,
se debe derivar respecto a w, y la derivada resulta una funcién lineal. Derivando la expresién

2.18 respecto al vector w e igualando la derivada a cero, resultan las siguientes ecuaciones:

2

N 4
k‘i - Z W;T; J SL‘Z'].
i=1 §=0
expresado en forma matricial:
(X'X)W =X'K (2.19)

donde X(np+1), Wps1,1) ¥ Kv,1). La matriz X’X es una matriz cuadrada de dimensién (p +
1,p+1).

La solucién de la ecuacién 2.19, resulta:
W=X"1K (2.20)

Dado que X no es una matriz cuadrada, X! es la matriz conocida como la pseudo-inversa

de X, que se calcula como:

X = (X'X)' X (2.21)

La pseudo inversa cumple con la propiedad que X 'X =1, siendo I la matriz identidad,

4En caso de mas de dos grupos, se deben sumar los errores sobre todos los grupos.
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sin embargo XX 1+ 1. Si la matriz X’X es no regular la expresién 2.21 no tienen una tnica

solucién. Sin embargo, si la pseudo inversa se define como:
X! = lim (X' X4eI) ' X/ (2.22)
€E—>

puede demostrarse que este lfmite existe y su valor minimiza F.

En la préctica, la solucién de las ecuaciones 2.20 tienen dificultades numéricas debido a la
posibilidad de X’'X sea singular o casi singular. Esto ocurre si las variables de entrada son
colineales entre si; en este caso los pardmetros asumen valores grandes, en caso contrario, si son
ortogonales, asumen valores pequenos. El vector w es el que permite encontrar la proyeccién
ortogonal del vector k, que pertenece al espacio N-dimensional sobre el espacio de variables.

Hasta aqui el umbral de activacién wg ha sido considerado dentro del vector w. Si se

considera el minimo de la expresién 2.18 respecto del vector wy, resulta:

2
OE(w) P
— T — Kk 2.23
Owg ; ]2 Wjdi; + Wo ( )
igualando a cero y despejando wyg
P
wo = k— Z W;T 5 (2.24)
j=1
donde
S 1 Y
k:NZkz TJ:NZ%‘ (2.25)
i=1 i=1

De esta manera, el rol del umbral de activacién es compensar, en el conjunto de entrena-
miento, la diferencia entre la media del vector de salida y la media de los valores reales.

Si X es una matriz regular, la pseudoinversa se reduce a la inversa de la matriz, y en este
caso el nimero de variables debe ser igual al nimero de ejemplos del conjunto de entrenamiento;
ademds las variables ( que corresponden a la columna de la matriz X), deben ser linealmente in-
dependientes.® Pero es mas deseable tener conjuntos de entrenamiento suficientemente grandes,

cumpliendo NV > p, para lograr que existan ejemplos suficientes en el espacio de variables que

®Fl concepto de independencia lineal de las variables, es diferente al de separabilidad lineal. Por lo expuesto
hasta ahora la independencia lineal implica separabilidad lineal, pero la implicacién contraria no es cierta.
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permitan una buena representacién del mismo. Al incrementar el nimero de variables surgen
puntos donde los datos son escasos y no se tiene una buena representacién del espacio.

Un percepton con funcién de activacion lineal tiene una estrecha relacién con el discriminante
lineal desarrollado ampliamente en la literatura estadistica, ambos son clasificadores lineales.
El procedimiento de estimacién cldsico para el discriminante lineal es el método de méxima
verosimilitud, y se parte del supuesto que el vector x; de caracteristicas de los ¢ ejemplos,
i =1,2,3,.....N proviene de una poblacién normalmente distribuida, y se define en términos

del vector de medias p y la matriz de covarianzas C, los cuales se calculan como:
p=Ex) C=E(x-p)(x—p) (2.26)

siendo E el operador de la esperanza matemética.

Bajo el supuesto que el vector x estd normalmente distribuido, y limitando el problema de
clasificacion a dos clases C1 y C5 con la misma matriz C de covarianzas. Cada clase tendrd su
propio vector de medias p; y po respectivamente,el valor del vector de medias de x, depende
de la clase de pertenencia y la matriz de covarianzas es la misma en las dos clases. Ademds se
asume que:

-Un vector x,tiene la misma probabilidad de pertenecer a la clase 1 6 2.

-Los ejemplos de la clase 1 y 2 estdn correlacionados por lo que la matriz C, no es diagonal.

-La matriz C, es regular por lo que existe C1.

Dada la funcién de densidad conjunta de las variables iniciales como f(x/C;),i = 1,2,y

definida la funcién de verosimilitud como [;(x) = Inf(x/C;), resulta igual a:
P S ;
li(x) =u,C x—iuiC u; para i = 1,2 (2.27)
Restando el logaritmo de la verosimilitud entre las dos clases, se obtiene:

= ll(X)*lg(X) (2.28)

! 1 ! /
= (W —u) C_lx_§ <ulc_1“1 - u20_1“2>
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cuya expresion estd relacionada directamente con x. La expresion xx se puede reescribir como:

I = Wx—do (2.29)
p
= Z@gxi—lﬁo

1=1

donde W es el estimador méximo verosimil del vector de pardmetros, definido como:
~ -1
w=C (u1 - IIQ)

y Wo es un umbral constante definido por:

Wy = (u;C_lul - u;C_1u2> (2.30)

N =

El discriminante lineal caracterizado por el vector de pardmetros w y el umbral @y, resuelve
un problema de clasificacién de acuerdo a la siguiente regla:

Sil > 0, entonces l1 > 2, y el vector x es asignado a la clase C;

Sil < 0, entonces I1 < lo, y el vector x es asignado a la clase Co

El discriminante lineal es similar a un perceptron simple en cuanto ambos son clasificadores
lineales, sin embargo existen algunas diferencias a destacar entre ellos.

a)El perceptron simple asume como supuesto que los patrones a ser clasificados son lineal-
mente separables. El discriminante lineal tiene como supuesto la distribucién normal de las
clases, las cuales pueden estas solapadas entre si y por lo tanto no serdn exactamente separa-
bles, la magnitud del solapamiento estd dado por los vectores de medias u; y us, y las matrices
de covarianzas C; y Cs. Cuando existe solapamiento el teorema de convergencia del perceptron
puede oscilar continuamente en los limites de decisién entre diferentes clases.

b)El estimador maximo verosimil minimiza la probabilidad promedio del error de clasifica-
cién, independientemente del solapamiento entre las distribuciones normales subyacentes de las
clases. El limite de decisién siempre se posiciona donde se superponen las distribuciones, esta
posicién concuerda con el supuesto que las clases tienen la misma probabilidad a priori ya que
no existe informacién previa que permita realizar una decision.

c¢) El algoritmo de convergencia del perceptron simple no realiza ningin supuesto respecto
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a la distribucién de probabilidad subyacente de los grupos, lo que lo hace més robusto que las
técnicas cldsicas y se obtienen buenos resultados cuando las distribuciones no son normales. En
cambio el supuesto de normalidad del discriminante lineal limita mucho el drea de aplicacién
del mismo.

Otra forma de encontrar el vector w que minimice la funcién de costo F, cuando la funcién
de activacién es continua y derivable, es utilizando una variedad de algoritmos de optimizacién
basados en la derivada, entre los que se encuentra el descenso por el gradiente, evitando de esta
manera, el uso de la matriz de inversion.

Meétodo descenso por el gradiente.

Por el método del descenso por el gradiente el vector de pardmetros va variando, ajustando
sus valores en forma iterativa a lo largo de la superficie de la funcién de costo en el espacio de
w, moviéndose progresivamente a la solucién 6ptima, que es el valor minimo de la funcién. Para
ello, se elige aleatoriamente un vector inicial de pardmetros y se va actualizando sus valores
moviéndose en el espacio del vector a pequenas distancias hacia la direccién en la que el valor de
la funcién de costo decrece més rapidamente, esto es en direccién opuesta a la derivada respecto

del vector w, tal como se ilustra en la figura 2.5. para un solo vector.

£
/5B Sw
B L Aw=-pSE/w
wo | W w
Wi )

Figura™2-4: Representacién gréfica del Método de descenso por el gradiente.

El ajuste para actualizar el valor de un pardmetro, Aw;(n), estd dada por una cantidad
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proporcional al gradiente de la funcién E en su actual ubicacion.

Awj(n) = 77781?(11) (2.31)
w;(n)
N

Awj(n) = nY (ki —yi)wi (2.32)
=1

Si estos cambios son realizados individualmente para cada ejemplo, la expresién 2.32 es igual

Awj(n) = (ki —yi)z; (2.33)

= nd;x; donde §; = k; — v; (2.34)

La actualizacién repetida a través de los ejemplos, se utiliza en aplicaciones reales donde los
ejemplos van apareciendo continuamente. En este caso, cada dato puede ser utilizado y luego
descartado, mientras el sistema debe permitir que se rastreen los cambios en las caracteristicas
de los datos.

La regla definida y sus variantes son conocidas por diferentes nombres tales como regla LMS
(least mean squares), regla adaline, regla Widrow- Hoff o regla Delta.

La expresién

w(n+1) =w(n) —nx(n)w(n) — k] x(n) (2.35)

describe la evolucién de los pardmetros en el tiempo y puede reescribirse de la siguiente forma:
w(n+ 1) = [I-nx(n)x'(n)] w(n) + nx(n)k (2.36)

donde I es la matriz identidad.

El valor de w(n) puede expresarse como:
w(n) =z 'w(n+1) (2.37)

donde 2! es un operador de retardo. De esta manera, el algoritmo puede verse como un sistema

de realimentacién estocdstico. Los valores que asumen el pardmetro de aprendizaje y el vector
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de entradas, determinan la transmisién en el proceso de retroalimentacién; como consecuencia
estos valores influyen en la convergencia y estabilidad del algoritmo.

El algoritmo es convergente en la media si el valor del vector w(n) se aproxima a W en n
iteraciones

w(n) — W paramn — 00 (2.38)

Mientras que es convergente en la media cuadratica si el cuadrado del error se aproxima a

un valor constante en n iteraciones, para n que tiende a infinito.
e’(n) —c  paramn — oo (2.39)

La convergencia en la media cuadréatica es mds amplia que la convergencia en la media, por
lo que si el algoritmo converge en la media cuadrética, también es convergente en la media,
pero lo contrario no es necesariamente cierto.

Para demostrar la condicién de convergencia en la media, partiendo de la expresion 2.36 se

puede buscar una transformacién ortogonal de XX’ como sigue:

T (XX)T = A
XX' = TAT

Siendo A ,una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son los valores pro-
pios de XX’ y T es una matriz ortogonal cuyas columnas estdn asociadas con los vectores
propios de XX'. Si T es una matriz ortogonal se cumple que T™'=T' y TT' =1

Si W* es la solucién de la ecuacién definida en el punto 2.19, el vector que minimiza la

funcioén de costos, es el vector de pesos en el éptimo.
(X/X) w'=X'K (2.40)

Utilizando la transformacién ortogonal y la igualdad T~ != T’ , la expresién 2.36 puede

transformarse en:
T'wn+1) = [T'—nT'TAT]w(n) + nT'TAT w* (2.41)
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= [I-nA]T'w(n) +nAT'w* (2.42)

Se define V (n) como una transformacién del desvio entre el vector de pardmetros encontrado

al momento n y el éptimo w*, de la siguiente manera:

V(n) = T [w(n)—w siendo

Vin+1) = T [wn+1)—w

de donde surge que:

w(n)=Vn)T + w*
reemplazando en la expresién 2.42, V(n + 1) se puede expresar como:

V(n+1)=[I-nA]V(n) (2.43)

El vector V(n+ 1) representa un sistema de ecuaciones homogéneas en diferencia de primer

orden, donde cada elemento del mismo puede escribirse:

Vi(n+1)= [1*77)%] Vie(n) k=1,2,..p. (2.44)

donde los \i son los valores propios de la matriz X’X y Vj(n) es el k-ésimo elemento de vector

V(n). Dado Vj(0) un valor inicial arbitrario se puede expresar 2.44 como:

Vi(n+1) = [1—nXg]" V&(0) k=1,2,..p. (2.45)

Para que el algoritmo converja en Y, w(n), para un valor arbitrario de V4(0), se debe

satisfacer la siguiente condicién:

1—nAi| <0 k=1,2,..p. (2.46)

de donde se cumple que Vi(n) — 0, a medida que n — oo.
El valor de 7 en 2.44, estd limitado por el mayor valor propio A\J'** de la matriz X'X, que

corresponde al valor mds empinado de la curvatura de la superficie del error. Es necesario
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considerar como limiteS 7 < )\m—%x, o puede ocurrir que los cambios sean de a saltos, que pasen
J

de un lado al otro del minimo, produciendo grandes oscilaciones en su trayectoria. La razén

de proximidad en el éptimo estd limitada por el menor valor propio distinto de cero A}™

max

corresponde a la direccién de menor curvatura. Si % es grande el progreso del algoritmo a
J
lo largo de las curvaturas, con menos pendiente puede ser demasiado lento.
Fl anélisis de convergencia en el error cuadratico es mas complicado y demanda més supues-
tos sobre el comportamiento del vector w (Haykin, 1991); el cual establece que para asegurar

la convergencia del algoritmo la tasa de aprendizaje debe satisfacer la siguiente condicién

0<n<

p
> Ak
h=1

P
siendo por dlgebra matricial > A la traza de la matriz XX’'. De esta manera se cumple que
k=1

p
D A > A (2.47)
k=1

si se satisface la condicién 2.47, también se satisface la desigualdad n < /\n%
J

Funciones no lineales

Todo lo analizado en el punto anterior puede generalizarse cuando las funciones de activacién
no son lineales, considerando generalmente funciones mondétonas, siendo las més utilizadas las
funciones logistica y tangente hiperbdlica.

Una funcién logistica tiene la siguiente expresion:

1

) = 1 + exp(—av)

siendo a un pardmetro de pendiente. Cuando a tiende a infinito, f(v) es una funcién escal6n
y si a tiende a cero, f(v) tiende a una funcién lineal (ver figura 2.5). Los valores de la funcién

varfan entre 0 y 1

6Si se consideran todas las muestras posibles, y todas las expresiones se toman en términos esperados, entonces
7 estd medida en unidades equivalentes a la inversa de la varianza.
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Figura 2.5: Funcién logistica
La tangente hiperbdlica tiene la siguiente expresion:

1 —exp(—ax)

)= 1 + exp(—ax)

es similar a la funcién logistica sélo que varia entre -1 y1.

Figura 2.6:Funcién Tangente hiperbolica

Ambas funciones son derivables, por lo que es directa la generalizacién del algoritmo del

descenso por le gradiente. Teniendo en cuenta que la funcién discriminante que definimos es:
P
y = fQ_wjzj —wo)
=1

p
Igualando v = ) wjz; — wp, la funcién de costo se define como:
/=1

1 )
E(w) = 52[1@ - f ()]

Siendo f, una funcién continua y derivable es posible encontrar la derivada de E(w) respecto
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W, como sigue:

N
6?5}‘;") - Z (ki — f (va)] f' (v) 2y,

por lo que la correcién de los pardmetros en cada ejemplo estd dada por la expresién:

Awj(n) = no;xz; (2.48)

Awi(n) = (ki —yi) [ (vi) 2 (2.49)

siendo f' (v) = f (v) (1 — f (v)) para la funcién logistica, y f’ (v) = 1 — [f (v)]* para la tangente
hiperbdlica.

Las condiciones para la existencia de una solucién, igual que para el caso lineal es la inde-
pendencia de las variables. Esta limitaciéon puede superarse incorporando variables intermedias,

donde pueden utilizarse funciones de activacién no lineales.
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Capitulo 3

Modelo logistico

3.1 Presentacion del modelo logistico binario

En la unidad anterior se defini6 un perceptron simple con una funcién de activacién logistica

cuya expresion es la siguiente:

P
y=fO_ wijzj — wo) (3.1)
j=1
donde
1 , d
flv) = T exp(—0) siendo v = jz:;wjxj — wy (3.2)

reemplazando la expresién 3.2 en la expresion 3.1, resulta

1
y— _ (3.3)
1+ exp —( 3 wjz; — wy)

J=1

Esta ultima expresion, se conoce en la literatura estadistica como dicriminante logistico,
la cual permite estimar las probabilidades a posteriori (la probabilidad de pertenecer a la clase k
dado un vector x de predictores P(k/x)), sin suponer una densidad determinada para el vector

de predictores f(x) manteniendo el supuesto de la separabilidad lineal.

46



Para el caso de clasificacién en dos grupos, las probabilidades a posteriori serdn:

P
exp — (Y wjzj — wp)
1 j=1

P0/x) = y(x) = y  POA/x)=1-yx)\ =

P P
1 +exp—(zle:cj — wp) 1 Jrexp—(z1 w;T; — Wo)
j= j=
(3.4)

El logaritmo del cociente de probabilidades P(0/x) y P(1/x), es una funcién lineal:

s (i) F

Como es conocido, el método de méxima verosimilitud permite obtener estimadores de los
pardmetros que maximizan la probabilidad conjunta de valores muestrales observados. En lo
que sigue, se toma en gran parte el razonamiento expuesto en Hosmer (1989), donde se interpreta
que para aquellos pares (x;,k;) donde k; = 1, la contribucién a la funcién de verosimilitud es
P(1/x;), en tanto que para aquellos pares en los que k; = 0, la contribucién a la funcién de
verosimilitud es 1 — P(1/x;). Considerando que P(k/x;) debe ser evaluada para cada individuo,

la contribucion a la funcién de verosimilitud de cada uno es expresado a través de:

P(k) = P(k/x)% (1 — P(k/x;) "

donde k; = 0,1 es la verdadera clase de pertenencia

Asumiendo independencia entre las observaciones, la funcién de verosimilitud /(3)es el producto

de P(k;) para todas las observaciones:

N N
(B) = [[Pk:)=T]Pk/x)"(1 — Pk/x;)' " (3.6)
=1 =1
n UB) = L(B) = Y kiln P(k/x,) + (1 - k) In(l — P(k/x) (37)
=1
N eZ(X) 1 p
L(B) = ;kl In PR + (1 — k) lnm donde Z(x) = ;ijj —wp (3.8)
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Se debe buscar el maximo de la expresién (3.8) con respecto al vector de pardmetros des-
conocido W'=(wp, w1, ws, ...,wp) de orden p+ 1 , obteniendo un vector de estimadores W
denominado estimador maximo verosfmil. Por la condicién de primer orden, la derivada de L

con respecto a W debe ser igual al vector nulo:

ol
aw ~ O

arribando a las p 4+ 1 ecuaciones de verosimilitud:

P
Z W;Tj—wWo
ei=t
kl - ) = 0
=1 Z W3 T —wWo

14 ei=!

P
Z w;T;—wWo

ei=t

N
ZQL‘H k‘z — » =0
=1 Z W; T —wWo

1+ et

(3.9)

D
Z W;Tj—wWo

ei=t

N
Z{Eip ki - 7 = 0
i=1 > wizj—wo

1+ ei=t

Como se advierte, se obtienen expresiones no lineales en wg, w1, wa, ..., wp, por lo que la esti-
macién maximo verosimil de los coeficientes no es sencilla, ya que debe recurrirse a métodos
recursivos, tales como el algoritmo de Newton-Raphson'.

La ventaja de este enfoque es que se puede estimar p+1 pardmetros, sin tener una especifica
forma funcional de la densidad. Sin embargo, cuando se conoce la forma funcional, su empleo
deriva en una pérdida de informacién. Cuando se aplica al caso normal, Hand (1999 Cap. 3)
seniala que “el modelo logistico estima directamente la (transformacién logistica ) de la pro-
babilidad condicional, mientras que el enfoque discriminante lineal deriva estas probabilidades
indirectamente via estimacién de las distribuciones normales de cada clase” (Traduccién del

autor).

!Un detalle de estos algoritmos recursivos puede verse en McCullagh y Nelder(1983)

48



3.1.1 Pruebas de significacién de los coeficientes

Después de la estimacién de los coeficientes, se debe evaluar la significatividad de las variables
en el modelo, es decir si la inclusién de la misma mejora o no el modelo propuesto. La diferencia
entre los valores observados con los estimados, en los modelos con y sin la variable, permite
determinar una medida para testear la significacién de la misma. Para el discriminante logistico,
esta comparacion estd basada en la funcién de verosimilitud definida en 3.6, y se denomina razén

de verosimilitud o Deviance

D — _om {veroszmzlztud del modelo cormente}

verostmilitud del modelo saturado
k X; 1— P(k/x;
D = ZZ{kl ( k/ >)+(1k¢)ln<1—(ki)>} (3.10)

En el modelo corriente las probabilidades condicionales son estimadas a partir de los coefi-
cientes, en tanto que en el saturado, los valores observados de la variables respuesta constituyen
los valores estimados.

Para asegurar la significaciéon de una variable independiente en el modelo se compara el
valor de D que resulta excluyendo dicha variable en el modelo, con el valor de D que resulta

con la variable incluida en el modelo, arribando a un estadistico designado con la letra G:
G = D(sin la variable) — D(con la variable) (3.11)

Bajo la hipétesis que w; = 0, para j = 0, 1,2, ..., p, el estadistico resultante sigue una distribu-
ciéon x2(1) para una variable continua y x2(c — 1) para una variable categérica con c niveles.
Otro estadistico para probar que w; = 0 es el test de Wald, que se calcula como cociente
entre el pardmetro estimado y su desvié estdndar estimado Wd = % el que, bajo hipétesis
nula, sigue una distribucién normal. Numerosos estudios han evaluado la performance de este
estadistico en regresion logfstica, concluyendo que cuando es alto el valor de su desvio estandar,
esto conduce a rechazar la hipdtesis nula ain cuando los coeficientes son significativos, por lo
que recomiendan usar el test de razén de verosimilitud (ver Hosmer y Lemeshow, Cap. 1,1989).

Por otra parte, el estadistico de Wald es la unica prueba confiable para cada nivel de una

variable categdrica, ya que el estadistico GG se calcula para todas las categorias de la variable.
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Si se necesita probar que un subconjunto de coeficientes son nulos, se puede trabajar con el
estadistico de razén de verosimilitud designado con la letra G, que seguird siendo Chi cuadrado,
con tantos grados de libertad como coeficientes se anulan. Especificamente, si se desea probar

el modelo completo, se establece la hipétesis W = 0 y G tiene p grados de libertad.

3.2 Analisis previo de las variables a ingresar al modelo logistico

Para ayudar a la seleccién de variables en un modelo logfstico se pueden seguir los siguientes

pasos:

1. Un cuidadoso anélisis univariado. Para las variables categéricas ( nominales, ordi-
nales o continuas con pocos valores) se verifica el nivel de asociacién con la variable
respuesta a través de una prueba Chi Cuadrado. El estadistico Chi Cuadrado de
Pearson es estadisticamente equivalente al test Chi cuadrado de razén de verosimi-
litud para la significacién de los coeficientes. Para las variables continuas se debe
verificar la diferencia de media entre los grupos considerados para lo cual el test T
de diferencias de medias es equivalente ajustar un modelo de regresién logistica con

esa Uunica variable

2. Para las variables retenidas en el punto anterior, realizar regresiones logisticas univa-
riadas. En el caso de variables numéricas, se deben agrupar en intervalos (utilizando
los cuartiles o deciles), y analizar graficamente los coeficientes estimados que surgen
de realizar una regresién logistica univariada, verificando que los mismos cumplan el
supuesto de linealidad en el logit. Si el supuesto no se cumple puede ser conveniente
categorizar adecuadamente la variable. Para las variables categdricas, una regresion
logistica univariada permite determinar si todas las categorias son significativas, o si

es necesario reagruparlas .

3. Todas las variables cuyo test univariado dé un nivel de significacién menor? a 0,25
pueden ser predictoras, y se incluyen en el modelo multivariado, ademds de aquellas

consideradas importantes cientificamente. Puede ocurrir que en el andlisis univa-

2Una justificacién de este criterio puede verse en Hosmer y Lesmeshow Capitulo 4 punto 4.2
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riado una variable esté debilmente asociada a la respuesta, pero ser un importante
predictor cuando se incluye en andlisis multivariado. Cuando del anélisis univariado
quedan un niimero grande de variables, se utiliza el método de seleccién paso a paso,
desarrollado mads adelante.En el procedimiento, se deben utilizar puntos de corte no

muy restricitivos, que permitan la seleccién de un modelo bastante completo

. Habiendo realizado todos los pasos anteriores, debe verificarse la importancia de cada
variable, examinando la estadistica de Wald y comparando cada coeficiente estimado
con el coeficiente del modelo univariado conteniendo sélo esa variable. Realizando
esta comparacion ,las variables que que

no contribuyen al modelo deben ser eliminadas y se debe ajustar un nuevo modelo. El
test de razén de verosimilitud permite verificar si el nuevo modelo mejora, y deben
compararse los coeficientes de las variables que quedaron con los coeficientes del
modelo anterior. Si los coeficientes de algunas variables han cambiado marcadamente
en magnitud, indica que una o mé&s de las variables excluidas fueron importantes
en el sentido de proveer un efecto necesario sobre las variables que quedan en el
modelo. Este proceso termina cuando quedan en el modelo aquellas variables que

son estadisticamente o cientificamente importantes.

. Una vez que hemos obtenido un modelo que contiene todas las variables esenciales,
debemos analizarlas mds de cerca y considerar la necesidad de incluir términos de

interaccion.

Procedimiento paso a paso

El procedimiento de seleccién o eliminacién de variables del modelo estd basado en un algoritmo

estadistico que establece una regla de decision, la cual chequea la importancia de las variables

y determina si las incluye o no en el modelo. En cada paso, se incorpora la variable mads

importante en términos estadisticos, es decir, aquella que produce el mejor cambio en el valor

de verosimilitud del modelo comparada con el modelo que no la contiene y se establece un

criterio de remocion de las variables que se han incorporado hasta ese paso. Deben establecerse

previamente dos valores, un nivel hasta el cual se juzga importante el ingreso de una variable

Pr ,denominado corte de entrada. La elecciéon del mismo es importante ya que un punto de
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corte muy bajo, 0,05 por ejemplo puede ser muy restrictivo, generalmente se recomienda valores
entre 0,15 y 0,25. Y para analizar la remocién de las mismas, se determina un valor de corte
para remover Pg, el cual debe exceder el valor de Pg.

El procedimiento, considerando un conjunto de p variables, se puede resumir de la siguiente

manera:

Paso 0: Se ajusta el modelo con la constante y se calcula la logverosimilitud del mismo L°
(el supraindice indica el paso considerado), a continuacién se ajustan cada uno de los posibles
modelos logisticos univariados comparando la logverosimilitud de cada uno Lg (el subindice
indica la variable y ) con el modelo de la constante calculando el estadistico G

o 0 0
G9 =2(10 - 1)

Se busca la probabilidad a la derecha del valor Gf , PJO = Pr(x%g) > G;) A partir de estos
valores se elige la variable que presente el menor nivel de significacién Pg?el = min P]O. El proceso

de seleccién de variables contintia mientras P:?el < Pg .

e Pasol: Seleccionada la variable que ingresa z.,, se ajusta el modelo que la contiene, y
se calcula la nueva verosimilitud L} ,- Para determinar la importancia de las p-1 variables
que quedan, se ajustan p-1 modelos logisticos con cada una (x; para j = 1,2,3......py
j # e1) y la variable seleccionada x.,, calculando la verosimilitud para cada uno L}Zj, y
su diferencia con el modelo seleccionado hasta ahora.

Gj =2(Lg, — Le,)

determinando le ( la probabilidad a la derecha de Gjl-), si estos valores son menores a Pg,se

continua con el paso 2, en caso contrario finaliza el proceso de seleccion.

e Paso 2: Partiendo del modelo con las variables seleccionadas z., y Z.2 se analiza la
remocion de las mismas teniendo en cuenta el valor Pg establecido. Para decidir la variable
a remover, se calcula el estadistico (G,a partir de las diferencias entre las verosimilitudes

del modelo que contiene las variables x¢, v z.2 v los modelos que resultan de eliminar
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cada una de ellas:

€1,€2

1 _ 2 2
ah =22, - I2)

dado el estadistico se busca la probabilidad a la derecha Pzej, y se determina el valor
maximo P =max(P2,, ,P?, ), siendo 7 = &, Ze2. Si se cumple que: P? > Pp, entonces la
variable x, es removida del modelo.

Luego, siguiendo el criterio anterior, se continia con la seleccién de las p-2 variables que
no estdn seleccionadas, ajustando los modelos que contienen las variables x.,, T., y z;, para
j=1,2,3......;py j # e1 y ea. Se evalian la verosimilitud de cada modelo, computando los

test de razén de verosimilitud con el modelo que contiene las variables x., y x.,,y se selecciona

la variable con menor nivel de significacién, respetando el valor Pg.
2 _ . p2
Py, = min P7.

e Paso 3: Igual al paso 2 hasta que se cumplan algunas de las dos situaciones siguientes.:

-Todas las p variables ingresaron al modelo.
-Todas las variables incorporadas al modelo tienen valores de salida menor a Pgr,y las no

incorporadas valores de entrada mayores a Pg.

3.3 Interpretacién de los coeficientes

Para interpretar los coeficientes en una regresién logistica es necesario definir la ecuacién ob-
tenida de una manera mds conveniente, expresando el modelo en términos de la chance de que
un evento ocurra.

La chance de que el evento ocurra (Odds ratio) se define como el cociente entre la probabi-

lidad de que el evento ocurra: P(1/x) y la probabilidad de que no ocurra: P(0/x)

o _PAx) i
OddS ratio = T{l/x) = €Z( )
P(1/x)
In —17P(1/X) Z(x)

De esta manera, los coeficientes estimados se interpretan como el cambio en el logaritmo del
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odds por un cambio unitario en la variable independiente asociada, permaneciendo las demés
variables constantes. Por ejemplo, el cociente de odds para una variable independiente xj

dicotémica es igual a:

=P /% =1) Pz(al(/17 :i)n
cociente de odds ¥ = Wio) =€ (3.12)
1-P(1/x;=0)

In¥ = w,

El valor de ¥ indica en cuénto aumenta (o disminuye ) la probabilidad de que se presente
el evento entre los individuos que pertenecen a la categorfa = 1 en relacién con la de los que
corresponden a la categoria de referencia (z = 0).

Este cociente se puede extender a variables independientes politémicas, tomando una de las
categorias como referencia. Para una categoria cualquiera c, si la categoria de referencia asume

el valor 0, la razén de odds serd e"e.

3.4 Evaluacién del modelo obtenido

Una vez que se han seleccionado las variables con una escala apropiada, se procede a ajustar la
regresién logistica y obtener los valores estimados.

El modelo obtenido ajusta adecuadamente si:

1-la suma de la diferencia entre los valores observados y los estimados en pequena.

2- la contribucién a esta suma de cada diferencia individual no es sistemadtica. y es pequena

en relacion a la estructura de error del modelo.

Las medidas maés utilizadas son: Pearson Residual y Deviance Residual. El primero estd

definido por la siguiente expresién:

o (ki — P(k/xi))
2= Tt ) =~ PORT5)) (3.13)

El estadistico Chi Cuadrado de Pearson es la suma de estos residuales para todos los patrones

considerados.
2 a (k (k/xz 2
XS L Pl - P -3.7 (344

=1
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esta es una medida de bondad de ajuste similar a la Suma de Cuadrados de los Residuos en la
terminologfa de la Regresién Lineal.

La Deviance Residual permite la comparacién de los valores observados con los predichos
usando el método de verosimilitud, cuya expresién es la siguiente:

di = —2 {k In <%> +(1—y)ln <%(kk/x)>} (3.15)

La deviance, definida en 3.10, es la suma de la Deviance Residual para todos los individuos:
N

D=>"d (3.16)
i=1

Bajo el supuesto que el modelo ajusta correctamente, los estadisticos X2 y D tienen dis-
tribucién chi-cuadrado con N — (p + 1) grados de libertad. La deviance, como ya se analizé
antes, es el test estadistico de razén de verosimilitud del modelo saturado respecto al modelo
con p+1 pardmetros. Estos estadisticos tienen el inconveniente que a medida que se incrementa
el tamano de la muestra, se incrementan los grados de libertad, y los p_ valores que se obtienen
en esta distribucién no son correctos. Una forma de evitar esta dificultad es agrupando los
datos en una tabla cuyas filas corresponden a los valores de la variable de salida. Hosmer y Le-
meshow (1980-1982) proponen un agrupamiento de las probabilidades estimadas basado en los
percentiles. De esta manera se obtienen 10 columnas con N/10 observaciones donde la primera
corresponde a los de menor probabilidad estimada y la idltima al de mayor probabilidad. Si la
variable respuesta tiene dos niveles se obtiene una tabla de contingencia de 2zg. Con el mismo
criterio que el estadistico Chi Cuadrado de Pearson, se calcula el estadistico C de la siguiente

forma:

g
=1 =1
C=+ v ] (3.17)

Este estadistico tiene distribucién Chi Cuadrado con g-2 grados de libertad, y tiene la
ventaja de poder obtener un ajuste de manera simple y facilmente interpretable, logrando
identificar deciles de riesgo. El inconveniente que presenta es que en el agrupamiento de los datos

se pierde la desviacién de los datos individuales, pero una vez que se admite el ajuste del modelo,
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lo anterior es subsanable realizando un diagnéstico estadistico de los residuos individuales.

En regresién logfstica ha sido sugerido un tipo de R2, el cual no es ampliamente aceptado,
esta medida establece la proporciéon de la varianza que ha sido explicada por la regresién.
En el caso que la variable respuesta sea dicotémica la varianza depende de la distribucién
de frecuencia de la variable, siendo su valor maximo cuando cada grupo tiene el 50% de la
muestra. Esto significa que esta medida no puede compararse directamente en regresiones
logisticas con diferentes distribuciones marginales de sus variables dependientes. Sin embargo,
han sido propuesto algunas medidas de R?, que utilizan en su célculo la verosimilitud como el

indice de Cox and Snell (1989), que se define como:

2
I
e[y
lw
donde [j es la verosimilitud del modelo que incluye solo la constante y lw es la verosimilitud del
modelo con todas las variables. Este indice tiene el inconveniente que no alcanza el valor 1 siendo
2
si valor maximo igual a 1 — (lw)~. Nagelkerke (1991) propone una correccion, estandarizando

sobre el valor maximo:

=

R? = R]Zx =1- {Z—Z}} siendo R?nax =1- [ZO]Q/N
que permite que el valor méaximo del indice sea 1. Estos indices pueden utilizarse complemen-
tariamente para verificar el ajuste del modelo ya que subestiman el mismo.

Se puede recurrir a una forma mdés intuitiva, pero de mucha utilidad, para resumir los
resultados a través de una tabla de clasificacién, donde se muestra la comparaciéon cruzada
entre los valores reales y los estimados. Cuando la variable respuesta es dicotémica, se le asigna
el valor 0 o 1 comparando la probabilidad estimada con un determinado punto ¢ de corte. Si la
probabilidad estimada excede al valor ¢, entonces se le asigna el valor 1, en caso contrario asume
el valor cero. El punto de corte mds utilizado es 0,5. Esto permite construir una tabla donde
en las filas se muestran los valores observados en cada grupo, y en las columnas los estimados.
En las celdas de cada fila se muestra como han sido clasificados por el modelo los individuos
del grupo considerado.

Si el modelo predice exactamente el grupo de pertenencia acorde a algtn criterio, se consi-
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“alores estimados
Grupo 1 Grupo 2

“Yalores Clasificacidn % Clasificacidn

Observados Ry Correcta Sl carrecta Grupo 1

Clasificacidan| % Clasificacion

Grupo2 Errar Correcta | correcta Grupo 2

% Clasificacidn
correcta Global

Figura™3-1: Tabla de clasificacién

derada como una evidencia del ajuste del modelo. Pero a veces, existen situaciones en que el
ajuste del modelo es correcto, sin embargo, la tabla de clasificacién resulta con un alto porcen-
taje de error. La precisién en la clasificacién no condiciona el criterio de ajuste basado en las
distancias entre lo observado y lo estimado, cuyos valores no estdn sistematizados y contienen la
variacion del modelo. Todo depende también del objetivo del estudio que se realiza, ya que si el
interés estd dado en explicar cudles son las variables y en cudnto afectan el hecho de pertenecer
a un grupo o no, no serd tan importante el porcentaje de error en la clasificacién, aspecto que

serd de consideraciéon cuando el objetivo sea de clasificacién y prediccién de pertenencia a un

grupo.

Métodos de Diagnéstico.

Después de aceptar un ajuste correcto del modelo, es necesario inspeccionar el ajuste individual
de los patrones para identificar aquellos estdn débilmente ajustados, y la influencia que ejercen
sobre los pardmetros del modelo. Existen un conjunto de medidas y graficos que permiten
realizar este andlisis.

Entre los estadisticos de diagnéstico, se puede considerar:

1-Los residuos individuales, que son la base de las medidas consideradas en la evaluacién
del modelo. A partir de la probabilidad estimada de cada patrén, se definen los residuos ¥; — p;,
el residuo estandarizado de la expresién 3.13 y la deviance residual definido en 3.15. Tanto

el residuo estandarizado como la deviance residual, cuando las muestras son grandes tienen
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distribucién normal estandarizada.

A partir de la definicién de la matriz Hy,n:

H = V/2(X'VX)™'V'2 siendo V .y una matriz diagonal3.18)

donde cada elemento v; = P(k/x;)(1 — P(k/x;)

que permite expresar el modelo como y = HK, se determina el valor h; denominado ”influencia”

que es cada elemento de la diagonal principal de H el que se puede calcular como:
hi = P(k/xi)(1 — P(k/x;)(1, %) (X VX) (1, x;) (3.19)

Estos valores de influencia son usados para detectar observaciones que tienen un alto impacto
sobre los valores estimados. Como se puede observar en la expresion 3.19, esta medida depende
de los valores estimados y de la matriz de diseno X, para interpretar sus valores es necesario la
probabilidad estimada:

- Si la probabilidad estimada es un valor entre 0,1 y 0,9, h; puede interpretarse como una
distancia, entonces un valor grande indica que ese patrén se aleja del promedio.

-Pero cuando la probabilidad estimada es menor que 0,1 o mayor que 0,9, h; tiende a cero,
por lo que su valor no tiene utilidad

2- Valores que miden el efecto de cada individuo sobre el ajuste del modelo, es decir, los
cambios que se producen en el modelo al eliminar un patrén.

La distancia de Cook, mide el cambio en los residuos al eliminar un individuo, y se calcula

como:
. nghi
(1 — hy)?

7

Para medir el cambio en el estadistico Chi Cuadrado de Pearson, se calcula la siguiente medida:

Y para medir el cambio en la Deviance:
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d?
AD = —*+—
(1—hy)
Estas medidas dependen del valor de influencia de cada patrén h;, por lo que este valor
trasmitird su efecto expresado en el punto anterior. En la tabla de la Figura 3.2, se resumen

los valores que deberfan tomar estas medidas segtn la probabilidad estimada y el valor real que

asume cada patron.

=10
Probabhilidad estimada
Medidas | 0-0,10 0,10-0,30 0,30-0,70 0,70-0,90 0,90-1
hi Pequetio | Grande |Moderado apequefio Grande Pequetio
A Pequefio | Moderado |Moderado a pequefio | Moderado Pequefio
Iy Peguefio |  Grande hloderado Crande Pecuefio
=1
Probabhilidad estimada
Medidas | 0-0,10 0,10-0,30 0,30-0,70 0,70-0,90 0,90-1
hi Pequefio | Grande |Moderado apequefio Crande Pequefio
e Grande | Moderado |Moderado a pegquefio| MModerado Grande
Iy Pequefio | Grande Moderado Grande Pequefio

Figura™3-2: Valores que asumen las medidas de diagnéstico.

3- Valores que miden el efecto de cada individuo sobre el valor de los pardmetros estimados.
Otra medida de diagndéstico es el cambio en cada pardmetro cuando el patrén es eliminado.
Este cambio serd la diferencia entre el pardmetro que contiene el patrén y el pardmetro que

resulta cuando el mismo es eliminado, por ejemplo para el coeficiente wiy el patrén i:

dw! = wi — w! (3.20)

donde w es el coeficiente que incluye todos los casos, y wi es el valor del coeficiente con el
caso i-ésimo excluido.
Cuando esta diferencia es grande se identifican observaciones que deben ser analizadas.

La bibliografia sugiere grificos que permiten mostrar diferentes aspectos del ajuste, entre
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los cuales se pueden considerar:

— Evaluar la normalidad de la Derviance ( cuando la muestra es grande)

— Z; vs nimero de caso y h; vs nimero de caso, permiten identificar casos con altos

residuos estanzarizados o altos valores palanca respectivamente.

— AX?vs P(k/x;), Divs P(k/x;), AD vs P(k/x;), permiten detectar aquellos casos
que no son ajustados correctamente por el modelo, identificando el grupo al cual

pertenecen.

— dwj vs nimero de caso, permite mostrar los casos que producen cambios importantes

en cada parametro.
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Capitulo 4

Perceptron Multicapa

Como se analiz6 en el capitulo 2, el perceptron simple resulta una buena regla de clasificaciéon
sélo si los grupos son linealmente separables. Estas observaciones fueron hechas por Minsky and
Papert (1969), quienes demostraron con rigurosidad matematica las limitaciones del perceptron
simple para generalizar sus resultados a todo tipo de problemas y sugirieron como linea de
investigacién la extensién a sistemas con variables intermedias o perceptron multicapa. La
dificultad para encontrar un algoritmo de estimacién de los pardmetros fue uno de los factores
que retrasé la investigacién en este area. Aunque algoritmos de estimacion de los pardmetros
fueron inventados hace tiempo atrds, ellos no fueron considerados hasta los anos 80 donde
los avances de la computaciéon permitieron su implementacién préctica; aparece entonces el
Perceptron multicapa como una extensiéon del perceptron simple.

En un perceptron multicapa ademds de las variables de entrada y salida, se generan variables
intermedias que forman las capas ocultas. Entonces, la red que representa un perceptron multi-
capa consiste en un conjunto de variables que constituyen la capa de entrada, una o mds capas
ocultas constituidas por unidades de procesamiento llamadas nodos o variables intermedias y
una capa de salida, esta ltima estd formada por las respuestas de las entradas procesadas hacia
delante a través de las capas ocultas. Entre una capa de variables y la siguiente, se sigue el
mismo procedimiento que un perceptron simple. La cantidad de variables en cada capa, puede
ser mayor, igual o menor que la cantidad de variables de la capa anterior.

La figura siguiente corresponde a la estructura de un perceptron multicapa con una sola

capa oculta, con P nodos o variables en la capa de entrada, T nodos en la capa oculta, y 1 nodo
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Figura™4-1: Estructura de un perceptron multicapa con una capa oculta

en la capa de salida.
El supraindice de los pardmetros w;;, indica la capa de neuronas o variables a las que
corresponde. Para cada uno de los N ejemplos del conjunto, cada variable z; de la capa oculta

se calcula como:

P
z=7f Zwtlpmp (4.1)
p=1

y la variable de salida:

T T P
gt (z w%tzt) A (12)
=1 =1 p—1

1

donde los pardmetros wy,

conectan la p- ésima variable de entrada con la variable t-ésima de
la capa oculta, y w%t conecta la t- ésima variable de la capa oculta con la variable de salida.
f representa la funcién identidad, logistica, tangente o la funcién escalén, entre otras. Puede
definirse una estructura de red donde no se definan algunas conexiones entre las variables, es
decir, algunos pardametros w;; no son considerados (6,equivalentemente, w;; = 0).

Las funciones de activacién pueden ser diferentes en las distintas capas intermedias y en la

capa de salida. Considerando la funcién de activacién escalén:
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Figura™4-2: Regiones de decisién segin distintas estructuras de redes

0 cuando x < 0
O(z) = (4.3)

1 cuando z >0

las variables de entrada binarias z; = 0,1 y las variables de salida definidas entre los valores 0
y 1, la red que se genera representa una funcién booleana.

Cuando no hay capas intermedias, como se mostré en el capitulo 2 el limite de decisién
constitufa un hiperplano como en la Figura 4.2 a. Pero al considerar variables intermedias,
cada capa intermedia genera un hiperplano, de tal modo que la red puede formar limites de
decisién alrededor de una regién convexa, como en la figura 4.2 b, donde los limites corresponden
a segmentos de hiperplanos. Cuando hay dos capas intermedias se pueden generar regiones de
decisién arbitrarias, las cuales pueden ser no convexas o disjuntas (Figura 4.2.c)

Puede ser que variables de entrada sean continuas y las funciones de activacién sigmoidales
(como la logistica o la tangente hiperbdélica), entonces la red representa un funcién continua de
las variables. Cuando una red neuronal utiliza en su capa intermedia la funcién de activacién
tangente, es equivalente a utilizar la funcién de activacion logistica con diferentes valores en sus
parametros, ya que ambas difieren por una transformacién lineal.

El uso de las funciones sigmoidales en las variables de salidas permite limitar el rango de
valores de las mismas, lo que es deseable en algunos casos como la funcién logistica que juega un

importante rol permitiendo que los valores de salida sean interpretados como probabilidades.
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Esto depende del problema considerado: para los problemas de clasificacién donde se estima
el grupo de pertenencia dado un conjunto de caracteristicas P(k/x),la funcién de activacién
para las variables de salida es la logistica, pero en otros tipos de problemas puede considerarse
incluso la lineal.

En el caso especial de problemas de clasificacién, las redes con una capa intermedia con
funcién de activaciéon sigmoidal se aproximan a la regiéon de decisién, con bastante acierto,
considerando un numero de variables de la capa intermedia lo suficientemente grande. El
aumento de capas intermedias, en algunos casos, permite una aproximaciéon mads eficiente en el

sentido de alcanzar el mismo nivel de acierto con menor cantidad de variables en cada una.

4.1 Algoritmo de aprendizaje.

Como ya se senald, el aprendizaje de una red consiste en minimizar una funcién error F respecto
de los pardmetros, como se defini6é en 2.17. La expresion de la funcién E (para un ejemplo)
serd ahora : )

1

T P
E= 5 k—f Zw%tft ngpxp (4.4)
t=1 p=1

La matriz de pardmetros W es estimada a partir de una muestra de entrenamiento, utilizan-
do el algoritmo de retropropagacion de errores (error backpropagation) o regla Delta generali-
zada. Este algoritmo es considerado dentro de las técnicas heuristicas, ya que estd desarrollado
desde un andlisis de los resultados del algoritmo estdndar del gradiente descendente. De manera
similar a la regla del aprendizaje, el algoritmo de retropropagacién realiza una correccién de los
pardmetros proporcional a la derivada de la funcién de costo respecto a los pardmetros <g—5>,

el cual puede ser expresado de la siguiente manera:

0E
Aw = U (4.5)

aplicando la regla de la cadena

oF OF Oy Ov

0 = 8—y%8_w:_(y_k)f/(wz
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Figura™4-3: Retropropagacién de errores en la red

T
siendo v = Zwitzt (4.6)
t=0
donde y viene dado por (4.2) y z; por (4.1), de esta manera :
Awy, = ndyz siendo 61 = (y — k) f'(v) (4.7)

Las variables de salida son comparadas con los valores deseados k cuyas entradas son las
salidas que resultan de la ultima capa oculta. De esta manera, los valores de los pardmetros
que las conectan pueden ser calculados en forma directa por la regla del aprendizaje del per-
ceptron definida en el capitulo 2. Cuando una neurona pertenece a la capa de salida, habiendo
determinado y — k, se computa el valor del gradiente a partir de la expresiéon 4.4. Pero este
procedimiento no puede ser utilizado en las capas intermedas, ya que no es posible asignarle un
valor k para el célculo de E, es decir no tienen especificada una respuesta deseada. Sin embargo,
estas neuronas también son responsables de los errores cometidos en las variables de salida. El
problema es determinar qué parte del error debe asignarse a cada unidad de procesamiento, y
se resuelve retropropagando los errores a través de la red, como se muestra en la figura 4.3.

Para una variable oculta, la senal de error debe determinarse recursivamente en términos de

las senales de error de todas las variables con la cual estd directamente conectada, es en este
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punto donde se complica el algoritmo.
Utilizando la expresién (4.5), la actualizacién de los pardmetros en una capa oculta serd
igual a:

Dwyy = ndgay (4.8)

De esta manera para la variable t de la capa intermedia, d; se calcula de la siguiente manera:

6E 8Zt . P
0y = 78_,2158—1% siendo u; = pz_ow%p:rp
OF
o = *8—%ft/(ut) (4.9)
siendo F = %(y — k)2 y expresando e =y — k, por la regla de la cadena, %—f se puede expresar
€omo:
08 _ e _ deow
0z, Oz  Ovdz
= ef'(v)w
= 1wy siendo d1 = ef’(v) (4.10)

Reemplazando (4.10) en (4.9), d; resulta:

5t = S1wie fi(ug)

Considerando una red con més de una variable de salida, por ejemplo una red con S variables
de salida y1,y2,y3,....... ,¥Ys, como muestra la figura 4.4.

Cada variable de salida, se puede expresar de la siguiente manera:

T
Ys = f(ZwM) (4.11)
t=1

S
E = %Z(ys —ky)? = 3 > e (4.12)
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Figura™4-4: Perceptron multicapa con més de una variable respuesta

En este caso, J; tienen la siguiente expresion:

S
ot = fi(ur) Z 0sWst

s=1

En resumen, la actualizacién de los pardmetros serd igual a:

Awij = 77(52‘5Ej

donde d; depende si se trata de una variable de salida o una variable intermedia.

(4.13)

e Sila variable i es de salida, J; es el producto entre la derivada de la combinacién lineal

de las variables de que estdn conectadas con la varible de salida f](v;) por la senial de

error e;, ambos asociados a una neurona de salida.

e Sila variable ¢ es intermedia ¢; es igual al producto entre la derivada f/(v;) y la suma

ponderada de los § computados para las variables de las capas hacia la cual se conecta la

variable ¢ considerada.

En la aplicacién del algoritmo backpropagation, deben distinguirse dos pasadas de compu-

tacién por la arquitectura de la red:

e la primera pasada hacia delante, desde la capa de entrada 0 hacia la capa de salida
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L(forward), considerado [ el nimero de capas igual a [ =0,1,2,3,....., L, y n! el nimero
de nodos en cada capa. Se inicia con una matriz W formada por valores aleatorios
uniformemente distribuidos cercanos a cero, y se calculan los valores de las variables en

cada capa como:
l -1
A= (el )

Una vez presentados todos los ejemplos, para cada variable de la capa de salida, se compu-
ta el error como la diferencia entre la el valor observado de la variable y el que resulta de

aplicar el algoritmo ( o grupo de pertenencia estimado).

la segunda pasada hacia atras, desde la capa de salida a la capa de entrada (backward),
la senial de error se va trasladando capa por capa y calculando recursivamente el gradiente
local ¢ para cada variable. Este proceso permite que los pardmetros w;; sean sometidos a

cambios acorde con la regla Delta.

En la practica cuando se aplica el algoritmo de retropropagacién, el aprendizaje es a partir de

un conjunto de ejemplos que forman la muestra de entrenamiento. Una presentaciéon completa

del conjunto de ejemplos durante el proceso de entrenamiento se denomina periodo. El proceso

de aprendizaje se mantiene perfodo a perfodo, hasta que los pardmetros se estabilizan y la red

converge a un valor minimo de la funcién de costo.

4.1.1 Modalidades del algoritmo de aprendizaje

El proceso de aprendizaje puede proceder de dos maneras diferentes:

Modalidad ejemplo por ejemplo (on-line): en este caso los pardmtros se actualizan
después de la presentacion de cada ejemplo. Si el conjunto de entrenamiento posee
N ejemplos (x4, k;), i =1,2,3,...., N, se presenta a la red el primer ejemplo (z1, k1)
al cual se aplica el algoritmo de retropropagacién resultando cierto ajuste a los
parametros de la red. Después, se presenta el segundo ejemplo (z2, k2), repitiendo la
secuencia computacional hacia delante y retropropagando la red, resultando nuevos
ajustes. Este proceso continia hasta el tltimo ejemplo (zy,ky). En este caso el

ajuste computado en un parametro wj;, estd dado por el promedio de los cambios
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realizados para cada ejemplo en el momento o periodo n

e Modalidad en conjunto (batch): a diferencia del proceso anterior, en este caso los
pardmetros son actualizados después que se presentan todos los ejemplos, calculando el

error cuadratico medio como funcion de costo para el periodo n:

. 1 N S
E = N ngl ; es(n) siendo S el nimero de variables de salida (4.14)

El cambio en los pardametros es diferente segiin el método utilizado, la modalidad ejemplo por
ejemplo es preferida computacionalemente ya que requiere menos capacidad de almacenamiento,
y si los ejemplos son presentados a la red de manera aleatoria es menos probable que el algoritmo
encuentre un minimo local. Por otro lado la modalidad en conjunto, asegura un estimador m&s
exacto del vector gradiente. La efectividad del modo de entrenamiento elegido, depende del

problema. (Hertz, 1991) .

4.1.2 Parametro de momento

Como se comenté en la unidad 2, la tasa de aprendizaje n, afecta el tiempo de convergencia del
algoritmo de aprendizaje, siendo mayor el tiempo a medida que 7 tiende a cero, pero cuando 7
estd méds cerca de uno el algoritmo se vuelve inestable. Para acelerar el tiempo de convergencia
del algoritmo evitando que el sistema se torne inestable, en la actualizacién de los pardmetros
se incorpora un término de inercia o momento utilizando un pardmetro de momento .
Este pardametro, evita que el proceso de aprendizaje termine oscilando en un minimo local,
mejorando el comportamiento del algoritmo de aprendizaje. Los cambios en los pardmetros se

calculan con la siguiente expresién:
Awij(n) = ndi(n)zj(n) + awij(n — 1) (4.15)

Para que la serie de tiempo sea convergente se tiene que verificar 0 < |a| < 1, cuando o = 0,
el algoritmo trabaja sin pardmetro de momento. Aunque la condicién de convergencia, no
establece condicién de signo para «, en la practica se utilizan valores positivos. Respecto a

. . OF(n—t . . . . .
su valor, cuando la derivada parcial W% presenta el mismo signo en iteraciones sucesivas
)
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permite acelerar el aprendizaje , mientras que cuando la derivada presenta oscilaciones de signo,

su valor disminuye y el término de momentos tiene un efecto estabilizador.

4.1.3 Parametro de aprendizaje adaptativo

No es posible definir un pardmetro de aprendizaje apropiado para cada problema en particular, y
posiblemente un valor del pardmetro determinado como bueno al iniciar el entrenamiento, no lo
es durante el proceso de aprendizaje. Ante esto, algunos autores sugieren un ajuste automaético
del pardmetro n a medida que avanza el proceso de aprendizaje, asignando un pardmetro de
aprendizaje a cada w;; y variando su valor de una iteracién a otra, para lo cual debe realizarse
una modificacién en el algoritmo de retropropagacién. Denotando con 7;;(n) al pardmetro de

aprendizaje correspondiente al pardmetro w;j(n) en la iteracién n, se puede escribir:

0E(n)  0E(n) 0y;(n) 0vj(n)

= siendo v;(n) = wi;(n)z;(n 4.16
Brig(n)  Dyy(n) Dy () Dy () i) = 2 )= (n) (419)
el pardmetro wj;(n) se calcula como:
0E(n—1
wji(n) = wji(n —1) — nij(n>m (4.17)
74

por lo que se puede reemplazar wj;(n) en la expresién de v;(n) de la siguiente manera:

wy() = 32 () (= 1) = ) (4.18)
la derivada de v;(n) respecto 7,;(n) resulta:
dvj(n) i OE(n—1)
oy 1) 19
conociendo ademads que:
dyj(n) o (n 0E(n) — e(n
G = [ y G = —es(n) (4.20)
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reemplazando 4.25 y 4.24 en 4.21:

OE(n) oM es (1) 2 (n 0E(n—1)
A QICOEIOF v e (121)
y utilizando la relacién 4.6:
0E(n)  0E(n) 0E(n—1) (4.92)

Onyi(n) — dwji(n) dwji(n — 1)

Ahora se puede formular una actualizacién de la tasa de aprendizaje 7,5, definiendo el

siguiente ajuste:

asi Ayj(n—1) gt > 0

Anyg(n+1) = —byy;(n) si Aij(n— 1)t < 0 (4.23)

0 para otro caso.

definiendo A;;j(n — 1) como:

0E(n — 2)

Aij(n—1)=(1- é)awﬂ(n ) + §Aij(n —2)

siendo £ una constante positiva.

Los signos de A;j(n—1) y 6‘251_(”72) determinan la variacion de 7;;, ya que si son del mismo signo

la tasa de aprendizaje presenta un crecimiento constante, mientras que si difieren en el signo,
en una proporcién b del valor corriente de 7);; (n) ,en cualquier otro caso la tasa de aprendizaje

no cambia. En caso que ambos valores a y b sean iguales a cero la tasa de aprendizaje asume

un valor constante, siendo necesario ir guardando los valores 7;;(n), An,;(n), y %&;j% para
ji

lo cual se necesitard memoria adicional. Esta complejidad computacional puede ser reducida

9E(n)

i () se calcula

utilizando la actualizacién completa de los ejemplos, en cuyo caso el gradiente
como promedio de las contribuciones computadas de los diferentes ejemplos presentados, es

decir, se realiza una actualizacién por perfodo.
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4.1.4 Valores iniciales de los parametros

Los pardametros iniciales en el proceso de entrenamiento, deben estar uniformemente distribuidos
en un intervalo pequeno, para reducir el riesgo de una saturacién de la red (donde el error
cuadritico medio permanece constante durante un perfodo y luego vuelve a decrecer lo que se
denomina punto de silla), o que se obtengan valores del gradiente muy pequerios. Sin embargo,
este valor no debe ser muy pequeno, ya que causarfa derivadas del error muy pequenas y el
proceso de aprendizaje iniciarfa muy lentamente.

Cuando las funciones de activacién son sigmoidales con pardmetro a igual a 1 (logistica

o tangente hiperbdlica), se pueden definir valores de los w;; dentro del intervalo [— \/];74_1'7 \/1771}
siendo n; el nimero de entradas a la neurona i.

Nguyen y Widrow (1990) determinaron un algoritmo para encontrar los pardmetros iniciales,
que tiene como ventaja reducir el tiempo de entrenamiento. Este algoritmo selecciona valores
que permitan distribuir la regién afectada por cada variable oculta uniformemente sobre el
espacio de las variables de entrada. Para ello se asignan valores aleatorios uniformemente
distribuidos en el intervalo [-1,1] a los pardmetros determinando un vector wy, , luego se
ajusta la magnitud del vector w, de modotal que cada variable intermedia es lineal en un
intervalo pequeno. Considerando que hay L variables en la capa intermedia, la magnitud de w

se determina como:|w| = 0, 7L~ . De esta manera el vector de pardmetros iniciales serd igual a:
Wini = Wrn X |W|
y el valor del sesgo wy,; se establece como un valor uniforme aleatorio entre — |w;| y |w;].

4.1.5 Criterios de parada del algoritmo

En puntos anteriores, fueron sugeridas variaciones del algoritmo para acelerar el aprendizaje,
u otros para evitar que el algoritmo quede en un minimo local; en este punto se presentan
distintos criterios propuestos para parar el proceso de aprendizaje, es decir distintos criterios

de convergencia. Se considera que el algoritmo de retropropagacién converge cuando:

e la tasa de cambio del error cuadrédtico medio por periodo es lo suficientemente pequeia.
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e ¢l error cuadrético medio es menor a un valor umbral determinado para el modelo

e cuando para el vector de pardmetros del tltimo perfodo w(y;y,), el valor absoluto de su

gradiente es menor o igual a un valor fijo muy pequeno, establecido para el modelo.

e en caso de utilizar un conjunto de testeo, cuando el resultado de la generalizacién es

adecuado, es decir, alcanza los valores estipulados para el modelo.

En algunos casos se puede establecer como criterio de parada, un nimero maximo de repe-
ticiones del algoritmo o un tiempo mdaximo de entrenamiento.

En caso de utilizar un conjunto de validacién durante el entrenamiento de la red, puede esta-
blecerse como criterio de parada un tope méaximo a la cantidad de veces que el error cuadrético

medio de este conjunto aumenta, desde la ltima vez que disminuyé durante el entrenamiento.

4.2 Consideraciones generales de la estructura de un percep-

tron multicapa.

Al definir una estructura de red neuronal, cabe preguntarse cudntas capas de variables inter-
medias se deben agregar y cudntas variables dentro de cada capa. La respuesta depende del
conocimiento que se tenga de la funcién discriminante f(x,w), a aproximarse con el modelo de
red. El algoritmo de retropropagacién de errores es un método préactico que permite encontrar
los pardametros, pero no proporciona ninguna ayuda respecto a la estructura de red que se debe
seleccionar. El objetivo que se persigue es alcanzar una tasa de clasificacién correcta que sea
aceptable, siendo éste el criterio que determinard la cantidad de variables del modelo. Es po-
sible demostrar que una red neuronal puede aproximar a una funcién discriminante continua,
pero no la cantidad de capas ocultas que se deben proponer. Los resultados de simulaciones
realizadas en problemas de clasificacién muestran que dos capas son suficientes para aproximar
al valor de f(x,w). Mds de dos capas intermedias, permite una solucién con menor cantidad
de variables en total, y permite acelerar el aprendizaje, pero esto no aporta nada a la generali-
zacion de los resultados, es decir, permite una aproximacién a la funcién pero esto no significa

que ha aprendido correctamente.
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Hay diferentes maneras de controlar la complejidad de la funcién discriminante, algunas

pueden ser:

e cambiar el nimero de capas intermedias y de las variables dentro de cada capa intermedia

e climinar algunos pardmetros ( eliminando algunas conexiones entre las variables)

Pocas capas ocultas, posiblemente no permita encontrar los pardmetros necesarios para
aproximar la funcién f(x,w), en este caso falla el proceso de aprendizaje. Si el nimero de
capas ocultas es demasiado grande, existirdn diferentes soluciones, la mayoria de las cuales no
permitirdn una correcta generalizacién de los resultados a nuevos ejemplos. Un camino que se
puede seguir, es ir construyendo la red en forma incremental, comenzando con una estructura
reducida, e ir incrementando las variables dentro de cada capa intermedia y las capas intermedias

a medida que se van testeando los resultados.

4.2.1 Tasa de aprendizaje y tasa de momento éptima

La tasa de aprendizaje y la tasa de momento pueden definirse como éptimos cuando en pro-
medio: permitan encontrar un minimo local de la funcién error, o en el mejor de los casos el
minimo global; o cuando permite la convergencia de una configuracién de red con la cual se
logra la mejor generalizacion.

La convergencia para lograr la mejor generalizacién es, en la prictica, la mds importante,
pero la més dificil de lograr ya que el algoritmo utiliza el criterio de optimizar el error cuadrético
medio de la muestra de entrenamiento, y esto no implica lograr una buena generalizacién de

los resultados.

Haykin et al. muestra los resultados de simulaciones de multiperceptrones con dos capas
ocultas y diferentes combinaciones de « y n, utilizando siempre los mismos pardmetros iniciales
y el mismo conjunto de entrenamiento. Obtiene como conclusién que los valores éptimos de
« y 7 para converger a un minimo local en la superficie de la funcién error son 0,1 y 0,55

respectivamente, aunque en Hertz (1991) se recomienda un valor de « cercano a 0,9.
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4.2.2 Generalizacion

Ya se dijo que para evaluar los resultados del modelo en problemas de clasificacién la probabi-
lidad a posteriori de individuos bien clasificados se define como una estimacién de P(k/x). El
algoritmo de retropropagacién va calculando los pardmetros minimizando el error cuadratico
medio. Haykin muestra que lograr una menor tasa de error en el conjunto de entrenamiento no
es una condicion suficiente para lograr una correcta tasa de clasificacién. Para ello es necesario
medir el porcentaje de individuos correctamente clasificados con un conjunto de ejemplos de
la misma poblacién no utilizados en el entrenamiento de la red, Ya que si la red estd sobre-
entrenada memoriza los ejemplos del conjunto de entrenamiento, y no permite una correcta
generalizacién de los mismos. FEl criterio para la seleccién de un modelo es que en ausencia de
conocimiento previo de la funcién discriminante se debe elegir la funcién més simple, es decir la
estructura de red méds simple que aproxime el error de clasificacién dado, demandando el menor

esfuerzo computacional.

Hay tres aspectos que afectan la generalizacién de los resultados de un modelo de red:

1. La arquitectura de la red
2. El tamarfio y eficiencia del conjunto de entrenamiento

3. La complejidad del modelo que se esté tratando.

Es claro que sobre el ultimo punto no se tiene control. En la préctica el conjunto de
entrenamiento estd fijado de antemano, por lo que interesa determinar la mejor arquitectura
de la red que permita alcanzar una buena generalizacién. Esto es como se ha analizado en
puntos anteriores: determinar el nimero de nodos, nimero de variables, valores de « y n,etc.
Sin embargo, dada una estructura de red ( acorde al tipo de problema con el cual se estd
trabajando), se podria determinar cuél es el tamano de ejemplos necesarios para lograr una
buena generalizacién de los resultados.

Baum y Haussler (1989) determinaron el tamano de muestra minimo que se debia considerar

para una modelo de red con una capa intermedia utilizado para una clasificacién binaria, para
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que la red provea una buena generalizacion:

N >

82W (32M) (4.2

9 9

donde M corresponde al nimero total de variables en la capa intermedia, W es el total de
parametros en la red, N es el nimero de ejemplos que se deben presentar y ¢ la fraccién de
errores permitidos en la muestra de testeo. Esta férmula da un tamano de muestra muy grande,
que en la practica se puede alejar bastante del conjunto de datos disponibles, pero de todos
modos puede considerarse como un criterio extremo.

Eliminando el logaritmo natural de la expresiéon 4.24, el tamano del conjunto de entrena-
miento es directamente proporcional a la cantidad de pardmetros e inversamente proporcional
a la tasa de error de la muestra de testeo. En la practica se puede simplificar la expresién 4.24

de la siguiente manera:
w
€

N >

de esta manera el nimero de ejemplos de la muestra de entrenamiento debe ser aproximada-

mente una tasa € del nimero de pardmetros de la red.

4.3 Procesamiento previo de las variables iniciales

Para lograr un correcto aprendizaje, es necesario asegurarse de haber realizado un correcto
preprocesamiento, en la mayoria de las aplicaciones es necesario transformar los datos de entrada
antes de iniciar el entrenamiento de la red. Este preprocesamiento de la informacién es un
factor importante en el resultado final obtenido por el modelo, e incluye la reduccién de la
dimensionalidad del espacio y la transformacién de la variables iniciales. En todos lo casos es
importante para encontrar una solucién utilizar el conocimiento previo del problema a tratar,
el cual puede ser incorporado en el diseno de la estructura de la red o en el preprocesamiento
de las variables.

Una de las formas mds comunes de preprocesamiento consiste en un reescalamiento de
las variables iniciales, ya que diferentes unidades de medida hacen que las mismas difieran en

magnitud, lo cual no permite reflejar su importancia relativa en determinar los valores de salida.
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Para esto se sugiere estandarizar las variables:

AL (4.25)

Oz,

siendo z; la variable x; transformada, la cual tiene media cero y desviacién estandar 1.
Esto asegura que todas las variables asumen valores alrededor de cero. Esta transformacion
considera a las variables como independientes entre si, otra trasnformacion lineal maés sofisticada
(Fukunaga,1990) agrupa las variables en un vector x, y calcula su vector de medias p y matriz

de covarianzas X; considerando la ecuacién de valores propios de la matriz de covarianzas

Yu; = A\ju; se define la transformacion lineal como

x' = A7Y2U' (x" — %) (4.26)

siendo U = (uy;ug, ......... ,u,) y A =diag(Ag, Ag, ... s Ap)-
En otros casos, se puede realizar un reescalamiento de tal modo que las variables estén en
un rango especificado, por ejemplo se pueden normalizar las variables iniciales y las respuestas

deseados de tal modo que estén en el rango [-1,1], de la siguiente manera:

=2 (e (e ! (427

siendo min(z;) y max(z;), el valor minimo y maximo que puede alcanzar la variable z;.

Para el caso de variables ordinales estas pueden ser tratadas como variables numéricas; si
las variables son nominales se crean tantas variables dummy como categorias.

Para reducir la dimensionalidad del conjunto de variables de entrada puede seleccionarse
un subconjunto de las mismas y eliminar las restantes; se puede empezar con aquellas variables
muy correlacionadas y de esta manera eliminar informacion repetida. Al elegir un subconjunto
se debe determinar el criterio que se utilizara para decidir si un subconjunto es mejor que otro
que en principio es el mismo que se utiliza para evaluar el modelo; por otra parte, se debe
determinar un procedimiento sistemético que permita ir buscando los subconjuntos candidatos
a ser seleccionados, lo que implica un gran esfuerzo computacional aunque sean pocas las

variables ( para diez variables se pueden definir 1024 subconjuntos a considerar). Es claro que
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el subconjunto de caracteristicas 6ptimo que se obtiene a partir de un conjunto inicial depende
entre otros aspectos del modelo para el cual serd utilizado; en este sentido, el criterio de seleccién
para un modelo de red neuronal seria entrenando los diferentes subconjuntos e ir evaluando sus
resultados en el conjunto de testeo (considerando como criterio de seleccién la probabilidad de
mal clasificados ), lo que se hace imposible ya que el requerimiento de tiempo de procesamiento
serfa muy grande. Por esto es comin seleccionar un subconjunto de variables utilizando un
modelo lineal ( discriminante lineal o logistico con sus métodos de seleccién hacia adelante o
eliminacién hacia atrds) y luego usar las variables seleccionadas en un modelo no-lineal mas
complejo. Cuando el conjunto de variables iniciales son todas numéricas se puede utilizar el
andlisis de componentes principales. Los métodos basados en clasificacién no supervisada no
consideran la respuesta deseada (o target), por lo que tienen la limitacién de no dar buenos
resultados, ya que puede ocurrir que la informacién que se considera importante para clasificar

no lo es tanto para la representacién del conjunto de datos en s mismo.
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Capitulo 5

Aplicacion del Modelo Logistico.

5.1 Descripcion de la Base de datos.

La lucha por mantener su clientela lleva a las empresas a estudiar el comportamiento
de la misma, esto les permite tomar medidas estratégicas para permanecer en el mercado o
aumentar su participacion en el mismo. Entre otros aspectos, a las empresas les interesa
determinar las causas por las cuales los clientes permanecen en una empresa, 0 toman la
decision de abandonarla, y poder predecir cuéles son los clientes que estan por perder. Esto
permite a la empresa tomar medidas que permitan retener al cliente y acciones mas
generales como politicas a seguir para evitar las causas.

Para esta aplicacion, se utilizd la base de datos de los clientes de una empresa de
servicios de telefonia celular, para estimar una regla que permita clasificarlos dentro de uno
de estos dos grupos:

Grupo 1: clientes que permanecen en la empresa

Grupo 2: clientes que dejaran de utilizar los servicios de la empresa.

Se parti6 de una muestra de 9702 clientes, entre activos por una lado y cancelados o

suspendidos por el otro, con la siguiente distribucién en cada grupo:

Estado del cliente Cantidad Porcentaje
Activos 5712 58,9
Cancelado o suspendidos 3990 41,1
Total 9702 100

Tabla 5.1. Distribucidn de frecuencias del Estado del cliente

Se consideraron un conjunto de indicadores potencialmente explicativos de
comportamiento de la clientela determinados por los expertos en Marketing de la empresa,
entre los que figuran indices de consumo, indices de uso de servicios adicionales, indices de
pago, tipo de aparato, zona del cliente, forma de adquisicion del servicio, entre las mas
importantes. En total se consideraron 18 caracteristicas, de las cuales 8 son numeéricas,

siendo las variables de analisis las siguientes:
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Variables numeéricas Descripcién

1-Promedio consumo vida | Consumo promedio medido en minutos
activa

2-Nros de contactos a CS Contactos con Servicios al cliente hasta 60 dias después de la activacién del

Servicio

3-Antigliedad del cliente Medida en dias

4-Tiempo que resta para|Medida en dias
finalizar del contrato

indice calculado por el departamento de Marketing de la empresa (cuanto
mas cercano a 1 mejor sera la historia de pago del cliente)

5-Historia de pago

6-Porcentaje de desalocacion | Variable (expresada en porcentaje) definida por el departamento de
Marketing de la empresa .

7-indice de relacion entre
consumo cuatrimestral y
bimestral.

Cociente entre Promedio consumo cuatrimestral y promedio consumo
bimestral

8-Deuda total Medida en pesos

Variables categoricas Descripcién Nro de
Categorias®
1-Quejas en la cuenta Cantidad de quejas en la cuenta 3

2-Duracién del contrato Depende del tipo de contrato

3-Regibn Zona de procedencia del cliente

4-Forma de adquisicion

3
8
Como fue adquirido el equipo, tipo de contrato utilizado 4
Cuenta de la empresa en la que se incluye el cliente |4
considerado

5-Tipo de cuenta

6-Canal de distribucion Canal de ventas por el cual se adquirio el equipo

7-Estado del Agente Estado actual del cliente

8-Modelo Modelo del equipo

9-Débito automatico Adhesion a débito automatico

NN NS

10-Plazo de la deuda Tipo de plazo.

Tabla 5.2. Variables predictoras en estudio

Se seleccioné aleatoriamente un 59,5 % de la muestra para el desarrollo de los
modelos (muestra de entrenamiento), dejando el 40,5% de la muestra para la prueba u
validacion de los mismos (muestra test). Quedando distribuidos entre cancelados y activos
como se muestra en la Tabla 5.3:

Muestra de entrenamiento Muestra test
Estado del cliente Cantidad Porcentaje Cantidad Porcentaje
Activos 3421 59,3 2291 58,3
Cancelados o suspendidos 2350 40,7 1640 41,7
Total 5771 100 3931 100

Tabla 5.3. Distribucion de frecuencias del estado del cliente para cada muestra.

5.2 Anélisis y seleccion de las variables definitivas.

Dentro del anélisis previo de las variables, se tratd de determinar en primer lugar, si existe

relacion entre la variables definidas en el punto anterior y la condicion de cancelado de los

L El detalle de las categorias se puede ver en Anexo 2 Tabla 1.
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clientes. Para determinar esta relacion se realizaron regresiones logisticas univariadas (lo
que es equivalente a probar hipotesis de diferencias de medias para las continuas y pruebas
Chi cuadrado para las variables categoricas). (Ver Tablas 2 a 5 del Anexo 2)
Dentro de las variables numéricas, la variable numero de contactos promedio con CS no
resultd significativa (a un nivel del 5%), y para la variable categorica canal de distribucién
no se rechaza la hip6tesis de independencia por lo que ambas son eliminadas del conjunto
de predictores.
Para identificar el mejor subconjunto de predictores de la variable respuesta se realiz6 una
seleccion paso a paso (Forward Stepwise Selection), incorporando de a una las variables y
comparando la verosimilitud entre los modelos resultantes. Se determind como punto de
corte maximo de probabilidad de la variable que se incorpora al modelo el valor 0,15 y
como probabilidad minima de corte para la variable que ser removida el valor 0,20. Del
resultado de esta seleccion paso a paso, es posible eliminar las variables débito automatico,
quejas en la cuenta y deuda total. De todos modos, esta Ultima variable se retiene en esta
primera etapa, ya que la misma presenta un alto nivel clasificatorio en el analisis univariado.
(Ver Tabla 6 del Anexo 2)
Para las variables continuas, se determind el cumplimiento del supuesto de linealidad en el
logit y para las categoricas la significatividad de cada categoria, en su defecto se propuso
algln agrupamientos entre ellas analizando la diferencia de verosimilitud entre los modelos
resultantes. De este analisis, resulté una primera seleccién de variables (Ver tabla 1 y
resultados en el Anexo 3). En una etapa posterior se realiz6 un analisis mas minucioso de
las variables predictoras que permitid lograr una mejoria en la perfomance de los modelos y
las que fueron consideradas definitivamente. Los cambios definitivos realizados en las
variables se pueden ver en el Anexo 2 Tablas 7y 8, siendo, en resumen, los siguientes:

v’ Se categorizaron las variables numéricas: Indice de relacion entre consumo

cuatrimestral y bimestral. y Deuda Total, ambas en tres categorias.

v' Las siguientes variables categdricas fueron reagrupadas convenientemente.

Variables categoricas Nro de categorias definitivas
Region 3
Forma de adquisicion 3
Estado del Agente 3
Modelo 3

Tabla 5.4. Variables categoricas reagrupadas
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v La variable plazo de la deuda mide lo mismo que la variable deuda total por lo que
es eliminada del modelo.

Las variables predictoras definitivas para el modelo logistico propuesto son las siguientes:

Variables numéricas

1-Promedio consumo vida activa

2-Historia de pago

3-Antigiedad del cliente

4-Porcentaje de desalocacion

5-Tiempo que resta para finalizar del contrato

Variables categoricas Nro de

categorias

6-Duracion 3

7-Region

8 -Forma de adquisicion

9- Tipo de cuenta

10-Estado del Agente

11-Modelo

12-Deuda total

13-indice de relacion entre consumo cuatrimestral y bimestral
Tabla 5.5. Variables predictoras definitivas

WWwWwlw|hjwiw

5.3. Resultados del Modelo Logistico

Para encontrar el modelo y sus resultados se utilizé el programa estadistico SPSS.
Considerando el conjunto de variables seleccionados definitivamente, las variables
categoricas fueron codificadas de acuerdo al detalle de la tabla 9 del Anexo 2.

Considerando como criterio de parada del proceso iterativo de estimacion de los
parametros, un cambio en los mismos menor a 0,001, la estimacién finaliza en la iteracién

namero 6, en la Tabla 5.6 se muestran la log-verosimilitud obtenida en cada iteracion.

Iteracion |-2 log de la verosimilitud
Inicial 7800,388
1 4227,620
2 3679,699
3 3555,142
4 3542,941
5 3542,772
6 3542,772

Tabla 5.6 Historial de iteraciones
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5.3.1 Evaluacion del ajuste del modelo

El estadistico G para el modelo completo calculado como:

G = D (para el modelo completo) - D(modelo que incluye solo la constante)
asume el valor 4257,62 con distribucion chi-cuadrado con 22 grados de libertad, siendo
significativo a un nivel del 1%, con lo cual se puede concluir que al menos o quizés todos
los coeficientes del modelo son diferentes de cero.

El valor de ajuste R*de Cox y Snell es igual a 0,52 y R*de Nagelkerke igual a 0,70,
valores que suponen un buen ajuste bajo las consideraciones expuestas en el Capitulo 3.
Para calcular el estadistico de Lemeshow y Hosmer, se construye la tabla de contingencia
que surge de agrupar los valores estimados en deciles y compararlos con los valores reales

dentro de cada grupo de clientes. La tabla que resulta es la siguiente:

Activos Cancelados Total

Observado Esperado Observado Esperado
1 553 565,14 24 11,86 577
2 544 548,88 33 28,12| 577
3 536 532,73 41 44,27 577
4 502 512,49 75 64,51 577
5 490 481,08 87 95,92| 577
6 438 420,33 139 156,67| 577
7 282 276,10 295 300,90] 577
8 71 72,13 506 504,87| 577
9 5 11,05 572 565,95 577
10 0 1,07 578 576,93 578

Tabla 5.7. Tabla de contingencias para la prueba de Hosmer y Lemeshow

El valor del estadistico C resultante es de 24,207 el cual se distribuye X/, este valor debe

interpretarse con cuidado ya que el estadistico Chi Cuadrado depende del tamafio de la muestra y al
tener un ndmero grande de casos su valor puede ser significativo aln cuando el modelo ajuste
correctamente. Sin embargo, del analisis de la tabla 5.7 es importante destacar que no se identifican
deciles de riesgo, ya que los valores esperados son muy similares a la cantidad de clientes
observados en cada grupo.

La tabla de clasificacion (Tabla 5.8), considerando un punto de corte de 0,5, muestra como
fueron clasificados los clientes por el modelo, tanto en la muestra de entrenamiento como en la

muestra test. EI porcentaje de clientes mal clasificados en la muestra de modelacion fue del 11,8% el

83



cual aumenta al 12,20 % para la muestra test , la diferencia es del 0.4%, lo que indica un buen ajuste

del modelo.

Muestra entrenamiento Muestra test

Pronosticado % correcto % correcto
Observado Activo Cancelado Activo Cancelado
Activo 3240 181 94,71 2148 143 93,76
Cancelado 500 1850 78,72 335 1305 79,57
Porcentaje global 88,20  |Porcentaje global 87,84

Tabla 5.8. Tabla de Clasificacién

Del andlisis de la Tabla 5.8, se puede destacar un mayor error de clasificacion para el
grupo de los clientes que estan cancelados en el servicio, mientras que el grupo de clientes
activos es mejor clasificado.

La empresa disefiara estrategias para evitar la cancelacion del servicio sélo para
aquellos clientes que el modelo clasifique como cancelados, por lo que no se tendra en
cuenta los clientes clasificados como activos. Entonces el error més riesgoso es clasificar
como activos clientes que en realidad cancelaran el servicio, siendo en este modelo el error
mas alto. Para este conjunto de datos, es posible mejorar este error corriendo el punto de
corte a un valor superior del 0,5, donde los clientes cancelados son mejor clasificados
aunque aumente el error de clasificacion en los activos, lo que puede observarse en el

grafico 1 del Anexo 2.

5.3.2. Anadlisis de los coeficientes del modelo

En la Tabla 5.9 se muestran para cada variable?: los coeficientes estimados, el P-
value que surge del estadistico de Wald , el cociente de odds (exp(w)) y un intervalo de
confianza para cada coeficiente a un nivel de significacion de 0,05. Del analisis de la tabla,
los coeficientes de las variables (w), resultan todos significativos. Analizando los mismos en
términos de la chance que un cliente esté cancelado (exp(w) = cociente de odds), y
considerando su intervalo de confianza se pueden determinar las causas por las que un

cliente es considerado cancelado.

2 Por simplicidad se utilizé la nomenclatura definida como cddigo que figura en la Tabla 7 del Anexo2.

84



W ET. |Wald gl |Sig. |Exp(w) |I.C. 95.0% para EXP(w)
Inferior Superior

D _EDAD -0,01) 0,00 229,60, 1] 0,000 0,993 0,993 0,994
D_FINCON 0,00 0,00 8,26 1| 0,004 0,999 0,998 1,000
HIST_P 0,71 0,04 352,03 1) 0,000 2,034 1,889 2,191
PORC_DES 0,32 0,08 17,72 1] 0,000 1,377 1,186 1,598
PROM_ACT 0,00 0,00 4,68 1 0,030, 1,001 1,000 1,001
D _DURAC 64,07 2| 0,000
D_DURAC(1) -0,84] 0,27 9,54 1] 0,002 0,430 0,252 0,735
D_DURAC(2) -1,47. 0,19 62,03 1] 0,000 0,229 0,159 0,331
REGION_3 8,01 2/ 0,018
REGION_3(1) 0,19 0,10 3,58 1] 0,058 1,214 0,993 1,483
REGION_3(2) 0,49 0,18 7,24, 1] 0,007 1,633 1,142 2,335
ADQUISI1 40,000 2| 0,000
ADQUISIL(1) -0,22 0,13 3,09 1] 0,079 0,799 0,623 1,026
ADQUISIL(2) 0,50 0,12 18,74/ 1] 0,000 1,650 1,315 2,070
RTIP_CTA 55,17 3] 0,000
RTIP_CTA(1) -0,81] 0,42 3,72 1] 0,054 0,444 0,195 1,013
RTIP_CTA(2) -0,26) 0,09 7,78 1] 0,005 0,771 0,642 0,926
RTIP_CTA(3) -2,08) 0,29 51,91 1] 0,000 0,125 0,071 0,220
REST_AG1 57,03 2| 0,000
REST_AG1(1) 0,78 0,10 56,78/ 1| 0,000 2,176 1,777 2,663
REST_AG1(2) 0,34 0,14 6,43 1] 0,011 1,409 1,081 1,837
MMODELO 18,60[ 2| 0,000
MMODELO(1) 0,39] 0,10 13,96 1] 0,000 1,475 1,203 1,809
MMODELO(2) -0,11] 0,12 0,72 1] 0,395 0,899 0,704 1,148
TDEUDA 127,75 2| 0,000
TDEUDA(1) -0,71 0,12 33,50 1] 0,000/ 0,492 0,387 0,626
TDEUDA(2) 1,05 0,15 47,46/ 1 0,000 2,871 2,127 3,875
TPROM4 2 260,89 2| 0,000
TPROM4 _2(1) 0,56/ 0,10 29,58 1] 0,000 1,758 1,434 2,154
TPROM4 2(2) 1,85 0,11 260,73 1] 0,000/ 6,368 5,086 7,972
Constante 0,93 044 455 1] 0,033 2,539

Tabla 5.9. Variables en la ecuacion

Del andlisis de la tabla anterior se puede concluir que:

v" Las variables Promedio de consumo de vida activa y Tiempo que resta para finalizar
el contrato, no afectan la condicion de estar cancelado en el servicio.

v' Las variables: Antigliedad del cliente, Tipo de Cuenta y Duracién del Contrato no
aumentan la chance de estar cancelado en el servicio. Por cada dia de antiguedad del
cliente la chance de estar cancelado disminuye en un 7%. A medida que aumenta la

duracion del contrato disminuye la chance de estar cancelado y las cuentas
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Personales y Top tienen menos chance estar cancelados respecto a las cuentas

Negocios (22,9% y 87,5% respectivamente).

v' El resto de las variables del modelo, o alguna de sus categorias aumentan la

posibilidad de que un cliente esté cancelado. Considerandolas desde la mas

riesgosa:

indice de relacion entre consumo cuatrimestral y bimestral (categdrica) a
medida que aumenta el indice que resulta del cociente del promedio de
consumo de 4 meses sobre el promedio de consumo de 2 meses, aumenta la
chance de estar cancelado siendo el 75,8% maés para los clientes que se
encuentran en el segundo intervalo y 6 veces mas para los que se encuentran
en el tercer intervalo(para valores del indice superiores a 500).

Deuda Total (categérica: Considerando como referencia a los clientes sin
deuda, los que tienen deuda hasta $157, tienen un 50% menos posibilidad de
estar cancelados, pero los que tienen deudas mayores a ese valor tienen un
187% mas de riesgo de gue se cancele su servicio.

Historia de pago, es una variable medida como un indice de 1 a 7 donde 1 se
considera pago a término y 7 los clientes que tienen deuda de 180 dias o
mas. Por cada aumento unitario del indice, aumenta 2,034 veces la chance de
estar cancelado.

Estado del agente: los que estan dados de baja tienen 2,176 mas posibilidad
de estar cancelados que los activos y para los que estan tramitando la baja es
de 1,409.

Porcentaje de desalocacion, a cada incremento de un 1% de la misma,
aumenta en 37% la posibilidad de cancelacion del servicio.

Modelo: la marca Nokia tiene un 47.5% mas chance de estar cancelado que
la marca de referencia, considerando el resto de las marcas dentro de la
categoria otros, la misma resulta no significativa.

Adquisicién: hay un 65% mas de posibilidad de cancelacién en los clientes
con aparatos propios que aquellos adquiridos por comodato, mientras que en
los contratos de leasing y los aparatos distribuidos por la empresa disminuye
la posibilidad de cancelacion en un 20%.
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« Considerando la region de Bs. As.,Sta Fe y La Pampa, como referencia, la
region que incluye a Cuyo, el Litoral, Mediterrdneo y NOAR no resulta
significativa, pero la PatagoOnica tiene 1.6 veces mas probabilidad de estar

cancelado que la region de referencia.

5.3.3. Métodos de Diagnostico del modelo

Un analisis pormenorizado de los residuos en la muestra de entrenamiento, permite
detectar aquellos individuos que no son ajustados adecuadamente por el modelo, y aquellos
que ejercen una influencia significativa en la estimacion del mismo. Se calcularon para cada

individuo las medidas definidas en el capitulo 3 tales como: residuo y,—k,, Pearson
Residual (Zi) y Deviance Residual (di), Valor de influencia (hi), distancia de Cook (Di),
efecto en el Chi cuadrado de Pearson (AX?), efecto en la Deviance (AD,), y el efecto de
eliminar cada individuo sobre cada parametro (dw) paraj=0,12,......,p) .

Estas medidas fueron analizadas segin los intervalos de probabilidades como se
indico en el cuadro de la figura 3.2 y a través de los graficos 2 a 5 del anexo 2 identificando

individuos con altos valores en sus residuos y que ejercen mucha influencia en la estimacion

del modelo. En la Tabla 5.10 se resumen las medidas calculadas para los individuos

sefialados.

Nro de | Grupo | Probabilidad | Grupo | Distanciade | Valor de Pearson | Deviance
€aso Real Estimada | asignado CooK influencia | Residuo | Residual [ Residual
1055 0 0,962 1 0,043 0,002 -0,962 | -5,04089 -2,559
1973 0 0,609 1 0,290 0,158 -0,609 | -1,24907 -1,371
2306 0 0,792 1 0,171 0,043 -0,792 | -1,95195 -1,772
2691 0 0,976 1 0,078 0,002 -0,976 | -6,37202 -2,731
6619 0 0,966 1 0,438 0,015 -0,966 | -5,31354 -2,598
7377 0 0,988 1 0,125 0,002 -0,988 | -8,99365 -2,968
8686 0 0,878 1 0,325 0,043 -0,878 | -2,68706 -2,053
9128 0 0,965 1 0,168 0,006 -0,965 | -5,28354 -2,594
1428 1 0,077 0 0,165 0,014 0,923 3,46150 2,264
3074 1 0,002 0 0,263 0,000 0,998 | 24,70413 3,582
3431 1 0,011 0 0,113 0,001 0,989 9,49614 3,004
6875 1 0,016 0 0,052 0,001 0,984 7,80395 2,872
7712 1 0,010 0 0,040 0,000 0,990 [ 10,08376 3,044
9355 1 0,231 0 0,142 0,041 0,769 1,82622 1,713

Tabla 5.10. Individuos con medidas de diagndstico atipicos.
Se eliminaron estos casos logrando una leve mejoria en las medidas de ajuste, que

no repercutié en el conjunto de datos de testeo. En la tabla de clasificacion del este ajuste,
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Tabla 5.11 puede observarse que el porcentaje global de clientes clasificados correctamente

en la muestra test no cambio.

Muestra entrenamiento Muestra test
% clasificacion %clasificacion
Estimado correcta Estimado correcta
Observado |Activo| Cancelado Activo Cancelado
Activo 3234 177 94,81 2143 148 93,54
Cancelado | 492 1850 78,99 330 1309 79,87
Porcentaje global 88,37 Porcentaje global 87,84

Tabla 5.11. Tabla de Clasificacion

Dado el tamafio de la muestra de modelacion es insignificante la cantidad de
valores atipicos que se identifican, pero estos clientes pueden ser considerados para su

analisis por el departamento de marketing de la empresa.

5.3.4. Conclusiones

Un anélisis méas detallado del las variables permitié una mejora del 0,7% en el
porcentaje de clasificacion correcta de la muestra test.

El modelo definitivo permite clasificar correctamente al 87,84 % de los clientes en
la etapa de generalizacion del modelo. Por otro lado, a partir de los pardmetros es posible
identificar los factores que hacen que un cliente sea considerado cancelado. Los factores que
determinan una mayor probabilidad que el cliente esté cancelado son: la relacion entre
consumo cuatrimestral y bimestral, la historia de pago, el porcentaje de desalocacion que
posean, los clientes con deuda total mayor a $157, los que estan dados de baja o tramitando
la baja, que tenga aparato propio o que provenga de la regién patagonica.
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Capitulo 6

Aplicacion de los modelos de Redes
Neuronales.

6.1. Aspectos generales

Utilizando la misma base de datos descripta en el punto 5.1. se debe realizar una
seleccion previa de las variables. Las redes neuronales no tienen una metodologia propia de
seleccion de variables para reducir el espacio de variables iniciales del modelo, en este caso
se utiliza la seleccion realizada en el punto 5.2. Partiendo de las variables seleccionadas,
para la construccion de un modelo de red fue necesario:

1- Determinar una configuracion adecuada del modelo.
2- Entrenar el modelo de red definido.
3- Utilizar el entrenamiento anterior con la muestra de testeo para determinar una

medida de desempefio, realizando varias simulaciones.

Para determinar su configuracién, se modelaron perceptrones multicapa, probando
diferentes topologias (numero capas intermedias, y numero de variables en cada capa), y
diferentes funciones de activacion. Como la variable respuesta asume valores 0 y 1, la
funcidén de activacion de las variables de salida sera la logistica cuyo intervalo de variacion
esta entre cero y uno, el cual se asume como un valor de probabilidad, determinando que si
el valor de salida es menor a 0,5 le corresponde el valor 1, y 0 en el otro caso. De esta
manera, comparando este valor con el verdadero grupo de pertenencia de cada cliente (k), se
determina el porcentaje de error de clasificacion utilizado como medida de resultado del
modelo.

Para las corridas del algoritmo se utilizaron rutinas del software MATLAB 7.0,
las que fueron adaptadas en caso que fuera necesario. En primer lugar se definieron los
valores iniciales a los parametros de una determinada estructura de red. Una vez que los

parametros han sino inicializados, la red esta lista para ser entrenada, en este caso para
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clasificar individuos. Para el entrenamiento se utiliz6 en mismo conjunto de ejemplos
(caracteristicas de los individuos y clasificacion correcta) considerados en el modelo
logistico, pero en este caso fue dividida en muestra de entrenamiento y muestra de
validacion. La muestra de entrenamiento se utilizé para calcular los gradientes y actualizar
los pardmetros del modelo, mientras que el conjunto de validacion permite calcular una
medida de error que es monitoreada durante el proceso de entrenamiento de la red.
Normalmente durante la primera etapa del entrenamiento el error del conjunto de
validacion decrece de la misma forma que lo hace el error de la muestra de entrenamiento.
Sin embargo, cuando el modelo comienza a sobre ajustar los datos, el error de validacion
comienza a subir, y cuando esto ocurre se determina un numero especificado de iteraciones
como un criterio de parada del entrenamiento. La muestra de entrenamiento considerada en

esta aplicacion fue dividida de la siguiente manera:

Muestra Muestra
entrenamiento | validacién Total
Activos cantidad 2692 729 3421
% 58,29 63,23 0,59
Cancelados |cantidad 1926 424 2350
% 41,71 36,77 0,41
Total cantidad 4618 1153 5771

Tabla 6.1. Division de la muestra en entrenamiento y validacion

La muestra de testeo no se considera para el entrenamiento, se utiliza para comparar la
perfomance de los modelos. Para ir monitoreando el entrenamiento de la red, es dtil utilizar
un gréfico que muestre comportamiento de los errores de clasificacion en la muestra test y
en la muestra de entrenamiento en cada periodo.

El entrenamiento de red puede hacerse mas eficiente realizando un procesamiento
previo de las variables y el valor de clasificacion real. Por un lado reduciendo la dimension
del vector de variables, considerando la reduccion lograda en el punto 5.2. Para evitar
problemas numéricos con las distintas escalas de las variables seleccionadas, las numericas
pueden normalizarse con media cero y desviacion uno, segun la expresion 4.20.

Para el proceso de aprendizaje fue utilizado el algoritmo de retropropagacion de los
errores. El desempefio del algoritmo puede mejorarse si se permite que la tasa de
aprendizaje cambie durante el proceso de entrenamiento de la red, como se expuso en el

punto 4.1.3. Un parametro de aprendizaje adaptativo procurara mantener la tasa de
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aprendizaje tan grande como sea posible mientras el aprendizaje se mantenga estable. De

esta manera

definen una

la tasa de aprendizaje es sensible a la complejidad de la superficie del error. Se

tasa de aprendizaje 1, un factor de incremento de la tasa de aprendizaje Naum Y

un factor de disminucion mgism, Proponiendo un valor del error cuadratico medio como

objetivo y una razén maxima de incremento del mismo durante el proceso de aprendizaje.

En un periodo cualquiera del entrenamiento, si el nuevo valor de error, excede al del

periodo ante

rior en mas de la razon de aumento maxima establecida, los nuevos parametros

son desechados y la nueva tasa de aprendizaje es disminuida en la tasa ngism. Si el nuevo

error es men

factor Naum -

or que el valor del periodo anterior la tasa de aprendizaje se incrementa con el

Ademas se consider6 el uso de una tasa de momento. Los parametros definidos en

el entrenamiento para esta aplicacion se muestran en la Tabla 6.2

Méximo de periodos 1300
Error cuadratico medio objetivo 0,05
Tasa de aprendizaje 0,01
Razon de incremento de la tasa de aprendizaje 1,05
Razon de disminucion de la tasa de aprendizaje 0,7
Numero maximo de errores en el conjunto de validacién 500
Tasa de momento 0,9
Minimo que puede asumir el gradiente 1e10
Incremento méaximo del error cuadratico medio 1.04
Tiempo maximo de entrenamiento en segundos infinito

Tabla 6.2. Parametros definidos en el entrenamiento.

El proceso de aprendizaje finaliza cuando se cumplen algunas de las siguientes

condiciones:

Para
partiendo de

Se alcanza un nimero méaximo de periodos
La funcion gradiente asume un valor por debajo de un minimo establecido.
El error cuadratico medio del conjunto de entrenamiento llega al valor del
error cuadratico medio propuesto como objetivo.
Usando un conjunto de validacidn, los errores de este conjunto superan a
un maximo de fallas definido.

determinar la estabilidad en los resultados, se realizaron distintas corridas

diferentes valores iniciales de la matriz de parametros W; estos valores fueron

calculados utilizando el algoritmo de Nguyen-Widrow definido en el punto 4.1.4. Se
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determinaron como minimo 30 pruebas para cada modelo calculando los valores promedios
de los resultados obtenidos y sus correspondientes desvios.

Fueron considerados diferentes modelos de redes neuronales. En el Anexo 3 se
muestran los resultados obtenidos con la primera seleccion de variables, y a continuacion se

detallan la estructura de cada modelo y los resultados obtenidos.

6.2 Resultados obtenidos con el conjunto de variables definitivas.

Considerando el conjunto de variables definitivas que se detallan en la tabla 7 del
Anexo 2, y todos los aspectos detallados en la seccion 6.1 con los parametros establecidos
en la tabla 6.2., se entrenaron distintos modelos de redes para poder determinar el modelo
que clasifica mejor al conjunto de clientes de la empresa.

6.2.1 Perceptron multicapa con una capa intermedia.

La estructura del modelo se puede representar graficamente en general como sigue:

X1
Z1
Z2 y
X2 .
Zt
X3

Figura 6.3 Perceptron multicapa con una capa intermedia

Como se menciond en el capitulo 4, una de las maneras de controlar la complejidad
de la funcion discriminante es variando la cantidad de nodos de la capa intermedia. Ademas
se probaron distintas funciones de activacion y en algunos casos se cambio el parametro de
aprendizaje. Para cada modelo se realizaron diferentes pruebas partiendo de parametros
iniciales diferentes, los resultados promedios que se obtuvieron de las pruebas realizadas se

muestran en la Tabla 6.4.
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Tasa de error de Tasa de error

Capa Intermedia entrenamiento muestra test

Funcionde  [NGmero de |Parametro de

activacion variables |aprendizaje Pruebas |Promedio |Desvio  |Promedio |Desvio |Minimo
Tangente 2 eta0.01 40 0,1187 0,0019 0,277 |0,0035| 0,1163
Lineal 2 eta0.01 60 0,1183 0,0023 0,1226 |0,0024| 0,1193
Lineal 2 eta 0.00004 60 0,1188 0,0028 0,1237 |0,0034| 0,1185
Logistica 2 eta 0.00004 30 0,1180 0,0053 0,1268 |0,0078| 0,1188
Tangente 3 eta0.01 60 0,1108 0,0052 0,1261 |0,0031| 0,1203
Lineal 3 eta0.01 90 0,1188 0,0028 0,1238 |0,0028| 0,1191
Lineal 3 eta 0.00004 60 0,1174 0,0023 0,1316 |0,0079| 0,1185
Logistica 3 eta0.01 60 0,1159 0,0047 0,1299 |0,0073| 0,1201
Tangente 4 eta 0.01 130 0,1107 0,0057 0,1267 |0,0029| 0,1198
Lineal 4 eta 0.01 90 0,1184 0,0028 0,1239 |0,0028| 0,1188
Logistica 4 eta 0.01 70 0,1144 0,0060 0,1322 |0,0063| 0,1198
Logistica 4 eta 0.00004 30 0,1175 0,0049 0,1326 |0,0074| 0,1201
Tangente 5 eta 0.01 60 0,1052 0,0051 0,1265 |0,0022| 0,1213
Lineal 5 eta 0.01 60 0,1188 0,0027 0,1237 |0,0022| 0,1196
Logistica 5 eta 0.01 60 0,1153 0,0054 0,1335 |0,0063| 0,1206
Tangente 6 eta 0.01 30 0,1043 0,0040 0,1269 |0,0026| 0,1201
Lineal 6 eta 0.01 30 0,1191 0,0029 0,1234 |0,0024| 0,1198
Logistica 6 eta 0.01 30 0,1146 0,0055 0,1330 |0,0052| 0,1234
Logistica 10 eta0.01 20 0,1150 0,0036 0,1355 |0,0046| 0,1254
Tangente 10 eta0.01 10 0,0986 0,0054 0,1264 |0,0023| 0,1239
Lineal 10 eta0.01 10 0,1203 0,0039 0,1241 |0,0032| 0,1208
Logistica 15 eta0.01 10 0,1165 0,0027 0,1391 |0,0045| 0,1302
Tangente 15 eta0.01 10 0,0964 0,0033 0,1287 |0,0030| 0,1247
Lineal 15 eta0.01 10 0,1197 0,0029 0,1251 |0,0032| 0,1196

Tabla 6.4. Resultados con una capa intermedia

En los modelos con mas variables intermedias se realizaron menos de 30 pruebas
debido al tiempo de procesamiento, y considerando que no habia mucha variabilidad en los
resultados ya que en todos los modelos propuestos considerando todas las pruebas
realizadas la desviacion estandar del error en el porcentaje de clasificacion no supera en
ningun caso el 0,008.

Si los resultados se ordenan de menor a mayor segun el promedio de la tasa de
error en la muestra de entrenamiento, como se muestra en la Tabla 6.5 se puede concluir que
el error de clasificacion disminuye a medida que se incorporan variables intermedias. Pero
esta mejora es muy lenta si se considera que por ejemplo entre una red con funcion de
activacion tangente con 15 variables intermedias y otra con 4 variables intermedias, la

mejora en la tasa de error es del 1,55% a costa de agregar 341 parametros al modelo.
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Tasa de error de Tasa de error
Capa Intermedia entrenamiento muestra test
Funcionde |NGmerode |Parametro de
activacion variables aprendizaje  |Pruebas  |Promedio |Desvio |Promedio |Desvio |Minimo
Tangente 15 eta0.01 10 0,0964 | 0,0033 | 0,1287 |0,0030| 0,1247
Tangente 10 eta0.01 10 0,0986 | 0,0054 | 0,1264 |0,0023| 0,1239
Tangente 6 eta 0.01 30 0,1043 | 0,0040 | 0,1269 |0,0026| 0,1201
Tangente 5 eta 0.01 60 0,052 | 0,0051 | 0,1265 |0,0022| 0,1213
Tangente 4 eta 0.01 130 0,107 | 0,0057 | 0,1267 |0,0029| 0,1198
Tangente 3 eta0.01 60 0,1108 | 0,0052 | 0,1261 |0,0031| 0,1203
Logistica 4 eta 0.01 70 0,1144 | 0,0060 | 0,1322 |0,0063| 0,1198
Logistica 6 eta 0.01 30 0,1146 | 0,0055 | 0,1330 |0,0052| 0,1234
Logistica 10 eta0.01 20 0,1150 | 0,0036 | 0,1355 |0,0046| 0,1254
Logistica 5 eta 0.01 60 0,1153 | 0,0054 | 0,1335 |0,0063| 0,1206
Logistica 3 eta0.01 60 0,1159 | 0,0047 | 0,1299 |0,0073| 0,1201
Logistica 15 eta0.01 10 0,1165 | 0,0027 | 0,1391 |0,0045| 0,1302
Lineal 3 eta 0.00004 60 0,174 | 0,0023 | 0,1316 |0,0079| 0,1185
Logistica 4 eta 0.00004 30 0,175 | 0,0049 | 0,1326 |0,0074| 0,1201
Logistica 2 eta 0.00004 30 0,1180 | 0,0053 | 0,1268 |0,0078| 0,1188
Lineal 2 eta0.01 60 0,1183 | 0,0023 | 0,1226 |0,0024| 0,1193
Lineal 4 eta 0.01 90 0,1184 | 0,0028 | 0,1239 |0,0028| 0,1188
Tangente 2 eta0.01 40 0,1187 | 0,0019 | 0,1277 |0,0035| 0,1163
Lineal 5 eta 0.01 60 0,1188 | 0,0027 | 0,1237 |0,0022| 0,1196
Lineal 2 eta 0.00004 60 0,1188 | 0,0028 | 0,1237 |0,0034| 0,1185
Lineal 3 eta0.01 90 0,1188 | 0,0028 | 0,1238 |0,0028| 0,1191
Lineal 6 eta 0.01 30 0,191 | 0,0029 | 0,1234 |0,0024| 0,1198
Lineal 15 eta0.01 10 0,197 | 0,0029 | 0,1251 |0,0032| 0,1196
Lineal 10 eta0.01 10 0,1203 | 0,0039 | 0,241 0,0032| 0,1208

Tabla 6.5. Resultados con una capa intermedia (ordenados segln tasa de error en la muestra de
entrenamiento)

En esta aplicacion el modelo interesa a los fines predictivos, lo que importa es que el

mismo pueda generalizar correctamente, por lo cual interesa analizar la tasa de error de

clasificacion en la muestra de testeo. Ordenando los resultados segun los valores promedios

de la tasa de error de clasificacion en la muestra de testeo (Tabla 6.6), se observa que los

modelos con pocas variables en la capa intermedia y funcion de activacion lineal o tangente

son los que presentan menor tasa de error.
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Tasa de error de Tasa de error
Capa Intermedia entrenamiento muestra test
Parametro

Funcién de  |NUmero de |de

activacion variables |aprendizaje |Pruebas |Promedio Desvio |Promedio |Desvio |Minimo
Lineal 2 eta0.01 60 0,1183 0,0023 | 0,1226 | 0,0024 | 0,1193
Lineal 6 eta 0.01 30 0,1191 0,0029 | 0,1234 | 0,0024 | 0,1198
Lineal 2 eta 0.00004 60 0,1188 0,0028 | 0,1237 | 0,0034 | 0,1185
Lineal 5 eta 0.01 60 0,1188 0,0027 | 0,1237 | 0,0022 | 0,1196
Lineal 3 eta0.01 90 0,1188 0,0028 | 0,1238 | 0,0028 | 0,1191
Lineal 4 eta 0.01 90 0,1184 0,0028 | 0,1239 | 0,0028 | 0,1188
Lineal 10 eta0.01 10 0,1203 0,0039 | 0,1241 | 0,0032 | 0,1208
Lineal 15 eta0.01 10 0,1197 0,0029 | 0,1251 | 0,0032 | 0,1196
Tangente 3 eta0.01 60 0,1108 0,0052 | 0,1261 | 0,0031 | 0,1203
Tangente 10 eta0.01 10 0,0986 0,0054 | 0,1264 | 0,0023 | 0,1239
Tangente 5 eta 0.01 60 0,1052 0,0051 | 0,1265 | 0,0022 | 0,1213
Tangente 4 eta 0.01 130 0,1107 0,0057 | 0,1267 | 0,0029 | 0,1198
Logistica 2 eta 0.00004 30 0,1180 0,0053 | 0,1268 | 0,0078 | 0,1188
Tangente 6 eta 0.01 30 0,1043 0,0040 | 0,1269 | 0,0026 | 0,1201
Tangente 2 eta0.01 40 0,1187 0,0019 | 0,1277 | 0,0035 | 0,1163
Tangente 15 eta0.01 10 0,0964 0,0033 | 0,1287 | 0,0030 | 0,1247
Logistica 3 eta0.01 60 0,1159 0,0047 | 0,1299 | 0,0073 | 0,1201
Lineal 3 eta 0.00004 60 0,1174 0,0023 | 0,1316 | 0,0079 | 0,1185
Logistica 4 eta 0.01 70 0,1144 0,0060 | 0,1322 | 0,0063 | 0,1198
Logistica 4 eta 0.00004 30 0,1175 0,0049 | 0,1326 | 0,0074 | 0,1201
Logistica 6 eta 0.01 30 0,1146 0,0055 | 0,1330 | 0,0052 | 0,1234
Logistica 5 eta 0.01 60 0,1153 0,0054 | 0,1335 | 0,0063 | 0,1206
Logistica 10 eta0.01 20 0,1150 0,0036 | 0,1355 | 0,0046 | 0,1254
Logistica 15 eta0.01 10 0,1165 0,0027 | 0,1391 | 0,0045 | 0,1302

Tabla 6.6. Resultados con una capa intermedia (ordenados segun tasa de error en la muestra test)

6.2.2 Perceptron multicapa con dos capas intermedias.

Se probaron modelos mas complejos para verificar si los mismos mejoran los
resultados obtenidos con una capa intermedia, considerando entonces los parametros
indicados inicialmente en la Tabla 6.2, se agregd una capa intermedia. Siendo la siguiente la

estructura de la red considerada:

X1
Z1 O1
Z2 02
X2 y
Os
Zt
X30

Figura 6.7. Perceptron multicapa con dos capas intermedias.
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Se probaron diferentes modelos variando la cantidad de variables y las funciones
de activacion en cada una de las capas intermedias. Para determinar las funciones de
activacion se tuvieron en cuenta los resultados obtenidos con una capa intermedia; en los
que con funciones de activacion lineal y tangente, se obtuvieron las menores tasa de error
de clasificacion para la muestra de testeo. Al igual que en los modelos del punto anterior se
realizaron varias pruebas cambiando los pardmetros iniciales, siendo los resultados

promedios obtenidos los que se muestran en la Tabla 6.8.

Tasa de error
Primera capa intermedia Segunda capa intermedia muestra Tasa de error muestra test
entrenamiento
Funcidn de Nro de Funcién de Nro de
activacion variables  |activacion variables Promedio |Desvio |Promedio |Desvio |Minimo
Lineal 3 Tangente 2 0,1194 10,0043 | 0,1282 |0,0048 | 0,1221
Tangente 3 Lineal 2 0,1212 |0,0069 | 0,1312 |0,0056 | 0,1241
Tangente 3 Tangente 5 0,1132 |0,0053 | 0,1267 |0,0031 | 0,1208
Tangente 3 Tangente 7 0,1153 |0,0054 | 0,1270 | 0,0054 | 0,1196
Tangente 2 Tangente 5 0,1148 |0,0045| 0,1245 |0,0061 | 0,1191
Tangente 2 Tangente 8 0,1153 |0,0045| 0,1244 |0,0039 | 0,1198
Lineal 3 Tangente 4 0,1126 |0,0071| 0,1262 | 0,0037|0,1203
Lineal 2 Tangente 4 0,1140 |0,0038 | 0,1241 |0,0036 | 0,1193
Lineal 2 Lineal 3 0,1205 |0,0046 | 0,1256 |0,0047 |0,1196
Lineal 2 Lineal 4 0,1180 |0,0040 | 0,1230 |0,0033|0,1188

Tabla 6.8. Resultados de diferentes multiperceptrones con dos capas intermedias

Analizando la tabla anterior se puede verificar que un modelo mas complejo que
resulta al incorporar una capa intermedia adicional, no logra disminuir la tasa de error en la
muesta test. Esto significa que modelos con méas de dos capas intermedias no mejoran la

clasificacion de los clientes de la empresa.

6.2.3 Perceptron multicapa con wuna capa intermedia

considerando variables de riesgo.

Se considerd la posibilidad de lograr la misma medida de perfomance con un
menor numero de variables, considerando aquellas que en el discriminante logistico

resultaron con mas chance de que un cliente estuviera cancelado, estas son (ver Tabla 6.9):
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Variables numéricas

-Historia de pago

-Porcentaje de desalocacion

Variables categoricas Nro de
categorias

-Estado del Agente 3

-Indice de relacion entre consumo cuatrimestral y bimestral 3

Tabla 6.9. Variables predictoras consideradas en el modelo

El modelo resultante sera:

X1

X2

Xs

Z1

Z2

Zt

Figura 6.10. Percepton multicapa con una capa intermedia

En la tabla 6.11 se muestran los resultados obtenidos, observando que la reduccion

de variables no permite encontrar una funcién discriminante que logre la misma separacion

de los grupos conseguida con todas las variables consideradas inicialmente.

Tasa de error de Tasa de error muestra
Capa Intermedia entrenamiento test
Funciénde |NUmero de
activacion variables Promedio |Desvio |Promedio |Desvio
Tangente 2 0,1595 0,0019 0,1664 0,0018
Lineal 2 0,1670 0,0068 0,1713 0,0060
Tangente 3 0,1594 0,0027 0,1666 0,0019
Lineal 3 0,1647 0,0054 0,1706 0,0053
Logistica 3 0,1628 0,0044 0,1697 0,0059
Tangente 4 0,1587 0,0019 0,1664 0,0014
Lineal 4 0,1654 0,0051 0,1707 0,0043
Tangente 10 0,1584 0,0025 0,1679 0,0024
Lineal 10 0,1648 0,0055 0,1690 0,0048

Tabla 6.11. Resultados con una capa intermedia (30 pruebas para

cada modelo )

La reduccion de variables aumenta la tasa de error tanto en la muestra de
entrenamiento como en la muestra test, lo que indica que el conjunto de variables

seleccionado no permite encontrar una funcién discriminante que clasifique correctamente.
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6.2.4 Modelo de redes neuronales seleccionado.

Analizando los modelos entrenados, se consideran aquellos con una capa
intermedia, ya que los modelos més complejos ( con dos capas intermedias 0 mas) no
mejoran el porcentaje de clientes bien clasificados. Dentro de los modelos de red con una
capa oculta, se consideré uno dos variables intermedias y funcion de activacion tangente.
Este modelo sin dar la menor tasa de error promedio es el que permitié encontrar dentro de
las 40 pruebas realizadas la menor tasa de error de clasificacion en la muestra de testeo
(0,1163), por lo que es el que permite una mejor generalizacion de los resultados.

El modelo puede representarse de la siguiente manera:

{11} Lz 1}
o my S

b1} bz}
20 2 1
Funcion Funcion
Tangente Logistica

Figura 6.12. Modelo seleccionado

En la figura anterior IW representa el vector de pardmetros de las conexiones entre
las variables de entrada y la capa intermedia y LW los parametros de las conexiones entre
la capa intermedia y la capa de salida.

La red fue entrenada utilizando el algoritmo de retropropagacion con tasa de
aprendizaje variable y tasa de momento con los valores de la Tabla 6.2.

En la Figura 6.13 (a) se muestra el comportamiento del error cuadratico medio
durante el entrenamiento de la red, mientras que en la Figura 6.13 (b) se muestra la
evolucion de la tasa de error de clasificacion en la muestra de entrenamiento y la muestra

test.
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Figura 6.13. Evolucion de las tasas de error durante el entrenamiento de la red

Observando en las primeras 100 corridas de la Figura 6.13 (a) y (b), el algoritmo
presenta un comportamiento diferente, ya que el mismo va actualizando los parametros de
tal manera que el error cuadratico medio va disminuyendo pero esto no significa que la
funcién permita una mejora en la clasificacion de los clientes. Alrededor de las 100 corridas
el error cuadratico medio y la tasa de error en la clasificacion se comportan de manera
similar logrando acercarse a una mejor funcion discriminante.

En total fueron calculados 65 parametros, los cuales no son directamente interpretables ,
por lo que solo tienen interés en relacion a la reconstruccion del modelo. (Tabla 11 del
Anexo 2).

Para analizar como han sido clasificados los clientes tanto en la muestra de

entrenamiento como en la muestra test, se elabora una tabla de clasificacion como la

realizada en el modelo logistica (Tabla 5.8), considerando el mismo punto de corte .
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Muestra de modelacion Muestra test

Pronosticado % correcto % correcto
Observado Activo Cancelado Activo Cancelado
Activo 3238 183 94,65% 2165 126 94,50%
Cancelado 493 1857 79,02% 331 1309 79,82%
Porcentaje global 88,29% |Porcentaje global 88,37%

Tabla 6.14. Tabla de Clasificacion

De la Tabla 6.14 surge que el porcentaje de clasificacion correcta global para la
muestra test es de 88,37% (error de clasificacion del 11,63%); pero este valor alcanza el
94,50% para el grupo de clientes activos, y el 79,82% pare el grupo de clientes cancelados.

Este modelo de red presenta, al igual que el modelo logistico un porcentaje de
clasificacion correcta mas grande dentro del grupo delos clientes activos que para el grupo

de los clientes que estan cancelados en el servicio.

6.3. Conclusiones

Entrenando distintos modelos de redes neuronales, variando la cantidad de capas
intermedias Yy la cantidad de variables en cada capa; o considerando un conjunto diferente
de variables iniciales, se selecciond el modelo menos complejo con el cual se obtuvo una
menor tasa de error global de clasificacion. Este modelo considera el mismo conjunto de
variables seleccionados definitivamente para el modelo logistico y tiene una capa
intermedia con dos variables y funcién de activacion tangente. A partir de este modelo es
posible clasificar correctamente al 88,37% de los clientes. EI resultado obtenido es bueno
pero no presenta una mejora importante respecto al modelo logistico. La mejora es del
0,53% al obtenido en el modelo logistico lo que significa una diferencia de 5,3 clientes mas
clasificados correctamente cada mil clientes considerados.

Ademas, se puede destacar que con esta aplicacion se confirma lo dicho en el

capitulo 4 que para modelos de clasificacion son suficientes dos capas intermedias.
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Conclusiones finales

La teorfa general del aprendizaje y la teorfa estadistica establecen las mismas condiciones
que deben cumplir los modelos que permiten resolver problemas de clasificacién supervisada
pero con un lenguaje diferente.

En este trabajo, se han tratado los problemas de clasificacién supervisada con modelos de
redes neuronales, cuyo origen proviene de otras ciencias como la neurobiologia y la fisica, entre
otras. Partiendo de un modelo de perceptron simple, y considerando el discriminante logistico
(ampliamente desarrollado en la literatura estadistica) como un caso particular, se realizé una
aplicacién préctica de este ltimo.

El perceptron simple, por tanto el modelo logistico, tienen el inconveniente de no ser apli-
cables si no se verifica el supuesto de separabilidad lineal. Avanzando hacia modelos mads
complejos de redes se presentaron los perceptrones multicapa los cuales no necesitan verificar el
supuesto de separabilidad lineal, y permiten la resolucién de problemas con regiones de decisién
mas complicadas.

La aplicacién préactica realizada tiene que ver con el campo de las decisiones empresariales,
mads especificamente con el drea de comercializacién de las empresas. El objetivo es determinar
el modelo que permita clasificar a los clientes a partir de un conjunto de caracteristicas definidas
vy poder detectar aquellos que van a abandonar el servicio de la empresa con alta probabilidad.

Hay que destacar la importancia que tiene la definicién de las caracteristicas de los clientes en
los resultados obtenidos, donde juega un papel fundamental la colaboracién de los responsables
de comercializacién de la empresa, ademads del andlisis previo realizado sobre el conjunto original
de caracteristicas definidas.

En este problema se debe clasificar a los clientes en dos grupos, siendo la variable respuesta
binaria (0:cancelado, 1: activo. Ademads, las caracteristicas definidas para los clientes son
numéricas y categéricas, las que miden caracteristicas del cliente (tipo de aparato, zona del
cliente, forma de adquisicién del servicio,etc) y consumo y pago del servicio ( indices de consumo,
indices de uso de servicios adicionales, indices de pago, entre otras).

Para encontrar el modelo se utilizé una muestra de clientes ( muestra de entrenamiento) y

para generalizar los resultados se utiliz6 otra muestra obtenida de la misma poblacién (muestra
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test), esto permite evaluar la estabilidad de los modelos obtenidos en su etapa de generalizacién
a nuevos clientes.

Los resultados obtenidos en ambos modelos fueron comparados a partir del porcentaje de
clientes correctamente clasificados (o la menor tasa de error de clasificacion)

Desde la teoria estadistica el modelo utilizado para clasificar el conjunto de datos es el
discriminante logistico, con el cual se obtuvo un porcentaje de clasificacién correcta global del
87,84% de clientes bien clasificados (un error del 12,16%) en la muestra de testeo. Analizado
este porcentaje dentro de cada grupo, para los activos este valor alcanza el 93,76% y para los
cancelados el 79,57%, siendo mds grande el error de clasificacién para el grupo de los clientes
que estdn cancelados en el servicio. Como para el empresa es mds riesgoso clasificar como
activos a clientes que en realidad cancelardn el servicio, se seleccionaron los clientes con alta
probabilidad de cancelar el servicio los cuales presentaban poco error de clasificacion.

Los pardmetros obtenidos por el Discriminante logistico permiten detectar los factores de
riesgo que hacen que un cliente tenga mayor probabilidad de ser cancelado, destacdndose la
relacién entre consumo cuatrimestral y bimestral , los clientes con deuda total mayor a $157, la
historia de pago, el porcentaje de desalocacion, que estén dados de baja o tramitando la baja,
que tenga aparato propio o que provenga de la regién patagénica.

Dentro de los modelos de redes neuronales, el perceptron multicapa ha sido utilizado con
muy buenos resultados para resolver diversos problemas. El mismo posee tres caracteristicas
distintivas (Haykin, 1994):

1. El modelo de cada neurona aporta no linealidad a la variable respuesta. Para aplicar
el algoritmo de aprendizaje son necesarias funciones continuas y derivables. Una forma de no
linealidad que satisface este requisito es una funcién sigmoidal definida por la funcién logistica
o la tangente hiperbdlica.

2. Las capas ocultas no forman parte de las entradas o salidas de la red; las mismas permiten
aprender tareas complejas extrayendo progresivamente las caracteristicas mas importantes de
los patrones de entrada (vectores iniciales).

3. La red presenta un alto grado de conectividad determinada por las relaciones entre los
nodos.

La combinacién de estas caracteristicas en forma conjunta, junto a la habilidad de aprender
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desde la experiencia adquirida en el entrenamiento, hacen que el perceptron multicapa derive
en una potente herramienta informética, que permite resolver problemas que otros métodos no
pueden resolver o que resuelven con una tasa de error més alta. Sin embargo, estas mismas tres
caracteristicas, son las responsables de las deficiencias que presenta el comportamiento de las
redes neuronales. En primer lugar, la no linealidad y la alta conectividad de la red hacen muy
dificultoso una anilisis teérico del perceptron multicapa. En segundo lugar, el uso de capas
ocultas hace que el proceso de aprendizaje tarde en visualizarse.

Se probaron diferentes modelos de redes neuronales, cambiando la cantidad de capas inter-
medias, la cantidad de variables dentro de cada capa, y las funciones de activacién. Aumentar
el nimero de capas intermedias o el niimero de variables en cada capa no mejoré el porcentaje
de clientes clasificados correctamente. Con una capa intermedia se obtuvieron buenos resulta-
dos, variando el nimero de variables entre dos y quince, el modelo con el que se obtuvieron
mejores resultados fue con dos variables y con funcién de activacién tangente. Este modelo
logra un porcentaje de clasificacién correcta del 88,37% dentro de la muestra de testeo, siendo
este porcentaje de 94,50% dentro del grupo de clientes activos y de 79,82% dentro del grupo de
clientes cancelados.

De esta manera el Perceptron Multicapa mejora el porcentaje de clasificacion respecto al
Modelo Logistico, pero esa mejora no tiene un impacto importante ya que es del 0,53%, lo
cual no justifica utilizar un modelo mas complejo para esa diferencia. Por otra parte hay que
destacar que en el modelo Logistico se pueden interpretar los pardmetros obtenidos, los cuales
a través de los odds ratio permiten identificar los factores de riesgo que hacen que un cliente
sea incluido en el grupo de los cancelados, mientras que en el modelo de red no se pueden
interpretar los pardmetros obtenidos.

Por lo que podemos concluir que los modelos de redes neuronales artificiales no mejoran
el proceso de clasificacién de los clientes de la empresa considerada, ya que el discriminante
logistico permite determinar los predictores significativos en el modelo y la tasa de error que

alcanza no tiene una diferencia importante que la del modelo de red seleccionado .

Los modelos de redes neuronales desarrollan métodos para clasificar objetos sin estar sujetos
a supuestos y una de sus ventajas es que pueden incluir cualquier tipo de variables. Como

desventaja aparece la complejidad para describir el proceso que permite dicha clasificacién, ya
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que es practicamente imposible reproducir la funcién de clasificacién. A pesar de sus desventajas
en este tipo de aplicaciones, las redes neuronales son una extensién de las técnicas convencionales

y es importante desarrollarlas, antes que ignorar, los resultados que ofrece este campo.
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Anexo 1

La teoria de redes neuronales artificiales, se ha desarrollado en base a conceptos que surgen
de la neurociencia sobre la actividad del cerebro. Es importante entonces, para comprender
dichas redes conocer el funcionamiento de una célula nerviosa llamada neurona, y del conjunto
de neuronas entre si. Pero, conocer una célula nerviosa no implica conocer el comportamiento
colectivo de la intrincada red de células que funcionan en el cerebro.

Actualmente, la investigacién en redes neuronales estd ampliamente motivada por la posibi-
lidad de realizar redes artificiales que imiten el funcionamiento real de las neuronas del cerebro.
Los modelos actuales son extremadamente simplificados desde el punto de vista neurofisico.

Funcionamiento de una neurona

El cerebro posee alrededor de 10''neuronas (células nerviosas) de diferentes tipos, estando
todas compuestas por las mismas partes basicas independientemente de su tamano o forma.

Una neurona (ver figura 1y 2) estd formada por una parte central llamada soma o cuerpo de
la célula, del cual se proyectan varias extensiones de fibras nerviosas como raices denomimadas
dendritas, asi como una fibra tubular més larga denominada axon la cual termina ramificindose
en su extremo. Las dendritas ( y por consiguiente el cuerpo de la célula) son receptores de seniales
desde neuronas adyacentes, mientras que el axon trasmite la actividad neuronal generada a otras
células nerviosas o fibras musculares a través de uniones sindpticas o sinapsis. El axon de una
neurona tipica realiza unas miles de sinapsis con otras neuronas. La sinapsis entre dos células
estd separada por una pequena hendidura que puede localizarse directamente sobre el cuerpo de
la neurona o las dendritas; la energia de su influencia, generalmente disminuye al incrementarse

la distancia de la sinapsis al cuerpo de la célula.
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Yaina de mielina

Figura 1

Sinapsi=

Figura 2
Las sefiales nerviosas son trasmitidas tanto eléctrica como quimicamente (Ver Figura 3).

La trasmisién eléctrica prevalece dentro de una neurona mientras que los mecanismos quimicos
operan entre diferentes neuronas. La trasmision eléctrica estd basada en una descarga eléctri-
ca que comienza en el cuerpo de la célula y se trasmite por el axon hacia varias conexiones
sindpticas. En estado de inactividad en el interior de la neurona, el protoplasma estd cargado
negativamente (rico en sodio) a diferencia del liquido neural que lo rodea (rico en potasio). La
membrana de la célula soporta una diferencia potencial o umbral determinado. Las senales que

provienen de las conexiones sindpticas realizan un debilitamiento transitorio o despolarizacién
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que permiten el ingreso al protoplasma de iones positivos neutralizando la diferencia poten-
cial. La membrana gradualmente recupera sus propiedades originales; durante este perfodo de
regeneracion la neurona permanece inactiva ante otra exitacién. Cuando la recuperacién es
completada, la neurona en su estado de reposo puede activarse nuevamente. La descarga que
inicialmente ocurre en el cuerpo de la célula se propaga a las sinapsis a través del axon, siempre
en una direccién y la intensidad de la senal trasmitida no decae en su recorrido por la fibra
nerviosa ( por la accién de la mielina, funda aislante que recubre el axon y la accién de los no-
dos Ranvier que se encuentran en el recorrido del axon, que permiten que la senal se propague
como una onda guiada de un nodo a otro). La sefial de trasmisién en el sistema nervioso no
significa que una neurona esté totalmente activa o inactiva, sino que la intensidad de una senal
nerviosa estd codificada en una frecuencia de sucesién de pulsos de actividad los que varian de
1 a 100 por segundo; la combinacién de procesamiento de sefiales digitales y analdgicas permite
obtener una trasmisién de datos de 6ptima calidad, seguridad y simplicidad. La velocidad de

propagacion de la senal de descarga a través de la fibra nerviosa también varia ampliamente.

Figura 3
La senal de descarga que viaja a través del axon viene a parar en la sinapsis, porque no existe

un puente de conductividad hacia la préoxima neurona o muisculo. La senal de trasmisién a tra-
vés de la hendidura sindptica estd principalmente afectada por un mecanismo quimico. Cuando
la senal arriba a la terminal nerviosa presindptica, son liberadas en pequenas cantidades sus-

tancias especiales llamadas neurotrasmisores, estas sustancias viajan por la hendidura sindptica
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alcanzando la neurona (o fibra muscular) postsindptica. A su arribo, receptores especiales de
estas sustancias modifican la conductividad de la membrana postsindptica para ciertos iones,
los cuales fluyen dentro o fuera de la neurona causando la polarizacién o despolarizacién del
potencial postsindptico local. Después de su accién las moléculas trasmisoras son rdapidamente
partidas en pequenos pedazos por enzimas. Si el potencial de polarizacién inducido es positivo
se denomina sinapsis exitatorio, ya que la influencia de la misma tiende a activar la neurona
posindptica. En caso de ser negativo, es una sinapsis inhibitoria ya que inhibe la posibilidad de
enviar neurotrasmisores a través de la hendidura postsindptica.

Aunque en principio una tnica sinapsis puede ocasionar la activacién de la neurona posi-
néptica, esto raramente ocurre. El cuerpo de una neurona actia como un elemento sumatorio
el que va acumulando el efecto de sus varias senales de entrada; cuando el total de magnitud
del potencial de depolarizacién en el cuerpo de la célula excede un umbral, la neurona se activa.

La influencia de una sinapsis dada depende de varios aspectos: de la fuerza de su efecto de
depolarizacién, su ubicacién con respecto al cuerpo de la célula y la tasa de repeticién de las

senales entrantes.

Historia de los modelos de redes neuronales

El primer modelo de procesamiento de informacién basados en redes con unidades binarias
aparece en el trabajo de McCulloch and Pitts (1943), las que de alguna forma fueron denomi-
nadas "neuronas” aunque distaban bastante de sus andlogas biolégicas.

Cada elemento ¢ = 1, 2....n puede asumir valores x; = —1,1 , donde x; = —1 representa el
estado de reposo y x; = 1, el estado activo del elemento. Para simular la secuencia de estados de
las neuronas reales, se supone que estos ocurren en pasos del tiempos discretos t =0,1,2, .......
El nuevo estado de una neurona se determina por la influencia de todas las otras neuronas, lo

cual se expresa por una combinacién lineal de sus valores de entrada.

ha(t) = D wiga; (1) (1)
J

donde la matriz w;; representa la fuerza de las sinapsis ( o la eficacia sindptica) entre las
neuronas j e i, mientras h;(t) modela el potencial de polarizacién postsindptica total de la

neurona ¢ causado por la accién de todas las neuronas, representando una entrada de una
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unidad neuronal, siendo x; la salida. El supuesto mds simple es que la neurona comienza a
activarse si sus entradas exceden a cierto umbral b; el cual debe ser diferente de una unidad a
la siguiente. La ley que gobierna la evolucién de la red es la siguiente:

zi(t+ 1) = O(hi(t) — b;), donde ©(h;(t) — b;) es una funcién escalén.

Las razones por las que este modelo difiere de una neurona real son las siguientes:

- Una neurona real responde a sus entradas en un sentido continuo como una respuesta
gradual; y en este caso la funcién escalén definida en el modelo, no corresponde a una neurona
real. La relacién no lineal entre la entrada y la salida de una célula es una caracteristica
universal.

- Algunas neuronas reales resultan de la suma no lineal de sus entradas.

- La neuronas reales producen una secuencia de pulsos, no un simple nivel de respuesta, por
lo que representar la tasa de activacién como un simple valor z;, aiin siendo continua, ignora
mucha informacién como la fase del pulso, que deberia ser obtenida por una secuencia de pulsos.

- Las neuronas tienen diferentes demoras, no son activadas en forma sincronizadas por un
reloj central , por lo que no es correcto considerar demoras t — ¢ + 1.

- La cantidad de sustancia trasmisora liberada (o disparada) por una sinapsis varia impre-
deciblemente. Este tipo de efecto puede ser en cierta parte modelado por una generalizacién
estocdstica de la dindmica de McCulloch and Pitts.

La siguiente expresién es una simple generalizacion de la ecuacién 1, que incluye algunas de

las caracteristicas anteriores:

T = f(Z wijTj — b;) (2)

El valor z; es un valor continuo denominado el estado o activacién de la unidad i. La funcién
escalén es reemplazada on una funcién no lineal méds general, llamada funcién de activacion,
funcién de ganancia o funcién transferencia. No se han definido periodos de tiempo, simple-
mente se da una regla de actualizacién de x; cuando ocurre. Las unidades son actualizadas
asincrénicamente en orden aleatorio y en tiempos aleatorios.

La neurona de McCulloch and Pitts representa un elemento computacional muy potente.

El diseno de esta red trajo como consecuencia el problema de cémo elegir los acoplamientos
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w;;. Esta pregunta fue retomada en 1961 por Eduardo Caianello quien desarrollé un algoritmo
de aprendizaje que permitié determinar los pesos sindpticos de una red neuronal; el mismo fue
denominado la ecuacién de Caianello mnemonic e incorporada después al principio bésico de
la regla de aprendizaje de Hebb.

Alrededor de 1960 Frank Rosenblatt y sus colaboradores estudiaron un tipo especifico de red
neuronal, la que fue llamada perceptron, porque la consideraron como un modelo simplificado
de mecanismos biolégicos de procesamiento de informacién sensorial, como la percepcién. Un
perceptron consiste en dos capas de neuronas, una de entrada y otra de salida. Las neuronas
de la capa de salida reciben senales sindpticas desde la capa de entrada pero no viceversa, y las
neuronas dentro de cada capa no se comunican unas con otras. La informacién es estrictamente
unidireccional, por lo que se habla de neuronas direccionadas hacia adelante (en inglés feed-

forward networks) como se muestra en la figura 4

Entrada

Salida

Figura 4

El grupo de Rosenblatt desarrollé un algoritmo iteractivo para calcular los pesos sindpticos,
probando su convergencia. Mucha gente mostraba gran entusiasmo y pensaban que estos nuevos
algoritmos eran la base de la inteligencia artificial. Sin embargo en 1969, Marvin Minsky y
Seymore Papert, demostraron en su libro Perceptrones las limitaciones del perceptron para
resolver problemas tan simples como una operacién légica de disyuncién exclusiva . Esto llevé
a Rosenblatt a estudiar estructuras con més capas de neuronas, incorporando capas intermedias,
con lo cual pensaba sobreponer a las limitaciones de los perceptrones simples. Sin embargo, no
existia un algoritmo de aprendizaje para determinar los pesos sindpticos, y la comunidad de la
ciencia de la computacién dejé en suspenso el paradigma de las redes neuronales para 20 anos
después.

Durante los anos 70 se continué la investigacion en la teorfa de redes neuronales en temas

como la memoria asociativa con contenido direccionable. Otro desarrollo comenzé cuando Wi-
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llian Littlem, seguido entre otros por John Hopfield, mostré la similitud entre una red neuronal
del tipo propuesto por McCulloch and Pitts los sistemas de momentos magnéticos o spins intro-
duciéndose de esta manera dentro del campo de la fisica, incorporando conceptos como funcién
energia o temperatura.

En los anos mads recientes fue revivido el interés por las estructuras de redes direccionadas
hacia delante, desarrollando un algoritmo eficiente propuesto por Werbos en 1974 para la deter-
minacién de las potencias sindpticas en redes con capas de neuronas intermedias denominadas
capas ocultas, reconocido posteriormente por varios grupos de cientificos alrededor de 1985 | el

cual se denomina algoritmo de retropropagacién del error (en inglés error backpropagation).
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Anexo 2

Base de datos Empresa telefonia celular
Se tomo una muestra 9702 clientes, entre activos y, cancelados y suspendidos . La
variable target corresponde al estado del servicio, codificada como:
0- Activos

1- Cancelados y suspendidos

Tabla 1 : Variables de analisis

Descripcion Codigo Unidad de Tipo de variable
medida

1-Promedio consumo vida activa prom_act minutos cuantitativa
2-Nro de contactos prom con CS hasta 60 dias prom_csl Minutos cuantitativa
despues de la activ
3-Antiguedad del cliente en dias d edad dias cuantitativa
4-Tiempo que resta para el fin del contrato d fincon dias cuantitativa
5-Historia de pago (cuanto mas cercano a 1 mejor hist p indice cuantitativa
sera la historia de pago del cliente)
6-Porcentaje de desalocacion porc des porcentaje cuantitativa
7-Prom Cons 4meses/2meses prom4 2 Indice cuantitativa
8-Deuda total deuda Pesos cuantitativa
9-Quejas en la cuenta queja nl cantidad Categorica (3)

0. Sin queja

1. Una queja

2. Dos o mas quejas
10-Duracion del contrato d durac categorica (3)
11-*Region rregion categorica (8)

1.Bs As —La Pampa

2. Bs As —Sta Fer

3. Cuyo

4. Litoral Norte

5. Litoral Sur

6. Mediterranco

7. Noroeste Argentino
8. Patagonia

12-Forma de adquisicion Radquisi categorica (4)
1.Comodato
2. Stock distribuido
3.Leasing
4. Propio

13-Tipo de cuenta rtip_cta categorica (4)
1.Negoscios
2. Otros
3.Personal
4. Top

14-Canal de distribucioén rchannel categorica (4)
1.Directo
2. Indirecto
3.Multinivel
4. Otros

15-Estado del Agente rest ag categorica (4)
1.Activo
2. Baja
3. Otros
4. Tramitando baja

16-Modelo rmodelo categorica (7)
1.Motorola Movil
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2. Motorola Portatil

3. Motorola Transportable
4. Nokia Portatil

5. Otros Movil

6. Otros Portatil

7. Otros Transportable

17-Débito automatico da categorica (2)
0.NO
1. SI

18-Plazo de la deuda rtd categorica (2)

0. Sin deuda/Corto plazo
1. Mediano/Largo Plazo

Tabla 2 : Regresiones logisticas univariadas de variables numéricas.

Variables % Clasificacion correcta
Numéricas B E.T. Wald gl Sig. Exp(B) Activos  |Cancelados |Total
PROM_ACT 0.0020 0.0001 198.61 1 0.00 1.00| 94.00 19.40 63.60
Constante -0.7039 0.0349 406.74 1 0.00 0.49
PROM_CS1 -0.0008 0.0011 0.58 1 0.44 1.00 100.00 0.00 59.30
Constante -0.3740 0.0269 193.81 1 0.00f 0.69
D EDAD -0.0050 0.0002 959.03 1 0.00 1.00| 76.30 63.20 71.00
Constante 1.6850 0.0695 587.67 1 0.00 5.39
D FINCON 0.0035 0.0002 484.75( 1.00 0.00 1.00| 76.80 46.90 64.70
Constante -1.5378 0.0612 631.25| 1.00 0.00 0.21
HIST P 0.9405 0.0243 1496.51| 1.00 0.00 2.56] 92.90 69.70 83.40
Constante -2.8335 0.0661 1835.80] 1.00 0.00 0.06
PORC_DES 0.8026 0.0649 152.94 1.00 0.00 223 94.90 16.20 62.80
Constante -0.5651 0.0303 347711  1.00 0.00 0.57
PROM4 2 0.0045 0.0001 1060.90| 1.00 0.00 1.00| 89.60 52.90 74.60
Constante -1.0269 0.0352 850.58| 1.00 0.00 0.36
DEUDA 0.0011 0.0001 161.59] 1.00 0.00 1.00| 98.20 22.00 67.20
Constante -0.5772 0.0301 368.72| 1.00 0.00 0.56
Tabla 3 : Prueba de muestras independientes
Prueba de
Levene para la
igualdad de
varianzas Prueba T para la igualdad de medias
Error
tip. de
la 95% Intervalo de
Sig. Diferencia | diferen confianza para la
Supuesto F Sig. T gl (bilateral) de medias cia diferencia
Inf. Sup.
Nro de contactos | Varianzas iguales 221 | .137 772 5769 440 .56 72 | -.86 1.98
con CS hasta 60 [ Varjanzas no iguales
dias despues de 749 | 4500.358 454 .56 74 | -.90 2.03
la activ.
Antiguedad del | Varianzas iguales 5723 | .000 | 37.051 5769 .000 196.40 5.30 | 186.01 | 206.80
cliente en dias Varianzas no iguales 38.231 | 5533.176 .000 196.40 5.13 | 186.33 | 206.48
Tiempo que Varianzas iguales 55.87 | .000 | -23.777 5769 .000 -113.26 476 | -122.60 | -103.92
;‘Z_Sltfrf’fif’“l fin " Varianzas no iguales 24.280 | 5391.444 .000 -113.26 4.66 | -122.41 | -104.12
Historia de pago | Varianzas iguales 3050. .000 | -69.989 5769 .000 -2.96 042 | -3.05 -2.88
Varianzas no iguales -61.824 | 3004.117 .000 -2.96 .04 | -3.06 -2.87
Porcentaje de Varianzas iguales 428.6 .000 | -13.952 5769 .000 =27 01 | -30 =23
desalocacion Varianzas no iguales -12.187 | 2869.976 .000 -27 02 | -31 -22
Promedio Varianzas iguales 5479 | .000 | -15.985 5769 .000 -113.56 7.10 | -127.49 | -99.64
consumo vida Varianzas no iguales -14.029 | 2925.355 .000 -113.56 8.09 | -129.44 | -97.69
Prom Cons Varianzas iguales 3637. | .000 | -39.935 5769 .000 -211.99 5.30 | -222.39 | -201.58
4mese/2meses Varianzas no iguales -36.789 | 3592.379 .000 -211.99 5.76 | -223.28 | -200.69
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Tabla 4: Variables Categoricas Regresiones logisticas univariadas

% Clasificacion correcta

B E.T. Wald gl |Sig. Exp(B) Activos Cancelados Total
QUEJA_NI 0.00 9.55 2 0.01 100.00 0.00{ 59.30
QUEJA_NI(1) -0.21 0.12 3.10 1 0.08 0.81
QUEJA_N1(2) -0.65 0.25 6.67 1 0.01 0.52
Constante -0.36 0.03 164.98 1 0.00 0.70
D _DURAC 0.00 127.03 2 0.00 97.10 10.00( 61.70
D DURAC(1) 1.14 0.15 60.84 1 0.00 3.14
D DURAC(2) -0.25 0.09 8.42 1 0.00 0.78
Constante -0.23 0.08 8.13 1 0.00 0.79
REGION 0.00 149.301 7 0.00 81.10 31.00( 60.10
RREGION(1) -0.28 0.11 6.10 1 0.01 0.76
RREGION(2) 0.11 0.11 1.03 1 0.31 1.11
RREGION(3) -0.05 0.09 0.30 1 0.59 0.95
RREGION(4) 0.69 0.12 35.24 1 0.00 1.99
RREGION(S) -0.42 0.09 20.45 1 0.00 0.66
RREGION(6) 0.44 0.11 16.56 1 0.00 1.56
RREGION(7) 0.46 0.12 14.26 1 0.00 1.58
Constante -0.40 0.07 38.00 1 0.00 0.67
RADQUISI 0.00 76.41 3 0.00 98.30 4.00] 59.90
RADQUISI(1) -0.24 0.08 8.19 1 0.00 0.79
RADQUISI(2) 0.99 0.18 31.75 1 0.00 2.70
RADQUISI(3) 0.25 0.07 14.84 1 0.00 1.29
Constante -0.49 0.05 83.20 1 0.00 0.61
RTIP_CTA 0.00 84.84] 3 0.00 99.30 1.30[ 59.40
RTIP_CTA(1) 0.86 0.28 9.70 1 0.00 2.36
RTIP_CTA(2) 0.38 0.06 41.72 1 0.00 1.46
RTIP_CTA(3) -1.03 0.21 23.39 1 0.00 0.36
Constante -0.60 0.05 156.75 1 0.00 0.55
RCHANNEL 0.00 6.25 3 0.10 100.00 0.00{ 59.30
RCHANNEL(1) 0.14 0.07 4.53 1 0.03 1.16
RCHANNEL(2) -0.05 0.18 0.06 1 0.80 0.96
RCHANNEL(3) -0.07 0.21 0.12 1 0.73 0.93
Constante -0.48 0.06 63.21 1 0.00 0.62
REST AG 0.00 61.47 3 0.00 100.00 0.00[ 59.30
REST_AG(1) 0.46 0.06 60.72 1 0.00 1.58
REST_AG(2) 0.21 0.12 3.05 1 0.08 1.23
REST_AG(3) 0.33 0.10 10.19 1 0.00 1.39
Constante -0.64 0.04 203.30 1 0.00 0.53
RMODELO 0.00 29.68 6 0.00 99.90 0.20[ 59.30
RMODELO(1) 0.04 0.31 0.02 1 0.89 1.04
RMODELO(2) -0.03 0.35 0.01 1 0.94 0.97
RMODELO(3) 0.31 0.31 1.01 1 0.31 1.36
RMODELO(4) -0.68 0.46 2.18 1 0.14 0.51
RMODELO(5) 0.25 0.31 0.63 1 0.43 1.28
RMODELO(6) 0.82 0.82 1.00 1 0.32 2.27
Constante -0.53 0.31 3.06 1 0.08 0.59
RTD(1) 248 0.07 1441.72 1 0.00 11.96 85.40 67.20( 78.00
Constante -1.33 0.04 1082.25 1 0.00 0.26
DA(1) 1.83 0.08 506.29 1 0.00 6.22 100.00 0.00( 59.30
Constante -1.83 0.08 589.94 1 0.00 0.16
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Tabla S: Variables categdricas: Pruebas Chi Cuadrado de Pearson

Variable Valor gl Sig. asintdtica (bilateral)
QUEJA_NI1 9.7689 2 0.0076
D DURAC 143.3969 2 0.0000
RREGION 152.6026 7 0.0000
RADQUISI 78.5724 3 0.0000
RTIP_CTA 90.4644 3 0.0000

RCHANNEL 6.2540 3 0.0999
REST_AG 61.7835 3 0.0000
RMODELO 30.1118 6 0.0000
RTD 595.3255 1 0.0000
DA 1670.8172 1 0.0000

Tabla 6: Resultados de la eliminacién paso a paso

-2 log dela R cuadrado de R cuadrado de % Clasif. dif de if |chi P
\Variable eliminada verosimilitud (Cox y Snell Nagelkerke gl ICorrecta verosim tl value
Deuda 3666,62 0,51 0,69 32 87,20
quejas en la cuenta y
deuda 3670,95 0,51 0,69 31 87,30 4,33 1] 0,04
quejas en la cuenta,
deuda total y da 3675,61 0,51 0,69 30 87,40 899 | 2| 0,01
Tabla 7: Variable de partida ( a partir de la tabla 6) y Variables definitivas
(verificando el cumplimiento de los supuestos del discriminante logistico)
Descripcion Variables de partida Codigo Descripcion Variables definitivas Codigo
1-Promedio consumo vida activa prom_act 1-Promedio consumo vida activa prom_act
2-Antiguedad del cliente en dias d edad 2-Antiguedad del cliente en dias d edad
3-Tiempo que resta para el fin del d_fincon 3-Tiempo que resta para el fin del d_fincon
contrato contrato
4-Historia de pago hist p 4-Historia de pago hist p
5-Porcentaje de desalocacion porc_des 5-Porcentaje de desalocacion porc_des
6-Prom Cons 4mese/2meses prom4 2 6-Prom Cons 4mese/2meses tprom4 2
1. Prom consumo entre 0,02 y 1,2487
2. Prom consumo de mas de  1.2487
hasta 500
3. . Prom consumo mayor a 500
7-Deuda total Deuda 7-Deuda total tdeuda
1.Sin deuda
2. Deuda total hasta 157,25
3. Mayor de 157,25
8-Duracioén del contrato d durac 8-Duracién del contrato d durac
9-*Region Region 9-*Region region 3
1.Bs As —La Pampa 1.Bs As, Sta Fey La Pampa
2. Bs As —Sta Fer 2. Cuyo, Litoral, Mediterraneo
3. Cuyo y NOAR
4. Litoral Norte 3. Patagonia
5. Litoral Sur
6. Mediterraneo
7. Noroeste Argentino
8. Patagonia
10-Forma de adquisicion Radquisi 10-Forma de adquisicion adquisil
1.Comodato 1.Comodato
2. Stock distribuido 2. Stock distribuido y Leasing
3.Leasing 3. Propio
4. Propio
11-Tipo de cuenta rtip_cta 11-Tipo de cuenta rtip_cta
1.Negoscios 1.Negocios
2. Otros 2. Otros
3.Personal 3.Personal
4. Top 4. Top
12-Estado del Agente rest_ag 12-Estado del Agente rest_agl
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1.Activo 1.Activo
2. Baja 2. Baja
3. Otros 3. Tramitando baja y Otros
4. Tramitando baja
13-Modelo Rmodelo 13-Modelo mmodelo
1.Motorola Movil 1.Motorola
2. Motorola Portatil 2. Nokia
3. Motorola Transportable 3. Otros
4. Nokia Portatil
5. Otros Movil
6. Otros Portatil
7. Otros Transportable
14-Plazo de la deuda Rtd
0. Sin deuda/Corto plazo
1. Mediano/Largo Plazo
Tabla 8: Comparacion entre los modelos detalladas en la tabla 7
R cuadrado 0 . . .
Variable eliminada -2 log a.le. la R cuadrado de de ol %Clasif. dif dfz dif gl chi P
verosimilitud Cox y Snell Correcta | verosim value
Nagelkerke
Modelo de partida 3675,02 0,51 0,69 32 87,40
Modelo definitivo 3542,77 0,52 0,70 22 88.20 132,25 10 0,00

Tabla 9: Codificaciones de variables categdricas

Variables Codificacion de
categoricas Etiqueta de las categorias Frecuencia [parametros
@ 2 (3)
Tipo de cuenta [NEGOCIOS 1879] 0 0 0
OTROS 55 1 0 0
PERSONAL 3666 0 1 0
TOP 171 0 0 1
Region Bs As, Sta Fe y La Pampa 1492 0 0
Cuyo, Medi, Litoral y NOAR 3889 1 0
Patagonia 3900 0 1
Forma de
adquisicion COMO 1451 0 0
DIST y LEAS 1252 1 0
PROP 3068 0 1
Prom Cons 1 2864 0 0
4mese/2meses 2 1308 1 0
3 1599 0 1
Estado del Agente A 2212 0O 0
B 27421 1 0
OyP 817, o 1
Deuda total 1 3275 0 0
2 1087 1 0
3 1409 0 1
Modelo Motorola 2890, 0 0
Nokia 1924 1 0
Otros 957 0O 1
Duracion del
contrato 1 617 0 0
2 328 1 0
3 4826/ 0 1
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Tabla 10:Coeficientes de la Regresion Logistica

I.C. 95.0% para
B E.T. Wald gl Sig. Exp(B) EXP(B)
Inf. Sup.

D EDAD -.007 .000 229.601 1 .000 993 993 .994
D FINCON -.001 .000 8.263 1 .004 999 998 | 1.000
HIST P 710 .038 352.030 1 .000 2.034 1.889 | 2.191
PORC _DES 320 .076 17.719 1 .000 1.377 1.186 | 1.598
PROM_ACT .001 .000 4.681 1 .030 1.001 1.000 | 1.001
D DURAC 64.073 2 .000

D DURAC(1) -.844 273 9.541 1 .002 430 252 735
D DURAC(2) | -1.473 187 62.029 1 .000 229 159 331
EGION 3 8.007 2 .018

REGION_3(1) 194 102 3.582 1 .058 1.214 993 | 1.483
REGION_3(2) 491 182 7.239 1 .007 1.633 1.142 | 2.335
ADQUISI1 40.003 2 .000

ADQUISII(1) -.224 127 3.091 1 .079 799 623 | 1.026
ADQUISI1(2) 501 116 18.739 1 .000 1.650 1.315| 2.070
RTIP_CTA 55.169 3 .000

RTIP_CTA(1) -.812 421 3.720 1 .054 444 195 1.013
RTIP_CTA(2) -.260 .093 7.776 1 .005 71 .642 926
RTIP_CTAQ3) | -2.079 289 51.909 1 .000 125 .071 220
REST AGlI 57.026 2 .000

REST _AGI(1) 777 .103 56.783 1 .000 2.176 1.777 | 2.663
REST AGI1(2) 343 135 6.433 1 011 1.409 1.081 1.837
MMODELO 18.604 | 2 .000

MMODELO(1)|  .389 .104 13.961 1 .000 1.475 1.203 | 1.809
MMODELO(2)| -.106 125 723 1 395 .899 704 | 1.148
TDEUDA 127.753 2 .000

TDEUDA(1) -.709 122 33.505 1 .000 492 .387 .626
TDEUDA(2) 1.055 153 47.464 1 .000 2.871 2.127 | 3.875
TPROM4 2 260.890 2 .000

TPROM4 2(1) .564 .104 29.582 1 .000 1.758 1434 | 2.154
TPROM4 2(2)| 1.851 115 260.730 1 .000 6.368 5.086 | 7.972
Constante 932 437 4.546 1 .033 2.539

Grafico 1:Grupos observados y probabilidades estimadas
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Graficos del Analisis de diagnostico del modelo logistico

Grafico 2:Residuos estandarizados vs Nro de caso
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Efecto en la Deviance (Delta D)
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Tabla 11: Parametros del modelo de red seleccionado (una capa intermedia con dos
variables y funcion de activacion tangente)

Capa intermedia
Variable 1 | Variable2

PROM ACT 0,0980 0,2348
D EDAD -1,4971 -0,2469
D FINCON -0,1123 0,1926
PORD ES -0,1146 0,1858
HIST P -0,5394 1,0244
DURALI 0,3018 0,7853
DURA2 -1,3586 0.8624)
DURA3 0,0787 02739
PROM421 -0,1242 -0,1492|
PROM422 -0,0865 02946 i
PROM423 0,4184 0,8565 a
MODEL1 -0,5375 0,1056| b
MODEL2 -0,5011 03012 |
MODEL3 -0,6347 0,1040 °©
TDEUDAI -0,6444 03544 o
TDEUDA2 -0,1820 -0,2196]
TDEUDA3 0,1931 0,5754
REGION1 -0,7418 03362
REGION2 -0,4528 0,3452] u
REGION3 -0,3551 0,3731] e
ADQUI1 -1,6322 0,5294| s
ADQUI2 0,0728 02927 t
ADQUI3 0,1512 04599 @
RESTAG1 -0,4246 -0,3283
RESTAG?2 -1,0650 0,2502
RESTAG3 -0,8348 -0,1026
TIPCTA1 0,2952 0,6810
TIPCTA2 -0,4777 0,8692
TIPCTA3 -0,0397 0,6854
TIPCTA4 0,1618 -0,2839
Constante 3,9536 -2,3233

Variable 1 2,0342
Capa intermedia Variable 2 2,9433

Constante| -1,2968
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Anexo 3

Resultados obtenidos a partir de un primer analisis de las
variables.

En la tabla siguiente se muestran los cambios resultantes en la primera etapa del
analisis:

Tabla 1: Variable de partida ( a partir de la tabla 6 del Anexo2) y Variables
definidas en una primera etapa (verificando el cumplimiento de los supuestos del
discriminante logistico)

Descripcion Variables de partida Descripcion Variables definitivas

1-Promedio consumo vida activa
2-Antiguedad del cliente en dias
3-Tiempo que resta para el fin del

2-Antiguedad del cliente en dias

contrato

4-Historia de pago

4-Historia de pago

5-Porcentaje de desalocacion

5-Porcentaje de desalocacion

6-Prom Cons 4mese/2meses

6-Prom Cons 4mese/2meses

7-Deuda total

8-Duracién del contrato

8-Duracion del contrato

9-*Region
1.Bs As —La Pampa
2. Bs As —Sta Fer
3. Cuyo
4. Litoral Norte
5. Litoral Sur
6. Mediterraneo
7. Noroeste Argentino
8. Patagonia

9-*Region
1.Bs As —La Pampa
2. Bs As —Sta Fer
3. Cuyo
4. Litoral Norte
5. Litoral Sur
6. Mediterraneo
7. Noroeste Argentino
8. Patagonia

10-Forma de adquisicion

10-Forma de adquisicion

1.Comodato 1.Comodato
2. Stock distribuido 2. Stock distribuido
3.Leasing 3.Leasing
4. Propio 4. Propio
11-Tipo de cuenta 11-Tipo de cuenta
1.Negoscios 1.Negocios
2. Otros 2. Otros y Top
3.Personal 3.Personal
4. Top
12-Estado del Agente 12-Estado del Agente
1.Activo 1.Activo
2. Baja 2. Baja
3. Otros 3. Otros
4. Tramitando baja 4. Tramitando baja
13-Modelo 13-Modelo
1.Motorola Movil 1.Mévil
2. Motorola Portatil 2. Portatil
3. Motorola Transportable 3. Otros

4. Nokia Portatil

5. Otros Movil

6. Otros Portatil

7. Otros Transportable

14-Plazo de la deuda
0. Sin deuda/Corto plazo
1. Mediano/Largo Plazo

14-Plazo de la deuda
0. Sin deuda/Corto plazo
1. Mediano/Largo Plazo
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Resultados del modelo logistico

Tabla 2: Tabla de clasificacion

El modelo logistico estima una funcion, a partir de la cual los clientes de la muestra

quedan clasificados como muestra la Tabla 2.

Valores predichos

Muestra de modelacion

Muestra test

Estado del cliente

Porcentaje bien

Estado del cliente

Porcentaje bien

total

Observados Cancelados | Activos clasificados || Cancelados | Activos clasificados
Estado | Activos 3176 223 93.4 2113 200 91.7
del

cliente | Cancelados 528 1841 77.7 324 1297 80.0
Porcentaje sobre el 87.0 86.7

En la muestra de modelacion el porcentaje de clientes mal clasificados

asciende al 13%, lo que puede ser visualizado en el grafico 3. Cuando se consideran

los clientes incluidos en la muestra test, el porcentaje de error se incrementa solo el

3%, lo que pone en evidencia la perfomance del modelo.

Figura 1: Clasificacion de los clientes de la empresa obtenida por el discriminante
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Resultados Redes neuronales

Tomando la seleccion de variables realizada en el modelo logistico, se estandarizaron

los valores de las mismas, para eliminar problemas numéricos al utilizar escalas

diferentes.

Para la construccién de un sistema de red neuronal que permita una clasificacion

correcta fue necesario:

1) Determinar una configuracion adecuada de la red

2) Entrenar la red

3) Utilizar el entrenamiento anterior con la muestra de testeo para determinar una
medida de desempefio, la que se obtiene a través de varias simulaciones.

Se probaron distintas tipologias de redes neuronales con diferentes funciones de

activacion, logrando mejores resultados con una capa oculta con funcién de

activacion tangente y la capa de salida con funcidén de activacion logistica, como se

muestra en el grafico 4.

Figura 2: Modelo de red seleccionado

Variando el numero de nodos en la capa intermedia y partiendo de diferentes valores
iniciales aleatorios, se obtuvieron los siguientes resultados promedios, en la muestra

test .

Tabla 3: Resultados de un Perceptron Multicapa con una capa oculta,
variando la cantidad de nodos en la capa intermedia

Cantidad de Porcentaje promedio de Desvio estandar del
nodos en la capa | clasificacion correcta en la | porcentaje de clasificacion
intermedia muestra test en la muestra test

3 15,20 0,46

4 14,96 0,39

5 15,05 0,43

6 15,14 0,46

10 15,24 0,40
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La mejor tasa de clasificacion se obtuvo con 4 nodos en la capa intermedia.

Se realizaron pruebas aumentado la cantidad de nodos en la capa intermedia, y

agregando otra capa oculta, pero el incremento de pardmetros no mejor6 el resultado

obtenido a partir de una red con una capa intermedia con cuatro nodos. En el grafico

5 se muestra la evolucion de los errores durante el entrenamiento de distintas

tipologias de redes ( la cantidad de capas indicadas en cada grafico no considera la

capa de entrada de la red), observando un comportamiento muy similar en todas.

Figura 3: Evolucion de los errores durante el entrenamiento de distintas tipologias de redes
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