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CAP |l. INTRODUCCION

|.1. ANTECEDENTES

Los conceptos futuros de HALE-UAVs (High-Altitude Long-Endurance - Unmanned
Aerial Vehicles) son destructores de antiguos paradigmas ya que han sido concebidos
como plataformas espaciales, flexibles y mdviles, que vuelan a gran altitud y que pueden
resultar una alternativa a los actuales satélites de comunicaciones.

Los HALE-UAVs podran ser utilizados en areas de vigilancia, prevencién de incendios,
inspeccion de lineas de alta tension, telecomunicaciones, operaciones de reconocimiento, y
misiones de abastecimiento. Las capacidades de estos nuevos HALE-UAVs incluyen
sensores con cobertura total de azimut (360 grados), vuelos a grandes alturas (20.000
metros), y misiones con duracion de hasta 40 horas. Ademas, el desarrollo de sistemas de
propulsion solar/eléctrica y de celdas de combustible permiten vislumbrar, en un futuro
cercano, misiones con una duracion de hasta una semana.

Estos conceptos noveles de HALE-UAVs han abierto nuevas puertas a muchas
oportunidades interesantes en modelado y ademas ayudaran a materializar disefios
innovadores y no tradicionales. A pesar del estilo “conservativo” que caracteriza su disefio
estructural, los sistemas HALE UAVs son muy livianos y extremadanamente flexibles,
debido a que poseen alas de gran envergadura. EI comportamiento aeroelastico de estas
alas, que aun no estd bien entendido, puede tener una influencia muy significativa en la
“performance” de la aeronave considerada. Los métodos tradicionales usados para estudiar
el comportamiento aeroelastico de aeronaves resultan inadecuados para estos avanzados
HALE-UAVs. Ademas, aunque los métodos clésicos (lineales), en algunos casos, pueden
ser usados para predecir “cuando” el sistema aeroeldstico es inestable, ellos no pueden
predecir el comportamiento post-critico del mismo. Teniendo todo esto en cuenta, resulta
evidente la imperiosa necesidad de desarrollar métodos de prediccion robustos, de alta
fidelidad y confiables, basados en aeroelasticidad acoplada, mecanica del vuelo, dinamica
de multi-cuerpos flexibles, sistemas de control y analisis no-lineal. Especificamente, es
necesario mejorar y calibrar las herramientas numéricas existentes, y desarrollar nuevas
herramientas numéricas para la prediccion de fendmenos aeroelasticos complejos,
incluyendo aquellos debidos a no-linealidades aerodindmicas y estructurales y hacerlo con
un alto grado de precision.

En estos ultimos afios la fuerza aérea norteamericana (USAF) ha estado trabajado en el
desarrollo de una nueva plataforma de aeronaves de inteligencia, vigilancia y
reconocimiento militar (ISR) denominada “Sensorcraft”. Se trata de aeronaves “HALE”
cuyas configuraciones pueden ser del tipo: “wing-body-tail”, “single-wing” and “joined-
wing” (ver [Fig. 1]). Mas recientemente las empresas Aurora Flight Sciences, Boeing Co.
y Lockheed Martin Co. han desarrollado algunos conceptos innovadores en lo referente
aeronaves HALE de extrema duracion de vuelo.
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FIG.1: CONCEPTOS DE HALE SENSORCRAFT: A) WING-BODY-TAIL, B) JOINED-WING AND
C) SINGLE-WING

El HPO3 Aerovironmet’s Helios [Fig. 2] fue la quinta generacion de una serie de prototipos
de aeronaves disefiadas y construidas por NASA, en el marco del programa ERAST, con el
objetivo de servir de base tecnoldgica para futuros disefios de aeronaves HALE
alimentadas por celdas solares (solar aircrafts) para la ejecucion de misiones cientificas y
comerciales. En la [Fig. 2] puede apreciarse la evolucion de estos prototipos a lo largo del
tiempo.

Pathfinder (1981-1997)

Pathfinder Plus (1997-1998)

Centurion (1996-1998)
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Helios Prototype (HP01), High-Altitude Configuration (1998-2002)
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Helios Prototype (HP03), Long-Endurance Configuration (2003)
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FIG. 2: EVOLUCION DE CONCEPTOS DEL NASA ERAST HALE UAV PROGRAM [1]

El primer vuelo del HPO3 Aerovironmet’s Helios se llevd a cabo el 7 de junio de 2003;
NASA reconocié que los margenes de seguridad estructurales, de estabilidad, control y
aeroelasticos eran mucho mas bajos en el HP03 que en su antecesor el HPO1. Sin embargo,
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estos margenes fueron considerados suficientes para llevar a cabo un primer ensayo, el cual
debi6 ser abortado 15 horas después del despegue, debido a una fuga detectada en el
sistema de refrigeracion.

FIG. 3: HP03 AEROVIRONMET’S HELIOS

Luego de haber efectuado una serie de modificaciones, el HP03-2 volvié a despegar el 26
de junio de 2003. Poco después del despegue, comenzaron a detectarse grandes
oscilaciones en cabeceo (las variaciones de velocidad alcanzaban los 10ft/s); tras un intento
frustrado por controlar estas oscilaciones la velocidad de la aeronave continud ascendiendo
hasta alcanzar dos veces y medio su velocidad méaxima de disefio, produciéndose la
destruccidn total de los paneles y finalmente la pérdida de la aeronave.

FIG. 4: IMAGEN SATELITAL QUE REGISTA EL MOMENTO DE LA DESTRUCCION DEL
HPO3AEROVIRONMET’S HELIOS

Luego de despegar, en cuatro ocasiones la aeronave se vio expuesta a turbulencia
significativa. En la primera ocasién no se produjo un diedro significativo; en las dos
ocasiones subsiguientes la aeronave desarroll6 una deflexion alar considerable
(diedro=30ft), con oscilaciones que terminaron amortiguandose, aunque para un tiempo
mayor al esperado. Por ultimo, en la cuarta ocasion la deflexion aument6 mas de lo
esperado, alcanzando un diedro de casi 40ft y las oscilaciones de cabeceo divergieron
rapidamente (hecho no esperado). La pérdida de control de cabeceo llevé a una sobre
velocidad que termind por causar un fallo progresivo de la estructura secundaria (rotura de
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paneles solares) y finalmente la pérdida de la aeronave. En la [Fig. 5] se encuentra
graficada la historia del movimiento del vuelo registrada en tiempo real, en donde se
especifica la velocidad de cabeceo (%s), la velocidad equivalente (ft/s) y el diedro del ala
(ft), para cada instante de tiempo. (Fuente: Investigation of the Helios Prototype Aircraft
Mishap, Volume I: Mishap Report [1].
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FIG.5: HISTORIA DEL VUELO HP03-2 (VELOCIDAD DE CABECEO (%/S), VELOCIDAD
EQUIVALENTE (FT/S) Y DIEDRO ALAR (FT)) [1]

El accidente del HPO3-2 Aerovironmet’s Helios llevo a la NASA a reconocer el limitado
entendimiento y las limitadas herramientas analiticas con las que se cuenta para disefiar
aeronaves HALE muy flexibles; reconociendo la necesidad del desarrollo de nuevos
métodos y herramientas de analisis (estructurales, aeroelasticos, aerodinamicos,
atmosfeéricos, de control, etc.) cada vez més avanzados y multidisciplinarios para el analisis
de este tipo de vehiculos.

La necesidad de un nuevo prototipo mas moderno que permitiera obtener datos empiricos
para validar las soluciones integradas obtenidas mediante los nuevos software
computacionales de anélisis del efecto de acoplamiento entre los fendbmenos aeroelésticos
no-lineales y la dinamica del vuelo de aeronaves muy flexibles ha llevado al desarrollo de
un nuevo prototipo de aeronave “X-HALE”, el cual ha atraido el interés de ingenieros e
investigadores en todas partes del mundo. Se trata de un vehiculo aéreo no tripulado
(UAYV, por sus siglas en inglés “Unmanned Aerial Vehicle”) el cual es representativo de
una aeronave muy flexible, desarrollada por un conjunto de investigadores de la
Universidad de Michigan junto al instituto de tecnologia de la fuerza aérea norteamericana,
Wright-Patterson. Este prototipo fue construido con el objetivo de llevar a cabo una serie
de ensayos para reunir una gran cantidad de datos necesarios para la validacion de futuros
cddigos computacionales (y los ya existentes) concernientes al fendmeno de acoplamiento
entre la respuesta aeroelastica y la mecanica del vuelo de aeronaves muy flexibles. En la
[Fig. 6] se puede apreciar la configuracion deformada del X-HALE durante una simulacién
computacional de su respuesta aeroelastica frente a una rafaga vertical (Gust). (Fuente: X-
HALE: A Very Flexible UAV for Nonlinear Aeroelastic Tests [2].
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FIG. 6: SIMULACION COMPUTACIONAL DE RESPUESTA A RAFAGA DE AERONAVE X-HALE [2]

I.2. OBJETIVO DEL TRABAJO

El objetivo principal del presente proyecto integrador es doble: i) desarrollar las ecuaciones
de movimiento, y ii) desarrollar una herramienta de simulacion (simulaciones numeéricas)
de alta fidelidad que permita investigar el comportamiento dinamico (sin considerar la
aerodinamica) de un modelo simplificado de un concepto de aeronave X-HALE UAV (X =
eXtremly fleXible”, como los mostrados en la [Fig. 7]

* X-HALE Concept
4 Modular Fairings 6 Meter Wing Span
- Data acquisition and propulsion - Fiberglass / graphite / foam construction
T - 64 single ended A/D channels
< \_\ - 64 differential A/D channels
N \ Central Guidance Fairing

- GPS, INS, comm
- 3 axis accelerometer

3 - 3 axis IMU
- - 3axis gyro / p 4 Tails
. V - Pitch and roll
S - Induce bending modes
B = - Embedded servo control
- 5 S -100% control surface

) — - \~
5 Motors A g N
A) - PJS 1200 R
- 8.5 N max thrust each \
- 2 differential outboard motors

- Yaw to turn control

EMXO7 - Reflexed Airfoil -

- Positive moment coefficient

FIG.7: CONCEPTOS DE X-HALE UAVS: A) UM/NAST, B) HELIOS, C) VULTURE | & Il, AND
D) SOLAREAGLE
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La aeronave en cuestion sera modelada como un sistema multicuerpo formado por un
conjunto de cuerpos rigidos conectados entre si por articulaciones flexibles, de manera que
las rotaciones relativas entre los cuerpos rigidos permiten capturar las grandes deflexiones
que caracterizan a este tipo de estructura. La rigidez de dichas articulaciones se modelara
mediante resortes torsionales que aportaran resistencia al giro relativo de un tramo del ala
con respecto al tramo adyacente. En la [Fig. 8] se muestra un esquema del modelo
simplificado del X-HALE UAYV a analizar. En el mismo estan representados tres tramos
del ala y un cuerpo (de forma indefinida) fijo al tramo central.

Para poder estudiar los aspectos antes mencionados se consideran los siguientes dos
objetivos especificos:

1. Desarrollar el sistema acoplado de ecuaciones hibridas de movimiento y condiciones
de borde para vehiculos y estructuras que son modeladas como un una coleccion
general de cuerpos rigidos vinculados entre si mediante articulaciones flexibles, con
especial atencidn a estrategias robustas de acoplamiento.

2. Considerar el acoplamiento dinamico entre los “modos” de cuerpo rigido y los
“modos” elasticos del X-HALE-UAYV flexible. En muchos trabajos anteriores, este
acoplamiento no fue considerado correctamente ya que los “movimientos flexibles” y
los “movimientos de cuerpo rigido” fueron tratados de una manera desacoplada.

FIG. 8: ESQUEMA DEL MODELO SIMPLIFICADO UTILIZADO EN ESTE PROYECTO INTEGRADOR.
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Desde el punto de vista de los fundamentos, este trabajo integrador, como parte de un
proyecto de investigacion de mayor envergadura, apunta a mejorar la comprension de los
fendmenos aeroelasticos no-lineales asociados a los vehiculos aéreos de gran escala.

El potencial impacto econémico de este proyecto sobre el sector socio productivo se
relaciona, en primera instancia, con el desarrollo de recursos humanos e infraestructura que
serian unicos en Ameérica Latina en el area de vehiculos aéreos no-tripulados. Este
proyecto permitira generar recursos y fomentar la industria aeronautica tanto a nivel
nacional como a nivel regional (MERCOSUR), continental (con la colaboracion de EEUU)
y mundial. Las colaboraciones en el MERCOSUR seran de especial interés para satisfacer
las necesidades en el ambito ecoldgico y de proteccion del ambiente. El desarrollo de este
tipo especial de vehiculos se ve potenciado por la gran variedad de aplicaciones militares,
civiles y comerciales que ellos serian capaces de brindar, tales como: seguridad nacional,
inspeccion de lineas de alta tension, prevencion de incendios, inspeccion de lugares
inaccesibles, operaciones de busqueda y rescate, telecomunicaciones, etc.

El futuro desarrollo del &rea aerondutica con particular énfasis en vehiculos aéreos no-
tripulados permitird satisfacer todas las necesidades de estos mercados, aun inexistentes,
pero imprescindibles para el desarrollo econdmico de América Latina.

Como se menciond anteriormente, este trabajo integrador forma parte de un proyecto
innovador y de mayor envergadura, que se viene desarrollado en el ambito de esta Facultad
desde el afio 2006, y que permitira modificar radicalmente las propuestas existentes para el
estudio del comportamiento aeroservoelastico no-lineal y no-estacionario de estructuras
altamente flexibles, inmersas en un flujo de aire subsonico, que experimentan movimientos
complejos.

10
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CAP Il. CONCEPTOS DE MECANICA PARA SISTEMAS DE
CUERPOS RIiGIDOS

11.1. INTRODUCCION

1.1.1. MECANICA

La mecéanica es la rama de la fisica que estudia la naturaleza del movimiento de los
cuerpos, y su evolucion en el tiempo, bajo la accion de cargas. A su vez, dentro de la
mecanica podemos realizar una primera distincion entre:

Cinematica: descripcién matematica y geométrica del problema. Es la rama de la mecénica
que estudia el movimiento de los cuerpos sin importar las causas que lo generan.

Dinamica: leyes fisicas que gobiernan los movimientos. Es la rama de la mecanica que
estudia el movimiento de los cuerpos prestando atencion a las causas que lo generan
(cargas actuantes).

De acuerdo con el titulo de este capitulo, nos centraremos en introducir entonces los
conceptos basicos concernientes al estudio de la mecéanica de sistemas de cuerpos rigidos,
los cuales seran utilizados para abordar el andlisis presentado en este trabajo. Antes de
comenzar a hablar de lo que es un “sistema de cuerpos rigidos” resulta conveniente definir
primero que significa “cuerpo rigido”.

11.1.2. CUERPO RIGIDO

Un cuerpo rigido es un ente ideal, y se define como un sistema compuesto por infinitas
particulas tales que las distancias relativas entre las mismas se mantiene invariable en el
tiempo, es decir que no sufre deformaciones independientemente de las cargas que actlen
sobre el mismo. Se trata de un ente ideal, ya que las estructuras y maquinas reales nunca
son absolutamente rigidas y se deforman bajo la accion de cargas que acttan sobre ellas.
Sin embargo, si las deformaciones que sufre un cuerpo son pequefias comparadas con las
dimensiones del mismo, y si la disipacién de energia asociada a efectos elasticos es
despreciable, entonces la suposicion de cuerpo rigido puede ser empleada sin problemas.

11.1.3. SISTEMAS DE CUERPOS RIGIDOS

Un “sistema de cuerpos rigidos” es un sistema formado por un conjunto de distintos
cuerpos diferentes vinculados entre si por medio de distintos tipos de uniones. A diferencia
de los cuerpos rigidos involucrados, las uniones que los conectan pueden incorporar
distintos tipos de componentes no rigidos, tales como resortes 0 amortiguadores. Para una
descripcion completa de un sistema de cuerpos rigidos es necesario especificar una gran
cantidad de parametros entre los cuales se pueden mencionar: [3]

11
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NuUmero de cuerpos

e Estructura de interconexiones entre los distintos miembros del sistema.
e Restricciones cinematicas

e Ubicacion y caracteristicas de las uniones en cada cuerpo.

e Masa e inercia de cada cuerpo.

11.1.4. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

El objetivo de este trabajo es formular las ecuaciones de movimiento de un sistema de
cuerpos rigidos y obtener su solucién mediante técnicas numéricas. Las ecuaciones de
movimiento, es decir, las ecuaciones diferenciales que definen el estado del sistema, se
pueden obtener por medio de diferentes enfoques, tales como: [4]

a) Leyes de Newton

b) Principio de D’ Alembert generalizado
¢) Principio de Hamilton

d) Ecuaciones de Lagrange

e) Ecuaciones de Hamilton

Las leyes de Newton son la base de la denominada Mecéanica Vectorial. En ésta el
movimiento se analiza por medio de entidades tales como fuerzas y momentos, ambas
cantidades vectoriales. Una formulacién totalmente diferente conocida como Mecéanica
Lagrangiana o Analitica, plantea los problemas de la dindmica en términos de cantidades
escalares, como la energia potencial y cinética. A ésta pertenecen el principio de Hamilton
y las ecuaciones de Lagrange y Hamilton. La mecénica analitica condujo al desarrollo de
herramientas matematicas poderosas como el “Calculo de Variaciones”. Esta manera
alternativa de obtener las ecuaciones de movimiento se conoce como formulacién
variacional de las ecuaciones de movimiento.

Breve resefia de las leyes de Newton: [5]

12 Ley de Newton: Todo cuerpo persevera su estado de reposo o movimiento uniforme y
rectilineo a no ser que sea obligado a cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él. Con
esta primera ley, Newton introdujo el concepto de sistema inercial o newtoniano con
respecto al cual podemos calcular.

22 Ley de Newton:

N2 (1

Y F=mx=m X

dt?

12
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Donde “d?®x/dt? es la derivada segunda del vector x respecto al tiempo, hecha por un
observador ubicado fijo al marco de referencia inercial N. Un marco inercial es entonces
un sistema de referencia con respecto al cual cuerpos aislados se mueven en linea recta y a
velocidad constante. A este marco inercial N se le adhiere una terna de vectores unitarios:

(A, N,,A,), los cuales definen una “base” ortonormal y dextrdgira [Fig. 9]. Por lo tanto,
estos vectores satisfacen siempre las siguientes propiedades:

>

(2

o>

1 XNy =Ng,

o>
IN)
X
>
w
Il
>
iy

. {O, i # ] 3
n,-N. =0, o

>
N

>
iy

>
w

FIG.9: MARCO DE REFERENCIA INERCIAL

Es importante aclarar que estos vectores unitarios solo definen direcciones. Sin embargo, si
se quiere realizar mediciones sera necesario “pegarle” a dicha base un sistema de
coordenadas, tal como un sistema rectangular cartesiano ortogonal (X,Y,Z). [Fig. 10]:

Y

FIG. 10: MARCO INERCIAL MAS SISTEMA COORDENADO CARTESIANO
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3% Ley de Newton: Para toda accidn existe siempre una reaccion igual y contraria: es decir,
que las acciones mutuas de dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en sentido opuesto.

11.2. CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO:

11.2.1. VELOCIDAD ANGULAR Y ACELERACION ANGULAR
Sean [Fig. 11] dos marcos de referencia A y B, uno rotando respecto del otro, con un Gnico
punto en comun entre ambos. Considérense también dos bases: una fija al marco A

denotada por (4,, 4,,4,) y otra base fija al marco B denotada por (b,,b,,b.).

X
a, ’
N
O a

FIG. 11: ROTACION ENTRE FRAMES DE REFERENCIA

Sea el vector x libre de moverse en el espacio, cuya expansion en la base (61, 62,63) ; es:

X=xb, +x,b, +x,b,

La derivada con respecto al tiempo del vector x para un observador fijo al marco de
referencia A, es:
Ad d

— X=

” E(xlﬁl +x,0, + x363)

14
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Distribuyendo la derivada en cada término se obtiene:

AR T AAdR
%62+%63+x1 dbl+x2 db, +X, db, e
dt dt dt dt dt

A
a9
dt dt

b, +

Como X, , X, Y X, son magnitudes escalares (componentes del vector x en la base

(61,62,53)), entonces sus derivadas no dependen del observador que las mire. Es por eso

que en la ec. [( 6] estas derivadas fueron escritas sin supraindice (d/dt); sin embargo
pueden ser referenciadas a cualquier observador, como por ejemplo con respecto al marco

B (°d/dt). En laec. [( 6] se puede ver que:

°d
d

B B B
Ay % p, + dX262+
dt dt dt

(7

X;
b
r e

es la derivada del vector x con respecto al tiempo para un observador fijo en el marco B.
Luego reemplazando [( 7] en [( 6] se obtiene:

“d_ Bd Adb, _ “db, _ *db, (8

. Adb, *db,  “db, .
Debido a que i y ot son vectores, estos se pueden expandir en la base

(b,,b,,b,) como:

A n
db - ~ ~ (9
at L= w,b, +,b, + b,

An
db A ~ ~ (10
qt 2= 0, + @,,0, + o,b,

A
db ~ ~ ~ (11
at i= 0, + @50, + b,

Las 9 componentes @; con i; j=1,2,3 se determinan mediante el uso de las propiedades

de ortonormalidad de la base (b,,b,,b.),

b,-b, =1 (42
b,b, =1 2

15
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N A (14
b,eb, =1
Derivando la ecuacion [( 12] se obtiene:
A AR A AR A AR
db1 51 + 61 db1 _9 dbl 61 -0 (15
dt dt dt
lo cual implica que el vector 61 es perpendicular a su derivada, ya que:
“dl?;l.ﬁ1 0 (16

dt

Del mismo modo, derivando las ecuaciones [( 13] y [( 14], se arriba al mismo resultado
para el vector b, y para el b, respectivamente:

Ad62.62 0 (17
dt

Adf)?,'ﬁ3 0 (18
dt

Postmultiplicando la ecuacion [( 9] escalarmente por 61, y teniendo en cuenta la [( 16], se

obtiene:
A an
db, ~ . n s s (19
m L, = b, eb; + @, b, b, + @,b,eb, =0
Haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad, la ecuacion [( 19] se reduce a:
oy, = 0 (20
Mediante un procedimiento similar se puede establecer que,
@,y = 0 (21
0y, = 0 (22

16
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Con lo cual las ecuaciones [( 9],[( 10] y [( 11] se reducen a:

A
db ~ (23
at L=w,b, + o,

A n
db - (24
dt 2= wyb, + o,b,

A n
db ~ ~ (25

TS = Wb, + w,,b,

Ahora las nueve componentes iniciales se redujeron solo a seis componentes. Utilizando
nuevamente las propiedades de ortonormalidad de la base (b,,b,,b.),

(26

leopd
iy
(]
O
N
I
o
N
L]
O
iy
I
o

(27

leopd
iy
(]
O
w
I
o>
w
(J
o>
iy
I
o

(28

lop]
N
L
lepd
W)
Il
o
W)
L
lepd
N
Il
o

L PRTA A
db, 5, +b, db2:O (29
dt dt

AR A AR
db, b, +b, db, 0 (30
dt dt

AT AAdRR
db2 ‘63 +62‘ db3 ~0 (31
dt dt

(@2D, + @by )b, +b, @b, + @b, ) =0 (32
(%262 +a)1363)-63 +61'(a’3161 +603262) =0 (e
(0)2161 + 602363 )'63 + 62 '(0)3161 + 603262 ) =0 (34
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Simplificando, sobreviven solamente los siguientes términos:

(35
@, +w, =0= a0, =-0,

(36
O+ 0y =0= wy =—ay

(37

Oy + Wy =0= Wy =—y,

Finalmente, reemplazando las expresiones [( 35], [( 36] y [( 37], en las ecuaciones [( 23], [(
24] y [( 25], se obtiene,

~db ~ ~ (38
qt L=w,b, +o,b,

Adb ~ « (39
at 2=- 20y + @y3bs

Adb « . (40
dt 2 = —wyab, — 0,,b,

Se puede observar que ahora las incdgnitas se redujeron solo a tres; es por ello que resulta
propicio desprendernos de un subindice. En lo que sigue se utilizara la siguiente notacién:

(41
) = Wy
(42
W, =~
(43
W3 =y
Entonces las ecuaciones [( 38], [( 39] y [( 40] se escriben como:
Adb - : (44
qt L= b, —a,b,
Adb A ~ (45
o 2 =—wb, + b,
Adb « « (46
at > =w,b, ~ b,
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Para encontrar el valor de “ @, ”, pasamos a post-multiplicar la ecuacion [( 45]

escalarmente por 63 , Y ademas teniendo en cuenta la ecuacion [( 31] se obtiene:

Adb, ~ Ao A . Adb (47
ot 2eb, =—w,b, b, + wb,b, =, =-b,. " 2
Trabajando similarmente se obtienen los valores de “w,” y “ o,
Adb, - ~ “db (48
ob =, = —b . 1
s
AAR R R AAdR 49
db, B, =, ——b,e db, (
dt dt

Se puede definir entonces el vector “®® (Velocidad Angular del marco B respecto del
marco A) como:

(50

Am® = wb, +w,b, +w;b,

Llegado este punto, resulta interesante destacar una nueva forma de expresar el producto
vectorial entre dos vectores de manera matricial. Dado el producto vectorial genérico:

axb=c (54
Se lo puede expresar matricialmente como:
~ (52
[&s {b}, ={c},
Donde si a=(a,,a,,3;), ¥:
0 -4 &
[é-]s = & 0 —a (s
-a, @ 0 .

Se puede observar que [4] es una matriz antisimétrica, es decir que [a] =[] .

Por otro lado, vemos que las ecuaciones [( 44], [(45] y [( 46] se pueden escribir
matricialmente como:
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A b, 0 - o, b,
E 62 =| @y 0 —a, 62 (>4
b, —w, o 0 Jip,

Donde la ecuacion [( 54] estd expresada mediante una notacién que introduce vectores
dentro de otro vector, esta estructura es denominada “vectrix”. También, se puede observar
claramente la estructura antisimétrica de la ecuacion [( 54]. Teniendo en cuenta la ecuacion
[( 50] de velocidad angular y las ecuaciones [( 51], [( 52] y [( 53], se puede establecer que
la ecuacion [( 54] no es méas que el producto vectorial del vector velocidad angular “w® y

el vectrix {61, 62,63} ; 1o cual expresado en forma matricial puede escribirse como:

b, b,
) (s
dt Az A2
b3 b3
Particularmente:
A
d, ~ (56
E = A(DB Xbl
A
d - ~ (57
E ) = A(OB sz
A
d, A (58
E 3= A(J)B sz

Consideremos ahora la [Fig. 12], en donde existe un vector x fijo al cuerpo o0 marco B:

FIG. 12: DISTINCION ENTRE MARCO INERCIAL Y MARCO FIJO AL CUERPO

20



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

Reemplazando las formulas [( 56], [( 57] y [( 58] en la [( 8] nos queda:

A—le—B—dXJr (A Bxf))+x(A ® xb )—I—X(A Bxf)) (52
at . dt Y 1 2| @ 2 3| © 3
A B
_d. A B o - ~ (60
EX_ " X+ "o x(xlb1+x2b2+x3b3)
A B
—dx:—dx+AcoB><x (o1
dt d

Debido a que el vector x estd fijo al marco de referencia B, entonces se cumple que
®dx / dt =0. Para este caso, la ecuacion [( 61] se reduce a:

A
—x="0®xx

dt

(62

Con lo cual se puede observar que el vector Velocidad Angular es “por definicién” aquel
vector que me permite calcular la derivada en A de cualquier vector fijo en B.

Consideremos ahora dos cuerpos “ Ay “ A,” [Fig. 13], con movimiento relativo entre si:

FIG. 13: CUERPOS AISLADOS CON MOVIMIENTOS RELATIVOS

La relacion existente entre las velocidades angulares de ambos cuerpos, es decir, ‘o’y

“m', se obtiene a partir del siguiente analisis. Por un lado, segin la ecuacion [( 61], se
tiene que:

1 2

1,2 (63
—X=—X+"0"xX
dt dt
Por otro lado:
2 1
6
— X=—X+’®'xXx (64
dt dt
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Despejando ‘dx /dt de [( 64]:

'd d ., (65
=—X—"M XX

—X
dt dt

y reemplazando [( 65] en [( 63] se obtiene:

d ’d (66
—X+10)2XX:EX—2(01XX
(67
lo?xx=—2@'xx
(68

(1(02+2(x)1)><x=0

La ecuacion [( 68] establece que (1(02 + 20)1) es perpendicular al vector x. Sin embargo,

como X es un vector arbitrario, entonces el Unico vector que es perpendicular a cualquier
vector x seré el vector cero 0. Entonces se cumple que [6]:

(10)2+20)1):0 (69

(70

Se consideran ahora tres cuerpos “A”, “A,”y “A” [Fig. 14] con movimiento relativo
entre si. Es bien conocido que las velocidades lineales se pueden sumar vectorialmente; es
decir: 'v¥="v?+2v® . A continuacion se derivara la relacion existente entre las
velocidades angulares de los cuerpos A, A, y A, esdecir'o’®, e’y 'o®.

Y &

FIG. 14: CUERPOS AISLADOS CON MOVIMIENTOS RELATIVOS
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Escribiendo:
1 3 71
—X=—X+'0*xx (
dt dt
1 2 72
—X=—X+'0*xx (
dt dt
2 3d - (73
—X=—X+ ‘M’ XX
dt dt

y reemplazando [( 72] en [( 71] se obtiene:

q *d (74
—x+1w2xx:ax+lm3xx

Reemplazando nuevamente [( 73] en [( 74]:

*d *d (75
—x+2m3xx+1m2xx=ax+lm3xx

(76
(2w3+1m2)xx= 'o®xx

77
(2m3+1(1)2—1(1)3)xx:0 (

Utilizando la misma conclusion l6gica mencionada anteriormente para la relacion existente
entre los vectores velocidad angular de dos cuerpos, se puede establecer que:

78
(2(03_'_10)2_10)3):0 (

(79

10)321(1)2+2(!)3

La ecuacion [( 79] demuestra que las Velocidades Angulares de los cuerpos se suman
vectorialmente. Este resultado se puede extender rapidamente a un sistema formado por
“n” cuerpos. La velocidad angular del cuerpo “n” con respecto al cuerpo “1” se puede

expresar como [6]:

§ (80
‘o"='0’+’0’+..+"0"
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Es bien conocido que las aceleraciones lineales se pueden sumar vectorialmente; es decir:
'a® ="'a’ +%a’. A continuacion se derivara la relacion existente entre las aceleraciones
angulares de los cuerpos A;, A,y Az de la [Fig. 14], es decir ‘a?, ?a’® y *a®. Escribiendo:

1ot = 1 (a1
dt

1u2:1_d1 2 (82
dt

2a3:2_dz 3 (83
dt

Introduciendo la ecuacion [( 79] en la ecuacion [( 81] se obtiene:

1(13=%(1(02+20)3)=1(12+;—dt(20)3) (84
1.3 (85

Se puede observar que las aceleraciones angulares, a diferencia de las velocidades
angulares, no se suman vectorialmente, sino que aparecen otros términos. A medida que
aumenta el numero de cuerpos, la expresion para la aceleracion angular se hace cada vez
mas compleja.

11.2.2. ROTACION DE COORDENADAS

Antes de comenzar a hablar de rotacion de coordenadas es preciso mencionar la existencia
de distintos tipos de parametrizaciones posibles que son utilizadas para dar la orientacion
de un cuerpo en el espacio; entre ellas encontramos [6]:

a) Angulos de Euler

b) Parametros de Euler

c) Cuaterniones

d) Parametros de Rodriguez

Cada uno de estos métodos de parametrizacion posee sus propias ventajas y desventajas.
Asi, por ejemplo, trabajar con los Angulos de Euler resulta mucho mas sencillo e
ilustrativo que otros métodos; sin embargo, si no elegimos correctamente la secuencia de
rotacion mas apropiada para analizar nuestro caso, nos podemos llegar a topar con
singularidades. Por otra parte el método de Cuaterniones incorpora un parameto mas, con
el objetivo de poder sortear las singularidades que se generan al utilizar los Angulos de
Euler; es decir que se trabaja con cuatro componentes en total, lo cual como es de esperar
afade mayor complejidad a nuestro problema.
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Euler prob6 un famoso teorema que establece que: “Dados dos marcos ortogonales
independientes, cualquiera de ellos puede ser transformado en el otro mediante una
secuencia de no mas de tres rotaciones alrededor de ejes fijos al cuerpo (“rotaciones fijas al
cuerpo” o “body fixed rotations™), también llamados ejes locales, con la condicién de que
rotaciones sucesivas no se efectlen alrededor de un mismo eje”. De este modo, las
rotaciones que un cuerpo efectla alrededor de cada eje fijo a él pueden ser descriptas
mediante una matriz de rotacion [C], cuyos elementos son combinaciones de senos y
cosenos del &ngulo girado. Se pueden distinguir tres rotaciones elementales, las cuales se
describen a continuacion [6].

1-Rotacion: Es la rotacion del cuerpo alrededor del eje 1; ver [Fig. 15]:

n, =a,

FIG. 15: 1-ROTACION

Donde la matriz que expresa una 1-Rotacion [C,, (1 &)] es:

Al ﬁl 1 0 O ﬁl
4, =[C, La)]{f, =0 cos(a) sen(a) |{A, (86
a, n, 0 -sen(a) cos(a)||A,

2-Rotacion: Es la rotacion del cuerpo alrededor del eje 2; ver [Fig. 16]:

a,=b,
b, &

FIG. 16: 2-ROTACION
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Donde la matriz que expresa una 2-Rotacion [C,, (2, £)] es:

b, 2, [cos(B) 0 —sin(B)](4
E’2 = [CBA (2' ﬁ)] él2 = 0 1 0 é‘z
5 a,) [sing) o cos(s) | a,

3

3-Rotacion: Es la rotacion del cuerpo alrededor del eje 3; ver [Fig. 17]:

FIG. 17: 3-ROTACION

Donde la matriz que expresa una 3-Rotacion [C; (3, )] es:

¢, b,| [cosy) sin(y) 07D
€, (=[Ccs(B»)] b, ;=] —sin(y) cos(y) 0 |<b,
¢, b, 0 0 1]|p,

Considerando ahora las tres rotaciones juntas para ir de N a C se tiene que:

¢, n,
C, 1 =[Ces B MICea(2, BIIC i (L )] 1,

N

o
w

Donde la matriz de rotacion es:

[Con1=[Ces B MIICea (2, BIC A\ (L )]

(87

(88

(89

(90

En este caso, la rotacion realizada para ir de N a C es una del tipo [1-2-3]. Esto significa
que la secuencia de rotacion utilizada gir6 primero un angulo “o” alrededor del eje “
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N, =& ” para ir de N a A; luego gir6 un angulo “p” alrededor del eje “8&, = 62” para ir de

A a B; y finalmente gir6 un angulo “y” alrededor del eje 63 =C,” parairde BaC.

Ahora bien, es importante destacar que toda matriz de rotacion es “ortogonal”, esto implica
que:

[e]"=[e] "

Por lo tanto, si ahora se quiere ir de C a N, lo Unico que se debe hacer es transponer la
matriz de rotacion [C,,]; es decir:

[Ccl=[ConT %

Como se puede observar, las rotaciones no conmutan, es decir que resulta de vital
importancia tener en cuenta el orden en que estas rotaciones se llevan a cabo para poder
determinar de manera univoca la orientacién final del cuerpo. Existen 12 secuencias de
rotacion distintas, que resultan de la combinacién, en distinto orden, de las rotaciones
elementales alrededor de ejes fijos al cuerpo [( 86], [( 87] y [( 88]. La matriz de
transformacion resultante de cada una de estas combinaciones puede ser calculada
mediante el programa creado en Matlab “rotation_matrix.m” [Apéndice I].

Hasta ahora todas las secuencias de rotacién que se presentaron fueron efectuadas
alrededor de ejes fijos al cuerpo (“Body-Fixed Rotation Sequence”) o también llamados
ejes locales. Sin embargo, existen otro tipo de secuencias de rotacion que se efectlan
siempre alrededor de los mismos ejes iniciales o de partida (“Space-Fixed Rotation
Sequence”) [7], y no alrededor de ejes fijos al cuerpo. La matriz de rotacion
correspondiente a este tipo de secuencias se arma de manera inversa a los otros tipos de
secuencias. Asi, por ejemplo para una secuencia [1-2-3] la matriz de rotacion
correspondiente sera:

[Con]=[Cay L a)ICen (2, AIIC (B, )] (93

11.2.3. VELOCIDAD ANGULAR Y ROTACION DE COORDENADAS

[7] Se considera ahora una rotacion [3-1-3] y teniendo en cuenta la ecuacion [( 80], se
puede observar que la velocidad angular del marco C con respecto al marco N tendra un
término asociado a cada rotacion; es decir:

(94

N(DC:N(DA'FA(DB‘FB(DC
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Noo® = an, + fa, + b, = da, + b, + ¢, (%
Teniendo en cuenta las rotaciones efectuadas, se tiene que:
N, =4, = sen(S)sen(y)¢, +sen(L)cos(y)C, +cos(LF)C, (9
A 0 N N (97
&, =b, =cos(y)¢, —sen(y)c,
b, =¢, %
Reemplazando entonces [( 96], [(97] y [( 98] en [( 95] y ordenando obtenemos:
No® = (dsen(ﬁ)sen(y) +,B'cos(7/))é1 +
. 99
+(asen(p3) cos(y) - Bsen(y) )¢, + (
+(acos(B)+7)¢,
La ecuacion [( 99] se puede expresar matricialmente como:
MON sen(B)sen(y) cos(y) O]«
‘o, b =|sen(B)cos(y) -sen(y) 0<p (100
N, . cos(3) 0 11|y

Se identifica como [Bcn] a la matriz de transformacion obtenida. Se puede observar que
esta matriz relaciona la velocidad angular del marco C con la derivada temporal de los
angulos de Euler. Esta matriz de transformacion puede ser calculada mediante el programa
creado en Matlab “angular_velocity rotation matrix.m” [Apéndice Il]. La matriz [Bcn] no
es ortogonal, por lo tanto para obtener la matriz [Bnc] es necesario invertir [Ben], con las
consecuencias légicas del costo computacional que esto acarrea [8]. Ademas, la matriz
[Ben] posee singularidades, se torna singular para valores de =0 o multiplos de m. Esto
causa problemas evidentes al querer integrar las ecuaciones de movimiento. Al invertir la
ecuacion [( 100] se obtiene:

a sen(y)/sen(B) cos(y)/sen(B) O] "ew°

Bi= cos(y) _sen(y) 0] Vo, (101

7] |-sen(y)/tan(B) —cos(y)/tan(B) 1|| "
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Estas ecuaciones suelen denominarse “Ecuaciones Diferenciales Cinematicas”, las cuales
relacionan las velocidades angulares con los angulos de Euler.

Las singularidades asociadas a cada secuencia de rotacion en particular pueden ser
superadas cambiando el tipo de secuencia de rotacion en la vecindad de estas
singularidades, lo cual torna el anélisis mucho més engorroso.

Cada una de las 12 secuencias de rotacion que existen posee singularidades para ciertos
valores del segundo angulo de la rotacion (B). El objetivo consiste en seleccionar aquella
secuencia de rotacion mas adecuada para cada caso, tal que eluda la mayor cantidad de
singularidades posibles. Por ejemplo, para el caso de aeronaves suelen utilizarse secuencias
del tipo ([3-2-1], [1-2-3],...), ya que aquellas secuencias en las cuales ningun indice se
repite tienen singularidades cuando el segundo angulo de rotacion alcanza valores de
p=+x12,y para la mayoria de las operaciones de vuelo normales 3 (o también llamado

“0: angulo de cabeceo”) permanece con valores mucho mas pequefios que estos [7].

11.2.4. ANALISIS CINEMATICO (ECUACIONES)

11.2.4.1. 1% Caso: ([5])

Se considera ahora un cuerpo rigido en el espacio, y se quiere plantear la ecuacion de
movimiento de un punto “P” que pertenece al cuerpo y esta fijo a él.[Fig. 18]. Para poder
trabajar correctamente, al cuerpo se le adhiere un marco B (“marco de referencia fijo al
cuerpo” o “body frame”), y sobre este marco a su vez se adhiere una base ortonormal:

(102

(bl7b2’b3)
El cuerpo rigido, ademas de trasladarse, rota en el espacio con velocidad angular®®®y

con aceleracion angular Ma® .

r"'¢ vector posicion desde el punto G hasta P
Nw® velocidad angular del cuerpo rigido
Na® aceleracion angular del cuerpo rigido

P es un punto fijoen B . 61 @

FIG. 18: MOVIMIENTO DEL PUNTO “P” FIJO A UN CUERPO RIGIDO EN EL ESPACIO
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El vector posicién del punto “P” con respecto al marco inercial N se puede expresar como:

(103
rP/O — rG/O + rP/G
Para obtener la velocidad del punto “P” con respecto al marco N, es decir [9]:
Nd (104
N VP/O _ rP/o

Cdt

(Derivada del vector r”° con respecto al tiempo, realizada por un observador situado en el

marco N); se prosigue de la siguiente manera:

N
d re (105

Nd Nd Nd
N,,P/IO _ PO (re/o " rP/G) _ [ G/o r

\Y +

Tt dt dt dt

Pero los calculos sobre “P” seran mas facilmente realizables en el marco B que en N, para

lo cual utilizando la ecuacion [( 61] se obtiene:

N N B
d d d (106
NyPO S po_ Moo, M PG NGB PG
dt dt dt
Como el punto “P” esta fijo al cuerpo, entonces:
B
d (107
_rP/G — 0
dt
Finalmente se obtiene:
N N
d d (108
NyPro _ Y po_ Y e0, NoB L PG
dt dt

Para obtener la aceleracion del punto “P” con respecto al marco N, es decir

N P/O _

a™© =Nd?rP° / dt? (derivada segunda del vector r”°

[( 103] con respecto al tiempo
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realizada por un observador situado en el marco N); se deriva la ecuacién [( 108] respecto

al tiempo,
Ng2 (109
NaP/O: . rp/o=NaG/O+N(IBXI'P/G-FN(,!)BX(N(DBXI'P/G)
dt
Donde " a® es la aceleracion angular del cuerpo y se expresa como:
Nd B Bd (110
NgB = NpB = NGB i NpBx NpB = = N
dt dt dt
Con lo cual se llega a la interesante conclusion de que [5],[7]:
N B
dy s _ dy & (111

— Y =—
dt dt

Es decir que la aceleracién angular del cuerpo es la misma para un observador fijo en el

marco inercial N que para un observador situado en el marco B fijo al cuerpo.

11.2.4.2. 2°° Caso: ([5])

Se considera ahora el caso de un punto “Q” que se esta moviendo en el cuerpo rigido en el

espacio [Fig. 19]. Como en el caso anterior, el cuerpo rigido, ademas de trasladarse, esta

rotando en el espacio con velocidad angular Y ®® y con aceleracion angular “a® .

r°' vector posicion desde el punto G hasta Q

Nw® velocidad angular del cuerpo rigido e
Na® aceleracion angular del cuerpo rigido

Q se mueve en B

A

(o

NaB*
N(DW

FIG. 19: MOVIMIENTO DEL PUNTO “P” MOVIL EN UN CUERPO RIGIDO EN EL ESPACIO
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El vector posicion del punto “Q” con respecto al marco inercial N se puede expresar como:

(112
QO _ (GO | QG

Derivando una vez con respecto al tiempo obtenemos la expresion de velocidad del punto

“Q” con respecto a un observador parado en el marco N:

N
d (113
NyQo _ Y Qo
dt
N B
d d 114
NyQO _ 2 (GO, Y QG N B QG (
dt dt
Vemos que, a diferencia del caso anterior [( 107], en este caso:
B
d 115
—r% 20 (
dt

ya que si bien se trata de un cuerpo rigido, el punto “Q” se estd moviendo en el cuerpo.
Derivando [( 114] con respecto al tiempo obtenemos la expresion de aceleracion del punto
“Q” con respecto a un observador parado en el marco N [5]:

Nd2 Nd (116
NaQ/O — - I,Q/O — NVQ/O
dt dt
(117
NaQ/O — NaG/O + BaQ/G +2N(OB % BVQIG + NaB ><rQ/G + N(DB X(NCOB Xl‘QIG)

Donde se distinguen los distintos términos que componen la aceleracion:

a) Aceleracion Absoluta

(118
N4G/0 | BLQ/G

b) Aceleracién Coriolis

(119
N (B 5 ByQ/C
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c) Aceleracion Tangencial

(120
N uB % rQ/G

d) Aceleracion Normal

121
NmBX(NwarQ/G) (

11.2.5. COORDENADAS GENERALIZAS Y RESTRICCIONES

Se considera un sistema formado por “N” particulas. Si este sistema se encuentra en
movimiento, el mismo estara perfectamente definido si se conocen las posiciones de todas
las “N” particulas como funciones del tiempo; es decir:

(122

X = X1(t)v X, =%, (oo XN = X3N—l(t)’ Xan = Xgn ®

Se puede observar que la configuracion del sistema viene dada en cualquier instante por un
conjunto de “3N” nimeros. Sin embargo, para los sistemas fisicos cada una de estas “N”
particulas puede encontrarse sujetas a condiciones cinematicas que restringen su
movimiento. Asociadas a las restricciones se pueden mencionar las ecuaciones de
restriccion, las cuales describen la geometria o cinematica de la restriccién, asi como
también las fuerzas de restriccion o reacciones. EI movimiento de “N” particulas sujetas a
“c” restricciones puede ser descripto por “n” coordenadas independientes:

123
n=3N-—c (

Este nimero minimo de coordenadas independientes “n” (sin contar el tiempo) que se
requieren para poder especificar en forma univoca la configuracion de un sistema se
denomina “Numero de Grados de Libertad”. EI nimero de grados de libertad es una
caracteristica del sistema en si mismo, y no depende del conjunto de coordenadas
utilizadas en su descripcion. En muchos casos resulta méas ventajoso utilizar un conjunto de
variables distintas a las coordenadas fisicas para describir el movimiento. Pueden
introducirse entonces un conjunto de “n” variables q,,q,,...,q, independientes entre si y
que son suficientes para definir la configuracion del sistema. A este conjunto de variables
se lo denomina “Coordenadas Generalizadas”, y pueden ser cantidades muy variadas,
desde coordenadas fisicas hasta los modos de vibrar del sistema. Se puede expresar
entonces que:
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X =% (0h, 0y, Gy 1)
yl:yl(q17q2""’qn’t)
(124
lezl(quz!"-’qnvt)
Zy =2y (%, Gps -1 Gy 1)

Lo cual es basicamente una transformacion de coordenadas. Es posible demostrar que el
uso de coordenadas generalizadas independientes permite analizar el movimiento del
sistema sin tener en cuenta las fuerzas de vinculo o reacciones intervinientes.

Suponiendo que la configuracién de un sistema se encuentra especificada por un conjunto
de “n” coordenadas generalizadas independientes, y asumiendo que existen “k” ecuaciones
de restriccion expresadas en la forma:

¢j(QI’q2""!qn’t):0; i=12,..,k. (125

Una restriccion que puede ser expresada de esta forma se denomina “Restriccion
Holonomica”. Aquel sistema en el cual todas sus restricciones son holonomicas se
denomina “Sistema Holonomico™.

Existen distintos tipos de restricciones [10]:

Holondmicas: Son aquellas restricciones que pueden ser integradas sin problemas para
poder expresarlas en término de las coordenadas generalizadas en si mismas y no de sus
derivadas. Se dice entonces gue toda restriccion Holondmica define una superficie, ya que
es posible expresar las restricciones en término de las coordenadas en si mismas.

No Holondmicas: Son aquellas que no pueden ser integradas, y por lo tanto no definen una
superficie. Pueden ser también una desigualdad. Son de tratamiento mucho méas complejo
que las restricciones holonémicas.

Tanto las restricciones Holondmicas como las No Holondémicas pueden ser
“Escleronomicas”, quiere decir que la restriccion no es una funcion explicita del tiempo, o
“Reonomicas”, quiere decir que la restriccion si es una funcion explicita del tiempo.

Es importante aclarar que los resortes y amortiguadores no son restricciones, salvo que se
aclare por ejemplo que un resorte no se puede estirar o comprimir mas de una cierta
cantidad; en este caso tendriamos una desigualdad, por lo tanto se trataria de una
restriccion no holonomica.
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11.3. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO

11.3.1. INTRODUCCION
Planteando nuevamente la 22 Ley de Newton [( 1] aplicada al caso anterior [2%° Caso:]

Ng?2 126
> F=mi?° :m—d(tj2 re° (

y reemplazando en [( 126] la ecuacion [( 117] se obtiene:

127
zem{NaG/o+BaQ/G+2NmBXBVQ/G+Naser/G+NmBX(Nmser/G)} (

Donde ZF es la sumatoria de todas las fuerzas (de contacto y a distancia) que acttan

sobre la particula “Q”, y donde “m” es la masa de la particula “Q”. ES importante notar que
la ecuacion vectorial [( 127] estara compuesta a su vez de tres ecuaciones escalares, una en

cada direccion. De ahora en més, y para no generar confusion, los términos:

Ng? (128
3 r
dt

NO seréan Ilamados “fuerzas de inercia”, sino que mas bien los llamaremos por lo que son,

productos de masa por aceleracion.

El concepto de cuerpo rigido resultara de suma importancia en el desarrollo del presente
trabajo. Debido a su caracter de indeformable, la posicion y orientacion del cuerpo rigido
en el espacio queda definido de manera correcta y univoca con solo especificar el
desplazamiento de alguno de los puntos que integran el cuerpo rigido y las rotaciones que
el cuerpo efectla alrededor del mismo. Esto muestra claramente que, para definir el
movimiento de un cuerpo rigido se requiere disponer de dos ecuaciones vectoriales, las
cuales en forma escalar equivalen a 3 ecuaciones (escalares) correspondientes al
movimiento de traslacion de algun punto del cuerpo y 3 ecuaciones escalares que

determinan el movimiento de rotacién del cuerpo.
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Para plantear las ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido via ley de Newton, se

puede utilizar también el teorema de la cantidad de movimiento.

11.3.2. TEOREMA DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL
Se supone un cuerpo rigido tal como el que se muestra en la siguiente figura [Fig. 20]:

FIG. 20: TEOREMA DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO APLICADO A UN CUERPO LIBRE EN EL
ESPACIO

La Cantidad de Movimiento Lineal de la particula de masa “i” relativa al punto “P” en el

marco inercial N se expresa como:

Nd (129

Realizando la sumatoria de cada una de las “n” particulas de masa “m;”” que conforman el

cuerpo, se obtiene la cantidad de movimiento lineal del cuerpo:

n n N
L=>L=>m—
=1 =1

(130
f
i dt
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Considerando que se trata de un sistema continuo, la ecuacion [( 130] puede expresarse en
forma integral como:

(131

L=[’;—frdm

Finalmente, derivando respecto al tiempo y operando, se obtiene la expresion general del
“Teorema de Cantidad de Movimiento Lineal”:

N

—L=V%FE
dt

(132

11.3.3. TEOREMA DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR
De la misma manera, se puede definir ahora la Cantidad de Movimiento Angular (o

Momento Cinético) del cuerpo “.% ” alrededor del punto “P” y relativo al marco inercial

N como ([9]):

n N
NH,,/p:Zrix(mi_dri) (133
=) dt
Donde, aplicando ecuacion [( 61] se obtiene que:
N B
—dl’i=—dl’i+N(DB><ri (134
dt dt

Pero al tratarse de un cuerpo rigido, y debido al hecho de que el punto “r,” esta fijo al

Ccuerpo .% , entonces:

Bd (135

Con lo cual la ecuacion [( 133] se reduce a:

n
NH/"/P:zriX(miN(onri) (136

i=1

37



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

Luego de realizar una serie de operaciones y utilizando propiedades vectoriales tales como:

(axb)ec=a-(bxc)

ax (b X C) = b(aOC) - C(a.Ob)

Y usando notacion tensorial tal que:

(a®b)c = (bec)a

Se llega a definir el momento cinético como:

T ={imi[<n-n)E—(n @ri)]} “o?

Donde E es el tensor identidad y cumple con la siguiente propiedad:

Ea=a

Se llamara de ahora en mas “Tensor de Inercia "I, ” a la cantidad:

I, :{imi[(ri-rnE—(ri ®ri>]}

Dicho tensor de segundo orden se expresa como:

(137

(138

(139

(140

(141

(142

(143

Donde “&,” y “€,” son vectores unitarios cuyas direcciones son aquellas respecto a las

cuales se encuentra expresada cada componente “I;” del tensor. Si se expande dicho
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tensor en una base (por ejemplo la base “E”), el mismo se podra expresar como una matriz

simétrica de 3x3, tal como la que se muestra a continuacion:

Ill I12 I13 Ixx Ixy Ixz
Z _ _
{ IP}E_ |12 |22 |23 - Ixy Iyy Iyz
|

13 |23 |33 Ixz Iyz Izz

(144

Donde por ejemplo I, = J‘(y2 + zz)dm yl,= _[—xydm . La notacion tensorial resulta muy

ventajosa, ya que se trata de una notacién simbdlica que permite expresar de manera
compacta, y sin aferrarse a ninguna base en especial, cada una de las operaciones que
involucra la ecuacion. Por lo tanto a lo largo de este trabajo se tratara de manejar notacion
tensorial, hasta el instante preciso en que se tenga que decidir por expresar todo en una
base dada. Introduciendo [( 142] en [( 140] se obtiene la expresiébn mas comudn de la

Cantidad de Movimiento Angular:

(145

N 7P 5 N B
H"="T1L"o

Si se considera ahora la [Fig. 21]:

FIG. 21: APLICACION DEL TEOREMA DE EJES PARALELOS
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Recurriendo a la ecuacion [( 133] se puede plantear el momento cinético del cuerpo

respecto al punto “P” como:

n N
NH///PzzriX(mi_dri) (146
i dt

Se introduce entonces el “Teorema de Ejes Paralelos” el cual permitira, dado el tensor de

inercia de un cuerpo con respecto a su centro de masa “G” (origen de la base (€,,C,,C;)),
obtener el tensor de inercia del mismo cuerpo con respecto a otro punto arbitrario
“P”(origen de la base (51,62,63), cuyos ejes seran paralelos a los de la base (€,,¢,,C,)) -

En la [Fig. 21] se puede observar que:

(147

f :di +§i

Con lo cual, introduciendo la ecuacién [( 147] en la ecuacion [( 146] y ordenando se

obtiene:

Ny /P "d Ng Ng N
H ={Zmi}dxadJ{Zmigi}xEdm{zmiEai}LZ%iXmiaai (148

Donde el vector “d” va desde el punto “P” al punto “G”:

(149

d :[dl;dz;ds]

Analizando cada uno de los términos de la ecuacion [( 148] puede observarse que por un

lado:

Zmi -m (150

Donde “m” sera la masa total del cuerpo. En este punto resulta preciso definir lo que se
conoce como “centro de masa”. Observando la [Fig. 21] el centro de masa se define como

aquel punto del cuerpo que cumple con la siguiente propiedad:
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MR, =Y MR, (151

Ademas es posible demostrar que el momento estatico de un cuerpo alrededor de su centro

de masa es siempre nulo:

Z mg; = 0 (152

Derivando la ecuacion [( 152] se obtiene:

Nd (153
m—~& =0
DI
A su vez puede distinguirse que:
Nt 121G Nd (154
H = § ,‘tei xm; E&.

es el momento cinético del cuerpo alrededor de su centro de masa “G”. Reemplazando las
ecuaciones [( 1501, [( 152], [( 153] y [( 154], en la ecuacidn [( 148] se obtiene la expresion:
Nd (155

N H 71P — N H 271G +mdx_d
dt

Aplicando la ecuacién [( 61] se llega a la siguiente expresion:

N—dd:B—dd+NmB><d (150
dt dt

Pero al tratarse de un cuerpo rigido, y debido al hecho de que B es un “body frame”, es
decir un marco de referencia que se mueve con ¢l cuerpo, aunque su origen “P” no esté

necesariamente ubicado sobre el cuerpo, entonces se cumplira que:
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B
—dd=0 (157
dt

Introduciendo las ecuaciones [( 156] y [( 157] en [( 155], y operando se obtiene:

NH P =N C 4 m(ded)E—(d ®d)]} " @° (158

Pero segun la ecuacion [( 145] se puede expresar:

(159

N Z 4 N__B
H"®="I,"®

Introduciendo la ecuacion [( 159] en la ecuacion [( 158] se llega a la siguiente expresion:

YH® =[ I, +{m[(d-d)E - (d®@d)]} ]| "o (%0

Donde puede verse que el tensor de inercia del cuerpo respecto al punto “P” (origen de la

base (b,,b,,b,)) sera:

T, = g +{m[(d-d)E— (d ®d)]} (et

Se puede expresar el tensor a una base dada, de la siguiente manera:

d’?+d,’+d;? 0 0
(dd)E = 0 d2+d,? +d; 0 (162
0 0 d?+d,?+d,;’
y
d’ dd, dd,

(163

d®d)=|d,d, d? d,d,
dd, dgd, d;
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IMPORTANTE: Con respecto a la aplicacion del teorema de ejes paralelos es preciso

hacer notar dos cosas:

e Este teorema solo nos sirve si, teniendo como dato el momento de inercia del
cuerpo con respecto a un marco de referencia fijo a su centro de masa, se quiere
obtener el momento de inercia del mismo cuerpo con respecto a otro marco fijo en
cualquier otro punto del espacio. Pero es importante aclarar que este teorema no
funciona en el sentido inverso, es decir no funciona si dado el momento de inercia
del cuerpo con respecto a un marco fijo a cualquier punto del espacio que no sea su
centro de masa, se desea obtener el momento de inercia del cuerpo con respecto a

un marco fijo a su centro de masa.

e Es indistinto tomar el vector desplazamiento [d;d,;d,] en un sentido o en el

sentido opuesto, el resultado sera el mismo.

Si ademas de tener una traslacién entre si, estos sistemas estan rotados, tal como muestra la

[Fig. 22]; lo Unico que se tiene que hacer para expresar las componentes del tensor de

inercia "I, en la base “B"™ (rotada con respecto a (b,,b,,b,)), sera rotar el tensor de

inercia { /’IP}B que fue obtenido al aplicar el teorema de ejes paralelos; es decir:

{Aylp}s' :[CB'B]{”IP}B [CBB'] (164

FIG. 22: ROTACION DE LA MATRIZ DE INERCIA
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Donde [C_, ]sera la matriz de rotacion para ir de la base (b,,b,,b,) (paralela a la base

(€,.¢,,6,)) a la base “(b!,b},b) ” (rotada). Este proceso fue desarrollado por completo en

Matlab mediante la creacion de un programa llamado “inertia_matrix.m” [Apéndice I11].

BI

Una vez obtenido {”IP} resulta muy sencillo calcular ® H’" (con sus componentes

BI
expresadas en la base (b},b},b.)), a partir de la ecuacién [( 145] y con la velocidad
angular {No)B}B, (cuyas componentes también estan expresadas en la base (61',6'2,6;)).

Entonces:

B' H 1P :{ //IP}BI {N(’)B}B| (165

Este proceso fue desarrollado en Matlab mediante la creacion de un programa llamado
“angular_ momentum.m” [Apéndice IV]. Para un sistema “ .7 ” continuo y finito, la
ecuacion [( 133] se expresa de forma integral como:

N

NH”/P:J‘I’X—drdm (166
> dt

La derivada respecto al tiempo de la ecuacién [( 166] realizada por un observador fijo al
marco N es:
"d Ny 7/P N_

NHP = —NHP = dJ.rxfdm
dt dt °

(167

Retomando la notacion correspondiente a la [Fig. 20] y efectuando operaciones se
demuestra el “Teorema de Cantidad de Movimiento Angular”:
Nd NA2

NH//'/P:ENH”’P:MP+d—(32Rijrdm:MP+RPxIrdm

(168

Este teorema expresa que la derivada, realizada por un observador fijo al marco N, del

momento cinético de un sistema continuo ..~ alrededor de un punto arbitrario “P”, no
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necesariamente fijo al marco B, es igual a “M,” (sumatoria de momentos externos

alrededor de dicho punto “P) mas un término R, x J rdm.

El segundo término de la ecuacion [( 168] desaparecera si se satisface por o menos una de
las siguientes condiciones:

i) R, =0 (Es decir que “P” se estd moviendo con velocidad constante en el

marco inercial N).

i) I rdm=0 (Como ya vimos en la ecuacién [( 152], esta integral se anula si “P”

es el centro de masa de <. % ”

i) R, es paralelo a Ird m (El producto vectorial se anula)

Para el caso en que “P” sea el centro de masa “G” del cuerpo “.%7 ”, la ecuacion [( 168] se

reduce a:

2 (169
N H 1G — MG
A B
Aplicando la ecuacion [( 61]: EX:EXJF "®® xx, al primer miembro de la ecuacion [(
169] se obtiene:
:_(:NH///G:%NHMG_'_NO)BXNHA/G (170

Introduciendo la ecuacion [(159]: “"H """ = "I, "®®, en [( 170]:

Z_?N ///Gzz_(:( /;IGN(!)B)_FN(DBX(//IGN(DB) (171
:;_(thH///G :Z_(:( //IG)N(DB_'_ brIGZ_(:(NmB)+ NOJBX( /,’IG N(DB) (172
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N B
. ., d d ) .
Teniendo en cuenta la ecuacion [( 111]: m Nw® =t Nw®, y ademas considerando que

B
- d/, -
se trata de un cuerpo rigido ’ ( "I ) =0, entonces la ecuacion [( 172] se reduce a:

N
d y G N-B  N._.B 'y N_.B (173
—  H”="1I, o+ o x( "I, o
dt G ( G )
Reemplazando en la ecuacion [( 169] se llega a:
(174

sy N-B , N, . B_{sy N _.B)_
IGm+c)x( IGco)—MG

Expresando la ecuacion [( 174] en forma matricial, teniendo en cuenta la ecuacion [( 53]:

I://’IG]{N(;)B}_FI:N(I)B:H://IG]{N(DB}:{MG} (175

Estas ecuaciones son validas siempre y cuando sus componentes sean expresadas en
términos del marco C, el cual es un marco fijo al cuerpo y cuyo origen sera el centro de
masas “G” del cuerpo; hay que aclarar también que sera valida para cualquier orientacion

del sistema coordenado.

En el caso en que la base elegida coincida precisamente con los ejes principales del cuerpo,
entonces se anularan todos los términos cruzados (momentos centrifugos) del tensor de
inercia, y solo apareceran los momentos principales de inercia: I, 1,,1,. La ecuacion [(
175] para este caso particular es:

Loy — (1, — 1) w0, =M,
Lo, —(l; - 1)ow, =M, e

Lo, — (I, = 1) ww, =M,

A estas ecuaciones se las conoce con el nombre de “Ecuaciones de Euler” [7]. Por otra
parte, para el caso en que el punto “P” sea un punto cualquiera, entonces la ecuacion [(

168] puede expresarse matricialmente como:
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1o [ 1]t = e R from o

¥

En el caso en que el cuerpo no sea rigido, o se trate de un sistema multicuerpo, se afiade un
término mas a la ecuacion [( 177], con lo cual teniendo en cuenta la ecuacion [( 172], se

obtiene finalmente:

%( R R R R e e Y e
11.3.4. MECANICA ANALITICA
11.3.4.1. PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

Para hablar de trabajos virtuales es preciso definir primero lo que son los desplazamientos
virtuales. Se definen los desplazamientos virtuales como cambios infinitesimales en las
coordenadas generalizadas que no violan las restricciones cinematicas del problema y
ademas son arbitrarios [5],[4]. Ademas, no tienen una variacién de tiempo asociada (el
tiempo permanece fijo durante el desplazamiento virtual), con lo cual el modulo y
direccion de las fuerzas aplicadas no cambia durante un desplazamiento virtual.
Comenzamos con el caso en el cual los vectores posicion son todos independientes entre si
(no hay restricciones).

x(t) T Trayectoria Variada

Trayectoria Verdadera

t, t t
FIG. 23: PRINCIPIO DE TRABAJOS VIRTUALES

El trabajo efectuado por las fuerzas actuantes sobre el sistema a través de desplazamientos
virtuales a partir de la configuracion real se denomina “Trabajo Virtual” y se representa
como “oW ”.
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[13%2]
1

Sea R; la fuerza resultante actuante sobre la particula “i”, entonces:

R, =F +f; i=12..N o

Donde:

F.: Fuerzas aplicadas por contacto o a distancia.
f.: Fuerzas asociadas a las restricciones del problema.

El trabajo virtual que hace la fuerza R, cuando a la particula “i” experimenta un

desplazamiento virtual Jr; es:

SW = R.5r (180

El hecho de que se cologue oW, (con supra-raya) implica que no necesariamente se trata

de la variacion de un funcional, sino méas bien de un cambio infinitesimal en el funcional
[5]. Este cambio infinitesimal serd equivalente a la variacion del funcional sélo cuando
todas las fuerzas actuantes sean conservativas, es decir deriven de un potencial. En ese
caso si se podra escribir: oW,.

Ahora bien, para un sistema que se encuentra en condicién de equilibrio estatico, la fuerza
resultante sobre cada particula serd nula, por lo tanto:

— N (181
OW =D R;+or, =Y (F +f)esr, =0
i=1 i=1

Pero:

(182

ifi or, =0
i=1

Esto se debe a que las fuerzas de vinculo y los desplazamientos virtuales asociados a
dichos vinculos son siempre ortogonales entre si, porque si no estaria violando la
restriccion. Este hecho permite, como se verd mas adelante, plantear las ecuaciones de
equilibrio estatico y dindmico de un modelo sin considerar las fuerzas de ligadura, lo cual
introduce una simplificacién significativa respecto de la formulacion Newtoniana vista
anteriormente. Reemplazando [( 182] en [( 181] se obtiene:

(183
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La ecuacion [( 183] se conoce como “Principio de Trabajos Virtuales”, y establece que
“para un sistema en equilibrio estatico, el trabajo efectuado por las fuerzas externas durante
desplazamientos virtuales compatibles con las restricciones del sistema es cero”. Como los
desplazamientos virtuales “or;” son independientes entre si, entonces para que se cumpla

el equilibrio estatico debe cumplirse que sobre cada particula:

F=0 i=12..N (184

En el caso en que se incorporen restricciones, los dr, ya no son independientes entre si, y
por lo tanto ya no se puede utilizar este hecho para asegurar que F, =0;i=12,...,N; lo que

debemos hacer entonces es trabajar con coordenadas generalizadas tales que todas sean
independientes entre si.

Para ello se define:

st =T 5+ L g, 40 Fisg =S Fisg: i=12,..N (185
aql 5(]2 aqn k=1 aQk
Donde:
N: NUmero total de particulas del sistema.

n: NUmero de coordenadas generalizadas del problema.

0q, : Desplazamiento virtual generalizado.

Reemplazando la ecuacidon [( 185] en la [( 183] obtenemos:

n

k=1 k=1 \ -1 K

donde:

N

sl
k

i=1

Q, : Se denomina “Fuerza Generalizada” nimero “k” para un sistema de “N” particulas. ES

la fuerza que excita a la coordenada generalizada “q, .
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Reemplazando la ecuacion [( 187] en [( 186] se obtiene el “Principio de Trabajos
Virtuales” expresado en término de coordenadas generalizadas:

é\/\_/:Z:Q|<5(:1k =0 e

k=1

Si se utiliza cualquier sistema de coordenadas para describir el movimiento de un sistema
podria ocurrir que las coordenadas seleccionadas no sean independientes entre si, si existen
restricciones en el sistema; por ejemplo el uso de coordenadas cartesianas para describir la
configuracién del péndulo simple. Ahora bien, como las coordenadas generalizadas son
todas independientes entre si independientemente de las restricciones del sistema, entonces
podemos valernos de este hecho para decir que en condicion de equilibrio esttico se
cumplira:

(189

Q =0 k=12,..,n

11.3.4.2. PRINCIPIO DE D’ ALEMBERT

El “Principio de los Trabajos Virtuales”, aplicable para estudiar el equilibrio estatico de
sistemas, puede ser extendido a problemas dindmicos a traves del llamado “Principio de
D’Alembert”. Para su demostracion se parte de la 22 Ley de Newton aplicada a la i-ésima
particula del sistema escrita en la forma:

F+f-mi=0; i=12..N (190

Calculando el trabajo virtual del sistema de fuerzas de la ecuacion [( 190] se obtiene:

(F +f, —mi )esr, =0; 1=12,..,N (191

Teniendo en cuenta la ecuacion [( 182], y haciendo la sumatoria se arriba a la siguiente
expresion:

N
(F—mi)esr,=0; i=12,..,N (192
=1

Las fuerzas (K, —mi.) se denominan fuerzas efectivas. Por lo tanto el “Principio de

D’Alembert” puede entonces enunciarse de la siguiente forma: “el trabajo virtual efectuado
por las fuerzas efectivas a través de los desplazamientos virtuales compatibles con las
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restricciones es cero”. El principio de D’Alembert no suele ser utilizado para obtener las
ecuaciones de movimiento, pero si es un paso fundamental para llegar a expresar el
“Principio de Hamilton” [4].

11.3.4.3. PRINCIPIO DE HAMILTON

El principio de Hamilton es sin duda el méas poderoso principio variacional de la mecénica;
se trata de un principio integral que reduce todos los problemas de la dinamica a investigar
una integral escalar definida cuyos limites son dos instantes de tiempo “t,” y “t,”. Se
supone un sistema formado por “N” particulas y se considera el movimiento de este
sistema durante un intervalo de tiempo (t,,t,) arbitrarios. Se comienza con el caso en el

cual los vectores posicion son todos independientes entre si (no hay restricciones). Se parte
de considerar el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sobre cada particula:

_ N
oW = Z F.eor, (163
i=1
Por otra parte, teniendo en cuenta que:
%(min~5n)=mi'r'i-5ri+miri~5ri, i=12,...,N (et
9t or)=mp -or +6[ me -t |, i=12...N (1%
dt 2
se define la variacion de energia cinética de la particula “i”” como:
é—rl:é‘(lmlrlrlJ (196
2
Por lo tanto, reemplazando [( 196] en [( 195] y despejando no queda:
(197

_miﬁ,gnz_%(mm.gn)wri, i=12,...,N

Debido a que el operador variacion “oJ ” es atemporal y los desplazamientos virtuales son
compatibles con las condiciones de vinculo, entonces es posible demostrar que:

%(5“):5(%):5h (198
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Este resultado es conocido como la regla "do=0d" [12]. Integrando “ —mi’ -or,

respecto al tiempo en el intervalo “t, <t <t,”, se puede escribir:

(199

—]z'mii*i .o, dtz]jéTi dt—;‘j%(miri -§|ri)dt:t_|2'5Ti dt—(myf; - 1)

[’}

f, i=12,...N

t t

Invocando la arbitrariedad de los desplazamientos virtuales es conveniente elegir estos de
manera que satisfagan la siguiente condicion:

(200

or,=0,ent=t yt=t,

Es decir, de todas las posibles trayectorias variadas consideraremos sélo aquellas para las
cuales los dos puntos extremos “t,” y “t, ” coinciden con el camino verdadero [Fig. 24]

t=t,

N\

Trayectoria Verdadera

Trayectoria Variada

t=t,

FIG. 24: PRINCIPIO DE TRABAJOS VIRTUALES

Entonces, la ecuacion [( 199] se reduce a:

t, t,
—Imi'r'i~5ridt=.[é'l'idt, i=12,...,N (2ot

4 4

Considerando la sumatoria sobre todos los cuerpos que componen el sistema bajo estudio:

tjia‘T dt=tj25T dt (202

t, i=1 t
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y reemplazando [( 202] en [( 201] se obtiene:

boN t
—[>mi -ordt=[sTdt, or=0,t=t,t;i=12,.,N (203

t, i=1 Y

Donde “T” es la energia cinética de todo el sistema. Efectuando la integral de
(E —mf; ) -or; =0 [(1192], y teniendo en cuenta las ecuaciones [( 193] y [( 203] se llega al

“Principio de Hamilton Extendido”:

T(c?T+é\_N)dt:O, Sr =0, t=t,t; i=12...,N (204

4

En general resulta conveniente dividir el trabajo virtual en dos partes: trabajo virtual
debido a fuerzas conservativas (provenientes de un potencial) y trabajo virtual debido a
fuerzas no conservativas. Esta division permite escribir el trabajo virtual como:

W = OW, +OW._ =~V + SW._ (205

Donde “V” es la energia potencial del sistema. Reemplazando [( 205] en [( 204] se obtiene:

0 ST—8V +oW_)dt=0, or =0, t=t.t;: i=12,... N
I <) =0 t=tt,

4

(206

La ecuacion [( 206] constituye otra manera de expresar el “Principio de Hamilton
Extendido”, la cual utiliza tres cantidades escalares: la energia cinética, la energia potencial
y el trabajo virtual de las fuerzas no conservativas.

Si los vectores posicion de diferentes puntos materiales de una coleccién de particulas y/o
cuerpos rigidos no son independientes entre si, sino que estan vinculados por medio de
ecuaciones de restriccion, es posible expresar el principio de Hamilton extendido en
término de las coordenadas generalizadas “qx”. Recordando que:

sr=0, (i=12,..,N) = 65q,=0, (k=12...n) (21

Se puede reescribir la ecuacion [( 206] como:

T(M_W+M)dt=oa 09, =0, t=tt,; k=12,...,n

4

(208
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Para sistemas conservativos (caracterizados por oW,. =0), se puede definir la siguiente
cantidad escalar:

L=T-V (208
Ilamada Lagrangiano.
Entonces, la ecuacion [( 206] se puede escribir como [5]:
t ty
3=[(T=V)dt=[L(c, 0, Gy, Gy.t)dt (210

Y 4

De esta manera, el “Principio de Hamilton para Sistemas Conservativos” se puede expresar
como:

t t,
83 =5[(T-V)dt=5[Ldt=0 (211

4 4

t t,
83 =[8(T-V)dt=[sLdt=0 (212

4 [’}

En resumen, “de todos los posibles caminos por los que un sistema dindmico puede
moverse de un punto a otro dentro de un intervalo de tiempo especificado (en consonancia
con las restricciones), la trayectoria real seguida es la que minimiza la integral de la
diferencia entre las energias cinética y potencial”. El principio de Hamilton permite hallar
la ecuacion diferencial de movimiento del sistema tal que, si se logra integrar se obtiene la
funcién que gobierna la evolucién temporal de nuestro sistema, es decir aquella funcion
(llamada “funcion extremal”) que hace estacionario el funcional “J”, 0 que anula la
variacion del funcional.

11.3.4.4. ENERGIA CINETICA
La expresion de la energia cinética para un cuerpo rigido se pude demostrar que es [5]:

T = m(RgRy )+ Ry "0P xQq )+ "0 (1, o) (a1
Donde:
m= [ u(r)dQ (214
Q
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Q. :Jru(r)dQ (215
Q
I :j[(r-r)E—(r®r)]y(r)dQ (216
Q
11.3.4.5. ECUACIONES DE LAGRANGE

Se considera el caso de un cuerpo rigido como el que se muestra en la [Fig. 25]:

dF

B: Punto de Referencia

FIG. 25: FORMULACION DE ECUACIONES DE LAGRANGE

La fuerza generalizada Q; para un cuerpo rigido se puede obtener extendiendo la definicion
dada anteriormente para la fuerza generalizada para un sistema de particulas. Esto es,

oR; (217

]

Recordando que “R, =R, +r ”, reemplazando en la ecuacion [( 217] e integrando se
obtiene la expresion para la fuerza generalizada:

N __B
8RB+MB-68(;:) (218

J

Donde “F” es el vector resultante de la sumatoria de todas las fuerzas que acttan sobre el
cuerpo y “M;” es el vector resultante de la sumatoria de todos los momentos que acttan
sobre el cuerpo, tomado con respecto a un punto arbitrario “B”. Si el sistema bajo estudio
estd conformado por “N” cuerpos rigidos conectados entre si, la expresion para la carga
generalizada se escribe como:
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NoOOR, Y oN@® (219
Q=2 F-—+2 Mg —
’ Z‘ aq, Zl b,

La variacion de energia cinética, ecuacion [( 196], se puede escribir entonces como:

L oT or . (220
ol =) | —oq, +—9¢
;[6% ‘o, kj

Reemplazando la ecuacion [( 220] y la [( 188] en la ecuacion del principio de Hamilton
extendido se obtiene:

t
j(é‘T +é\N)dt-jZ[%§ k+(§; +Qk]5qk}dt=0, (221
k

t t k=1 k

09, =0, t=t,t,; k=L2,...,n

Para eliminar los términos “ o4, ” se integra por partes,
t
jia = j [ ]5qkdt k=12,...,n (222
t aqk

Reemplazando [( 222] en [( 221] resulta:

oT or (223
— |+ —+Q, ||0qdt=0; oq =0, t=t,t; k=12,...,n
IKZ:‘{ dt(aqk] [6% kﬂ k ‘ "

Debido a que los desplazamientos virtuales son arbitrarios, es posible concluir que dicha
ecuacion se satisface para cualquier valor de “ &g, , con la tinica condicion de que 6, =0

para t =t,t,. Entonces el integrando de la ecuacion [( 223] debe ser idénticamente igual a

d|or A4 iq |=0; k=12..n (224
dt aqk o)

Este conjunto de “n” ecuaciones diferenciales ordinarias simultaneas de 2% orden se

Ccero:

conocen como las “Ecuaciones de Lagrange”. Se puede observar que las “Q,” incluyen

fuerzas generalizadas conservativas y no conservativas:
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(225

Q =Q +Q. ., k=12...,n

Como se menciond anteriormente, las fuerzas conservativas se pueden derivar de
potenciales, entonces,

oV
Qk =-

— k=12,...,n (226
’ oq,

Finalmente, introduciendo las ecuaciones [( 225] y [( 226] en la ecuacion [( 224] se
obtiene:

(227

Q ., k=12,...,n

d(aT]_aT LV _
o, 1, "

dt\ ag,

teniendo en cuenta que S—V =0"y considerando la ecuacion [( 209], la ecuacion [( 227]
Uy

puede expresarse como:

dfb) o k=12..n (228
dt\ oq, ) oq, e

La ecuacion [( 228] constituye la formulacion méas comtn de las “Ecuaciones de
Lagrange”. Adicionalmente, se puede observar que se tendran tantas ecuaciones como
grados de libertad tenga nuestro sistema.

11.3.5. CONCLUSION DEL MARCO TEORICO

Como se ha podido apreciar a lo largo de este capitulo, mediante la aplicacion de la 22 Ley
de Newton y de las ecuaciones de Euler a cada uno de los subsistemas que integran nuestro
sistema, es posible llegar a un conjunto de ecuaciones diferenciales tanto para los grados
de libertad internos como asi también para los grados de libertad globales de un sistema.
Sin embargo, este enfoque introduce primero las fuerzas de restriccion y luego las elimina;
este hecho constituye una desventaja muy significativa a la hora de estudiar problemas
complejos utilizando los principios de Newton/Euler.

A pesar de estas desventajas, los principios de Newton/Euler constituyen un camino
eficiente a la hora de establecer las ecuaciones fundamentales que gobiernan los grados de
libertad externos o globales de un sistema. En cambio, para los grados de libertad internos
un enfoque de clase generalizado sera la mejor opcion, debido a la eliminacion implicita de
las fuerzas de restriccion por no efectuar éstas trabajo virtual.
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De acuerdo a la direccion y en base a desarrollos matematicos provistos por el
director de este trabajo final, Dr. Sergio Preidikman, se propone como regla operativa
atrayente derivar las ecuaciones de movimiento para los grados de libertad externos (o de
cuerpo rigido) via los métodos de Newton/Euler; y derivar las ecuaciones de movimiento
para los grados de libertad internos via Ecuaciones de Lagrange, generando de este modo
un sistema acoplado de ecuaciones hibridas de movimiento y condiciones de borde.

CAP Ill. MECANICA DEL SOPORTE

[11.1. DESARROLLO DE LA CINEMATICA DEL SOPORTE

Con el objetivo de vincular el modelo al tanel de viento, se fijara un soporte ctbico en la
parte inferior del tramo central del ala. EI primer paso es, entonces, describir la cinematica
de este soporte prismatico, el cual sera adherido posteriormente a la aeronave. Las
dimensiones del cubo se muestran en la [Fig. 26]:

|, /2

z

ARG

FIG. 26: DIMENSIONES DEL SOPORTE PRISMATICO (“CUBO”)

Este cubo se unira a su vez al piso de la camara del tunel a través de 12 conjuntos resorte-
amortiguador, ubicados en cada vértice del cubo tal como se muestra en la [Fig. 27].

La [Fig. 27] permite observar claramente que el “cero inercial” de nuestro sistema se
encuentra a una altura “l, /2" por sobre el plano horizontal definido por los resortes en su

posicién indeformada. En esta posicion (sin considerar la gravedad) el marco inercial N y
el marco fijo al cuerpo B coinciden.
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FIG. 27: SISTEMA DE VINCULACION DEL SOPORTE AL TUNEL DE VIENTO

FIG. 28: DEFINICION DE VECTORES POSICION PARA CADA VERTICE DEL CUBO

A continuacion, se definen los vectores posicion para cada vértice inferior del cubo con
respecto al origen del sistema de referencia inercial [Fig. 28] como:

229
R, =R, +r, (
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Cuya derivada respecto del tiempo es:

N . N . 230
d—(thVk:RVk:d—fR0+NcoB><rk:R0+N(;)B><rk (

Expresando la ecuacion [( 229] en el marco de referencia inercial se tiene:
(231
{Ructy ={Ro}y +[Cus J{ni}s
Cuya derivada temporal es:

:_?{RW}N :{RVK}N :’\(;_(tj{RO}N +[CNB]{N(’)B xrk}B :{RO}N +[CNB]{N(1)B Xl'k}B

(232

Donde [Cy ] es la matriz de rotacion que lee en B y devuelve en N, y {r, }_ es el vector

posicion del veértice k del cubo respecto a su centro de masa; estos vectores estan fijos al
cubo y permanecen, por lo tanto, invariables en el tiempo. Entonces:

{23
(234

. |Z A (235
5.-( o

{rily =—(%)&+(%]62 —('52)63 (236

Con el fin de simplificar la manipulacion algebraica se define el vectrix “r, B como

(233

sigue:

rnPB=U{rl}BH{rZ}BH{r3}BH{r4}BH e

De forma similar, se define también el vectrix “R,,__N > como:

Vnp

RN =[[{Rustu[1Rozha[Rosh Ry (s
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Con lo cual la ecuacion [( 231] se puede expresar como:

——
Py,
<
=
——
p=4
I

(R}, +[cNB]U'Exj61 _('Ey]ﬁz _('Ej b}

1.1.1. ANALISIS DEL VERTICE Ne°1

Se analizan los vectores posicion asociados al vértice N°1 del cubo [Fig. 29]:

A3

FIG. 29: ANALISIS VECTORIAL DEL VERTICE N°1
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En la [Fig. 29] se pueden apreciar los vectores “R ,;”, que ubican cada punto de amarre en

el tanel de viento respecto del origen del sistema inercial. Debido a que estos puntos de
amarre permanecen fijos durante el movimiento, los vectores R ,, no dependen del tiempo.

Es importante notar que la longitud “l; ” es la longitud inicial de cada resorte cuando el

marco de referencia B, ubicado en el centro de masa del cubo, coincide con el marco de
referencia N. Esta longitud puede diferir de “1. ”, que es la longitud del resorte

indeformado, y que para este caso serd igual para todos los resortes ya que todos los
resortes son iguales. Siguiendo el razonamiento anterior, se tiene que:

I, . I, ). ). (244
)4 | . (A (245
LY~ (L)s (L, R (246

A su vez, el vector “R,,;” (ver ecuacion [( 229]) que va desde el origen del marco inercial

hasta el vértice N°1 del cubo puede expresarse alternativamente como:

(247
Ry, =R+

(248
Rv1 = RAz +F

(249

Rv1 = RA3 + s

9% ¢ 2
r

Donde los vectores “r,,”, “r,,” y “r,,” representan la elongacion de los resortes unidos al
veértice N°1 del cubo, es decir los resortes 1,2 y 3 respectivamente. Despejando se obtiene:

(250

My = RVl_RAl
(251

Mo = RVl_RAZ
(252

rk:Rw_Rm
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Reemplazando [( 244], [( 245] y [( 246] en [( 250], [( 251] y [( 252] respectivamente se

arriba a:
I, (). ). (253
M =Ry, —| - 2+|01jn1_(2yjn2_(2]n3}

(254

I—yjﬁz—(l—zﬂo jﬁ3 (256
2 2 s
Reemplazando la ecuacion [( 240] en [( 253], [( 254] y [( 255] se obtiene finalmente:
o3 (k)
Fafy = 1Rojy T[Crel| | o [ o [P2=| 5 |5 |-
by ={Rol 1 ][ (Zj [zj 2 (256
I\ L, ) L)
R R R S

)~ I\~
y z
2 bz‘(zjbs} (25

Las ecuaciones [( 256], [( 257] y [( 258] muestran que la elongacion de cada resorte es
funcién de la posicién del centro de masa del soporte, las dimensiones del soporte y las
caracteristicas geométricas del soporte que une los resortes al tinel. Simbédlicamente, estas
ecuaciones se pueden expresar Como:

{rAi}N :{RVk}N _{RAi}N :{RO}N +[CNB]{rk}B _{RAi}N (29
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11.1.2. ANALISIS DEL VERTICE N°2

Del mismo modo se analizan los vectores posicion asociados al vértice N°2 del cubo [Fig.
30]:

6 X z
3
n1 i)’l 2
N 0 B
DZ // ___________ -
/,/ A4
rAG rA5
L
y R V. R "
— ﬁ V2 Ad /
z=0 3 ’//|O
\ ) R ‘ZL A,
| |
[ L7274 05
—l, 12 R 1'%
L A6 7/
-1, /2 A

FIG. 30: ANALISIS VECTORIAL DEL VERTICE N°2

Trabajando del mismo modo se obtienen entonces las expresiones de los vectores posicion

asociados a la elongacion de cada uno de los resortes unidos al vértice N°2 con respecto del
sistema inercial:

(260

(261
)~ N

y bz—('—Zjbs _

2 2 (262
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I11.1.3.  ANALISIS DEL VERTICE N°3
Del mismo modo se analizan los vectores posicion asociados al vértice N°3 del cubo [Fig.
31]:

FIG. 31: ANALISIS VECTORIAL DEL VERTICE N°3

Trabajando del mismo modo se obtienen entonces las expresiones de los vectores posicion
asociados a la elongacion de cada uno de los resortes unidos al vértice N°3 con respecto del
sistema inercial:

(263

(264

S (N R

65



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

I11.1.4.  ANALISIS DEL VERTICE N°4
Finalmente se analizan los vectores posicion asociados al vértice N°4 del cubo [Fig. 32]:

FIG. 32: ANALISIS VECTORIAL DEL VERTICE N°4

Trabajando del mismo modo se obtienen entonces las expresiones de los vectores posicion
asociados a la elongacion de cada uno de los resortes unidos al vértice N°4 con respecto del

sistema inercial:
r) = (R} +[Coa]l [ = |B,+[ - 62_['_2]63 -
MOIN N 2 2 2
| = I_X_|_| ﬁ + I_y ﬁ _ I_Z)ﬁ
2 0, |'11 2 2 2 3

= ool (5 o2 o (4B | "

(266
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() ={Ry). +[CNB]{—('§]51+(%62 ‘(%}63} -

La expresion simbdlica para cada uno de los {rAi}N puede obtenerse mediante el uso del

programa creado en Matlab “springs_extension.m” [Apéndice V]

[11.2. OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO DEL
SOPORTE

I11.2.1.  DEFINICION DE COORDENADAS GENERALIZADAS

Para obtener las ecuaciones de movimiento del cubo se utilizaron los principios de
Newton-Euler [( 126] y [( 175]. La eleccion de este enfoque por sobre las ecuaciones de
Lagrange, responde a la ausencia de restricciones, lo cual facilita el desarrollo y obtencién
de las ecuaciones de movimiento por esta via. Para ello, se definen primero las
coordenadas necesarias para especificar la configuracion del sistema; en este caso
coinciden con el nimero de grados de libertad de un cuerpo rigido en el espacio, es decir
seis. Estas son:

G, = ROl
q;, = Ro2
0 = Ry, (269

q,=w (1™ Rotacion)
g, =6 (2* Rotacion)
g6 =¢ (3 Rotacion)

La secuencia de rotacién utilizada para orientar el cuerpo rigido en el espacio es una 3-2-1
mediante los &ngulos w, 9, ¢ definidos anteriormente. Esta secuencia de rotacion presenta

una singularidad cuando el &ngulo &#=+7/2, y para la mayoria de las operaciones de
vuelo normales @ (llamado “angulo de cabeceo”) permanece con valores mucho mas
pequefios que estos ([7]). La matriz de rotacion para una secuencia 3-2-1 se obtiene
mediante el programa “rotation_matrix.m” del [Apéndice 1] y tiene la siguiente forma:

c(w)e(0) cy)s(p)s(0)-clo)s(y) slo)sly)+c(p)e(v)s(0)|
[Cuo]=| c(0)s(w) c(o)ey)+s(p)s(w)s(8) c(o)s(y)s(0)-cly)s(o)|
~s(9) c(0)s(e ¢(¢)c(0)

Donde: “s()=sen()”y “c()=cos()”
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[11.2.2. PLANTEO DE LAS ECUACIONES DE FUERZA (SIN

AMORTIGUAMIENTO)
Para obtener las ecuaciones de fuerza se utiliza la Segunda Ley de Newton. Si se le asigna
la masa “m,” al cubo, se tiene que:

.. Ng? (271
Y F=myR, :mFRO

Donde “ZF ” es el vector resultante de la sumatoria de todas las fuerzas que acttan sobre
el cubo, aplicadas en el centro de masa “Gy” del mismo. Luego:

{ZF m,g — ZH A. H (H Ai H i) (272

Donde “I.” representa la longitud del resorte indeformado; en este caso igual para todos
los resortes. Expresando [( 272] en componentes se obtiene:

DR 0
ZFz =My 0 (H Ai H i) e
Sone R

El programa “force cube.m” desarrollado en Matlab [Apéndice VI] permite calcular la
fuerza resultante sobre el centro de masa del cubo a partir de los desplazamientos del
centro de masa y los giros realizados por el mismo. Reemplazando entonces la ecuacion [(
273] en [(271] se obtiene la expresion final para las ecuaciones de fuerza:

0
mo (Ro )2 = mo 0 H ; H (H Ai H i ) (2r

111.2.3. PLANTEO DE LAS ECUACIONES DE MOMENTO
Para obtener las ecuaciones de momento se utiliza la Ec. [( 175], la cual, para este caso,
establece que:

[/ﬁIGJ{Nd)B}{N(;)B][/ﬁIGOJ{NmB}:{MGO} (75
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Donde “M; ” es el vector resultante de la sumatoria de todos los momentos que acttian

sobre el cubo, tomado con respecto a su centro de masa. Claramente, se puede observar
que el vector “Mg ” surge como resultado de haber trasladado todas las fuerzas al centro

de masa del cubo. Para obtener “M; ” es preciso entonces calcular el momento de la

fuerza que cada resorte ejerce sobre el cubo, con respecto al centro de masa del mismo.
Para ello se escribe:

M}, = 2(Cueli)

i-1 (276

9

{n} ) +Z([CNB ) {Fafy +
+Z([CN J{r:} ) Z([ e {0 ) {Fafy

i=7 i=10

Donde r,r,,r,,r,son los vectores posicion de cada uno de los vértices del cubo respecto

del centro de masa del mismo (ver ecuaciones [( 233] a [( 236]). Por su parte, la fuerza de
cada resorte es:

{FRi}N:_ {rAi}N k; (H{rAi}NHZ_Ii) 1=12,..,12 (217

Finalmente, las componentes del momento en el marco de referencia B son:

{MGO}B :[CBN]{MGO}N (278

El programa en Matlab llamado “moment cube.m” [Apéndice VII] permite obtener el
vector momento resultante actuando alrededor del centro de masa del cuerpo a partir de los
desplazamientos y giros del centro de masa del mismo.

Expresando el tensor “ °1; ™ en la base B:

. (12+17) 0 0
{*1], =M 0 (F+) o (27
0 0 (2+12)

y explicitando las componentes de [NGJB] , el miembro izquierdo de la ecuacion [( 275] se

expresa como:
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(1,2 +1,2) 0 0 Ne®
{Mq,}, 5™ 0 (12 +12) 0 N, ®
0 0 A2+ ]| Va® )
(280
0 _Na)aB Na)ZB (|y2 +|22)Na)lB
+2 "o® 0 NP EmO 12+,
—NU()ZB Na)lB 0 . (lxz +|y2)Na)SB .

[11.2.4.  OBTENCION DE LAS ECUACIONES CINEMATICAS

Para terminar con el desarrollo de las ecuaciones solo resta expresar las derivadas de los
angulos de Euler en funcion de las componentes de velocidad angular. Para ello se utiliza
el programa “angular_velocity rotation matrix.m” del [Apéndice Il]. Para una secuencia
de rotacion 3-2-1 se obtiene:

New® —sin(9) 0 1] (v
"ot =|cos(@)sin(p) cos(p) 016
Nw,? . Lcos(p)cos(6) —sin(p) 0] (¢

(281

Con el objetivo de explicitar las derivadas temporales de las coordenadas angulares se
invierte la relacion [( 281],

sin(¢) cos(¢)
% cos(0) cos(0) "o
0+=/0  cos(p) —sin(p) No,® (282
@| |1 sin(p)tan(@) cos(p)tan(d) || "w,® .

111.3. INTEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE
MOVIMIENTO DEL SOPORTE

[11.3.1.  ACONDICIONAMIENTO DEL PROBLEMA

A continuacion se describe un procedimiento para integrar numéricamente las ecuaciones
de fuerza y momento. Para ello, se debe primero reescribir el sistema de “n” ecuaciones
diferenciales de segundo orden como un sistema de “2n” ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden. Esta transformacion se realiza mediante la definicion de un
“Vector de Estado”, y la derivada del mismo:
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{Ra ), {Ra ),
{Re.f, Ro
Re f, Rety
v Y
o 0
4 . Q (283
TR TR
{Ref, {Re b,
R b Rety
[fer), ‘o,
o), "o},
o, o,

Donde:

{RO}N : se obtiene de la integracion de {Féo}N :

%

7
{0‘ : se obtiene a partir de {N mB}B usando la ecuacion [( 282]
{Ry}, : se obtiene de la ecuacion de fuerza [( 274]

N (i)B}B : se obtiene de la ecuacion de momento [( 275]

[11.3.2.  METODO PREDICTOR-CORRECTOR [14]
Consideremos el sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden:

(284

y=F[y®]

Las primeras n componentes del vector F representan las velocidades generalizadas y las
n restantes representan las fuerzas generalizadas divididas por sus correspondientes
inercias. En general las cargas dependen explicitamente de “y”, e implicitamente de la

historia del movimiento y de la aceleracién.
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En la ecuacion [( 284]  Fy®]={R[y®]F[y®], . F,[y®] . donde

y(®) =[ v, (), Y, ()., Y (t)]T e y()= %y(t) son todos vectores de dimension (2nx1).

A continuacion, se describen los detalles del esquema de integracién numérica empleado

[T3VELR

para obtener los valores del vector “y ”:

1. Se denomina t; = jAt al j-ésimo intervalo de tiempo, donde At es el paso de
integracion, tal que:

y =y(t;) e
yj :y(tj) (280
yj _FI =F[y(tj)] (287

2. Ent=t, (por ejemplo: t=0) se conocen las condiciones iniciales del problema:

y° =y(t,). Por lo tanto, haciendo uso de la ecuacion [( 284] se obtiene el valor de

(288

3. Ent = At se predice la solucién "y*, por medio del Método de Euler:

Pyl — yO +AtF0 (289

4. Luego, la solucion predicha, "y', se corrige mediante el Método de Euler
Modificado:
(290

4 At
k lyl:y0+?(kFl+Fo)

Donde “k ” es el nimero de iteracion, y

kFl:F(kyl) (291
lyl — pyl
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5. El paso anterior se repite de manera iterativa hasta que el error

1

gl = ||kt _k 1” (292
o0

y -y

Sea menor que el error de tolerancia prescripto ¢ .

Es preciso notar que en la ecuacién [( 292] se hace uso de la norma vectorial infinito, la

cual se define para un vector x =[x, (t), X, (t),..., xn(t)]T como:

— (293
[x]., = max|x|
1<n
Si e'>¢ entonces,
Kol kel 1 (294
y ="y
Kol _ kel (295
y ="y
Por el contrario, si e'<¢:
1 k+1,,1 (296
y ="y
-1 k+1,,1 (297
y ="y

6. En t, =2At se predice la solucion, "y, a través del Método Predictor Adams-
Bashforth de dos pasos.
At (298
Py? =yt +—(3F -F°
v =y )

7. La solucion predicha, "y*, es corregida mediante el uso del Método Adams-
Moulton de dos pasos:

k+l,,2 1 At 1 0 (299
=y +—(5"F +8F -F
y’ =y 12( )
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Donde:
kFZZF(kyZ) (300
8. El paso anterior se repite de manera iterativa hasta que el error
301
o2 — k+ly2 _ kyzuoO (
sea menor que el error de tolerancia prescripto ¢.
Si > ¢ entonces,
Ky 2 _ kil 2 (302
y ="y
k2 _ k+ly,2 (303
y ="y
Si e® <& entonces,
2 _ kily,2 (304
y ="y
22 k+ly,2 (305
y ="y

9. En t, =3At se predice la solucion, "y*, por medio del Método Predictor Adams-
Bashforth de tres pasos.
3_\y2 At 2 1 0 (306
Py =y +E(23F ~16F" +5F°)

10. La solucion predicha, "y*, es corregida mediante el uso del Método Adams-

Moulton de tres pasos:

k+l,,3 _ \,2 JA\ YR 2 1 0 (307
yi=y +£(9 F*+19F? —5F" + F°)

Donde:
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kF3 — F(kyS)

11. El paso anterior se repite de manera iterativa hasta que el error

e’ =

k+l,,3 _ k 3”
o0

y -y

sea menor que el error de tolerancia prescripto ¢.

Si e¥>¢ entonces:

ky,3 _ k+1,,3

ky,3 _ k+ly,3

Si e® <&, entonces por primera vez se evalla el Error de Truncamiento Local:

3 _ k3 1,3

e y -y
Luego se establece:
y3 — k+ly3
y3 — k+1y3

Y a continuacion se procede con el computo de la respuesta en t, =t, + At.

(308

(309

(310

(311

(312

(313

(314

12. En t,,t,,t.... (por ejemplo: t = 4At,5At,6At,...) se predice la solucion mediante el

Método Predictor-Corrector Hamming’s modificado de cuarto orden. La solucién

predicha Py’ se obtiene mediante la siguiente ecuacion,

Py :yj‘4+%At(2FH—F"‘2 +2F)
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13. Luego, "y’ se corrige mediante el uso del Error de Truncamiento calculado en el
paso anterior:

1yj — pyj +%ej‘l (316

donde 'y’ se conoce como “modified-predicted solution”

14. La solucion obtenida en el paso anterior es corregida mediante la ecuacion de

correccion:

) 1 - . ) . . (317

k+ly,j _ — -1 \,i-3 ki il gi-2

y _8[9y y® + 3L (I 2R - FI?) |
donde:

ij=F(kyj) (318

15. El paso anterior se repite de manera iterativa hasta que el error
el = k+1yj_kyjH (319

sea menor que el error de tolerancia prescripto .

16. Se calcula nuevamente el Error de Truncamiento Local, el cual es computado
como se menciond anteriormente.

9 (k+1yj _ pyj) (320

el=—
121

(13421

17. Finalmente, la solucion para el paso “j” es:

i kil Al (321

y'="y'-¢
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18. Para computar la solucion en el préximo paso, tj+l = tJ. + At se establece:

yit oyl (322
Y oy (323
yi oyt (324
yitoyl (325
ol _ gl (326

Luego, se vuelve a la ecuacion [( 315]. Uno puede repetir los pasos [( 315] al [( 326]
cuantas veces desee.

I11.4. SIMULACION EN MATLAB: MOVIMIENTO DEL SOPORTE

El paso posterior a la implementacion del integrador es verificar y validar el codigo
desarrollado, ver [Apéndice VIII].

Es importante aclarar que en cada caso se graficard la historia del movimiento de las
siguientes variables:

e Componentes del vector desplazamiento del centro de masa del cubo en el marco
R,
inercial N: {Ry} =R,
R03 y
v — 3—Rotacion
e Angulos de Euler: & — 2 —Rotacion
@ —1—Rotacion

e Componentes del vector fuerza resultante sobre el centro de masa del cubo, en el

2R
marco inercial N: {D" F} =1>"F,

2R,
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e Componentes del vector momento resultante alrededor del centro de masa del cubo,

2M,

en el marco de referencia fijo al cuerpo B: {° M}B =1>'M,

2M. ],

Los pardmetros de integracion utilizados para las pruebas seran:

e Paso de Integracion: Dt = 0.0001
e Error de Convergencia Admisible (Prescribed Error Tolerance): =107

Propiedades del Sistema:

m,=1; I,=1; 1, =1;1,=1;1=10; I, =10 i=12,..,12 (327

X

Se utilizaran estos parametros a menos que se indique lo contrario.

I11.4.1. CAso DE ESTUDIO N°l1
Para este caso de estudio se utilizan las siguientes condiciones iniciales:

{Rohy =(@0.0); Ry} =(O:00); {wibip} =(,0,0); {0} =(@:0,0) (2

Donde las constantes de rigidez de los doce resortes que componen el sistema bajo estudio
son especificadas por medio de un vector de dimension 12x1 con los siguientes valores:

(329

k; =[0;0;1;,0;0,1,0;0,1,0;0;1]
Esta combinacion de valores para los k; activan solamente los resortes verticales.

En la [Fig. 33] se presenta la evolucion temporal de: {RO}N y{z//;e; go}T, mientras que en

la [Fig. 34] se muestra el grafico de: {FGO}N (fuerza actuante en el centro de masa del

cubo, expresadas en el marco inercial N) y {MGO}B (momento alrededor del centro de

masa del cubo, expresadas en el marco de referencia fijo al cuerpo B) en funcion del
tiempo. Al observar la [Fig. 34] se puede apreciar que la Unica componente de fuerza
ditinta de cero es F3 (componente de fuerza en direccion vertical), lo cual es correcto;
mientras que el momento permanece nulo.
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FIG. 33: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°1
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FIG. 3¢: COMPONENTES DE FUERZA'Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°1

Con el objetivo de validar la formulacion desarrollada y la correcta implementacién del
integrador numérico se condujeron dos pruebas que consisten en comparar la posicion de
equilibrio estatico y el periodo de oscilacion del sistema obtenidos numeéricamente contra
resultados calculados analiticamente. En la [Fig. 35], que muestra la primera porcion de la
[Fig. 33] se puede apreciar claramente que el cubo de masa m = 1 oscila alrededor de R03
= -2.453, valor que coincide con el valor calculado en forma analitica mediante la siguiente
formula,
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myg 1[kg].(—9,81{$D (330
=09 = —2.4525[m]

0 '
— _2
£ 1--2>| z, = -2.4526 J
&
E -4

ErrorRelativo:  £=0.004%
6 1
0 20

FIG. 35: CUANTIFICACION DEL ERROR RELATIVO EN LA POSICION DE EQUILIBRIO ESTATICO

Por otro lado, el periodo de oscilacion de la respuesta numérica [Fig. 36], que muestra la
primera porcién de la [Fig. 33], permite visualizar que también coincide con el calculado

en forma analitica:

2r 2x 27
TIs1= 22 = - -
ls] fo |4k {{ND 7ls] (331
m m
1[kg]

RO3()[m}

Error Relativo: £=0.002%

(_'Q i
1
0 - I
-2 O

FIG. 36: CUANTIFICACION DEL ERROR RELATIVO EN EL PERIODO DE OSCILACION

I11.4.2.  CAsO DE ESTUDIO N°2
En esta subseccion, a diferencia de la anterior, se activan todos los resortes (

ki =[11111112%1111]), conservando las mismas condiciones iniciales y parametros de
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integracion. En la [Fig. 37] y [Fig. 38] se presentan graficos de los desplazamientos/giros y
componentes de fuerza y momento resultantes sobre el centro de masa del cubo en funcion
del tiempo, mientras que las [Fig. 39] y [Fig. 40] muestran la primera porcion de la [Fig.
37] y [Fig. 38] (de 0 a 10 seg.) con el objetivo de visualizar con mayor detalle el
comportamiento de la respuesta del sistema.
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FI1G. 37: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°2
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FI1G. 38: COMPONENTES DE FUERZA'Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°2
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Se puede apreciar que la simulacion inicia bien, pero luego de un tiempo, por alguna razon
el método termina divergiendo. A continuacion se muestra una primera porcion de la [Fig.
37] y [Fig. 38] (de 0 a 10 seg), donde se puede ver:
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FIG. 39: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°2 (ZOOM)
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FIG. 40: COMPONENTES DE FUERZA Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°2 (ZOOM)

El la [Fig. 40] se puede apreciar como las componentes de momento sufren pequefias
oscilaciones asociadas a la acumulacion de errores de segundo orden, los cuales se van
acumulando hasta hacer divergir la simulacion. Otra de las posibilidades para anular este
error es disminuir el paso de integracion, sin embargo esta alternativa tampoco funciond.
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Analizando entonces las fuerzas y momentos se obtienen conclusiones importantes.
Considerando el [Caso de Estudio N°1] se puede apreciar que para una posicion dada, por

ejemplo {R,}, ={0;0;-4}", se obtiene una fuerza resultante de {F; } ={0;0;6.2}", y un

N

momento resultante de: {MGD} {0; 0; 0}T y como consecuencia el [Caso de Estudio N°1]

B p—tl

funciond bien. Sin embargo, si se considera la posicion {R,}, ={0;0; —4}T en el [Caso de

Estudio N°2] en donde estdn activados todos los resortes, se obtiene que
T 16 “16.A\"

{FGO}N ={0;0;8.5} lo cual es correcto, pero {MGO} {2.2><10 ;4.4x10 ;0} lo cual es

B

incorrecto ya que las componentes de momento deberian ser todas nulas; se trata de un
error numérico de la computadora. Se infiere entonces que como producto del error
numérico de la computadora asociado a los efectos de segundo orden se genera una
pequefiisima cantidad de movimiento angular, la cual se sigue acumulando a través de los
sucesivos pasos de integracion sin que el integrador pueda anularlo, hasta que en un algun
instante crece hasta hacer divergir la simulacion. Se reconoce a éste como el origen del
problema, el cual se debera solucionar.

111.43. CAsO DE ESTUDIO N°3

Utilizando las mismas condiciones iniciales y parametros de integracion de los casos
anteriores, con gravedad activada, pero activando ahora solamente los resortes horizontales
en direccion “1” o también llamada direccién “X”, es decir: k. =[1;0;0;10;0;1;0;0;10;0],
se efectlia una corrida en Matlab y se obtiene:
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FIG. 41: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°3
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FIG. 42: COMPONENTES DE FUERZA'Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°3

Al observar las [Fig. 41] y [Fig. 42] se puede apreciar que la simulacion fue correcta y no
se presentaron los inconvenientes del [Caso de Estudio N°2]. Analizando las fuerzas y

momentos para {R,}, =(0;0;—4)" , se obtiene una fuerza resultante de

{Fs,}, ={0:0;-8.66}', y un momento resultante de: {Mg | ={0;0;0}" lo cual es correcto

B p—tl
para este caso.

I11.4.4.  CAsO DE ESTUDIO N°4

Utilizando las mismas condiciones iniciales y parametros de integracion, pero activando
ahora solamente los resortes ubicados en direccion “2” o también llamada direccion “Y”,
es decir: k; =[0;1;0;0;10;0;10;0;10], y efectuando una corrida en Matlab se obtienen los

mismos graficos de la [Fig. 41] y [Fig. 42], lo cual es correcto.

I11.4.5.  CAsSO DE ESTUDIO N°5

Utilizando las mismas condiciones iniciales y parametros de integracion del caso anterior,
pero activando ahora los resortes ubicados en direccion “1” (direccion “X”) y direccion
“2” (direccion “Y”), es decir: k; =[1,1;0;1,10;1,10;110], se obtiene:
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FIG. 43: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°5

Tal como ocurrié en el [Caso de Estudio N°2], se puede apreciar que la simulacion vuelve
a divergir. Al analizar las fuerzas y momentos para{R,} =(0;0;—4)", se puede preciar

que la fuerza resultante es {FGO}N:{O;O;—ISZ}T , 'y el momento resultante es

{MGO}B ={—1-1><10_16;—2.8><10‘16;O}T lo cual es incorrecto ya que las componentes de

momento deberian ser todas nulas; se trata de un error numérico de la computadora. Este es
el origen del problema, el cual se intentara solucionar.

[11.4.6. CAsO DE ESTUDIO N°6
A continuacién se describe una pequefia modificacion realizada en el cddigo

computacional. Se identifica como {MRi}B al momento que cada resorte individual ejerce
alrededor del centro de masa del cubo.

Hasta ahora se sumaba directamente la contribucién del momento que ejerce cada resorte
para obtener el momento resultante, es decir:

{MGO}B:{MRl}B+{MR2}B+-..+{MR12}B (332
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En cambio ahora se propone sumarlos por separado, es decir los resortes horizontales
ubicados en direccion “X” por un lado, los resortes horizontales en direccion “Y” por el
otro y los resortes verticales por el otro:

{Mai o =Mt +{Mea | +{Mgyr by +{Meyo |, o
{Ma fo ={Meo fy +{Mgs | +{Mgg f; +{Mgy f, >
Mgy g ={Mgs g +{Mgs g +{Mgo g +{Meys J, >
Y luego finalmente se procede a sumarlos para obtener el momento resultante:
(336

{MGO}B = {Ma f5 +{May g+ {Ma J

Programando esto en Matlab, se procede a efectuar una prueba idéntica al [Caso de Estudio
N©2], es decir con todos los resortes activados:

_ 05} . 05} -
E‘ o
Z 0 . = 0 1
5 5
= st . 05} -
-1 1 i 1 L L =) L 1 1 i f
0 20 40 B0 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
t[s] t[s]
1 1
_ 05} . 05} -
£ 5
= . = 0 -
a D
T ost 1 05t |
9 L 1 1 L L =) L L L 1 1
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
t[s] t[s]
0 1
2 | _ 05F i
= o
& = 0 J
=] i =
“‘ 05} -
B L 1 1 L L ) L L ! 1 L
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
t[s] t[s]

FIG. 44: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N%
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FIG. 45: COMPONENTES DE FUERZA'Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°6

Al observar las [Fig. 44] y [Fig. 45] se puede apreciar que la simulacion fue correcta, con
lo cual se superaron los inconvenientes que se habian presentado en el [Caso de Estudio
N°2]. La calve estuvo en el hecho de sumar por separado las contribuciones de los distintos
resortes. En un analisis mas detenido se puede apreciar que para este caso particular en
todo momento se cumple que:

{MR]-}B‘ :‘{Mm}s‘ :‘{Mm}s

{MRZ}B‘:‘{MR5}B‘ :‘{MRS}B

{MR3}B‘ z‘{MRG}B‘z‘{MRQ}B

{MRIO}B

{Mey by

{Mmz}e

(337

(338

(339

Es decir que para este caso en particular los momentos que se sumaron por separado tienen
los mismos valores absolutos, y al ser de distinto signo se anulan directamente sin error
numérico asociado. Entonces las ecuaciones [( 337], [( 338] y [( 339] sblo son validas para
este caso en particular, y al variar las condiciones iniciales del problema, por ejemplo con
un giro inicial alrededor de cualquier eje esto ya no sera mas valido, y el error numérico
volvera a aparecer. Veamos el siguiente ejemplo.
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I11.4.7.  CAsO DE ESTUDIO N°7
Para demostrar lo dicho en el parrafo anterior se procede a analizar el siguiente caso:

Condiciones Iniciales:

{Ry}, =(0;0,0)

{Ro},, =(0;0,0)"

{w:6; go}T =(0;10;0)" ; (Estos es: Cubo rotado 10° alrededor del eje 2)

{NmB}B =(0;0;0)"

Y con los siguientes datos:

m=1; L, =1; I,=1;1,=1;1,=10; |, =10 i=12,..,12

0 X

ki =[11,1,1;,1;1;1;1;1;1;1;1], es decir todos los resortes activados.

Al correr el programa en Matlab, con solo simular 40 seg. se obtiene:
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FIG. 46: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°7
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Tal como se menciono6 anteriormente, el problema aparece nuevamente. Para este caso la
solucién propuesta no funciona, ya que cambiaron las condiciones iniciales. Esto implica
que la igualdad de valores absolutos de los momentos no se cumple.

111.4.8. CAsoO DE ESTUDIO N°8
Para el problema del [Caso de Estudio N°7], es decir, con un giro inicial de 10° alrededor
del eje 2, es posible demostrar que:

[(Meao[ =M}
(Mefy|=[(Mas (s
[Mes o] =[{Meas}| (0
[(Me )| =[Mes}| (st
(M| =[(Me )|

(345

‘{MRG}B‘:‘{MRg}B‘

Por lo tanto, se propone sumar por separado, cada uno de estos momentos; y luego
finalmente se procede a sumarlos para obtener el momento resultante:

{MGO}B = {MRHXl}B +{MRHX2}B +{MRHY1}B +{MRHY2}B +{MRV1}B +{MRV2}B (3

Se programa esto en Matlab, y se procede a efectuar una prueba idéntica a la del [Caso de
Estudio N°7], es decir con todos los resortes activados:
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FIG. 47: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°8

Al observar la [Fig. 47] se puede apreciar que el problema observado en la [Fig. 46] del
[Caso de Estudio N°7] persiste para este caso a pesar de haber modificado el cddigo. Si se
analiza lo que esté ocurriendo con las fuerzas y momentos durante los primeros 10 seg. se

puede ver que:

F1(t)
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-16
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05
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05

t[s]
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FIG. 48: COMPONENTES DE FUERZA Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°g (ZOOM)

90



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

En la [Fig. 48] se puede apreciar que si bien se ha logrado anular los errores de los
momentos M1y M3, se ve que ahora aparece un error en el calculo de las fuerzas, y por lo
tanto este error es el que termina produciendo que la simulacion diverja.

Para observar esto méas en detalle se ve que si se toma por ejemplo el mismo problema del
[Caso de Estudio N°8] para una posicion real dada, por ejemplo {R,}, =(0.05;0;-5)", se

obtiene un momento resultante de: {MG } {0;1.38; O}T lo cual es correcto, pero la fuerza

OB_

resultante es de {F; } {0.112;—2.22><10’2°;14.4}T, lo cual es incorrecto ya que la

N
componente de la fuerza en direccion del eje 2 deberia ser nula; se trata de un error
numerico de la computadora. Entonces se concluye que como consecuencia del error
numerico de la computadora asociado a los efectos de segundo orden se genera una
pequefiisima cantidad de movimiento lineal, el cual se sigue acumulando a través de los
sucesivos pasos de integracion sin que el integrador pueda anularlo, hasta que un algun
momento crece hasta tal punto de hacer divergir la simulacién. Del mismo modo en que se
trabajo con los momentos, si se suman aquellas fuerzas de los resortes que poseen igual
valor absoluto, el error desaparecera y la simulacion no divergira.

111.4.9.  CAso DE ESTuDIO N°9

Se realiza la misma prueba anterior, es decir con un giro inicial de 10° alrededor del eje 2,
pero modificando el codigo de Matlab mediante la incorporacion de una “estructura
alternativa”, aplicada tanto a las componentes de fuerza como asi también a las
componentes de momento resultante alrededor del centro de masa del cubo. La
modificacion serd la siguiente:

k=123

()

FIG. 49
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FIG. 50
El resultado obtenido fue el siguiente:
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FIG.51: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°9
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FIG.52: COMPONENTES DE FUERZA'Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°9

Al observar la [Fig. 51] se ve que la simulacion vuelve a divergir; en la [Fig. 52] se puede
apreciar que si bien ahora se han anulado aquellos errores asociados a las componentes de
fuerza y momento nulas, no se pudo solucionar el error asociado a aquellas componentes
de fuerza y momento que debido al propio movimiento del cuerpo no permanecen nulas en

la simulacion, es decir: F1y M2.

[11.4.10. CAso DE EsTuDIO N°10
Se lleva a cabo la misma prueba anterior, es decir con un giro inicial de 10° alrededor del
eje 2, pero utilizando ahora los distintos integradores que provee Matlab. Entre los
distintos integradores que existen se prueban los siguientes:

Solver Tipo de Problema
ode45 Nonstiff
odel5s Stiff
0de23s Stiff

odel5i Implicit Stiff

En primer lugar se utiliza el integrador clasico de Matlab “ODE45”: se trata de un esquema
que predice con un Runge-Kutta de orden 4%, y corrige con una Runge-Kutta de 5° orden.
Se aplica a problemas que presentan un comportamiento no rigido “Nonstiff”.
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FIG.53: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°10 (ODEA45)

Se prueba también con el integrador “ODE15S”, especialmente utilizado para la resolucion

de problemas rigidos “Stiff”:
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FIG.54: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°10 (ODE15S)
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Se utiliza ademés el integrador “ODE23S”, empleado para la resolucion de problemas

f~1 (13 H 9%
rigidos “Stiff”:
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FIG.55: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°10 (ODE23S)

Finalmente se prueba con el integrador implicito de Matlab para problemas rigidos,
“ODE151”; para lo cual fue necesario efectuar ciertas modificaciones al cdédigo para

convertirlo en un problema implicito:
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FIG. 56: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°10 (ODE15I)

95



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

Vemos que ninguno de los integradores de Matlab utilizados pudo resolver el problema
propuesto.

I11.4.11. CAso DE EsTuDIO N°11

Se llevan a cabo las mismas simulaciones que no funcionaron para Matlab, pero usando
FORTRAN-90, el cual posee mayor precision y velocidad de calculo. En una primera
prueba se considera el problema que fue analizado en el [Caso de Estudio N°2] y también
en el [Caso de Estudio N°6], el cual consiste en analizar la oscilacion del cubo debido
solamente al efecto de la gravedad (es decir, con condiciones iniciales nulas) y con todos
los resortes activados. Al simular 100 seg. se obtiene:
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= s s L L i L L L L
o 20 40 60 80 100 a 20 40 60 80 100

yit)
o

RO3()

L s L L s L L L
o 20 40 60 80 100 a 20 40 60 80 100

FIG.57: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°11

Al comparar los gréficos obtenidos en la [Fig. 57] con lo obtenido en la [Fig. 44] se puede
ver gue se trata exactamente del mismo resultado.

[11.4.12. CAso DE ESTUDIO N°12

En una segunda prueba del cédigo en FORTRAN-90 se analiza el mismo problema que fue
estudiado en el [Caso de Estudio N°7], es decir, con un giro inicial de 10° alrededor del eje
2 (eje “Y”). Se obtiene luego de simular 15 seg:
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FIG.58: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°12

Para este caso, al igual que ocurre en el [Caso de Estudio N°7] la respuesta diverge pero de
una forma todavia méas abrupta, ya que se puede observar como el angulo 6(t) aumenta
exponencialmente sin oscilar.

[11.4.13. CAso DE EsTuDIO N°13

Al igual que lo observado en los casos de estudio expuestos anteriormente, si al soporte
prismatico se le establece un giro inicial de 10° alrededor del eje 2, la simulacién diverge
tanto usando MATLAB como FORTRAN-90. Este hecho nos lleva a analizar una nueva
arista del problema, la cual consiste en estudiar la relacion existente entre la masa del cubo
y la rigidez de los resortes.

Cuanto mayor sea la relacion masa/rigidez del sistema, las deformaciones serdn mayores y
por lo tanto la no linealidad del sistema sera mayor, incrementando el error de calculo.

Para corroborar esto se utiliza el integrador programado en MATLAB, reduciendo la masa
“m” del cubo am =0.1, y se realiza una nueva simulacion con 6(t=0) = 10°:
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Con lo cual se obtiene:
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FIG.59: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°13 (M=0.1)
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FIG. 60: COMPONENTES DE FUERZA'Y MOMENTO RESULTANTES: CASO DE ESTUDIO N°13 (M=0.1)

Al observar las [Fig. 59] y [Fig. 60] se puede apreciar que la simulacion fue correcta. La
[Fig. 61] muestra la primera porcion de la [Fig. 59] (de 0 a 10 seg) con el objetivo de
visualizar con mayor detalle el comportamiento de la respuesta del sistema.
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FIG. 61: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°13 (ZOOM) (M=0.1)

I11.4.14. CAso DE ESTUDIO N°14

Para la misma prueba, es decir si al soporte prismatico se le establece un giro inicial de 10°
alrededor del eje 2, se analiza qué es lo que va ocurriendo a medida que la masa “m” del
cubo se va incrementando desde m = 0.1, tal como se vio en el [Caso de Estudio N°13] que
no diverge, hasta m = 1, tal como se pudo apreciar desde el [Caso de Estudio N°7] hasta el
[Caso de Estudio N°12] que si diverge. Para una masa m = 0.5 se ve que, aunque la
respuesta no diverge, comienzan a manifestarse problemas ya que la oscilacion comienza a

efectuarse con valores de |6’| <11°, lo cual carece de sentido, ya que estas oscilaciones no

deberian sobrepasar |6|=10°
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FIG. 62: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°14 (M=0.5)
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Para una masa m = 0.7 se puede observar que la respuesta no diverge, sin embargo se
aprecian oscilaciones para el angulo 6(t) que alcanzan valores cercanos a 40° lo cual
carece de sentido.
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FIG. 63: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°14 (M=0.7)

Para una masa m = 0.8 se ve que la respuesta diverge:
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FIG. 64: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°14 (M=0.8)
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111.4.15. CAso DE ESTUDIO N°15

Para este caso se adopta la misma configuracion anterior (es decir, una condicion inicial
que le impone al cubo un giro de 10° alrededor del eje 2) y una masa m = 1, pero se utiliza
un valor nulo para la constante de aceleracion de la gravedad, g = 0. Luego de llevar a cabo
una simulacion numérica de 300 seg. se puede observar que:
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FIG. 65: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°15 (M=1, G=0, Z0=0)

Si se aumenta la masa 10 veces més, es decir m = 10, manteniendo g = 0, se ve que la
simulacién tampoco diverge:
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FIG. 66: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO Ne15 (M=10, G=0, Z0=0)
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Si se mantiene la condicion de giro inicial de 10° alrededor del eje 2, y se la combina con
un desplazamiento inicial {R,} =(0;0;-5)", para una masa m = 1, manteniendo g = 0,

luego de llevar a cabo una simulacion numérica de 300 seg. se puede observar que la
respuesta vuelve a divergir:
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FIG. 67: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°15 (M=1, G=0, Z0=-5)

Si se considera ahora una masa m = 0.1, pero con {R,} =(0;0;-0.5)" y con

{1//; o, (p}T =(0;10;0)" , manteniendo g = 0, se ve que la respuesta no diverge:
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FIG. 68: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°15 (M=0.1, G=0, Z0=-0.5)
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Pero si con la misma masa m = 0.1, se impone una condicién inicial {R,} =(0;0;-5)" y

con {1//; o, go}T =(0;10;0)" , manteniendo g = 0, se ve que la respuesta vuelve a divergir:
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FIG. 69: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°15 (M=0.1, G=0, Z0=-5)

Se puede concluir entonces que existe una intrincada relacién entre los desplazamientos y
rotaciones que experimenta el cuerpo. A medida que estos desplazamientos y/o rotaciones
crecen en magnitud, los errores numéricos acumulados durante el proceso de integracion
numérica se incrementan indefinidamente causando la divergencia de la solucion,
independientemente del valor de la masa y rigidez del sistema.

Como se ha podido apreciar a lo largo de cada uno de estos casos de estudio tratados, tanto
el integrador predictor-corrector [14] , como los integradores que provee Matlab,
presentaron problemas a la hora de integrar las ecuaciones de movimiento.

Esto se debe a que el uso de integradores numéricos de propdsito general para la solucién
de las ecuaciones de movimiento provenientes de una dinamica hamiltoniana conduce a
errores tales como la no conservacion de las integrales de movimiento del sistema y la
aparicion de inestabilidades numéricas en la propagacion, haciendo que éste se mueva por
trayectorias no fisicas, espacialmente en casos de sistemas dindmicos no lineales como
éste.
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[11.5. INCORPORACION DE AMORTIGUADORES

I1.5.1. DESARROLLO DE LAS NUEVAS ECUACIONES DE FUERZA CON

AMORTIGUAMIENTO
Antes de pasar a la proxima etapa de este trabajo es preciso efectuar una serie de pruebas
con amortiguamiento. Para ello se incorpora al modelo original, 12 amortiguadores lineales
ubicados en las mismas posiciones que los resortes. Para poder llevar a cabo el desarrollo
de las ecuaciones, se recuerda en principio, la ecuacion [( 259], la cual expresa:

{Fai by = {Rwjy —1Ra :[{RO}N +[CNB]{rk}B]_{RAi}N

La derivada temporal de {rAi}N hecha por un observador fijo al sistema newtoniano, es
decir la velocidad del vértice “k” del cubo, es,

Nd Nd Nd (347
E{rAi}N :E{RVK}N _E{RN}N

Teniendo en cuenta que la distancia entre el origen del marco de referencia newtoniano y
el punto de amarre de los resortes y amortiguadores al tinel de viento no varia, entonces

N
d {R4}, =0, con lo cual se obtiene:

dt
Nd Nd
E{rAi}N :E{RVK}N =
Nd (348
:E[{RO}N +[CNB]{rk}B:|:
g,

- dt {RO}N +E{rk}s +{Na)B}B X{rk}B

B
. - . d
Teniendo en cuenta de que el cubo es un cuerpo rigido, la derivada o {rk}B =0, conlo

cual la ecuacion [( 348] se reduce a:

by = Ry}, +{ "), xin,

(349

Con el objetivo de expresar todos los términos en el mismo sistema (newtoniano) se hace
uso de la matriz de rotacién [Cyg], es decir:
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i =Ry}, e[ (o), <), o

La fuerza efectuada por cada amortiguador es:

—_ {Fa N_d r (351
= S

Finalmente, se reemplaza la ecuacion [( 351] en la ecuacién [( 274], y se obtiene una nueva
expresion para las ecuaciones de fuerza con amortiguamiento:

] -nfs]

(%) -0,

i)y ()

111.5.2. CAsoO DE EsTuDIO N°16
Para este caso de estudio se asumen condiciones iniciales nulas, es decir:

(353

{Ro}, =@0,0)"; {Ry} =(0:00; {w:b0) =(©:0,0]; {"w°} =(0:0,0)"

Y con los siguientes datos:

m=01; I,=1; I,=1;1,=1;1,=10; |, =10 i=12,..,12 (354

Las constantes de rigidez de los doce resortes que componen el sistema bajo estudio son
especificados por medio de un vector de dimension 12x1 con los siguientes valores:

(355

ki =[L1L111L1L511511]
Esta combinacion de valores para los k; activa todos los resortes.

Ademas, las constantes de amortiguamiento de los doce amortiguadores que componen el
sistema bajo estudio son especificadas por medio de un vector de dimension 12x1 con los
siguientes valores:

(356

C. =[0.01;0.01;0.01,0.01,0.01;0.01;0.01,0.01;0.01;0.01;0.01,0.01]

Esta combinacion de valores para los C; activa todos los amortiguadores.
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FIG.70: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°16

I11.5.3.  CAso DE ESTUDIO N°17

Se efectla una segunda prueba con amortiguamiento; se le impone al cubo un giro inicial
de 10° alrededor del eje 2, con masa m = 0.1, y con todos los resortes y amortiguadores
activados:
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FIG. 71: DESPLAZAMIENTOS Y GIROS: CASO DE ESTUDIO N°17
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A través de estos sucesivos casos de estudio con amortiguamiento se ha podido observar
como se ha logrado amortiguar de manera adecuada la respuesta dinamica del sistema sin
que se produzca divergencia de la simulacion.

CAP V. DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO DEL VEHICULO

IVV.1. DESARROLLO DE LA EXPRESION DE ENERGIA CINETICA DEL
MODELO COMPLETO

IV.1.1. MODELO DE ANALISIS
El modelo completo estara conformado por 4 cuerpos rigidos, tal como se puede apreciar
en la [Fig. 72], ellos son:

Cuerpo “0”: Se trata de un cuerpo “fantasma”, el cual se esquematiza con una forma
indefinida, pero que en la practica constituira el soporte prismatico que ira adherido al
intradds del tramo central de ala. La dindmica de este soporte ya fue desarrollada a lo largo
de todo el capitulo anterior.

Cuerpo “1”: Es el tramo central del ala, en cuya parte inferior se encuentra adherido el
soporte prismatico (Cuerpo “0”).

Cuerpo “2”: Es el tramo derecho del ala, el cual se encuentra articulado con el tamo central
por medio de una unidn tipo bisagra, con una cierta rigidez asociada al giro.

Cuerpo “3”: Es el tramo izquierdo del ala, el cual se encuentra articulado con el tamo
central por medio de una unién tipo bisagra., con una cierta rigidez asociada al giro.

FIG. 72: INDENTIFICACION DE CADA UNO DE LOS CUERPOS RIGIDOS QUE COMPONEN EL
SISTEMA
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IV.1.2. COORDENADAS GENERALIZADAS

Se inicia por definir el sistema de coordenadas generalizadas del modelo, el cual posee los
6 grados de libertad propios de un cuerpo rigido, mas dos grados de libertad adicionales
asociados al giro de los dos tramos extremos de ala. Estas seran:

0, = R01
q, = R02
G5 = R,
q,=w (1" Rotacion) (357

0, =6 (2* Rotacion)

g =¢ (3* Rotacion)

g, =a (Rotacion del Tramo Derecho de Ala)
g, =/ (Rotacion del Tramo Izquierdo de Ala)

Tal como se puede observar en la [Fig. 73] se identifican también los 5 marcos de
referencia necesarios para poder definir la cinemaética del vehiculo:

Marco N: Marco de referencia Inercial o Newtoniano
Marco B: Marco de referencia fijo al cuerpo “0”, es decir fijo al soporte prismatico.
Marco E: Marco de referencia fijo al cuerpo “1”

Marco F: Marco de referencia fijo al cuerpo “2”

Marco G: Marco de referencia fijo al cuerpo “3”

FIG. 73: MARCOS DE REFERENCIA ESCOGIDOS
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IVV.1.3.  DEFINICION DE VECTORES
Para efectuar los célculos de energia cinética, se debe elegir primero una nomenclatura
adecuada. Para ello se define:

R : Vector posicién de cualquier punto del sistema respecto del origen del marco de
referencia inercial N.

[13%2]

R,: Vector posicion del centro de masa del cuerpo “i” respecto del origen del marco de

referencia inercial N.

r; . Vector posicion del centro de masa del cuerpo “j” respecto al centro de masa del

€699

cuerpo “i”.

ry; - Vector posicion del punto de articulacion del cuerpo “j” con el “i” respecto del centro

[13%3]

de masa del cuerpo “i”.

ry; - Vector posicion del centro de masa del cuerpo “j” respecto del punto de articulacion

€699

del cuerpo “j” con el

I3
1.

r : Vector posicion de cualquier punto de un cuerpo respecto a su centro de masa.

Toda la nomenclatura establecida puede verse resumida en la [Fig. 74]:

FIG. 74: DEFINICION VECTORIAL DEL PROBLEMA
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1IV.1.4. CALcuLO DE ENERGIA CINETICA

IV.1.4.1. ENERGIA CINETICA CUERPO “0”
Para escribir la energia cinética de este cuerpo, se utiliza la definicion de energia cinética
dada por:

T, == [ReRdm (359
0 2 ?

Al observar la [Fig. 74] se ve que el vector posicion R de cualquier punto del cuerpo “.%”
respecto del origen del marco de referencia inercial N, se puede obtener como:

R=R,+r (859

Donde:

R : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo . respecto del origen del marco de
referencia inercial N.

R, : Vector posicion del centro de masa del cuerpo ““.4” respecto del origen del marco de
referencia inercial N.

r : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo ““ 4 respecto a su centro de masa “G,”

Derivando la ecuacion [( 359] respecto al tiempo se obtiene:

N N N N N B
R:—dR:—d(R0+r):—dR0+—dr:—dR0+ O NPy (3%
dt dt dt dt dt dt

B
Pero Er =0 porque el vector “r” esta fijo al cuerpo .4 entonces la ecuacion [( 360]

se reduce a:

N

R:—tR:RO+Nwar (3ot

Multiplicando escalarmente la ecuacion [( 361] por si misma se obtiene:

R-R:RO-RO+2R0-(N(onr)+(NmB><r)-(N(oB><r) (302
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La energia cinética “T " se puede escribir entonces como:

:—IR ‘R odm+— ZIR mer)dm+%£(Nwar)-(Nmer)dm:

(363
—I+I+l
Donde:
1. . 1,. . 1 . .

=§j RO-ROdm:E(RO-RO)J.dm:EmORO-RO (364
8- [ o' sr)an- R( Irdm] (s
Pero J.rdm 0 por propiedad del centro de masa (ver ecuacion [( 152]), ya que “r” es el
vector posicion de cualquier punto del cuerpo “.4” respecto a su centro de masa “G,”

Entonces la ecuacion [( 365] se anula:

0

Y por altimo:

=1I(Na)B><r)-(Nmer)dm (367

Teniendo en cuenta la ecuacion [( 137] se puede escribir:

:%J. NmB-[rx(Nmer)]dm:%NmB-I[rx(Nwar)]dm (368

&)

Aplicando la ecuacién [( 138] nos queda:

"w® J[ (rer) (r-NmB)]dm (369
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Y expresando en notacién tensorial:

.—— o® J.[ "o®-(rer)" BJdm (370

Sacando factor coman “ M ®® ” se obtiene:

:%NQB'{I[("*)E—U@r)Jdm}NcoB (311

Recordando la ecuacion [( 142] se puede expresar la [( 371] como:

[3]=

% (372
NO)B.( TJIG N(DB)
0

N |-

Donde “ ® 1 ” es el tensor de inercia del cuerpo .4 alrededor de su centro de masa “G,”.

Finalmente, la expresion de energia cinética [( 363] para el cuerpo .4 ” tiene la siguiente

forma:;
T/{, =%moRo'Ro +% NmB.( /bIGO N(DB) (373
IV.1.4.2. ENERGIA CINETICA CUERPO “1”

Para escribir la energia cinética de este cuerpo, se utiliza la definicion de energia cinética
dada por:

T, == [ReRdm (are
1 2 g

Al observar la [Fig. 74] se ve que el vector posicion R de cualquier punto del cuerpo “.4
respecto del origen del marco de referencia inercial N, se puede obtener como:

(375
R=R,+r,+r

Donde:

R : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo “ 4 ” respecto del origen del marco de

referencia inercial N.
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R, : Vector posicion del centro de masa del cuerpo ““.4” respecto del origen del marco de

referencia inercial N.

I,: Vector posicion del centro de masa del cuerpo “.4 ™ respecto del centro de masa del

cuerpo “.4 7.

I : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo “ 4 ” respecto a su centro de masa “G,”

Derivando la ecuacion [( 375] respecto al tiempo y operando se obtiene:

N N
: d d : 376
R:ER=E(RO+GO+|’):RO+N(!)BXI'10+N(DEXI' (
Donde:
N(DE:N(DB+B(!)E (3m
Pero:
(378
Pt =0
Debido a que el cuerpo “. 4 ” esta fijo al cuerpo “ 4 ”. Entonces nos queda:
N(DE — N(DB (379
Reemplazando [( 379] en [( 376] se obtiene:
R=R,+"@®x(r,+r) (380
Multiplicando escalarmente la ecuacion [( 380] por si misma se obtiene:
(381

R-R=R,*R, +2Roo[ "o x(n, +r)]+[NmB x (13, +r)]-[ "o x(n, +r)]
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Entonces la expresion de energia cinética “T  ” es:

T, =%[ R,*R,dm +%2£ Ry "0®x(r,+r) [dm+

+%J.[Nm8x(rlo+r)]-[Nwa(r10+r)]dm: e
4
=[1+[2]+3]
Donde:
:%I R,*R,dm :%(RO-RO)jdm :%mlRO.RO (383
= Rye No®x(r,+1) [dm=R " ®®x | (1, +1)dm (384
0 ( 0 ) 0 ( 0 )

Pero J.rdm =0 por propiedad del centro de masa (ver ecuacion [( 152]), ya que “r” es el

0

vector posicion de cualquier punto del cuerpo “.4 ” respecto a su centro de masa “G,”.

Entonces la ecuaciéon [( 384] se reduce a:

: Rys"0®x | r,dm=R,"o®xr,m = mlRO-(Nc)B xrlo) (385

1

Y por dltimo:

Z%I[N(’)Bx(rloJrr)]-[NmB><(r10+r)]dm (386

1

Teniendo en cuenta la ecuacion [( 137] se obtiene:

=1 No® (1, +1)x| "@® x(r, +r) |l dm (387
5 ) @ (o +r) (ro+1)

Aplicando la ecuacién [( 138] se llega a:

= %J- N mB-{ N@® [(r10 +r)-(r10 +r)] —(r10 +r)[(r10 +r)-N mB]} dm (388
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Y expresando en notacién tensorial:

=%J. NmB-{[(rlo +1 (1 +r)] Nw® —[(rlo +1)® (1, +r)] N(:z)B}dm

Donde:
(o +1)s(g + 1) =TFgel +2F er +Tor

(o +1)®(ry+1)=r, ®r, +, ®r+r®r, +r®r

Reemplazando [(390] y [( 391] en [( 389], y sacando factor comun “ " °® > se obtiene:

1
ZEI N(’JB'{(rlo'rlo)E_(rlo ®1'10)} No®dm+
1
+§J'1 NmB-{(I"I')E—(r@r)} N wBdm +
+%J‘ N(,)B.{Z(rloor)E—(rlO ®r)—(r®rlo)} N o Bdm

1

Reordenado:
:% "0 (g ) E— (1, ©1, ) ijdm
+% N(,)B.:t[{(r.r)E—(r@r)} dm:l No® +
+% N(oB-_Z[rm-:[rdeJ(rm ®£rdm}[[rdm®rmﬂ "
Donde:

Idm:ml

I{(r-r)E—(r@r)}dm =g,

1

IMm:O

1
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Reemplazando [( 394], [( 395] y [( 396] en [( 393] se obtiene:

(397

1 “
B3 "0 g +m [ (nen ) E~(5, @15 | “0®
Donde:
(398

g, :{ g, +ml|:(r10'r10)E_(r1° ®|’10):|}

2

*lg, es el tensor de inercia del cuerpo “4 ” alrededor del centro de masa del cuerpo “ 4

(“G,”). Reemplazando [( 398] en [( 397] queda:

:%NO)B.( /iIGONwB) (399

Finalmente, la expresion de energia cinética [( 382] para el cuerpo .4 ” tiene la siguiente
forma:

T, :%mlRO-RO +m1R0'(N(OB xr10)+% NmB.( g, N(DB) (400

IV.1.4.3. ENERGIA CINETICA CUERPO “2”
Para escribir la energia cinética de este cuerpo, se utiliza la definicién de energia cinética
dada por:

T, =2 [ReRdm (ot
2 2 >,

Al observar la [Fig. 74] se ve que el vector posicion R de cualquier punto del cuerpo “. % ”
respecto del origen del marco de referencia inercial N, se puede obtener como:

(402
R=R,+,+r=R,+r,+r, +r=R,+r,+r,,, +,+r

Donde:

R : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo “ %, respecto del origen del marco de

referencia inercial N.
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g

R, : Vector posicion del centro de masa del cuerpo ““.4” respecto del origen del marco de

referencia inercial N.

I,: Vector posicion del centro de masa del cuerpo “.4 ™ respecto del centro de masa del

cuerpo “.4 7.

r,, - Vector posicion del centro de masa del cuerpo “. % ” respecto del centro de masa del

Cuerpo “.4 ™.

r,,: Vector posicion del punto de articulacion del cuerpo “.%,” con el “ 4 ” respecto del

centro de masa del cuerpo “.4 ™.

(13

r,, : Vector posicion del centro de masa del cuerpo “ .7 ” respecto del punto de

articulacion del cuerpo “.%,” con el “ 4 ™.

I : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo “ 4 respecto a su centro de masa “G,”

Derivando la ecuacion [( 402] respecto al tiempo y operando se obtiene:

Nd Nd
=ER=E(RO+I’10+I’211+I’ZIZ+F)= (403

P N B N E N F
=R, +"@°xr;+ "0 xr,; + "0 x(r,, +r)

R

Teniendo en cuenta la ecuacion [( 378] queda:

(404

(405

Al observar la [Fig. 74] se ve que el vector velocidad angular del marco F alrededor del
marco E ("®") se puede obtener como:

E _F oo « A (406

Reemplazando [( 404] en [( 403] se obtiene:

N
R :ER = Ro+ N(J)Bx(rlo+r211)+ "o x(r212+r)

(407

117



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

Multiplicando escalarmente la ecuacion [( 407] por si misma se obtiene:
RR=R,R, +
+ ZRO-[ "o x(n, + 1’211)] +
+2R -[NmF % (T, +r)] +

(408
+|: ® X( 1o+r211 ][ ®° x 1o+r211)] +
+2[ 0° x(ry +1,,) ][ o x r212+r)} +
+[ 0" x(ry, +r1) ]-[ o x(r212+r)}
Entonces la ecuacion de energia cinética “T  ” es:
T, = [RoRydm+
+%2J' RO-[Nme(r10+r21l)]dm+
+%2J‘ RO-[NmF x(r212+r)]dm+
% (409
1
+§J[N")B x (15 +r21l)]-[NmB x (1, +r211)]dm+
+£2J‘ Ncon(10+r211)]-[N(oFx(r212+r)]dm+
+% [ 0" x(ry, +r J[NmFx(r212+r)Jdm 6]
2
A continuacion se analizan cada uno de los términos de la ecuacion [( 409]:
1)
Ll oo 1l 1oL (410
_EI RO-ROdm—E(RO-RO)Idm—EmzRO-RO
2)
[2]= RO°|:N0)B x (1, +r211)] J. dm = mZRO-[NmB x (1 +r211)] (411
3)

8= JRo "o X(f21z+r)]dm:R°°[NmF XU "zlzdm+frdmﬂ -

2 2 2
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Pero J'rdm =0 por propiedad del centro de masa (ver ecuacion [( 152]), ya que “r” es el

0

vector posicion de cualquier punto del cuerpo “.%” respecto a su centro de masa “G,”.

Entonces la ecuacion [( 412] se reduce a:

= m,R " o xr,,

Reemplazando [( 405] en [( 413] se obtiene:

=m,Rye("0° xr,p, )+ MR, o “0F xr,, )

4)

Para poder resolver el cuarto termino se define el vector n=r,, +r,,,, y Se obtiene:

=3 [ ("o xnp{*o<n)am

Teniendo en cuenta la ecuacion [( 137] se puede escribir la [( 415] como:

:%J‘ NmB.[nx(N(onn)]dm

Aplicando la ecuacion [( 138] se obtiene:

=%./|‘ N(DB‘|:N(DB (ﬂ'ﬂ)—ﬂ(n'NwB)Jdm

Y en notacién tensorial:

:%J- NmB-[(n-n) "' -(nM®n) N(oB]dm

2

Sacando factor comun “" @® ” se obtiene:

=%I Nof’-[(n-n)E—(n@n)] Nw®dm
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Z%NwB{(n'n)E—(n@n)]NmBIdm (420

Reemplazando el vector n=r,, +r,,, en la [( 420] se obtiene:

:% N® { m, {[(rlo +1y, )o(r, + rm)]E —[(rlO +1y, ) ® (1 + r21l)]}} N (42

5)

[5]= J[NcoB x (g +r211)]-[Nc)F X (ry, +r)}dm =

:[NmB x (1 +r21l)]. N oF x J.(rm +r)dm}: (422

2

2

- [ "@® x(ry +r21l)]. No" >{m2r212 + Irdmﬂ

Pero f rdm =0, entonces queda finalmente:

2

Zmz[NmB x(r10+r211)}[N(‘)F ><l'212:| e

6)

@:EJ[N(,)F X (Fy, +r)].[NmF % (I, +r)] dm (424

Con el objetivo de simplificar la ecuacion [( 424], se define n=r,,, +r,

@=%J.|:N(DF><1]]°|:N(DFX1]:'dm (425

Teniendo en cuenta la ecuacion [( 137] se escribe:

@Z%INwFo[nX(NmFXn)]dm (426
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Aplicando la ecuacién [( 138] queda:

@=%[ "o "of (ren)-n(n-"o" ) |dm (421

Expresando en notacion tensorial y sacando factor comtin ““ " > se obtiene:

1
@:E_/[NQF‘[("‘“)E_(H@)H)JNdem (428
Donde:
(Wﬂ) = (l‘212 + r)'(rzlz + r) = (r212 Lo ) + 2(1‘212 'r) + (r-r) e
Integrando:
J. nendm =m, (r,,*r,, ) +0+ J. (rer)dm (430

Por otro lado:

(M®N) = (1,0, +1) (K, +1) = (0, Ly, ) +(1pp, ®F ) +(r®ryy, )+ (r ®r) (431
Integrando:
In@ndmzmz(rm®r212)+2+2+I(r@r)dm (432

Reemplazando [(432] y [(430] en [( 428] se obtiene:

2

@ = Ly o -{mz [(rm-rm)E —(r212 ®r,,, )] + I [(r-r)E —(r ®r)] dm} Nt (48

2

Donde:

g, =I[(r-r)E—(r®r)]dm (434

2
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Reemplazando [( 434] en [( 433] se arriba a la siguiente expresion:
1 % (435
@ = E "o '{ IG2 +m, |:(r212 Ty, )E _(r212 @1y, )]} "o
Donde:
(436

L :{ * IG2 +m, I:(r212.r212)E_(r212 Ty, ):'}

21, es el momento de inercia del cuerpo “ %" alrededor del punto “A” (ubicado en la
articulacion entre el cuerpo “.4 7y el “ 4 ”"). Reemplazando entonces [( 436] en [( 435] se
obtiene finalmente:

6] =

P (437
N(DF.( 2IAN(DF)

N

Se trabaja ahora para hallar una expresion mas sencilla que incluya el tercer término [(
414] y el quinto término [( 423] juntos, lo cual simplifica la expresion final de energia
cinética para el cuerpo “. . Para ello se parte de expresar el vector posicion del punto
“A” (punto perteneciente a la articulacion entre el cuerpo “ 4 ” y el “ 4”) respecto al

marco de referencia inercial N como:

Ry,=R,+r,+r,, (438
Derivando y operando, se obtiene:
RA:ZI_?RA:R()'i‘’\ICOBXI‘lO—i-N(;)Exrzn (439
Teniendo en cuenta la ecuacion [( 379], entonces la ecuacion [( 439] se reduce a:
RA::;—(tjRAZRO+N(:)B><(r10+r21l) (440
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Tomando la norma euclidea al cuadrado de R, , la ecuacion [( 440] se escribe como:

Ry R, =R "R, +2R " 0° x(ry +r211)+[N(1)B x (1, +r211)]o[ "o x(r, +r211)] (4t

Luego, utilizando la definicion de energia cinética [( 401], se calcula la misma para el
cuerpo “.”’ como:

_1"_1"'NF~ 1NF/;ZNF (442
T/Q_E:[R-Rdm_EmZRAoRA+RA- o ><jrdm+E o+ *1,"o")

2

Expandiendo la ecuacion [( 442] se obtiene:

[=]

TﬁzémJRwRJ+

]

+ mZRO-[ "0® x(r, +r211)]+
1

+Em2[NmBx(r10+r211)]-[NmB x(rlo+r211)]+ (443
+[R0+Ncon(r10+r21l)]-NmFxjf‘dm+
2
+%NwF.(/QIANmF) @
Se puede deducir entonces que el término “ ”es: “ = + ”. Pero como:
o (444
F=r,,+r
Integrando se obtiene:
I rdm = J. (N, +r)dm=m,r,,, + I rdm=m,r,, +0=m,r,, (445
% % 2
Reemplazando [( 445] en el término “|*|” de la ecuacion [( 443]:
(446

= [RO + " @® x(ry +r211)]-N0)F XT,,M,

= mzRo'( "o ><r211)'”“2[’\1(’38 ><(rlo +rzn)]’( "o szlz) =+ e
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Se puede apreciar entonces que:

Zmz[Ro+NmBX(r10+r211)]°(NmFXr212)=+ (e

Finalmente, la expresion de energia cinética del cuerpo “ %, es:

T =%m2RO-RO+

2

=]

~ N B
+m2ROo[ 0} x(r10+r211)}+

+% Nw® -{ m, {[(rlo + rm)‘(rlo + rzn)] E- [(rlo + rzll) ® (rlo + Xy )]}} "o

o]

(449

[~]

+m2[R0+Nme(rloJrrm)]o(Nc)Fxr212)+ 3+5
1 Y
+§N0)F’( IAN(DF) @
1IV.1.4.4. ENERGIA CINETICA CUERPO “3”

Para escribir la energia cinética de este cuerpo, se utiliza la definicion de energia cinética
dada por:

T -1 [ ReRdm (450
) 2 /

Al observar la [Fig. 74] se ve que el vector posicion R de cualquier punto del cuerpo “. 4"
respecto del origen del marco de referencia inercial N, se puede obtener como:

(451
R=R,+r+r=R,+r,+r,+r=R 4+ 4+, +,+r

Donde:

R : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo “ 4 respecto del origen del marco de
referencia inercial N.

R, : Vector posicion del centro de masa del cuerpo “ 4 respecto del origen del marco de
referencia inercial N.

r,: Vector posicion del centro de masa del cuerpo “.4 ” respecto del centro de masa del

b

cuerpo “.4”.

I;, - Vector posicion del centro de masa del cuerpo “.4” respecto del centro de masa del

b

cuerpo “.4 .
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Iy, : Vector posicion del punto de articulacion del cuerpo .4 con el “ 4 ” respecto del
centro de masa del cuerpo “.4 ”.

[T

I, - Vector posicion del centro de masa del cuerpo ““ 4 ™ respecto del punto de

articulacion del cuerpo “.4” con el “ 4 7.

r : Vector posicion de cualquier punto del cuerpo “. 4 respecto a su centro de masa “G,”

Derivando la ecuacion [( 451] respecto al tiempo y operando se obtiene:

. Nd Nd
R:ER: it (Ry+Tg+Tyy +hyy+1)= (452
- N__B N E N_.G
=R+ " 0" xr + " 0" xry, + "0 x(ry, +r)
Teniendo en cuenta la ecuacion [( 378] se arriba a:
(453
N(DE N(DB+B(DE:N(DB
(454
N(DG=N(DB+B(0E+E(DG=N(DB+E(DG

Al observar la [Fig. 74] se ve que el vector velocidad angular del marco G alrededor del
marco E (*®®) se puede obtener como:

. . (455
0° =-[£0, =

Debido a que la energia cinética para el cuerpo “ % ” se obtiene siguiendo un

procedimiento similar al realizado para el cuerpo “. 4 ”, se omite el desarrollo y se escribe
la ecuacidn final de energia cinética del cuerpo 3:

T, :%mSRO-RO '

- N B
+ m3RO-[ o° x(r, +r311)J +

+% " (‘)B'{ms {I:(rlo + r311)'(1'10 +r311)]E _I:(rlo + l'311) ®(1'10 +r311)]}} "o° e

~ N B N_ .G
+m3[R0+ ® x(r10+r311)}( ) ><r313)+

+%N(DG.( /éIBNO)G)

w
@EHHH
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IV.1.4.5. ENERGIA CINETICA TOTAL DEL SISTEMA
Para obtener la energia cinética total “T” del sistema se procede a sumar la energia cinética
de cada cuerpo. De este modo sumando las ecuaciones correspondientes a: T_:[(373], T,

:[(400], T :[(449]y T, :[(456], se obtiene:

T=T +T_ 4T, +T, (457
0 1 2 3
Entonces:

R | .
T =[§mORO-RO+ENmB-( g, "’ )]+

1 . . . 1 )

+[§ mR,*R, +m1RO-( "o® xr10)+5 NwBo( g, NwB)]+
1 . . :

+[§ m,R R, + mzRO-[ "o x (1, +r211)]+

+ Lo (DB'{ m, {[(rlo (K + rm)] E- [(rm 150 ) ® (1 + rﬂl)]}} Tt

2 (458

om, [Ro PN ><(rlo +l‘211):|’( NoF ><l'212)+% N(DF.( /r’zIA NoF )]+
+[% m3Ro'Ro + mSRO.I:NmB X(rlo +I'311):|+
+% " mB'{m3 {|:(r10 + 13, )o(150 +l’311)]E _[(rlo +13,) ® (1 +r311)J}} oty

+m3[RO +"0° x(n, +r311)]-( "o® ><r313)+% NcoG-( “I, N o® )]

IVV.2. DESARROLLO DE LA EXPRESION DE ENERGIA POTENCIAL
DEL MODELO COMPLETO

IV.2.1. ENERGIA POTENCIAL GRAVITATORIA
La energia potencial gravitatoria del sistema completo se puede escribir como la suma de
la energia potencial gravitatoria de cada sistema:

(459

Ve =V, Vg, +Ve, V6,

Donde:

1) CUERPO “0”

VG0 = gm, {Ro3 } e

N
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1) CUERPO “1”

Ve =om,({R | +{ro.}, | (461

1)  CUERPO “2”
Ve, =gm, ({R,} +{rs.}, ) (162

IV)  CUERPO “3”
(463

Ve, = gm3({R03}N +{r303}N)

IV.2.2. ENERGIA POTENCIAL ELASTICA
La energia potencial elastica se compone de dos términos: i) la energia potencial de los

resortes que vinculan el sistema al tinel de viento; y ii) la energia potencial de los resortes
torsionales que vinculan las alas con el cuerpo 1.

(464
Ve =V +Vg,
) Energia Potencial asociada a los resortes que vinculan el sistema al tunel de
viento.
(465

I[N

i) Energia Potencial asociada a los resortes torsionales que vinculan los tramos de

ala.

1 1 (466
Vo, ==k o’ +=k,3°
E2 2 aa 2 ﬂﬂ

IV.2.3. ENERGIA POTENCIAL TOTAL DEL SISTEMA

La energia potencial del sistema completo se compone entonces de la suma de la energia
potencial gravitatoria [( 459] y la energia potencial elastica [( 464], obteniéndose
finalmente:

V=V 4V =V, +Vg Vg +Vg +Vg +V, (467
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IV.3. DESARROLLO DE LAS EXPRESIONES DE CANTIDAD DE
MOVIMIENTO DEL MODELO COMPLETO

IV.3.1. TEOREMA DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR

Para aplicar el teorema de cantidad de movimiento angular al modelo completo es preciso
remitirse a la ecuacion [( 178], en la cual se sustituye el punto arbitrario “P” por “Gq”, que
es el centro de masa del soporte prismatico.

A e[ e[ (e e fram

Donde:

Z 4 A . 2 (469
I = "I + "I + %I + “Ig

La ecuacion [( 469] deja en evidencia que los tensores de inercia de los cuatro cuerpos que
componen el sistema estan calculados respecto del centro de masas del cubo “Gy”.

IV.3.1.1. CALCULO DEL MOMENTO DE INERCIA DEL SISTEMA
COMPLETO RESPECTO DEL CENTRO DE MASA DEL CUBO

A continuacion se calcula el momento de inercia del sistema completo { ’”IGO}B , respecto

al centro de masas del cubo “Gg”, expresado en coordenadas del sistema de referencia B.

IvV.3.1.1.1. MOMENTO DE INERCIA DEL CUERPO “0”
El momento de inercia del cuerpo “0”, es decir del soporte prismatico, respecto a su propio

centro de masa “Gy” expresado en el marco de referencia B, lo extraemos de la ecuacion [(
279]:

(1,2 +1,7) 0 0
1 470
{15}, M 0 (1,2+1,%) 0 (
0 0 (1,2+1,2)
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IV.3.1.1.2. MOMENTO DE INERCIA DEL CUERPO “1”

El momento de inercia del cuerpo “1”, tramo central de ala, respecto al centro de masa del
cubo “Gyp”, se obtiene aplicando el “teorema de ejes paralelos” expresado en la ecuacion [(
102]. Observando la definicion del vector posicion “r,,” en la [Fig. 74], se obtiene:

4 4 47
' IGo = IG1 + {ml[(rlo 1) E—(r, ®ry )]} (

Si se observa la [Fig. 74] se ve que el marco B fijo al cubo y el marco E fijo al tramo
central de ala son paralelos entre si, por lo tanto se cumple que: {’ilel}E :{ /1’161}8 y

también {r,,}_={r,},. Entonces se puede expresar:

4 4 (472
{ IGO}B ={ Iel}E +{rnl[(r10. 10)E— (1, ®r10)]}3
El momento de inercia del tramo central de ala con respecto a su centro de masa es:
(Iyl2 + Izlz) 0 0
4 (% 1 2 2 (473
{16}, =1 IGl}E‘Eml 0 (1,2 +1,7%) 0
0 0 (le2 + Iylz)

Finalmente, el vector r,, se puede expresar como {r,,}_={r,}, :{rlol;rmz;rmg}B, con lo

cual la ecuacion [(472] tiene la siguiente forma:

. (1,2+1,.%) 0 0
4 _ = 2 2
{ 160}3—12 m, 0 (.2 +17%) 0 +
0 0 (le +|y12)
(474

r1022 + '1032 _rlo1 r102 _r101 r103
+m _rlo1 "102 r1012 + '1032 _"102 r103

_rlol r103 _rlo2 r103 r1012 + rmzz B

1IvV.3.1.1.3. MOMENTO DE INERCIA DEL CUERPO “2”

El momento de inercia del cuerpo “2”, tramo de ala N°2, respecto al centro de masa del
cubo “Gyp”, se obtiene aplicando ¢l “teorema de ejes paralelos” expresado en la ecuacion [(
102]. Observando la definicion del vector posicion “r,,” en la [Fig. 74], se obtiene:
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I, = 1, + {mz [(ryor,0)E— (1, ® r20)]}

Si se observa la [Fig. 74] se ve que el marco F fijo al tramo de ala N°2, se encuentra rotado
respecto al marco E fijo al tramo central de ala, y por ende también respecto al marco B

fijo al cubo, un cierto éangulo aﬂ:aélzalf)l, por lo tanto se cumple que:

{ g, }B = [CBF]{ g, }F [C4 1, donde [C,.] es la matriz que representa una 1-Rotacion.

El momento de inercia del tramo N°2 de ala con respecto a su centro de masa es:

(Iyz2 + IZZZ) 0 0
. 1 (476
Ule f,=Celom| 0 (4L 0 |ICyT
2 2
0 0 (I,~+1.7)
Por otro lado, el vector r,, se puede expresar como:
(477
0 =To T + 1
Expresando las componentes en el marco de referencia B, el vector r,, se escribe como:
(478
{rzo}B = {rlO}B +{r211}3 +[CBF]{r212}|:
Donde:
{r21l}B :[O;Iy1 /2;0] (479
1 0 0
[Ceel=|0 cos(a) —sen(x) (480
0 sen(a) cos(a)
{r212}|: :[O;Iy2 /2;0] (481
Entonces, el vector {rzo}B tiene las siguientes componentes en B:
r101
(482

{ro}s =10, +(Iy1 /2)+(Iy2 /2)c(a)
to, +(1,, /2)s(2)
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Finalmente, el momento de inercia del cuerpo 2 respecto del centro de masa del cubo “Gg”
€s,

2 2
. a,7+1,7%) 0 0
2 — . 2 2 T
{ IGO}B_[CBF]lsz 0 (,°+12) 2o 2 [Cor T +
0 0 (,°+1,%
(483
r2022 + r2032 _rzo1 rzo2 _rzo1 r203
+m, _r201r202 r2012 +I’2032 _rzoz r203
_rzol I’203 _rzoz I’203 r2012 +r2022 B
1IvV.3.1.1.4. MOMENTO DE INERCIA DEL CUERPO “3”

El momento de inercia del cuerpo “3”, tramo de ala N°3, respecto al centro de masa del
cubo “Gyg”, se obtiene aplicando el “teorema de ejes paralelos” expresado en la ecuacion [(
102]. Observando la definicion del vector posicion “r,,” en la [Fig. 74], se obtiene:

s (484
IGO = IG3 + {ms[(rso ry)E—(r,, ®ry, )]}

Si se observa la [Fig. 74] se puede apreciar que el marco G fijo al tramo de ala N°3, se
encuentra rotado respecto al marco E fijo al tramo central de ala, y por ende también

respecto al marco B fijo al cubo, un cierto angulo—pg, =—/8, =—pb,, por lo tanto se
cumple que: {’3’163}B =[CBG]{ /3’163}6 [Cie]', donde [C,..] es una matriz que representa

una 1-Rotacién de valor —f.

El momento de inercia del tramo N°3 de ala con respecto a su centro de masa es:

(a,2+1.7% 0 0
§ 1 (485
{ 3163}8 = [CBG]EmS 0 (Ix32 + Iz32) 0 [Cecl’
0 0 (1.7 +1,7%
Por otro lado, el vector r,, se puede expresar como:
(486

3 =P T3y +155

Expresando las componentes en el marco de referencia B, el vector r,, se escribe como:

{rso}B = {rlo}B +{r311}5 +[CBG]{r313}G (e
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Donde:
{rm}B =[0;-1, /2;0] (488
1 0 0
[Cec]l=| 0 cos(-p) —sen(-p) (489

0 sen(—=f) cos(-p)

. . (490
{rm}G =[0;-1,, /2;0]
Entonces, el vector {rsO}B tiene las siguientes componentes en B:
o,
(491

{rols =1ts, =(1,, 2)~(1,, /2)c(-)
to, —(1,, /2)s(=5)

B

Finalmente, la matriz que representa el tensor de inercia del cuerpo 3 en el marco de
referencia B respecto del centro de masa del cubo “Gyp” es,

2 2
|0 0
{ /éIGO}B Z[CBG]EmB 0 (Ix32 +|232) 0 [CBG]T +
2 2
0 0 (2+17)
(492
r3022 + r3032 _rso1 rzo2 _rsol r303
+m; _rao1 rso2 rsol2 + r3032 _rsoz I’303
_r:«:o1 Ir303 _rso2 r303 r3012 + rsoz2 B
IV.3.1.2. CALcULO DE LA DERIVADA DEL MOMENTO DE INERCIA DEL

B

SISTEMA COMPLETO:—d( I, )
dt °

En esta seccion se presenta el calculo de la derivada temporal del tensor de inercia del
sistema completo. Haciendo referencia a la ecuacion [( 469], dicha derivada con respecto
al tiempo se puede computar como:

Bd ( Bd % ®d % Bd % Bd %
E{ IGo}B:E{ IGo}B_'_E{ IGO}B+E{ 190}3+E{ Ieo}s -
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)} CUERPO “0”

B 494
d { % IGO} ~0 (
Debido a que el cuerpo “0” es considerado rigido.

i) CUERPO “1”

Bd (.
E{ 1160}20 (495

Debido a que el cuerpo “1” es considerado rigido, y esta rigidamente vinculado al cuerpo
G‘O?’.

1)  CUERPO “2”

Se parte de la expresion [( 483] del momento de inercia del cuerpo “2” respecto del marco

B: {’?IGO}, expresion a derivar. Para ello primero se remite a la expresion [( 478] del

vector {rzo}B , la cual se deriva respecto al tiempo en el marco B:
. d® d d
{rzo}B ZE[{GO}B +{r211}5 +[CBF]{r212}|: ] = (E[CBF]j{rZIZ}F +[CBF](E{r212}Fj e

Pero a{rm}F =0, debido a que el cuerpo “2” es rigido. Entonces se tiene:

{rzo}B z(%[CBF]J{erZ}F :[CBF]{rzlz}F (e

Donde:

0 0 0
i[CBF]=—{B(?)F} [Corl=|0 —sen(a)a —cos(a)d
dt B ' _

0 cos(a)a —sen(a)a

(498
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{BG)F }B es una matriz antisimétrica asociada al vector axial velocidad angular ( es decir la

accion { 0y }B sobre un vector arbitrario es similar al producto vectorial de su vector axial

asociado sobre dicho vector) cuyas componentes se encuentran expresadas en el marco de
referencia B.

B_F B_F
0 -, ’
~ 499
{B(DF} _ Ba)F3 0 _Ba)Fl (
B
B_F B _F
o, @, 0

B

Reemplazando en la expresion [( 497] se obtiene:

(500

{r20}|3 Z_{ BG)F}B [CBF]{r212}|:

Finalmente, tomando la derivada con respecto al tiempo de la expresion [( 483] para un
observador fijo en B, la derivada temporal de la matriz de inercia del cuerpo 2 tiene la

siguiente forma,

9 (o1} =—(767) [Carl{ *1o | [CorT +

dt
+[CBF]{ /QIGZ}F (_{BG)F}B[CBF])T"‘ (501

2r202 r202 + 2"203 rzo3 _r201 r2o2 - rzo1 r202 _rzo1 rzo3 - r201 rzo3

+m, _':201 rzo2 - "201 I:202 2r20l t;201 + 2"203 I;203 _rzoz r203 - rzo2 r=203
r —f Iy — I 21y Py, + 2650, Ty,

_rzo1 r203 - r201 20, 20,20, ~ 120,20,

IV)  CUERPO “3”

El procedimiento de célculo para el cuerpo 3 es semejante al procedimiento utilizado para
el cuerpo 2, por ello se omite este desarrollo y se escribe la expresion final de la derivada
del momento de inercia del cuerpo 3:

ﬁ{ /éIGo}B :_{ B(;)G}B [CBG]{ /éles}G [CBG]T +

dt
+[CBG]{ : I, }G (_{ B(;)G}B [CBG])T * (502

2|’302 rso2 + zrso3 r303 _rsol rso2 - rso1 rso2 _rsol r-303 - rso1 rso3
+ M, _"30l "302 - "301 rao2 2r3o1 r301 + 2"303 r303 _"302 r303 - r302 I’303

_rso1 I’303 - rsol r303 _rso2 r303 - r302 r303 2r3o1 re.o1 + 2I’302 r302

B
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IV.3.1.3. CALCULO DE MOMENTO DEL SISTEMA COMPLETO
ALREDEDOR DEL CENTRO DE MASA DEL CUBO: M,

A continuacion se calcula el momento de todas las fuerzas que actuan sobre el sistema

completo {MGO}B, alrededor del centro de masa del cubo “Gp”, y se expresa en

coordenadas del marco B. Para ello se divide el momento en dos partes: i) momento

producido por los resortes que vinculan el sistema al tunel de viento; ii) momento
producido por el propio peso de cada cuerpo.

IV.3.1.3.1. MOMENTO PRODUCIDO POR LOS RESORTES QUE

VINCULAN EL SISTEMA CON EL TUNEL DE VIENTO
Este momento es el mismo que fue calculado para el cubo en la ecuacion [( 276]; la cual se
presenta nuevamente a continuacion por conveniencia:

3

{ ResortesGO} Z( CeJ{r}s ) *{F Ri}N+i([CNB]{r2}B)X{FRi}N+

i=1 i=4 (503
9 12
* :7( e )< {Faly +;([CNB]{r4}B)X{FRi}N
IV.3.1.3.2. MOMENTO PRODUCIDO POR EL PROPIO PESO DE CADA
CUERPO.

) MOMENTO DEL CUERPO “0”

El momento producido por el propio peso del cuerpo “0” alrededor de su centro de masa
“Go” es nulo. Esto se debe a que la recta de accion del vector que representa el peso del
cuerpo 0 pasa por su centro de masa.

i) MOMENTO DEL CUERPO “1”

El momento producido por el propio peso del cuerpo “1” alrededor del centro de masa del
cuerpo “0” ( “Gp”) es:

0

{MplGO}N =([CNB]{r10}B)><{P1}N =([CNB]{F10}B)><m1 0 (504

_g N

Donde [C,;] es la misma matriz de transformacion de coordenadas utilizada para el cubo
en la ecuacion [( 270]. (Subseccion: 111.2.1. Definicion de Coordenadas Generalizadas)
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1)  MOMENTO DEL CUERPO “2”

El momento producido por el peso del cuerpo “2” alrededor del centro de masa del cuerpo
6609’ ( 66G09’ ) es:

0

(Mo} =([Cue]{P}y ) ¥ (P2}, = ([Cun}{o}g )X, § O (505
—q),

Donde [C;] es la misma matriz de transformacion de coordenadas utilizada para el cubo

en la ecuacion [( 270], y donde {rzo}B se definio anteriormente, en la ecuacion [( 478].

IV)  MOMENTO DEL CUERPO “3”

El momento producido por el peso del cuerpo “3” alrededor del centro de masa del cuerpo
6509’ ( “GO” ) es:

0

{MP3GO}N Z([CNB]{r3O}B)X{P3}N :([CNB]{rso}B)x m,<{ 0 (506

_gN

Donde [C,; ] es la misma matriz de transformacion de coordenadas utilizada para el cubo

en la ecuacion [(270], y donde {r,,}_ se definié anteriormente, en la [( 487].

IV.3.1.3.3. MOMENTO TOTAL
Finalmente, se suman las expresiones [( 503], [( 504], [( 505] y [( 506] y se obtiene el
momento total, cuyas componentes estan expresadas en el marco inercial N:

{MGO}N :{MResonesGo}N +{MP1<30}N +{MPZGU}N +{MP3G0}N e

Si se desea expresar el momento de las fuerzas en el marco B solo se debe rotar la
expresion [( 507] de la siguiente manera:

M.}, =[CaliM, .

Donde: [Coy]=[Cre]’
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1IvV.3.1.4. CALCULO DEL MOMENTO ESTATICO DEL SISTEMA
COMPLETO CON RESPECTO AL CENTRO DE MASA DEL

CUBo:jrdm

Teniendo en cuenta la ecuacion [( 151] (Subseccion 11.3.3. Teorema de Cantidad de
Movimiento Angular), se puede expresar el momento de inercia estatico del sistema
completo con respecto al centro de masa del cubo ( “Gp” ) como:

{J‘rsodm} =my{ro}, +my{rye}, +my{ry,}, (508
7 B

IV.3.2. TEOREMA DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL

La cantidad de movimiento lineal para el sistema completo se computa por medio de la
definicion dada en la ecuacion [( 132] (Subseccion 11.3.2. Teorema de Cantidad de
Movimiento Lineal), la cual se presenta nuevamente a continuacion por conveniencia,

i=1

1IvV.3.2.1. CALCULO DEL TERMINO DE INERCIA DEL SISTEMA
COMPLETO

1)  CUERPO “0”
El término de inercia para el cuerpo “0” es similar al calculado para el cubo tratado
anteriormente (ver ecuacion [( 271]. Subseccion 111.2.2. Planteo de las Ecuaciones de
Fuerza (Sin Amortiguamiento))

Bd? (511
OF{RO}B: O{RO}B
1) CUERPO “1”
Para el cuerpo “1” se tiene:
Bd?_ Bd2 (512
m dt2 {Rl}B =m dt2 ({RO}B+{r10}B)

Debido a que el cuerpo “0” y el cuerpo “1” son rigidos se tiene que {Flo}B =0, ademas

estos cuerpos se encuentran vinculados rigidamente entre si, por lo cual el término de
inercia para el cuerpo “1” se reduce a,
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1)  CUERPO “2”

Para el cuerpo “2” se tiene:

BdZ Bd2
m, F{RZ}B =m, F({RO}B +{r20}B)

Donde:

{rzo}g :[CBF]{erZ}F :(_{B&F}B[CBF]"‘{NG)B}B{ } [CBF]){ 212}

I\V)  CUERPO “3”

Para el cuerpo “3” tendremos:

BdZ BdZ
m, F{R3}B =M, F({RO}B +{r30}B)

Donde :

{rSO}B :[CBG]{r3l3}G :(_{B&G}B[CBG]‘F{N&B} { } [CBG]){ 313}

1IV.3.2.2. CALcCULO DEL VECTOR DE FUERZA DEL SISTEMA
COMPLETO.

1) CUERPO “0”

(513

(514

(515

(516

(517

El sistema de fuerzas actuantes sobre el cuerpo “0” se obtiene a partir de la ecuacion [(

352], la cual se reescribe a continuacion:

° } fraly 0
(2R} =m0 < I L NH G (Jradl, 1))

-9y
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1) CUERPO “1”, CUERPO *“2” y CUERPO “3”

Las Unicas fuerzas actuantes sobre los cuerpos “1”, “2” y “3” son las debidas a la accién
del campo gravitacional terrestre, por lo tanto,

0
RE

_gN

(SR =m0

-0 N
0
{ng}N _ m3 0 (521

_gN

Finalmente, el miembro derecho de la ecuacion [( 510] es:

{ZF}B=[CBN]{ZFO+ZF1+ZF2+Z|:3}N (522

IVV.4. DESARROLLO DE LAS ECUACIONES DE LAGRANGE PARA LOS
GRADOS DE LIBERTAD INTERNOS DEL SISTEMA

IV.4.1. DESARROLLO DE LA ECUACION DE LAGRANGE PARA EL GRADO DE
LIBERTAD “o”.

De la ecuacion de energia cinética del sistema completo [( 458] se extrae solo aquella parte
que depende de o (dngulo de deflexion del tramo derecho de ala):

T"‘ =m2[RO+ NmBX(r10+r211):|'(NmF szlz)"‘%N(DF'( /éIANo)F) (523

Donde:

N__F N__B B__ F (524
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Para mayor simplicidad de las ecuaciones se decide expresar todo en el marco B:
T, =m, [{Ro}B "‘{N")B}B X{rm +r211}|3:|.({ N(’)F}B X{r212}B)+
1 ,
+E{NmF}B.({ QIA}B{N(DF}B)

Derivando la expresion [( 525] respecto a “«a ™, se obtiene:

Donde:

Z?(aalejszBRO}B +{No)B} x{r10+r211}8}[[ao_l{Nc)F}Bjx{erz}B}r

Donde:
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Como se puede apreciar, en la ecuacion [( 528] aparece la derivada respecto al tiempo del
B

d . :
tensor de inercia E{ E IA}B . Se propone entonces explicitar esta derivada; para ello se

parte de aplicar el teorema de ejes paralelos:

% % T (530
{ : IA}B =[Cer] { I, }F [Cer] + {mz[(rzlz Ty,)E— (1, ®r212)]}3
Derivando respecto al tiempo se obtiene:
d® d® ” T ” d®
E{ 2IA}B [CBF] { 2IGZ}F [CBF] +[CBF]{ 2IG } [CBF]
, , , , , ; (531
2r2122 r2122 + 2r2123 r2123 _r2121 r2122 - r2121 r2122 _r2121 r2123 - r212l r2123
+m, _r2121 "2122 - r2121 f2122 2"2121 r2121 + 2r2123 f2123 _lezz IF2123 - r2122 l;2123
—f2121 r2123 - Ir2121 f2123 _rzlzz r2123 - r2122 I:2123 2r2121 l;2121 + 2"2122 r:2122 B

Donde:

d

Gt =5 ([CBF]{m}) ( [CBF]j{m} +[CBF]( {212}j (sa2

Pero a{rm}F =0, debido a que el cuerpo “2” es rigido. Entonces:
: (533
(b ={ 5101 ), =161, 5

Donde [C,.] se extrae de la ecuacion [( 498]. Por otro lado, derivando la expresion [( 525]
respecto a “« 7, se obtiene:

%T—mz[{Ro} +{N(,)B}Bx{rlo+r2n}8}({NCOF}B o (P} j+ -
e (2w, ool | 2w o (L0,
Donde:
O w0 uo D | 5
Pl N e R 8
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+m

Entonces la ecuacién [( 534] se reduce a:

iTm

oa (536

Como se puede apreciar, en la ecuacion [( 536] aparece la derivada respecto a “¢ ™ del
B

tensor de inercia: d—{ 2 IA}B; debido a la complejidad de esta expresion se la trata por
o

separado:

—{"L

T % 0 T
:( [CBF j 2IGZ}F [CBF] +[CBF]{ 2IGZ}F (:[CBF] j"'
a
o o d d
2r212 212 + 2r212 — 2123 R r2121 IF2122 - r2121 — IF2122 - a_ I’2121 r2123 - r2121
oa a

d
_"2123
oa oa oa
K o o d d
- 2122 2r2121 _r2121 +2r2123 _"2123 - _"2122 r2123 _r2122 _"2123
oa oo oa oa oa
K2
B o 2121 2123 212l 2123

d d d
| T r2122 2r2121 — r2121 + 2r2122 — "2122
[ole oa oa B

Por otro lado, de la ecuacion de energia potencial del sistema completo [( 467] se extrae
solo aquella parte que depende de “« ”:

I12, j 212, ~ a1,

a
r2123 B r2122 - r2123
[ole

V, =m,[g(R, + 1y )]+%kaa2 (587
V, =, [Co {0}, o{[Con R0}, Tk ) [+ ke =
0
Donde: {g}, =1 O
9.8,
Derivando la expresion [( 538] respecto a “« ”, se obtiene
0 0
ava = [[CBN]{Q}N{[CBN]{Ro}N +£{r20}Bﬂ+kaa o
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Donde, partiendo de la ecuacion [( 478], se procede a derivar el vector {rm}B :
0 0 0
%{rzo}g = %({rlo }B + {rzn}B + [CBF ] {rZIZ}F ) - (%[CBF ]){rzlz},: (=40

Con lo cual la expresion [( 539] se reduce a:

0

Finalmente entonces, teniendo en cuenta las expresiones [( 528], [( 536] y [( 541], se
procede a formular la ecuacion de Lagrange del sistema para el grado de libertad “ ¢ ™, el
cual no fue considerado en el tratamiento completo:

B
_d(i-rj_i'r +i\/:0 (542
dt \ oa oa ox

Reemplazando las expresiones se obtiene:

N e e T L S

+m, <[CBN Hahy {[CBN J{Rofy + [ai[CBF]j{rm}F D +kea

IV.4.2. DESARROLLO DE LA ECUACION DE LAGRANGE PARA EL GRADO DE
LIBERTAD “ .

De la ecuacion de energia cinética del sistema completo [( 458] se extrae solo aquella parte
que depende de B (angulo de deflexion del tramo izquierdo de ala):

T, = mS[RO + M@ x(ry, +r311)}(N0)G xr313)+% N(oG-( “1, NwG) (544
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Donde:

(545

Debido a que el célculo para el grado de libertad “ 7 es semejante al realizado para el

grado de libertad interno “« ”, se omite su desarrollo y se escribe directamente la ecuacion
de Lagrange:

—d(iT]—iT+iV:O o
dt\ag ) op  op

Desarrollando la ecuacion [( 546] se obtiene:
0=m3[{RO}B +[Na®) x{r, +r311}5}[[aaﬂ{NmG}B]x{r313}B]+
+ m{{RO}B +f NmB}B x {1y, +r311}5}[(£3{N‘”G}B]X{QB}B}L

+ m3<[CBN J{g}y '{[CBN J{Ro}y * [aaﬁ[CBG]]{r313}G:|>+ K3

IV.5. PLANTEO Y RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
HIBRIDAS.

IV.5.1. CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL
Considerando el momento lineal para el sistema completo derivado anteriormente (ver
ecuacion [( 510] expresada en el marco B) se tiene que:

2R =me{Ry} +m (R} +m2({RO}B +{r20}8)+m3<{|:;0}8 +{r.30}8) (548
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Se puede expresar matricialmente la ecuacion [( 548] como:

my +m, +m, +m, 0 0
{ZF}B: 0 M, +m, +m, +m, 0 {IQO}B+
(549

0 0 my, +m, +m, +m,

+m2{r'20}B +m3{F30}B

A continuacion se define la matriz de masa como,

m, +m, +m, +m, 0 0 -

[Mass] = 0 m, + M, +m, +m, 0 (

0 0 my +m, +m, +m,

Por otro lado, la derivada segunda respecto al tiempo de r,, expresada en B tiene la forma

siguiente:
. - - ~ ~ (551
{rzo}B :[CBF]{erZ}F :(_{ BaF}B [CBF]+{ N(’)B}B { N(‘)B}B [CBF]){erZ}F
Donde,
0 0 0
[Coc]l=|0 —disen(a)—a®cos(ar) —dcicos(a)+a’sen(a) (552
0 dcos(a)—a’sen(ar) —disen(a)—a’ cos(ar)
Reordenando, se puede expresar la ecuacion [( 552] como:
0 0 0 0 0 0
[Cec]=|0 —sen(ar) —cos(a) |é+|0 —d’cos(a) da’sen(a)
0 cos(a) -—sen(a) 0 —da?sen(a) —d?cos(a) (553
=[A]é+[B]
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Procediendo del mismo modo se obtiene:

0 0 0 0 0 0
[Cocl=|0 sen(-p) cos(-p) |f+|0 —p*cos(-p) p*sen(-p)

0 —cos(-B) sen(-p) 0 —p%en(-B) —p2cos(—p) (554
=[C]4+[D]
Finalmente, la ecuacion [( 548] puede reescribirse como:
(555

[Mass]{ﬁo}8+mz ([A]d+[B]){r212} ([ ]ﬂ+[ ]){ 313}0 :{ZF}B

Aislando del lado derecho los términos que no contienen {RO}B, {N(i)B}B, o ni |3 la

ecuacion [( 555] toma la siguiente forma:

[Mass]{ﬁo}8+(mz[A]{rzlz} ) ( M, [C {Fass ) {ZF} ) (556

Definiendo las siguientes variables auxiliares,

{ZF} —-m, r212} ms[D]{rsls}G (s7
{A*}:mz[A]{rzlz},: (558
(559

{C*p=m;[Cl{rusfq

Finalmente, la expresion de la cantidad de movimiento lineal para el sistema completo es,

(560

[Mass]{l?o}B +{A*}a@+{C*} p=1{a}

IV.5.2. CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR
Considerando el momento angular para el sistema completo derivado anteriormente (ver

ecuacion [( 468] expresada en el marco B) y aislando del lado derecho los términos que no
contienen {I?O}B, {Nci)B}B, a ni B la ecuacion toma la siguiente forma:
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_{FQO}B X{[rdm}B +[ A’IGo]B{NO‘)B}B :{MGo}B _%( /”IGo)B{NmB}B N (561
pACH ISR

Se define con la variable {b} a la suma de términos que no contienen {RO}B’ {N(bB}B , O
ni [}

(562

{ram) <), o 101,107, -

Como es sabido, el producto vectorial se puede expresar matricialmente como:

o {jram) [jram]

Urdml 0 —Urdml =[st.], (563

{Jrom | [gron] 0]

Finalmente la expresion final de la ecuacion de cantidad de movimiento angular para el
sistema completo es,

(564

IV.5.3. ECUACION DE LAGRANGE PARA EL GRADO DE LIBERTAD INTERNO

(13 29

a
Considerando la ecuacion de Lagrange para el grado de libertad interno “e« ” derivada
anteriormente (ver ecuacion [( 543]) y aislando del lado derecho los términos que no

contienen {RO}B, {Nch}B, d ni B, laecuacion toma la siguiente forma:
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(ol s, 07l el |
Sl H G o,
|

Il
|
3
N
1
—_——
-
o
w
+

3
N
—
||
O
o
p=d
| I—
—_—
(=]
—
b=
l+|
—
O
w
=z
(I
—_——
Py
o
—_—
b=
+
/N

%[CBF ]]{r212}|: ]>_ k.

Se define con la variable “C ” a la suma de los términos que no contienen {RO}B,
{NG)B}B, anif.

Se analizan aquellos términos que si dependen de estas variables:

1) Analisis del primer término de la ecuacion [( 565]
. ) 0 (566
m, |:{RO}B +{N(,)B}B x{rlo —H.le}s}[(%{ NwF}BjX{rZH}BJ

y utilizando la propiedad distributiva del producto escalar con respecto a la suma, la
expresion [( 566] se reescribe como:

(567
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Luego, aplicando propiedades del producto escalar y vectorial: asb=bea y
(axb)sc=as(bxc), se obtiene:

(568

ot o[ £ 0, el 07,

A continuacion se definen las variables auxiliares E y F con el objetivo de contraer la
expresion final para la ecuacion gobernante del grado de libertad interno “ o ”,

(El=m, H%{NmF}Bjx{rm}Bj (569

(F}=m, {{"10 + o)y x[(%{ N(’)F}B]X{YM}BH (570
2) Analisis del segundo término de le ecuacion [( 565]
alaalerl G rer,
y aplicando la propiedad conmutativa se obtiene:

e o, b,

Donde:

") (o), v

Entonces, reemplazando la ecuacion [( 573] en la [( 572], y aplicando la propiedad
distributiva se obtiene:

Sl o e Glatenk o]l
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Se definen entonces las siguientes variables auxiliares,

e} =3 o), Jin,

T

1
1( 0 (v ¢ | (576
H=10 ‘{5(@{ ® }BJ{ ”A}B}
0
3) Anaélisis del tercer término de le ecuacion [( 565]

et o]

y aplicando la propiedad conmutativa se obtiene:
1 % 0 (N F N - F (578
ERIAFAR R

Entonces, reemplazando la ecuacion [( 573] en la [( 578], y aplicando la propiedad
distributiva se obtiene:

2 b (g e e §-[%{@IA}B(8—1{W}B)}

Se definen entonces las siguientes variables auxiliares,

=30, (S, -

J= ; E{ ’?IA}B (%{NQF}BN (581

0

La expresion final de la ecuacion de Lagrange para el grado de libertad interno “o ” es:

({E}{QO}B+{F}{N@B}BH{G}{N@B}B+Hd)+({1}{N®B}B+dezc (582
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Agrupando en términos, la ecuacion [( 582] se reduce a:

{E}{Ro}B+({F}+{G}+{|}j{N®B}B+(H +J)a=C (583

IV.54. ECUACION DE LAGRANGE PARA EL GRADO DE LIBERTAD INTERNO

“ﬂ”
El procedimiento de calculo para el grado de libertad interno “ 8 es semejante al

realizado para el grado de libertad interno “« ; por lo tanto se omite su desarrollo y se
escribe la ecuacion final. Entonces la expresion final de la ecuacion de Lagrange [( 547]
para el grado de libertad interno “ #” es:

+{L}{N¢B}B]+({M}{N@B}B+ Nﬁj+({0}{Nd)B}B n pﬁj:d (584

Agrupando en términos, la ecuacion [( 584] se reduce a:

(<) Rof (1L +M}+(0))[M@e] +(N+P)p=d (s

Donde se ha identificado con la variable “d “a la suma de los términos que no contienen

{RO}B, {N(i)B}B, i ni p. Las demas variables son:

{K}:mg((%{NmG}BJX{rM}B] (566

o] -

=3[ e, o), e

(o o

SRR 50
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Jpalgre)] -

IV.5.5.  PLANTEO DEL SISTEMA MATRICIAL

Finalmente, utilizando las ecuaciones [( 560], [( 564], [( 583] y [( 585] se escriben las
ecuaciones de movimiento hibridas del sistema completo. Para ello se construye un sistema
de la forma Ax=Db como se observa a continuacion,

il e | ]| [l

s, I I oty ey |
1] o

E | [F+el+
(Ki | lb+mp+fo)] [ | tldl]

Lo |
<
D
w
w
e
© o o
o o o
o o o

En la [Fig. 75] se muestra un esquema completo del sistema modelado mediante la
ecuacion matricial [( 592]:

FIG. 75: DISOPSICION ESQUEMATICA DEL SISTEMA MODELADO
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IV.6. SIMULACION EN MATLAB: MOVIMIENTO DEL VEHICULO

Una vez programado el codigo en Matlab se procede a analizar una serie de casos de
estudio para verificar su validez.

Es importante aclarar que en cada caso de estudio se grafica la historia del movimiento
teniendo en cuenta:

e Componentes del vector posicion del centro de masa del cubo en el marco de
R

referencia inercial N: {R,} =1{R,

R

0: ) N

0,

v — 3— Rotacién
e Angulos de Euler: @ — 2—Rotacion
¢ — 1—Rotacion

e Angulos de deflexion de los tramos de ala: o y f3.

Los parametros de integracion utilizados para los distintos casos de estudio son:

e Paso de Integracion: Dt = 0.0001
e Error de Convergencia (Prescribed Error Tolerance): =10

Pardmetros del Sistema:

m,=01; l,=1; 1,=1;1,=1;

y0
m =1; I, =1; 1,=10;1,=01;
=10;1,,=0,1;
=10;1,=0,1;
l; =10; 1, =10 i=12,..,12

k, =k, =100[1/rad]
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IV.6.1. CAso DE EsTuDIO N°1
Con el objetivo de validar el codigo desarrollado se estudiara, primeramente, la frecuencia
natural de oscilacion y la forma de los modos de los tramos de ala, considerando el cubo

empotrado (es decir, {R,} =(0;0;0)"y {://;H;(p}T =(0;0;0)" para todo t). Para ello es
preciso no tomar en cuenta los efectos debidos al campo gravitacional, por lo tanto g = 0
durante toda simulacién numérica. Las dos variantes consideradas en este caso de estudio
estan relacionadas a dos configuraciones iniciales del sistema. Estos dos conjuntos de
condiciones iniciales resultan en la aparicion de una forma simétrica y una forma
antisimétrica de vibrar. A continuacion se detalla el estudio de cada uno de estos “modos”
por separado.

MODO SIMETRICO:

En primer lugar se analiza el modo simétrico; para ello se excita el ala con una condicion
inicial de la forma: & =10° y =10°, tal como se muestra en la [Fig. 76].

FIG. 76: MODO SIMETRICO

Efectuando la simulacién en Matlab se obtiene:

10 T T

=
= 0 .
[}
S} i
-10 1 :
0 1 2 E
10 . .
5_ -
o
= 0r T
o
St 4
-10 1 1 1
0 1 2 3 4 5 B

t[s]

FIG. 77: SIMULACION MODO SIMETRICO: CASO DE ESTUDIO N°1
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MODO ANTISIMETRICO:

En segundo lugar se analiza el modo antisimétrico; para ello se excita el ala con una
condicion inicial de la forma: « =10° y B =-10°, tal como se muestra en la [Fig. 78].

FIG. 78: MODO ANTISIMETRICO

Efectuando la simulacion en Matlab se obtiene:

at)[’]

BRI

0 1 ) 3 4 5 B
t[s]

FIG. 79: SIMULACION MODO ANTISIMETRICO: CASO DE ESTUDIO N°1

La prueba bésica para la validacion del codigo es calcular analiticamente el valor del
periodo de oscilacion “T”, y compararlo con la simulacién efectuada. Se sabe que los
tramos de ala deberian oscilar con frecuencia natural:

Ky

2_ ka b
/3|
B

Z
2
IA

2__
y @O =

(2

155



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

para este caso en particular, como los resortes y los tramos de ala son iguales entre si, se
cumplira que @, =w, =.

Entonces:

) ) 1 LY 1 10Y°
2], = 3|B=Em(|f+|y2)+m Ey =El(o,12+102)+1(?j =33,33

o l,732|:1:| 1 1 1
f:_:2—3:0,2757[§} > T=t-—1 __36277[5]

En la [Fig. 80] se puede apreciar que el periodo de oscilacion coincide con el periodo
calculado analiticamente, con un error relativo &€ = 0,02%.

L
|
|

v
T =3.6285[S]

Error Relativo:
£=0.02%

t[s]

FIG. 80: CUANTIFICACION DEL ERROR RELATIVO EN EL PERIODO DE OSCILACION
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IV.6.2. CAsO DE ESTUDIO N°2

El proximo paso, luego de haber verificado exitosamente el cddigo computacional, es
efectuar un estudio relacionado a la rigidez del sistema. Para ello se libera el cubo (sin
amortiguamiento) y se estudia la respuesta del sistema considerando resortes blandos
(grandes deformaciones) y resortes rigidos (pequefias deformaciones). En este caso se toma
en cuenta los efectos debidos al campo gravitacional y las condiciones iniciales son todas
nulas; es decir:

Roly =(@0:0)  {Ro} =©@0,0) . {yilio}) =©0,0) , {"0®} =00 .
(@B} =(0,0) y {&: B} =(0,0).

SISTEMA BLANDO (GRANDES DEFORMACIONES):

Las constantes de rigidez de los doce resortes que componen el sistema bajo estudio son
especificadas por medio de un vector de dimension 12x1 con los siguientes valores:

k. =[10;10;10;10;10;10;10;10;10;10;10;10]

Ademaés, se adopta una rigidez para los resortes torsionales que vinculan los tramos de ala
de k, =k, =100[1/ rad].

¥ 10
4 T T T T T T
2 _
g
0 -
2 | | | | |
0 5 10 18 20 25 30 35
t[s]
x10™
4 T T T T T T
2= _
g o i
vy
2k -
4 | ! I ! L 1
0 ) 10 18 20 25 30 35
tls]
D T T T T T T
0.5 —
g
Ak _
15 L I L | L L
0 5 10 15 20 25 30 35

t[s]

FIG. 81: DESPLAZAMIENTO DEL CENTRO DE MASA DEL CUBO (SISTEMA BLANDO): CASO DE
ESTUDIO N°2
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ytl]
o

0.02

e[°]

-0.02

-0.04
1]

al)l’]

RO

x 100

t[s]

35

tfs]

35

t[s]

35

t[s]

35

t[s]

35

FIG. 83: ANGULOS DE DEFLEXION “a Y “ 37 (SISTEMA BLANDO): CASO DE ESTUDIO N°2
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Al observar la [Fig. 81] y [Fig. 83] se puede apreciar que los desplazamientos que
experimenta el modelo son relativamente grandes, asi como también los &ngulos de
deflexién de los tramos de ala son mayores a 40°. Como consecuencia estos grandes
desplazamientos se puede apreciar en la [Fig. 82] que para t=30[s] la acumulacion errores
produce que uno de los angulos de Euler comience a dispararse (6 = -0,03°); su valor ira
creciendo cada vez mas hasta producir que la simulacion diverja.

SISTEMA RIGIDO (PEQUENAS DEFORMACIONES):

Las constantes de rigidez de los doce resortes que componen el sistema bajo estudio se
incrementan todas en la misma proporcion, tal que:

k; =[100;100;100;100;100;100;100;100;100;100;100;100]

Por otro lado, la rigidez de los resortes torsionales que vinculan los tramos de ala no varia,
es decir: k, =k, =100[1/rad]. Se simula 30 seg:

¥ 10
2 T T T T T T
1 - —
S 0 i
(v
B _
2 | I | | I |
) 5 10 15 20 25 30 %
t[s]
x 10"
4 T T T T T T
2 s -
5
D —
2 | I | | I |
0 5 10 15 20 25 a0 *
t[s]
D T T [ T T
005 T -
& 01F -
[v g
015k i
02 | | | | I |
0 5 10 15 20 25 30 %5

tfs]

FIG. 84: DESPLAZAMIENTO DEL CENTRO DE MASA DEL CUBO (SISTEMA RIGIDO): CAsO DE
ESTUDIO N°2
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g i
35
t[s]
w10
2 T T T T T T
Tuf= .
Laed
Ak ]
5 I I I I L I
0 5 10 15 20 2% 30 35
t[s]
w10
1 T T T T T T
05| -
s 0 .
-~
05F -
1 1 | | | |
0 5 10 15 20 2% 30 35
t[s]
FIG. 85: ANGULOS DE EULER (SISTEMA RIGIDO): CASO DE ESTUDIO N°2
10 T T T T T T
8& -
35
t[s]
10 T T T T T T
§u _
35

t[s]

FIG. 86: ANGULOS DE DEFLEXION “ ” Y “ 8 (SISTEMA RIGIDO): CASO DE ESTUDIO N°2
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Al observar la [Fig. 84] se puede apreciar que los desplazamientos que experimenta el
modelo son pequefios, y aunque los &ngulos de deflexion de los tramos de ala son de casi
50° (tal como se puede apreciar en la [Fig. 86]), el error numérico se mantiene por debajo

del orden de 10™. Esto implica un resultado exitoso para este proyecto, ya que a través
del codigo programado se han logrado simular grandes deflexiones de los tramos de ala sin
que se produzca divergencia de la respuesta. Como consecuencia de esto, mediante este
cédigo es posible entonces llegar a simular las grandes deflexiones alares que
experimentan las aeronaves del tipo X-HALE UAV en su vuelo normal. Con este
programa es posible simular mas de 100[s] sin que se produzca divergencia.

IV.6.3. CAsoO DE ESTUDIO N°3

El paso siguiente consiste efectuar un estudio relacionado con el amortiguamiento del
sistema. Para ello se libera el cubo y se estudia la respuesta del sistema. Las constantes de
los doce amortiguadores que componen el sistema bajo estudio son especificadas por
medio de un vector de dimension 12x1 con los siguientes valores:

¢, =[0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1;0.1;0.1,0.1;,0.1]

Esta combinacion de valores para los C; activa todos los amortiguadores. Las condiciones
iniciales son todas nulas. Ademas, se consideran todos los resortes activados con una

rigidez k; =[100;100;100;100;100;100;100;100;100;100;100;100], y k, =k, =100[1/ rad]

Se simula 35 seg:

RO1()
oS

T

1 |

RO2(t)
oo N
é
| 1 |

0 5 10 15 20 25 30 38 40
t[s]
a T T T T T T T
005 .
& 01 .
o
015} .
02 | 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 a0

FIG. 87: DESPLAZAMIENTO DEL CENTRO DE MASA DEL CUBO (SISTEMA RIGIDO CON
AMORTIGUAMIENTO): CASO DE ESTUDIO N°3

161



Trabajo Final de Grado: Ing. Aeronautica FCEFyN ARGUELLO, Marcos E.

alt)®]

t[s]

O

t[s]

FIG. 88: ANGULOS DE DEFLEXION “@ ” Y « 3 ”: CASO DE ESTUDIO N°3

Al observar la [Fig. 87] se puede apreciar como por efecto del amortiguamiento va
desapareciendo la componente del movimiento vertical asociada al propio peso del
modelo, sin embargo el mismo queda oscilando con una componente de movimiento
asociada a la deflexion de los tramos de ala, los cuales contindan oscilando
indefinidamente ya que su giro no se encuentra amortiguado (ver [Fig. 88] ). Incluso esto
puede verse si se aumenta aun méas el amortiguamiento, obteniendo el siguiente resultado
[Fig. 89]:

x107"°

RO1()
1

t[s]
x10"

T T
05 -
D51 -
1
80

1
100 120

RO2(t)

tls]

002+ -

RO3(t)

-0.04 - -

006 -

-0.08 1 1 1 1
0 20 40 60 a0 100 120

t[s]

FIG. 89: DESPLAZAMIENTO DEL CENTRO DE MASA DEL CUBO (SISTEMA RIGIDO CON
SOBREAMORTIGUAMIENTO): CASO DE ESTUDIO N°3
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IV.6.4. CAso DE ESTUDIO N°4
El proximo paso consiste efectuar un estudio de la respuesta del sistema bajo una
condicidn inicial no nula (sin amortiguamiento). Para ello se le imprime al cubo un giro

inicial: {1/1;0; (p}T =(0;10;0)" y luego se lo libera estudiando la respuesta del mismo. Se

simula 100 seg:

T T T T T T T T T
0.1 ‘\
2 °f i
-0.1
1 1 1 1 1 1 1 1 |
1] 10 20 30 40 50 60 70 80 90
t[s]
10"
T T T T T T T T T
5 - -
g o I
4
il S
| | | 1 1 1 1 1 1
1] 10 20 30 40 50 60 70 80 90
t[s]
0.05 T T T T T T T T T =
U =
= -0.05 ff
o |
SRR RS
015 -
1 | 1 1 1 1 1 1 1
u} 10 20 30 40 50 B0 70 80 90

t[s]

x 10"

o
|

yltl°]

t[s]

8]
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FIG. 91: ANGULOS DE EULER: CASO DE ESTUDIO N°4
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FIG. 92: ANGULOS DE DEFLEXION “@ Y *“ 8 : CASO DE ESTUDIO N°4

Al observar la [Fig. 90] se puede apreciar que los desplazamientos que experimenta el
modelo son pequefios, y aunque los angulos de deflexién de los tramos de ala son de casi
50° (tal como se puede apreciar en la [Fig. 92]), el error numerico se mantiene por debajo

del orden de 10, y como consecuencia de esto la simulacion no diverge.

1VV.6.5. CAsO DE ESTuDIO N°5

En este Gltimo caso se efectda un estudio relacionado con la respuesta del sistema frente a
una rafaga, es decir un perfil de velocidades con direccion vertical ascendente. Para
simular la rafaga se le imponen al modelo las siguientes condiciones iniciales:

R}, =(0:0,0) , (R} =004 , {y:6:0) =(0:00] , {"o°} =(0:00)
(@ p}=(0.0) y {d: B} = (45,45) P/ §]

y se estudia la respuesta del sistema. En este caso también se toman en cuenta los efectos
debidos al campo gravitacional.

La masa de cada tramo de ala y del cubo se toma como: m,=m, =m, =m, =0.1; la rigidez
de los resortes es: k; =[10;10;10;10;10;10;10;10;10;10;10;10] y k, =k, =100[1/ rad] , y
no se considera amortiguamiento. Se simula 50 seg:
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DE ESTUDIO N%
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FIG. 94: ANGULOS DE DEFLEXION “« Y * ”(RESPUESTA A RAFAGA): CASO DE ESTUDIO N°5

En este altimo caso de estudio se puede apreciar la efectividad del programa para simular
de manera exitosa la respuesta dinamica de la aeronave frente a un fenémeno de carécter
real como es una rafaga.
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CAP V. CONCLUSION

V.1. DESCRIPCION DEL TRABAJO

A lo largo de este trabajo final se realizaron las siguientes tareas:

1) La revision de antecedentes de aeronaves X-HALE-UAV existentes y disefiadas a
lo largo de la historia, incluyendo una breve resefia del programa de investigacion
NASA ERAST HALE UAV PROGRAM, haciendo especial hincapié en el
accidente sufrido por el HP03-Helios, y en el analisis del nuevo prototipo X-HALE
desarrollado por la Universidad de Michigan.

2) Un analisis bibliografico exhaustivo de conceptos de mecéanica para sistemas de
cuerpos rigidos.

3) Desarrollo de: i) las ecuaciones de movimiento (sin considerar la aerodindmica) de
un modelo simplificado de un concepto de aeronave X-HALE-UAV, y ii) una
herramienta de simulacién numérica de alta fidelidad que implementa la
formulacion desarrollada.

4) La utilizacién de un método hibrido basado en la mecanica vectorial (cantidad de
movimiento lineal y angular) y en la mecénica analitica (ecuaciones de Lagrange)
para obtener las ecuaciones que gobiernan los grados de libertad globales y grados
de libertad internos del sistema completo. La adopcion de este método para estudiar
el problema propuesto en este trabajo final se debe al enorme potencial y
simplicidad para tratar sistemas mecanicos complejos.

5) La implementacion de un esquema de integracion numérica de cuarto orden, el
método predictor-corrector de Hamming. Este integrador, al igual que los que
provee Matlab para sistemas rigidos y no rigidos, presentaron problemas a la hora
de integrar estas ecuaciones cuando los desplazamientos se hacian demasiado
grandes.

Como conclusion de este trabajo final se hace especial hincapié en el andlisis de los “Casos
de Estudio” propuestos en la “Seccion IV.6: Simulacion en Matlab: Movimiento del
Vehiculo”, donde se puede ver resumido el resultado de todo el trabajo realizado. A traves
del “Caso de Estudio N°1”, mediante el analisis de la frecuencia natural de oscilacion de
los tramos de ala, se verifico con éxito la efectividad de la herramienta de simulacion
desarrollada y del método hibrido propuesto. Luego, en el “Caso de Estudio N°2” se
efectud un estudio relacionado a la rigidez del sistema, probando con dos sistemas de
distinta rigidez, sin amortiguamiento. En este caso se pudo apreciar la efectividad de la
herramienta para simular las grandes deflexiones alares (de hasta 50°), sin que se produzca
divergencia en la respuesta y considerando el acoplamiento dinamico entre los “modos” de
cuerpo rigido y los “modos” elésticos del modelo. Esto lo convierte en una herramienta de
alta fidelidad a la hora de investigar el comportamiento dinamico (sin considerar la
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aerodindmica) de un modelo simplificado de un concepto de aeronave X-HALE UAV, y
que podré servir para mejorar la comprension futura de los fendmenos aeroelasticos no-
lineales asociados a los vehiculos aéreos de gran escala. Por Gltimo se puede mencionar
que también se efectuaron simulaciones satisfactorias con efecto de amortiguamiento y
ademas se estudio también la respuesta dindmica del modelo frente a un fenémeno de
caracter real como es una rafaga, la cual fue simulada de manera simplificada mediante la
imposicion de condiciones iniciales de velocidad al modelo.

V.2. TRABAJOS FUTUROS

Como se ha podido apreciar a lo largo de este trabajo, tanto el integrador predictor-
corrector, como los integradores que provee Matlab, presentaron problemas a la hora de
integrar las ecuaciones de movimiento cuando los desplazamientos se hacian demasiado
grandes.

Esto se debe a que el uso de integradores numeéricos de propdsito general para la solucién
de las ecuaciones de movimiento provenientes de una dinamica hamiltoniana conduce a
errores tales como la no conservacién de las integrales de movimiento del sistema y la
aparicion de inestabilidades numéricas en la propagacién, haciendo que éste se mueva por
trayectorias no fisicas, espacialmente en casos de sistemas dindmicos no lineales como
éste.

Sin embargo, existe otro tipo de integradores numéricos que preservan la estructura
simpléctica del espacio de fase de los sistemas hamiltonianos, respetando asi las
propiedades inherentes a su dindmica. Este tipo de integradores, llamados simplécticos,
requieren que las ecuaciones de movimiento sean reescritas en término de las ecuaciones
de Hamilton.

Se propone como trabajo futuro reescribir las ecuaciones de movimiento del modelo
completo en término de las ecuaciones de Hamilton y programar distintos integradores
simplécticos que permitan resolver este problema. Se pueden analizar distintos
integradores, comenzando por integradores sencillos del tipo “Euler Simplectico” o
“Stormer-Verlet”, para luego pasar a un método mas sofisticado como un “Ruge-Kutta
Simpléctico de Cuarto Orden”.
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APENDICE

En este apéndice se incluye el nombre da cada rutina programada en Matlab y una breve
resefia de lo que cada una de ellas hace:

A)APENDICE |

“rotation_matrix.m”: permite obtener la matriz de transformacién asociada a una
determinada secuencia de rotacion especificada.

B) APENDICE 1

“angular_velocity rotation_matrix.m”: permite obtener la matriz de transformacion
cinematica que relaciona las componentes del vector velocidad angular con las derivadas
de los angulos de Euler para una determinada secuencia de rotacion.

C) APENDICE Il

“inetria_matrix.m”: dada la matriz de inercia de un cuerpo con respecto a su centro de
masa, este programa permite obtener la matriz de inercia del cuerpo con respecto a
cualquier otro punto del espacio.

D)APENDICE IV

“angular_momentum.m”: calcula la cantidad de movimiento angular de un cuerpo
rigido.

E) APENDICE V

“springs_extension_cube.m”: dada la posicion del centro de masa del soporte y una
determinada orientacion del mismo en el espacio, este programa permite calcular la
extension de cada uno de los resortes que vinculan el soporte al tinel de viento.

F) APENDICE VI

“force_cube.m”: dada la posicion del centro de masa del soporte y una determinada
orientacion del mismo en el espacio, este programa permite calcular la fuerza efectuada por
cada uno de los resortes que vinculan el soporte al tunel de viento, y ademas obtener la
fuerza resultante actuante en el centro de masa del soporte.
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G)APENDICE VII

“moment_cube.m”: dada la posicion del centro de masa del soporte y una determinada
orientacion del mismo en el espacio, este programa permite calcular el momento de la
fuerza efectuada por cada uno de los resortes que vinculan el soporte al tanel de viento,
respecto al centro de masa del soporte.

H)APENDICE VIII

“cube_simulation”: dadas las condiciones iniciales: posicion y velocidad del centro de
masa del soporte, la orientacion del mismo en el espacio (&ngulos de Euler para una
secuencia de rotacion 3-2-1) y su velocidad angular; este programa permite graficar la
historia del movimiento del soporte: posicion y orientacion en el espacio, asi como también
la historia de la fuerza y el momento resultante actuantes en el centro de masa del mismo.
Utiliza el integrador predictor-corrector [14] .

1) APENDICE IX

“model_simulation”: dadas las condiciones iniciales, este programa permite graficar la
historia del movimiento del vehiculo, esto es: posicion y orientacion del soporte en el
espacio, asi como también los angulos de deflexion de los tramos de ala para cada instante
de tiempo. Utiliza el integrador predictor-corrector [14] .

Cada una de las rutinas mencionadas en este apéndice se incluyen en la carpeta
“Programas Matlab _Marcos Arguello” del CD que acompafia este trabajo final.
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