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Capitulo I: NOTAS INTROD?

[.L1. CONTEXTO GENERAL

La aeroelasticidad es una rama de las ciencias de ingenieria que ha cobrado
preponderancia a lo largo del siglo XX en conjuncién con el desarrollo de la industria
aeroespacial. Conceptualmente representa la mixtura entre tres campos de la fisica
que se relacionan activamente: La Dinamica, La Elasticidad y La Aerodinamica. Su
principal objeto de estudio concierne a la interacciéon entre un cuerpo, o estructura
elastica, inmerso en una corriente fluida y las acciones aerodinamicas resultantes,
pasando por el analisis de deformaciones, alteraciones del campo de movimiento y
efectos inerciales.

Debido a su naturaleza intrincada, la aplicacién practica de los conceptos
aeroelasticos ha sido relegada casi exclusivamente al tratamiento computacional, al
igual que otros campos del analisis estructural y la aerodindmica. De este proceso
surge una nueva area de estudio denominada sucintamente “Aeroelasticidad
Computacional” o “CAE” (de aqui en adelante por sus siglas en inglés). Una tarea de
gran importancia dentro del campo de la aeroelasticidad computacional (CAE) es la
simulacion numérica de problemas de interaccion fluido-estructura o “FSI” (por sus
siglas en inglés). La principal dificultad en este tipo de problemas radica en que las
acciones aerodinamicas sobre un cuerpo flexible inmerso en un fluido, con
movimiento relativo entre ellos, dependen de la forma, velocidad, y aceleracion del
cuerpo, mientras que estas tres, a su vez, dependen de las cargas aerodindmicas que el
fluido ejerce sobre el cuerpo flexible.

Légicamente la concurrencia de estos dos fendmenos de naturaleza disimil, la
dindmica del cuerpo y las acciones aerodindmicas, debe ser representada de forma
fehaciente para que los procesos de simulaciéon también lo sean. En este sentido y de
manera general, la respuesta de la estructura a las cargas aerodindmicas se calcula
utilizando el método de elementos finitos (FEM), mientras que para las cargas
aerodinamicas sobre la estructura se utilizan técnicas de la dinamica de los fluidos
computacional (CFD). Para atacar el problema de FSI el dominio es discretizado,
emergiendo dos mallas o grillas. La primera de ellas es una malla de elementos finitos
que surge sobre la estructura, denominada malla estructural (ME). En segundo lugar y
cuando la técnica utilizada para calcular las cargas aerodindmicas es el Método de Red
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de Vértices (UVLM), sélo es necesario discretizar la interface o frontera definida por el
contorno del cuerpo dentro del dominio fluido dando origen asi a una nueva malla
denominada grilla aerodinamica (GA).

En general las grillas provenientes del UVLM (GA) y las mallas provenientes del
FEM (ME) tienen topologias muy diferentes. La topologia de las GA depende de
consideraciones puramente aerodinamicas y es independiente de la discretizacion de
la estructura, generalmente se compone de elementos cuadrilateros, con un nodo en
cada vértice, y un nodo adicional, denominado punto de control, en el centro
geométrico de cada elemento. Mientras que, una malla de elementos finitos, en
general, obedece Uinicamente a consideraciones de la dinamica estructural.

Durante el paso de informaciéon entre la malla estructural y su contraparte
aerodinamica es necesario que se conserven las cargas totales y la energia total.
Ademas, esta interaccidon usualmente involucra dos tépicos principales:

e la transferencia de desplazamientos, velocidades, y aceleraciones desde los
nodos de la ME hacia los puntos nodales de la GA; y

e la transferencia de fuerzas/presiones desde los llamados puntos de control de
la grilla del UVLM hacia los nodos de la malla del FEM.

Por lo tanto, esta transferencia de datos entres grillas y mallas es de capital
importancia en el campo de la aeroelasticidad computacional, donde los métodos de
interpolacion entre las mismas pueden facilmente transformarse en el factor que
controla la precision de la simulacién aeroelastica.

Un campo relativamente reciente de aplicacion de la CAE, en el cual la
interrelacion entre GA y ME ha mostrado ser sumamente preponderante, es el analisis
de alas batientes. Esta drea de estudio estd inspirada en la biologia por cuanto trata el
complejo movimiento que se produce durante de vuelo de diversas criaturas (insectos
principalmente) con el fin de utilizar sus resultados en el disefio de dispositivos de
utilidad practica. En este caso, la malla estructural del FEM procura representar las
alas de estos animales consideradas como estructuras elasticas y la grilla
aerodinamica simula el flujo de aire alrededor de las mismas, dando lugar a un
problema de FSI sumamente complejo que debera considerar el batimiento y todos los
fendmenos asociados a éste.

Tanto como para el andlisis de alas batientes como para cualquier otro caso de
FSI, la interaccién entre mallas y grillas constituye un punto clave. Luego, es
precisamente aqui donde encuentra sitio el presente trabajo que busca contribuir con
medios computacionales para hacer mas eficaz y eficiente el pre-procesamiento de
datos que requiere dicha interaccion.

[.2. OBJETIVO

La transferencia de datos y parametros entre mallas estructurales y grillas
aerodinamicas es un proceso que se repite constantemente a medida que avanzan los
pasos de calculo de la resolucién de un problema de FSI. Esta interaccion puede
encararse de diversos modos que dependerdn del método de resolucion que se

2



Trabajo Final de Grado
Martin Eduardo Pérez Segura

aplique. No obstante y sin importar cual sea el procedimiento utilizado, es
imprescindible generar un vinculo entre nodos y/o puntos de control, y elementos,
segun sea el caso, antes de proceder al intercambio de informacion.

A modo de ejemplo, supdngase un punto de la grilla aerodindmica que posee un
valor de presion que debe transferirse a la estructura como una carga aplicada. Dado
que la estructura se encuentra discretizada con una malla de FEM, la carga
aerodinamica deberd aplicarse en uno de sus elementos, el cual deberd ser
identificado. Ahora bien, si se tiene en cuenta que una GA cuenta con algunos decenas
de miles de nodos y una ME posee una cantidad similar de elementos que se
encuentran en constante movimiento y deformacién, se pone de manifiesto la
importancia de la eficiencia en el desarrollo de este proceso. A modo aclaratorio, en la
figura siguiente se esquematiza la interrelaciéon entre un punto de la grilla
aerodinamica y un elemento de la malla estructural.

Elemento de Malla
Estructural

Elemento de Grilla
Aerodinamica

Punto de Control
a Localizar

Figura 1.1: Esquema de interaccion entre un punto de la GA y un elemento de la ME

Habiendo explicado lo anterior, puede decirse de forma general que el objetivo
de este trabajo final es desarrollar e implementar algoritmos eficientes y robustos que
permitan transferir datos entre grillas aerodindmicas y mallas estructurales, ambas,
con topologia arbitraria e independiente; y, de forma particular, consiste en la
localizacién topolégica de los nodos y puntos de control de la malla de red de vértices
dentro de los elementos estructurales provenientes de la aplicaciéon del Método de
Elementos Finitos. Todo esto orientado a la aplicacién practica del andlisis de alas
batientes.

Para alcanzar el objetivo, debe tenerse en cuenta que la implementacion de los
algoritmos desarrollados se realiza dentro de una herramienta computacional. La cual
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comprende un codigo de programa denominado, de aqui en adelante Programa de
Vinculacidén, cuyo propdsito es ejecutar las tareas para las que los algoritmos fueron
disefados. Ademas, es necesario incluir sistemas de medicion de performance para la
evaluacién y comparacion de los distintos algoritmos a fines de conocer su eficiencia
propia y comparativa.

[.3.  ORGANIZACION

Teniendo presente el contexto en el que se sitda el presente trabajo y estando
su objetivo definido en las lineas precedentes, se da paso a exponer de manera
resumida la disposicién y la relacion que existe entre los temas que se tratardn a
continuacion.

Luego de este breve titulo introductorio necesario para ambientar al lector en
la materia, se da lugar a un capitulo netamente de contenidos tedricos que brindan
nociones preliminares al desarrollo subsiguiente. Inicialmente, el Capitulo II, trata las
generalidades del Método de los Elementos Finitos: se resefia su origen, se mencionan
sus aplicaciones, y se establece su relacion con los Problemas de Valores en la
Frontera y los métodos de aproximacion. Seguidamente, el topico se traslada a los
elementos y sus caracteristicas. Se describen las funciones de forma como el
parametro principal que define a un elemento, para luego entrar en el método del
Dominio de Origen. Respecto a éste se presentan dos casos, quizas los mas
generalmente utilizados, el Cuadrilatero Bilineal y el Hexaedro Trilineal, para
elementos planos y espaciales respectivamente. Adicionalmente, se trata el método de
degeneracién para construir elementos alternativos y el modo sistematico de utilizar
todos los conceptos anteriores para elementos de orden superior (no lineales). Por
ultimo, se expone el concepto de elemento isoparamétrico y las ventajas que su
utilizacion implica.

Establecidas las nociones tedricas generales, se da paso al andlisis del
Programa de Vinculacion en si. El Capitulo III contiene una descripcion conceptual del
codigo que conforma al Programa de Vinculacién, presentando sus funciones
principales y division interna. Respecto a esta ultima, se propone una desmembracion
del codigo en tres bloques o segmentos bien definidos, los médulos. Estos moédulos
poseen objetivos parciales especificos y diferenciados pero se acoplan durante la
ejecucion para obtener finalmente la Matriz de Localizacién. En este cuarto capitulo se
tratan también, el contexto de implementacién del software, las caracteristicas del
mallador y el modo en que éste proporciona los datos de las mallas. Seguidamente se
presenta cada mddulo por separado para concluir, finalmente, con una resefa sobre
su acoplamiento.

Luego de la recorrida conceptual por los médulos del Programa de Vinculacidn,
los capitulos IV, V y VI tratan distintas soluciones aplicables a cada uno de ellos y sus
implementaciones. El Capitulo IV, refiere al primero de los médulos, el Médulo de
Ingreso, y expone algunos de sus conceptos mas importantes referidos al
procesamiento de mallas. Muestra la importancia del Ordenamiento Nodal, define y
describe la confeccién de Matrices de Procesamiento de Datos y la utilizacion de
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Bibliotecas de Parametros. En todos los casos se introducen los mecanismos de
implementacion describiendo textual y esquematicamente los procesos, concluyendo
con una seccion referida al funcionamiento general del modulo.

El siguiente capitulo comprende el Mddulo de Selecciéon y describe seis
algoritmos diferentes aplicables a éste. Inicialmente, el Capitulo V expone el objetivo
general del segundo mddulo para luego dar paso a las descripciones de los métodos
implementados. El primero de los sistemas es el Algoritmo de Lista, que cuenta con
tres variantes que se presentan comparativamente. Luego, se detalla el Algoritmo de
Centros de Masa que hace uso de una propiedad fisico-geométrica para realizar la
seleccion. Otro método lo constituye el Algoritmo ESUP que aporta el sistema de
almacenamiento dindmico conocido como Listas Vinculadas. Por Gltimo, se describe el
desarrollo de un procedimiento combinado entre los dos anteriores, denominado
Algoritmo ESUP Ordenado por Centros de Masa. En el cual se pone de manifiesto la
fuerte influencia del orden del conjunto de elementos seleccionados.

El altimo capitulo sobre algoritmos e implementacién, el Capitulo VI, esta
destinado al Mé6dulo de Localizacién. Luego de precisar los objetivos del mismo, se
proponen dos sistemas, uno de ellos constituido por un proceso iterativo de busqueda
que se basa en el clasico método numérico de Newton-Raphson. En adicién, se plantea
una posible mejora denominada Reduccién de Elementos, pretendiendo optimizar el
algoritmo de localizacion. El segundo sistema utiliza el concepto de representacion
por coordenadas de drea para desarrollar a partir de éste un algoritmo de evaluacion.
Aqui se integran conceptos del algebra y la geometria analitica en el desarrollo de un
método con un enfoque particular.

Habiendo detallado las posibles soluciones a implementar para la confeccién
del Programa de Vinculaciéon, se da paso a las evaluaciones y mediciones de
desempefio. El Capitulo VII, engloba todo lo referente a sistemas de testeo de
algoritmos, toma de datos e interpretacion de valores. A continuacién de establecer
algunos conceptos generales, se clasifican las pruebas a realizar segun si se aplican a
un modulo en particular o al cédigo general como conjunto. El apartado siguiente
comprende la implementacion de mecanismos para la medicién de desempefio dentro
del cddigo, haciendo referencia a las herramientas utilizadas a tal fin. Como es de
esperarse siempre que sea necesario efectuar una prueba debe generarse un contexto
controlable en el que cada uno de los algoritmos pueda ser evaluado, es por esto que
también se destina una secciéon a la descripciéon de las mallas de prueba que se
emplearadn en los testeos. Luego de los desarrollos anteriores se arriba al segmento
mas representativo del capitulo: la exposicion e interpretacion de resultados. Aqui se
muestran los valores obtenidos en las distintas etapas de medicién de performance y
se dan conclusiones sobre los mismos.

El capitulo final de este trabajo se dedica al andlisis reflexivo del material. El
Capitulo VIII se desdobla entre tres topicos principales con una marcada influencia de
lo expuesto en las primeras secciones de éstas notas introductorias. Observaciones
sobre el grado de cumplimiento del objetivo planteado, recomendaciones basadas en
las experiencias intrinsecas del desarrollo del trabajo y propuestas de mejoras y
opciones para trabajos futuros, se incluyen como comentarios finales.
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Luego de los ocho capitulos de desarrollo de material, se adicionan cuatro
anexos que complementan los temas tratados, tres en la versiéon impresa y uno en
soporte digital (CD-ROM). El primero de ellos presenta las expresiones formales de las
funciones de forma para los elementos de mayor difusiéon. El segundo, proporciona
esquemas sobre los sistemas de ordenamiento nodal y su vinculacién. Finalmente, el
tercero, da un listado de los c6digos de programas desarrollados. En el anexo digital se
encuentra un archivo (en formato “.pdf”’) con el presente trabajo, junto con una
carpeta, identificada como “Cédigos”, donde pueden encontrarse todos los algoritmos
desarrollados en concordancia con el listado del Anexo III.



[I.1. ELMETODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

La observaciéon y explicacion de fendmenos naturales a través del método
cientifico, que acompafid el desarrollo del hombre a lo largo de la historia ha sufrido
indudablemente un cambio de paradigma en la segunda mitad del siglo XX. A
comienzos de la década de 1960, el surgimiento de la computacién como una
herramienta de uso sistematico y efectivo permitié la recuperacién e implementacion
de los métodos de analisis numérico surgidos en el pasado. Estos métodos resultaron
vastamente utiles en las distintas ramas de las ciencias y, en especial, en la ingenieria.

Resulta dificultoso precisar el momento de la invencién o surgimiento del
Método de los Elementos Finitos (o “FEM”, del inglés Finite Element Method).
Historicamente tiene sus raices en la necesidad de solucionar problemas de
elasticidad y analisis estructural para estructuras livianas en el campo aeroespacial.
Sin embargo, a través de los afios y como consecuencia de su perfeccionamiento se
hizo extensivo a casi todas las ramas de la ingenieria.

En términos generales, el FEM es un procedimiento para aproximar
numéricamente la solucién de Problemas de Valores en la Frontera (o “BVP”, por sus
siglas en inglés Boundary Value Problem), cuyas soluciones exactas no pueden
obtenerse por los métodos analiticos clasicos, a excepcién de un pufiado de casos
simples cuya aplicacidn se encuentra significativamente acotada. Cabe mencionar que
una “solucion numérica” constituye una aproximacion al valor exacto que se obtendria
con un tratamiento analitico. No obstante, la correcta implementacién de métodos
numéricos haré de dicha aproximacién un valor plausible para aplicaciones practicas.

Las aplicaciones y variantes del FEM son numerosas y exceden el objetivo de
este trabajo, por lo que s6lo es menester mencionar un principio que tienen en comun
muchos de ellos: la discretizaciéon. La discretizacion es el proceso por el cual se
particiona el dominio continuo en un conjunto discreto de sub-dominios, cominmente
llamados elementos.
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[I.2. PROBLEMA DE VALORES EN LA FRONTERA Y EL
FEM

Un BVP estd compuesto por una ecuacién diferencial en derivadas parciales, o
un sistema de ellas, cuya solucién cumple con determinadas condiciones propuestas
sobre los limites del dominio sobre el que se plantea, denominadas “condiciones de
borde”. En general existen diversos tipos de ecuaciones diferenciales y de condiciones
a las cuales puede exigirse se sometan. Esta diversidad da lugar a meticulosas
clasificaciones que tienen en cuenta la morfologia del algebra involucrada, mas no es
necesario ahondar en estos conceptos aqui puesto que son prescindibles a la hora de
vincular los BVP con el FEM.

De todos los casos que revisten interés practico en las diversas areas de la
ingenieria, s6lo algunos pocos tienen la particularidad de ser discretos por naturaleza.
Los restantes, que representan la gran mayoria, poseen un caracter continuo que
dificulta su tratamiento. Como se menciond, la resolucién de las ecuaciones
diferenciales que aplican a estos casos es costosa y muchas veces impracticable. Por lo
tanto, la implementaciéon del FEM como método de calculo constituye la alternativa al
complejo tratamiento de sistemas continuos, y para ello son necesarios los Métodos
de Aproximacion.

11.2.1. EL ENFOQUE DE LA APROXIMACION

Existen diversos Métodos de Aproximacion que pueden aplicarse a una
formulacion de BVP, pero en todos ellos es imprescindible discretizar el dominio, lo
cual se consigue a través de la generacién de una “malla de elementos finitos”.
Ademas, la discretizacién comprende una etapa de pre-procesamiento en la que se
pretenden dominios sencillos sobre los cuales sean validas soluciones simples, de tipo
algebraicas, para luego ensamblarlas en la solucién general buscada.

La malla de elementos finitos estd compuesta por subdominios definidos a
partir de un conjunto de nodos conectados entre si por curvas que representan su
frontera. Como premisa general, una malla debera no sélo respetar la geometria del
dominio, sino también ser adecuada para las caracteristicas del mismo. De ahi que se
requiere un analisis profundo y una interpretaciéon adecuada del problema para
generar una malla de elementos.

Por otro lado, la transformacién un procedimiento de aproximacién, como ser
el método de Galerkin (ver [1]), en una aplicaciéon del FEM se logra a través de la
seleccion de Funciones de Forma que cumplan determinadas propiedades, que seran
definidas mas adelante. A este respecto pueden diferenciarse dos puntos de vista: uno
global, que considera todo el dominio del BVP, en el cual las Funciones de Forma, Ny,
estan definidas; y uno local o del elemento, que se centra en cada subdominio
definiendo sus propiedades, incluidas las Funciones de Forma.

En otras palabras, el punto de vista global define pardmetros referidos a una
funcién de interpolacién u" que, estando definida globalmente, se restringe al
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dominio del elemento. Tomando como ejemplo un dominio lineal para la definicion
del BVP, es decir, Q = x € [0,1], se tendra para cada elemento los siguientes
parametros globales:

¢ Dominio: [x5,Xa44] € [0,1];

¢ Nodos: {xs,Xa+1};

¢ Grados de Libertad: {ds,da1};

¢ Funciones de Forma: {N,Na,1};

¢ Funcién de Interpolacién: uP = dyNa(x) + dar1 N1 (%)

Sin embargo, es necesario definir los parametros locales de cada elemento ya
que son éstos los que permiten la estandarizaciéon de los calculos para la
implementacién computacional. Se tiene entonces para el punto de vista local:

¢ Dominio: [§,&,];

¢ Nodos: {&,¢,};

¢ Grados de Libertad: {d,,d,};

¢ Funciones de Forma: {N;,N,};

¢ Funcién de Interpolacién: uP(£) = d;N; () + d,N, (%)

La relacion entre los parametros globales y locales se realiza a través de una
transformaciéon afin, entendida como wuna funcién que vincula los dominios
involucrados, es decir,

§(0): [xa, Xa11] = [€1,&2]. (11.2.1.1)
Donde é(x) es un mapeo y x es un punto e, inversamente,
x(8):[€1,&2] = [xa, x441]- (11.2.1.2)

Donde x(¢) es un mapeo y ¢ es un punto. En ambos casos debera verificarse la
coincidencia entre nodos, esto es

§(xa) = $1, §(xa1) = 2§ (11.2.1.3)
x(&1) = xy4, x(&2) = Xp41- (1.2.1.4)

Con los conceptos anteriores queda establecida de manera somera la relacion
entre los BVP y el FEM, a través de los métodos de aproximaciéon. Como conclusion
debe destacarse que en cada caso particular con el que se trate, existiran conjuntos de
parametros locales y globales con propiedades dadas por la naturaleza del BVP en
cuestion. No obstante, el enfoque local permite ahondar en el analisis de elementos y
funciones de forma por si mismos, e independientemente de la aplicacién practica que
pueda darseles en el FEM. De este modo, una vez definidas globalmente las
propiedades matematicas del problema se podra recurrir a un extenso arsenal de
elementos de distinta naturaleza para la implementacion del FEM, cuya seleccion
debera ser gobernada por un criterio apropiado que evalue la precision y eficiencia de
los procesos de calculo.

[1.3. ELEMENTOS
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Como se sefialé oportunamente, el enfoque local de los elementos permite
realizar un andlisis sobre éstos independizandolos del caso practico del que
provengan o en el cual se pretendan utilizar. Asi, serd posible profundizar sobre
ciertos conceptos y caracteristicas de los elementos que seran imprescindibles para
acometer al objetivo del presente trabajo.

A modo de definicién, un elemento puede entenderse como una porcién
reducida de un continuo. En consecuencia, la geometria del continuo, que en definitiva
representa el dominio sobre el cual se planteara el problema, sera considerada como
el ensamble de pequefios subdominios de geometria simple que no se intersecan: los
elementos. De ahi se expresa que una malla de elementos discretiza al continuo. Por
otro lado, el vocablo “finito” merece especial mencidon puesto que distingue la teoria
aplicada en el FEM de aquella relacionada al calculo diferencial, luego, debe sefalarse
que un elemento finito nada tiene que ver con un elemento infinitesimal.

De acuerdo a las caracteristicas topoldgicas del continuo que se desea
discretizar podran utilizarse elementos como cuadrilateros o tridngulos en dos
dimensiones, o bien, elementos como hexaedros, tetraedros o piramides en tres
dimensiones. También es posible encontrar elementos que no poseen aristas o bordes
rectos, sino que se constituyan por curvas polindmicas de segundo o tercer orden. En
este sentido, el dominio de un elemento queda determinado por los nodos que lo
conforman, es decir, por los puntos de coordenadas conocidas que definen sus bordes
o aristas. Finalmente, la variacion espacial de los parametros del problema se expresa
dentro de cada elemento como una expansion polindmica, generalmente en términos
de las coordenadas de sus nodos, que representa una aproximaciéon a la variaciéon
analitica exacta.

[1.4. FUNCIONES DE FORMA

Las funciones de forma son quizads el pardmetro mas representativo de los
elementos, naturalmente luego de sus nodos y geometria que son indispensables para
definirlos. Es deseable definir las funciones de forma N4, de manera tal que, a medida
que se refine la malla de elementos, el método de aproximacién converja a la soluciéon
exacta. En referencia, existen tres condiciones suficientes para que este fendmeno
ocurra, las cuales seran mencionadas aqui sin mayor profundidad puesto que exceden
el enfoque del trabajo, a saber:

¢ Las funciones deben ser suaves en el interior del elemento (Q): no se
acepta la existencia de discontinuidades y debe existir al menos una
derivada Uinica en todo punto.

. Las funciones deben ser continuas a través de los limites de los elementos
(I'): esto garantiza, en conjuncion con la condicién anterior, que en el
peor de los casos, las derivadas de las funciones de forma poseen
discontinuidades finitas en la interface entre elementos.

¢  Las funciones deben ser completas: la completitud implica que la funcién
de interpolacidon del elemento es capaz de representar exactamente un
polinomio cuyos coeficientes son acordes a los grados de libertad
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nodales, esto es, mientras la malla sea refinada, los valores solucion
exactos y sus derivadas se aproximan a valores constantes en el dominio
del elemento y éstos deben ser representables.

Estas condiciones son propias de las funciones de forma mas comunes
utilizadas en los distintos tipos de elementos (que pueden encontrarse en el Anexo I),
y proporcionan un modo sencillo de evaluar la convergencia del FEM en una gran
gama de problemas. Sin embargo, no son condiciones necesarias ya que es posible
construir elementos con funciones de forma que no las respeten y que, incluso asi,
sean convergentes a la solucién exacta a medida que se refine la malla.

I1.5. DOMINIO DE ORIGEN

Un método para la definicién de elementos que resulta simple, sistematico y de
facil implementacion computacional es el uso del dominio de origen. Este mecanismo
consiste en utilizar un dominio auxiliar que sera de naturaleza similar a aquel en el
cual se pretende el elemento (dominio del elemento). Una vez definido el dominio de
origen, se utiliza una transformacién afin o mapeo que lo vincula con el dominio del
elemento. De esta manera, a partir de un elemento simple, de geometria sencilla,
puede definirse otro acorde a las necesidades del problema.

DOMINIO DE MAPEG DOMINIO DEL
ORIGEN ELEMENTO

X(8)
Espacio ¢ Espacio x
Coordenadas Naturales Coordenadas Reales
(&, n, Q) (x,y,2)

Figura 1l.1: Método del Dominio de Origen

Existen dos casos clasicos de dominios de origen que engloban casi la totalidad
de los elementos comiinmente utilizados en el FEM. Estos son el “Cuadrilatero
Bilineal” y el “Hexaedro Trilineal” que son utilizados para la formacién de elementos
en dos y tres dimensiones respectivamente. Si bien, y como su nombre lo indica,
ambos elementos son de primer orden (lineales) su tratamiento es facilmente
extensible a drdenes superiores y su simplicidad es oportuna a la hora de esclarecer
conceptos.

11.5.1. CUADRILATERO BILINEAL

Se define el dominio de origen como un cuadrilatero regular de bordes rectos
de dos unidades de longitud determinados por cuatro nodos identificados con las
coordenadas naturales “€” y “n”, en el plano R? (denominado “espacio £”), segun,
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$a = {5“}. a=1234. (11.5.1.1)
Na

Siendo,

o= ()= ()= (= () w1

Se pretende un cambio de coordenadas a través de un mapeo que transforme el
cuadrilatero del “espacio £ en un elemento real en el plano R? (denominado “espacio
x") pero en coordenadas “x” e “y”, definido por cuatro nodos dados por

X, = {ya}, a=1,234. (1L5.1.3)

Se propone por conveniencia expresar el mapeo de forma tal que cada punto
del “espacio x” responda a

4
x(§) = Z Ne(§) x4 (11.5.1.4)
a=1
O bien, en término de sus coordenadas
4
x(§,n) = Z Ny(&,1) x4 (11.5.1.5)
a=1
4
yEm = Z No(€,1) Ya- (1.5.1.6)
a=1
Espacio € Espacio x
(X4:Ya)
n
? X(8)
[
¢1.1) (1,1
@ ®
4 3
B Tk
1 2

Figura Il.2: Cuadrilatero Bilineal
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Las funciones N, se determinan a partir de asumir que las coordenadas del
“espacio x” pueden expresarse como expansiones bilineales de las coordenadas del
“espacio &” lo que coincide con la denominacién del dominio de origen. Esto es

x(&E,n) = ay+ a, & + ayn + azén (1L5.1.7)
y(&.m) = Bo + Br1& + fan + B3én. (11.5.1.8)

Donde los valores de a; y B;, coni = 0, ...,3, deben determinarse con la relacion
que expresa que los nodos de ambos elementos deben coincidir, es decir,

x(§&) = x4, a=12,34. (IL.5.1.9)
Una implicancia de la (I1.5.1.9) que merece ser destacada se escribe:
N,(&p) = 0p (11.5.1.10)

Donde 6, representa el “Delta de Kronecker”.

La combinacion de las expresiones (11.5.1.7), (11.5.1.8) y (11.5.1.9) conduce a un
sistema de ecuaciones que permite obtener los coeficientes a; y 3;, coni =0, ...,3.
Reemplazando éstos en la ecuacion (I11.5.1.4) se obtiene la expresion para las
funciones N,, que toman la forma

Na(Em) = 3L+ ED +ne). (115.1.11)

El mapeo (I1.5.1.4) con las funciones N, expresadas de esta forma (I1.5.1.11),
presenta la particularidad de conservar rectas las lineas de coordenadas constantes
en el “espacio £” como lineas rectas en el “espacio x” y, ademas, los bordes del dominio
de origen son mapeados como bordes del elemento real.

Espacio ¢ Espacio X
'}
|
® ®
4 3
L
Lineas con | _
n=cte 3 =1
1 2
[ ©
4_+_+ ¢=cte
Lineas con
g=cte

Figura 11.3: Correspondencias entre lineas y puntos en el Cuadrildtero Bilineal

Por conveniencia practica, las funciones de forma N, suelen agruparse en un
vector columna que permite, a través del producto matricial, generar el mapeo
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(I.5.1.4) de manera sencilla, teniendo en cuenta que las coordenadas x, pueden
expresarse como un vector conforme. Es decir,

x(§) = [Nalaxr X [Xalnxas A =4 (I1.5.1.12)

Donde “n” representa las dimensiones del espacio en el que se trabaja, en este
caso n=2.

11.5.2. HEXAEDRO TRILINEAL

El hexaedro trilineal es una generalizacion del cuadrilatero bilineal y se
desarrolla con un procedimiento analogo. No obstante, en este caso se trabaja en tres
dimensiones y constituye la base de virtualmente todos los elementos de este tipo.

El dominio de origen se define como un hexaedro regular (cubo) con aristas
que poseen dos unidades de longitud, y en cuyo centro geométrico se encuentra el
centro de coordenadas del “espacio £”. Naturalmente, se tendran ocho nodos dados
por las siguientes coordenadas naturales:

Sa
Ea = {na}; a= 1l2l3l4)5)6)7I8' (11.5.2.1)
Sa

Siendo,

-1 1 1 -1 -1
$1= {—1},52 = {—1},53 ={ 1 },54 :{ 1 };55 = {—1}'56
1 —1 —1 —1 1 (1.5.2.2)

[o-ffe-[1]

Nuevamente se requiere un mapeo que transforme el dominio de origen en un

“w_n”

elemento real en el “espacio x”, el cual se definira por los nodos en coordenadas “x”,

w__»n u_n

y, z,

xa
X, = {ya}, a=12345678 (115.2.3)
Za
Del tipo
8
x(&) = Z N, (&) x,. (I15.2.4)
a=1

O bien, en término de sus coordenadas,

8
x(&n.{) = Z Ny (&1, xq (I11.5.2.5)
a=1
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8
y(&n Q)= Z Ne(§,1,) Ya (1L5.2.6)
a;1
z(§&,n,¢) = Z Ne(§,m,0) 24 (11.5.2.7)
a=1
Espacio ¢ Espacio x

(Xs.¥5.25)

1 o S\

(1,-1,1)

(Xg Y8 12¢)

(X6 Y6 12¢)

(1,1,1) -1,1,1)

(X4.¥4.24)

z
1,-1,1 -1,1,-
(.14 (\1'1' K [ (X2.¥2.27)

’E/ \n T® (x3,3.23)

(1,1,-1)
*Nodos 1y 7 se
superponen en |a vista,
X y

Figura 11.4: Hexaedro Trilineal

También en este caso se propone que las coordenadas del “espacio x” sean
combinaciones trilineales de las coordenadas del “espacio ¢”, lo que deriva en:

x(&,m,0) = ag + ;& + axn + az{ + ayén + asnd + agéd + a;énd (I1.5.2.5)
(&m0 = Bo + Bi& + Bon + B3{ + Baén + Bsnd + B + B7EnS (IL5.2.6)
z(E,1,0) =vo + V1€ +van + v3{ +vaén + vsnd + v6&¢ + v,End (11.5.2.7)

Donde los coeficientes ;, 5; y y;, coni = 0, ...,7, se determinan con la condicion
de coincidencia de nodos, esto es,

x(§) =%, a=12345678. (11.5.2.8)

Obtenidos los coeficientes, reemplazando en las expresiones (I11.5.2.5), (11.5.2.6)
y (11.5.2.7), y despejando las funciones N, resulta

1
Na(f' n, = g 1+ Eaf)(l + 77a77)(1 + (a()- (1L5.2.9)

El mapeo de la expresion (I11.5.2.4) conformado por las funciones N, antes
expuestas conserva las mismas propiedades que en el caso bilineal, es decir, conserva
rectas las lineas de coordenadas constantes en el “espacio £” como lineas rectas en el
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“espacio x” y, ademas, los bordes del dominio de origen son mapeados como bordes
del elemento real.

También es posible aplicar en este caso la expresion matricial del mapeo con la
salvedad de recordad que son tres las dimensiones en las cuales se definen los
dominios, a saber,

X(f) = [Na]Axl X [xa]nxAﬂ A=8;n=3. (11-5-2-10)

[1.6. ELEMENTOS ALTERNATIVOS

El cuadrilatero bilineal y el hexaedro trilineal, son quizas los dominios de
origen mas comunes y utilizados en el FEM, por su relacion directa con los
cuadrilateros y los elementos tipo bloque (hexaedros) que tienen gran difusion y
utilidad. Sin embargo, existen otros elementos que son igualmente requeridos para
diversas aplicaciones practicas y que, por lo tanto, no pueden ser dejados de lado, a
saber: triangulos, tetraedros, prismas y piramides. La construccidn de estos tipos de
elementos puede realizarse a partir de dos procedimientos que se comentan a
continuacion.

El primero consiste en utilizar un dominio de origen conforme al elemento que
se pretende. Esto es, si se desea construir, por ejemplo, un elemento triangular se
definira en el “espacio £” un triangulo de geometria sencilla y se obtendra el mapeo
correspondiente, de acuerdo al procedimiento descrito en la seccién anterior. De igual
modo ocurrira para un tetraedro o un prisma en un espacio tridimensional. Este
método, si bien reviste sencillez, presenta la desventaja de requerir el uso de tantos
dominios de origen como tipos de elementos se requieran incluir, por lo que no sera
utilizado aqui.

La alternativa a lo antes mencionado y el segundo procedimiento de
construccién de estos elementos (tridngulos, tetraedros, pirdmides y prismas) es la
implementacién del método de degeneracion. Este método permite obtener un
elemento alternativo a partir de un dominio de origen que no es conforme con él. De
este modo, si se trabaja en dos dimensiones se utilizara siempre como dominio de
origen el cuadrilatero bilineal, y andlogamente con el hexaedro trilineal en el espacio.

11.6.1. EL METODO DE DEGENERACION

El método de degeneracién consiste en la coalescencia de los nodos del
elemento mediante la modificacién de las funciones de forma, N,, que conforman el
mapeo. Esto permite “suprimir” aristas o bordes para alterar la geometria y lograr un
elemento de naturaleza diferente a aquel que le dio origen.

A modo de ejemplo, supdngase que se requiere la construccion de un elemento
tipo cufa (prisma triangular). Por tratarse de un elemento tridimensional, se recurre
al hexaedro trilineal como dominio de origen y se superponen dos pares de nodos
para eliminar una de las caras.
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Espacio ¢ Espacio x
4 (X4,Ya,24)

e e

l Degeneracion

(X6 Y6 1Z5)
(Xs,Ys,25)
d
n | / AN
)\ (X2,¥2.,22) (X3,Y3.23)
- ~
/ \

X y

Figura 11.5: Método de Degeneracion, construccién de prisma triangular

Siguiendo la figura el nodo 7 coincidira con el nodo 8y, el 3 con el 4.

Tomando el mapeo dado por la (I1.5.2.4) y expandiendo la sumatoria resulta:

x(©) = Ny (%1 + No(@)xz + N3 (O)xs + Na(§)xa + Ns (x5 + Ne(@OX6 1y ¢ 1 1
+ N7(f)x7 + Ns(f)x& .0.1.

Por la coincidencia entre los nodos antes mencionada, debera ser

X3=2Xx
ST (1L6.1.2)
x7 = x8
Luego, y obviando los argumentos de las funciones,
x = Nyxq + Nyx3 + (N3 + Ny)x3 + Nsxs + Negxg + (N, + Ng)xs. (1.6.1.3)
Reagrupando las sumatorias
3 7
x= Z Nlx, + Z Nlx,. (11.6.1.4)
a=1 a=5
Donde,
;L N, a=125,6
Ng = {Na + Nyt a=37 (IL6.1.5)

De esta manera se obtienen las funciones de forma para el mapeo que genera
un prisma triangular a partir de un hexaedro. Siguiendo el mismo razonamiento es
posible construir los elementos restantes sin mayor dificultad.
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II.7. ELEMENTOS DE ORDEN SUPERIOR

En algunos casos el uso exclusivo de funciones lineales en el desarrollo de
elementos no satisface integramente los requerimientos del problema, y es aqui
donde se debe dejar de lado el primer orden. Los elementos de orden superior
presentan dos ventajas claras, en primer lugar, permiten aproximaciones mas precisas
a las variaciones espaciales exactas de los parametros del problema y, por otro lado,
son capaces de representar dominios con geometrias mas complejas de manera mas
fehaciente. No obstante, su construccién y utilizaciéon es mas costosa y puede
prolongar considerablemente los tiempos de ejecuciéon del FEM. Por lo tanto, la
seleccion apropiada del tipo de elemento serd una solucion de compromiso que
variara segun el caso practico que se evalte.

La clave para la construccion de estos elementos yace en las expresiones que
vinculan las coordenadas del “espacio £” con las del “espacio x”: ya no se impondra
una expansion lineal (bilineal o trilineal) sino una del orden deseado para el elemento.
Naturalmente, el incremento del orden de dichas relaciones, expresiones (I1.5.1.7),
(I1.5.1.8), (I1.5.2.5), (11.5.2.6) y (11.5.2.7), conllevara al incremento de la cantidad de
nodos necesarios para que el sistema de ecuaciones resultante se encuentre
determinado. Por ejemplo un cuadrilatero completo de segundo orden tendra nueve
nodos y un hexaedro de la misma caracteristica tendra veintisiete. A modo de
aclaracidn, decir que un elemento es “completo” implica que todas sus funciones de
forma poseen el mismo orden. Pudiendo existir el caso en el que se combinen, en un
mismo elemento, distintos drdenes resultando en lo que se denomina elementos
incompletos o de transicion.

Como es de esperarse, la aplicaciéon del dominio de origen es perfectamente
valida para generar elementos de orden superior siempre que se tenga en cuenta que
el elemento auxiliar debera ser del orden deseado. Témese por ejemplo el caso plano
de un cuadrilatero de segundo orden, el dominio de origen en este caso sera un
cuadrado de dos unidades de lado y con nueve nodos: cuatro en los vértices, cuatro en
el punto medio de cada lado y uno en el centro.
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Figura 11.6: Dominio de Origen para un Cuadrildtero de Segundo Orden

El mapeo propuesto sera similar al caso lineal (I1.5.1.4), del tipo

9
IOEDWAGER (17.1)

Pero las relaciones entre las coordenadas § y x seran de segundo orden, segin
lo esperado. Esto es,

x(§m) = ag + & + apn + azdn + aud? + asn’® + agdn® + ayén (117.2)
2 2 . .
+ agé"n
y(&n) = Bo + Bi& + Bon + B30 + Bad? + Psn® + Ben’ + B7E7 (1.7.3)
+ Bs&?n?
Se impone nuevamente la condicién de coincidencia de nodos,
x(&,) = x4, a=1,2,3,4,5,6,7,89. (1.7.4)

Asi, se tiene un sistema de ecuaciones en los coeficientes a; y 8;, coni = 0, ...,8,
que, luego de resolverse, permite mediante el reemplazo en la expresion (11.7.1) la
determinacién de las funciones N,, y, por ende, del mapeo.

Este proceso es aplicable a cualquier otro elemento y a cualquier otro orden
segin sea necesario. También es posible recurrir a la degeneracién para construir
elementos alternativos con érdenes mayores que uno.

Existe un modo sistematico de derivar las funciones de forma de ciertos
elementos que resulta apropiado para la implementacién computacional. Este se vale
del resultado publicado por Joseph-Louis de Lagrange en el afio 1795 (luego de los
trabajos de Waring y Euler) consistente en una base mondémica combinable para

19



Capitulo II:
Nociones Preliminares

interpolar dispersiones de puntos: lo que hoy se conoce como Polinomios de
Lagrange.

Los polinomios de Lagrange se definen como:

- &)
@)= m (11.7.5)

Y su combinacién apropiada deriva en las funciones de forma de los elementos
requeridas.

La utilizacién de los polinomios de Lagrange variara segiin la dimension del
espacio donde se construye el elemento, el orden del elemento que se desea construir
y el nodo al que la funcién de forma hace referencia. Es decir, la dimension del espacio
indicara cuantos polinomios deberan multiplicarse para construir la funcién de forma,
uno para cada coordenada. Luego, el orden del elemento estard indicado por el
superindice “m”. Finalmente, el subindice “n” indicara la relacién entre los indices de
los nodos. Para esclarecer lo anterior, considérese el siguiente ejemplo. La funcion de
forma genérica para el elemento cuadrilatero de segundo orden de la Figura IL.6 es,

N, m) = O = BEEM). (11.7.6)

Siguiendo la Figura I1.7 la combinacién de indices determina los valores de “b”
y “c” dando, a partir del reemplazo correspondiente, las funciones de forma que, para
citar algunas, seran

1

NEm) = BEOBM = 26n¢ - Do~ D (1L.7.7)
1

Ns(&,m) = 31 = 71— -1 (11.7.8)

No(&,m) = 13O =1 —-¢&)A —1n?) (11.7.9)
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Figura I1.7: Construccidn de listado de indices para polinomios de Lagrange

[1.8. ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

Un elemento isoparamétrico sera aquel que posea idénticas funciones N, para

definir el mapeo que lo construye y para definir sus funciones de interpolacién. De ahi
que se utiliza “el mismo parametro” en la generacion del elemento y en los calculos del
FEM: las funciones de forma N,,.

De forma analitica, sea(, el dominio de origen en el “espacio&” de un

elemento arbitrario, y sea el mapeo que lo transforma al “espacio x” en el dominio (2,

x:Q, - Q, (11.8.1)
OEDWAGER (11.8.2)
a=1

Donde n,, indica el nimero de nodos que tiene el elemento.
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Luego, el elemento serd isoparamétrico si su funcién de interpolacion, puede
escribirse como

n

() = D No() dy (1183)

La importancia del concepto de elemento isoparamétrico radica en dos
aspectos. Por un lado, las condiciones suficientes de convergencia se satisfacen de
manera automatica, ahorrando cualquier tipo de verificacién posterior en este
sentido. Por otro, que habiendo generado las funciones N, para construir el elemento
éstas ya se encuentran disponibles para ser utilizadas en los calculos de
procesamiento de FEM, lo que evita el proceso de definicién de funciones de
interpolacion en la implementacion computacional. Ademas, los elementos derivados
del Cuadrilatero Bilineal y del Hexaedro Tilineal tienen la caracteristica de ser
isoparamétricos.
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VINCULACION

III.1. NOCIONES GENERALES

Luego del Capitulo II donde se introdujeron los conceptos tedricos que
sustentan el desarrollo del tema, se busca, en este tercer capitulo, presentar de
manera conceptual la estructura y funcionamiento del que sera el programa objetivo.
Siguiendo con lo dicho en el capitulo introductorio se pretende un cédigo que tome
como input las mallas del FEM y las grillas del UVLM, y genere una matriz de
localizacién que indique en qué elemento de la ME se encuentra cada punto de control
y cada nodo de la GA.

PROGRAMA DE Matriz de
VINCULACION @~ Localizacion

Figura lll.1: Diagrama Genérico del Programa de Vinculacién

A pesar de la metodologia y los procesos que pueden aplicarse para desarrollar
el software, existen funciones generales que éste debe cumplir y que definen su
estructura interna. Estas funciones pueden clasificarse en tres grandes grupos, a
saber: las destinadas a la recoleccién de datos provenientes de las mallas y grillas, las
que seleccionan y organizan en grupos los elementos de la ME para su posterior
evaluacion, y las que consisten en la localizacién propiamente dicha. Conceptos que
seran ampliados en secciones ulteriores.

La organizacidn en grupos de las funciones del programa permite, como se dijo,
establecer su estructura interna, la cual se divide en tres mddulos bien definidos e
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identificables con las tareas asignadas a los conjuntos de funciones: El Médulo de
Ingreso, El Médulo de Seleccion y EI Médulo de Localizacion. De este modo, si existe
mas de una alternativa para ejecutar los distintos mo6dulos, éstas pueden combinarse
de manera simple para obtener la performance buscada.

En una descripcion sintetizada, el funcionamiento del Programa de Vinculacién
se condensa en la operativa de cada mddulo. En primer lugar, el Médulo de Ingreso
traduce los datos de las mallas (nodos, elementos y puntos de control), dentro del
cédigo principal del Programa de Vinculacién. Seguidamente, el Médulo de Seleccion
asocia a cada punto de la GA un conjunto de elementos de la ME donde seria probable
encontrarlo. Finalmente, el Mdédulo de Localizaciéon analiza cada elemento del
conjunto para confirmar la localizaciéon. En el correr del capitulo se tratard cada
modulo de manera individual.

Adicionalmente, se incluyen sistemas de medida de performance para poder
evaluar la eficiencia de los c6digos. También, se utiliza un software mallador que
permite construir mallas con diversos formatos (tanto para las ME como para las GA)
que seran los datos de entrada del programa. Con estos dos ultimos factores el
diagrama se completa segun la Figura III.2.

Modulo de Ingreso .
3 Matriz de
Mallador /' _ —> | Moddulo de Seleccién | —> |Localizacion
q
il
@AGA Modulo de Localizacion

Medicion
de

Performance

Figura Ill.2: Diagrama Completo del Programa de Vinculacion

Comprendiendo el funcionamiento del Programa de Vinculacién sera posible
confeccionar algoritmos que se adapten a los objetivos de cada médulo. Del mismo
modo, es necesario realizar consideraciones especiales acerca del proceso de
implementacién, para poder dar paso al andlisis de los métodos de procesamiento y
ejecucion de datos que seran finalmente aplicados y evaluados.

[I1.2. IMPLEMENTACION

La implementacion del Programa de Vinculacidn se realiza a través del entorno
programacion MATLAB®. Dado que provee sistemas para el calculo numérico a través

24



Trabajo Final de Grado
Martin Eduardo Pérez Segura

de un lenguaje de alto nivel, constituye una opcién simple a la hora de programar
algoritmos. Por otro lado, cuenta con una extensa biblioteca de funciones
matematicas, con sistemas de ejecucion rapida para el manejo de vectores y matrices,
y con mecanismos de evaluacion y correccién continua de codigos.

En este sentido, el programa final serd un script o una funcién ejecutable desde
la ventana de comandos de MATLAB, que tomara por argumentos los archivos de
texto emitidos por el mallador y dard como variable de salida la Matriz de Localizacién
correspondiente. Tendra también bibliotecas de datos y funciones especificas
programadas de forma externa que seran ejecutadas dentro del cédigo principal.

[II.3. EL MALLADOR Y SUS ARCHIVOS DE SALIDA

El generador de mallas elegido para dar origen a las mallas y grillas es el
desarrollado por Christophe Geuzaine y Jean-Francois Remacle, denominado GMSH®
[6]. Gmsh se trata de un mallador de tres dimensiones con un soporte para Disefio
Asistido por Computadora (CAD), creado para el desarrollo eficiente de mallas con
datos paramétricos y capacidades avanzadas de visualizaciéon. Cuenta con cuatro
modulos de trabajo: Geometria, Malla, Solver y Post-Procesamiento, y permite tanto el
uso de una interface grafica como la edicion de archivos de texto para su
manipulacion.

Adicionalmente, el mallador permite la seleccién de diversos algoritmos de
discretizacion, con soporte para numerosos tipos de elementos y funciones de
refinamiento. Por otro lado, es posible construir geometrias relativamente complejas
sobre las cuales generar las mallas, o bien, importar archivos en los formatos de CAD
clasicos.

La principal caracteristica a analizar de Gmsh son los detalles de los archivos
de salida para el almacenamiento, ya sea de geometrias construidas, mallas generadas,
o ambas, de manera superpuesta. Este rasgo cobra importancia debido a que seran
estos archivos los que ingresaran como entrada al Programa de Vinculacién, y su
comprension es imprescindible para recolectar los datos necesarios.

Luego de haber construido la geometria, de haber establecido sobre ésta los
parametros y caracteristicas de la malla y, por ultimo, de haber generado la malla en
si, el mallador crea un archivo de texto que contiene todos los datos que la definen. Es
posible decidir entre la utilizacion dos formatos de archivo, uno en cédigo ASCII y otro
en codigo binario. El sistema de implementacién que se usara en el Programa de
Localizacion no admite como datos de entrada archivos en codigo binario, por ende, la
atencion sera puesta en el formato en codigo ASCII.
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OXYZQ11S Done reading 'C\Users WARTINDropbor TRABAJO FINALWings Pieris\Pieris_full_hexa_OK

Figura Ill.3: Vista General del Mallador GMSH

El archivo de texto de salida se nombra con la extensiéon “.msh”, haciendo
referencia a que se trata de un archivo de malla. En su interior, se encuentran varios
bloques definidos con lineas de titulo que se identifican con el signo “$” y tratan
diversos aspectos de la malla. Sin embargo, para la utilizaciéon de estos archivos como
datos de entrada en el Programa de Vinculacién, sélo son necesarios los bloques
concernientes a los nodos y a los elementos, ya que los siguientes s6lo hacen
referencia a datos necesarios para el post-procesamiento interno de Gmsh.
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Titulo Inicia
~JSMeshFormat

2.2 0 8
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Bloque de
Formato

Bloque de
Nodos

Bloque de
Elementos

Figura Ill.4: Archivo de Salida de GMSH y Malla que Representa

El primer bloque o “bloque de formato” cuenta sélo con una linea operativa y
dos lineas de titulo: una de inicio y otra de fin. En él se indica la version del programa,
el tipo de archivo, y el tamafio del mismo. Estos datos no son utiles y deben ser

descartados.

SMeshFormat
2.2 0 8
SEndMeshFormat
SNodes

Figura Ill.5: Bloque de

\/\

Formato
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El segundo bloque o “bloque de nodos” proporciona dos datos importantes, el
primero es el nimero de nodos de la malla, y el segundo un listado de las coordenadas
de estos nodos que, por defecto, son coordenadas cartesianas. La lista posee los datos
de cada nodo en una linea que inicia con el indice del nodo (nimero de identificaciéon

global), seguido por las tres coordenadas del sistema: “x”, “y”, y “z”. Finalmente y como
en todos los casos, se encuentra la linea de titulo final que cierra el bloque.

M\

SEndMeshFormat
SNodes
13

Coordenada Z
Coordenada Y

» Coordenada X
» indice del Nodo

Figura Ill.6: Bloque de Nodos

El tercer bloque o “bloque de elementos” consiste en informacién sobre los
elementos que componen la malla. Inicia con la linea de titulo correspondiente y luego
indica la cantidad total de elementos de la malla. Las lineas subsiguientes conforman
un listado de los elementos y sus caracteristicas, asignando una linea para cada
elemento. Cada linea se compone, a su vez, de una sucesion de numeros que se
relacionan con las particularidades del elemento. En primer lugar, se encuentra el
numero de elemento, entendido como un indice global de identificacion.
Seguidamente, se indica con una codificacién interna el tipo de elemento del que se
trata (ver [6]) algunos de los cuales se muestran a continuacion.
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Cadigo: 3 Cadigo: 2 Cadigo: 10
Cuadrilatero de 4 nodos Triangulo de 3 nodos Cuadrilatero de 9 nodos
Primer Orden Primer Orden Segundo Orden

L 3 L 2 2
Caodigo: 4 Cadigo: 5 Cadigo: 12
Tetraedro de 4 nodos Hexaedro de 8 nodos Hexaedro de 27 nodos
Primer Orden Primer Orden Segundo Orden

Figura Ill.7: Codificacion Sintetizada de los Tipos de Elementos

En tercer lugar, se indica el nimero de etiquetas, o “tags”, que posee el
elemento. Se entiende por etiqueta a un parametro caracteristico del elemento que es
utilizado en los moédulos de solver y post-procesamiento de Gmsh, como por ejemplo
la entidad geométrica a la que pertenece el elemento. Inmediatamente después del
numero de etiquetas, se encuentran los “tags” propiamente dichos, tantos como el
numero anterior lo indique. Estos datos no son tutiles para los algoritmos de
localizacién por lo que deben despreciarse. Finalmente se encuentra la lista de nodos
que conforman el elemento, ordenados segun el sistema propio del mallador e
identificados con su indice global.

Como siempre, al final del bloque se encuentra la linea de titulo de cierre. Esta
linea puede asociarse con el final del contenido util del archivo de datos de la malla,
cualquier bloque extra que éste contenga, no sera considerado aqui.
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SEndNodes

SElements
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7228761110 Numero de Elemento

8228710313 Tipo de Elemento .
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orden local

Tags (se desprecian)-

%

Figura I11.8: Bloque de Elementos

[11.4. EL MODULO DE INGRESO

El primer moédulo del Programa de Vinculacién, denominado Moédulo de
Ingreso, tiene por objetivo procesar los datos de entrada provenientes del mallador
para convertirlos en estructuras manejables dentro de si mismo. Por otro lado, este
modulo inicial debera cargar otros parametros que seran utilizados; como ser, las
particularidades de los elementos, sus funciones de forma, matrices jacobianas, entre
otros. De este modo, se ponen a disposicion de los médulos siguientes las variables
internas que seran procesadas oportunamente para alcanzar el objetivo final.

Como se vio en la secciéon anterior, los archivos de salida del mallador son
archivos de texto en codigo ASCII y son portadores de toda la informacién necesaria
sobre la malla. Luego, el M6dulo de Ingreso contara con una funciéon de lectura
estandarizada de acuerdo al formato de los archivos “.msh”. Dicha funcién deberd, de
manera general, desplazar el cursor a través del archivo de texto diferenciando los
caracteres necesarios de aquellos que no aportan informacidn, para generar variables
a partir de los primeros y descartar los segundos.

30



Trabajo Final de Grado
Martin Eduardo Pérez Segura

Bibliotecas de
Parametros

Variables
Internas

Modulo de
Ingreso

Mallador

>

GA

Figura 11.9: Diagrama del Modulo de Ingreso

Una diferenciacion debe hacerse sobre el procesamiento de las mallas
estructurales respecto al de las grillas aerodindmicas, a pesar de que ambas se
encuentran en archivos de idéntico formato. Las ME deben almacenarse de manera
integral en el programa de localizacion, esto es, los datos de sus nodos (indices y
coordenadas) son igual de importantes que los datos de sus elementos (tipos y nodos
que los integran). Para las GA, en cambio, no es necesario ingresar informacion sobre
sus elementos, es decir, una grilla del UVLM puede trabajarse a los fines del Programa
de Vinculaciéon como una lista de nodos y puntos de control sin ningun tipo de vinculo
adicional. Esta diferencia permite reducir el espacio de almacenamiento de datos y
aumentar la eficiencia del primer mdédulo.

[11.5. EL MODULO DE SELECCION

El mé6dulo segundo o Mddulo de Seleccidn tiene por finalidad realizar una
preseleccion de los elementos donde es probable encontrar cada punto que requiere
ser situado. En otras palabras, para cada punto a localizar de la GA, existe un grupo de
elementos de la ME en los que las probabilidades de localizacién son mayores.
Determinar de manera eficaz cuales son estos elementos es el objetivo del segundo
modulo.

Consecuentemente, la importancia del Médulo de Seleccién yace en reducir
virtualmente al maximo el niimero de evaluaciones que realizara el moédulo siguiente.
Este niimero fluctuara en un rango que va desde una Unica evaluaciéon hasta una
cantidad igual al nimero total de elementos de la ME, dependiendo de qué tan precisa
sea la seleccion. No obstante, debe considerarse que los elementos descartados por el
modulo 2 no serdn, en proncipio, considerados nuevamente, consiguientemente,
debera procurarse garantizar que el elemento que efectivamente posee al punto no
sea filtrado.
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La metodologia de operacién de este médulo pretende ser relativamente
simple y consiste principalmente en nociones topolégicas y geométricas, como ser,
cercania entre puntos, colindancia entre nodos y adyacencia entre elementos. Esto
significa que no es posible localizar exactamente un punto sin ejecutar el médulo
siguiente.

Si se tiene presente que las evaluaciones de los elementos son sucesivas, cobra
importancia otro concepto que se implementa en el Médulo de Seleccién: el orden de
los elementos. Considerando que al ultimo moédulo del programa se transfiere un
conjunto de elementos para ser evaluados, asignar un grado de prioridad a cada uno
puede resultar beneficioso.

Téngase por ejemplo que para un punto dado, los elementos seleccionados son
los que cumplen con determinada condicion. Si dicha condicién puede valorarse
cuantitativamente, permitiendo ordenar el conjunto a partir de asignar un nivel a cada
elemento, es altamente probable que el médulo siguiente localice al punto antes de
finalizar la evaluaciéon de todo el conjunto. Lo que resultard en una reduccion del
tiempo de ejecucidn.

Variables
Internas

Elementos Modulo de I Cong'untos deI
. elementos a evaluar
dl\jllza = Seleccion => para cada punto
Puntos
dela
Ga

Figura 111.10: Diagrama del Mddulo de Seleccion
Sumariando, el Médulo de Selecciéon asociara a cada punto a localizar, un

conjunto ordenado de elementos, que probablemente lo contengan, para que sean
evaluados en el médulo 3. Esta accidn se representa en la Figura I11.10.

[I11.6. EL MODULO DE LOCALIZACION
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El tercer y ultimo maédulo, el Mddulo de Localizacién, cumplimenta finalmente
el objetivo de todo el programa. Este mddulo tiene por propdsito evaluar los
elementos que el M6dulo de Seleccion indique y determinar indefectiblemente en cual
de ellos se encuentra el punto en analisis. El resultado de cada ciclo de evaluaciones
del tercer médulo debe ser biunivoco, ya que, sin dar lugar a la ambigiiedad, cada
punto de la GA se correspondera con uno y s6lo un elemento de la ME. Llegado el caso
particular en que un punto se posicione en la interface entre dos o mas elementos, el
Modulo de Localizacidn debera elegir arbitrariamente uno, y sélo uno, de ellos ya que
para los fines de la vinculacion es indistinto.

Los métodos utilizados en este mddulo son mas complejos que aquellos usados
en el Médulo de Seleccion. Aqui se recurre a las propiedades mismas de los elementos,
sus sistemas de construccion y otros recursos del andlisis numérico.

Puntos a
localizar

Conjunto de M¢ Matriz d
odulo de amz de
elementosa/ . ) » "> |Localizacién
evaluar Localizacion

Figura Ill.11: Diagrama del Médulo de Localizacion

El Médulo de Localizaciéon culminara con la confecciéon de un arreglo con su
mismo nombre, la Matriz de Localizacion. La cual sera un cuadro de doble entrada con
dos columnas, una para los puntos (nodos y puntos de control de la GA) y otra para
los elementos, y tantas filas como puntos se hayan localizado. La individualizacion de
cada punto y elemento se realizard a través del sistema de indices globales
correspondiente.

[11.7. EL ACOPLAMIENTO ENTRE LOS MODULOS

Si bien son numerosos los algoritmos aplicables al Programa de Vinculacioén, el
punto de partida y el objetivo que se pretende no varian. Luego, cada método de
ejecucion que pueda concebirse para implementar a un Moédulo por separado, o al
Programa de Vinculacién como un conjunto, sera valido siempre que arribe al
resultado deseado. No obstante, no debe perderse de vista que cada caso practico
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presenta sus propias caracteristicas y, algunas veces, ciertos sistemas pueden no ser
aplicables o resultar ineficientes.

Es por esto que los Médulos que componen el Programa de Vinculacién
deberan, como se explicd, combinarse de forma tal que el cédigo resultante cumpla
con el objetivo lo mas eficientemente posible. El acoplamiento entre ellos debe ser
sencillo para que cada uno, de ser necesario, pueda reemplazarse como un bloque de
programa sin perturbar demasiado el funcionamiento de los restantes. De este modo,
cualquier modificacion en los algoritmos puede implementarse sin mayores
problemas.

Las especificaciones practicas de los algoritmos serdn expuestas en los
capitulos siguientes.
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En el capitulo anterior se realiz6 una conceptualizacion general del
funcionamiento y objetivo del primer mé6dulo del Programa de Vinculacidn. Siguiendo
esos lineamientos, se expondran aqui los mecanismos y procesos que se aplican para
alcanzar el objetivo del Médulo de Ingreso.

Se vio anteriormente que las principales funciones que componen el modulo
inicial son destinadas a procesar los archivos provenientes del mallador, en una
palabra, son funciones de lectura. A este respecto, es notoria la importancia que cobra
el entorno de implementaciéon, MATLAB, que proporciona numerosas sentencias
simples pero de accion especifica que facilitan el tratamiento de archivos. No obstante,
también es requerido el acceso a las ya mencionadas bibliotecas de parametros de los
elementos, que deben ser creadas de manera externa y cargadas cuando son
requeridas.

En las secciones siguientes se trataran tanto las funciones que componen al
Moédulo de Ingreso, como la creacién y ejecucion de bibliotecas de parametros. Se
presentardn también algunos conceptos de programacion y procesamiento de datos
que son recurrentes en este tipo de cddigos.

IV.2. ORDENAMIENTO NODAL

El ordenamiento nodal es un concepto sumamente importante en las
aplicaciones que se tratan en este trabajo. Como su nombre lo indica, hace referencia a
la secuencia en la que los nodos de un elemento se nombran o identifican de manera
local. La secuencia a utilizar es arbitraria y puede ser definida segtin la avidez de quién
desarrolla un cédigo, pero es recomendable que responda a un sistema légico, de facil
interpretacion y, fundamentalmente, que se respete a lo largo del programa.

Para interpretar lo anterior, considérese el caso siguiente como ejemplo. En la
Figura IV.1 se muestra una malla arbitraria compuesta por seis elementos
cuadrilateros planos cuatro nodos, de la cual se aisl6 para el analisis el elemento N23.
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Figura IV.1: Ordenamientos Nodales Local y Global de un Elemento

La numeracion global de los nodos dependera da la aplicacion y del tipo de
malla con que se trate y, en general, un elemento no tendra sus nodos con una
numeraciéon global sucesiva. Sera entonces el ordenamiento local el que permitira
identificar la posiciéon de un nodo especifico del elemento y conocer su indice global.
Siguiendo con el ejemplo, el elemento N23 posee cuatro nodos: el 5, el 8, el 7 y el 10,
cuyo orden puede definirse de diversas maneras, siendo preciso escoger una. De aqui
en adelante y para todo lo relativo al presente trabajo, se utilizara la numeraciéon
propuesta por T. Hughes (dada en [1]) que se corresponde con la indicada en la Figura
IV.1. De este modo, se dira, tomando el ejemplo en particular, que el nodo local 2 del
elemento N23 posee el indice global 10.

La eleccion de este ordenamiento nodal proporciona varias ventajas. Entre las
cuales se destacan la sencilla l6gica de la numeracion y la relacién entre elementos de
igual forma y distinto orden. Esta segunda puede visualizarse en el siguiente caso: los
primeros 8 nodos de un hexaedro de segundo orden (que posee 27 nodos) son
coincidentes con los 8 nodos de un hexaedro de primer orden.

A pesar de lo ventajoso que pueda parecer optar por una determinada
numeracién local, existe una desventaja que debe salvarse. Si bien, el ordenamiento
sera respetado a lo largo de todo el Programa de Vinculacién, cuando se trabaja con
datos externos, los indices de los nodos deben traducirse. Este es el caso de los
archivos proporcionados por el mallador GMSH, el cual posee un sistema de
secuenciacion propio que difiere del escogido. Consecuentemente, debera generarse
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una funcién o un conjunto de sentencias que modifiquen dicha secuencia y la
compatibilicen con la seleccionada.

La traduccién de indices entre distintas tipologias puede realizarse de dos
maneras. La primera consiste en identificar la légica aplicada al ordenamiento
externo, en este caso el de GMSH (presentada en [6]) y generar un vinculo aritmético
entre ambas. Esto no siempre es posible y dificilmente se aplique idénticamente a
todos los tipos de elementos que se utilizan.

El segundo método es generando tablas de compatibilidad entre los
ordenamientos, y es el que se utiliza en el Programa de Vinculacion. Estas tablas seran
utilizadas por funciones especializadas para reordenar los indices. La construccion de
las tablas de compatibilidad se lleva a cabo observando paralelamente los elementos
de uno y otro sistema, para reasignar los indices convenientemente.

Finalmente, cada vez que se requiera el orden local de los nodos se
implementara la tabla de compatibilidad y se realizard un reordenamiento previo. En
el Anexo II se presentan las relaciones entre indices y las tablas de compatibilidad
para algunos elementos.

IV.3. MATRICES DE PROCESAMIENTO DE DATOS

Las Matrices de Procesamiento de Datos son arreglos que poseen informacién
sobre las mallas, especialmente sobre sus nodos y elementos, dando eficiencia al
acceso a los datos. En la bibliografia especializada (por ejemplo [1]) existen
numerosos tipos de Matrices de Procesamiento de Datos que cumplen diferentes
funciones y son utiles en diversas aplicaciones. No obstante, para el objetivo del
Programa de Vinculacién s6lo se utilizan dos de ellas: la primera es la Matriz de Nodos
y Coordenadas” o “Arreglo de Nodos” (o bien “Nodes Array” por su nombre en inglés)
y la segunda es “Matriz de Nodos y Elementos” o “Arreglo IEN” (o bien “IEN Array” por
su nombre en inglés).

Cada una de las Matrices de Procesamiento de Datos se crea a partir de una
funcidn externa al Médulo de Ingreso. Estas funciones se denominan “NodesArray.m”
y “IENArray.m”, donde la extensién “.m” es propia del entorno de programacién. Tanto
“NodesArray.m” como “IENArray.m” tendran por argumento el nombre y ubicacién
del archivo de la malla que se desea analizar y sus salidas seran las matrices
correspondientes y otras variables que dependen de cada caso y se analizaran mas
adelante.

IV.3.1. EL ARREGLO DE NODOS

Conceptualmente, el Arreglo de Nodos es una matriz que almacena las
coordenadas de cada uno de los nodos que componen una malla. Preferentemente se
organiza en columnas para facilitar la operatoria posterior, es decir, cada fila de la
matriz corresponde a una coordenada y cada columna a un nodo.

La construccidon del Arreglo de Nodos se realiza a partir de la lectura directa del
bloque de nodos del archivo de datos de la malla que se desea procesar. Sin embargo,
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deben tomarse ciertos recaudos respecto al pre-dimensionamiento del arreglo y el
escaneo del archivo.

Nombre del Archivo *.msh &> "NodesArray.m" %> Matriz de Nodos y Coordenadas

Matriz 3xn, siendo 'n' la cantidad de
Variable tipo "String" nodos. A cada fila le corresponde una
coordenada X, Y, z.

Figura IV.2: Esquema de Funcionamiento de la Funcion “NodesArray.m”

La funcién “NodesArray.m” tiene como primera sentencia la apertura en modo
de lectura del archivo “.msh” de la malla. El segundo paso es posicionar el cursor en el
bloque de nodos del archivo de la malla el cual, como se mostro, se titula con su linea
correspondiente, “$Nodes”. Una vez posicionado el cursor se procede a la extraccion
de la primera variable. Esta se nombra como “NumberOfNodes”, corresponde a la
cantidad de nodos que posee la malla y proviene de la segunda linea del bloque de
nodos del archivo. El conocimiento de la cantidad de nodos de la malla permite el pre-
dimensionamiento del Arreglo de Nodos, lo que, como lo explica P. Getreur en su guia
[3], incrementa sensiblemente la velocidad de ejecucién de la funcién. Se crea
entonces la matriz “NodesArray”, en primera instancia, como una matriz de ceros para
luego llenarse con los demas datos del archivo, teniendo tantas columnas como nodos
posea la malla y una fila por cada coordenada.

El Arreglo de Nodos se completa con la extraccion sucesiva de los datos del
bloque de nodos. Necesariamente debe hacerse coincidir el nimero de nodo con el
indice de la columna y cada una de las coordenadas, “x”, “y”, “z”, con las filas
correspondientes. Esto permite que la extracciéon de datos pueda implementarse de

forma sistematica ya que si se quiere, por ejemplo, la coordenada “y” del nodo nimero
19 de una malla, debera recurrirse a la columna 19 y a la fila 2 del Arreglo de Nodos.

Finalmente, es de buena practica cerrar el archivo una vez finalizada la
construccién del arreglo. Con esto se evita la superposicién de lecturas y se reduce el
tiempo de pre-procesamiento de otras funciones.

Numero de
Nodo

|—>1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Cantidad de Nodos

X| O 2 1 1 0 0 05| 15 1 0.5 [0.528(1.192 1

Y| O 0 1 1.5 2 1 (17561 05| 0 0.5 [1.222|1.495| 0.5

Z| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

t Coordenadas
Figura IV.3: Arreglo de Nodo para Malla de Figura 111.4
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IV.3.2. ELARREGLO IEN

El Arreglo de Nodos y Elementos es una matriz que se construye con los indices
globales de cada nodo y permite asociarlos con el ordenamiento local de cada
elemento. En este sentido, cobra vital importancia el sistema de numeracién de nodos
al cual se hizo referencia en la seccién anterior.

El Arreglo IEN se organiza de manera tal de asignar una columna a cada
elemento de la malla, y en esta columna almacenar, segtin el ordenamiento local, los
indices globales de cada uno de los nodos que componen el elemento. Considérese, a
modo de ejemplo, el caso de la Figura IV 4.

ARREGLO IEN:
Numero de Cantidad de
Elemento Elementos
o, ® ® indice Local 9 3 4 5 6
de Nodos 1
1 2 4 7 6 9 11
2| 4 7 f 10 9 12 13
@ ®
@ —> 3/ 3| 5| 8 |7 |10]12
4l 1 3 V5 4|7 |9
’—>
Cantidad
® ./"@ Nodos del —
© Elemento Indices
@ Local | Global
@ 1 7
@) 2 10
3 8
4 5

Figura IV.4: Arreglo IEN para una Malla de Ejemplo con Indicacién de Ordenamiento Nodal

La funcién “IENArray.m” encargada de confeccionar el Arreglo de Nodos y
Elementos describe un proceso similar a su equivalente para el Arreglo de Nodos. Sin
embargo, existen algunas variantes que seran advertidas a continuacion.

En primer lugar, se inicia con la apertura del archivo de forma tradicional y se
emprende un ciclo de busqueda de la linea de titulo. Como se habra notado, la
informacidn necesaria para la construcciéon del Arreglo IEN se encuentra en el bloque
de elementos del archivo “msh”, por lo que la linea de titulo de interés es la que
corresponde a este bloque (“$Elements”). A pesar de esto y con el objetivo de reducir
el tiempo de ejecucidén, el ciclo de busqueda serd idéntico al utilizado en
“NodesArray.m”, es decir, se identificara la linea “$Nodes”. Seguidamente, se extraera
la cantidad de nodos que tiene la malla y se desplazara el cursor tantas lineas como
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este numero lo indique adicionando una que correspondera a la linea de titulo de
cierre. Este proceso posicionara finalmente el cursor en el bloque deseado.

El segundo paso es la extracciéon de la cantidad de elementos de la malla,
creando la variable “NumberOfElements”. Con este dato, se conoce cudl sera el
numero de columnas que tendra el Arreglo IEN, restando sélo la determinacion del
numero de filas.

El nimero de filas del Arreglo IEN sera igual a la cantidad de nodos que posean
los elementos de la malla. Se entiende que una malla estara compuesta por un solo
tipo de elemento, ya que no se incluiran elementos de transicion. La lectura de la linea
del primer elemento proporcionara al codigo el tipo de éste y se creara la variable
“ElementType”. Esta variable sera transferida a una biblioteca de parametros que
identificara el tipo de elementos y devolvera su cantidad de nodos,
“ElementNodesNumber”. Los dos valores obtenidos permitiran dimensionar el
Arreglo IEN, cuyo tamafo sera: “ElementNodesNumber”x”"NumberOfElements”.

Conociendo las dimensiones, el arreglo se crea con ceros y se procede a su
llenado. Para la extraccion y almacenamiento de los indices de los nodos debe
considerarse el ordenamiento nodal. Como se explicd, se opté6 por utilizar una
secuencia local para los nodos diferente a la proporcionada por el mallador, luego, a
medida que los indices son extraidos deben ser procesados y reordenados segun la
tabla de compatibilidad correspondiente.

Cuando finalice el ciclo en todas las lineas de los elementos el Arreglo IEN
estara completo. Como detalle, se agrega que la funcion “IENArray.m” no soélo
devuelve al codigo principal la matriz confeccionada, sino que también retorna la
variable “ElementType”, ya que sera requerida posteriormente. Por tltimo y siguiendo
con la buena practica, se cierra el archivo de la malla.

IV.4. BIBLIOTECAS DE PARAMETROS

Las bibliotecas de parametros se crean como funciones externas al cédigo
principal del programa y su principal funciéon es almacenar datos que son de uso
recurrente. El objetivo del uso de estas estructuras es, en primer lugar, proporcionar
una fuente ordenada y eficiente de variables y, en segundo lugar, reducir el tamafio de
los codigos evitando incluir lineas de programacidon que sélo almacenan informacion.

El funcionamiento interno de las bibliotecas se organiza con un algoritmo tipo
menu. Una variable proporcionada por el c6digo principal ingresa a la funcién como
argumento y es evaluada comparativamente contra un listado de posibles valores que
pueda tomar. Dependiendo de la coincidencia que ocurra, la funcién automaticamente
devuelve al cédigo principal los datos asociados al argumento como una variable de
retorno. Esquematicamente, el proceso se representa en la Figura IV.5.
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Caddigo Principal Funcion Tipo Menu

— > A —>» Datos A

Argumento = B \g—> B B —»Datos B

Datos=Funcidén_Biblioteca (Argumento)

..... | ———">C —»DatosC

< | DatosB

Variable de Retorno

Figura IV.5: Esquema de Funcionamiento de una Biblioteca de Parametros con una Funcion Tipo
Menu

Las variables de retorno pueden ser de diversa naturaleza, dependiendo del
tipo de datos que se maneje en la funcidon. En el Médulo de Ingreso son tres las
bibliotecas de pardmetros que se utilizan, y proporcionan valores que seran
requeridos a lo largo del cddigo principal. Estas son: La Biblioteca de Tipos de
Elementos, La Biblioteca de Funciones de Forma y La Biblioteca de Funciones de
Forma Derivadas.

IV.4.1. BIBLIOTECA DE TIPOS DE ELEMENTOS

Esta Biblioteca es la encargada de traducir la codificaciéon que utiliza el
mallador respecto al tipo de elementos. Es necesaria principalmente en la confecciéon
del Arreglo IEN y reviste importancia porque el sistema de tipificacion de elementos
de GMSH es estrictamente arbitrario y no existe otro mecanismo para reconocer a qué
clase se hace referencia.

La funcién recibe como argumento una variable con el codigo de identificacién
(dados en la Figura II1.7) y devuelve la cantidad de nodos que posee ese elemento.
Internamente trabaja con un menu “switch” y veintidn casos posibles de
identificacion.

IV.4.2. BIBLIOTECA DE FUNCIONES DE FORMA

La funcién que almacena la Biblioteca de Funciones de Forma tiene por
objetivo proporcionar al cddigo principal un vector como el que se utiliza en la
expresion (11.5.1.12). Este vector permite generar el mapeo de los elementos
correspondiente de manera sencilla y es necesario a lo largo Programa de Vinculacién.

41



Capitulo IV:
Modulo de Ingreso. Algoritmos e Implementacion

En la seccion I1.7 se propuso un método de implementacidn sistematica para la
obtencion de las funciones de forma, consistente en el uso de los Polinomios de
Lagrange. De hecho, programar este proceso en una funcién externa que se ejecute
cuando las funciones de forma sean precisadas, seria una solucién viable. Sin
embargo, aplicar una funcién de este tipo demanda un tiempo de ejecucién que
entorpeceria la corrida del codigo principal y puede ser evitado.

Las funciones de forma de los elementos presentan una caracteristica
importante que resulta de suma utilidad y hace propicio el uso de la biblioteca que las
contiene: sélo dependen del tipo de elemento con el que se trabaje. En este sentido,
s6lo basta con conocer con qué elementos tratara el Programa de Vinculacion (los
provenientes de la ME) para poder calcular el vector de funciones de forma. Asi, se
recurre a la implementacion de los Polinomios de Lagrange para confeccionar, por
Unica vez, un listado (o biblioteca) de los vectores para cada tipo de elemento. Luego,
este listado, que se condice con el presentado en el Anexo I, se almacena en una
funcién tipo menu, resultando en la funcién de la Biblioteca de Funciones de Forma.
Internamente la funcién recibe como argumento el tipo de elemento y, como es de
esperarse, retorna el vector de funciones de forma al c6digo principal.

IV.4.3. LA BIBLIOTECA DE FUNCIONES DE FORMA
DERIVADAS

Las Funciones de Forma Derivadas son utilizadas en los procesos de
localizacién del Tercer Modulo y son un factor para construir la matriz jacobiana de la
transformacion afin o mapeo de los elementos. Las Funciones de Forma trabajan en la
forma vista en la expresion (11.5.1.12) y, por ende, sus derivadas componen una matriz
que surge de aplicar el gradiente al vector N,. Siendo [N'] la matriz de Funciones de
Forma Derivadas, se tiene, para el caso de tres dimensiones,

dN, N, N,

VN; ¢ dn 0O¢
IN]=VN,=| : |=]| : : o (IV.4.3.1)

vN,l |oN, ON, oN,

06 on 0¢

Nuevamente, aqui surge la posibilidad de implementar una funcién externa que
efectie la derivacidon simbélica de cada funcion de forma y construya la matriz [N']
cada vez que sea necesario. No obstante, y con el mismo razonamiento aplicado a la
Biblioteca de Funciones de Forma, es conveniente, desde el punto de vista del tiempo
de ejecucion, contar con una funcién tipo mend que proporcione automaticamente la
matriz para cada tipo de elemento.

La construccion de esta funciéon se realiza con un codigo de derivacién
simbolica. El proceso consiste en tomar por separado cada funcién de forma, efectuar
las derivaciones parciales respecto de cada coordenada y confeccionar la matriz
correspondiente para cada tipo de elemento. Se obtiene asi una funcién que toma por
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argumento el tipo de elemento y retorna la matriz de funciones de forma derivadas
adecuada.

IV.5. RECEPCION Y PROCESAMIENTO INICIAL DE
DATOS

El Programa de Vinculacién esta pensado como una funcién auténoma y debe
ser capaz de generar por si misma los datos y variables necesarios para su
funcionamiento. El encargado de esta tarea, como se vio hasta aqui, es el Mdédulo de
Ingreso. En este sentido, los Unicos argumentos necesarios para la ejecucion del
codigo principal seran, de acuerdo con el esquema de la Figura II1.9, los archivos de
texto de las mallas a procesar. Asi, el nombre y la ubicacion de los archivos de la ME y
la GA se introducen como variables tipo “string”, para luego ser tratados en el Médulo
de Ingreso.

Cantidad de || Nodos por
[T Elementos Elemento
Biblioteca
de Tipos de
Elementos

i

-l Bl

Arreglo IEN
de ME
Biblioteca

de Funciones
de Forma

Tipo d
"IENArray.m" Elomento

Biblioteca
de Funciones
de Forma
Derivadas

Arreglo de

GA "NodeSArray.m" Nodos de ME
Arreglo de @

Nombre y Ubicacion de Nodos de GA
Archivos ".msh"
provenientes de GMSH

Puntos a
Localizar

Figura IV.6: Esquema de Funcionamiento General del Médulo de Ingreso

La primera accion que realiza el Médulo de Ingreso es interiorizar los
argumentos externos que le son transferidos como variables, asignandoles un nombre
que sea sencillo de manejar y reconocer dentro del cédigo. Una vez hecho esto, se da
paso a las funciones que construyen las Matrices de Procesamiento de Datos. La ME
sera argumento tanto de “NodesArray.m” para la Matriz de Nodos y Coordenadas,
como de “IENArray.m” para el Arreglo IEN. Ambos arreglos de la malla de FEM son
almacenados como variables internas con nombres alusivos, al igual que el tipo de
elementos (variable “ElementType”) proveniente de la funcién del Arreglo IEN. Para
la GA, en cambio, s6lo se ejecuta la funciéon “NodesArray.m” para obtener las
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coordenadas de sus puntos. En aquellos casos en los que fuese necesario discriminar
entre nodos y puntos de control de la GA, se requerird un pre-procesamiento
adicional.

Inmediatamente después, la variable “ElementType” (tipo de elemento) es
utilizada para llamar a las bibliotecas de Funciones de Forma y de Funciones de
Forma Derivadas. Estas bibliotecas entregan sus variables de retorno, el vector de
Funciones de Forma y la matriz de Funciones de Forma Derivadas respectivamente,
que se almacenan convenientemente.

Por ultimo, se extraen algunos valores importantes para el progreso del cédigo
principal, a saber: la cantidad de nodos por elemento, la cantidad de elementos, y la
cantidad de puntos a localizar. Estas tres variables se condicen con, las dos primeras,
las dimensiones del Arreglo IEN (filas y columnas, respectivamente), y la tltima con la
cantidad de filas del Arreglo de Nodos de la GA. Adicionalmente y conociendo estos
datos, se pre-dimensiona la Matriz de Localizacién, como un arreglo de ceros con
tantas filas como puntos haya que localizar y dos columnas, una para el indice de cada
punto y otra para el indice del elemento que lo contiene.

44



V.1. GENERALIDADES

La finalidad que persigue el Modulo de Seleccién es la de reducir, de una forma
relativamente sencilla, el nimero de elementos que serdn evaluados por los
algoritmos de localizacién. Como se vera mas adelante, este moédulo no es
estrictamente necesario desde el punto de vista operativo, pero su implementacion
genera avances sorprendentes en la eficiencia del Programa de Vinculacién.

El segundo mddulo es quizas el mas versatil de los tres debido a que las
consideraciones que pueden efectuarse a la hora de seleccionar o crear un conjunto de
elementos son numerosas. Recuérdese que se priorizan los aspectos geométricos y
topologicos de la malla del FEM, por lo que la preselecciéon de elementos puede
encararse desde varios puntos de vista. Aqui se presentaran cinco alternativas que
van desde las mas sencillas, y quizas por eso menos eficientes, hasta algunos de
complejidad relativamente elevada que han mostrado resultados alentadores.

Nuevamente, rige el criterio de la aplicabilidad practica, es decir que la eficacia
de algunos mecanismos esta sujeta a consideraciones sensatas sobre la ME. De ahi que
surge una decision de compromiso y la necesidad de evaluar previamente cada caso
particular. Sin embargo, los métodos mas simples, como se indicara oportunamente,
han demostrado ser de aplicaciéon universal, en desmedro de la velocidad de
ejecucion.

En la mayoria de los casos, la variable de salida del M6dulo de Seleccion sera
una matriz, la cual sera transferida al médulo siguiente. La Matriz de Seleccién asigna
una fila a cada uno de los puntos a localizar y enlista, de forma ordenada, el conjunto
de elementos que fueron seleccionados para dicho punto.
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Figura V.1: Matriz de Seleccion Genérica

En las secciones siguientes se detallan los algoritmos de seleccién
desarrollados, describiendo sus principios y procedimientos. Se considera que, para el
funcionamiento de todos ellos, el Médulo de Ingreso ya fue ejecutado y se cuentan con
todas las variables provenientes de éste.

V.2. EL ALGORITMO DE LISTA

El método o algoritmo de Lista es el mas trivial de todos y equivale a
practicamente prescindir del Modulo de Seleccion. Este algoritmo utiliza una lista de
los elementos segun sus indices globales para evaluarlos uno a uno, sin importar qué
punto se esté localizando.

En este caso, construir la Matriz de Selecciéon como una variable no resulta
conveniente puesto que, todas sus filas serian idénticas. Sin embargo, para explicar
mas claramente este sistema se presenta en la Figura V.2 como se veria la Matriz de
Seleccion si fuese construida.
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Orden de Cantidad de

. Elementos
indice de Elementos T
Puntos a L1 2 3 e h

Localizar I I I I I I I I I
112937415 .. .].].h

i i i i \ \ \ \ i
112131415 ... .]..lh

} 1 1 1 1 1 1 1 1
i | 112131415 | | | | h

| | | | | | | | |
112131415 \ \ \ I h

| | | | | | | | |
ni 112131415 \ \ \ I h

| | | | | | | | |

f— Cantidad de Puntos a Localizar

Figura V.2: Matriz de Seleccion para el Algoritmo de Lista

Como se dijo, la Matriz de Seleccion no es utilizada aqui, en cambio, se incluye
un ciclo que engloba al Médulo de Localizacion. El bucle se ejecutara una vez para
cada punto a localizar y tendra tantos pasos como elementos tenga la ME. Cada paso
se identificara con un indice igual al del elemento que se analizara y si la localizacion
es exitosa el ciclo serd interrumpido y se continuara con el punto siguiente.

— Ciclo en los Puntos a Localizar

Ciclo en los Elementos a Evaluar
Indice del Ciclo = 1:Cantidad de Elementos

Médulo de Localizaciéon

Figura V.3: Esquema de Codigo para Algoritmo de Lista
Ahora bien, este método carece de eficiencia pero es uno de los que evalia

indiscriminadamente todos los elementos de la ME, por lo que garantiza que todos los
puntos seran eventualmente localizados.

V.3. EL ALGORITMO DE LISTA ALEATORIA
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El método de Lista Aleatoria es una sutil modificacion al caso anterior. Surge de
incorporar el concepto del orden de los elementos seleccionados como una forma de
reducir el tiempo de ejecucion, como se vio en la seccion I11.5.

En este sentido, iniciar la lista en el elemento nimero 1 y continuar de forma
ordenada para todos los puntos no resulta del todo practico. Por lo tanto, dado un
punto a localizar quizas resulte provechoso designar azarosamente un elemento que
podria contenerlo, y asi hasta evaluarlos a todos. De esta manera, todos los elementos
seran evaluados virtualmente la misma cantidad de veces y no tendran prioridad los
que posean indices bajos.

Se proponen aqui dos modos de implementar la Lista Aleatoria, que se
diferencian en el momento en el que se efectiia el reordenamiento azaroso de los
elementos a evaluar. Estos dos casos son: Lista Aleatoria Simple y Lista Aleatoria
Multiple.

V.3.1. LISTA ALEATORIA SIMPLE

En este caso, existe mayor similitud con el Algoritmo de la Lista ya que, si se
construyera la Matriz de Seleccion, todas sus filas serian idénticas, como muestra la
Figura V.4. Nuevamente, sin embargo, la confeccion de la matriz no es necesaria
debido a que la implementacion del algoritmo puede efectuarse de un modo mas
sencillo.

Orden de Cantidad de
. Elementos
indice de E'emf:‘tos -
Puntos a T 2 03 h
Localizar | | ‘
1 190, 7 135,87 5 h

35

n|190/ 7 1351871 5

\ \
\ \
i i
\ \
i i
8715 |
| |
\ \
! !
\ \
\ \

f— Cantidad de Puntos a Localizar

Figura V.4: Matriz de Seleccion para el Algoritmo de Lista Aleatoria Simple

Este método consiste en reordenar los elementos una Unica vez con una
funcidn especifica del entorno de programacion. Luego, los elementos seran evaluados
en su nuevo orden para todos los puntos por igual.

El mecanismo de implementacion consiste en guardar la lista aleatoria en un
vector y, de nuevo, programar un ciclo que englobe al Médulo de Localizacion. El
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indice de paso de este ciclo se correspondera con el indice de posicién del vector que

contiene la lista aleatoria y, mediante una funcién de extraccién, se evaluaran los
elementos en el orden en que la lista lo indique.

Vector de Lista Unico para Todos los Puntos

indice de
Posicion
b1 2 3
Vector de Lista = Funcién Aleatoria | (>h90‘7‘35‘87‘5‘._‘_.‘m‘."‘h
— Ciclo en los Puntos a Localizar indice de
Elementos a
— Ciclo en los Elementos a Evaluar Evaluar
fndice del Ciclo = 1:Cantidad de Elementos
Indice del Ciclo = Indice de Posicidén de

Vector de Lista

Elemento a Evaluar = Vector de Lista
(Indice del Ciclo)

Médulo de Localizacion

Figura V.5: Esquema de Cédigo para Algoritmo de Lista Aleatoria Simple

V.3.2. LISTA ALEATORIA MULTIPLE

Esta variante del método de la lista aleatoria presenta la particularidad de
generar un ordenamiento azaroso de elementos distinto para cada punto que se desee
localizar. Aqui tampoco es necesario implementar la Matriz de Seleccién, pero, de
hacerlo, sus filas no serian iguales entre si, como lo muestra la Figura V.6.
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Orden de Cantidad de

. Elementos
Indice de EIemLe:\tos j‘
F’U”tosaﬁ 1 2 3 e h

Localizar ‘ I I I I I I I I
11190, 7 35,87 5 | \ R

i i i i i i i —

| | | | | | | [

} } } } } } } } }
i |125172 131 (100 6 | \ el ..l h

| | | | | | | | |

| | | | | | | P

| | | | | | | | |
n| 5 } 18 }350}276} 23 } } } . } . } h

$— Cantidad de Puntos a Localizar

Figura V.6: Matriz de Seleccion para Algoritmo de Lista Aleatoria Multiple

Para llevar a cabo el algoritmo de la Lista Aleatoria Multiple la funciéon que
genera el vector de la lista debe ser incluida dentro del ciclo en los puntos a localizar.
De este modo, cada vez que se tome un punto nuevo, se generara un nuevo orden de
elementos.

Vector de Lista para el Punto "i"

indice de
. . Posici6
—Ciclo en los Puntos a Localizar OSEOH
1T 2 3 e h

Vector de Lista = Funcidn Aleatoria ////> (»h90‘7‘35‘87‘5‘.”‘”.‘m‘.u‘h‘
— Ciclo en los Elementos a Evaluar indice de
Indice del Ciclo = 1:Cantidad de Elementos Eﬁsgmfa

Indice del Ciclo = Indice de Posicién de

Vector de Lista

Elemento a Evaluar = Vector de Lista
(fndice del Ciclo)

Médulo de Localizacion

Figura V.7: Esquema de Cédigo para Algoritmo de Lista Aleatoria Multiple
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V.4. ALGORITMO DE CENTROS DE MASA

El algoritmo de Centros de Masa concibe a los elementos como una disposicién
de masas puntuales de igual valor ubicadas sobre cada uno de sus nodos. Esta
concepcion permite calcular para cada elemento un punto designado como centro de
masa, cuyo vector de coordenadas sera

Xem === L (V.4.1)
Con las siguientes componentes
a g
Xopy = 25128 (V.4.2)
a
a ;
Vo = 222 (V.4.3)
a
a 7.
Ty = 2224 (V.4.4)
a

Siendo “a” la cantidad de nodos del elemento.

Es, entonces, en este concepto en el que se basa el criterio de selecciéon del
algoritmo de Centros de Masa.

Centro de Masa
del Elemento 8

(e}

3

Figura V.8: Centro de Masa de un Elemento

El procedimiento consiste en calcular los centros de masa de todos los
elementos de la ME para luego calcular la distancia entre cada uno de ellos y el punto
que se desea localizar. Hecho esto, se ordenan de manera ascendente las distancias
calculadas y se seleccionan las nueve primeras. De este modo, los elementos que
conforman el conjunto son aquellos cuyo centro de masa se encuentra mas proximo al
punto en analisis.
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Figura V.9: Nueve Centros de Masa Mds Préximos a un Punto

Lo antes descrito debe repetirse para todos los puntos provenientes de la GA,
lo que dara por resultado la Matriz de Seleccién. En este caso, la matriz contara sélo
con nueve columnas y tantas filas como puntos deban ser localizados.

Surge una interrogante respecto de la cantidad de elementos seleccionados, ya
que optar por considerar nueve elementos puede resultar arbitrario. De hecho, esta
decision se basa en considerar un nodo que se ubica en un vértice de un elemento
hexaedro. Dicho nodo se encontrara rodeado por, en general, ocho elementos, como
muestra la figura.

Nodo "A"

Figura V.10: Ocho Elementos que Rodean al Nodo “A”
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Luego, si un punto se localiza sobre el nodo “A”, tendra a su alrededor ocho
elementos y, el noveno se adiciona para considerar las posibles variantes o
deformaciones que pudieran presentarse. Ciertamente, el nimero de elementos
elegidos puede incrementarse o disminuirse segun el criterio que se aplique. No
obstante, considerar nueve resulta un intermedio entre un juicio conservador y la
intencion de reducir el nimero de evaluaciones.

V.4.1. IMPLEMENTACION

La implementacion del algoritmo de Centros de Masa se efectia siguiendo los
lineamientos antes explicados. El primer paso es pre-dimensionar una matriz que
contendra las coordenadas de los cetros de masa de todos los elementos de la ME.
Como se acostumbra, el pre-dimensionamiento se realiza con ceros para luego cargar
los valores necesarios. La matriz [XCM] tendra tres filas, una para cada coordenada y
tantas columnas como elementos tenga la ME. Se tiene, entonces,

XCM1 XCMi XCMn
[XCM] = Yemy - Yemy o Yomy | (V.4.1.1)
ZCM1 ZCMi ZCMn

“_.n

Donde “i” representa un elemento genérico y “n” es el numero de elementos de
la ME.

Otra herramienta util en practicamente todos los codigos del Programa de
Vinculacién y que se confecciona aqui, es la matriz [Xa]. Esta matriz contiene valores
que son diferentes cada vez que se analiza un elemento y que corresponden a las
coordenadas de cada uno de sus nodos, ordenadas en columnas. Se expresa

xl cee xa
[Xal=|Y1 = Yal. (V.4.1.2)
Zl cee Za
Donde “a” indica la cantidad de nodos del elemento.
Para construir la matriz [Xa] se extrae la columna del Arreglo IEN
correspondiente al elemento sobre el cual se trabaja en ese momento. Luego, con un
ciclo con tantos pasos como nodos tenga el elemento se extraen, del Arreglo de Nodos

y Coordenadas, las coordenadas de cada uno de los nodos del elemento para
guardarlas en la matriz [Xa]. La Figura V.11 esquematiza el proceso.
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Arreglo IEN
12 /3\ 4 5 8

11 2 4 7 6 9 11

2| 4 | 7 [ 10 \ 9 | 12 | 13 Matriz [Xa]

Extraccion de la columna 5 7
correspondiente del arreglo IEN

<

Almacenamiento de
coordenadas de los
X| O 2 1 1 0 0 | 05|15 | 1 0.5 0.528/1.192| 1 nodos del elemento

Y| O 0 1 15| 2 1 1175/ 05| 0 0.5 |1.222|1.495| 0.5

z| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Arreglo de Nodos
Figura V.11: Esquema para el Armado de la Matriz [Xa]

Los valores de la matriz [XCM] seran calculados, entonces, con un ciclo en los
elementos de la ME que en cada uno de sus pasos calculard la matriz [Xa] para el
elemento correspondiente. Ademas, habiendo obtenido [Xa], se calcula, en el mismo
paso del ciclo, el vector Xecm que contiene las medias aritméticas de las coordenadas
de los nodos del elemento. Siendo

j=1
1 = XCM
a r— Z
Jj=1 cM

a

Zj

g

_j=1 i
Donde “a” nuevamente indica la cantidad de nodos del elemento.

Nétese que el vector Xem se construye con el promedio de las filas de la matriz
[Xa] y coincide con cada columna de la matriz [XCM]. Luego, para generar [XCM],

simplemente se almacenan los vectores de cada paso del ciclo como columnas de la
matriz.

54



Trabajo Final de Grado
Martin Eduardo Pérez Segura

Matriz [Xa] del elemento "i" Vector Xcm Matriz [XCM]

1 2 3 4 i

X! 05|05 15| 0 x_ 0.625 x/ 0 |0.625 o \
Y|175 05|05 2 > Y., |1.188 Y 0 [1.188 © /
de cada
coordenada

1

Figura V.12: Esquema para el Armado de la Matriz [XCM]

Una vez que se obtuvo la matriz de coordenadas de los centros de masa de los
elementos, es necesario calcular la distancia entre cada centro de masa y el punto que
se desea localizar, luego ordenar dichas distancias y seleccionar las nueve menores.
Para ello, se crea un ciclo en los puntos a localizar que ejecuta, para cada uno de ellos,
el proceso que se describe a continuacion.

Primeramente, se genera el vector columna Xp que contiene las coordenadas
del punto con el que se trata. Se crea también un vector fila auxiliar, Ones, que posee
tantas columnas como elementos tiene la ME y todos su valores son iguales a uno. Es
decir,

Xp
Xp = ||, (V.4.1.4)
Zp
Ones=[1 1 - 1] (V.4.1.5)

Luego, con los vectores anteriores, se calcula el Producto Tensorial o de
Kronecker, para obtener la matriz [Kr], segun,

Xp Xp Xp Xp
[Kr]= Xp @ Ones=|Dp| ®[1 1 - 1= Yo = Yol (V.4.1.6)
Zp Zp Zp T Zp

La construccion de la matriz [Kr] facilita sensiblemente el calculo de las
distancias entre el punto a localizar y los distintos centros de masa.

El paso siguiente es calcular la matriz [CVL] que contendra las componentes de
los vectores libres que unen el punto a localizar y cada uno de los centros de masa. El
calculo ilustra la importancia de [Kr] y se realiza como sigue,

[CVL] = [CVL, - CVL,] = [Kr]— [XCM]. (V.4.1.7)

55



Capitulo V:
Modulo de Seleccion. Algoritmos e Implementacion

Finalmente, las distancias que se pretenden seran las normas euclidianas de las
columnas de [CVL] consideradas como vectores. Asi se construye el vector de
distancias para un punto dado,

D =[l[CVLyll - NCVLyll] =[dy - dy]. (V.4.1.8)

Con el vector D calculado, se procede a ordenar los valores de distancias
obtenidos para seleccionar los nueve menores. No obstante, no debe perderse de vista
que el objetivo del procedimiento no son los valores d; (coni =1,2,...,n) sino los
indices de los elementos a los que estos valores hacen referencia. Es decir, d; hace
referencia al elemento 1,d,, al 2, y asi siguiendo. Luego, cuando se realice el
ordenamiento, estos indices no deben perderse, debido a que los d; (coni = 1,2, ...,n)
son en realidad nameros y no existe forma alguna de relacionarlos con los elementos
mas que con el indice de posicion dado por el vector D.

El proceso de ordenamiento y seleccién se realiza con dos ciclos anidados. El
primero de ellos consta de nueve pasos en cada uno de los cuales se obtendra el indice
de un elemento a ser evaluado. El segundo, en cambio, recorrera las posiciones del
vector D, con tantos pasos como elementos tenga la ME. El ciclo interno con la ayuda
de una funcién condicional selecciona el menor d;, almacena su indice en una variable
y descarta dicho d; del vector D sin alterar los indices de los restantes. La variable que
contiene el indice trasciende el ciclo interno y se almacena en el primer lugar de la fila
correspondiente de la Matriz de Seleccidn. Este proceso continuara hasta completar
los nueve pasos. La Figura V.13 describe esquemdaticamente cémo se programa el
procedimiento anterior.
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— Ciclo externo (pasos = 9)
Valor de referencia para busqueda

— Ciclo interno (pasos = Cantidad de
elementos)

Funcidén condicional

Seleccidén de minimo di.
Almacenamiento de indice.
Eliminacidén de di.

Variable de indice
Almacenamiento en Matriz de Seleccidn

Figura V.13: Esquema de Cédigo para el Algoritmo de Centros de Masa

Evidentemente, lo antes descrito debera repetirse, como se explicé, para cada
punto a localizar, generando asi la Matriz de Seleccion.

V.5. ALGORITMO ESUP

El algoritmo ESUP recoge su nombre de la frase en inglés “Elements
Surrounding Points” (elementos que rodean puntos) y toma sus bases en el trabajo de
R. Lohner [4]. El algoritmo que Lohner propone en su obra tiene por objetivo
minimizar el uso de memoria durante su actuacién y, dado que en el presente trabajo
el objetivo es minimizar el tiempo de ejecucion, se le han realizado algunas
variaciones. Por otro lado, debido a que el proceso original no se orienta al sistema de
seleccion que aqui se trata, también fue necesario efectuar modificaciones al respecto.

Conceptualmente, el método ESUP consiste en generar un arreglo que permita,
dado un nodo de la ME, identificar los elementos que lo rodean, es decir, aquellos que
lo contienen. Luego, se incorpora este arreglo en un criterio de selecciéon para el
segundo moédulo.

La cantidad de elementos que rodean un nodo varia sensiblemente dentro de
una malla de FEM. Por lo tanto, utilizar una matriz que almacene esta informacion
resultaria en la imposibilidad de realizar un pre-dimensionamiento, generando una
pérdida importante de eficiencia. La solucién a este inconveniente también es
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propuesta por Lohner en su trabajo y consiste en el uso de Listas Vinculadas (“Linked
Lists”), las cuales se describen mas adelante.

El criterio de seleccion del Algoritmo ESUP consiste en encontrar, para cada
punto a localizar, el nodo de la ME mas préximo y seleccionar los elementos que
rodean a dicho nodo para la evaluacién posterior. Si para este proceso se utilizan las
Listas Vinculadas, no sera posible construir una Matriz de Seleccién como en los casos
anteriores. La cantidad de elementos a evaluar para cada punto no sera constante y
esto debe ser tenido en cuenta en el Médulo de Localizacién.

V.5.1. LISTAS VINCULADAS

Las listas vinculadas son una herramienta que permite reemplazar el uso de
matrices cuando no es posible conocer a priori la cantidad de datos a almacenar. En el
caso de andlisis, la cantidad de elementos que rodean a un nodo no es un namero
constante a lo largo de la ME. Para evitar el uso de un arreglo de dimension variable
que, si bien es soportado por MATLAB, representa una pérdida grande de eficiencia,
se utilizan las listas vinculadas.

El sistema de listas vinculadas cuenta con dos vectores filas que se relacionan
entre si. En el primero, denominado “Storage”, se almacena la informacién
propiamente dicha. En el segundo, denominado “Links”, se encuentran marcadores
que indican dénde comienzan y dénde terminan los datos de una entidad particular.

Considérese el caso ejemplo de la Figura V.14, donde se muestra una malla
sencilla para la cual se almacenaron los elementos que rodean a cada nodo en listas
vinculadas. En el vector “Links”, el indice de posicion se condice con los nodos de la
malla y, los valores que contiene indican la tltima posicién del vector “Storage”, donde
se almacena un elemento que rodea al nodo indicado por el indice de posicién. Por
ejemplo, si se quisiera determinar qué elementos rodean al nodo 4, se debe recurrir al
indice de posicion 4 del vector “Links”, donde el valor correspondiente es 7. Este valor
indicard que hasta la posicion 7 del vector “Storage” se enlistan los elementos que
rodean al nodo 4. Como para el nodo anterior, el 3, la aplicaciéon de este proceso indicé
que los elementos que lo circundan se enlistan hasta la posicién 4 del vector “Storage”,
es desde alli de donde empiezan los correspondientes al nodo 4. Siendo los elementos
1, 2 y 4 los que efectivamente rodean al nodo 4.
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Figura V.14: Listas Vinculadas para el Algoritmo ESUP para Malla Ejemplo

V.5.2. CONFECCION DE LISTAS VINCULADAS

La construcciéon de las listas vinculadas para el algoritmo ESUP se basa en la
utilizacion del Arreglo IEN de la ME. Como primer paso se realiza el pre-
dimensionamiento de ambos vectores. La dimension del vector “Links” es de sencilla
interpretacion y estd dada por la cantidad de nodos que posee la malla. Para el vector
“Storage”, en cambio, debe seguirse el siguiente razonamiento: si un elemento sera
circundante a todos los nodos que posee, cada elemento figurara en el vector
“Storage” una vez por cada nodo que posea, luego, la dimensién del vector estara dada
por la cantidad de elementos multiplicada por la cantidad de nodos de cada elemento.
Este nimero equivale a la cantidad de valores que guarda el Arreglo IEN ya que, por
cada elemento, guarda tantos valores como nodos éste posea.

Con las dimensiones de los vectores establecidas, se procede a completarlos.
Para dicha tarea es preciso utilizar un vector auxiliar o temporal, que posee igual

59



Capitulo V:
Modulo de Seleccion. Algoritmos e Implementacion

dimensién que “Links” y debe confeccionarse previamente. El vector auxiliar asignara
cada una de sus elementos a un nodo de la malla y contendra la cantidad de veces que
cada nodo figura en el Arreglo IEN. La cuenta de apariciones de cada nodo se realiza
utilizando un ciclo que recorra el Arreglo IEN y sume una unidad al elemento
correspondiente cada vez que lea un valor del arreglo. En la figura siguiente se
muestran el Arreglo IEN y el vector auxiliar para la malla del ejemplo de la Figura
V.14.

ARREGLO IEN:
1 2 3 4 5 B
+ 2 | 4— 7 | 6 | 9 | 11
VECTOR AUXILIAR:
o4 70 10] 9 | 1213 g 10 11 12 13
g s s 7 0o tI1[213]2[1[al1]3]2][1]2]1
! 103 5 4|7 |09 A
e e e .
slofofols  Fiiey | “lpeea”
@ 1T170]0]0]C obtiene:
1 2 3 4 @ —
AR 3 4 5 6 7
cl2]2[1]0]1]

Figura V.15: Esquema de Confeccion de Vector Auxiliar a partir de Arreglo IEN

El vector auxiliar sera util tanto para confeccionar al vector “Links” como al
vector “Storage”. En el primer caso, el vector “Links” se completa con un ciclo que
recorre el vector auxiliar y, en cada paso, almacena sobre si mismo la suma de cada
valor con el que lo precede. Desde otro punto de vista, el mecanismo equivale a
asignar a cada posicidn del vector “Links” la suma de todos los elementos anteriores a
esa posicién del vector auxiliar. La Figura V.16 representa este proceso.
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Figura V.16: Esquema de Confeccion del Vector “Links” a partir del Vector Auxiliar

En la practica, los pasos anteriores se efectiian s6lo sobre el vector auxiliar. Es
decir, a medida que avanza el ciclo, se toma un valor del vector auxiliar, se lo suma con
su precedente y se lo almacena en su misma posicion. Asi, en cada paso se actualizan
los valores del vector auxiliar y al finalizar el ciclo, dicho vector se convierte en el
vector “Links”. En este punto, el vector auxiliar actualizado se duplica y se almacena
una copia como “Links” y la restante se emplea para construir el vector “Storage”

El vector “Storage” se genera interactuando simultaneamente con el Arreglo
IEN y el vector auxiliar actualizado (que es equivalente al vector “Links”). El proceso
se repite a lo largo de todo los valores del Arreglo IEN y se describe en la siguiente

secuencia:

“w:n

“w_n

Se lee un valor del Arreglo IEN, sea “i".

Se lee el valor del elemento “i” del vector auxiliar, sea “a”.

Se guarda el nimero de elemento que corresponde a “i” dado por el
Arreglo IEN, en la posicion “a” del vector “Storage”.

Se reduce en una unidad el valor de “a” en el vector auxiliar.

Se repite la secuencia con el siguiente valor del Arreglo IEN.
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El cuarto paso de la secuencia evita la superposicion de datos, desplazando el
cursor convenientemente hacia atras. En la figura que sigue se ilustra el proceso.

@ 5 s

@ |4 |7 |6 | 911

2
N
w

4 | 7 10| @+ 12| 13

Se reduce en
Se reduce en

VECTOR 1 para el ;igsgn?el
para
AUXILIAR S‘%‘ggg e l Tv paso

N

ACTUALIZADO

1\ 3 4 5 6 7 8 ©9/10 11 12 13
\¥////ﬁ\\\\\>ﬂ 1\ \4 \7 \9 \10\14\15\18\20\21\23\24\

LINKS i
| VECTOR

10 11 12 13 14 15 16 17 48 .. n 5 STORAGE

9
12/4|5141312(3|6151@) .16«

L;;
IS
N

Figura V.17: Esquema de Confeccion del Vector “Storage”

V.5.3. IMPLEMENTACION

La utilizacion de las listas vinculadas de elementos que rodean a un punto
como un sistema de seleccion aplicable al segundo mddulo se lleva a cabo, como ya se
habia anticipado, encontrando el nodo mas cercano a cada punto a localizar. Esta tarea
no reviste mayor complejidad y su resultado se plasma en un vector que contendra los
nodos mas cercanos a cada punto, denominado “Closest”.

La busqueda del nodo mas préximo a un punto se realiza de manera similar a
lo detallado en la seccion V.4.1, es decir, se obtiene de forma analoga el vector D. El
paso siguiente consiste en la busqueda del menor valor de d; (coni=1,2,...,n), y el
almacenamiento del indice correspondiente en el vector “Closest”. El indice de
posicion del vector de nodos mas proximos se condice con el orden de los puntos a
localizar dados por el Arreglo de Nodos de la GA.

Finalmente, los tres vectores, “Storage”, “Links” y “Closest” serdn transferidos
al Mo6dulo de Localizaciéon donde, con el correcto procesamiento, permitirdn
seleccionar los elementos a evaluar. Primero, para un punto a localizar, se identifica
del vector “Closest” el indice del nodo méas préximo. Con este indice se recurre al
vector “Links” donde se recogen los marcadores. Luego, se utilizan los marcadores en
el vector “Storage” para identificar los elementos a evaluar.
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V.6. ALGORITMO ESUP ORDENADO POR CENTROS DE
MASA

Este ultimo algoritmo es una combinaciéon de los dos anteriores, ESUP y
Centros de Masa, y constituye quizas la variante mas compleja de las que aqui se
presentan. El sistema consiste en evaluar de forma ordenada segun el criterio de
Centros de Masa a los elementos que son seleccionados con el criterio de ESUP.

Este método desdibuja la distincién que existe entre el Médulo de Seleccion y el
Médulo de Localizacidon. Esto se debe a que no existe una forma practica de generar un
arreglo invariante, que se transfiera al Ultimo médulo del Programa de Vinculacién,
con los datos suficientes para evaluar los elementos seleccionados. En contraste, se
genera un bloque de programa intermedio entre ambos médulos que, entre cada ciclo
de evaluaciéon del Médulo de Localizacion, calcula un vector con los elementos a
evaluar a partir de los datos aportados por el Modulo de Seleccion.

V.6.1. IMPLEMENTACION

No es mucho lo que se puede agregar sobre la implementaciéon de este
algoritmo combinado. Teniendo en cuenta que en las secciones anteriores se detalld el
funcionamiento de cada uno de los procesos por separado, no se requiere aqui mayor
explicacion. En este sentido, se abordaran soélo las particularidades del caso.

El objetivo final sera obtener un vector que contenga los elementos a evaluar
en el orden correcto. Este vector, denominado “Elements” serd distinto para cada
punto a localizar y se transferira al Mddulo de Localizacion en cada ciclo de
evaluacion.
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Elementos a Evaluar:

1 2 3 4 5
5/84|9 |11

Punto a Localizar

Nodo Mas Cercano

Figura V.18: Vector “Elements” para un Punto a Localizar

Como primer paso, se ejecuta el algoritmo ESUP idénticamente como se mostro
en la seccién V.5. También se genera la matriz [XCM] dada por la expresion (V.4.1.1) y
el vector de nodos mas proximos a cada punto a localizar denominado “Closest”
presentado en la seccién V.5.3.

Luego, dado un punto a localizar se identifica el nodo mas préximo y se recurre
a las Listas Vinculadas de ESUP, como se explic6 oportunamente. En este punto, se
crean tres entes auxiliares, a saber: una matriz de coordenadas de centros de masa,
[XCM_Temp]; un vector de distancias D_Temp; y, un vector de indices Index_Temp.
Cada uno de estas variables auxiliares se pre-dimensiona en funcién de la cantidad de
elementos que las Listas Vinculadas asocian al nodo dado por “Closest”. En los tres
casos, se crearan tantas columnas como elementos indiquen Listas Vinculadas y, la
matriz [XCM_Temp], tendra ademas una fila para cada coordenada espacial. También
se crea el vector “Elements” que tendra idéntica dimension que los dos anteriores.

Con la ayuda de las listas vinculadas, se identifican los indices de los elementos
que rodean al nodo mas cercano al punto que se pretende localizar, es decir, aquellos
que se hubiesen evaluado en el Algoritmo ESUP tradicional. Estos indices son copiados
en el vector Index_Temp y, simultineamente, se copian en la matriz [XCM_Temp],
las coordenadas de sus centros de masa provenientes de [XCM], transferidos como
vectores columna.
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El siguiente paso es calcular las distancias entre el punto a localizar y cada uno
de los centros de masa extraidos. El proceso es andlogo al caso explicado en la secciéon
V.4.1, recurriendo nuevamente al Producto Tensorial o de Kronecker y a la norma
euclidiana de los vectores columnas. Como resultado de este paso se construye el
vector D_Temp.

Finalmente, se inicia un ciclo clasico de ordenamiento que recorre el vector
D _Temp, y el vector Index_Temp, simultaneamente. En funcién de las distancias, los
indices de los elementos se ordenan en el vector “Elements” y se cierra el ciclo.

Lo explicado anteriormente debe repetirse para cada punto a localizar y es aqui
donde se combinan los Mddulos de Seleccion y Localizacion. Cada vez que se
confecciona el vector “Elements” para un punto a localizar, se ejecuta el M6dulo de
Localizacion, y luego se reinicia el proceso. El cual se ilustra en la Figura V.19.

7 8 9 1011 12 13
14]15|48)| 20 | 212324 |

Listas
Vinculadas

1 2 3 ‘ 4) 5 ‘ 6 ‘ 7) 8 ‘ 9 10 Vector de Coordenadas del
Storage’ | 1] 1] 211[41211[312]4] Punto a Localizar
L L L L
1 2 3 1. 2 3
" " Calculo de
Index_Temp 21242, | % Distancias Ordenamiento
[XCM_Temp] d,<di<d,

1

2 3
"Elements”

Figura V.19: Esquema para la Confeccion del Vector “Elements”

De este modo, se tienen, para cada punto a localizar, los elementos que seran
evaluados.
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VI.1. GENERALIDADES

El objetivo de este médulo es identificar biunivocamente el elemento de la ME
que contenga a cada punto de la GA, para poder confeccionar asi la Matriz de
Localizacion que sera el resultado final del Programa de Vinculacion.

) MATRIZ DE LOCALIZACION
Punto Localizado

Elemento que lo

contiene #Punto |Elemento
1 3
2 2
3 5
4 6
5 4
6 1
7 2
8 5

Figura VI.1: Matriz de Localizacion para Malla de Ejemplo

En el ultimo moédulo, la aplicabilidad practica no pierde protagonismo. Por el
contrario, existe una fuerte dependencia entre los algoritmos que se trataran a
continuacion y las caracteristicas particulares del problema que se desee resolver.
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Nuevamente, se acude al criterio y a la experiencia para decidir en qué casos los
métodos podrian presentar fallas.

El Mé6dulo de Localizacién no es tan versatil en relacién a la cantidad de
variantes por las que se puede optar para llevar a cabo su objetivo. De hecho, son dos
los métodos que se proponen, el primero toma la forma de un método numérico
clasico, el método de Newton-Raphson. Mientras que el segundo recurre al concepto
de las Coordenadas de Area, también conocidas como Coordenadas Triangulares.

Las descripciones de estos sistemas se realizan bajo la premisa de localizar un
unico punto, proveniente de la GA, en alguno de los elementos de la ME. Logicamente,
deberan ejecutarse tantas veces como puntos se deseen localizar y deberan acoplarse
apropiadamente con los mddulos anteriores. Se entiende también que tanto el Médulo
de Ingreso como el M6dulo de Selecciéon ya fueron ejecutados y se cuentan con toda la
informacion que proveen al cédigo principal.

VI.2. EL ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON

Este sistema de localizacion aplica una variante del algoritmo propuesto por
Isaac Newton en 1669 y modificado por Joseph Raphson en 1690, de ahi que se
escogio denominarlo de ese modo. En términos generales, se pretende la solucion de
un sistema de ecuaciones para determinar si un punto pertenece o no a un elemento, y
es en dicha solucién donde interviene este clasico método numérico.

El punto de partida de la localizacién a través de este proceso se encuentra en
la aplicacion del Dominio de Origen a los elementos que conforman la ME, segtn lo
descrito en la seccién IL.5. Se vio que un elemento puede construirse a partir de su
Dominio de Origen con un mapeo del tipo de la expresion (I1.3.1.4), que se repite aqui
por comodidad,

OEDWAGES (V1.2.1)
a=1

Donde “n” indica la cantidad de nodos del elemento. Se indic6 también que
utilizando el Método de Degeneracion (I.6.1) es posible referir los elementos
comunmente utilizados al Hexaedro Trilineal o al Cuadrilatero Bilineal, segin se
trabaje en dos o tres dimensiones.

Teniendo esto bajo consideracidn se plantea que si un punto en el “espacio £”
pertenece al Dominio de Origen, su transformacién, a través del mapeo de la
expresion (VI.2.1), sera interior al elemento en el “espacio x”, y viceversa. En la Figura
VI.2, se muestran ambos casos en un ejemplo plano.
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"Espacio " /;x_(&)\ "Espaclo x"

(_1 -_1)

Figura VI.2: Mapeo de Puntos Internos y Externos al Dominio de Origen

Como puede observarse, el punto X,,. pertenece al elemento en el “espacio x”,
L
por lo tanto, su imagen, &, , pertenecera al Dominio de Origen. En oposicion, el punto
L
X, es externo al elemento en el “espacio x” por lo que su imagen, §,, , también sera
Po Po
externa al Dominio de Origen. Simbolicamente, puede expresarse que

X, €0° &, €04 (V1.2.2)

Donde “Q¢” y “Q%” indican los dominios del elemento y de origen
respectivamente.

Comprendiendo que el Dominio de Origen en el caso plano es, y lo sera para
todos los elementos considerados aqui, el Cuadriladtero Bilineal, la condiciéon de
pertenencia puede expresarse en términos de las coordenadas del punto Epi como

sigue
(—1 <§y, < 1)
(—1 <My, < 1) .

Condiciones que deberan cumplirse simultaneamente.

§p, Qe (V1.2.3)

Volviendo a la ecuaciéon (VI.2.1), dado que cualquier punto del “espacio x”
puede expresarse a través del mapeo, puede escribirse para un punto arbitrario que
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n
X, = Z N, (&) X, (V1.2.4)
a=1
Reordenando,
n
X, — Z N, (&) x, = 0. (V1.2.5)
a=1

La expresion (VI.2.5) representa un sistema de ecuaciones en el cual es posible
identificar a X;, como el punto que se desea localizar, ax, como los nodos del

elemento que se evalta, y a N,(§) como sus funciones de forma. Quedando s6lo como
incognitas las coordenadas del punto §. Evidentemente, el sistema tendrd tantas
ecuaciones como dimensiones tenga el espacio de trabajo, dos para el plano y tres
para el espacio. En este primer caso, se escribe,

|(Xp - z Na(f: n, Z) X =0
a=1 (V1.2.6)

kyp - Z Ne(§&1,)y.=0
a=1

Finalmente, la solucion del sistema dara las coordenadas £ yn. Si las
coordenadas obtenidas cumplen con la condicién dada por (VI.2.3), el punto en
analisis pertenecera al elemento evaluado, caso contrario debera optarse por la
evaluacién de otro elemento.

Un razonamiento idéntico al anterior pero aplicado a un caso espacial deriva en
el siguiente sistema

p n
Xp — Z No(§,m,{)x, =0
a=1

1= ) NaEn.0)ya = 0. (V12.7)
a=1

Zy— Na(f‘ﬂ‘ () zg =0

Para el cual el Dominio de Origen es el Hexaedro Trilineal, y las condiciones de
pertenencia se escriben como sigue

((—1 <&, < 1)
§p, €07 ‘:’4 (—1 <Mp, < 1)- (V1.2.8)

L(—1 <y, < 1)
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El sistema de ecuaciones de la expresion (VI.2.5) debe ser resuelto y es aqui
donde interviene el método de Newton-Raphson.

VI.2.1. EL METODO DE NEWTON-RAPHSON

La eleccion de este método para la solucién del sistema de ecuaciones se
justifica en la diversidad de tipos de funciones de forma N, que pueden presentarse. Si
pudiera garantizarse que, para una aplicacién determinada, el sistema a resolver sera
lineal en las variables no tendria sentido desde el punto de vista de la eficiencia, el
proceso iterativo propuesto. Sin embargo, dado que en general éste no es el caso, el
método de Newton-Raphson proporciona una alternativa de aplicacién general.

El método de Newton-Raphson esta concebido como un algoritmo eficiente
para encontrar ceros o raices de funciones reales. Sin embargo, aqui se propone una
variante aplicable al sistema de ecuaciones antes presentado.

El proceso de solucién se inicia definiendo una funcién vectorial de la siguiente
manera,

Fo(§,Xp) =X, - Z N, () %, (V1.2.1.1)
a=1

Debiendo ser, seguin lo planteado por la expresion (VI.2.5),
F.(§X,)=0. (V1.2.1.2)

Ahora bien, proponiendo un proceso iterativo en la variable § y expandiendo la
funcidén F,, puede expresarse para un punto §.,1,

OF (¢, X,,)
Fo(§ki1,Xp) = Fe($1 Xp) + % AEy + H, (V1.2.1.3)
$k
Donde,
$pa1 =& A&, conk =123 .. .np. (VI.2.1.4)

Siendo “np” la cantidad de pasos de la iteracion.

Ademas, la derivada parcial de la funcion F, se identifica con la matriz
jacobiana de la transformacién (VI.2.1) segln se present6 en la seccion 1V.4.3, se tiene

aFe(;E'Xp) _ []e(f»Xp)] = [Xa] = [N']. (VI.2.1.5)

Donde [N'] proviene de la expresion (1V.4.3.1).

“H,” representa los términos de orden superior (desde segundo orden en
adelante) que completarian la igualdad pero que son despreciados.

En la convergencia, debido a la definicién de F,, se cumplira que
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Fe(&k+1.X,) = 0. (V1.2.1.6)
Luego,
0F.(&, X
Fo(§0.X,) + % A§, = 0. (V1.2.1.7)
Sk
Reemplazando (VI.2.1.5) en (VI.2.1.7) y reordenando, resulta
Ve (& Xp)] * A&k = —Fe (10 X,p) (V1.2.1.8)

Expresion que permite calcular A, fijando un valor inicial de & .
Seguidamente, teniendo en cuenta (VI.2.1.4) sera posible calcular el valor &, para
continuar el proceso iterativo.

VI.2.2. IMPLEMENTACION

La implementacién del Algoritmo de Newton-Raphson en el Médulo de
Localizacion implica la ejecucion de los M6dulos de Ingreso y Seleccion. Esto se debe a
que se requieren el Arreglo de Nodos y el Arreglo IEN de la ME, el Arreglo de Nodos de
la GA, la Biblioteca de Funciones de Forma y la de Funciones de Forma Derivadas.

El M6dulo de Localizacion se compone de dos ciclos anidados: uno, el externo,
recorre los puntos a localizar, y otro, el interno, recorre los elementos a evaluar para
cada punto de acuerdo al conjunto dado por el Médulo de Seleccidn.

El primer paso consiste en generar la matriz [Xa] para el elemento a evaluar,
dada por la expresién (V.4.1.2). Seguidamente, se toma [Xa], el vector de coordenadas
del punto a localizar, Xp, y el vector de funciones de forma planteado en (11.5.1.12), N,
para construir de forma simbdlica la funcién vectorial F,, como sigue,

F, = Xp — [Xa] * N. (V1.2.2.1)

En coincidencia con (VI.2.1.1).

Por otro lado, se construye la matriz [/,], con la ayuda de la matriz de funciones
de forma derivadas, [N'], (IV.4.3.1), y la matriz [Xa]. Siguiendo la expresion (VI.2.1.5),
se hace

Uel = [Xa] = [N']. (V1.2.2.2)

Habiendo construido F, y [/.], se da paso a la resolucién del sistema dado por
(V1.2.1.8). Sin embargo, previo a esto se definen dos parametros: el valor inicial y el
error aceptado. El valor inicial se corresponde con el primer valor del vector §, que
dard inicio a las iteraciones. Por otro lado, el error aceptado sera aquel valor de
tolerancia que se le dara a la convergencia, y a las condiciones de pertenencia. Por
defecto, el valor inicial se fija en el origen y el valor de tolerancia es un nimero
razonablemente pequeno, a saber,

=0 (V1.2.2.3)
Err = 0,0001. (V1.2.2.4)
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Ahora se resuelve el sistema de ecuaciones con la ayuda de un algoritmo de
reduccion y sustitucion. Luego, segin (VI.2.1.4) en cada paso se obtendra un nuevo
valor de &j.

Se tienen entonces tres condiciones de ruptura del ciclo interno (el que recorre
los elementos). La primera corresponde a la convergencia con localizacion, es decir,
alcanzada la convergencia, el valor de &, obtenido cumple las condiciones de
pertenencia (VI.2.3) 6 (VI.2.8) y se garantiza que el punto es interno al elemento
evaluado. En este caso, en dos dimensiones se tiene

(-1-Err)<é& <@ +Err)
(-1—-Err)<n, <@ +Err) (V1.2.2.5)
I§k+1 — Skl < Err

Una ventaja de esta condicién es que, ademas de determinar que el punto es
interno al elemento, permite conocer las coordenadas locales de dicho punto, &,
dentro del elemento. Esta propiedad es necesaria en muchas aplicaciones y le da a
este método preferencia en dichos casos.

La segunda se da cuando existe convergencia pero sin localizacién y ocurre
cuando la entre dos pasos sucesivos el médulo del vector {, no es mayor que la
tolerancia. Ademas, no se cumplen las condiciones de pertenencia. Esto es, en dos
dimensiones,

{||fk+1 — &l <Err (V1.2.2.6)

|€k|l |T]k| >1+ Err’

La dltima condicion refiere a las caracteristicas del proceso mismo. El método
de Newton-Raphson posee un orden convergencia por lo menos cuadratico, lo que
indica que no deberian requerirse una gran cantidad de iteraciones para arribar a un
resultado. Luego, se estima que, a lo sumo, seran necesarias siete iteraciones para
converger con la tolerancia propuesta, de lo contrario el punto inicial no es correcto y
el resultado no es el buscado. En este sentido, el ciclo iterativo cuenta s6lo con siete
pasos para completar la evaluacion.

Como es de suponerse, la ruptura del ciclo interior conlleva a la evaluacién del
siguiente elemento pero sin modificar el punto que se analiza, puesto que contintua
activo el ciclo externo. Esto es correcto para los dos ultimos casos. No obstante, si se
cumple la primera condicién, es decir que el punto se localiza en el elemento, el ciclo
externo también debe ser interrumpido. Esto se debe a que no tendra sentido seguir
evaluando elementos si ya se conoce la ubicaciéon del punto. Lo que se realiza,
entonces, es asignar el nimero de elemento con respuesta positiva (localizacién) en el
lugar correspondiente en la Matriz de Localizacidn y continuar con el siguiente punto
reiniciando el proceso.

Finalmente y luego de que el ciclo externo concluya todos sus pasos, la Matriz
de Localizacion estara completa. Asi el objetivo estara cumplido y el Programa de
Vinculacién podra darse por concluido.
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VI.2.3. REDUCCION DE ELEMENTOS

La Reduccién de Elementos es un complemento pensado para implementar en
el Algoritmo de Newton-Raphson y, en definitiva, en cualquier sistema de localizaciéon
que utilice las funciones de forma de los elementos en el proceso. Conceptualmente
consiste en recurrir a los elementos incompletos o de transicidon sobre los que se hizo
referencia en la seccion I1.7. Estos elementos tienen la particularidad de prescindir de
los nodos “interiores” respecto de sus contrapartes, los elementos completos. Por
ejemplo, considérense los siguientes casos representados en la Figura VI.3.

Elemento Completo Elemento Incompleto
Hexaedro de
Segundo Orden
27 Nodos 20 Nodos
° [ . ]
Cuadrilatero de ® ° ® ) ]
Segundo Orden
° [ . ®
9 Nodos 8 Nodos

Figura VI.3: Casos de Elementos Incompletos

En ambos casos, el elemento completo cuenta con una serie de nodos interiores
que no modifican su geometria y, sin embargo, incrementan el nimero de funciones
de forma. El hexaedro de segundo orden completo cuenta con 27 nodos, mientras que
el mismo elemento incompleto cuenta con 20 nodos, lo que implica que el vector de
funciones de forma posee una dimension un 26% menor. Adicionalmente, si los nodos
exteriores poseen las mismas coordenadas en ambos casos, la geometria del elemento
permanece inalterada. En consecuencia, realizar la localizacién con el hexaedro de 27
nodos o con el de 20 es indistinto. La unica diferencia es la reduccion en el nimero de
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funciones de forma que significa una disminucién en la cantidad de operaciones del
método. Asi, este fendmeno permite aumentar la eficiencia del cédigo.

IMPLEMENTACION

La implementacion de la Reduccion de Elementos es sencilla. Consiste s6lo en
configurar la Biblioteca de Tipos de Elementos (presentada en la seccion 1V.4.1) para
que, en los casos que sea posible, altere la variable “ElemetType” y trabaje con la
version incompleta del elemento en cuestion. De este modo, las Bibliotecas de
Funciones de Forma y de Funciones de Forma Derivadas, el Arreglo IEN, la matriz
[Xa], y todos los demas procesos reconoceran el elemento incompleto.

Una salvedad debe realizarse aqui respecto del Ordenamiento Nodal expuesto
en la seccién IV.2. Como se dijo, se optd por respetar la secuencia propuesta por T.
Hughes que en este sentido resulta ventajosa. La relaciéon entre los elementos
completos e incompletos, en referencia a la numeracién local de sus nodos,
proporcionada por el Ordenamiento escogido permite evitar cualquier tipo de
reordenamiento. Esto es, si se desea, por ejemplo reducir el hexaedro de segundo
orden de 27 nodos a su versiéon incompleta de 20 nodos, sélo es necesario suprimir los
ultimos 7 nodos, puesto que las numeraciones coinciden.

VI.3. ALGORITMO DE COORDENADAS DE AREA

El algoritmo que se trata en esta seccion es de aplicacidn exclusiva a elementos
de primer orden. Debido a que es condiciéon necesaria que las aristas o bordes del
elemento sean rectos.

El método deriva de la utilizaciéon de coordenadas de area, también conocidas
como coordenadas triangulares. Este sistema se formulé para la esquematizacion en el
plano de funciones de tres variables procurando salvar las posibles confusiones que
acarrean los graficos en tres coordenadas cartesianas. Sin embargo, rapidamente fue
implementado en el FEM como funciones de interpolacién para los clasicos elementos
conocidos como Triangulos de Tension Constante. Aqui se utilizan sus fundamentos
para desarrollar un mecanismo de localizacién que con algunas modificaciones se
aplica a cuadrilateros y a elementos espaciales.

Conceptualmente, las coordenadas de darea permiten posicionar
biunivocamente un punto dentro de un plano triangular con una terna ordenada. Cada
valor de la terna corresponde al area de cada tridngulo que surge de unir el punto
interno con cada uno de los vértices, expresada de manera relativa al area total. En la
Figura VI.4 se observa un esquema que representa las coordenadas de area de un
punto arbitrario (“P”) dentro del triangulo.
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> Ra=(AVALA)

Figura VI.4: Coordenadas de Area o Triangulares para un Punto Arbitrario “P”

La caracteristica mas importante de este sistema de coordenadas es la
condicion que se establece entre los elementos de la terna,
a1 + az + a3 == A (VI.3.1)
Al +A, +A4A;=1. (V1.3.2)
Estas nociones pueden ser utilizadas en un algoritmo de localizacién, cuyo
principio emerge de las expresiones anteriores. La condiciéon dada por (VI.3.1) se
cumplira siempre que el punto “P” sea interno al triangulo, caso contrario la igualdad

no verificara. A modo de ejemplo considérese el siguiente caso, en el cual se ilustra
esta situacion.
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PA = (A1 !AZ’A3)

Figura VI.5: Coordenadas de Area para un Punto Externo al Plano Triangular

En este caso, se tiene,
a,+a, +az; > A (VL3.3)
A+ A, +A; > 1. (V1.3.4)

Este fendémeno permite diferenciar un punto interno al plano triangular de uno
externo, lo que resulta conveniente en relacion al objetivo del Médulo de Localizacidn.
A este respecto, si se identifica el plano triangular con un elemento, sélo sera
necesario calcular las areas parciales a; (con i=1, 2, 3), sumarlas y comparar el
resultado con el area total A. Luego, si la condiciéon (VI.3.1) verifica, el punto es
interno al elemento, caso contrario se cumplira (VI.3.3).

Evidentemente, propuesto de esta manera el método sé6lo aplica a elementos
triangulares planos pero como se mencion6 es posible extenderlo a otros casos. Para
un elemento cuadrilatero se requerirdn cuatro coordenadas, es decir, se debera
calcular el area de cuatro triangulos, como muestra la Figura VI.6.
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2 Punto Interno: A=a,+a,+a,+a, 2 Punto Interno: A<a,+a,+a,+a,
Figura VI.6: Coordenadas de Area en un Elemento Cuadrildtero

Nuevamente, si el punto es interior la suma de las areas parciales igualara al
area total, es decir,

al + az + a3 + a4 = A. (VI.B.S)
Por el contario para un punto externo no se verificara la igualdad, siendo
a, +a, +az;+ay > A (VL.3.6)

Los elementos definidos en el espacio tridimensional requieren un tratamiento
diferente pero que no pierde de vista el concepto propuesto. En estos casos, no se
calculan areas sino volumenes y la cantidad de éstos dependera del tipo de elemento.
Se tratardn aqui los elementos hexaedros, puesto que representan la versién mas
general de los elementos espaciales. Otros elementos como piramides, prismas y
tetraedros, pueden considerarse como porciones de los hexaedros y su tratamiento se
deriva con facilidad bajo esta premisa.

Primeramente, debe plantearse que un elemento hexaedro puede dividirse en
seis fragmentos. Estas partes son pentaedros (piramides) que tienen por base cada
una de las caras del elemento original y como cispide un punto arbitrario, “P”.
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Figura VI.7: Elemento Hexaedro Fragmentado a Partir del Punto “P”

Luego, se retoma el razonamiento anterior y se expresa la comparacién entre
volumenes. La suma de los voliumenes de los seis subelementos sera igual al volumen
total si, y solo si, el punto “P” es interno al elemento original. Se tendra entonces que,
habra localizacion para el caso en que

U1 + 172 + 173 + 174_ + 175 + v6 = V (V137)
Contrariamente, si el punto es externo al elemento, se verifica que
Vi +U, +v3+v,+v5+v5 >V (VL.3.8)

La aplicacion de este proceso a otros tipos de elementos espaciales no reviste
mayor dificultad. Debe comprenderse que, por ejemplo, un prisma triangular puede
dividirse en cinco fragmentos, dos tetraedros y dos pentaedros. Siempre considerando
el punto “P” como vértice de los subelementos.

VI.3.1. HERRAMIENTAS DE CALCULO PARA EL METODO

El Algoritmo de Coordenadas de Areas requiere, como se dijo, el calculo del
valor de areas y volumenes, de elementos y de porciones de éstos. Para realizar esta
tarea, se cuenta Unicamente con las coordenadas de los nodos de cada elemento dadas
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por las Matrices de Procesamiento de Datos. Es por ello que se recurre a un principio
del algebra de vectores que utiliza el producto vectorial y el producto mixto como
herramientas para calcular caracteristicas geométricas.

El moédulo del producto cruz (o vectorial) entre dos vectores coplanares es
igual al area del paralelogramo que describen. Este concepto se utiliza para el calculo
de las areas requeridas por el método y se ilustra en la Figura VI.8.

Figura VI.8: Representacion Grdfica del Producto Vectorial, Iguala al Area del Paralelogramo

Por lo tanto, se tiene,
A=|rxs| (VI.3.1.1)

Por otro lado, el algebra de vectores indica que el producto mixto entre tres
vectores es equivalente al volumen del paralelepipedo que forman. Esto es, siguiendo
la Figura VI.9.

V=I[rstl=r-(sxt) (V1.3.1.2)

r

Figura VI.9: Representacion Grdfica del Producto Mixto, Iguala al Volumen del Paralelepipedo

Con las expresiones (VI.3.1.1) y (VL3.1.2) es posible calcular las areas y
volimenes de virtualmente todos los elementos aqui tratados y sus fragmentos. Se
requiere simplemente la correcta definicién de los vectores intervinientes en cada
producto y la interpretacion geométrica de lo que se pretende calcular. A continuacion
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se presentan algunos métodos para calcular volimenes y areas de geometrias
irregulares que seran los aplicados mas tarde en la implementacién del algoritmo.

ELEMENTOS PLANOS

En dos dimensiones se toma como caso principal el elemento cuadrilatero.
Como lo indica la expresion (VI.3.5) es necesario calcular cuatro areas triangulares,
incluyendo al punto “P”, y el area total del elemento independientemente de dicho
punto. Ademas, los valores mencionados deben obtenerse sélo con las coordenadas de
los nodos que forman el elemento. Luego, se tienen los dos casos siguientes:

e Area Triangular

Si son conocidas las coordenadas de los tres puntos que conforman un
triangulo, es posible definir entre ellos, a través de la diferencia entre sus
coordenadas, seis pares de vectores libres concurrentes. De este conjunto de vectores,
s6lo un par es necesario para calcular el producto vectorial y obtener el area del
paralelogramo que describen. Finalmente, el area triangular que se pretende es la
mitad de aquella que se calcula a partir del médulo del producto cruz entre los
vectores. Se tiene entonces y de acuerdo a la Figura VI.10,

llr x s| (V1.3.1.3)
AA =

Figura VI.10: Cdlculo de Area Triangular

e Area de un Cuadrilatero Irregular

Para obtener el area total de un elemento cuadrilatero, no basta con calcular un
unico producto vectorial puesto que, en la mayoria de los casos, el cuadrilatero no es
un paralelogramo. En este sentido, la alternativa es dividir al elemento en dos
triangulos a través de una linea media y repetir el proceso anterior para el calculo del
area. Resultard asi que el area del elemento sera la suma de las areas de los dos
triangulos que lo conforman,
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llry X 541l llry X sl (V1.3.1.4)
2 T2

AD = AAl +AA2 =

As=lrxsl
2

Figura VI.11: Cdlculo del Area de un Cuadrildtero

ELEMENTOS TRIDIMENSIONALES

Los elementos tridimensionales son quizas algo mas complejos de interpretar,
pero su tratamiento y los conceptos que se aplican son analogos a los anteriores.
Puede considerarse que el elemento hexaedro engloba a los demdas elementos
espaciales debido a que éstos pueden incluirse dentro de su geometria. Por lo tanto, el
analisis se centra en los elementos de seis caras y puede hacerse extensivo a los
restantes.

Siguiendo la expresién (VI.3.7), es necesario calcular seis volimenes de
pentaedros que incluyen el punto “P” y el volumen total del elemento
independientemente del punto. Por lo tanto, se requeriran nuevamente dos planteos.

e Volumen de un Tetraedro

El tetraedro representa el fragmento mas reducido de los elementos espaciales,
es decir que todos los demas elementos pueden conformarse a partir de éste. Es por
esto que cobra importancia poder calcular el volumen de un poliedro de cuatro caras a
partir de las coordenadas de los puntos que lo forman.

Se mencion6 anteriormente que el producto mixto entre tres vectores es
equivalente al volumen del paralelepipedo que estos describen. Adicionalmente, el
tetraedro definido por esos mismos vectores constituye un sexto del volumen del
paralelepipedo mencionado y es precisamente asi como se obtiene su volumen. Es
decir,

r-(sxt) (V1.3.1.5)
Vietra = T
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Ve=r-(sxt
- 6

Figura VI.12: Volumen de un Tetraedro respecto del Volumen de un Paralelepipedo

e Volumen de un Elemento Hexaedro

Para obtener el volumen de un hexaedro irregular serd necesario dividirlo en
porciones cuyos volimenes puedan ser calculados con la expresion (VI.3.1.5). Esta
divisién consiste en definir seis subelementos, tetraedros, y repetir el proceso
anterior. Esto es,

1
Vhexa = g [Vtetra1 + Vtetraz + Vtetra3 + Vtetra4 + Vtetra5 + Vtetrae] (VI'3'1'6)

AN =

Vhexa = =[T17 (51X ty) + 12 (52 X t5) + 13" (53 X £3) + 74 (VL3.1.7)

*(S4 X ty) + 15 (S5 X t5) + 76" (Se X tg)].

La Figura VI.13 ilustra la division que se realiza sobre el elemento hexaedro
para calcular su volumen total.
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Figura VI.13: Hexaedro Fragmentado para el Cdlculo de su Volumen Total

VI.3.2. IMPLEMENTACION

La implementacion de este método consiste nuevamente en dos ciclos
anidados. El ciclo externo recorre los puntos a localizar y el interno, los elementos que
se evaluaran segun lo indicado por el Moédulo de Seleccién. El ciclo externo
conformara para cada punto a localizar el vector Xp con las coordenadas del mismo,
que de aqui en adelante se identificara con el punto “P” antes mencionado. Luego se
dara paso al ciclo interno que tomara el primer elemento de la lista para iniciar la
evaluacion.

El primer paso de la evaluaciéon es la conformacion de la matriz [Xa] dada por
la expresion (V.4.1.2).

Seguidamente, se da paso a la definicién de los vectores que seran necesarios
para calcular las areas o volimenes segun sea el caso. El Algoritmo de Coordenadas de
Area presenta una desventaja en este sentido, no es posible utilizar el mismo
procedimiento para todos los tipos de elemento. Por lo tanto, debe identificarse con
qué elemento se trabaja para poder determinar cuantos y qué vectores deben
definirse. Este inconveniente se resuelve con la programaciéon de una funcién tipo
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menu que opere con la variable “ElementType” y active el cddigo correspondiente al
tipo de elemento en cuestion.

En el caso de un cuadrilatero en dos dimensiones se requieren como minimo
seis vectores distintos para poder efectuar todas las operaciones necesarias. En el
proceso de definicibn de estos vectores, nuevamente, cobra importancia el
ordenamiento nodal local. En la Figura VI.14 se representa un elemento cuadrilatero
con un punto arbitrario en su interior, “P”, y se indican una combinacién de seis
vectores que pueden utilizarse.

Figura VI.14: Seis Vectores Necesarios para un Cuadrilatero

En tres dimensiones, si se trabaja con un hexaedro, son requeridos al menos
quince vectores para poder calcular los volimenes necesarios para el proceso de
localizacién. Nueve de estos vectores se conforman entre los nodos del elemento y en
los seis restantes interviene el punto “P”. La figura a continuacion ilustra una posible
combinacidén de vectores representados en cada division del elemento hexaedro.

Seis vectores en los que Nueve vectores en los que
interviene el punto "P" NO interviene el punto "P"

5

3

Figura VI.15: Quince Vectores Necesarios para un Hexaedro
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El tercer paso comprende las operaciones para obtener los volimenes y areas
de los elementos y sus porciones. Estos calculos se realizan combinando los vectores
antes definidos en los productos mixtos y productos vectoriales correspondientes. Se
aplican aqui los conceptos dados en la seccién VI.3.1 prestando especial cuidado al
ordenamiento nodal y a la denominacion utilizada en la creacion de los vectores. Para
simplificar la operatoria, es posible agrupar factores entre productos mixtos y generar
con éstos variables intermedias que resultan repetitivas.

Como resultado de lo anterior se obtienen dos variables, que seran volimenes
en el caso tridimensional y areas, en el bidimensional. Para los elementos planos, una
de las variables sera la suma de las areas calculadas a partir de la divisién del
elemento seglin el punto a localizar. La restante sera la suma de las areas calculadas
sin la intervencion del punto “P”. En el espacio sucede algo similar, la primera variable
provendra de los calculos que incluyen el vector Xp, y la segunda de aquellos
realizados independientemente de éste.

Asi, el ultimo paso consistira en comparar las variables obtenidas para verificar
si el punto es interno o no al elemento. La comparacion se realiza teniendo en cuenta
las expresiones (VI1.3.5) y (VI.3.7), y arrojara un resultado afirmativo, si se produce la
localizacién, o uno negativo, en el caso contrario. Para considerar posibles errores
numeéricos, se trabajara con un término de tolerancia que dara un rango a la igualdad
en las comparaciones entre variables. Dicho término sera igual a la tolerancia aplicada
en otros métodos, resultando de manera simbdlica,

Z v =V xErr (VL.3.1.6)

Err = 0,0001. (V1.3.1.6)

Finalmente, deben mencionarse las acciones a tomar en caso de que el punto se
localice o no en el elemento. En el segundo caso, no se requieren mayores tareas, si el
elemento no contiene al punto el ciclo interno automaticamente realizara la
evaluacion del elemento siguiente. Sin embargo, si el punto a localizar es interior al
elemento, la informacién obtenida debe ser incorporada a la Matriz de Localizacion y
el ciclo interno debera finalizarse. Asi, el ciclo externo continuara con el siguiente
punto a localizar.

VI.4. PUNTOS SIN LOCALIZAR

Una aclaracién debe realizarse para, llegado el caso, aquellos puntos de la GA
que por algin motivo no puedan ser ubicados en algin elemento de la ME del
conjunto preseleccionado. Esta situacidon puede deberse a tres casos en los cuales el
Moédulo de Localizacidn, cualquiera sea el algoritmo que utilice, finalizara sus ciclos
sin asignar un elemento al punto en cuestion, a saber:

e El punto alocalizar no se encuentra dentro de la ME.

e El elemento que contiene al punto no fue incluido en la preseleccion.

e Se produjo algtn tipo de error o incompatibilidad en el proceso de
localizacién.

85



Capitulo VI:
Moddulo de Localizacion. Algoritmos e Implementacion

Como se dijo en la seccion IV.5, la Matriz de Localizacién se pre-dimensiona
como un arreglo de ceros, lo que no es trivial puesto que el indice global de los
elementos de la ME es siempre mayor o igual a uno. De este modo, si un punto no es
localizado, el valor cero que contenia la Matriz de Localizacién, en la posicién
correspondiente, permanecera inalterado. Por lo tanto, la presencia de un cero en la
Matriz de Localizacién indicara que la localizacidn no fue efectiva para ese punto y el
caso debera analizarse.

Ante la situaciéon anterior, deberd evaluarse si es posible que el punto a
localizar realmente sea externo a la ME. De no ser asi, deberd ampliarse el conjunto
dado por el Mdédulo de Selecciéon mediante el cambio del algoritmo utilizado, siempre
y cuando se haya descartado la posibilidad de fallas en los procesos.
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\
DE PERFORMANCES \

VII.1. GENERALIDADES

El siguiente paso para alcanzar el objetivo del presente trabajo es efectuar la
evaluacion del funcionamiento de los algoritmos implementados. En este sentido, se
pretenden dos tipos de andlisis, el primero es de tipo comparativo entre cada
algoritmo y los de su misma clase, es decir, de aquellos que cumplen la misma funcién.
El segundo, hace referencia a la totalidad del Programa de Vinculacién, esto es,
realizar interpretaciones sobre la performance de las distintas variantes de cada
modulo combinadas entre si.

En términos generales, cualquier algoritmo que se desee implementar debe
contar con dos cualidades, a saber, eficacia y eficiencia. La primera hara referencia a
que el algoritmo efectivamente cumpla con su objetivo y, la segunda, a que lo haga del
mejor modo posible. Para evaluar la eficacia de los métodos se utilizaran contextos
relativamente sencillos, con mallas estructurales de pocos elementos y una cantidad
reducida de puntos a localizar. El propoésito de estas pruebas es tratar casos que sean
manejables manualmente, permitiendo asi constatar que los resultados obtenidos son
correctos. En cuanto a la eficiencia y habiendo garantizado que los algoritmos
funcionan, se generaran contextos mas reales y, por ende, mas complejos. Aqui se
trabajara con modelos de alas de insectos que, no sélo poseen un mayor nimero de
elementos, sino que su geometria es mas complicada. También se utilizaran modelos
de grillas aerodindmicas para proporcionar los puntos a localizar.

VII.2. TIPOS DE EVALUACIONES

Dado que cada moédulo del Programa de Vinculaciéon cumple una funcién
determinada y distinta, es necesario definir qué parametros se consideraran para la
evaluacién en cada caso. En consecuencia, no tendra sentido comparar, por ejemplo, el
desempefio de un algoritmo para el Moédulo de Seleccion con aquellos que
corresponden al Moédulo de Localizacion, mas alld de que sea posible realizar
conclusiones sobre la combinacidn de ambos. Sin embargo y debido a la naturaleza del
contexto en el que se desarrolla el Programa de Vinculacién, en todos los casos se
pretende reducir virtualmente al minimo el tiempo de ejecucion.
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Evidentemente, el tiempo de ejecucion dependera de distintos factores en cada
uno de los modulos, dando multiples posibles enfoques a cada proceso de testeo. Es
por esto que, siempre que sea posible, se buscara determinar la relaciéon entre los
factores variables y el tiempo de ejecucion de cada algoritmo. A continuacién se
presentan las caracteristicas de los procesos de evaluacion para los algoritmos
aplicables a cada uno de los médulos.

VII.2.1. EVALUACION DEL MODULO DE INGRESO

El Médulo de Ingreso cuenta con un Unico sistema de implementacién que,
como se sabe, se ejecuta una Unica vez en el Programa de Vinculacion. La velocidad del
algoritmo del primer mdédulo dependera casi exclusivamente de las caracteristicas de
las mallas que se procesen. Aunque, en menor medida, también sera funcién de los
métodos aplicados a los mddulos siguientes. Por ejemplo, si se utiliza en el M6édulo de
Localizacién el Algoritmo de Coordenadas de Area, no se requerird ejecutar la
Biblioteca de Funciones de Forma Derivadas.

En definitiva, el objetivo de la evaluacion del Médulo de Ingreso sera obtener la
relacion entre el tiempo de ejecucion y las dimensiones de la ME y la GA. Por lo tanto,
se pretende una ley de variacion entre, por un lado, la cantidad de nodos y elementos
de la ME, y los puntos a localizar de la GA, y por otro, el tiempo empleado por el
algoritmo.

VII.2.2. EVALUACION DEL MODULO DE SELECCION

El Médulo de Seleccién presenta quizas mayor dificultad a la hora de calificar
su desempeno. Nuevamente, el tiempo de ejecucion se convierte en el parametro
preponderante, pero también es menester medir la precision de la seleccién realizada
por el algoritmo.

La precision del segundo moédulo se medira con la media aritmética de la
cantidad de elementos que se evalllan para cada punto, antes de efectuarse la
localizacion. Puesto de un modo mas sencillo, dado que el Médulo de Seleccién asigna
a cada punto a localizar un conjunto ordenado de elementos en los que posiblemente
éste se encuentre, se desea conocer cuantos de éstos elementos deben evaluarse antes
de encontrar aquél que efectivamente contiene al punto.

En cuanto al tiempo de ejecucion, debe tenerse en cuenta que en algunas veces
no podra calcularse un tiempo neto para el Médulo de Seleccion. Este es el caso, por
ejemplo, del Algoritmo ESUP que superpone ciclos de seleccion con ciclos de
localizaciéon. En este sentido y para poder comparar resultados, se trabajara con el
tiempo de seleccion para cada punto a localizar de forma individual.

VII.2.3. EVALUACION DEL MODULO DE LOCALIZACION

El altimo mddulo del programa no admite un analisis tan profundo y su
evaluacion estara dada por el tiempo de ejecucion. En este sentido, se tomara un valor
medio de tiempo por elemento evaluado.
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Una consideracion debe hacerse en este punto y es respecto a la restricciéon del
Algoritmo de Coordenadas de Areas en relacién a elementos de 6rdenes mayores a
uno. Debido a dicha restriccion, los analisis comparativos de la performance de este
algoritmo so6lo podran considerar elementos de primer orden.

VII.2.4. EVALUACION DEL PROGRAMA DE VINCULACION
comMmo CONJUNTO

Pasados los andlisis individuales de cada mo6dulo se puede evaluar el tiempo de
ejecucion de todos los mdédulos como un conjunto, con distintas combinaciones de
algoritmos. Para esto, se seleccionardn combinaciones entre aquellos métodos que
hayan mostrado mejor desempefio en el analisis individual, puesto que seran los que
mejor resultado produciran en conjunto.

Las evaluaciones del Programa de Vinculaciéon completo se haran sobre los
casos mas complejos, es decir, aquellos correspondientes a las modelos de alas de
insectos. Pretendiendo simular una aplicacién real del producto del presente trabajo.

VII.3. IMPLEMENTACION

La implementacion de los mecanismos de evaluacion de algoritmos se realiza a
partir de introducir pequefias modificaciones a los cddigos. Estas modificaciones
consisten en incluir en determinados lugares del Programa de Vinculacién sentencias
marcadoras que generen variables de control con los datos requeridos.

En cuanto al tiempo de ejecucion, se aplicaran dos métodos proporcionados
por MATLAB que resultan de suma utilidad debido a su simplicidad y la claridad en los
resultados que aportan. El primero de ellos es la funciéon “tic-toc”, y el segundo la
herramienta “Profiler”.

La funcién “tic-toc” permite contar el tiempo, en segundos, que demora la
ejecucion que se encuentre entre dos sentencias predeterminadas, pudiendo ubicarlas
en cualquier parte del codigo. De este modo, si se requiere contabilizar el tiempo de
un mddulo en particular o de s6lo un paso de un ciclo, se colocan las sentencias en las
lineas colindantes al bloque de programa que se evalua.

La utilidad de la herramienta “Profiler” radica en la posibilidad de conocer
como se distribuye el tiempo de ejecucion de un codigo entre sus distintas funciones.
Es decir, el “Profiler” proporciona una lista de valores porcentuales de acuerdo al
tiempo y consumo de recursos parcial de cada sentencia con la que cuenta un cédigo.
Esto permite, entre otras cosas, conocer cuales son los bloques menos eficientes y
registrar linea por linea su tiempo de ejecucion.

Una consideraciéon importante debe realizarse aqui respecto al tiempo de
ejecucion. La misma hace referencia a que la performance de cualquier programa se
encuentra intimamente ligada a la capacidad de procesamiento del hardware de
soporte. Es por esto que es necesario que todas las ejecuciones se realicen en el
mismo ordenador. Ademds, en todos los casos que se evaluen tiempos de
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procesamiento, estos se presentaran de manera comparativa, ya sea aprovechando el
virtuosismo de un parametro adimensional, o bien de forma porcentual. De este modo,
se evita supeditar la interpretacién de resultados a factores ajenos al desempefio de
los cédigos desarrollados. En este sentido y siempre que se trabaje con un parametro
adimensional, es necesario indicar respecto de qué valor de referencia se realiza la
adimensionalizacion.

En cuanto al recuento de evaluaciones, las mediciones se realizan
introduciendo contadores que se incrementan conforme los ciclos del cdigo avanzan.
Estas variables se reservan en algunos casos como datos de salida, o bien, se exponen
en consola para su analisis.

VII.4. MALLAS DE PRUEBA

Los testeos sobre los distintos algoritmos se llevaran a cabo con la ayuda de
mallas especialmente confeccionadas para tal fin. Los casos mas sencillos permiten
obtener resultados sin lidiar con tiempos de ejecucidon excesivamente largos. Ademas,
son adecuados para generar, a partir de una unica geometria, mallas con distintas
densificaciones, produciendo asi resultados que son funcién uUnicamente de la
dimension de la malla procesada. Un ejemplo de esto son las mallas en dos
dimensiones, que quizas revisten menor interés por cuanto no representan las
aplicaciones que aqui se tratan, pero son adecuadas para un primer escaléon de
analisis. Por otro lado, este tipo de mallas, pueden utilizarse indistintamente como ME
o GA, aportando una versatilidad que resulta provechosa.

Las mallas mas complejas, en contraparte, presentan ejemplos mas realistas y
son mas exigentes con los cédigos, permitiendo realizar analisis mas profundos. Estos
casos se trabajan en tres dimensiones, con modelos especificos para mallas
estructurales y grillas aerodinamicas.

VIl.4.1. MALLAS EN DOS DIMENSIONES

Se utilizaran dos geometrias de mallas planas, una para elementos triangulos
(presentados en la secciéon 11.6) y otra para cuadrilateros, denominadas “CASO A” y
“CASO B”, respectivamente. Estas mallas serdn trabajadas con tres escalas de
densificacion cuando actuen como mallas estructurales. En particular el “CASO A”,
tendra dos densificaciones mas para modelar grillas aerodinamicas. A continuacién se
presentan ambas geometrias y una tabla con los datos de cada una de ellas actuando
como ME o GA.
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Figura VII.1: Geometria de la Malla “CASO A” con Primer Escala de Densificacion (x1)

Figura VII.2: Geometria de la Malla “CASO B” con Primer Escala de Densificacion (x1)
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Denominacion \ \Densificacic’m Aplicacion \ Nodos  Elementos Tipo de Elementos

x1 ME 13 13 Triangulos Primer Orden

CASO A x3 ME 127 208 Tridngulos Primer Orden
X6 ME 6833 13312 Tridngulos Primer Orden
x1 ME 14 7 Cuadrilateros Primer Orden
X2 GA 41 28 Cuadrilateros Primer Orden

CASO B X3 ME 137 112 Cuadrilateros Primer Orden
x4 GA 497 448 Cuadrilateros Primer Orden
X6 ME 7361 7168 Cuadrilateros Primer Orden

Tabla VII.1: Datos de las Mallas “CASO A” y “CASO B”

VIl.4.2. MALLAS EN TRES DIMENSIONES

Los ejemplos tridimensionales se dividen en dos tipos, el primero de ellos hace
referencia a un concepto similar al presentado en el apartado anterior: una geometria
sencilla que puede densificarse en distintas escalas. Sin embargo, y para guardar
coherencia con las aplicaciones reales, serd necesario generar un modelo de GA
apropiado. Este caso se denomina “CASO C” y su geometria y caracteristicas se
exponen a continuacion.

Figura VII.3: Geometria de la Malla “CASO C” con Primer Escala de Densificacion (x1)
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Denominacién Densificacion Aplicacion Nodos Elementos Tipo de Elementos
CASO € x1 ME 455 312 Hexaedros de Segundo Orden
X2 ME 2991 2496 Hexaedros de Segundo Orden
GA CASO C x1 GA 203 176 Cuadrilateros Primer Orden
X2 GA 757 704 Cuadrilateros Primer Orden

Tabla VIl.2: Datos de la Mallas “CASO C”

Las mallas mas interesantes de analizar los modelos de alas de insectos que
fueron generados a partir del trabajo de S. Combes [5]. Se consideraron cuatro
especies diferentes, Pepsis, Ischnura, Eristalis y Pieris, segiin su nombre cientifico.

Figura VII.4: Imdgenes de Insectos Cuyas Alas se Modelaron, de izquierda a derecha: Eristalis,
Pepsis, Ischnura, Pieris. (Gentileza: www.bugguide.net; www.austinbugs.com;
www.austurnatura.com)

Los modelos de alas revisten una complejidad elevada y poseen cantidades de
nodos y de elementos que alcanzan algunas decenas de miles. Nuevamente, los
modelos de GA son generados especialmente para cada caso.
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Figura VII.6: Malla Modelo de Ala de Ischnura
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Figura VII.8: Malla Modelo de Ala de Eristalis

Denominacion Densificacion Aplicacion Nodos Elementos Tipo de Elementos
PIERIS x1 ME 12205 9124 Hexaedros de Primer Orden
GA PIERIS x1 GA 1582 1666 Cuadrilateros Primer Orden
PEPSIS x1 ME 10141 19504 Hexaedros de Primer Orden
GA PEPSIS x1 GA 1841 1742 Cuadrilateros Primer Orden
ISCHNURA x1 ME 20637 30604 Hexaedros de Primer Orden
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GA ISCHNURA x1 GA 10738 10498 Cuadrilateros Primer Orden
ERISTALIS x1 ME 9701 7284 Hexaedros de Primer Orden
GA ERISTALIS x1 GA 1541 1470 Cuadrilateros Primer Orden

Tabla VIl.3: Datos de las Mallas Modelos de Alas de Insectos

VIIL.5. RESULTADOS Y ANALISIS DE VALORES
OBTENIDOS

VII.5.1. MODULO DE INGRESO

La medicion de performance del M6dulo de Ingreso se realiz6 a partir de la
toma de tiempos de procesamiento para las distintas mallas de prueba presentadas.
Estos valores se adimensionalizaron respecto de la media aritmética de los tiempos
contabilizados y se expresan como un parametro comparativo, a saber,

Tiempo Medido
Tej =

. VIL5.1.1
Tiempo Medio ( )
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Siendo “t.;” el tiempo de ejecucion adimensional.

A continuacién la tabla de resultados.

Malla Grilla T
Estructural Aerodinamica €l
CASO Ax1 CASO B x2 0,0403
CASO Ax1 CASO B x4 0,0546
CASO A x3 CASO B x2 0,0739
CASO A x3 CASO B x4 0,0819
CASO A x6 CASO B x2 0,9408
CASO A x6 CASO B x4 0,9756
CASO B x1 CASO B x2 0,0369
CASO B x1 CASO B x4 0,0453
CASO B x3 CASO B x2 0,0603
CASO B x3 CASO B x4 0,0695
CASO B x6 CASO B x2 0,7211
CASO B x6 CASO B x4 0,7313
CASOCx1 GA CASO C«x1 0,4339
CASOCx1 GA CASO Cx2 0,4932
CASO Cx2 GA CASO C«x1 1,6401
CASO Cx2 GA CASO Cx2 1,7073

PIERIS GA PIERIS 1,7764
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PEPSIS GA PEPSIS 3,0522
ISCHNURA GA ISCHNURA 5,4939
ERISTALIS GA ERISTALIS 1,5716

Tabla VII.4. Resultados de Evaluacion del Médulo de Ingreso

A partir de los datos anteriores y teniendo en cuenta las caracteristicas de las
mallas y grillas dadas por la Tabla VII.4, puede verse que el incremento en la
dimensién de éstas conlleva un aumento en el tiempo de ejecucion. Sin embargo, un
analisis mas detallado indica que, la influencia de la dimensioén de la ME es mucho mas
marcada que su contraparte referida a la GA. Relacionando el promedio de las
variaciones y calculando las tendencias es posible confeccionar un grafico como el
siguiente donde se indica el claro dominio de la dimension de la ME respecto de las
variaciones del tiempo de ejecucion.

ME GA
82% 18%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Figura VII.9: Representacion de la Influencia del Aumento en la Dimensién de la ME y la GA, en el
Tiempo de Ejecucion

El resultado final muestra que un poco mas del 80% del cambio en el tiempo de
ejecucion esta dado por la variacidn de la dimensién de la malla de FEM, es decir, por
el aumento de su cantidad de nodos y elementos. Este fenémeno encuentra motivos
en que el Médulo de Ingreso sé6lo confecciona para la grilla del UVLM el Arreglo de
Nodos y Coordenadas, presentado en la seccidn 1V.3.1, mientras que, para la ME debe
ademas generar el Arreglo IEN (visto en la seccion 1V.3.2).
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VII.5.2. MODULO DE SELECCION

Los algoritmos del segundo modulo del Programa de Vinculacion son
analizados en dos grupos. La division es debida a la gran diferencia que existe en el
desempefio entre el Algoritmo de Lista y sus variantes, y los restantes métodos.

ALGORITMOS DE LISTA Y DE LISTA ALEATORIA

El Algoritmo de Lista, el Algoritmo de Lista Aleatoria Simple y el Algoritmo de
Lista Aleatoria Multiple fueron evaluados con un sistema particular debido a sus
caracteristicas. Este sistema, si bien difiere de los aplicados a otros algoritmos,
permite obtener interpretaciones concluyentes evitando realizar ejecuciones
excesivamente prolongadas que no aportan al andlisis.

Con la ayuda de las mallas planas, sobre las que se generaron aleatoriamente
puntos que simulasen a aquellos provenientes de una grilla aerodindmica, se midié el
tiempo total de ejecucidn del Programa de Vinculacion con el Algoritmo de Newton-
Raphson para efectuar las localizaciones. Se utilizaron las tres densificaciones
aplicables como ME tanto de la malla “CASO A” como de la malla “CASO B” y se
proporcionaron 50 puntos a localizar. A continuacion, los resultados.

CASO A x1 >0 Puntos 27.9 24,7 26,9
Aleatorios

CASO A X3 >0 Puntos 517,0 462,2 464,0
Aleatorios

CASO A x6 >0 Puntos 17179,1 15341,5 15219,7
Aleatorios

CASO B x1 >0 Puntos 13,9 13,7 14,2
Aleatorios

CASO B x3 >0 Puntos 225,5 279,5 253,0
Aleatorios

CASO B x6 >0 Puntos 18714,7 167856 14894,3
Aleatorios

Tabla VII.5: Resultados de Evaluacion de Algoritmos de Lista

Tal y como fueron descritos oportunamente, el Algoritmo de Lista y sus
variantes constituyen métodos conocidos como “de fuerza bruta” y se caracterizan por
ser extremadamente simples. Por otro lado, garantizan casi completamente la eficacia
en su ejecucion por lo que pueden considerarse virtualmente a prueba de fallos. No
obstante, estos dos beneficios van notablemente en desmedro de su eficiencia.
Prestando atencidn a la tabla anterior, se observa que el procesamiento de una malla
plana con unos pocos miles de elementos requiere de algunas horas de trabajo, lo que
hace sumamente impractico aplicar estos proceso a modelos mas realistas.
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En adicion, puede verse que el beneficio que se obtiene de la implementacién
del cambio de ordenamiento no es significativo. En efecto, si se comprende que a
medida que la cantidad de nodos y elementos se incrementa un ordenamiento es tan
buen candidato como cualquier otro, el sustento de estas modificaciones depende de
una variable estadistica aleatoria.

Ahora bien, estos algoritmos, a pesar de sus debilidades, son sumamente utiles
en las etapas de desarrollo de otros métodos. Se menciond anteriormente que el
primer paso para la evaluacién consistia en constatar el resultado de un algoritmo con
una resolucién visual del mismo caso pero, eventualmente, se alcanza un punto en el
que este trabajo se vuelve impracticable. Es precisamente ahi donde cobran
importancia estos métodos ya que, si se cuenta con el tiempo suficiente, permiten
obtener resultados confiables a comparar con los de otros sistemas.

ALGORITMOS DE CENTROS DE MASA, ESUP Y ESUP ORDENADO POR
CENTROS DE MASA

Los restantes algoritmos destinados al Mo6dulo de Seleccién permiten un
analisis algo mas profundo. Aqui se evalian dos aspectos de cada uno de ellos, uno
referido al tiempo de ejecucidn y otro a la precisién en la seleccion.

El primer aspecto consiste en contabilizar el tiempo que transcurre para
seleccionar los elementos a evaluar para un punto a localizar de la GA. Es decir, cuanto
demora el algoritmo en confeccionar el conjunto de elementos que pasara al mdédulo
siguiente para cada punto de la GA. Esta medida se materializa en un parametro
adimensional, 7, ;,, que se calcula en relacion al valor promedio, segiin indica la

expresion (VIL.5.1.1).

El aspecto restante a evaluar es la precision con la que se escogen los
elementos del conjunto. La medida para esta caracteristica es el promedio del nimero
de elementos que se evalian antes de realizar una localizacion efectiva, para cada
punto de la GA, dado por e, ,.

Los resultados obtenidos de las mediciones se plasman en la Tabla VIL.6.

Malla Grilla Centros de Masa ESUP ESUP Ord. Por C.M.
Estructural Aerodinamica Teca Ceca Teca €eca Teca e
CASO Cx1 GA CASO Cx1 0,1814 1,33 0,2290 2,754 1,7233 1,213
CASO Cx1 GA CASO C x2 0,1941 1,293 0,2346 2,651 1,7741 1,167
CASO C x2 GA CASO C«x1 0,2195 1,367 0,2445 2,889 2,0479 1,254
CASO Cx2 GA CASO Cx2 0,2208 1,45 0,2566 2,911 2,1481 1,273

PIERIS GA PIERIS 0,3077 1,587 0,4382 2,513 1,8105 1,176

PEPSIS GA PEPSIS 0,4155 1,421 0,4823 2,612 2,3368 1,254
ISCHNURA GA ISCHNURA 0,8012 1,389 1,8068 2,313 4,1112 1,311
ERISTALIS GA ERISTALIS 0,2979 1,495 0,3410 2,412 1,3770 1,202

Tabla VII.6: Resultados de Evaluacion de Algoritmos para Mddulo de Seleccion
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En términos generales y en base a los valores anteriores, el Algoritmo ESUP
Ordenado por Centros de Masa es el que produce menor cantidad de evaluaciones. Sin
embargo, es este mismo algoritmo el que consume mayor tiempo para generar un
conjunto de seleccion de elementos. Ante esto, la alternativa de Centros de Masa
pareciera ser la mas apropiada debido a que, a pesar de tener un promedio de
evaluaciones algo mayor, el reducido tiempo de selecciéon es alentador. Estas dos
conclusiones muestran la gran influencia que tiene el orden que se asigna al conjunto
en la performance de los algoritmos, percibida en el inferior desempefio del Algoritmo
ESUP, el Gnico que no cuenta con un sistema de ordenamiento.

Otra caracteristica a tener en cuenta en los tres casos es la influencia de la
dimension de las mallas en el tiempo de ejecucidn. En primer lugar y respecto a la GA,
pareciera que si se incrementan los puntos a localizar y se mantienen constantes los
demas factores se produce una reduccion en los dos parametros de medida. Esta
disminucion no debe ser considerada como tal porque encuentra motivos en la
naturaleza del indicador utilizado para la medicion. Al calcular el valor promedio para
cada punto de la GA, un incremento en la cantidad de puntos implica un denominador
mayor en la obtencion tanto de 7, ., como de e, ,. Por otro lado y de manera mas
intuitiva, un incremento en la dimensién de la ME, trae aparejado un incremento en
los parametros.

VII.5.3. MODULO DE LOCALIZACION

Con el propdsito de poder comparar los desempefos de los distintos
algoritmos del ultimo mo6dulo del Programa de Vinculacion, se utilizé como medida el
tiempo de ejecucién correspondiente a cada evaluacion individual. Esta cifra fue
calculada introduciendo dos variables de control en los cédigos. Una de ellas
corresponde a un contador de tiempo que aisla el ciclo interno del Mdédulo de
Localizacién (ver secciones VI.2.2 y VI.3.2) y es acumulativo en si mismo. La variable
restante es un contador iterativo que, se incrementa en una unidad cada vez que se
evalia un elemento. De esta manera, los valores de salida seran el tiempo total
empleado en todas las evaluaciones y la cantidad total de evaluaciones efectuadas.

El objetivo dltimo es conocer el tiempo medio por evaluacién, que representa
un parametro adecuado para un andlisis comparativo. El indicador empleado es un
numero adimensional identificado como 7,,,,.. Nuevamente, se toma como referencia
para prescindir de las unidades el valor medio de las lecturas, segin lo indica la
expresion (VIL.5.1.1).

Newton-
. Coordenadas Newton-
Malla Grilla < Raphson
o de Area Raphson o
Estructural Aerodinagmica " conReduccion |
i.e‘l71wE fE‘DME feVME
CASO Cx1 GA CASO Cx1 0,0050 1,2897 1,1957
CASO Cx1 GA CASO Cx2 0,0058 1,5051 1,3954
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CASO Cx2 GA CASO Cx1 0,0063 1,6173 1,4994
CASO Cx2 GA CASO C x2 0,0064 1,6418 1,5221
PIERIS GA PIERIS 0,0059 1,5167 1,4061
PEPSIS GA PEPSIS 0,0063 1,6173 1,4994
ISCHNURA GA ISCHNURA 0,0065 1,6908 1,5675
ERISTALIS GA ERISTALIS 0,0060 1,5503 1,4372

Tabla VII.7: Resultados de Evaluacion de Algoritmos para Mddulo de Localizacion

Las cifras en la tabla anterior marcan una notable diferencia entre la velocidad
del Algoritmo de Coordenadas de Area y las dos variables del Algoritmo de Newton-
Raphson. Puede inferirse que, al tratarse de un método iterativo, el Algoritmo de
Newton-Raphson resuelve mas de una vez un sistema de ecuaciones, que si bien es
sencillo, implica un nimero de operaciones que se multiplican en cada paso. Mientras
tanto, el Algoritmo de Coordenadas de Area realiza operaciones directas que se
ejecutan una unica vez por evaluacion, lo que incrementa su velocidad. Sin embargo,
no debe olvidarse la fuerte restriccion respecto del orden de los elementos de la ME
que posee el Algoritmo de Coordenadas de Area, que disminuye sensiblemente su
rango de aplicacion.

Otra diferencia, quizds menos significativa, es la que existe al aplicar la
Reducciéon de Elementos al Algoritmo de Newton-Raphson. Las mejoras en los
tiempos rondan el 10% en contrapartida a que so6lo se aplican a un cierto tipo de
elementos.

VII.5.4. PROGRAMA DE VINCULACION COMPLETO

Teniendo presente los datos y consideraciones anteriores se da lugar a la
evaluacion del Programa de Vinculacién como un todo. Para esto se tomaron dos de
los modelos de alas antes presentados, Pieris e Ischnura, y se comput6 el tiempo total
de ejecucidn para distintas combinaciones de algoritmos.

El proposito de estas pruebas es tener una idea general de como se
desempefian los algoritmos de cada médulo cuando se interrelacionan y formar un
criterio de seleccion para futuras aplicaciones. Nuevamente, se expresan los
resultados, obtenidos de la implementacién de una variable contadora de tiempo que
abarca el cédigo completo, en relacion al valor medio de las mediciones, a saber:

Algoritmos

Mall Grill
e fifle Médulo de Médulo de Médulo de

Estructural Aerodinamica " Ty
Ingreso Seleccion Localizacion

Coordenadas de Area 0,0049

Centros de M
entros de Viasa Newton-Raphson 0,2992

PIERIS GA PIERIS I A
ngreso Coordenadas de Area 0,0053

ESUP
Newton-Raphson 0,3174

101




Capitulo VII:
Testeo y Medicion de Performances de Algoritmos

ESUP Ordenado por Coordenadas de Area 0,0049

Centros de Masa Newton-Raphson 0,3054

Coordenadas de Area 0,0566

Centros de Masa
Newton-Raphson 3,5051

Coordenadas de Area 0,0577
ISCHNURA GAISCHNURA Ingreso ESUP

Newton-Raphson 3,7057

ESUP Ordenado por Coordenadas de Area 0,0557

Centros de Masa Newton-Raphson 3,6821

Tabla VII.8: Resultados de Evaluacion de Algoritmos para Médulo de Localizacion

Los numeros obtenidos son coherentes con los analisis individuales de cada
modulo. Las posibles variantes para el Mddulo de Selecciéon no generan alteraciones
notables en la velocidad del programa. Mientras que, la diferencia entre los algoritmos
de localizacion es marcada.
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FINALES

VIII.1.GENERALES

Durante todas las etapas del proceso de realizacién del Trabajo Final de Grado,
surgieron diversas situaciones en las cuales fue preciso aportar soluciones criteriosas.
En definitiva, la motivacién de todo el desarrollo proviene de una dificultad real que
afecta a los problemas de aeroelasticidad computacional en cuanto a la interaccion
fluido-estructura. Por lo tanto, es necesario en este punto adoptar un enfoque
retrospectivo para dilucidar si dicha motivaciéon fue satisfecha y en qué medida el
objetivo propuesto en las notas introductorias fue alcanzado.

A pesar de esto, concluir s6lo con un balance evaluativo no es suficiente. Si se
comprende que el trabajo realizado contribuye en alguna medida al desarrollo de un
campo mas amplio, el capitulo final resulta oportuno para esbozar dicha contribucién.
La cual, en definitiva, serd un conjunto de recomendaciones provenientes de la
experiencia adquirida durante las etapas de realizacidn.

Un tercer punto a plantear es el de generar motivaciones adicionales. La
intencién es aportar un componente al contexto en el cual se realicen otras
incursiones que enriquezcan los temas aqui tratados. De este modo, se procura un
abanico de posibilidades para trabajos futuros mencionando aquellas areas en las que
se podria ahondar el andlisis.

VIII.2.CUMPLIMENTACION

El contexto descrito en la parte inicial del trabajo bosqueja un area de estudio
muy dindmica, lo que constituye una fuente permanente de problematicas a resolver.
Aislando una porcidn de este contexto, se planteé un objetivo especifico en relacion a
la interaccion entre mallas estructurales de FEM y grillas aerodinamicas de ULVM. Es
esta especificidad en el propoésito de este trabajo la que posibilita afirmar que se
alcanzaron las metas propuestas.

El Programa de Vinculacion es el respaldo de todo el proceso de realizacion,
que tiene como producto un conjunto razonable de algoritmos con algunas posibles
variantes. Asi, la implementaciéon de métodos disimiles aporta versatilidad al cédigo
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principal y sus modulos brindando la posibilidad de adaptarlos a distintas
aplicaciones practicas.

Por otro lado, la evaluaciéon comparativa de cédigos contribuye a la formacién
de un criterio de selecciéon de métodos a implementar en cada problematica. De esta
manera, se sientan bases o principios a los cuales recurrir si no se cuenta con otra
directiva. De ahi que la importancia de este aporte sea relativa ya que algunas
conclusiones tienen una validez mas amplia que otras.

Por ultimo, un desarrollo no es trascendente si no genera opciones de
profundizar los temas que trata. Luego, en aspectos tales como la utilizacion del
Dominio de Origen como método de localizacién, la inclusién de conceptos fisico-
geométricos en el analisis de elementos, el orden en los conjuntos de seleccidn, el
modelado de casos reales y la combinacién de criterios de seleccion, entre otros, se
fijan puntos de partida para vastos desarrollos subsiguientes.

VIII.3.RECOMENDACIONES

La interpretacion de los resultados de las evaluaciones y la experiencia
adquirida durante la realizaciéon permiten dictar ciertas premisas que resultan de
aplicaciéon general. Como primera medida no debe perderse de vista la emisién de un
juicio de valor. En todo ambito de la ciencia y la ingenieria se transita entre una
variedad de opciones que derivan en la toma de decisiones de compromiso. La
multitud de contextos que pueden presentarse hace virtualmente imposible tomar
determinaciones universalmente validas, por lo que el criterio adecuadamente
formado se valora por sobre todas las cosas. En este sentido, ningin método o sistema
puede considerarse infalible, debe recordarse que no se trabajé sobre conceptos
axiomaticos sino sobre razonamientos deductivos que mostraron resultados
favorables en los casos aplicados.

En un tratamiento mas practico y en busca de la eficiencia como premisa del
Programa de Vinculacién, se recomienda fuertemente el uso del Médulo de Seleccioén,
en cualquiera de sus variantes. Los resultados muestran claramente que incluso los
métodos mas sencillos son altamente efectivos en la reduccién de los tiempos de
ejecucion. En contraparte, la implementacion de algoritmos de fuerza bruta debe ser
evitada a menos que se trabaje en una etapa inicial de validacién.

La ultima recomendacion hace referencia a un tema que no fue tratado en los
capitulos precedentes: las precauciones a tomar para la generaciéon de mallas. Es de
conocimiento comun que el FEM exige ciertos lineamientos en la confeccion de mallas
para garantizar la convergencia de los calculos. Pero, en el ambito de lo hasta aqui
tratado, la utilizacion de elementos angulosos, la presencia de distorsiones fuertes y la
densificacion excesivamente concentrada, pueden generar errores inesperados en los
algoritmos. Es por esto que la recomendacién es procurar mallas ordenadas, sin
sobresaltos y lo mas regulares posibles, para asegurar de cierto modo el
funcionamiento de todos los métodos.
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VIII.4.TRABAJOS A FUTURO

Anteriormente se hablé de la intenciéon de generar posibles espacios para
desarrollos subsiguientes, de estos, la confecciéon de nuevos algoritmos es quizas el
mas tangible. Se mostré6 que pueden incorporarse teorias y conceptos de varias
naturalezas a la hora de generar sistemas que apliquen a cualquiera de las etapas del
codigo principal, algunos con mejores resultados que otros, pero no es sino hasta que
se realizan las evaluaciones correspondientes que esto puede afirmarse.

Otro pendiente se constituye a partir de los tipos de elementos. En la mayoria
de las aplicaciones se traté con elementos cuadrilateros y hexaedros, dejando de lado
una amplia gama de variantes. Es cierto que muchos de los algoritmos funcionan sin
problemas para diversos tipos de elementos, pero algunos otros no cuentan con tal
caracteristica. Por tanto, resultaria provechoso hacer una ampliaciéon de los
algoritmos a aquellos elementos que no fueron considerados.

El uso de MATLAB como soporte de programaciéon reduce, por sus
caracteristicas, las posibilidades reales de aplicacién de los algoritmos. Si bien, un
lenguaje de alto nivel es sumamente Uutil en la etapa de desarrollo y evaluacion, seria
deseable traducir los cédigos a lenguajes de niveles mas bajos que se acostumbran en
el uso de programas de FEM, como FORTRAN o C++.

Una mejora adicional puede realizarse en referencia a la programacion. A pesar
que el propoésito planteado para el trabajo dista del perfeccionamiento en la
confeccion de software, se estima que una optimizacion netamente computacional
podria incrementar hasta un 30% las performances obtenidas. A este respecto,
también podria implementarse una interface grafica mas amigable con el usuario que
permita visualizar tanto las mallas y las grillas que se procesan, asi como también los
resultados.

El incremento en la exigencia de los procesos de evaluacion puede representar
otra linea de trabajo a seguir. Para conocer fehacientemente en qué casos un
algoritmo puede no funcionar correctamente puede recurrirse la generacién de
contextos en los cuales se someta a los algoritmos a situacidn criticas. La busqueda
fallas o incompatibilidades derivara en métodos mas robustos y de mayor
aplicabilidad.

Por ultimo y no por eso menos importante, profundizar sobre el procesamiento
de la GA podria implicar sensibles aumentos en la eficiencia. Todos los métodos
implementados trabajan sobre la ME para alcanzar su objetivo, mientras que, como se
dijo, la grilla de ULVM se traduce como un conjunto de puntos. Sin embargo, generar
Matrices de Procesamiento de Datos mas complejas, arreglos similares a ESUP o
alguno de los otros algoritmos propuestos por R. Lohner [4] sobre la grilla
aerodinamica permitiria procesar puntos cercanos o vinculados en conjunto vy,
posiblemente, sea una fuente de disminucién del nimero de evaluaciones de
localizacion.
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Capitulo VIII:
Comentarios Finales

VIIL.5.CIERRE

Aqui concluye una etapa de algunos meses de arduo trabajo que materializa el
final de una carrera de grado universitaria. Valorando lo aprendido, reconociendo
algunos errores y atesorando la experiencia adquirida, fue cuantioso el provecho
obtenido de todo este desarrollo. De esta manera y con la esperanza de haber hecho
un aporte valorable al tema tratado, se da por finalizado el trabajo.
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Anexo I: FUNCIONES DE FORMA y

X

A lo largo de los capitulos que tratan sobre las propiedades de los elementos
utilizados en el FEM, se hizo mencidén a sus Funciones de Forma, las cuales juegan un
rol preponderante en la aplicacion de los diversos métodos y algoritmos. Las
Funciones de Forma a las que se hace referencia son aquellas que emergen de la
aplicaciéon del Cuadrilatero Bilineal y el Hexaedro Trilineal como Dominios de Origen,
para casos en dos y tres dimensiones respectivamente.

A continuacién y a modo de complemento de los temas tratados, se presentan
las Funciones de Forma de algunos elementos cominmente utilizados. Las cuales se
enlistan en vectores segun se introdujo en la expresion (11.5.1.12).

A 1.1 ELEMENTOS TRIANGULOS

TRIANGULO DE PRIMER ORDEN (3 NODOS)

NiEm) ( =D*E-1
NEm =N =59- =D+ +1) (AL1.1)
3
1® 2

Figura A I.1: Triangulo de Primer Orden con Tres Nodos

TRIANGULO DE SEGUNDO ORDEN (6 NODOS)
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((Expx(—1D*E-1D=x1/y )

le(SzJ?)W
N, (&) Exnxn—1=E+1x1/;
_ N3 (&) _ l nx(m+1) AlL1.2
Pty B R CRE I CRR MR CERY)
6§ (—(Exm -1+ 1D * (- D))

Figura A 1.2: Triangulo de Segundo Orden con Seis Nodos

A 1.2 ELEMENTOS CUADRILATEROS

CUADRILATERO DE PRIMER ORDEN (4 NODOS)

(N1, (=D *E—=1))

L NEM| L) - -1+ 1) Al2.1
N(E’")_iNz(f.n)}_Zi(n+1)*(€+1) } ( )
Ny (&,1m) -m+D*xE-1)
4 3
@ ®
1® ®2

Figura A 1.3: Cuadrildtero de Primer Orden con Cuatro Nodos

CUADRILATERO DE SEGUNDO ORDEN INCOMPLETO (8 NODOS)
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(Nl (fl T])\
N, (§,m)
N3 (él 77)
N4(€' 7])
Ns(f, 7])
Ne(§,m)
N7(§,m)

kIVS(él U)J

Y
I
N =

9
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(Exnx(m-DxE -1 1/, )
Exnx(n—1)*(E+1)x1/,

Exnx(m+1)(E+1)x1/,

] Exns+DE-Dx1/y |
- -D*E-D=*(E+1)
—Ex-D*x@m+D=*(E+D)
—mxm+D*E-1D*(E+1D)
—(Exm—-D*Mm+1)*(E-1))

4 7 3
& = ®
8e ® 6
& =S ®
1 5 2

(AL2.2)

Figura A 1.4: Cuadrildtero de Segundo Orden Incompleto con Ocho Nodos

CUADRILATERO DE SEGUNDO ORDEN COMPLETO (9 NODOS)

N, n) =

(N1 (S, m)
Nz(f' 77)
N3(§' 77)
N4(E, 77)
Ns(&,m) p =54
NG(E: TI)
N7(€' 77)
NB(f' 77)

\No($, 1)/

(Exnx(-—DxE -1+l )
Exnx(n—1)*(E+1)x1/,
Exnx(m+1)(E+1)«1/,
Exnx(+1)(E-1)*1/,
—mx—-D*E-D*E+1D)

—(Exm-D*M+1)*(E+ 1)

M+ D*E-D*(E+1D)

—(Exm-D*M+1D*(E-1D)

(=D *(+1)%(E—1)*(E+1))

! (AL2.3)
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Funciones de Forma

Figura A 10.5: Cuadrildtero de Segundo Orden Con Nueve Nodos

7 3

¢ e ®
ge ®6

[ L L
5 2

A 1.3 ELEMENTOS HEXAEDROS

HEXAEDRO DE PRIMER ORDEN (8 NODOS)

N1, Q) =S

le (51 m {)\
NZ (f; n, {)
Ns(§,1,9)
N4(E’ n, ()
N5 (S;’ n, ()
N6(§' n, ()
N7 (f; n, {)

Figura A 1.6: Hexaedro de Primer Orden con Ocho Nodos

HEXAEDRO DE SEGUNDO ORDEN INCOMPLETO (20 NODOS)
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\Ng(¢,7,¢)/

(=8 * (A =n)* (1 -
A+H)+A-mM+*1-0)
1+H+*A+n)+«1-9
1-+A+n)*1-9
A=A -mM=*1+J
A+H*A-mM*1+7)
A+H)*A+m*1+0)

"

\(1-xQ+m*1+0)

5

1T

2

3

(AL3.1)



N(f'ﬂ‘() = 1

( Nl(f) n, () )
Nz(f, n, {)
N3(€' n, {)
N4_(f, n, f)
NS('E! n, f)
Ne(§,n,9)
N7(§,1,9)
Ng($,1,9)
N9(€l n, ()
N10(S(: n, ()
N1 (61, 9)
N12(§,n,9)
Ni3(§,1m,0)
N14(§,1,9)
NlS(f' n, ()
N16(€l n, ()
N17(§' n, ()
Nig(§,1,9)
N19(§,1,9)

\N50(¢,m, )/

Figura A I.7: Hexaedro de Segundo Orden Incompleto con Veinte Nodos
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(1= *A-mM*A-D*(=2=&=n—=0)
A+D*A-mM+A-D*(=2+5—n-0)
A+ A+ +A-D*(=2+5+n-0)
A=-D+xA+M+A-D*(=2-¢+n-0)
A=-+A-mM*A+D*(=2-5=n+7)
A+)+A-mM*A+D*(=2+5—n+7)
A+)+A+mM*A+D*(=2+5+n+7)
A=A+ +A+D*(=2-¢+n+0)

2x(1-8)+Q-mM*1-0
2+(1+H+A-1H+A-0)
2+(1=8)«Q+m+1-0)
2x(1-*1A-nH)+x1-0
2+(1=8)*«A-mM*1+0
2x(1+H)*1A-nH)+1+0
2x(1=8D)+Q+m 1+
2+(1=-xA-1H+A+0)
2+1-+A-m*1-7%
2x1+H+A-mM*1-7%
2+1+HxA+m*(1-7%
2+A-+A+m*(1-70%

HEXAEDRO DE SEGUNDO ORDEN COMPLETO (27 NODOS)

(AL3.2)
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N(EJLO = 9

112

Forma

(N1 (&m0
Nz('f' m {)
N3(€' m {)
N4(€! n, ()
NS(E! m ()
N6(€! m ()
N7(€,m,9)
NS(fi m {)
N9(€l n, ()
N1 (€1, 9)
N1;1 (6,1, 9)
N12(§,1,9)
Ni3(§,1m,0)
N14(f, n, ()
NlS(fl n, ()
N16(§,1,9)
N7 (1, 9)
Nig(§,m,0)
N19(€! m ()
Nzo(sc‘ m ()
NZl(E! m ()
Ny2(§m,4)
Np3(§m, )
N24(€' UE {)
N25(€! m ()
No6(§,m,4)

k1\,27(6! m Z)J

\

Exnx{xE+DxM—D*@ -1 =1/,
ExnxlxE+D M+ 1@ -1 =1/,
Exnx{x -1+ -1/,
Exnx{x(E-Dx—-D*@+1) =1/,
ExnxxE+DxM—D*@+1) =1/,
ExnxlxE+D*x@+1)*(+1)*1/,
Exnx{x -1+ +1 1/,
nx{x1—-EDx@m-1)* (@ —1)
ExCxE+D A -nD)* (@ —1)
nx{xA—-ENx@+1) (1)
Exx(E-DxA-n)*( -1
nx{xA—EDx@m—-1*((+1)
ExxE+Dx(A-nD)* (@ +1)
nx{xA—EDx@+1)*((+1)
Ex{x(E-DxA-nD)x (@ +1)
Exnx(E-Dxm—1D*1-7?)
Exnx(E+Dxm—1DxA-7?)
Exnx(E+Dxm+1D*1-7?)
Exnx(E-Dxm+1D*A-7?)
250x (1= (1—nH)*((—1)
25+ (1= Q-1+ +1)
2¢nx(1=E)x (-1 *(1—7?)
25nx(1—E)*x(+1)*(1—7?)
2¢Ex(E-Dx(1-n)x(1-¢?)
2¢ExE+Dx(1-n)x(1-7?)
25 (1-&)x (1 -+ (1 -7

Figura A 1.8: Hexaedro de Segundo Orden con Veintisiete Nodos

(ExnxdxE=Dxm—1)* (-1 =1/

J

(AL3.3)



Anexo II: ORDENAMIENTQ NODAL k
N\ \
X

Todo software de FEM, en cualquier etapa de aplicacion del método, posee un
sistema de ordenamiento nodal propio que se respeta constante en sus cédigos. Es por
esto que, como se explico en la seccion 1V.2, es necesario entender correctamente el
sistema de secuencia con el que se trabaja para evitar la propagacion de errores.

En este tercer anexo se incluyen los diagramas completos de algunos
elementos junto con sus tablas de compatibilidades. Las cuales corresponden al
traslado desde el ordenamiento utilizado por Gmsh al ordenamiento propuesto por T.
Hughes, que fue tomado como sistema de cabecera. Se presentan a continuaciéon
elementos cuadrildteros y hexaedros, de primer y segundo orden, incluyendo las
versiones incompletas.

A 1.1 ELEMENTOS CUADRILATEROS

DIAGRAMAS DE ORDENAMIENTO

ORDENAMIENTO SEGUN T. HUGHES ORDENAMIENTO DE GMSH

Figura A Il.1: Diagrama de Ordenamiento para Elementos Cuadrildteros

113



Anexo I1:

Ordenamiento Nodal

TABLA DE COMPATIBILIDAD

ORDENAMIENTOS GMSH HUGHES
0 1
Cuadrilatero 1 2
de Primer Orden
(4 nodos) 2 3
Cuadrilatero Cuadrilatero 3 4
de S 4 de Segundo
e Oegun ° Orden 4 5
Cor;pelgto Incompleto
(9 nodos) (8 nodos) S 6
6 7
7 8
8 9

Figura A 11.2: Tabla de Compatibilidad para Elementos Cuadrildateros

A I1.2 ELEMENTOS HEXAEDROS

DIAGRAMAS DE ORDENAMIENTO
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ORDENAMIENTO SEGUN T. HUGHES

~
g
)/

Figura A I.3: Diagrama de Ordenamiento para Elementos Hexaedros segun T. Hughes
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Anexo I1:
Ordenamiento Nodal

‘W

ORDENAMIENTO DE GMSH

Figura A I.4: Diagrama de Ordenamiento para Elementos Hexaedros segtin GMSH

TABLA DE COMPATIBILIDAD
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ORDENAMIENTOS GMSH HUGHES
. - 1
1 2
2 3
3 4
o :
(8 nodos) 5 5
6 7
7 8
L 8 9
9 12
de Szg:r?ggrgrden 10 17
(20 nodos) 11 10
12 18
13 11
Soqundo Orden 14 19
ot e
16 13
17 16
18 14
19 15
20 21
21 23
22 25
23 26
24 24
25 22
26 27

Figura A I.5: Tabla de Compatibilidad para Elementos Hexaedros
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Anexo III: LISTA DE CODIGOS DEH | .
.

PROGRAMA -

Todos los algoritmos implementados a lo largo del trabajo se encuentran
codificados en lenguaje de MATLAB. A continuacién se presenta una lista que indica el
nombre del archivo (“.“m”) que contiene el c4digo, la seccidn del presente trabajo en la
que se trata dicho codigo y una breve descripcion. Esta lista se condice con los
archivos que integran el Anexo Digital, en la carpeta “Cédigos”.

Nohbre del Archivo Seccion Descripcion
Genera el Arreglo de Nodos y
“NodesArray.m” Iv.3.1 Coordenadas a partir del archivo

de una malla.
Genera el Arreglo IEN a partir del

[ENArray.m Iv.3.2 archivo de una malla.
« . ” Incorpora la Reduccién de
[ENArray_Reduction.m Iv.3.2 Elementos al Arreglo [EN.
« . ” Iv.3.2 Elimina los elementos nulos del
IENReduction.m V12,3 Arreglo IEN,
V.2 Traduce los indices del
“IndexTrans.m” : ordenamiento nodal de GMSH al
All
propuesto por T. Hughes.
“PlaneShapeFunctionsLib.m” 1vV.4.2 Biblioteca de Funciones de Forma

para elementos planos.
V4.2 Incorpora la Reduccién de
“PlaneShapeFunctionsLib_Reduction.m” V123 Elementos a la Biblioteca de
o Funciones de Forma.
Biblioteca de Funciones de Forma

“SpaceShapeFunctionsLib.m” 1V.4.2 .
para elementos espaciales.
V4.2 Incorpora la Reduccién de
“SpaceShapeFunctionsLib_Reduction.m” VI.2.3 Elementos a la Biblioteca de
o Funciones de Forma.
“DifN.m” V43 Genera la Biblioteca de Funciones

de Forma Derivadas.
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Programa de Vinculacién con el

“FullLocation_3D.m” V.2 Algoritmo de Lista y el Algoritmo
VI.2
de Newton-Raphson.
V31 idem anterior, utilizando el
“FullLocation_SingleRandom_3D.m’ V.I 3 Algoritmo de Lista Aleatoria
) Simple.
V3.2 [dem anterior, utilizando el
“FullLocation_MultiRandom_3D.m” V.I 2 Algoritmo de Lista Aleatoria
) Multiple.
V4 Programa de Vinculacién con el
“FullLocation_MassCentre_3D.m” VI. ) Algoritmo de Centros de Masa y el
) Algoritmo de Newton-Raphson.
Programa de Vinculacién con el
M . , V.4 Algoritmo de Centros de Masa y el
FullLocation_MassCentre_3D_Coords.m VI3 Algoritmo de Coordenadas de
Area.
Vs Programa de Vinculacién con el
“FullLocation_ESUP_3D.m” VI. ) Algoritmo ESUP y el Algoritmo de
' Newton-Raphson.
V5 Programa de Vinculacién con el
“FullLocation_ESUP_3D_Coords.m” ) Algoritmo ESUP y el Algoritmo de
VIL.3 2
Coordenadas de Area.
Programa de Vinculacién con el
“ . » V.6 Algoritmo ESUP Ordenado por
FullLocation_ESUP_MassCentre_3D.m V1.2 Ceng"os de Masa y el Algoritrrlzo de
Newton-Raphson.
Programa de Vinculacién con el
“FullLocation_ESUP_MassCentre_3D_Coords.m” \\//163 Cﬁr}g-%r;t(;zoMEassgzg; i(legjlfii(t)rr?g;e

Coordenadas de Area.

Tabla A lll.1: Listado de Codigos
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