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Introduccion

El concepto de gauge! es uno de los ingredientes centrales de las nuevas articulaciones
tedricas en diferentes ambitos de la fisica. Se lo encuentra en relatividad general, teotia
cuantica de campos, teorfa unificadas y, también, en dominios de la fisica clasica. Su
evolucién ha exhibido una considerable metamorfosis dentro de las matemadticas, con las
naturales consecuencias tedricas y epistemolégicas en el sector de sus aplicaciones fisicas.

En matematicas es comun asistir a lecturas de su historia plenamente contaminadas de
conceptualizaciones contemporaneas, algo que los historiadores intentan desterrar pero sin
demasiado éxito. Usualmente, un concepto moderno o contemporaneo configura nuevas
matrices de lectura e interpretacién de articulaciones previas. Esto ha sucedido con la
geometria, el dlgebra, el andlisis, la topologia. Asi, grupos, invariantes, transformaciones,
simetrfas, han servido como marcos conceptuales para contextualizar antiguos conceptos
dentro de teorizaciones vigentes, aunque también situadas histéricamente. El concepto de
gauge no es la excepcién, tal como puede apreciarse en las caracterizaciones hechas por los
propios matematicos. Para T. Tao, por ejemplo (Tao 2008), un gauge no es otra cosa que un
sistema coordenado que vatfa de acuerdo con la localizacién de uno con respecto a algin
espacio de base o espacio de parametros. Una transformacién gauge es un cambio de
coordenadas aplicado a tal localizacion. Una teorfa de gauge es un modelo para algin sistema
fisico o matematico al cual pueden aplicarse transformaciones de gauge. Esto usualmente
viene acompafiado con una carga tedrica adicional importante: la invariancia de gauge, que
significa que todas las cantidades fisicamente significativas permanecen estables o se
transforman naturalmente bajo transformaciones de gauge. Cuando se fija un gauge o, dicho
en otros términos, se rompe la simetria de gauge, el modelo se hace mas facil de analizar
matematicamente, como es el caso con sistemas de ecuaciones diferenciales parciales en
teotfas clasicas. Un punto clave para destacar aqui es que la tratabilidad del problema puede
depender fuertemente del gauge fijado.

Los matematicos han desarrollado versiones extensas y variadas de estas teotias,
cuestiéon que escapa por cierto a los alcances de este trabajo. No obstante, a los fines de
comprender mas cabalmente sus origenes dentro de la fisica —que es uno de nuestros
objetivos— conviene sefialar que la explosion de articulos sobre el tema es un fenémeno del
siglo pasado, asociado normalmente a matematicos como E. Noether y H.Weyl
Posteriormente, a intentos de re-escritura de teorfas fisicas de considerable abstraccion (Mills
1989, Jackson-Okun 2001). Hoy es comun dentro de este contexto hablar de fibrados,
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conexiones y curvaturas. Las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre, por ejemplo, pueden
expresarse dentro del contexto de las teorfas de gauge en términos de una conexién y sus
curvaturas. Aunque no es parte de este trabajo, puede extenderse este enfoque hasta las
teorfas actuales en torno de las ecuaciones del tipo de Yang-Mills, lo que constituye en si
mismo una verdadera industria tedrica. Esta dinamica conceptual ha acarreado numerosos
problemas que se encuentran abiertos en investigaciones actuales, debido fundamentalmente
a la complejidad inherente a los mismos y al complejo desarrollo matematico asociado. En
muchos casos, por ejemplo, no se entiende adecuadamente si el uso de la eleccién correcta
del gauge es una mera conveniencia técnica, o es algo mas intrinseco de la ecuacién
involucrada. Como se suele sefialat, es posible que una ecuaciéon de campo gauge esté bien
establecida bajo una eleccién del gauge, pero no lo suficiente bajo otra. Esto confluye en
lineas de investigacion abiertas en torno de la teoria de la invariancia gauge de las ecuaciones
diferenciales parciales.

Dentro de la literatura filosofica, también se ha incursionado en el concepto de gauge
asociado a las matematicas y la fisica. Para el lector interesado en profundizar algunas lineas
de abordaje en este sector, sugerimos Belot (2008) y Healey (2007). En ambitos mds
cotidianos, puede verse una aproximacién al tema desde la perspectiva de un analisis de la
rotacion via deformacion y el movimiento de los cuerpos deformables, como los plasticos
movimientos de la caida de un gato y su extraordinaria capacidad adaptativa para atenuar los
efectos de ella. Al respecto, F. Wilczek (1989) menciona que Maxwell llevé a cabo una serie
inusual de experimentos arrojando gatos desde sus habitaciones en el Trinity para determinar
cémo se las ingeniaban para caer sobre sus pies. Estimamos que esta anécdota es adecuada
para ilustrar los sutiles contactos entre los fenémenos fisicos del siglo XIX y sus
descripciones matematicas; en el sector intermedio existe espacio para diferentes
representaciones conceptuales que pretenden aliviar la tensién entre las semanticas
involucradas y la capacidad de tratamiento via calculos relevantes.

Hste contexto general nos ha guiado para abordar lo que llamamos “la prehistoria” del
concepto de gauge y, como veremos, se remonta a los origenes de la teoria electromagnética.

A la pregunta ¢qué es la teorfa de Maxwell?, H. Hertz respondia: “No conozeo una
respuesta mids corta o mads definitiva que la siguiente: La Teoria de Maxcwell es el sistema de ecnaciones de
Mascwel]” (Hertz, 1892). A la misma pregunta un fisico moderno contestaria que la teorfa de
Maxwell es: “Relatividad Especial mds Invariancia de Gange”. Las ecuaciones de Maxwell, escritas
en notacién moderna, son: _ _

— — —* —* =+
VD=p: VBE=0VxE=-2.yxg=7+2
at dt
donde E es el campo eléctrico, D es el campo desplazamiento eléctrico, B es el campo
induccién magnética y H es el campo magnético’. g y J representan la densidad de carga y la
densidad de corriente eléctrica, respectivamente. Estas ecuaciones se deben complementar
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con otras conocidas como ecuaciones constitutivas, las cuales son relaciones entre los
distintos campos, y representan fisicamente las propiedades del medio.

La respuesta de Hertz a la pregunta arriba enunciada se dio en el marco de la disputa
decimonoénica dentro de la fisica entre acciones a distancia y la teorfa de campos para la
interacciéon electromagnética y refleja claramente su concepcion filoséfica sobre el
significado de una teorfa: distintas representaciones y modelos que sirvan para representar
una misma realidad fisica, pueden considerarse en algun sentido equivalentes e igualmente
validas. En ese sentido algunos de sus esfuerzos conciliadores entre las teotfas de accién a
distancia y la teorfa de campos tuvieron que ver con la deduccién de las ecuaciones de
Maxwell a partir de premisas aceptadas por los defensores de las acciones a distancia (Hertz,
1884).

Por otro lado, la segunda respuesta tiene que ver con dos aspectos centrales de la teoria
de Maxwell: la invariancia relativista de sus ecuaciones, técnicamente, la invariancia frente el
grupo de Lorentz, y la invariancia de estas ecuaciones frente a transformaciones de gauge.
Matematicamente esta tltima se puede enunciar de la siguiente forma. Dado que el campo de
induccién magnética tiene divergencia nula, egste un campo vectorial A tal que:

B=VXA )
A su vez se puede introducir un campo escalar ] tal que
= 94
E=— P vV @)

La invariancia de gange tiene que ver con el hecho que las ecuaciones de Maxwell son
invariantes frente a los reemplazos

A— A+VA
19A
VoV -
o ot

donde A es una funcién arbitraria (Jackson, 1975). Usualmente hay dos elecciones o
condiciones de gauge para los campos Ay 12 El gange de Loreng

V.;Hia—V =0;

c? ot 3)

y el gauge de Coulomb
N
V.A=0 )
El hecho que se pueda cambiar arbitrariamente a los potenciales Ay 7, llevé a pensar
que no tendrfan ninguna relevancia fisica. Sin embargo en el ambito de la mecanica cuantica

se mostrd su significado fisico en situaciones como el Aharonov-Bohm, el cual ha sido
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verificado experimentalmente. A su vez una extension de la idea de la invariancia de gauge en
campos no conmutativos condujo a teorias del tipo Yang-Mills, de fundamental importancia
en la formulacién de teorfas para describir las interacciones fundamentales. No es el
propésito de esta monografia analizar contextos actuales de la nocién de invariancia de
gauge, sino indagar sobre sus origenes. Como veremos el mismo se remonta a la etapa
fundacional del electromagnetismo, de puja entre las acciones a distancia versus la teorfa de
campos.

Maxwell y el estado electro-tonico sugerido por Faraday

Claramente el concepto de invariancia de gauge estd asociado a la introducciéon de los
potenciales A y V. Por ello revisaremos en esta seccion la apariciéon de estos potenciales en
las etapas tempranas de la teoria electromagnética. Poco después de descubrir el fenémeno
de induccién electromagnética en 1831, M. Faraday se pregunta sobre la naturaleza de la
propagacion de la fuerza electromagnética, es decir, indaga sobre cual es la relacién a la
sustancia material en la cual esa fuerza se propaga, por ejemplo, el hierro en el cual el circuito
primario y secundario estan envueltos. Faraday sugiere que el pasaje de la corriente eléctrica a
través del circuito primario da origen a un estado de tensién en las particulas del anillo de
hierro. A este estado lo llama estado electro-tonico. ].C. Maxwell en 1853, en una carta a
Thomson dice:

He intentado aplicar a esos hechos la nociéon de Faraday de un estado electro-
ténico. He realizado una buena cantidad de elaboracién matematica en esta linea y
creo haber llegado a varias verdades sobre el estado electro-ténico. Una cosa en la
que al menos he tenido éxito ha sido reducir a un principio no sélo la atraccién de
corrientes y la induccién de corrientes, sino también la atracciéon de cuerpos
electrificados sin ninguna nueva suposicién

El concepto de estado electro-ténico puede rastrearse a lo largo del trabajo de Maxwell
(bajo distintos nombres) y termina siendo el potencial vector en el Treatise Maxwell, 1954). En
el articulo 540 de ese libro, Maxwell deja en claro la importancia que le da a la idea de
potencial, identificindola como “la cantidad fundamental en la teorfa electromagnética™

La historia completa de esta idea (la del estado electroténico) en la mente de
Faraday, como se muestra en sus Researches, merece ser estudiada. Por el curso de
los experimentos, guiado por una intensa aplicacién de pensamientos, pero sin el
agregado de calculos matematicos, (Faraday) fue guiado a reconocer la existencia de
algo, el cual ahora conocemos que es una cantidad matematica, y la cual podria ser
llamada la cantidad fundamental en la teorfa del electromagnetismo. Pero como ¢l
fue conducido a esta concepcién por un camino puramente experimental, el aceptd
su existencia fisica, y supuso que era una condicién peculiar de la materia, aunque
estaba preparado para abandonar esta teorfa tan pronto como pudiese explicar el
fenémeno por cualquier forma de pensamiento mas familiar.
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Maxwell llama al vector A de la ecuacién (1) intensidad electroténica. La nocién de un
potencial vector habia sido ya introducida por Thomson en 1846 al estudiar la analogfa entre
los fenémenos electromagnéticos y los de la teorfa de la elasticidad. Este potencial vector es
equivalente al que habia sido usado por Neumann, Weber y Kirchhoff al estudiar las
corrientes de induccién. El primer trabajo publicado de Maxwell sobre electromagnetismo
(1856) lleva por titulo Sobre la lineas de fuerza de Faraday. En la primera parte dice:

La idea del estado electro-tonico, no se me ha presentado aun de tal forma que su
naturaleza y propiedades puedan ser expresadas claramente sin referencia a meros
simbolos

La parte II de ese trabajo lleva por titulo: Sobre e/ estado electro-tinico de Faraday. Alli
Maxwell introduce tres cantidades, las cuales estan relacionadas a la “fuerza electromotriz en
un punto y al magnetismo”, y agrega: “A estas cantidades doy el nombre de funciones
electro-ténicas, o componentes de la intensidad electro-ténica”. Luego enuncia algunas leyes.
La primera tiene el siguiente enunciado:

Ley I: La intensidad electro-ténica completa alrededor de la frontera de un elemento
de superficie mide la cantidad de induccién magnética que pasa a través de esa
superficie, o en otras palabras el nimero de lineas de fuerza magnética la cual pasa a
través de esa superficie.

Esto puesto en férmulas se representa:

A.dl = 4b B.do

la cual no es otra cosa que la expresion (1) en forma integral. Tras el enunciado de la cuarta
ley dice:

Por esas cuatro leyes la cantidad magnética y eléctrica podtia ser deducida a partir de
los valores de la funcién electro-ténica

La sexta ley dice:

Ley VI: La fuerza electromotriz sobre cualquier elemento de un conductor se mide
por la tasa de cambio instantanea de la intensidad electro-tonica de ese elemento, ya
sea en magnitud o direccion.

Esta es precisamente la expresiéon (2) puesta en palabras. Al final de esa seccién, Maxwell
expresa sus objetivos inmediatos:

En estas seis leyes me he propuesto expresar la idea en la cual creo estin los
fundamentos matematicos de los modos de pensar expresados en las Research de
Faraday.
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H. von Helmholtz, Hertz y la conciliaciéon entre acciones a distancia y la teoria
Maxwelliana
En su trabajo Théorie des phénomenes électro-dynamiques, uniquement déduite de l'ex;périence, Ampere
enuncia la ley de interaccién entre dos elementos, ds 'y ds’, de dos circuitos por lo que circula
una corriente eléctrica 7 e 7', respectivamente. La ley de fuerza esta dada por (Ampere, 1990),
IR A
d*F = K”cf%lsr(3cos¢cos¢'—2 cosg)  (5)

donde ¢ y ¢ “son los dngulos que forman los elementos ds y ds ‘con el radio vector que los
une 7 e es la diferencia entre estos angulos. A partir de esta ley, W. Weber deduce una ley de
interaccién tipo accién a distancia para dos particulas en movimiento. La fuerza de Weber
involucra las magnitudes de las cargas de las particulas, y su velocidad y aceleracion relativa:

= ee’ * at 2 adrr
F=K—rl-—r+
r 16 8

La constante « estd relacionada con la velocidad de la luz. A partir de esta expresién Weber
puede deducir la ley de induccién de Faraday. Otro enfoque dado a la formulacién de
acciones a distancia de las interacciones electromagnéticas, es deduciendo la ley de fuerzas a
partir de un potencial. Por ejemplo, entre 1845 y 1847 Franz Neumann desarrolla una teorfa
de accién a distancia a partir del potencial para dos cortientes:

..r ,

ii’dsds

Vy=————cos¢
r
donde el significado de las distintas cantidades es el mismo que en la expresiéon (5). En un
intento de reconciliar este tipo de formulaciones de accién a distancia para las interacciones
electromagnéticas, Hermann von Helmholtz, al hacerse cargo de la citedra de Fisica en
Betlin, se propone Esclarecer la selva sin senderos de las diversas teorias electromagnéticas. En ese
trabajo introduce un potencial para la interaccién entre dos elementos de corriente, cuya
expresion es
1+k 1-k

V, = —idsds’ ——co0sg+——cosfcost’
r 2 2

en donde £ es una constante, en principio indeterminada. Para £=7 se re obtiene el potencial

de Neumann, para £ = -7 una fuerza equivalente a la de Weber, y para £=0 se recupera la
teorfa de Maxwell. Los términos proporcionales a 4, se anulan al integrar este potencial sobre
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un circuito cerrado, por lo tanto las tres formulaciones coinciden cuando una de las
corrientes equivale a un circuito cerrado.

La teorfa de Helmholtz tiene tres ingredientes fundamentales (Cahan1993):
1. Expresiones pata los potenciales electromagnéticos Uy ¢,y las fuerzas derivadas de ellos;
2. Una ecuacién de continuidad que relaciona la “carga” eléctrica con la “corriente”.
3. Una modelo para los medios eléctrica y magnéticamente polatizables.

El potencial U depende de la cortiente eléctrica a través de la expresion:

.7 (x',1)
|x — X

En cambio, el potencial ¢;depende de la carga libre gra través de la ecuacion

2
Vg =—4m;,

Ademas, el campo vectorial Uverifica ecuaciones:

Px'+ % (1— k)V( [Jc.nv,

5(36, )= j X — x'|d3x')

- oo, -
v2U=(1—k)v[§j—4nJ

- o,
Vo=

Cuando £=0 esta ultima ecuacién es equivalente a la condicién del gauge de Coulomb; ec.
(4). Esta es la eleccién que hizo Maxwell como condicién de gauge para su potencial vector
A. A pesar de que el valor £=0 corresponde con la teorfa Maxwelliana en lo que a la ley de
induccién electromagnética se refiere, la teorfa electromagnética de Helmholtz predice
fenémenos fisicos marcadamente diferentes a los predichos por la teorfa de Maxwell. Por
ejemplo la teorfa del sabio aleman no sélo conduce a ondas transversales, sino también a
ondas longitudinales de polarizacién eléctrica. Estas perturbaciones longitudinales tienen
velocidad infinita en el caso £=0, lo cual conduzco a Helmholtz a un conjunto de
inconsistencias que no pudo solucionar (Cahan 1993).

En 1884 H. Hertz publica un trabajo tratando de deducir las ecuaciones de Maxwell a
partir de los principios de la electrodinamica continental. Su punto de partida son las
ecuaciones

H(x,y,z,t)=Vx A

- 104
E(x,y,z,t)=——
(x,,2,1) o
- 1 i(x,y,z,0)d’x
A(x’y,Z,t) — ZJ‘J]’%
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con las condiciones p=0 y V.j =0 (distribuciéon de carga nula y lazos de corriente
cerrados). Poco tiempo después cambia de actitud y se preocupa en escribir las ecuaciones de
Maxwell sélo en término de los campos E'y H. Idéntica actitud toma Heaviside, enfatizando
la simetria de las ecuaciones de Maxwell cuando se escriben en término de Hy E.

Concluimos esta monografia con un breve comentario sobre le gauge de Lorenz, ec. (3).
En un trabajo notable del afio 1867, L. Lorenz, establece la relacion existente entre la luz y el
electromagnetismo (Lorenz, 1867). Es de destacar que este trabajo es escrito por el autor sin
conocer el manuscrito de Maxwell del afilo 1865. Allf la condicién (3) aparece escrita de la
forma:

dt dt dt 2 dt

da  df dy __1d9

donde, naturalmente a, By y, son las componentes del potencial vectory ~ @ el potencial
escalar. A partir de esa condicion, deduce una ecuacién para el potencial vector, la cual no es
otra que la ecuacién de ondas para el potencial vector. La interpretacion fisica que Lorenz
hace de este hecho esta claramente expresada de la siguiente forma:

Este resultado es una nueva demostracion de la identidad de las vibraciones de la
luz con las cortientes eléctricas; por esto es claro ahora,... que las leyes de la luz
pueden ser deducidas a partir de aquellas de las corrientes eléctricas.

Comentarios finales

Estimamos que hemos podido ilustrar una primera fase de la evolucién del concepto de
gauge y su fuerte dependencia con la teoria electromagnética. Como fue comentado al
comienzo de este articulo, durante el siglo pasado el mismo florecié en estructuras
matematicas sumamente sofisticadas, a tal punto que resulta dificil diferenciar los estilos de
abordaje provenientes de la fisica matematica y de la matematica aplicada a la fisica. Tantos
fisicos como matematicos han desarrollado robustos programas de investigacién en torno al
concepto y por ello resulta razonable explorar las raices historicas del mismo. Si tomamos,
por ejemplo una obra sobre el tratamiento del concepto de gauge en un marco puramente
geométrico (confrontar, por ejemplo Freed-Uhlenbeck, 1984), se hace dificil seguir la
evolucion historica del mismo dentro de la tradicion matematica, lo cual, a nuestro juicio
disminuye la cabal comprension del alcance del mismo.
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Notas

'Aqui usamos la palabra inglesa “Gauge” en lugar de sus traducciones castellanas “Calibre” o
“Medida” por ser de uso comun aun en la bibliografia escrita en espafiol.

2 En las expresiones matematicas usaremos una flecha encima del simbolo para indicar el caracter
vectorial de la magnitud. En el texto usaremos la letra en negrita para indicar ese caracter.

3 No confundir Ludvig Lorenz con Hendtik Lorentz
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