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Resumen

En este trabajo nos proponemos estudiar la dindmica de correlaciones cuanticas en sis-
temas de espines en sélidos. Calculamos la evolucion del discord cuantico como testigo de
las correlaciones que aparecen en estados preparables mediante técnicas de RMN, desde una
condicién inicial de no-equilibrio hasta el equilibrio térmico con una red. El sistema bajo
estudio es un ensamble de pares de espines 1/2 con interaccién dipolar intrapar, sin inter-
accion interpar y acoplados a un ambiente. Este sistema modelo representa adecuadamente
a un sistema real de pares de espines débilmente interactuantes, como los casos de los cris-
tales hidratados gypsum y POMH, para los fines de este trabajo. En estos sistemas (como
en muchos otros ejemplos de la RMN del estado sélido), la dindmica de espin presenta tres
escalas de tiempo bien diferenciadas: de las coherencias (senal de RMN), de la decoherencia
cuantica y de la relajacion espin-red. En la primera el sistema evoluciona como un sistema
cerrado, en la segunda gobernado por el acople cuantico entre espines y ambiente, y en la
tercera bajo un régimen markoviano en que el ambiente se considera como un reservorio
térmico (coarse-grain). En particular nos interesa analizar el estado cuéntico que se puede
preparar mediante la secuencia de Jeener-Broekaert en dos etapas de su evoluciéon: durante
el transitorio en que se establece el “cuasi-equilibrio” (QE) con “orden dipolar” intrapar y
durante la relajacion espin-red. La dindmica de los pares en ambas etapas tiene en cuenta
la existencia del resto de los espines y de la red. Esto hace que el discord de un par sea
representativo de todo el arreglo. En la etapa de decoherencia se usa un enfoque en que los
pares interactian con los modos de un ambiente de fonones. En la etapa markoviana las

fluctuaciones corresponden a los flips de los pares vecinos.

El objetivo de este trabajo se centra en caracterizar al QE mediante la medida cuan-
tica elegida, e investigar si estos estados tienen discord no nulo, a diferencia del equilibrio
termodindmico a campo alto. Los resultados encontrados muestran que en efecto, a medida
que se establece el QE se observa un comportamiento oscilatorio y amortiguado del discord
hasta que alcanza su valor minimo no nulo cuando el estado alcanza una forma diagonal en
bloques en la base del Hamiltoniano dipolar. Posteriormente el discord del estado tiende a
cero de forma mondtona a medida que el sistema relaja al equilibrio termodindmico en una
dindmica que acopla los cuasi-invariantes “energia dipolar intrapar” y “exceso de poblacién
del estado singlete”. Debido a que en los sistemas elegidos el tiempo de relajaciéon Zeeman
(T1) es muy largo, resulta una buena aproximacién asumir que durante todo el proceso el

“orden Zeeman” permanece saturado en un estado de “temperatura de espin infinita”.

Este trabajo contribuye con el calculo de una medida de correlacién cuantica en un arreglo
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ordenado de pares de espines, lo cual representa un resultado novedoso en la RMN de estado
sélido ya que trabajos previos se enfocan en sistemas de pares no correlacionados (pares

disueltos en un liquido).
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Abstract

In this work, we propose to study the dynamics of the quantum correlations for spin
systems in solids. We compute the evolution of the quantum discord as a witness of the
quantum correlation that appears in states prepared by NMR, techniques. The system under
study is an ensemble of pairs of spin 1/2 with dipolar interaction between the elements of
each pair and coupled to an environment. This model represents very well a real system of
weakly interacting spin 1/2 pairs as for the cases of hydrated crystals like gympsum and
POHM. For these systems the spin dynamics presents three time scales well-differentiated:
the decay of the NMR signal, quantum decoherence and spin-lattice relaxation. At the first
stage, the dynamics of the system is unitary, at the second the dynamics is governed by the
coupling between the spin system and the environment. Finally, the evolution is markovian
and the environment is treated as a heat bath. In particular, we are interested in analyzing
the quantum state that can be prepared by the Jeener-Broekaert sequence within two stages
of its evolution: during its evolution towards quasi-equilibrium (QE) with intrapair dipolar
order and during the spin-lattice relaxation. The dynamics of the pairs take into account the
presence of each spin in the ensemble and the lattice. This makes the quantum discord of a
pair a representative quantity for the whole arrangement. Within the decoherence stage, we
use the approach in which the pairs interact with normal modes of a phonon environment.

In the markovian stage the fluctuations correspond to the flips of neighboring pairs.

The goal of this work focuses in characterize the QE through the selected measure and
investigate if these states, in contrast to those in thermal equilibrium at high fields, have non-
zero discord. The results found here show that indeed, as the QE is established, the quantum
discord has a damped oscillatory behavior until it reaches a non-zero stationary value. Later
the discord goes to zero as the system relaxes toward thermal equilibrium through a dynamics
which couples the quasi-invariants “intrapair dipolar energy” and “singlet”. Given that for the
system under study the relaxation time 77 is very long it is a good approximation assuming
that during the whole process the “Zeeman order” stay saturated in a state of “infinite spin

temperature”.

This work contributes with the calculus of a measure of the quantum correlations for
an ordered arrangement of pair of spins. This represents a new result from the NMR in
solids perspective given that previous studies focus on uncorrelated pairs (pairs dissolved in
a liquid)
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Capitulo 1

Introduccion

“no-clasicidad” en un sistema cuantico es la existencia

El rastro mas significativo de
de correlaciones que no tienen contraparte clasica. Los diferentes métodos para cuantificar
esta caracteristica se encuentran entre los temas mas estudiados en el area de fundamentos
de la fisica cuantica y en diversas aplicaciones en el campo del procesamiento cuantico
de la informacién en la tltima década [1]. Desde los inicios de la cudntica, el concepto
de correlacién cuantica estuvo asociado con el de entrelazamiento. Este interés creciente
por los fenémenos no-clasicos, tanto desde la fisica béasica como en el del progreso de la
computaciéon e informaciéon cudntica, llevé a la investigacion tedrica a dar con otras medidas
de los fendmenos no-clasicos, como el discord cudntico. [2], [3]. Este es un concepto mas amplio
que el de entrelazamiento, pero no menos intrigante. Por ejemplo, es posible encontrar discord
cuantico en un estado mezcla separable de un sistema compuesto, en el que el entrelazamiento
es nulo, y estados como éstos pueden ser utilizados como fuentes valiosas para tecnologias de
informacion cuantica. Entonces, la comprension profunda de este concepto y su cuantificacién
se ha convertido en un objetivo importante para la fisica cuantica actual. En ese conexto, la
RMN se presenta como uno de los campos donde es posible efectuar mediciones y calculos
tedricos de este tipo de correlacién cuantica [4]. Asociado con este fendémeno, en tultima
instancia interesa su dinamica en presencia de decoherencia y relajacion, distintas facetas
del acople con un ambiente externo. El estudio de estos problemas va en el sentido de
profundizar en la relaciéon entre los experimentos accesibles en la RMN con la problematica

fundamental de la mecénica cudntica.

Es conocido que en los estados que se pueden preparar generalmente en RMN, el grado
de entrelazamiento es muy bajo o nulo [5]. Los calculos para un par de espines muestran
que para tener entrelazamiento no nulo se necesitan temperaturas por debajo de 20 mK
[6]. Entonces, mientras en general no es esperable poder observar signos de entrelazamiento
en experimentos de RMN a temperaturas no extremadamente bajas, surge la expectativa
de detectar discord cuantico y su dinamica debido a la influencia del ambiente, en estados

accesibles para la mayoria de los laboratorios.

Existen antecedentes recientes de estudios por RMN de la dindamica del discord bajo

decoherencia producida por ruido térmico, en un sistema de dos espines ligados por acople



J, en un liquido. En este sistema se ha estudiado la dindmica de las correlaciones clasica y

cuantica bajo decoherencia no adiabatica [7].

Por otro lado, en un estudio tedrico se investigd la dependencia con la temperatura del
discord cuantico de un par de espines con interaccion dipolar, en presencia de un campo
externo y en equilibrio térmico [8]. En tal trabajo se encuentra un discord muy pequeno en

comparacion al encontrado en presente estudio.

En este trabajo final nos proponemos describir el discord cuantico de un sistema de pares
de espines con interaccion dipolar interna, pero no interactuantes entre pares. Nos interesa
usar este modelo para investigar propiedades cuanticas que puedan presentar estados de

cuasi-equilibrio (QE), como el estado de “orden” dipolar intrapar.

Histéricamente los estados de cuasi-equilibrio han sido estudiados e interpretados como
estados termodinamicos. En ese enfoque, se utiliza la palabra “orden dipolar” para referir
a una situacién apartada del estado de equilibrio, por ejemplo un estado de “entropia”
menor y con una temperatura de espin mucho mas baja que la del equilibrio. Asi, se refiere
como orden dipolar al estado que alcanza un sistema de espines interactuantes “enfriados”
por demagnetizacion adiabéatica. La interpretaciéon microscépica semi-clasica asocia el estado
ordenado con un “alineamiento” de cada espin con un campo local o campo medio producido

por el resto de los espines.

El QE se alcanza en una escala de tiempo mucho menor que la correspondiente a la
relajacion y por lo tanto no representa un equilibrio genuino, por lo que se ponen de manifiesto
varias dudas respecto a la validez de la interpretacion termodinamica. Al dia de hoy la
descripcion de tales estados se realiza en el plano fenomenolégico, en base a hipdtesis de
caracter estadistico. En la ultima década ha surgido la idea de la decoherencia adiabatica
como el mecanismo que conduce al cuasi-equilibrio [9], [10]. Este nuevo punto de vista permite
abandonar la idea termodinamica y ver a tales estados como consecuencia de una dindmica
irreversible de un sistema cuantico abierto. En esta visién, nos resulta natural preguntarnos
si existe conexion entre correlacion cudntica y estado de QE. Un avance en este sentido puede
aportar a la interpretacién microscopica de lo que fenomenoldgicamente se denominé orden

dipolar.

Entonces la propuesta de este trabajo final se centra en describir la dindmica del discord
para un estado de cuasi-equilibrio asociado con el H hamiltoniano dipolar intrapar. Adopta-
mos el discord como una medida de correlaciones cudnticas que pueda estar presente en esta
clase de estados. La escala de tiempo en que se establece el cuasi-equilibrio (orden dipolar)
es suficientemente corta como para asumir que el sistema observado no intercambia energia
con los grados de libertad del ambiente, sin embargo, el acople adiabatico con ese ambiente
causa la decoherencia. El estado de cuasi-equilibrio asi formado solo evoluciona en una escala
de tiempo mucho mas larga, debido a la relajacién espin-red (que si involucra intercambio

de energia) y el valor de expectacién de la energia intrapar decae por relajacion.

El objetivo entonces es evaluar el discord de un par representativo, en el contexto del

modelo tedrico de la referencia [10], en dos situaciones dindmicas diferentes, para describir



en cada caso la evolucion de la correlacién cuantica.

(i) En una de las situaciones, consideraremos el estado obtenido inmediatamente luego
de la aplicacion del par de pulsos de rf desfasados de la secuencia de Jeener-Broekaert y
estudiaremos la evolucién del discord hasta que el sistema alcanza el cuasi-equilibrio debido
a la decoherencia adiabatica. Es decir que tomamos como hipotesis que la decoherencia

adibatica es la que permite al estado inicial transitar hacia el cuasi-equilibrio.

(ii) En un segundo ejemplo, consideraremos la dindmica de relajacién espin-red del estado
dipolar intra-par acoplado con el cuasi-invariante “singlete” por el mecanismo de relajacion
cruzada a través de la red. En este caso, la dindmica del estado es regida por la ecuacién
maestra markoviana de altas temperaturas. Seguiremos el andlisis de la referencia [12] para la
sal hidratada POHM. Nuestra contribucion consiste en el calculo de la evolucién del discord

en la escala de tiempo de la relajacion hasta el equilibrio térmico.

Este analisis nos permite observar como el discord evoluciona a medida que se establece

el estado de orden dipolar y cémo cambia a medida que el mismo relaja al equilibrio.

El trabajo se divide en 5 capitulos mas un apéndice. En el capitulo 2 se presenta la teoria
necesaria. En particular hacemos un repaso general del operador densidad y sus propiedades
mas basicas. También se hace una breve introduccién al concepto de sistemas cuanticos
abiertos y se presentan las distintas evoluciones de interés para este trabajo. Se introduce el
concepto de cuasiequilibrio y pone de manifiesto su relacién con la decoherencia. Finalmente,
se introducen los conceptos mas elementales de la teoria de la informacién cuantica haciendo

énfasis en el discord como primer medida de correlaciones mas alld del entrelazamiento.

El capitulo 3 esté dedicado a presentar los estados cuyo discord calcularemos. Bésicamen-
te se hace una derivacion detallada de la evoluciéon de los estados en cuestion siguiendo las
referencias [11] y [12]. Una vez obtenida dicha evolucién se procede a escribir los estados en
términos de las matrices de Pauli y en el caso de ser necesario, se aplica una transformacién

unitaria para llevarlos a la llamada forma de Bloch normal.

En el capitulo 4 se presentan los resultados, es decir, la evolucién del discord tanto en
el régimen de decoherencia como en el de relajacién y se comparan estos resultados con

trabajos similares.
En el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo.

Por tltimo, en el apéndice se muestra de forma resumida los pasos para llevar un estado
arbitrario a la forma Bloch y se hace una derivacion breve de la expresion para la entropia

condicional asociada a un par de qubits.



Capitulo 2

Marco Teérico

2.1. Estados Cuanticos

En los proximos capitulos se utilizara el operador densidad para describir estados cuan-
ticos. Dado que este operador es el sujeto de estudio en este trabajo, se dedicard la siguiente

seccién para introducir de forma sintética su definicion y sus propiedades.

2.1.1. Operador Densidad

Se define al operador densidad como un operador que cumple las siguientes propiedades
e p es no-negativo, es decir:
(@lple) =0 (2.1)
Notese que esto implica hermiticidad del operador densidad (i.e., p* = p).
e ir(p) =1

Una cosa a remarcar es que el conjunto de los operadores densidad no forman un espacio
vectorial. Esto resulta claro al notar que una combinacion lineal arbitraria de operadores

densidad, no necesariamente resulta en un operador densidad, es decir que
og=ap+Ppr=tr(o)=a+f=1l<=a=1-0 (2.2)

Para que el estado o sea positivo, debemos pedir que los coeficientes «a, 3 sean reales y

menores a 1. Entonces vemos que las combinaciones lineales de la forma

cumplen con los requisitos para ser operadores densidad. La suma 2.3 es lo que se conoce
como una suma convexa y por lo tanto el conjunto de los operadores densidad representa un

conjunto convexo.



Estados Mixtos y Puros

En base a las propiedades del operador densidad podemos ver que operadores de la forma
p=2_pil) (il, Xopi=1, [ eH (2.4)
J j

son operadores densidad que describen ensambles. Estos estados representan lo que se conoce
como una mezcla estadistica y reciben el nombre de estados miztos. Los coeficientes p;
representan la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |¢/;). Cuando se tiene

una probabilidad del 100 % de encontrarse en algin estado |1);), el estado 2.4 se reduce a

p = t5) (] (25
y a esta clase de estados se los conoce como estados puros.

Hasta aca se ha dado lo indispensable para entender qué es el operador densidad. En la

siguiente seccién se presentaran sistemas de interés para este trabajo.

2.2. Sistemas Cuanticos y sus Operaciones

2.2.1. Qubits

Consideremos un sistema cuantico cuyo espacio de Hilbert es de dimensién dos. Deno-
minamos a este tipo de sistemas qubits (quantum bits), que es la unidad de informacion
principal de la teoria de la informacion cuantica. El motivo es que cada uno de los elementos
de cualquier base del espacio se puede poner en correspondencia con los valores 0 y 1 de un

bit de informacién.

Sea entonces 1)) = ag|0) +ay |1) € H, con {|i)}]_, una base orto-normal (BON), a; € C

y |aol? + |a1]? = 1. Luego, la matriz densidad asociada al estado puro p = [¢) (¥], en la base

{]0), |1)}, resulta
aol®> apa
p= (ol : (2.6)
apar |a

Ahora bien, para representar cualquier estado de un qubit podemos utilizar las matrices de
Pauli {o,,0,,0.}. Estas mas la identidad 2 x 2 forman una base del espacio de la matrices

2 x 2, es decir, cualquier matriz compleja 2 x 2 puede ser escrita del siguiente modo:
3
X = Z Bjo-j (27)
§=0

siendo oy la identidad y 3; € C. Dado que las matrices de Pauli son autoadjuntas,’ podemos

descomponer cualquier operador autoadjunto como:

3
Q=) ajo;; o €R (2.8)
=0

LAl estar hablando de espacios de dimensién finita, decir que una matriz es hermitica o autoadjunta es

lo mismo.



Con estos argumentos y recordando que la matriz densidad es un operador autoajunto de

traza 1, podemos escribir

1 3
P = 5 <I+Zajaj) , O eR (29)

j=1

En general se usard la siguiente notacién (més compacta) para la descomposicién anterior.
1 Lo

p:§([+06'0) (2.10)

donde a @ se lo conoce como vector de Bloch. Debido a la positivad de la matriz densidad

las componentes del vector de Bloch deben satisfacer la siguiente desigualdad

oF +aj+a3 <1 (2.11)

2.2.2. Sistemas Bipartitos

Al considerar un sistema fisico compuesto de dos partes A y B con espacios de Hilbert
Hay Hp, el espacio de Hilbert total, asociado al sistema A + B, estd dado por el producto

tensorial entre H 4 y Hp. Una base ortonormal de este nuevo espacio es la base producto:

{ij} ={li), ®7) g} con {]i) .} v {|j) 5} las respectivas bases de Ha y Hp.

Para el caso en el que dim(H ) = dim(Hp) = 2 (i.e., qubits) el operador densidad de un

estado arbitrario puede escribirse como

1 = 2 =

P:4(IA,B+CV‘UA+ﬁ'0'B+ZTij0'i,AUj,B) (212)
ij

donde Tj}; es conocida como la matriz de correlaciones. Se puede demostrar [31] que la matriz

2.12 es unitariamente equivalente a la siguiente

]_ —
p:=U"pU = 1 (IA,B +d-o,+b-0p +Zci0'z‘,A0'i,B> (2.13)

Esta descomposicion tan particular y 1til se conoce como forma normal de Bloch, y el
hecho de que exista una transformacién unitaria de entre p y p tiene consecuencias favorables

que seran senaladas mas adelante.

Algunos estados importantes

Los estados de dos qubits més generales estan dados ya sea por 2.12 o por 2.13, sin

embargo, existen estados que destacaran por su simpleza.

Estados X

Estos estados se escriben como

1

Px = Z (IAB + 04 2 + szB,z + Z CiUA,iUB,i> (214)



y su representacion matricial, en la base producto, toma la siguiente forma

l14+a,+b,—c, 0 0 Co — Cy
0 l1+a,—0b,—c, e +cC 0
pPx = 4 (215)
0 Cy + ¢y l1—a,+0b,—c, 0
Co — Cy 0 0 l—a,—0b,+c,

De 2.15 vemos inmediatamente por qué el atributo X.

Un subconjunto de estados X muy importante y que apareceran mas adelante, es ed de

los:
Estados de Bell Diagonal

Estos estados son un caso muy particular de los estados X en donde los vectores de Bloch

ay B (o ayb)son idénticamente nulos. Esto es

1
PD =7 ( AB + ZciUA,iUB,i> (2.16)

2.2.3. Operaciones Cuanticas

En ocasiones es necesario contar con una expresion explicita de la evolucién de un estado
cuantico. Supongamos que deseamos estudiar la dinamica de un sistema, digamos .S, acoplado
a otro sistema que sugestivamente llamaremos ambiente (F). Sabemos que la dindmica de
S + E estard dada por un mapa unitario?. Dado que el espectro de un operador, al igual que
su traza son invariantes ante transformaciones unitarias, es claro que el operador resultante
de esta operacion seguird siendo un operador densidad. Es decir que las operaciones unitarias
mapean operadores densidad a operadores densidad. El escenario cambia cuando se observa
solamente el subsistema S ya que su evolucién no sera unitaria. Entonces es razonable exigir

que todo mapa &£ que represente un cambio en p cumpla con los siguientes requisitos [13]:

e El mapa &[] debe respetar la convexidad del espacio de las matrices densidad

€ [ZPM] = sz‘g[m] (2.17)
e tr(E[p]) es la probabilidad de que la transformacién p — E[p] ocurra, con lo cual
0<Tr&p) <1 (2.18)

e E[p] tiene que ser un mapa completamente positivo (CP). Este requisito es més fuerte que
la positividad del mapa, que significa que E[p] es un operador positivo. Para un mapa CP,

consideremos la transformacion £ ® I dada por:
(E®T) [ZAQQ@BQ] =Y E[Ad] ® B, (2.19)

con A, y B, operadores sobre H, v H,,, siendo H,, un espacio de Hilbert de dimensién

m € N. £[-] es una transformacién completamente positiva si la operaciéon compuesta € @ [

2Esto se debe a que el sistema S + E estd aislado del exterior.



sobre el espacio ‘H, ® H,, mapea operadores positivos en operadores positivos para todo
m. Fisicamente este es un requerimiento razonable porque las transformaciones compuestas
pueden ser vistas como una operacién solo sobre el sistema que representa H,,, sin influenciar

lo que resta del sistema compuesto.

Sabemos qué requisitos debe cumplir un mapa para ser fisicamente valido, la pregunta que
surge es jcomo esta caracterizado? La respuesta estd dada por el teorema de representacion
de Kraus [13]

Teorema 1 Un mapa lineal E[], es completamente positivo y satisface 0 < Tr(E[]) <1
para todo estado p si y solo si existe un conjunto numerable de operadores {E;} tales que la

operacion E[-] se puede escribir como
Elpl = > EjpE; (2:20)
J
con 0 < T — > EJ*EJ

Se dice que una transformacion lineal CP que cumple }°; EXE; = I preserva la traza. En
efecto, si se cumple esta condicién se puede ver que tr(E[p]) = tr(p) = 1. Luego, si p es un
estado, entonces £[p] también lo serd. De ahora en adelante cuando hablemos de operaciones

cuanticas se estara haciendo referencia a mapas completamente positivos que preservan la
traza (CPTP).

Un mapa que resulta de gran interés para este trabajo es la traza parcial, la cual se

define como sigue.

Definicién: Sea ps® pp un operador densidad actuando sobre un sistema compuesto por
dos partes A y B, cuyo espacio de Hilbert asociado es H = H 4 ®H g. Se define la traza parcial
segiin B como un mapa lineal T : Hy @ Hp — Ha, tal que T(pa®pp) =: tre(pa @ pp) = pa.
De igual forma se puede definir la traza parcial segiin A.

La necesidad de introducir la traza parcial surge cuando uno desea estudiar solo una de
las partes del sistema A + B. Muchas veces resulta imposible estudiar el sistema completo
ya que una de las partes puede estar fuera de nuestro control y por lo tanto debemos trazar
sobre sus variables. Se suele decir que cuando uno toma la traza parcial (para estudiar una
de las partes) que el sistema se abre, ya que la dindmica deja de ser unitaria y por lo tanto

no puede ser descripta en el marco de sistemas cuanticos cerrados.

2.2.4. Medicién y Observacién

Otros mapas que resultan de gran interés son los denominados mapas probabilisticos y
que estan relacionados con el proceso de medicién. Estos mapas estan dados por el postulado
de medicién. Concretamente postulamos que de una medicion A, cuyos n valores posibles ay,
estan asociados a n operadores Ay (que cumplen Y-, A7 A, = I), el estado del sistema luego
de medir y observar el resultado k esta dado por

AppAj

= — 2.21
o= (A 220



donde p es el estado previo a la medicién. La probabilidad de obtener el resultado k-ésimo

esta dada por py, = tr(Akp;).

La transformacién p — pi se llama seleccion y estd dada por el hecho de observar
el resultado de la medicién (el k—ésimo en este caso). Si medimos A y no observamos
(no seleccionamos) entonces el estado luego de medir es una combinacién convexa de los

resultados posibles
pa=> ppe = ArpA; (2.22)
i k

En una medicién proyectiva o de von Neumann, los operadores A son proyectores ortogo-

nales: Ay, = Py, PP; = 0;;P; parai,j =1...n.

Una caracteristica clave de las mediciones proyectivas es que son repetibles, es decir
que el estado luego de medir permanece invariante ante nuevas mediciones. Por otro lado,
la mayoria de las mediciones no son repetibles. En consecuencia, nos vemos obligados a
adoptar un esquema mas general que el anterior. Esto nos conduce a relajar la condicion de
ortogonalidad y utilizar operadores positivos E; (Positive Operator Value Measures, POVM)
definidos como cualquier particion de la identidad: Y, E; = I que a su vez satisfacen F; = E7,
E;>0,i=1,...n.

2.3. Evolucion de Sistemas Cuanticos

En esta seccion veremos las ecuaciones que rigen la evolucién de los sistemas cuanticos.
A tal fin, debemos hacer entre la distincion sistemas cerrados y abiertos. Comencemos con

la evolucién de los sistemas cerrados.

2.3.1. Sistemas Cerrados

El 4to postulado de la MC dice que la evolucién de un sistema estd dado por la ecuacién

de Schrodinger

i, (1)) = H 65(1)) (2.23)
entonces la evolucién de un estado p := 37, p; [¢;) (1], estd dada por
p(t) = Uplto)U* (1), U(t) = e~iHI/" (2.24)
o equivalentemente
ihdhplt) = [H, p(0)] <= Diplt) = Lp()], £ 2= —2[H, ] (2.25)

El operador L se lo conoce como el “operador de Liouville”, y si H es independiente del

tiempo, también lo es L. En este caso, se tiene que
p(t) = exp(L(t = to))p(to) (2.26)

Una vez conocida 2.25 para p(ty), el operador p(t) nos brinda toda la informacién nece-

saria sobre nuestro sistema. Dado un observable O, el valor medio del mismo esta dado por

(0)(t) = Tr(Op(t)).



2.3.2. Sistemas Cuanticos Abiertos

Habiendo discutido brevemente la evolucion de sistemas cerrados, pasamos a discutir la
nociéon de sistema abierto. El objetivo se reduce a describir la dinamica de un sistema S que
interactiia con otro sistema que llamaremos ambiente E. El espacio de Hilbert total esta dado
por el producto tensorial de los subespacios correspondientes, esto es H = Hs®@H . Sabemos
que sea cual sea la dindmica que gobierne a nuestro sistema S, tiene que ser descrita por un
mapa completamente positivo. Comencemos considerando el sistema total S + E, dado que
este es un sistema cerrado, la evolucion sera de la forma 2.24 y por lo tanto el sistema de
interés se obtiene trazando sobre F

p(t)s = tre[U(t)p(to)U*(t)] (2.27)
Debido a que el hamiltoniano total es de la forma
H=Hs®Ip+1Is® Hg + H; (2.28)

donde el H; es el hamiltoniano libre (i.e., sin interacciones) del sistema j (j = {S, E}), y
Hj es el hamiltoniano que describe la interaccién entre S'y E, el operador U(t) no factoriza
(i.e., U(t) # Us(t) @ Ug(t)). Por lo tanto los sistemas S y E intercambian constantemente

informacion.

Mapas Dinamicos

Dado nuestro sistema de interés, nos interesa reescribir 2.27 como un mapa dindmico que

actie en Hg y conecte los estados del sistema a distintos tiempos tg y t;:

Eto) : Ps(to) = ps(ty) (2.29)

Mapas Dinamicos Universales

Se llamard mapa dindmico universal (UDM) a un mapa dindmico independiente del
estado sobre el que actiia y que por lo tanto, describe una evolucion plausible para cualquier

estado pg.

El resultado que sigue es importante ya que las evoluciones que consideraremos cumplen

con las hipétesis de este teorema.

Teorema 2 Un mapa dindmico es un UDM si y solo si es inducido a partir de un sistema
extendido con condicion inicial p(ty) = ps(to) ® pe(te) donde pr(ty) es fijado para cada
ps(to)-

Los UDM tienen ademés la propiedad de ser lineales y completamente positivos [14].
Del teorema enunciado, podemos ver que si partimos de 2.24, para la evolucion del sistema
cerrado S + E, cuyo estado incial es de la forma p(0) = ps(0) ® pr(0), se tiene que el mapa

ps(t) = trulU(£)ps(0) ® pu(0)U* (£)] = Elps(0)] (2.30)
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es un UDM. Ahora bien, dado que a medida que el sistema global evoluciona, las partes que
lo constituyen interactiian entre si y se correlacionan, el estado p(t) deja de ser un estado
producto. Esto nos dice que el mapa que conecta el estado del sistema S a los tiempos t y

t' > t, no serd mas un UDM.
Teorema 3 Un UDM &y, .,y puede ser invertido por otro UDM si y solo si E, 4,y unitario.

Este teorema nos dice que solo las dinamicas unitarias pueden ser invertidas. Sabemos que
una vez que trazamos sobre las variables del ambiente, el sistema se abre y su dinamica deja
de ser unitaria, por lo tanto, no existirda un UDM que invierta la evolucién. Esto significa

que abrir el sistema tiene como consecuencia una evolucion irreversible.

El teorema 2 nos dice que solo los sistemas que cuyas partes no se correlacionan conforme
pasa el tiempo tendran una dinamica descrita por un UDM. Podemos preguntarnos que clase

de sistemas fisicos satisface esta condicion.

Sistemas Markovianos

Los procesos Markovianos se caracterizan por no tener memoria, es decir que su dinamica
no se ve afectada por su historia previa. Un ejemplo de esta clase de procesos, y de interés
para este trabajo, son los llamados flips en las moléculas de agua que conforman el oxalato
de potasio mono-hidratado (POMH). Este es un ejemplo de sal hidratada. Estos flips en
el POMH no representan otra cosa que el intercambio en la posicién entre los atomos de

hidrégeno que componen las moléculas de agua y ocurren de forma aleatoria a una tasa de
Wp=10%"1a T =295K [12].

La pregunta que surge es la de como describir la dindmica de dichos sistemas. Sabemos

que dicha dinamica estara dada por un UDM, pero ;qué forma tiene dicho UDM?

Bajo la hipdtesis de markovianicidad y acople débil con un bafio térmico (i.e., p(t) =
ps(t)®pg Vt) , se puede demostrar que la evolucion de un sistema S, acoplado a un ambiente
E, esté dada por [15]

d 1 [
Ps) =~ | trelHi(t), [Hi(t =), p(t)]]dt (2.31)
Realizando lo que en Optica cuantica se conoce como rotating wave approximation, que

permite descartar términos oscilatorios, se llega a que

jtps(t) = —;[HLS, ps(H)] + Dlps(t)] = L]ps(t)] (2.32)
Hps = Zﬁ Sap(w)Ag(w)As,  Dlps(t)] = Zﬂ Yo,8(w) {A@(w)psAZ;(w) - ;{AZ(mAm ps}

(2.33)
donde el operador H;g es hermitico y se lo conoce como corrimiento Lamb?. Este término

representa la parte unitaria de la evolucién. Por otro lado, el operador D[] es un término

3Los operadores A, s(w), al igual que los coeficientes v, 5(w), se definen en [17]
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disipativo y por lo tanto se lo llama disipador. La ecuacion 2.32 recibe el nombre de ecuacién

maestra cudntica.

Ahora bien, Kossakowski et. al [16] demostraron que para un sistema de n niveles, un
operador L[], es el generador de un semigrupo dindmico completamente positivo si y solo si
tiene la forma 2.32. Esta afirmacién viene a responder la pregunta ;qué forma tiene el UDM

que describe esta clase de sistemas?

Una pregunta importante es jcuando podemos aplicar la 2.317 Para responder esto defi-
nimos el tiempo de correlacion 7z como una medida del tiempo durante el cual, en promedio,
algin recuerdo de la interaccion entre los sistemas S y E es retenida por E. Para tiempos
mayores a T el ambiente E olvida todo tipo de interacciéon con S, manifestandose como
la integral a infinito en 2.31. Entonces la aplicacién de esta ecuacion solo es valida cuando
investigamos sistemas en una escala de tiempo mayor a 7. Es decir que si cualquier cambio
apreciable en S toma un tiempo mucho mayor a 7z, entonces se puede usar la 2.31 para
estudiar su dinamica. Volviendo a la POHM, dado que el tiempo de correlacion 7g es igual
a 1/2Wr =~ 107%s y su dindmica se estudia en una escala de tiempo de milisegundos [12],
resulta legitimo usar el enfoque markoviano presentado. De hecho, es este el marco tedrico

el utilizado para estudiar la dindmica de la POHM rumbo al equilibrio termodinamico.

Decoherencia Cuantica Adiabatica

La decoherencia cuantica es el mecanismo por el cual las coherencias de la matriz densidad
reducida se anulan con el tiempo en la base de autovectores del hamiltoniano de interaccion.
Este proceso es adiabatico en el sentido de que no hay transferencia de energia entre el sistema
de interés y el ambiente al cual se encuentra acoplado. Esto se puede expresar considerando
el hamiltoniano total

H=Hs®Ip+1s® Hp+ H;

y notando que la condicién de adiabaticidad se escribe como [Hg, H] = 0. Dado que
[Hg, Hg] = 0, la condicién que estamos discutiendo se resume a [Hg, H] = 0. De esta

forma el operador de evolucion total factoriza de la siguiente manera
U(t) = et = gmitsto—ilHp+Ht h=1 (2.34)
con lo cual
ps(t) = trpleHste oD po(0) @ pp(0)e st HI] = € [pg] (2.35)

recordemos que para que el mapa 2.35 sea un UDM, el estado inicial debe ser un estado
producto. Siguiendo [18] se llega a que los elementos de matriz del operador densidad reducido

ps, en la base que diagonaliza al hamiltoniano de interaccién, estan dados por
P (t) = Pl P (£) (2.36)

donde la funcion I',,,,, (t) := In(|P,m(t))| < 0, se conoce como la funcion de decoherencia. Para

n = m se tiene ¥, (t) = 1, con lo cual los elementos diagonales no evolucionan conforme pasa
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el tiempo. Las funciones I',,,,,(¢) dependen, en general, fuertemente de la interaccién entre el
ambiente y el sistema, de los diversos parametros del modelo microscopico subyacente y del
estado inicial. En muchos sistemas fisicos, la dindmica irreversible inducida por la interaccién
sistema-ambiente conduce a decaimiento de la funcién de decoherencia dando como resultado

la desaparicion de las coherencias.

2.4. Cuasiequilibrio Termodinamico

En esta seccion se dara una breve introduccion a los conceptos de “cuasi-equilibrio” y
“temperatura de espin”, cuyos origenes se remontan a las décadas del 50-60 y cuya justi-
ficaciéon es puramente experimental. Esta hipdtesis surge como una necesidad para describir
distintos fenémenos de la RMN en sélidos que no podian ser explicados con las teorias ya

establecidas en ese entonces [19].

2.4.1. Sistema de espines en campos altos

Para introducir la idea de temperatura de espin, consideremos un sistema de espines 1/2
inmersos en un campo magnético H y acoplados a un bafo térmico que por razones histéricas

se suele denominar “la red”. Llamemos p4 a las poblaciones asociadas a los 2 niveles Zeeman.

Estas satisfacen la relacion p, + p_ =1y ademas, en equilibrio térmico, se tiene:
P+ Yhid
— =e —_— 2.37
2o (1) (2.37)

donde v es la constante giro-magnética de los espines, k es la constante de Boltzmann y
T es la temperatura de la red. Ahora bien, sabemos que podemos perturbar este equilibrio
mediante diversos mecanismos. La hipotesis de temperatura de espin consiste en suponer
que incluso fuera del equilibrio termodindmico, y en una escala de tiempo mucho menor* a
Ti, es posible asignarle a nuestro sistema una temperatura Ts diferente a la de la red y la

cual esta definida por medio de la relacion

p+ YhH
LA 2.
o exp < T ) (2.38)

Esto es equivalente a decir que el sistema, en una escala de tiempo t < 17, alcanza un estado
de cuasi-equilibrio dado por
Devasi < € /KT (2.39)

Entonces el efecto de la interaccion espin-red seria la de igualar la temperatura Tg a la de
la red T

4El tiempo caracteristico T} es el tiempo necesario para que el sistema alcance el equilibrio térmico
debido a su interaccion con la red. Por otro lado, definimos 75 vagamente como el tiempo caracteristico de
decaimiento de la sefial de RMN en sélidos. Un orden de magnitud tipico de 75 es 100us, mientras que 13

puede variar desde fracciones de segundos hasta horas o dias inclusive [19]
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La idea detrés de 2.38 (y de 2.39) es que el estado del sistema de espines fuera del equilibrio
y a campo alto, puede ser descripto totalmente asignando poblaciones a sus niveles Zeeman
individuales. Esto implica que la matriz densidad del sistema debe ser diagonal en la base
del hamiltoniano. Sin embargo, es posible crear situaciones en las que la matriz densidad no
es diagonal. Después de un pulso de 90°, por ejemplo, se tiene una magnetizacion normal
al campo estatico, la cual esta asociada a los elementos fuera de la diagonal de la matriz
densidad. Esta magnetizacion y los correspondientes elementos fuera de la diagonal decaen a
cero en un tiempo del orden de 75, el “tiempo de relajacion” espin-espin. Es entonces después
de haber esperado un tiempo mayor a 75 que podemos hablar de una temperatura de espin.
La posibilidad de definir una temperatura de espin distinta a la de la red esta restringida
a sistemas que satisfacen T, < Tj. Esta condicién se verifica para los solidos, donde las
interacciones espin-espin entre los nicleos son muchos mas intensas que la interacciéon con
la red. Para tiempos t mayores a T5 pero menores a 77 podemos hablar de una temperatura

de espin distinta a la de la red.

Observaciéon: Se deberia notar que debido al fuerte acople que existe entre los espines
que componen un s6lido, las componentes S° = m._; no son buenos niimeros cudnticos y un
enfoque correcto de este problema es uno colectivo, donde toda la muestra es tratada como un
unico sistema de espines. Es decir, que pensar en espines individuales y asociarles poblaciones
a sus niveles energia, no es la idea mas correcta al momento de encarar al problema en
cuestion. Sin embargo, y a costa de cierto rigor, es todavia posible; en situaciones donde el
campo externo es mucho mayor al campo local, usar esta imagen de espines individuales con
niveles de energia bien definidos, entre los cuales la interaccién dipolar induce transiciones
a una cierta tasa W. La interaccién dipolar® entre dos espines puede en principio inducir
varios tipos de transiciones entre los distintos niveles de energia, llamamos flips o flip-flop
a estas transiciones. Las distintas transiciones que se pueden dar son: flips de un solo espin,
flips de los dos espines en la misma direccién y flips opuestos de los espines. Debido a que
estas transiciones deben conservar la energia Zeeman®, solo los flips en direcciones opuestas

tendran una probabilidad no despreciable.

Mecanismos Para Alcanzar una Temperatura de Espin a Campos Altos.

A campo alto se supone que el mecanismo para alcanzar una temperatura de espin
distinta de la red son los flips inducidos por las interacciones espin- espin, los cuales, debido
a que los niveles son equidistantes, conservan la energia Zeeman y ocurren durante un tiempo
W=t ~ T,, mucho més corto que T}. Entonces, a campo alto, podemos decir que el sistema

de espines (con s arbitrario), gracias a los flip-flops, alcanza en un tiempo 75 < T} un estado

®Cuando hablamos de las transiciones generadas por el hamiltoniano dipolar Hp, nos referimos solamente
a aquellas que se corresponden con la parte secular de Hp que se define como la parte que conmuta con el

hamiltoniano Zeeman.
6Esto se debe a que los tiempos en los que se estudian las transiciones generadas por la parte secular

del hamiltoniano dipolar, son mucho menores a T, con lo cual la interaccién espin red es despreciable y el

proceso es a energia constante.
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de cuasiequilibrio descrito por una distribucién de Boltzmann para sus poblaciones, esto es

Pm yhH
_ 2.4
exp ( KT ) (2.40)

Esta idea ha sido verificada por primera vez experimentalmente irradiando nicleos de Na??
y CI3 en cristales de NaCl con ondas ultrasénicas para luego estudiar el comportamiento
de la magnetizacion. Los resultados obtenidos coincidieron muy bien con las predicciones

hechas por la hipétesis de temperatura de espin [20].

Temperaturas Negativas

Una cualidad interesante de los sistemas de espines es que las poblaciones pueden ser
invertidas, siendo los niveles de mayor energia los més poblados. Esto puede llevarse a cabo,
por ejemplo, aplicando un pulso de 180° que invierte la magnetizacion, haciéndola antipa-
ralela con el campo externo. Los flip-flops se encargan de establecer una distribucién de
Boltzmann para las poblaciones, pero con el cociente p,,/pm,_1 invertido. Esto, de acuerdo
con 2.40, le atribuye al sistema una temperatura de espin T negativa. Las temperaturas
negativas resultan ser mas “calientes” que las positivas ya que es necesario entregar energia
al sistema para alcanzarlas. Notese que la posibilidad de alcanzar este tipo de temperaturas
se debe a que los hamiltonianos de estos sistemas son acotados y por lo tanto una cantidad

finita de energia es necesaria para invertir las poblaciones.

Entonces, se puede concluir que el uso de una temperatura de espin, positiva o nega-
tiva, para describir sistemas de espines a campos altos resulté ser un lenguaje conveniente
que explicaba de forma satisfactorias varios fenémenos y que contaba con un mecanismo
para establecer dicha temperatura (los flip-flops). Sin embargo, extendiendo el concepto de
temperatura de espin a campos bajos, emergen nuevas ideas fisicas para nada triviales que

conducen a predicciones definidas y cuantitativas.

2.4.2. Sistema de espines en campos bajos

El primer indicio que sugirié hablar de una temperatura de espin aun a campo bajo viene
de experimentos realizados con espines de Li” en muestras de fluoruro de litio [21]. El tiempo
de relajacién T era razonablemente largo a campo alto (alrededor de 5 minutos). Se observé
que, cuando se removia al cristal del campo y se lo restauraba al cabo de unos segundos,
la magnetizacién de Li7 era solamente un poco més chica que la magnetizacién original. El
mismo experimento fue llevado a cabo pero empezando con una magnetizacion opuesta al
campo, esto es una temperatura negativa de los espines nucleares [22]. Remover el cristal
del iman y luego reinsertarlo no solo restaurd la magnetizacion inicial sino también su orien-
tacion antiparalela con el campo. Este resultado fue dificil de entender en ese entonces ya
que se esperaba que a campo nulo las interacciones espin-espin condujeran a una destrucciéon
total de la magnetizacién. Los argumentos para predecir una magnetizacién nula eran los

siguientes: Estaba bien establecido que las tinicas transiciones posibles eran aquellas que no
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cambiaban la energia del sistema. A campo alto estas transiciones no son otra cosa que los
flip flops. Sin embargo, a campo nulo no hay interacciéon Zeeman, entonces pareceria que
todas los transiciones inducidas por el hamiltoniano dipolar tomarian lugar, llevarian a un
estado de desorden total, y por lo tanto a una rapida destruccién de la magnetizacion en un
tiempo del orden de T5. En lugar de eso se encontrd que la magnetizacion decaia como una
funcion dependiente del tiempo que la muestra permanecia fuera del iman. Estos argumentos
estaban mal tal como lo probaron los experimentos y la comprension del comportamiento de
los sistemas de espines en campos bajos se llevo a cabo usando la hipdtesis de temperatura
de espin. Se asumi6 que el sistema podia alcanzar en un tiempo del orden de 75 un estado
de cuasiequilibrio caracterizado por una distribucién de Boltzmann incluso a campo bajo,
donde la energia es mayormente dipolar. El pasaje por los campos alto, bajo y el retorno
al campo alto se corresponde con una demagnetizacion y remagnetizacion adiabatica; esto
es, un proceso reversible a entropia constante. En términos de esta temperatura de espin
concluimos que, como resultado de la demagnetizacién adiabatica, a campo bajo la tempe-
ratura del sistema es menor a la de la red y su energia es menor a la de equilibrio. El error
en el argumento inicial fue el suponer que las transiciones espin-espin a campo nulo podrian
conducir a un desorden en el sistema sin intercambiar energia con la red. La destruccion del
orden existente aumentaria la entropia del sistema y esto iria acompanado de un intercambio
de energia, lo cual contradice el hecho de que en una escala de tiempo mucho menor 77, no

hay transferencia de energia.

La suposicion de que un sistema de espines es capaz de alcanzar un estado de cuasiequili-
brio atin a campos bajos se demostr6 experimentalmente [23]. La idea detras del experimento
es que el sistema puede ser caracterizado por una temperatura que no depende de cémo se
haya alcanzado y que debe ser la misma tanto si el sistema se enfrié a través de una de-
magnetizacion adiabatica o por contacto térmico con un bafio frio. En este experimento un
cristal de fluoruro de litio fue enfriado a las temperaturas del helio liquido a campo nulo y
después introducido en un iman. Lo que se observd, en un tiempo mucho menor a 77, fue una
magnetizacion comparable en magnitud con aquella correspondiente al equilibrio térmico a

temperatura ambiente.

Discusion de la Hipo6tesis de Temperatura de Espin

La hipdtesis de temperatura de espin puede ser establecida como sigue: Un sistema aislado
de la red y bajo la influencia de las interacciones espin-espin alcanza un estado de equilibrio
interno tal que las probabilidades de encontrar al sistema en cualquiera de sus niveles de
energia estd dada por una distribucién de Boltzmann o exp(—FE;/kTs) y esta distribucion

define la temperatura de espin.

Basicamente lo que la hipétesis de temperatura de espin nos dice es que estos sistemas
se comportan igual que cuando se encuentran en equilibrio termodinamico. Uno podria
preguntarse por qué es esto valido ya que, por ejemplo, los estados de equilibrio son aquellos
de méxima entropia y por lo tanto estariamos diciendo que estos estados también lo son.

Hasta el momento no hay una teoria que prediga tales estados y por lo tanto, solo podemos
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decir que experimentalmente esto es algo que ocurre y que explica de forma satisfactoria los

fenémenos observados.

En el limite de altas temperaturas se puede aproximar la exponencial de Boltzmann por

su desarrollo de Taylor a orden 1, es decir

uasi — € s) ~ = ([ — ) , Zoo =tr(/ 2.41
La mayoria de los experimentos se llevan a cabo en condiciones de “altas temperaturas” ya
que %’ < 1 para temperaturas tan bajas como 7' =1 K.

Cuasiequilibrio en Presencia de Varias Constantes de Movimiento.

Una de la hipétesis hechas al momento de aceptar como valido el concepto de cuasi-
equilibrio es que la energia total del sistema es la tinica constante de movimiento’. Sin
embargo, hay casos donde en una escala de tiempo limitada (t < T5) varios observables
permanecen constantes, estos observables se conocen como cuasi-invariantes. Un ejemplo de
cuasi-invariante es la parte secular del hamiltoniano dipolar, que debido a que conmuta con
el término Zeeman, conmuta con el hamiltoniano total®. En particular, para el cristal de
CakF,, se ve es que los estados puede ser preparados de forma tal que su operador densidad,
al cabo de un tiempo T) < ¢t < T7, se escribe como [24]

1 ( 7 Hy Hp )

Pquasi = 7 (242)

donde Hz y Hp son los hamiltonianos Zeeman y dipolar respectivamente. T, y Tp repre-
sentan temperaturas asociadas a cada energia. Entonces, la idea, en este ejemplo, es pensar
a los términos Zeeman y dipolar como reservorios que pueden intercambiar calor entre si.
Usando 2.42 podemos interpretar el comportamiento de los espines en el experimento de
demagnetizacion adiabatica como sigue: Cuando el campo es alto, la temperatura del re-
servorio dipolar es practicamente infinita, de modo que la parte Zeeman es la relevante. A
medida que el campo baja, el reservorio dipolar comienza a entregar calor al Zeeman y este se
enfria mientras el Zeeman se calienta. A campo nulo, la temperatura del reservorio Zeeman
es infinita y lo inico que hay es la contribucién dipolar. Usando esta imagen de resorvorios
podemos pensar que el orden que habia debido a la interacciéon con el campo se transfiere
al reservorio dipolar y que después regresa al Zeeman cuando el campo es alto nuevamente
de manera que el proceso es a entropia constante. Esta idea de asignarle temperaturas a las
distintas constantes de movimiento ha sido estudiada en experimentos de relajacion utilizan-
do la secuencia de Jeener-Brokaert en una sal hidratdada CaSO4H2O (Gypsum) [25]. Estas
ideas fueron corroboradas y explicadas detalladamente mediante experimentos en el oxala-
to de potasio monohidratado (POHM) [12] en los que se logré describir la dindmica de los
tres cuasi-invariantes dipolar: dipolar intra-par, dipolar inter-par y diferencia de poblaciones

triplete-singlete.

"Esto es asi porque se esta pensando en un ensamble microcanénico.
8 Ac4 estamos considerando sistemas cuyos hamiltonianos estdn compuesto por el Zeeman y el término

dipolar intrapar solamente
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Cuasiequilibrio y Decoherencia

Se ha hecho énfasis en que hasta el dia de hoy, no hay una teoria aceptada por la comu-
nidad de RMN que prediga los estados de cuasiequilibrio. Sin embargo, trabajos recientes
sugieren que el mecanismo por el cual se arriba al cuasiequilibrio es provisto por la deco-
herencia adiabatica debida a la interaccién con un ambiente [9],[11]. En la seccién anterior
presentamos la decoherencia y senalamos que, debido a la interaccién con el ambiente, al
cabo de un tiempo 7, conocido como tiempo de decoherencia, el operador densidad adopta
una forma diagonal en la base del hamiltoniano de interaccién (i.e., la base preferida). Esto

nos dice que al cabo de un tiempo ¢ > 7, el operador densidad se escribe como

ps = /i/ (I + zkj 5k0k> (2.43)

donde el conjunto {Oy} es tal que [ps, H;] = 0y por lo tanto ps es diagonal en la base del

hamiltoniano de interacciéon H;.

La idea detras de la conexion entre la decoherencia y el cuasiequilibrio surge debido a que
cuando se trabaja a campo alto, todas las interacciones pueden ser secularizadas, es decir,
que solo se retienen las partes que conmutan con el término dominante. Consideremos® el
caso en el que se tiene interaccion Zeeman, dipolar intrapar y dipolar interpar de forma que
IHy|| > ||HE || > | HE ||, entonces solo retenemos la parte de H2). que conmuta con

Hy y solo nos quedamos con la parte de H,;(Tgl,, que conmuta con Hy y con Hi(gla. Debido
a dicha secularizacion, todas las partes del hamiltoniano conmutan entre si y por lo tanto
con el hamiltoniano total. Se tiene entonces que la base preferida diagonaliza a todos estos

operadores y podemos usarlos para construir una base completa de observables, con lo cual
1 (s)
ps =77 |1+ > o H;Y + B0, (2.44)

donde Hi(s) representan las distintas interacciones entre los espines. Estas podrian ser en
principio la interaccién dipolar intrapar e interpar, etc y por supuesto la interaccion Zee-
man. Los O; son los operadores que se necesitan para completar la base de observables. Los
coeficientes «; = tr(psH;) y fi := tr(ps0O;), son identificados como las temperaturas de
espin mencionadas previamente. Por lo tanto, la idea de la decoherencia como mecanismo
para arribar al cuasiequilibrio a campo alto resulta razonable. Ademaés, esta idea permite
dejar de lado toda la interpretacién termodinamica detras de los estados de cuasi-equilibrio
y esto es importante ya que, por ejemplo, para cristales liquidos no se justifican expresiones
que asumen un limite termodindamico debido a que tales sistemas de espines cuentan con
pocos grados de libertad. Es para esta clase de sistemas es donde el papel de la decoherecia
para describir dinamicas correspondientes a escalas de tiempo mucho mas tempranas que la
relajacién se torna més evidente [9], [26].

9En general, si se tiene un conjunto {F;} de operadores y || F};|| < ||F;|| Vi # j, entonces la secularizacién

de Fj se hacer respecto a todo el conjunto {F;};z;.
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2.5. Elementos de Informacion Cuantica

2.5.1. Definiciones Basicas

En este capitulo nos iremos adentrando més en los temas de interés para el desarrollo
de este trabajo. Para tal fin, comenzaremos dando algunas definiciones basicas que seran

utilizadas posteriormente.

Definicién: Para un estado cudntico p, se define la entropia de Von Neumann como
sigue
S(p) = —tr(plogy p) (2.45)

donde el logaritmo del operador densidad p se define a través de sus autovalores \; y sus
autovectores |i) de la siguiente manera: log, p := > ;logy A; |¢) (i|. Con esta definicion la

entropia puede ser escrita como
S(p) =—>_ Ailogy \; (2.46)

donde por definicién se tiene 0log, 0 = 0.
La entropia de Von Neumann es la version cudntica de la entropia de Shannon.

Definicién: Para una una variable aleatoria y discreta X, la cual puede tomar valores

x con una cierta probabilidad p,, se define la entropia de Shannon de la siguiente manera
H(X) =~ p.log,p, (2.47)

La idea basica detras de la definicion de la entropia de Shannon es que el “valor de la infor-
macién” de un mensaje, depende de qué “tan sorprendente” es el contenido de dicho mensaje.
Si un evento es muy probable, entonces no hay sorpresa alguna cuando ese evento ocurre.
Por otro lado, cuando un evento es poco probable, entonces resulta mayor la informacion

que se extrae al saber que dicho evento ocurrié u ocurrira.

La sorpresa de un evento F, es una funciéon que decrece a medida que la probabilidad
p(E) del evento crece y estd definida como: I(E) := —log,(p(E)). Vemos asi que la entropia
de Shannon es el valor medio de la sorpresa. También se la puede interpretar como una
medida de la incertidumbre que guarda una variable aleatoria X, ya que a medida que la

sorpresa aumenta los eventos se hacen menos probables, i.e., aumenta la incertidumbre.

Esta interpretacion se puede extender al caso cudntico de forma sencilla. Los estados
puros son eventos con una probabilidad de ocurrencia del'® 100 %, por lo tanto se tiene
S(|¢) (¢]) = 0. Por otro lado, cuando el espacio de Hilbert es de dimension d, los estados de
méxima incertidumbre (o méxima sorpresa) estan representados por estados maximamente

mixtos, i.e., ppr = I/d, donde [ es la identidad d xd y cuya entropia es igual a S(pyr) = log, d.

10Para ver esto recordemos que para un estado puro el operador densidad resulta ser un proyector. Por
lo tanto, se tiene un autovalor igual a 1 y los restantes son todos cero. Usando la convencién 0log0 = 0, se

tiene S(jw) (]) = 0 V[¢) € H.
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Cuando se consideran dos sistemas A y B, la entropia de Von Neumann puede ser uti-
lizada para definir la informacién mutua entre las partes'!. Si el operador densidad del
sistema AB es pap v los estados marginales son ps = trg(pag) v p = tra(pas), la infor-

macién mutua se define como

I(pag) = S(pa) + S(pB) — S(pan); S(pas) = —tr(paplogs pan) (2.48)

La cantidad 2.48 se interpreta como una medida de qué tan correlacionados estan los sistemas
Ay B. Cuando los sistemas son independientes, se tiene pap = pa ® pp vy por lo tanto la
informacion mutua resulta cero, es decir que los sistemas no estan correlacionados. Siempre
que pap # pa® pp, la informacién mutua serd distinta de cero y por lo tanto dara cuenta de
la correlacion que existe entre A y B. Esto sugiere pensar a la informacién mutua como una
medida de todas la correlaciones (tanto cldsicas como cudnticas) existentes entre las partes

involucradas. En efecto, esta es la interpretacion estandar que se la a esta cantidad.

Otra cantidad que resultard de gran interés es la entropia condicional, cuya definicién

clasica es la siguiente.

Definicion: Dadas dos variables aleatorias X e Y con distribuciones de probabilidad

p(z), p(y), p(z,y), la entropia condicional se define como

HOYIX) = = Sl ) loga 580 = = 3 ploploaptyle), - pole) = 2 240

y representa la cantidad de informacion que se necesita para describir el resultado y de la

variable aleatoria Y dado que el valor x de la variable X es conocido.

Otra forma de entender a la entropia condicional es como sigue: supongamos que se
tienen dos variables aleatorias X e Y con una distribuciéon de probabilidad conjunta p,.,),
la entropia asociada con esta distribucion es H(X,Y) = =3, p(z,y)log, p(z,y), y esta
mide la incertidumbre que se tiene asociada a p(X,Y’). Debido a que existe algin grado
de correlacion entre X e Y se tiene que la incertidumbre en X se reduce en una cantidad
H(X,Y). Lo mismo ocurre para Y, la entropia condicional H(X|Y) (o H(Y|X)) representa

la reduccion en la entropifa de X (Y), es decir
HY|X)=H(Y)-H(X,Y), H(X|Y)=H(X)-H(X,Y) (2.50)

La igualdad 2.50 se conoce como regla de la cadena y relaciona a la entropia conjunta (i.e.,

H(X,Y)) con la entropia condicional.

Antes de extender la entropia condicional al caso cudntico, veamos una propiedad ca-
racteristica de la informacién mutua cldsica. Al igual que su versién cuantica, esta se define

CcOo1mo

I(X,Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y) (2.51)

y usando 2.50 se obtiene

I(X,Y) = H(Y) — H(Y|X) (2.52)

HTa entropia de Shannon también se utiliza para tal fin. Debe quedar claro que todas las definiciones que

se daran son una extensién al caso cudntico de todas las ya existentes para el caso clasico.
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Brevemente senalaremos que en el caso cuantico las ecuaciones 2.51 y 2.52, no representan
la misma cantidad y es esta discrepancia la piedra angular en la definicion del discord

cuantico.

2.5.2. Discord Cuantico

Historicamente el discord cuantico ha sido la primera medida de correlaciones cuanticas
mas alld del entrelazamiento [27]. Su definicién se basa en el hecho de que la informacién
mutua clasica admite dos expresiones equivalentes (2.51, 2.52). Sin embargo, y como ya se
habia mencionado, no es este el caso cuando el sistema es cuantico. El analogo cuantico de
2.51 es inmediato y esta dado por 2.48. La generalizacion de 2.52, por otro lado, no resulta
tan trivial. Supongamos que se tiene un sistema cudntico compuesto A + B descripto por
un operador densidad pap, la meta es encontrar una expresién para la entropia condicional
S(A|B) (6 S(BJA)). La dificultad se pone de manifiesto cuando vemos que para calcular
S(A|B) es necesario conocer el estado de A dado que conocemos el de B. Ahora jqué significa
conocer a B en este contexto? Sabemos que para caracterizar un sistema cuantico, este debe
ser sometido a una serie de mediciones. Entonces el célculo de S(A|B) implicard realizar un
conjunto de mediciones sobre B. Notemos que esto no estd muy alejado de la idea clasica que
se tiene de la entropia condicional; la idea detras de la misma es reducir la incertidumbre que
se tiene respecto al sistema A + B. Al tratar con sistemas fisicos, cualquier reduccién en la
entropia o cualquier incremento de conocimiento se ganara midiendo. Volviendo al calculo de
S(A|B), nos enfocaremos en mediciones perfectas, proyectivas o de Von Neumann'? aplicadas
a B, este tipo de mediciones esta representada por proyectores ortonormales de rango 1.
Denotamos al conjunto de tales mediciones como {HEB)} donde el subindice j distingue los

distintos valores que se pueden obtener.

El estado de A, después de aplicar al sistema total el conjunto de mediciones {HEB)} y

observar j-ésimo valor, es (Seccién 2.2.4)

n® 1% pyp11? trp (1157 p 4Tl
PAB — p(gf : = pA|H(B) B( . (gAB N ) (253)
tr(I;™" pap) tr(I;™ pap)

La entropia S(p A‘H(B)) representa la incertidumbre asociada a A luego de que el valor j-ésimo
i

en B, ha sido observado. Entonces, las entropias S(p A|H<B)) pesadas con las probabilidades

p; dan como resultado la entropia condicional de A dado ]que se aplicé un conjunto completo

de mediciones sobre B.

S(ANIY) = > 035 (0 ) (2.54)

Este resultado nos permite generalizar de forma inmediata 2.52 como sigue

J(A, B) g, = S(pa) = SAHIL™Y) (2.55)

12 Aunque el analisis que sigue se puede extender utilizando los (POVM) Positive Operator Value Measure.

Recordemos que estos se definen como un conjuto {F;} de operadores no negativos tales que j E; =1
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La cantidad J(A, B)
{HE-B)} en B.

N representa la informacién ganada sobre A debido a la medicion
j

Discord Cudntico
Con todas estas definiciones, podemos dar la definicién del discord cuantico.

Como ya se ha dicho en varias ocasiones, las expresiones 2.48 y 2.55 para la informacion
mutua resultan no ser equivalentes cuando nos encontramos en el escenario cuantico. El
discord cuantico se define, de forma preliminar, como la diferencia entre estas dos expresiones,
es decir:

5(A,B), = I(A,B) - J(A,B),

H;B)} : Hg_B)}
= S(pa) — S(pag) + S(A{I})

Algunos comentarios: Una de las primeras cosas que notamos de la definicién 2.56 es una

(2.56)

asimetria respecto al intercambio A <— B, esto es de esperarse ya que los conjuntos de
mediciones que se pueden aplicar sobre B no necesariamente son los mismos que se podrian

aplicar sobre A.

Otra cosa que vemos es que el discord, tal y como esta definido en 2.56, depende de
{HE»B)}. Un dltimo paso para dar la definicién definitiva del discord cuédntico es tomar el

minimo de 2.56 sobre todos los conjuntos {H§-B)}, esto es

Q(A, B) : = min [I(A,B) — J(A, B)

e N
™y / ! ” (257)
— S(pa) = Slpa) + mingyem, SATL?)
Propiedades
© 0(A, B) ymy > 0 v{I11"} = Q(4,B) >0

e Q(A, B) es invariante ante transformaciones unitarias locales. Esto quiere decir que un

estado pap v otro pap = U} @ UgpapUas ® Up tienen el mismo discord.

e Los estados de la forma
A N
pac = > pipt” © i) (i (2.58)

llamados estados cuédnticos-clasicos (QC), donde {]i)} es un conjunto de vectores ortonor-

males en Hp, se caracterizan por tener discord nulo [27].

La no negatividad del discord implica que la informaciéon que se podra obtener de A
debido a las mediciones efectuadas en B, nunca serd mayor a la informacién mutua 2.48. La
invariancia ante transformaciones unitarias locales, es una propiedad que toda medida de
correlaciones debe cumplir. Este requerimiento tiene sentido ya que los resultados obtenidos
no pueden depender, por ejemplo, de la base en la que se escribe el operador densidad. Esta
propiedad ademas resulta ventajosa al momento de calcular el discord ya que para una clase
limitada de estados existe una expresion analitica del mismo. Los estados X 2.15 y Bell
diagonales 2.14 gozan de una expresion analitica del discord. Por lo tanto, si se tiene un
estado unitariamente equivalente a cualquiera de estos dos estados, entonces el discord se

puede obtener analiticamente.

22



Interpretaciéon del Discord

A menudo se suele dar una interpretacion operativa a las medidas de correlaciones cuan-
ticas. Es decir que una cantidad se puede definir como aquella necesaria para realizar una
cierta tarea. Un ejemplo popular puede ser el de la teleportacion cuantica, la cual necesita
del entrelazamiento para llevarse a cabo, entonces podriamos definir al entrelazamiento como
esa cualidad cudntica necesaria para realizar esta tarea. Varias medidas del entrelazamiento
gozan de este tipo de definiciones. El discord, por su lado, puede ser definido como una
medida de la maxima informacién que se puede obtener del sistema A perturbando lo menos

posible al sistema B [2].

En base a esta definicion podemos decir que mientras mayor sea el discord, mayor sera
la perturbacion generada en B y menor sera la informacion que obtendremos de A. Esto se
debe a que al medir B destruimos el estado original y con él, mucha de la informacién que
se tenia previamente. Basicamente el discord representa un tira y afloje entre la informacién

que se puede obtener sobre A y la perturbacién que se puede generar en B debido a esto.

Aspecto clasico de las correlaciones

Una pregunta que nos podemos hacer es si existen estados que nos permitan obtener
informacion sobre A sin perturbar B. Esta pregunta se puede reformular como sigue: ; existen
estados con discord nulo? La respuesta es, como hemos visto, afirmativa y estos son los
estados cudnticos-clasicos 2.58. La idea intuitiva detras de la definiciéon de estados cudnticos-
clasicos es la que sigue: en mecanica clasica medir sobre un sistema no afecta el estado
del mismo, entonces ahora supongamos que se aplica el siguiente conjunto de mediciones
{11, = |3) (i| )} al estado 2.58 jcudl es estado que resulta después de aplicar este conjunto?
Dado que 2.58 esta construido con los proyectores I1;, se tiene que el estado resultante es
el mismo. Por lo tanto, para los estados cudntico-clasico, existe un conjunto de mediciones
tales que su aplicaciéon no modifica el estado inicial. Se podria decir entonces que los estados

con discord nulo son aquellos insensibles ante algin proceso de medicion.

Sabemos que los estados de la forma 2.58 tienen discord nulo, entonces nos preguntamos
ison los tinicos con esta propiedad? La respuesta es si [2]

Q(A,B) = 0 <= pap = _pipi" @ i) (i|” (2.59)

donde {]i)®} es un conjunto ortonormal de B.

Este punto marca una diferencia entre el discord y el entrelazamiento cuantico, el cual
se anula para estados separables.

Recordemos que un estado es separable si y solo si admite la siguiente descomposicién
psep = D_pi las) (ai| @ [bi) (bi (2.60)

donde |a;) y |b;) son vectores en Hu y Hp.
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Notemos que estos estados en general no tienen que ser QC y por lo tanto tienen discord

no nulo.

Durante mucho tiempo separabilidad era sinénimo de “clasicidad”, es decir que un estado
separable no gozaba de atributos cuanticos. El discord vino de alguna manera a romper con
esa creencia y a mostrar que sistemas descriptos por estados separables son sensibles ante
el proceso de medicién. Desde el punto de vista operativo, el discord resulta ser un recurso
necesario para realizar ciertas tareas que no necesitan del entrelazamiento para ser llevadas
a cabo [28].

Otra clase de estados con discord nulo son los clésico-clasico (CC) que se definen como
pec =Y pili) (1Y @ 15) (1 (2.61)
ij

y a diferencia de los QC, tienen discord nulo en ambas direcciones, es decir que D(A, B) =

D(B, A) = 0. Nétese que estos estados son un caso particular de los QC.

Una interpretacion méas concreta, pero no necesariamente acertada, que se le puede dar
al discord, surge de definir al minimo de 2.55 sobre todas las posibles mediciones como
una medida de todas las correlaciones clasicas entre A y B [3]. Esta definicién, junto con
la interpretacion de la informacion mutua como medida de todas las correlaciones, sugiere

interpretar al discord como una medida de todas las correlaciones cuanticas entre A y B.

C(A, B) = méx ), J(A, B) o, = Q(A, B) = I(A, B) — C(A, B) (2.62)

{§™y {1y

Esta interpretacion tiene sus fallas ya que parte de la premisa de que las correlaciones se
pueden separar en parte clasica y cuantica, lo que si bien parece razonable, no tiene por qué
ocurrir. Otro punto en contra de esta interpretacion es la asimetria debido al intercambio de
particulas. Una verdadera medida de todas las correlaciones cudnticas entre dos sistemas A
y B no deberia presentar esta caracteristica. Sin embargo, y con el objetivo de utilizar una
notaciéon mas compacta, haremos uso de las definiciones 2.62 para las correlaciones clasicas

y el discord cuantico.

Proceso de Optimizacion

Como se ha visto, por definiciéon el calculo del discord involucra encontrar el conjunto
de mediciones {IIg} que minimiza la entropia condicional S(A|B). Encontrar este conjunto
puede ser dificil y es por eso que solo se cuenta con expresiones analiticas del discord para
estados de Bell diagonales [29] y estados X [30]. En particular, para estados de dos qubits
generales, el proceso de minimizaciéon involucra la resolucién de dos ecuaciones trascenden-
tales que solo pueden ser resueltas numéricamente [31]. En el siguiente capitulo proponemos

un método alternativo al presentado en [30] para minimizar S(A|B).
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Capitulo 3

Pares de Espines 1/2

En este capitulo nos proponemos analizar la forma y la dinamica de los estados cuyo

discord vamos a calcular en los regimenes de decoherencia y relajacion.

Comenzamos describiendo el sistema fisico cuyo discord queremos calcular. Tal sistema es
un par representativo que forma parte de todo un ensamble de pares de espines. Los espines
que forman cada par interacttian dipolarmente, mientras que se desprecia la interaccion entre
los pares. A su vez, los pares se encuentran acoplados a la red. Este sistema modela de forma
muy simplificada al oxalato de potasio mono-hidratado CoK2Oy % HoO o POHM (Potassium
Oxalate Monohydrate) ya que desde el punto de vista del RMN de 'H, puede ser considerado
como un sistema de pares de espines débilmente interactuantes. Esto se basa en las siguientes

caracteristicas:

e 1 POHM cristaliza con estructura monoclinica. La celda unidad tiene cuatro moléculas
y al ser monohidratado, también hay cuatro moléculas de agua por celda que ademés son

magnéticamente equivalentes (todos los ejes H-H son paralelos)

e Las frecuencias de resonancia de los ntcleos de K, C y O son suficientemente lejanas de
la frecuencia de resonancia del H, como para que cualquier espectrémetro sintonizado a la
frecuencia del H interactué solo con el sistema de hidrégenos. Por esta razén consideramos

que un cristal de POHM es un arreglo ordenado de hidrégenos.

e El acople dipolar entre los protones del agua de hidratacion es mucho méas intenso que
entre el H de una molécula y el H de la primer molécula vecina. La relaciéon de distancias

3

es 3,6:1, y como el acople dipolar va como r~°, es adecuado adoptar una imagen de espines

acoplados en pares que interactiian débilmente con otros pares.

Decimos que el sistema de interés modela de forma muy simplificada al POHM debido
a que se ignora la interaccion entre los pares, que si bien es pequena frente a la interacciéon

intrapar, no es nula.
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3.1. Decoherencia

En lo que respecta a la decoherencia, las vibraciones de la red generan una fluctuacion
en la distancia entre los espines que componen cada par y por lo tanto fluctuaciones en la
energia dipolar intrapar. Estas vibraciones se representan a través del formalismo de fonones
y son las causantes de una dinamica irreversible y las responsables de la desaparicion de las
coherencias en una escala de tiempo mucho menor a 77, es decir que el proceso no involucra

un intercambio de energfa con la red [11].

La preparacion del estado inicial se logra a través de la secuencia de Jeener-Broekaert
[24]. Esta consiste en un pulso de 7/2 alrededor del eje y, seguida de una evolucién libre
gobernada por el hamiltoniano dipolar un tiempo 7 y finalmente de un pulso de 7 /4 alrededor

del eje x.

Entonces se parte del operador densidad correspondiente al equilibrio termodindmico con

un bano térmico y en presencia de un campo magnético B = BZ.
Peq = eXP(_Bwoh]z)/Za Z = Tr(exp(—ﬁwohlz)), I, = I;EA) + ],EB) (31)
En el régimen de altas temperaturas se tiene

1
Peq = Z—(I — Bwohl,), Zs =Tr(I)=4 (3.2)

o0

La identidad permanece inalterada durante la secuencia de Jeener y por lo tanto se trabajara
con el término Zeeman solamente. La aplicacién de un pulso en 7/2 alrededor del eje y da

como resultado

Uy(ﬁ/Q)IZU;(W/Q) =1, (3.3)
con lo cual .
Uy (7/2)peaUg (7/2) = (1 = foohL,) (3.4)

Ahora consideramos la evolucién libre gobernada por la interacciéon dipolar, la cual tiene
lugar durante un intervalo de tiempo 7. Usando el operador de evolucion U(7) = e tHpT/h

se llega a que

U(T)Uy(m/2) peqU, (m/2)U(T) = Zl(f — BwohlU (1) L.U(7)), (3.5)

oo

U(r) LU (1) = I, cos(wpT) + i(Ta1 + To—1) sin(wpT) (3.6)

UM Uy(1/2)pegUyy (/2)U(7) = p(T) = Zl(f—ﬁcugh[[x cos(wpT)+i(To 1415 1) sin(wpT)])
- (3.7)
Ahora solo resta aplicar el pulso de 7 /4.
0(0) :=Uy(n/4)p(T)Us(7w/4) = Zl(f — BwohUy (7 /4) [, cos(wpT) + i(Toq + 1o 1) sin(wpT)|U; (7/4))

o0

— (1 = BuohlL, cos(wpr) + sin(wpr)Us(m/4)i(Tor + To._1)U*(x/4)])

Zoo
(3.8)
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. . 1 3
Ux(ﬂ'/4)l(T2’1 + T27,1)Uz (7'('/4) = §<T2,2 + T2’72) + \g_TQ’(] (39)

N‘H

— 0(0) = (I — Bwoh []1, cos(wpT) + sin(wpT) (;(TQ,Q +T5_5) + \ég 2,0)1)

1 V2-1 V241

= — | I — Bwoh |cos(wpT) (% + 0%) + sin(wpT ot — ool + V20507
1 (7= o feostnm)(o 4 05) + sinepr) (22t — 2ot + Voo

(3.10)

Los tensores Ts 41, Too y 1o 42 se definen en [12] como sigue
. 1 z _*1 +1 2~ . Z -z = =
T27:|:1 = :l:23/2(0-1:0—3 +UA OB) TQ,O = %(3O—AO—B_O—(A)'O_(B)) (311)
T5 40 = iajag ot = o% +ioY

El estado 3.10 representa la preparacion de nuestro sistema, el cual sufrira los efectos de la
decoherencia. Es decir que experimentalmente se prepara este estado y luego se observa la

dindmica inducida por el acople con el bafio de fonones.
Antes de seguir con nuestro analisis, hacemos las distincién entre dos tipos de preparacion:

1) La secuencia “astuta” que consiste en elegir 7 tal que Twp = /2, con lo cual, se tiene

que

Uastuta(o) = Z (I — /BWOFL (\/§O'AO'B — 70’%0’% + \/§O'A0'B>> (312)

2) La secuencia no astuta que se reduce a la ecuacién 3.10 con 7 arbitrario.

Evolucién de los elementos de matriz de 3.10

La evolucion, en el régimen de decoherencia, de los elementos de matriz de 3.10, esta
dada por [10], [11]:

T (t) = 0(0) e on = Hn)t o= =rn)t/m? (3.13)
con
Ki=1— ‘1, 1>
=-2—11,0
gy =4 2 1,0 (3.14)

kg =1—11,-1)
kg =0 —10,0)
donde 7, es el tiempo de decoherencia y x; son proporcionales a los autovalores del hamilto-

niano dipolar intrapar Hp, el cual es proporcional al tensor 75 .

Estos elementos estan escritos en la base acoplada, la cual diagonaliza al hamiltoniano

dipolar Hp (i.e., la base preferida, (ver seccion 2.3.2)).

Consideremos la evolucién de estos elementos para el caso en que se aplica la secuencia

astuta. El estado resultante, en término de los tensores 75 ,, estd dado por

1 1 V3
Uastuta(t) = Uastuta(o) = 7 (I - 50)0h <2(T2,2 + T2,—2) + 7 2,0)) (315)
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El tensor 15 es diagonal en la base suma, mientras que las matrices correspondientes a 15 19

estan dadas por:

10 0 0 0010 0000
1 lo2 0 o 0000 0000
Tzi 7zﬁ: 77_1_: 316
76100 =1 0 2710 0 0 0 2711 00 0 (3.16)
00 0 0 0000 0000

Resulta claro que Ty o< Hp no evolucionara en este régimen ya que conmuta con el hamil-
toniano de interaccién [11]. Por otro lado, los tensores T5 4o, tampoco son afectados por la

evolucion 3.13 de manera que permaneceran invariantes.

Por lo tanto, para la secuencia astuta, se tiene que el estado no evoluciona. También
vemos que este estado es un estado de Bell diagonal 2.16, con lo cual se cuenta con una

expresion analitica del discord [29].

1 \/§ —1 T _x \/§ +1 z =z
Oastuta(t) = 2 (I — Buwoh <\/§O'AO'B — 70%0% + \/EO'AO'B>> (3.17)

Consideramos ahora la secuencia no astuta, es decir

7(0) = 1 (1 — Buwoh lcos(wm)(o—jg + o) + sin(wpT) <\/§UAO-B - Taia}’g + \/EajaZB)D

4
(3.18)

y su evolucion, calculada en la seccion A.1, esta dada por

1
o(t) =~ [I — Bwoh {COS(wDT)6_9t2/T)2" cos(Bwpt) (0% + %) — e /7% cos(wpT) sin(Bwpt) (aY 0% + 050%)

4

2—-1 241
+sin(wpT) (%Jiag - \/:/—_gaiajyg + \/50202) H

(3.19)
Usando una transformacion unitaria es posible llevar este estado a la forma normal de Bloch
2.13 (Seccién A.1)
1
U'o()U = plt) = {1+ a(D) (o5 + o5) + Mo op)l. k=wy.2  (3.20)

con
V2 -1
V2

241 11 2
V2 sin(wDT)j:\/W_ in?

Ay, = PBuwoh (23/2 g sin (wpT) + e~ 8/7% cos?(wpT) sin2(3th))

Az = —SBwoh sin(wpt),  a(t) = —Bwohicos(wp)e /™% cos(3wpt) (3.21)

(3.22)

La 3.20 no es otra cosa que un estado X 2.14, el cual, también cuenta con una expresion

analitica para su discord (Seccion A.1), [30].

Notemos que a tiempos largos la 3.19 tiende a la 3.12. Sin embargo, si se considerara la

interaccién inter-par, suponemos que el limite a tiempos largos estaria dado por

tlir& O'(t) = Z1 <I — \ggﬁthTZ()) = Z1 ([ — BDHD) (323)
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Es decir que al agregar esta interaccion, los tensores 15 4o desaparecerian. El operador
densidad 3.23 corresponde a lo que se denomina estado dipolar intrapar, donde Sp = 1/(kTp)
es la “nueva temperatura” debido al “enfriamiento” causado por la secuencia de JB. Cuan-
ticamente, podriamos decir que el valor de expectacion de la energia dipolar que teniamos
en el equilibrio se ve incrementado en la razén 5/, (notar que los valores de expectacion

son proporcionales a las 3; en cada caso)

3.2. Relajaciéon

Ahora nos enfocamos en el régimen de relajacion y presentamos el estado cuyo discord
estudiaremos. A diferencia de la decoherencia, el proceso en cuestion (i.e., la relajacion)

involucra un intercambio de energia.

La dindmica del POHM rumbo al equilibrio termodindmico ya ha sido estudiada en detalle
[12]. El mecanismo para que el sistema alcance el equilibrio termodindmico es provisto por
el intercambio en las posiciones de los atomos de hidrégeno que componen las moléculas de
agua [12] (ver figura 3.2). El intercambio entre estas posiciones generan una fluctuacién de

la energia interpar induciendo asi una dinamica irreversible hacia el equilibrio.

o, o,
-
o, o,

Figura 3.1: Intercambio de los protones H; y Hs debido a los flips aleatorios de las moléculas

de agua alrededor de sus dos ejes.

En la secciéon anterior mencionamos que al tener en cuenta la interaccién interpar, el
estado que resultaria luego de que la decoherencia tome lugar estd dado por el limite 3.23.
En términos de una temperatura de espin se podria concluir que debido a la decoherencia
el sistema alcanza un estado de cuasiequilibrio caracterizado por una temperatura dipolar
(seccion 2.4.2). En [12] se parte de la premisa de que al cabo de un tiempo suficientemente

largo (T» < t < T}) el sistema alcanza un estado de cuasiequilibrio dado por

1 intra intra inter inter
Pcuasi ™~ T([ - )\ZHZ - >‘(D ! )HE) tra) - )‘(D ! )H(D ter) - )\oANo) (324)

(o ¢]
y se estudia su evoluciéon rumbo al equilibrio. Los términos en 3.24 representan la interac-
cién Zeeman, dipolar intra e inter-par, mientras que el ultimo miembro ANy, es un cuasi-

invariante cuyo origen se debe exclusivamente a la interaccién espin-red [25]. Los coeficientes
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A; son proporcionales a las inversas de las temperaturas de espin asociada a cada cuasi-
invariante [ver subseccién 2.4.2]. Si pensamos en términos de la decoherencia, sabemos que
al cabo de un tiempo t > T,, el operador densidad sera diagonal en la base del hamiltoniano
de interaccién. Dado que siempre se trabaja a campo alto, las interacciones dipolar intra
e inter-par! son secularizadas y por lo tanto conmutan entre si y consecuentemente con el

hamiltoniano total. Es claro entonces que un estado de la forma

1 A . A .
p= 7(] . )\ZHZ . /\(Dzntra)Hgntra) o /\gnter)Hl(;nter)) (325)

serd diagonal en la base preferida. Estos operadores en particular tienen traza nula y son or-
togonales respecto al producto interno (A, B) := tr(AB*) [12]. Notemos ademads que el valor
de expectacion de cada uno de estos operadores permanece constante durante la decoheren-
cia?, es por esto que se los llama cuasi-invariantes. Ahora bien, en principio nos estarfan
faltando operadores en 3.25 ya que estamos trabajando con matrices 4 x 4, y por lo tanto se
necesitan de 15 operadores més la identidad para describir completamente cualquier estado.
Jeener et al. [25] demostraron experimentalmente la existencia de un cuarto cuasi-invariante,
que sumado a los 3 ya mencionados, describe completamente el estado del sistema a tra-
vés de 3.24 una vez que se alcanza el cuasi-equilibrio. Tal cuasi-invariante estd dado por
ANy := = . 7B y su valor de expectacién (ANy) = Ng — ;qm“brw, da cuenta de la
desviacién del nimero de ocupaciéon del estado singlete respecto de su valor en equilibrio

térmico.

Habiendo justificado de forma resumida la forma 3.24 de la condicién inicial para este
régimen, pasamos a estudiar su evolucion hacia el equilibrio la cual se analiza, tal y como se
habia anticipado, a través del formalismo markoviano y la ecuacién 2.31 en principio debe
ser aplicada. Sin embargo, y debido a que puede resultar extremadamente dificil describir el
ambiente en términos de operadores, se utiliza un modelo semi-clasico, en el cual las variables
del ambiente se representan con funciones estocasticas que dependen del tiempo. La ecuacion

markoviana que se utiliza entonces esta dada por

5 [N, [ 0 p(0)]) (3.26)

donde H(t) = ¥, HY fi(t), con H son operadores actuando en el espacio del sistema de
interés, las f;(t) son funciones estocasticas que describen las variables del ambiente y (... )g

significa promedio sobre el ensamble.

El procedimiento consiste en primero definir?

Oy :=H,, Oy:=H}"" 0O3:=ANy, Os:=Hp"" ;) :=X(t)/tr(O?)/tr(I)
(3.27)

'Notemos que a lo largo de este trabajo final solo hemos considerado estas tres interacciones. Esto no
implica que sean las inicas que existen, sino méas bien que son las Uinicas relevantes al momento de estudiar
el POHM.

2Es decir que permanecen constantes a medida que se establece el cuasi-equilibrio (subseccién 2.4.2)

3Esto se hace para simplificar la notacién solamente.
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los coeficientes A;(t) se definen como Aj(t) 1= t7(peuasiO;) /tr(OF) = (O;)(t)/tr(O3) y son
las inversas de las temperaturas de espin asociadas a cada cuasi-invariante. Notemos que la
ecuacién 3.26 determina la evolucién de los valores medios (O;) y consecuentemente la de

los coeficientes A;.

Insertando 3.24 en 3.26, multiplicando a ambos miembros de la igualdad por O; y to-

mando traza, encontramos un sistema de ecuaciones acoplados para los coeficientes x;(t), es

decir
d<d0tj> = tr(PeasiOs) = ”(O?)Clj; = /OOO tr(O;([H (), [H(t — 1), peuasi()]]) zdt’)  (3.28)
o de forma méas compacta
;(t) = - Zl Spa(t)z4(t) (3.29)

Antes de seguir con el andalisis caben algunas aclaraciones. En primer lugar, el sistema de
ecuaciones 3.29 solo acopla a las funciones xo(t) vy x3(t) [12], de forma que las funciones
x1(t) v z4(t) evolucionan independientemente. Segundo, en este trabajo solo nos interesa
la evolucion del orden dipolar y por lo tanto la condicion inicial esta dada por 3,23. Esta
condicién inicial sumado al hecho de que las funciones z5(t) y x3(t) solo se acoplan entre si,
nos permite tomar z4(t) = 0 Vt. Por otro lado, el tiempo de relajacion, es decir el tiempo
necesario para que restablezca el orden Zeeman, es Ty = 300 s [12], en consecuencia, el
tiempo necesario para que la funcién x;(f) tome un valor apreciable respecto a x(t) y x3(t)
también serd igual a T7. Dado que z1(0) = 0, podemos suponer que durante la evolucién de

las funciones xo(t) y x3(t), se tiene z1(t) = 0.

Bajo las consideraciones hechas, la evolucion de 3.23 rumbo al equilibrio esta dada por:

plt) = - (I S ofaa(t)Tao - x3<t>ANo]) (3.30)

con
To(t) = 0,710 40,3¢7Ts | wa(t) = 0,46(e V1L — T By = hwo/kgT  (3.31)
donde 77, =202 ms y Ts = 22,4 ms.

1 T
t
0.8 x3(t B
0.6
0.4
0.2
0

-0.2

Tl
—0.6
-0.8

0 100 200 300 400 500

Figura 3.2: Funciones xs(t) vy x3(t).
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En la figura 3.2 observamos el comportamiento de los coeficientes Ap y Ay y por lo tanto
el de las inversas de las temperaturas Tp (dipolar) y Tj (singlete). Vemos que a t = 0 se
tiene Ty = oo, con lo cual el término ANy no aparece inicialmente y solo el término dipolar

es relevante y por lo tanto a t = 0 se tiene que el estado 3.30 coincide con el 3.23.

Notemos que el despreciar la contribucién Zeeman es legitimo ya que el tiempo caracté-
ristico de las funciones z(t) y x3(t) es T, = 202 ms, es decir 5 6rdenes de magnitud menor

que T aproximadamente.

Los operadores 15y y ANy en términos de las matrices de Pauli se escriben como

2 2

Tho = %(30f0§—5-5’) = —6(20f0§—0f0§—0%03), ANy = =56 = —(of05+0)0d+07i03)
(3.32)

Definimos 25

0
a(t) = —=uxs(t), b(t) = —Poxs(t 3.33
(t) 75 2(t), b(t) = —Poxs(t) (3.33)

con lo cual )

p(t) ==+ (a+b)oioy + (a+b)oio) + (b — 2a)o;03) (3.34)

4
Este es un estado de Bell diagonal que, como ya se ha mencionado, cuenta con una expresion

analitica del discord [29].
Entonces, los estados cuyo discord vamos a calcular son
1
Pdeco(t) = Z[I +a(t)(of + 0%) + M(t)oios + a(t)ohoh — A3(t)o%0%] Decoherencia

1
Pretaz(t) = 2 I+ (a+0b)ofos + (a+ b)oioy + (b— 2a)0i0]] Relajacion
(3.35)
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se muestra la dinamica del discord tanto en los regimenes de decoherencia

como de relajacion para los estados 3.35.

4.1. Decoherencia

Comenzamos para la decoherencia y dado que el estado es de la forma X aplicaremos lo

desarrollado en la seccion A.1
Los valores utilizados seran!
1
wo = 300MHz, T = 20°C — Buwoh = 7,8x1075,  7wp = %, ~ —397kHz,  wp = 95,5kHz
Tx
(4.1)

Los autovalores \; de la matriz de correlacién T' son

2+ 1 11 2
Ae = —127x1075 X\, .(t) =7,8%x107° (‘f; + \/ +6v2 + e 18(3,271)° sin2(286,5t)>

16
(4.2)

donde el tiempo estd medido en milisegundos.

Es hora de evaluar la entropia condicional en los supuestos extremos y para tal fin,

notamos que

S<A|B><§, §> = F(F(0) = 1 — 5 [(7(1) + 1) oga(7(t) + 1) + (1 — 7)) logy(1 — (1)) (43)
. ._ (1)
S(A|B)(r, {1 2 (s () logy (u (£)) + u_(8) 1og2u(t)]}, e = (1 + 1_a(t>)
, _ r-(1)
{ — = v+ ) log, vy (t) + v_(t) log, v_(t)]}, ve(t) == <1 + T a(t))
(4.4
donde
re(t) = Aa Tat)];  F(t) = \/a2(t) + A2(t) (4.5)

'En el experimento con el POMH se usa una frecuencia de 270 MHz [12].
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Figura 4.1: (Izquierda) Funciones r.(t) y 7(t). (Derecha) Entropia condicional como funcién

del tiempo valuada en los extremos.

En la figura 4.1 vemos los graficos correspondientes a S(A|B)(3, %) v S(A|B)(m, 5) (gra-

ficos de la derecha) e inferimos que

min{S(A[B)(t)} = f(7(1)) (4.6)

Tomando traza parcial sobre el subsistema B al estado pge(t) de la ecuacion 3.35,

obtenemos el operador densidad reducido

palt) = (1 +a(t)o) (1.7)

cuyo espectro esta dado por

spec(pa(t)) — {1 Lol } (48

y por lo tanto la entropia asociada es
1+ alt 14+ aft 1—a(t 1 —alt
S(palt)) = T2 o, (1) 10, (1= a0) (1.9
2 2 2 2
Finalmente, las correlaciones clasicas, definidas en la ecuacion 2.62, estan dadas por
1+ aft 1+ aft 1—alt 1—aft N
Clpmolt) = =5 g, (1 20) - L0200, (1220) ey ()

Para calcular el discord, debemos evaluar la informaciéon mutua. Dado que los operadores

densidad reducidos son iguales, tenemos que
Z(t) = 25(pa(t)) — S(paeco(t)) (4.11)
Q(t) = S(pa(t)) + f(F(t)) = S(paeco(t)) (4.12)

Ahora debemos hallar los autovalores de pgeco(t), para esto rotamos pgeco(t) en m/2 alrededor

del eje y, con lo cual en la base producto, se tiene que

L4 2a(t) + M 0 0 — (o +A)()
Uy o/ D012 =5 8 <A21—_A:1><t> N
—(A2 + A3)(1) 0 0 1—2a(t) + A
(4.13)
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donde U,(7/2) es una rotacién en 7/2 alrededor del eje y. Los autovalores de este nuevo
estado son

L, V([da2() + (A2 + A3)2(1)

0 — 4 ) 1 4
== (A= A3)(2) /e — L= A1+ (A= A3)(%)
= . Uy =

4 4

Recordando que operadores unitariamente equivalentes tienen los mismos autovalores, tene-

P V([da2(t) + (Aa + Aa)2(t)

ly

(4.14)

mos que

S(paeeo(t) = = 3 £ 0gs (1) (4.15)

Reemplazando en 4.15 en 4.11 obtenemos la informacién en funcién del tiempo (figura 4.2).

1.9e — 10 : : : ‘

1.8 — 10

1.7¢ — 10

1.6e — 10

1.5e — 10

1.4e — 10

1.3e—10

1.2e — 10 ‘ : : :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

t[ms]
Figura 4.2: Evolucion de la informacién mutual y de las correlaciones clasicas.

Reemplazando 4.15 y 4.9 en 4.12, obtenemos que el discord Q(t), tiene la forma graficada
en la figura 4.3

2.4e — 11 1 1 1 ‘
o) ———

2.2¢ — 11 , ]
2 — 11 | f

1.8¢ — 11

1.6e — 11

1.4e — 11 |

1.2¢ — 11 ‘ ‘ ‘ ‘

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

t[ms]

Figura 4.3: Discord Cuantico.

35



En la figura 4.1 vemos la evolucion del discord en el régimen de decoherencia. Inmedia-
tamente observamos un minimo absoluto distinto de cero. También podemos contemplar el
comportamiento oscilatorio y amortiguado del mismo. Esto es un reflejo del comportamiento

de las coherencias que en efecto oscilan a medida que decaen.

Previamente habiamos senialado que para tiempos largos la 3.19 tiende a la 3.15.

1
J(t) t—_>>oo 1([ T aOf‘U% + bU%O’% + dO’IZL‘O%) = Oastuta (416)

con

—1 2+1
a = —Bwth sin(wpT), b:= ﬁwoh\/_i—i_ sin(wpt), d:= —ﬂﬁwohsin(wDT)

V2 V2

(4.17)
El estado en este régimen es de la forma 2.16 y la informacién mutua estd dada por
3
IT=2-— Z Ui logy Uy (4.18)
k=0
donde
1+b+d—a l4+a—-b+d l+a+b—-d l—a—b—d
e e
4 4 4
(4.19)

Estos autovalores se pueden obtener a través de un calculo directo o podemos tomar el
limite t — oo de la ecuacién 4.14. Cualquiera sea el camino que tomemos nos llevard al

mismo resultado.

Si volvemos a la ecuacién 4.5, veremos que 7(t) — b, con lo cual

Jim min{S(AIB)} () = lim f(7(t)) = /) (4.20)

Debido a que el estado en cuestién es maximamente mixto?, tenemos que las correlaciones

clasicas estan dadas por

1—b 1+b
C=1-f(b) = 5 log,(1 —b) + 5

log, (1 + b) (4.21)

por lo tanto

, 3 1-0 1+
tlgglo Q(p(t)) = Q0astuta) = 2_2 lr log, gk_? logy(1-b)— 9
k=0
(4.22)
Vemos entonces que el discord 4.12 tiende al limite que corresponde a tiempos grandes. En
otras palabras, nuestro resultado converge al presentado por Luo [29] para estados de Bell

diagonales.

Dado que el tema central este trabajo son los estados de Q-E con orden dipolar, es natural
preguntarse cuanto vale el discord para el estado 3.23. Recordando lo visto en el capitulo
anterior podemos reescribir este estado en términos de las matrices de Pauli, esto es

_ L[, Bhwy

2Es decir que tra(pas) = tre(pas) = 1/2.

(20405 — o0 — o%o%) (4.23)
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Este es un estado de Bell diagonal con discord igual a
Q(pp) =~ 4,38 x 10 ''bits (4.24)

Esto en principio marca una diferencia con los estados de equilibrio en RMN a campos altos
donde se tiene que la interaccion Zeeman es la dominante y todas las demas pueden ser vistas
como perturbaciones. Por lo tanto, el equilibrio termodinamico esté caracterizado solo por

el orden Zeeman, es decir

pg = 30 = Benl) = 71 = Bhen(a + 7))
= (04 ) 10)4 01 @ 10} (0] + (1 = B 1)1 (1] @ 1) (1] +10)4 0] @ (1) (1] + 1) 1] @ [0} (0)

(4.25)

el cual es un estado CC y por lo tanto tiene discord nulo (ver ecuacién 2.61)

4.2. Relajaciéon

Habiendo descrito la evolucion del discord hacia lo que presumimos un estado causiequi-

librio, pasamos a estudiar su dinamica rumbo al equilibrio termodinamico.

p(t) = i

Este es un estado de Bell diagonal por lo que la entropia condicional estd dada por (ver

[I + (a+ b)oof + (a+ b)ohoh + (b — 2a)0%0F] (4.26)

apéndice A)
1+
2

1+r 1-—r 1—r
— log
2 2 2

S(A|B) = log (4.27)

donde

r= \/(b + a)?sin® 0 + (b — 2a)? cos? § (4.28)
Para encontrar las correlaciones clasicas se debe minimizar S(A|B) y dado que esta es una

funcion decreciente de r, solamente debemos maximizar r. Para encontrar dicho maximo,

estudiamos el cociente

2
b+ a
p= (4.29)
b—2a
Te — 11 — 0.25 : : ‘
bt) +a(t)? ——
611 R e — (b(t) + a(t))?/(b(0) — 20(t)> ——
0.2
5e — 11 \
de — 11 0.15 \
3e—11 0.1
2 — 11
0.05
le—11
0 S e S . —
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200
tims] t[ms]

Figura 4.4: Funciones (b(t)+a(t))? y (b(t) —2a(t))? (izquierda). Cociente P(t) 4.29 (derecha).
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En la figura 4.4 vemos que P(t) < 1 V¢, con lo cual
Tmax = 7(t) = [b(t) — 2a(t)] (4.30)

Las correlaciones cléasicas estan dadas por

1+ 1b(t) — 2a(t)]
2

1— |b(t) — 2a(?)]

L [blt) = 20(0)] 1= |b(t) — 2a(t)

Clt)y=1+ 5 5

log

log,
(4.31)

Hasta aca hemos calculado solamente las correlaciones clasicas. Ahora debemos calcular la

informaciéon mutua, la cual estd dada por

k
y donde autovalores los autovalores A\, de nuestro estado estdn dados por

(1=36(8),  Aalt) = = (14 b(t) — 2a(t)),  Ag(t) =

Ao(t) = 1

(14 b(t) + 4a(t))
(4.33)

Insertando 4.33 en 4.32, obtenemos la dependencia temporal de la informacién mutua y

NN
N

luego, haciendo la resta entre 4.32 y 4.31, obtenemos el tan deseado discord cuantico.

1.4e — 10 1
2} fp—
1.2e — 10 o) — |
C(t)
le—10 | : |
8e —11 ]
6e — 11 | X |
de — 11 | | ]
2¢ — 11 e ]
0 x x
0 50 100 150 200

Figura 4.5: Informaciéon mutua, correlaciones clasicas y discord cuantico.

En la figura 4.2 observamos el comportamiento del discord como funcién del tiempo para
este régimen. Encontramos que el mismo decrece de forma mondtona conforme pasa el tiempo
y atribuimos este comportamiento al cardcter markoviano que rige la evoluciéon del sistema.
En términos de una temperatura de espin, podriamos decir que el discord decae a cero debido
a que las temperaturas dipolar T y T} tienden a infinito. Esta interpretacion se basa en el
hecho de que en [8] se demostré que en equilibrio térmico el discord para un par de espines
con interacciéon dipolar, en el régimen de altas temperaturas, decae asintoticamente a cero
como el inverso del cuadrado de la temperatura, es decir @ =< 1/T2. También observamos

que el tiempo necesario para que el discord decaiga a cero es 100 ms aproximadamente. Esto
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nos dice que el sistema se dirige hacia el equilibrio con discord nulo. Es mas, vemos que una
vez que el orden Zeeman se restablece, el sistema ya no tiene discord. Esto en realidad es
algo esperable ya que el tiempo largo T}, (ver ecuacién 3.31) es mucho menor que 7j. Un
tiempo igual a 37, (necesario para que las funciones z5(t) y x3(t) decaigan a cero) sigue

siendo 3 ordenes de magnitud menor que 7.

En los trabajos [7], [32], [33] se estudia la dindmica del discord en el régimen de relajacién.
En particular en [7] se estudia un sistema de pares de espines 1/2, con acople J y desprecian
todo tipo de interaccién interpar. La evoluciéon del sistema también tiene un caracter marko-
viano y por lo tanto un decaimiento mono6tono del discord se observa para un tiempo t > t.
definido en [7]. Por otro lado, para tiempos menores a t., se obtiene un discord constante,
este fendmeno se conoce como congelamiento del discord cuantico, el cual para estados de
Bell diagonal 2.16, se presenta bajo la condicion |c1| > |cal, |cs] 0 |ea| > |ei], |es] v |es] # 0. En
nuestro caso tenemos ¢; = ¢y =a+by c3 =b— 2a y como hemos visto |c3| > |c1| = |ca| Vi,
por lo que este fendmeno no se observa. En cuanto a los valores del discord, en [7] obtienen
un valor maximo Q ~ 4 x 1071° bits y un tiempo de vida de aproximadamente 250 ms.
Cabe aclarar que la intensidad del campo utilizado es de 500 MHz y la temperatura es de
25 °C. En cambio, los valores utilizados en este trabajo final han sido de B = 300 MHz y
T = 20 °C, es decir a un campo menor y a una temperatura ligeramente menor y esto se ve
reflejado en discord menor. Por otro lado, el tiempo de vida del discord presentado acé es
150 ms menor al presentado en [7]. Cabe entonces preguntarse ja qué se debe el decaimiento
acelerado del discord en relacién al de [7]? Basandonos en lo discutido en [33] y en el hecho
de que el caracter bi-exponencial en el decaimiento del orden dipolar se debe a la presencia
del cuasi-invariante ANy, se sospecha que la presencia del singlete promueve una trasferencia
del discord entre el par hacia la red dando lugar al acelerado decaimiento observado. Es decir
que el discord existente entre los dos espines, se transforma en un discord entre cada espin
y la red. Esta idea se basa fuertemente en el hecho de que el acople con el singlete AN, se

debe exclusivamente a la interaccion espin-red.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo final hemos logrado estudiar la dinamica del discord cuantico para el
ejemplo més simple de sistemas de espines interactuantes: un sistema de pares de espines con
interaccion dipolar preparado en un estado de “orden dipolar” como los que se pueden acceder
experimentalmente. Dicho estudio se ha hecho en dos escalas de tiempo bien diferenciadas
arrojando resultados que ponen de manifiesto la naturaleza cuantica que rigen las evoluciones
en cada escala temporal. El trabajo combina las ideas provenientes de la RMN con la teoria
tras las correlaciones cuanticas. Esto ha implicado también revisar trabajos bibliograficos
escritos en épocas diferentes. Para llegar a calcular el discord en los estados y regimenes
propuestos se ha presentado un método alternativo al de la bibliografia para obtener los
minimos de la entropia relativa. Asimismo se ha debido sistematizar un método para expresar

los estados en su forma de Bloch a medida que evolucionan.

En término de recursos, se puede concluir que con un experimento sumamente sencillo
(secuencia de Jeener-Brokaert) y en condiciones més que accesibles (campo magnético de
300 MHz y T" = 20 °C) se puede crear un estado con discord cuyo valor es 7 ordenes
de magnitud mayor al de un estado con orden dipolar en equilibrio termodinamico y a

temperatura ambiente [8].

En lo que respecta al cuasi-equilibrio hemos observado la dinamica del discord a medida
que el cuasi-invariante dipolar se establece y se ha visto que tal estado posee discord no
nulo. Como se ha senalado previamente este no es el caso para el orden Zeeman el cual no
tiene discord. Con lo cual, un sistema descrito por un estado de cuasiequilibrio puede tener
atributos cuanticos que desaparecen a medida que se establece el equilibrio termodinamico.
Por lo tanto concluimos que hablar de cuasiequilibrio y equilibrio no es necesariamente lo

mismo.

Trabajo a Futuro

En este trabajo hemos despreciado la interaccion dipolar interpar en el régimen de de-
coherencia. Sin embargo, es de nuestro interés continuar con el estudio la decoherencia con-

templando tal interaccién. De esta forma se podra modelar de la manera mas realista posible
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la llegada al cuasi-equilibrio para el orden dipolar en sistemas como el considerado en este

trabajo.

En lo que respecta al régimen de relajacion, nos proponemos estudiar experimentalmente
la dinamica del discord para el estado 3.23. Para esto se mediran los elementos de la matriz
densidad a través del método de tomografia de la matriz densidad [7]. La idea detras de este
experimento es la de contrastar los resultados tedricos presentados en este trabajo y ver si
coinciden o no con los resultados experimentales. Esta seria una nueva forma de verificar
si la teorfa de relajacién desarrollada en [12] es correcta para describir este tipo de cuasi

invariante.

Los resultados obtenidos en este trabajo nos motivan a abandonar los modelos semi-
clasicos para describir la relajacién en sistemas de RMN y optar por un formalismo puramente
cuantico en donde las variables del ambiente sean descritas a través de operadores y no con

funciones estocasticas.
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Apéndice A

Forma de Bloch y Entropia

Condicional

Este apéndice tiene como intencién descomprimir un poco el cuerpo principal e incluir
los pasos para derivar la expresion de la entropia condicional para un sistema de dos qubits
general. Para tal fin vamos a seguir la idea presentada en [31] y comenzamos mostrando

como llevar a un estado arbitrario a su forma de Bloch considerando un estado de la forma
1 oL =,
p:Z(I+a-0A+b-UB+T 0 AT;.B) (A1)

Para llevar nuestro estado a la forma de Bloch, hacemos uso del siguiente teorema

Teorema 4 Sea T una matriz real m X n, entonces la descomposicion en valores singulares

existe y es una factorizacion de la forma
T=wDV"

donde V estd compuesta con los autovectores de TT" y las columnas de W son los autovec-
tores de TTT.

Con este resultado se tiene que

Z w; g dpv; p = Z T; jo; A) Z w; kdyv;j, ka 0 Z dy, O ,(gB) (A.2)
2,] 1,5,k
4 = Zwi7k0§A) = UU,(CA)U*; Zv] = (B)V* — deO(A Zd Ucr
(A.S)

p=UTRVIURV =

La ecuacion A.3 nos dice que existen transformaciones unitarias U y V asociadas a las

1 —
2 ( I“B) 4 aq.G4+F3.85+% de,(CA)a,iB)> (A4)
k

matrices ortonormales W y V' respectivamente. Es un ejercicio simple el demostrar que si

U = e7*%9/2 ¢ una rotacién en un dngulo a alrededor de un eje @ se tiene que

1
f=5I+d-3) = U'YU=(I+Ru(@)-5) (A.5)
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donde Ry, es la matriz de rotacion 3 x 3 asociada a U. Entonces podemos ver los vectores
@ (b) y @ (3) se conectan a través de la relacion

&= Ryd, = Ryb (A.6)
Entonces

1 -
p=U VUV = <I<AB> + (Ryd) - @Y + (Ryb) - 7P + Z dyot akE‘)) (A.7)

En la seccién 3.3 vimos que al pasar a la forma de Bloch, los coeficientes a(t), que serian la
componente x de los vectores de Bloch, no cambian y es debido a que la rotacion se efectia
a lo largo del eje x.

Ahora procedemos a calcular la entropia condicional S(A|B), recordemos que esta se
define como

() _ trp(IW @ H(B)ﬁ)

S(AIB) =3 peS(p 0, = Uk (k| U, k=0,1
(415) Z * o ™ en®y) k) (&

donde U es una rotacién arbitraria. Recordemos que al tratarse de un sistema de dos qu-
bits, solo dos proyectores ortogonales hacen falta para obtener un conjunto completo de
observables que actien en el subsistema B.

Los proyectores |k) (k| pueden escribirse en término de las matrices de Pauli

0) (0] = 5T +02), 1) (1] = (T — )

Haciendo uso de la ecuacién A.5 obtenemos que

1 1
My=5(I + RU)2-6), Th = (I~-R(U): 7)

donde R(U)Z, representa la rotacion asociada al operador U aplicada al versor Z.

IMeuiPp= ;I(A) ® (I + R(U)z-3P) i(ﬂA B4 ad-g@l® 419 eF.¢+dol” @ot?)
= ;ﬁ + ;[ﬂf‘) @ R(U)z2-dP) +a@.-dW @ RU)z-dP +IW @ (RU)z-3P)(F-7P)
+dyoM @ (RU)2 -3 P)al”)]
= ;p + ;[I(A) @RU):-dP +a.-édY e RU):- P

1 1 >
tra( @ 70) = 39z + 3 (RU)2 - 5+ du(RU)2)soy”
171 L. 1 . N
=5 [ +a- 7|+ (RU)z-F+ d(R(U)2)eo ™)
1 -
=7 (14 RU)z- I + @6 + dy(R(U)2)r0 |

po = tr(IW @ TP p) = 2(1 + p) = i =




Reemplazando R(U)%2 — —R(U)2Z, obtenemos Y

(A)
s _ L 7@ (m-_)roy :>)\i:1 14 =
Pro=s5 [ T, 179 1—p
Donde hemos definido las variables p = 3 - (R(U)2), [Mile = o & dp(R(U)2)k, re = |||
y /\Ojfl son los autovalores de ,5((]’4) y ﬁgA) respectivamente. Con todas estas definiciones, se

puede llegar, a través de un célculo muy simple, a que las entropias asociadas a ﬁ(()A) y ﬁgA)

estan dadas por

S =1- ; [(1 ! 1219) o8 (1 ' 17:19) ' (1 - 1219) o8 (1 - 17;:29)] A
S(pY) =1- ; l(l + f_p) log (1 + f_p) + (1 — ;_p) log (1 — ;_p)] (A.9)

Recordemos que la entropia de un estado p cualquiera estd dada por (ver seccién 2.3)

S(p) = 2_Ajlogy A (A.10)

donde los Aj, son lo autovectores de p.

Ahora bien, las variables p y r+ dependen de R(U )l%, este vector es de norma 1, con lo
cual
R(U)k = (cos ¢ sin 0, sin 0 sin ¢, cos 0) (A.11)

por lo que se tiene que

p = By cos ¢sinb + B, sinfsin ¢ + 3, cosd

(A.12)
ry = \/(ax + d, cos ¢sin0)? + (o, & dy, sin fsin )2 + (o, £ d, cos 0)?
Si nos restringimos al estado 3.20 de la seccion 3.2, encontramos que
d=f=(a(t)0,0), dp=A(t) (A.13)

por lo tanto

p(t) = a(t)cospsinf, ry = \/(oz(t) + X\, cos ¢sin )2 + (A, () sin @ sin ¢)2 4 (A, (¢) cos 6)?
(A.14)

Si consideramos el caso en el que a@ = b= 0, entonces tenemos un estado de Bell diagonal

y por lo tanto

p=0, ro=r_=r= \/()\x(t) cos ¢sin )2 + (A, (t) sinfsin @) + (X, (t) cosd)?  (A.15)

con lo cual . .
S(A|B)=1-— 5 (14+r)log(1+7r)— 5 (1—r)log(1—r) (A.16)

Esta es una funcién decreciente, por lo que para minimizarla se debe maximizar r, con lo

cual
1 1
max{S(A|B)} =1 - 5 (1 + 7Tmaz) log (1 + rimaz) — 5 (1 = Tmaz) 1og (1 — Tz (A.17)

con [29]
Tmaz :méx{|)‘x|>|)‘y|a|>‘Z|} (A.18)
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A.1. Extremos de la Entropia Condicional Para Esta-
dos X

En esta seccion se detallaran los pasos para llegar a 3.19 y el procedimiento para mi-
nimizar la entropia condicional. Cabe remarcar que para estados X ya se han investigado
dichos extremos y se ha indicado que pueden ser encontrados de forma analitica [30]. Aca
proponemos una forma més simple y clara de encontrar tales extremos. Ademads, y a dife-
rencia de [30], se dardn los puntos exactos donde estos extremos yacen y mostraremos que

si representan maximos o minimos, dependera del estado en cuestion.

Entonces, para llegar a 3.19 partimos de la 3.18

Ao (0) = 1 ([ — Bwoh [COS(WDT)(Ui + 0%) +sin(wpT) (ﬁ - 10;20% — V2t 10%0% - ﬁajaé)])

4 V2 V2

(A.19)
Como vimos anteriormente, los términos de coherencia dobles no evolucionan en el régimen
de decoherencia. Resta entonces analizar el término de polarizacién o% + o%. En la base

suma, se tiene

01 00
1 010
T Lot = A .20
0pT0p 010 0 ( )
0000
Con lo cual, y usando 3.13, tenemos que
0 e3wpt 0 0
673th 0 673th 0
o *|>O'$ t :€—9t2/7')2(
(o4 +op)(t) 0 et o 0
0 0 0 0
0100 0O 1 0 0
2/ 2 1 010 2/ 2 -1 0 -1 0
= ¢ /7% cos(3wpt +ie % /7x sin(3wpt
Sl P (8pt) 1 0 0
0000 0O 0 0 O
= ¢ %/7% (cos(3wpt) (0% + 0%) — V/2isin(3wpt)[Ta1 + Th_1])
(A.21)
_o4lop —iog) + (04 —io}))oh _ ohlop +iog) + (0f +ioh)og
Tgyl = 23/2 s T27_1 = — 23/2 (A22)
0 -1 0 0 0O 0 00
T _L 0 0 10 - _i 1 0 00
70210 0 oo PN V210 =1 0 0
0O 0 00 0O 0 00

= (04 +0op)(t) = e /% (cos(Bwpt) (% + oF) — sin(3wpt)[oY o + 050%]) (A.23)
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1
L Ao(t) = 2 {] — Bwoh {Cos(wDT)e_gtz/Tgf cos(3wpt) (0% + %) — e /™% cos(wpT) sin(3wpt) (6% 0% + o50%)

2-1 241
+ sin(wpT) <\/_\/§ 040 — \/:/%_ ool + \/5020%) H

(A.24)

Para para calcular el discord cuantico, debemos pasar este estado a su forma normal de
Bloch'. Para lograr esto tltimo, notemos que la matriz de correlacion T;; (ver ecuacion 2.12)
estd dada por

V2 -1

sin(wpT 0 0
\/5 ( D )
_ 241
T(t) Puwoh 0 _ V2+ sin(wpT) o973 cos(wpT) sin(3wpt)
0 —e /7% cos(wpT) sin(3wpt) V2sin(wpT)

(A.25)

con lo cual, nuestro estado puede ser reescrito como sigue

1 Ny
Ao(t) = [T+ a(t) (0% +05) + Ti(00V o] alt) = —Buwohcos(wpr)e /™ cos(3uwpt)
(A.26)

Para simplificar un poco el analisis, definimos el siguiente conjunto de funciones y constantes

V2-1 V2+1

a = —fwoh 7 sin(wpT) b := Bwoh 7 sin(wpT) (A.27)
c(t) == Puwohe /7% cos(wpt) sin(Bwpt)  d := —v/2Bwehsin(wpT)
a 0 0
Tt)=10 b c(t) (A.28)
0 c(t) d

Esta matriz es real y simétrica y por lo tanto es diagonalizable. Es facil ver que el vector
T

U = (1 0 O) , es un autovector a autovalor A\, = a. Ahora nos queda encontrar los

autovalores restantes, para esto escribimos el polinomio caracteristico P(\) := det(T(t)— \I)

PO\ = (a— N[0 —N(d—\) — )] =0 = 72— (b+d)A+bd — A(t) = 0

b+dt\/(b+d)? —A(bd— ()  b+d=E,/(b—d)2+4c(t)
a 2 - 2

V241 \/11+6\/§ ,
sin(wpT) + | —————

o2 3 sin®(wpT) + e 188/7% cos?(wpT) sin2(3th))

2+1 11 2
M. (t) = Bwoh (\/2_3; sin(wpt) — \/+6\/_ sin?(wpT) + e 8/7% cos?(wpT) sin2(3th))

At

= \(t) = Bwoh (

8
(A.29)
Los autovectores asociados se encuentran planteando la ecuacién
(T(t) — Ny 2(1)])T,,. =0 (A.30)

'En el apéndice A se muestra con mayor detalle como llevar un estado arbitrario a la forma de Bloch.
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de la cual obtenemos

V2+3 11+ 6v/2

— + 4e792/7% cos(wpT) sin(3wpt) — 2e79/7% cos(wpT) sin(3wpt)
i) =0, o = \/ﬁ - ¥
7 243 11+ 6+/2
\/%— +4 + 4e9/7% cos(wpT) sin(3wpt) + 2e7/7X cos(wpT) sin(3wpt)
= a(t)vég)
0,a(t),1
— g, = D) (A.31)
1+ a?(t)
243 11+ 6+/2
V2t +6v2 + 4e /7% cos(wpT) sin(3wpt)—2e /X cos(wpT) sin(3wpt)
v? = V2 4 s
243 11 +6+/2 2/ 2 . 2.2 .
v2+ — +6v2 + 4e /7% cos(wpT) sin(3wpt)+2e /™% cos(wpT) sin(3wpt
V2 4
0,b(t),1
— g = (00,1 (A.32)
1+ b(t)
Las matrices de rotacién asociadas son
1 0 0 1 0 0
R=10 v o®|, R =10 v o (A.33)
0 v o® 0 v® B
Az 0 0
“R'THR=10 X\(t) 0 (A.34)
0 0 A(t)

Ahora volvemos a la ecuacién A.26 y utilizamos la descomposicién espectral de T'(t).

Ao(t) = ]

1 I+at) (o +0of)+ > Al(t) Z R; kJA)RTkUB ]
= T+ a0 +08) + S MlD) Y Ruso Z (A.35)
= L+ a(0)(% + B) + S Nl)(Rer) - 5a(R12) - 6]

Invirtiendo las rotaciones R y R”, obtenemos finalmente

1
p(t) =Up@UpirAc(t) Up@Upgr = Z[

Nétese que el término de polarizacién no se vio afectado por la rotacion efectuada. Esto se

I+a(t)(oh+o5)+\e(t )UA)JJ(Bk)], k=xy,2 (A.36)

debe a que las rotaciones R y RT son alrededor del eje z.

Hemos logrado escribir nuestro estado en la forma normal de Bloch y para encontrar el
discord seguimos la idea presentada en [31] y desarrollada en el apéndice A que consiste en
estudiar los extremos de la entropia condicional. Para un sistema de dos qubits, la entropia
condicional S(A|B) esta dada por:

S(A|B) = poS(po) + p1S(p1) (A.37)
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(4, 1+p 1 Ty + +
=P 21 log (1 1— = Jlog(1-
PoS(pe ) = { 2 <+1+p> Og<+1+p>+< >0g< I+p/]
_ (A.38)
(A) 1—p 1 r_ r_ r_ r_
L SR N1 log (1 1— = Jlog|1-
i) =g (g s (o) (s el
(A.39)
p:=a(t)cosgsinb, ry:= \/(a(t) + A (t) cos ¢sin 6)2 + A2(t) sin® ¢ sin® 0 4 A2(t) cos? 6
(A.40)

donde las variables p y r+ se definen en el apéndice A.

Nuestro objetivo es minimizar S(A|B), asi que resulta natural estudiar la funcién en si

y sus derivadas respecto a los angulos 6 y ¢.

gz = —a(t)sin ¢sin 0, gz = «(t) cos ¢ cos 0 (A.41)
Ory  F2\ (1) singsinO(a(t) £ A (¢) cos ¢sinf) + \3(t) sin 2¢ sin? 0
_ (A.42)
8gz$ 2T:t
Ors  £2XM(t) cos ¢ cosB(a(t) £ Ai(t) cos psin ) + A3(t) sin® ¢ sin 20 — A3(t)? sin 20
00 N 2Ti
(A.43)

Ahora notamos que las variables p y . definidas en A.40, tienen las siguientes propiedades

de simetria

p(r—0,0+7m)=—p0,0), re(n—0,0+m)=r:(0,0) (A.44)
con lo cual
S(A|B)(r— 6,0+ m) = S(A|B)(0, ¢) (A.45)
re(0,0 7)) =r5(0,0), pl.¢oL£m)=—p(0,¢) = S(A|B)(0,¢+tm)=S(A|B)(0,)
(A.46)

Las ecuaciones A.45, A.46 y A.46 sugieren la existencia de extremos en los siguientes puntos

™ ™

(B0 80) = (5:7) 01,00 = (5.0), (Ba) = (5.27) (A.49)

La ecuacién A.45 representa una simetria de paridad, lo que sugiere restringir nuestra bus-
queda de extremos al ler y 2do octante, con lo cual los pares (61, ¢1) y (02, ¢2) resultan ser
redundantes.

Otra simetria que se encuentra es la siguiente
S(A|B)(=0,—¢) = S(A[B)(0, ¢) (A.49)
Esto sugiere que debe haber un extremo en el punto

(05, ¢3) = (0,0) (A.50)
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Usando las simetrias anteriores, encontramos otros extremos en

(947 ¢4) = (07 7T)’ (05a ¢5) = (07 27T>7 (967 ¢6) = (7T7 7T)’ (9% ¢7) = (71-7 0)7 (987 ¢8) = (7[-’ 27T)
(A51)

Para verificar que los pares (6y, ¢o) v (03, ¢3) anulan las derivadas respecto a 6 y ¢, solo
debemos evaluar dichas derivadas en la coordenadas aludidas. Es facil ver que en (6, ¢o)

anula las ecuaciones A.41, A.42 y A.43, con lo cual

dyS(A|B)(by, do) = daS(A|B)(bo, ¢o) = 0 (A.52)
Por otro lado
0 P IABalt)
p0.0)=0. 5F —o Gl T 00 < o)
¢ (0,0) (0,0) r

0S(A|B) _o, dS(A|B) _ 0S(A|B) — dyS(A|B) — d,S(A|B)
dp (0,0) o (0,0) or_ (0,0) (0,0) (0,0)
(A.53)

Debido a que S(A|B) es m—periddica respecto a ¢ y es una funcién continua, sabemos
s
que debe existir un extremos en el intervalo § = —, ¢ € (0,7) (Teorema de Rolle). Ahora

bien, el comportamiento sinusoidal de la entropia sugiere que dicho extremo se encuentra en

(0g, pg) = g, 72T> La verificacion de que tenemos un extremo en ese punto es inmediata.
™o\ ory ~F22M)alt) L (” 7r> _ /2 2
p<2a2)_07 a¢ (7-(—71—)_ 7: ) ri=Tt 272 - a(t)+)\2(t)

2°2
ory 0S(A|B) 0S(A|B) 0S(A|B)
wlny” Y o n T I
2°2 2°2 2°2 2°2
o dgS(A|B) =dsS(A|B) =0 (A.54)

(2) (33)

Aparentemente hemos encontrando todos los extremos que las simetrias revelan. Algo im-
portante a notar es que debido a que la entropia es invariante ante rotaciones, entonces el
analisis presentando vale para cualquier rotaciéon de A.36. En base a esto consideremos el
estado A.36 at = 0, esto es

1

711+ a(0)(0% +05) + Au(0)o o] (A.55)

p(0)

Se tiene entonces que

p=a(0)cospsing, ry= \/(oz(O) + X:(0))2 cos? ¢sin® 6 + A2(0) sin® ¢ sin® 6 + A2(0) cos 62
(A.56)

Insertando estos valores en A.38 y A.39 obtenemos
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32n
4 2n 0

Figura A.1: Grafico de la entropia relativa asociado al estado en A.55, en escala logaritmica.

En la figura A.1 podemos apreciar las simetrias de paridad y el comportamiento sinu-
soidal que se menciond. También vemos que los extremos se encuentran donde el analisis lo
indica, es decir en (6y, o) = (7/2,7), (03, ¢03) = (0,0) v (6g, d9) = (7/2,7/2). En este caso
particular encontramos un minimo absoluto en (g, ¢g), un minimo relativo en (63, ¢3) y un
méximo absoluto en (0, ¢g). Los demés extremos son, tal y como se menciond previamente,
consecuencia de la periodicidad de S(A|B). Algo sorprendente y que vale la pena destacar, es
que los puntos donde yacen los extremos de S(A|B) no dependen del tiempo. En el capitulo

4 veremos que el punto (g, ¢g) representa un minimo absoluto para todo ¢.
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