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Resumen

Las nanoestructuras formadas en semiconductores son de gran interés
tanto desde el punto de vista tecnolégico como desde el punto de vista de sus
propiedades fisicas béasicas. El confinamiento producido por la nanoestructura
altera la estructura de bandas del semiconductor y, correspondientemente, los
estados electronicos.

Dependiendo el fenémeno de interés a ser estudiado, los modelos utiliza-
dos para estudiar al mismo deben incluir la posibilidad de que la descripcion
del problema involucre varias bandas de niveles electrénicos. Esto es asi en
el estudio de los excitones, es decir, pares electron-hueco, cuyas propieda-
des fisicas en una muestra macroscopica (o bulk) puede modelarse mediante
una particula ubicada en la banda de conduccion (el electron) y otra ubi-
cada en la banda de valencia (el hueco). De esta forma, el agregado de un
punto cuantico semiconductor a una matriz semiconductora modifica ambas
bandas, pudiendo aparecer niveles de energia discretos permitidos cerca del
fondo de la banda de conducciéon y del tope de la banda de valencia. Un
exciton esta confinado en el punto cuantico cuando un electréon se aloja en
dichos niveles discretos cerca de la banda de conducciéon y un hueco se alo-
ja en los niveles discretos por encima de la banda de valencia. Se estudian
las propiedades espectrales de excitones confinados en puntos cuanticos de
Arseniuro de Galio en la aproximacion de masa efectiva de dos bandas.

El efecto del punto cuantico es modelado usando potenciales de confina-
miento para el electréon y el hueco, mientras que la la presencia de las dos
bandas de niveles de interés se ve reflejada en el uso de la 'masa efectiva’ de
cada particula en el Hamiltoniano del sistema. El Hamiltoniano resulta asi
una ecuacion ‘de Schrodinger’ para dos particulas con masas distintas y que
interactian mediante el potencial de Coulomb electrostatico de dos cargas
puntuales, sin condiciones de contorno. El potencial de confinamiento posee
simetria esférica.

Usando el método variacional de Rayleigh-Ritz se obtienen valores apro-
ximados para la energia el estado fundamental. Para implementar el método
se utilizan dos técnicas muy comunes en Fisico Quimica, se escribe el Hamil-
toniano en coordenadas bipolares, en las cuales la interaccion adquiere una
forma muy simple y se utilizan las funciones de Hylleras como base de fun-
ciones para el método variacional de Rayleigh-Ritz. Los elementos de matriz
resultantes se pueden expresar en términos de integrales de funciones hiper-
geométricas. Se obtienen resultados para el valor de expectacion del potencial



de Coulomb en funcién de los pardmetros caracteristicos del punto cuéntico,
radio y profundidad del potencial.

El valor de expectacion de la interaccion de Coulomb también es calcu-
lado usando Teoria de perturbaciones independiente del tiempo. Para dicho
calculo se uso como estados del sistema sin perturbar las soluciones variacio-
nales de un electréon confinado y de un hueco confinado, cada uno aislado y
no interactuantes.

Con los resultados obtenidos se discute la relaciéon entre los umbrales
de ionizacién para el sistema usando los resultados perturbativos y los del
calculo con interaccién 'completa’.

Palabras Claves: Nano-dispositivos. Semiconductores. Puntos cuanti-
cos. Excitones



Abstract

Nanostructures formed in semiconductors are of great interest both from
a technological point of view and from the point of view of their basic physical
properties. The confinement produced by the nanostructure alters the band
structure of the semiconductor and, correspondingly, the electronic states.

Depending on the phenomenon of interest, the models used to study it
must include the possibility that the description of the problem involves seve-
ral bands of electronic levels. This is so in the study of excitons, electron-hole
pairs, whose physical properties in a macroscopic sample (or bulk) can be mo-
deled by a particle located in the conduction band (the electron) and another
located in the valence band (the hole). Thus, the addition of a semiconduc-
tor quantum dot to a semiconductor matrix modifies both bands, allowing
discrete energy levels to appear near the bottom of the conduction band and
the top of the valence band. An exciton is confined in the quantum dot when
an electron is located at such discrete levels near the bottom of the conduc-
tion band and a hole is located at discrete levels above the valence band.
In this work the spectral properties of excitons confined in gallium arsenide
quantum dots are studied in a two-band effective mass approximation.

The effect of the quantum dot is modeled using binding potentials for the
electron and the hole, while the presence of the two bands of levels of interest
is reflected in the use of the ’effective mass’ of each particle in the Hamilto-
nian of the system. In this way, the Hamiltonian results in a ’Schrodinger-
like’ equation for two particles with different masses that interact through
the electrostatic Coulomb potential of two point charges, without boundary
conditions. The binding potential has spherical symmetry.

Using the Rayleigh-Ritz variational method, approximate values for the
ground state energy are obtained. To implement the method, two very com-
mon techniques from the Chemical-Physics are used , the Hamiltonian is
written in bipolar coordinates, in which the interaction acquires a very sim-
ple form and the Hylleras functions are used as the basis of functions for
the Rayleigh-Ritz variational method. The resulting matrix elements can be
expressed in terms of integrals of hypergeometric functions. Results for the
expectation value of the Coulomb potential as a function of the characteris-
tic parameters of the quantum dot, radius and depth of the potential, are
obtained.

The expectation value of the Coulomb interaction is also calculated using
time independent perturbation theory. For this calculation, the variational



solutions of a confined electron and a confined hole, each isolated and non-
interacting, were used as states of the system without perturbation.

With the results obtained, the relationship between the ionization th-
resholds for the system is discussed using the perturbative results and those
of the calculation with ’complete’ interaction.

Keywords: Nanodevices. Semiconductors. Quantum Dots. Exci-
tons.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Semiconductores

1.1.1. Semiconductores: propiedades en bulk

En la actualidad, en el desarrollo técnico de dispositivos electronicos tales
como transistores y circuitos integrados, es imprescindible el entendimiento
teorico de los materiales semiconductores.

En esta seccién se harda un breve resumen que permitira al lector com-
prender algunas propiedades de los semiconductores en bulk, es decir sistemas
de tamanos macroscopicos.

Para comenzar con el estudio de los materiales cristalinos y tener una
nocion acerca de qué es un semiconductor, resulta tutil presentar las autofun-
ciones de un problema de potencial periddico y sus correspondientes energias.

Los iones de un cristal perfecto se disponen de manera ordenada en el
espacio tridimensional generando un potencial periddico para los electrones
de valencia del solido. Dicha periodicidad sera la de la Red de Bravais [1] del
material cristalino que se estudie. Asi el potencial cumple:

Ur)=U(r+R), (1.1)

donde R es un vector de la red de Bravais.

Esto conlleva a que el Hamiltoniano que describe un electrén en el cristal
posea una importante simetria, la simetria traslacional en los vectores de
la red. A partir de esta invarianza el Teorema de Bloch establece que las



autofunciones del electron tendran la siguiente forma:

Vni(r) = ¥ w1 (1), (1.2)

donde:
Un k(r) = upi(r + R). (1.3)

El indice n de la Ec. y la Ec. se denomina indice de banda y k es
un vector de onda que llamaremos vectores de Bloch.

Al aplicar al Hamiltoniano del cristal las autofunciones, Ec., también
llamadas funciones de Bloch, se obtiene un espectro de energias que presenta
una estructura de bandas. En la Fig. se puede ver que el Hamiltoniano
tiene un espectro de energfas, I}, ;, que habitualmente se denomina estructura
de bandas, donde n es el indice de bandas.
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Figura 1.1: Espectro de energias tipico calculado para el Arseniuro de Galio
(GaAs) a partir de un método de pseudopotenciales [2].

Se puede apreciar que para distintos valores del vector de Bloch k, se
presentan regiones prohibidas de energia y bandas permitidas. Llamamos
banda de energias a cada una de las regiones "permitidas"de la energia y
gap de energias a la diferencia minima de energias que existe entre cada
banda. La banda FE, totalmente ocupada por electrones con el mayor indice



n a temperatura T=0 se denomina banda de valencia y esta distanciadas
por un gap de energia de la siguiente banda, la cual se denomina banda de
conduccion.

En un material aislante los gaps de energia suelen tener valores mayores
a 4 eV mientras que para un conductor el gap es nulo.

En este punto es conveniente definir a un semiconductor como un mate-
rial que presenta gaps de energias en un rango de 0-4 eV y cuya resistividad
se encuentra entre 1072-10° Qcm [2]. Al tener gaps de energfas menores que
un material aislante, los materiales semiconductores presentan mayores pro-
babilidades de aumentar su conductividad al aumentar su temperatura. Esta
caracteristica también los diferencia de un metal, en el que el aumento de la
temperatura disminuye su conductividad.

1.1.2. Aproximacién de masa efectiva

Calcular la estructura de bandas de los electrones en un sélido cristalino
en bulk requeriria la diagonalizacién de una matriz cuyo tamano sea del orden
de 10?3, por lo tanto existen diferentes métodos numeéricos y de aproximacion
que permiten su obtencion.

En este trabajo nos interesa estudiar la estructura de bandas cerca de los
extremos de las bandas de valencia y la banda de conducciéon. La aproxima-
cion de masa efectiva [3] permite estimar los efectos del potencial periodico
del solido para valores ky cercanos a los extremos de las bandas de energia.
So6lo tomaremos aquellos casos donde el extremo ocurre en la zona de alta
simetria con ky = 0 y tratamos con semiconductores de gaps directos como

se muestra en la Fig.(|1.2))

Counsideremos el Hamiltoniano electrénico del sélido cristalino:
2
b
Hr)=—~—1V 14
(1) = 5+ V(D) (14)

donde myg es la masa del electron y V(r) es el potencial periddico del solido.
Al aplicarle las autofunciones de Boch, Ec.(|1.2)), se obtiene:

p2 h2

o ik p+ v(r)l Up (1) = [En(k) — —] Up 1 (T), (1.5)

2m0 i 2m0
donde E, (k) denota la energia de la enésima banda. Se busca una aproxima-

cion alrededor de kg, de modo que denotamos:

pQ
Hy=——"+YV 1.6
0= g+ VD), (1.6

3



Figura 1.2: Estructura de banda cerca de los ejes para un semiconductor de
GaAs alrededor de un punto de alta simetria donde ky=0.

de manera que:

Hotno(r) = E(0)uy,o(r), (1.7)

{Ho + miok : p] U (T) = {En(k) - 27:‘—”;} U i (1), (1.8)

Si se considera so6lo una banda no degenerada se puede utilizar la teoria
de perturbaciones a segundo orden en k (recuerde que el método es util para
valores cercano a los extremos). De esta manera obtenemos:

FL (un/0|k-p|un0>
Up k(T) = Upo(r) + — : =, 1.9
o) = ole) + 0 3 B (19

h2k2 | (s o]k - p]un0>|
E,(k) = E,(0 , 1.10
B =m0+ 5 %) kb (110

donde en la Ec. se desprecié el término lineal en k, pues como kg
es un extremo de la banda con simetria esférica, la energia debe depender
cuadraticamente cerca del mismo.

Si ahora se define a la masa efectiva m* como:



11 2 |{tn o]k - Pt 0) |
- ! J 1.11
m* mo + m%kQ T%; EnO — En/70 ’ ( )

la expansion de la energia resulta:

h2k?
2m*
A m* se lo denomina la masa efectiva del material pues como se nota en la
Ec.(1.12]), puede considerarse que la masa del electréon en un sélido difiere de
la de un electrén libre debido al acoplamiento entre estados electréonicos entre
diferentes bandas a través del término k - p, como se muestra en la Ec.(1.11]).

De esta manera, en los modelos que se consideraran a partir de las Secciéon
2.1] se resumira toda la informacién que contiene la banda de conduccion y
la banda de valencia de un semiconductor sin defectos tomando dos valores
distintos de masa efectiva para cada una de las bandas.

B (k) = E,(0) +

(1.12)

1.1.3. Excitones

La estructura energética de los semiconductores y el hecho de que presen-
ten gaps de bajas energias produce que ciertos fenémenos fisicos no puedan
ser modelados utilizando la aproximacién de electrones independientes. Un
ejemplo de esto se da cuando sobre un semiconductor inciden fotones con la
suficiente energia como para excitar un electrén de la banda valencia hacia
la banda de conduccién como se muestra en la Fig.. Las propiedades de
conduccién de la banda de valencia con un electrén menos pueden describir-
se mediante una tnica particula de carga positiva denominada hueco. Esta
particula tendra la masa efectiva de un electrén en la banda de valencia.
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Figura 1.3: Esquema del proceso de absorcién de un fotén y creacion de un
par electron-hueco.

Distintos experimentos muestran que las cargas positivas y negativas de
las distintas bandas interactian. Este par se denomina exciton, y la interac-
cion se modela mediante interacciéon Coulombiana. Debido a la interaccion
atractiva del par electron-hueco, el excitéon posee una energia menor que la
que tendrian dichas particulas libres.

En bulk, mediante un modelo muy simple, el electréon y el hueco pueden
considerarse como particulas libres, donde el tnico efecto de las bandas de
energia esta contenido en las masas efectivas. A su vez, en la mayoria de los
semiconductores la constante dieléctrica suele ser muy grande. Como resul-
tado, la interaccion electrostéatica es menor que la de las mismas cargas en el
vacio. A partir de este modelo se puede tomar al radio efectivo de la particula
en el estado fundamental ry y su energia efectiva Fy como:

drel?
= % (1.13)
h2
By = (1.14)

donde p es la masa efectiva reducida de las particulas, € la constante dieléc-
trica del material y e la carga del electron. Como el factor multiplicativo e
suele ser muy grande, el radio efectivo de los excitones es mucho mayor que la
constante de red del material en el que se generan. Por otro lado, la energia
fundamental del excitén adopta valores menores con respecto al vacio.



La aproximaciéon antes mencionada, en la que el efecto de una banda
de energia se expresa en las masas efectivas deja de ser representativa para
el caso de nanoestructuras, donde se produce un confinamiento tanto del
electron como del hueco.

1.2. Nanoestructuras Semiconductoras

En la Seccion 1.2. se hizo énfasis en semiconductores en bulk, con una
cantidad de atomos del orden de 10?3, Las nanoestructuras por otro lado, son
sistemas tridimensionales cuya longitud es del orden de los nanémetros y que
al introducirse en semiconductores en bulk generan una pérdida de la simetria
de traslacion en alguna de las direcciones. Dicha pérdida de la simetria es
ocasionada porque la nanoestructura presenta condiciones de borde en la
interface con el semiconductor en bulk, o porque impone un potencial en la
region donde esté contenida.

El tamano caracteristico de las nanoestructuras (en la dimension en la
que generan la pérdida de simetria) son menores que las longitudes de onda
de Broglie de electrones en la banda de conduccién y en la banda de valencia,
por lo tanto pueden manifestarse efectos de confinamiento de particulas y/o
cambios en la estructura de bandas.

En esta seccién se mencionaran algunos tipos de nanoestructuras, el pro-
ceso de creacion del sistema estudiado en este trabajo y se detallara cuales
son los efectos del confinamiento cuéntico de electrones y huecos en estas
estructuras embebidas en un semiconductor macroscépico.

1.2.1. Tipos de nanoestructuras

Las nanoestructuras que se estudiaran son denominadas auto-ensambladas,
las mismas son introducidas dentro de semiconductores cuyo material difie-
re del de dichas estructuras. Al ser de distintos materiales, sus estructuras
de bandas son distintas, y la diferencia entre ellas genera el confinamiento
cuantico.

El confinamiento cuantico produce en algunos casos la aparicion de un
espectro discreto, y cambia las propiedades de los estados de las bandas
de energia. El interés en estos sistemas se manifiesta en que estos niveles
de energia dependen de la forma de dichas estructuras. A continuacién se



describirdn brevemente tres de estas nanoestructuras: pozos cuénticos, hilos
cuanticos y puntos cuanticos.

Un pozo cuantico o Quantum Well (QW) consiste en un pozo de potencial
que restringe el movimiento de las particulas, confinandolas en dos dimen-
siones. En la Fig. se muestra la disposicion de distintos QW’s entre dos
semiconductores diferentes y su correspondiente diagrama de bandas.

(a) (b)

| Thermal escape

Figura 1.4: a) Esquema de la disposicion espacial de diferentes QW’s entre
dos semiconductores distintos, uno de tipo n y otro de tipo p. b) Diagrama
de bandas generado por diferentes QW'’s entre dos semiconductores distin-
tos. Frc v Ery son las bandas de conduccion y de valencia del dispositivo
formado por los semiconductores n-p respectivamente .Se destacan dos pro-
cesos distintos dados por la absorcion de fotones con diferentes energias. Con
distintos tonos de grises se representa la densidad de estados: los tonos mas
claros denotan menor densidad.

Como se ve en la Fig., las bandas de conduccién y de valencia de los
distintos QW’s se encuentran por debajo y por encima de la banda de con-
duccién y de valencia de los semiconductores donde se encuentran embebidos,
respectivamente.

Se puede ver que el confinamiento de las particulas en una direcciéon genera
funciones de onda correspondientes a niveles de energia discretos ubicados
apenas por debajo de la banda de coducciéon. Sin embargo, dada la extension



de las funciones de onda en las otras dos direcciones, las energias permitidas
forman un continuo que comienza en el nivel discreto y se extiende hacia
arriba.

Por otro lado, un hilo cuantico o Quantum Wire consiste en un cable
conductor que confina a las particulas a una dimensién, pudiendo moverse
libremente solo en el eje transversal al cable como se muestra en la Fig..
El analisis del diagrama de bandas en estas estructuras es similar al de los
Quantum Wells debido al grado de libertad en el eje transversal.

Ga;_,Al As

GaAs

=
TLI’
T

Figura 1.5: Disposiciéon de un Quantum Wire de GaAs en un arreglo de
Gay_,Al,As. Las particulas s6lo se mueven libremente a lo largo del eje trans-
versal, en la direccion y.

Por ultimo, los puntos cuanticos o Quantum Dots (QD) son estructuras
denominadas cero-dimensionales, pues confinan a las particulas en las tres
dimensiones.
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Figura 1.6: a) Esquema de un QD de Ga;_,Al,As embebido en un semicon-
ductor de GaAs. b) Diagrama de bandas generado por un QD embebido en
un semiconductor. Eg y EY son las bandas de conduccion y de valencia del

QD. E¢ es el gap de energia del semiconductor en bulk, mientras que Ef. es
el del QD.

Nuevamente, la banda de conducciéon y de valencia del QD se encuen-
tra por debajo y por encima de la banda de conduccion y de valencia del
semiconductor en bulk, respectivamente.

Ahora la funciéon de onda esta confinada en las tres direcciones, puede
darse la apariciéon de niveles de energia discretos.

Si el nimero de grados de libertad se denota como Z; y el ntimero de
direcciones de confinamiento como Z,, todo sistema de estado sélido cumple
[4]:

Dy +D.=3 (1.15)

En este trabajo se estudiaran los efectos del confinamiento cuantico en un
QD de GaAs.

1.2.2. Estructura del trabajo

El objetivo del Capitulo 2 es que el lector comprenda los métodos de calcu-
lo que se utilizan a lo largo de esta tesis y corroborar su validez mediante la
comparacion con los resultados obtenidos por Sakiroglu, S. y colaboradores
[5]. Para empezar, se plantea el Hamiltoniano con el que se modela un exciton
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formado en un QD de GaAs cuyas particulas estan fuertemente ligadas en un
potencial de confinamiento cuadratico Luego, se detalla el método variacio-
nal con el que se computan aproximaciones variacionales para las energias del
sistema y se presentan las funciones de prueba de Hylleraas, que son una base
de funciones adecuada para estudiar sistemas con interacciones Coulombia-
nas. Seguido a esto, se propone un método de calculo analitico para obtener
los elementos de matriz del Hamiltoniano y la matriz de superposicion del
problema. Por tltimo, se muestran los resultados obtenidos y se comparan
con otros trabajos [5].

En el Capitulo 3, se propone un modelo en el que las particulas estan con-
finadas en un potencial de profundidad y rangos finitos. Se detalla el célculo
de los elementos de matriz del Hamiltoniano y la matriz de superposicion del
problema y se muestra como se calcula la energia de interaccion Coulombia-
na del estado fundamental del exciton. Por tltimo, se muestra como varia la
energia del sistema en funcion del radio del QD y el comportamiento de la
energia de interaccion Coulombiana entre las particulas.

En el Capitulo 4, se trata el problema de un electrén y un hueco como
particulas independientes no interactuantes y distinguibles confinadas en un
potencial del mismo tipo que el considerado en el Capitulo 3. Ademas, se
calcula la energia de interaccion entre ambas mediante la Teoria de pertur-
baciones a primer orden. De este modo, se muestra como varia la energia del
estado fundamental de un electréon y un hueco como funcién del radio del
QD. Por ultimo, se compara la energia de interaccion Coulombiana obteni-
da perturbativamente con la energia de interaccion Coulombiana del sistema
interactuante.
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Capitulo 2

Modelo para un exciton confinado
en un QD

En este capitulo se presenta el Hamiltoniano con el que se modelara la
interaccién de un par electrén-hueco confinados en un QD esférico utilizando
un potencial cuadrético.

Primero, se explicitaran las unidades y coordenadas que se consideraran
para tratar el problema. Luego, se comenta sobre el principio variacional de
Rayleigh-Ritz con el cual se calcul6 la energia del estado fundamental del sis-
tema. Posteriormente, se introducen las transformadas integrales necesarias
para poder calcular analiticamente los elementos de matriz del Hamiltoniano.
Por ultimo, se muestran los resultados obtenidos para distintos tamanos del

QD.

2.1. Hamiltoniano de un exciton en un QD es-
férico

Antes de presentar el Hamiltoniano estudiado, se analizaran las coordena-
das a utilizar. En funcién de que usaremos funciones de prueba que contengan
un término de interacciéon entre el electron y el hueco confinados en el QD,
se hace uso de las coordenadas bipolares [6]. Las mismas constan de tres va-
riables: dos de ellas que denotan la distancia desde el origen hacia la posicion
del electron y el hueco, re y ry, respectivamente, y una tercera que expresa
la distancia que existe entre electron y el hueco,re, =re-rj;, como muestra la

Fig.([2.1).

12



Figura 2.1: Esquema en el que se muestran las coordenadas bipolares poste-
riormente utilizadas en el Hamiltoniano.

De este modo, el Hamiltoniano utilizado para modelar un excitéon de
momento angular nulo en un QD esférico dentro del régimen de masa efectiva
es el siguiente:

72 2 o2

X h
H=— V2 — Vi +V(re) +V(r) —

e I
2m 2mj 4merey,

(2.1)

donde el subindice e hace referencia al electron y el subindice h al hueco.
Los parametros m; y mj; son la masa efectiva isotropica del electron y el
hueco, respectivamente. Por otro lado, € es la constante dieléctrica relativa
del material donde las particulas estan inmersas. En el modelo planteado
se desprecia la perturbacién generada al potencial Coulombiano debido a
la diferencia entre los medios dieléctricos del QD y la matriz donde esta
embebido.

En un principio, los potenciales de confinamiento V(r;) (i=e,h) fueron
considerados como parabdlicos. Esta es una buena aproximacion para estados
muy ligados.

De esta manera, el potencial esférico en el que se encuentran las particulas
esta dado por:

1
V(T”L> - _mz(wgrzz (Z =6 h)a (22>
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donde wy es la frecuencia, que se asume igual para las dos particulas. Los po-
tenciales cuadraticos son buenas aproximaciones para materiales como GaAs
[7]. Por este motivo, todos los pardmetros utilizados corresponderan a este
material.

Lo proximo a analizar, son las unidades en las que se tratara el problema.
En principio, se define la masa efectiva reducida como p = 1/(m}~t +m; ')
y la masa efectiva adimensionalizada para cada particula como o; = m;/u. A
partir de esto, se utilizara como unidad de longitud al radio de Bohr efectivo
del material semiconductor del QD a* = 4megeh?/pue? y como unidad de ener-
gfa a la energfa de Harthree efectiva E}; = h?/ua’?. Estas unidades son ttiles
para el problema tratado, pues para la mayoria de los semiconductores, un
radio de Bohr efectivo es del orden de magnitud de los nanémetros, mientras
que un de Harthree efectivo toma valores del orden de magnitud de los mi-
lielectronvoltios y los resultados seran comparados con semiconductores en
bulk. Los 6rdenes de magnitud son similares a las longitudes caracteristicas
de un QD y las energias de un excitéon confinado.

De esta manera, se adimensionaliza el Hamiltoniano del sistema:

~

A H 1 1 1
H* = = —— V2 - — V2 4 V(F)+ V() — — 2.3
E}k{ 20, 7o 2%, n + (T ) + (Th) Teh, ( )
donde ahora los potenciales de confinamiento estan dados por:
- 1 22
V(7)) = §U,~W T (2.4)

En la Ec. y denotamos a 7; y W como la coordenada y fre-
cuencia parabolica adimensionalizada respectivamente. Sin embargo, en lo
que sigue no se utilizara la notaciéon 7;, sino que simplemente se escribira r;
por simplicidad.

Se toma a [y como la longitud caracteristica de una particula libre de masa
o; en un potencial cuadrético con frecuencia wy. De este modo, se espera que

el parametro W = y/a% /Iy sea de orden 1.

2.2. Parametros utilizados para el GaAs

Como se modelara un excitén dentro de un QD de GaAs, se explicitara
el valor de los parametros de la Secciéon
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e=13,1
= m* = 0,067m,

= m; = 0,090mg

w1 = 0,038my
= g, = 1,76
» oy =234

= 341 [ag]

= B}, =2239 x 1074 [Ey]

Cabe destacar, que a lo largo de este trabajo se consideraran huecos livianos
(no huecos pesados) ya que poseen energias mayores y estan mejor descriptos
por modelos de momento angular nulo . Por ende, el valor de la masa efectiva
mj, corresponde a la de un hueco liviano en GaAs.

Las longitudes caracteristicas de un QD son del orden de los 10 [nm] ,
mientras que el valor de un radio de bohr efectivo para el GaAs es de 18 [nm].
Por otro lado, los valores de energia de un excitéon son del orden de 10 [meV],
mientras que un Harthree de energia efectivo para el GaAs es 6,1 [meV].

Esto nos dice que las unidades escogidas resultan en ecuaciones con pa-
rametros adimensionales pequenos.

2.3. Principio variacional de Rayleigh-Ritz

Para obtener valores aproximados de la energia del sistema dados deter-
minados parametros, se hizo uso del principio variacional de Rayleigh-Ritz.
Dado un Hamiltoniano H , el método consiste en utilizar funciones de prueba
|¢) formadas por una combinacién lineal de n estados |i):

[p) = Zci i), (2.5)

donde el conjunto {i};—1, no necesariamente es un conjunto de funciones
ortonormales, por lo que:
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(ilj) = Siy- (2.6)
Escribiendo el valor de expectacion del Hamiltoniano utilizando dichos esta-
dos de prueba se obtiene:

gy S GUASL al) - Shagfhoe 0

(D5 =1 €5 Sjaci) (3% =1 €S gci)

Luego, minimizando el valor de expectaciéon E,, con respecto a los coeficientes
P A * .
de superposicion ¢;,c; :

oky OBy
de; ac; 7

se obtiene un conjunto de n ecuaciones lineales:

1=1 i=1

En resumen, el método de Rayleigh-Ritz se trata de tomar una base finita
de n funciones y resolver un problema de autovalores de una matriz n x n,
donde los autovectores son los coeficientes de superposicion ¢; de la funcién
de prueba, Ec.. Debido a esto, la eleccion de una funciéon de prueba
adecuada para el sistema es fundamental si se buscan valores precisos usando
un conjunto de funciones {1;},—1 n pequeilo.

Debido al término de interacciéon Coulombiana entre el electréon y el hue-
co en el Hamiltoniano del sistema que se desea resolver Ec., se busco
incorporar en las funciones de prueba términos dependientes de la coordena-
da r.,. Las funciones de Hylleraas han sido usadas en la fisica atomica para
modelar eficientemente el estado fundamental de atomos con dos electrones
I8]. Al tener un sistema con dos particulas interactuantes se hizo uso de las
mismas:

(2.8)

OV (re, s ren) = Y ONUN (es T Ten) (2.10)
N

donde:
¢N (r67 Th) Teh) = ¢(r€)gb(rh)e_)\’rﬁhr:‘erzh/r:ﬁh' (21]‘)
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Las funciones ¢(r.) y ¢(r,) son las soluciones del estado fundamental de un
sistema de una particula no interactuante en el potencial cuadratico. Dichas
funciones estan dadas por:

o(r:) = L (2.12)

Las funciones de Hylleraas, Ec.(2.11]), estan dadas por un conjunto de pa-
rametros N ={n., ny, nen} enteros positivos. El término e~ se incorpora
para incluir la correlaciéon entre el electréon y el hueco. Por tltimo, v y A
son parametros variacionales no lineales que cambian el tamano de la re-
gion espacial donde estos términos intervienen y deben ser optimizados para
minimizar la energia del estado fundamental.

Para el calculo de las energias del estado fundamental del sistema en
funcion del radio del QD se utilizaron 20 funciones de la base de Hylleraas.

2.4. Elementos de matriz del Hamiltoniano
Utilizando que el operador momento es Hermitiano:

(M|p* |N) = (pM|pN), (2.13)

donde M y N representan distintos conjuntos de parametros de la funciéon
de Hylleraas, para el caso del exciton se tiene que los elementos de matriz
del Hamiltoniano H s x son:

I:IMJV = //dredrh |: L VrewM* . VTE¢N + wM*V(Te)¢N]

20,

/ / dredry, [%VWM*~Vrh¢N+wM*V(m)wN} (2.14)
/ / dredry, [ U (ren)v™]

donde U(re) = 1/rep.
Usando que el operador gradiente en coordenadas bipolares esta dado
por:

0 0
= P oy (i = 2.1
Vz T 87"1' + Ten 87"6;17 (Z €, h’)7 ( 5)
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se obtiene:

2 o 1 8¢M* aIDN Mx* N
HM,N—//dredrh |i27‘_e 87‘6 8_7’€+w V(Te>w

/ / dndey |1 (rg —r§+r§h) QUMDY o aw)}

| 20, 211, Ore Oren Orer, OTe

[ 1 a?/JM* aQ/JN M * N
//dredrh %07 O Or + MV (rp)

//dredrh (1 <r,21—7"§+7“§h> (8¢M* oY N oM~ 8¢N)}

_20’h 27nh7ﬂeh aTh aTeh 8reh c%h

//dredrh 5 or O + U (rep)Y™ | .

(2.16)

Al hacer el reemplazo de las funciones de prueba de Hylleraas, Ec.(2.11)),
en la Ec.(2.16) se utilizan dos identidades tipicamente empleadas para el
calculo en QDs 3D [9] :

6)\7“ 1 elar

D R | 2.1
r 272 / (A2 +¢?) @ (2.17)
1 1 eiR-re—rh

— = dR. 2.18
Teh 27‘(‘2/ R? ( )

Las mismas permiten lograr la siguiente expresion integral para los términos
que incluyen a la coordenada r.j en la Ec.(2.16]):

/ / dQ,dQ, e er rgfl)

° sin(qre) sin(qry) (2.19)
= 327r/ dq < Qspl(q, A\, p), (p=0,1,2...),
0 Te Th
donde:
A = 1)P or ! 2.20
Q3p (g, ,p)—(—)w Nt (2.20)

Una vez utilizado el resultado de la integral de la Ec.(2.19)), las integrales
resultantes para los términos de la Ec.(2.16)) s6lo dependen de las coordenadas
re y rp. Las mismas estan dadas por [10]:
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/ Tf+m+n+1e—’YWUz‘T? Sln(qu)drz = GBD(Q? Y, 0i, W> n,m, k)? (221)
0

donde:
m-on 1
GSD(Qaﬁ)/?UiaWT%ma k) = g(nyo—z)k+ ; +2F (é(k +m—+n-—+ 2))
. ; ) (2.22)
q
Fr(=(k 2); 2 —— 1.
X1 1(2( +m-+n+ ),2, 4W701>

En la Ec., k es un nimero entero, I' es la funcion Gamma y 1 F} es la
funcion hipergeométrica confluente.

De esta manera, se obtienen los siguientes elementos de matriz para la
matriz de superposicion S:

S =327 , 2\, meh + neh + 1
M,N /0 Q3D(q ) (2'2?))

X G3D<q7 Y, Oe, VV7 ne,me, 1)G3D(QJ Y, Oh, W7 nh? mh? 1)dq

Resumiendo, los elementos de matriz del Hamiltonianose escriben en términos
de los coeficientes Ag,Bg,Cq,Dg definidos en el Apéndice A como:

Huyn 2327r/ [Qsp(q, 2\, meh + neh — 1) D¢
0

+ Q3p(q, 2\, meh + neh)Cq (2.24)
+ Qsp(q,2)\, meh + neh + 1)Bg
+ Qsp(q, 2)\, meh + neh + 2) Ag|dq

Para resolver el problema de autovalores de Rayleigh-Ritz , Ec.({2.9)), tanto
los elementos de matriz de H como de S deben ser calculados numéricamente.
Los detalles de la implementacion numeérica seran discutidos en el Apéndice

C.

2.5. Resultados

Se utilizo el software Mathematica para el calculo numérico de los ele-
mentos de matriz del Hamiltoniano y la matriz de superposicion. Una vez
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calculados estos elementos de matriz, se resuelve el problema de autovalo-
res, Ec.(2.9)), empleando la rutina 'DSGYV’ de la libreria Lapack. Para mas
detalles sobre el calculo numérico lea el Apéndice C.

Se construyeron la matrices del Hamiltoniano y la matriz de superposicion
utilizando 20 funciones de la base de Hylleraas.

Como se mencion6 anteriormente, esta parte del trabajo es una corrobora-
cion de los resultados obtenidos en el articulo de Sakiroglu, S. y colaboradores
[5]. Es por esto que a los parametros variacionales no lineales los tomamos
como parametros fijos, iguales a los optimizados en el trabajo mencionado
anteriormente. De este modo, v = 0,95 y A = 0,7. Aunque los métodos de
calculo fueron tomados de dicho articulo, las cuentas analiticas y el trabajo
numérico tuvieron que realizarse desde cero.

Como a lo largo de esta tesis se utiliza el método variacional de Rayleigh-
Ritz para calcular los autovalores del problema de autovalores, Ec. , siem-
pre nos referiremos a las energias del sistema como dichos autovalores. Sin
embargo, estos son cotas superiores para las energias.

Los resultados obtenidos para la energia del estado fundamental del exci-
ton confinado en un pozo de potencial cuadratico en funcion de la frecuencia
W se muestran en la Fig..En los programas utilizados a lo largo de este
trabajo, los potenciales y radios se eligen para que sean multiplos del radio
de Bohr efectivo, a}, en el caso de las longitudes y multiplos de un Harth-
ree efectivo, Y, en el caso de las energias. Sin embargo, en las graficas se
utilizardn siempre unidades de nanémetros (nm) para las longitudes y mili-
electronVoltios (meV) para las energias.
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Figura 2.2: a) Energia del estado fundamental de un exciton, Fp, en un
potencial cuadratico en funcion del ancho de la pardbola W. b) Energia
del estado fundamental de un exciton, Ep, para valores de W < 10 meV.
Con puntos azules se muestran los valores de energia obtenidos al resolver el

problema de autovalores de la Ec.([2.9)).

Cabe destacar que como el potencial es cuadratico todos los estados seran
estados ligados, es por eso que todas las energias mostradas en la Fig.
son energias de ligadura.

En la Fig..a) se puede ver que para frecuencias crecientes, la energia
del estado fundamental del exciton aumenta. Esto ocurre debido a que las
energias de confinamiento del electréon y el hueco crecen con W. Por otro
lado, a medida que el parametro W decrece, el confinamiento es cada vez
mas débil y el comportamiento del excitéon se asemeja al de uno en bulk.
En la Fig.(2.2b) se muestran las energias del estado fundamental para un
intervalo W < 10 meV. A partir de la recta de color rojo trazada, se aprecia
que para valores de W < 6,5 meV la energia tiene un comportamiento lineal.
Sin embargo, para valores de W > 6,5 meV la pendiente de la curva es
distinta. En la Fig. se muestran dos ajustes lineales sobre los resultados:
uno para valores de W < 6,5 meV y otro para valores de W > 6,5 meV.
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Figura 2.3: Energia del estado fundamental de un excitén, Er, en un potencial
cuadratico en funciéon del ancho de la parabola W. Con una recta roja se
muestra un ajuste lineal sobre los resultados para valores de W < 6,5 meV,
mientras que con una recta verde para valores de W > 6,5 meV. Con puntos
azules se muestran los valores de energia obtenidos al resolver el problema
de autovalores de la Ec.(2.9)).

Se puede ver que las pendientes de las rectas son distintas. Para valores
grandes de W la pendiente es mayor. Como la energia de confinamiento es
grande, el comportamiento de las energias es similar a la de dos particulas
independientes confinadas en un pozo de potencial cuadratico. Mientras que,
para valores pequenos de W, la energia de interacciéon es comparable a la
energia de confinamiento y la pendiente de la curva se modifica.

Ademas, se grafico la energia del estado fundamental del exciton en fun-
cién de la longitud caracteristica ly = a’/W? de una particula libre de masa
o; en un potencial cuadratico. El resultado se muestra en la Fig.. A me-
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dida que el radio del QD crece, la energia del estado fundamental del sistema
disminuye y es similar al comportamiento en el bulk. Mientras que a medida
que el radio decrece, el confinamiento es méas fuerte y la energia del exciton
aumenta.

\—-— Energia del estado fundamental\

50

40 .

0 40 80 120 160
1, (nm)

Figura 2.4: Energia del estado fundamental de un exciton, Er, en un po-
tencial cuadratico en funciéon de la longitud caracteristica [y. Con puntos
azules se muestran los valores de energia obtenidos al resolver el problema
de autovalores de la Ec.(2.9)).

Si se relaciona la longitud caracteristica [y con el tamano del QD se pue-
de observar que a medida que dicho tamano decrece, la energia del estado
fundamental crece rapidamente, mientras que para tamanos mas grande la
energia tiende a la energia del excitén en bulk.

Los resultados obtenidos coinciden con los calculados por Sakiroglu, S. y
colaboradores [5]. La ventaja que posee el calculo de los elementos de matriz
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del Hamiltoniano utilizando funciones de Hylleraas es que con pocas funciones
de la base se pueden obtener resultados muy precisos. En el trabajo de V.
Halonen [IT] se utilizaron 500 funciones de la base del sistema de particulas
no interactuantes para poder describir con precision la energia del estado
fundamental del exciton.

Para tener una nociéon acerca de cémo es la energia de interaccion en el
estado fundamental del sistema, se rest6 la energia de dos particulas inde-
pendientes confinadas en un pozo de potencial cuadratico, E.,.q = 3W, a la
energia del estado fundamental del sistema. En la Fig. se muestran los
resultados.

._——.—_—.

~104 _

| 5

-14

U (meV)

0 40 80 120 160 200
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Figura 2.5: Energia de interacciéon en el estado fundamental, Ugs, en un po-
tencial cuadratico en funcion de la longitud caracteristica .

Se puede ver que para tamanos del QD crecientes la energia de interaccion
crece hasta mantenerse practicamente constante, mientras que para tamanos
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del QD decrecientes la energia decrece monétonamente.

El carécter infinito del potencial cuadratico que utilizamos como modelo
de potencial de confinamiento impone que las soluciones necesariamente sean
estados ligados. Por ende, este modelo es favorable ante soluciones de un
sistema donde el electron y el hueco estan muy ligados en sus respectivas
bandas. Sin embargo, si se quisiera estudiar un sistema donde la ligadura de
las particulas dependa fuertemente del radio del QD se deberia hacer uso de
un potencial de confinamiento finito en su profundidad y su rango.

2.6. Conclusiones

En esta seccion se pudo realizar un calculo analitico de la energia del
estado fundamental de un excitén confinado en un QD esférico. Para ello
se utilizaron las autofunciones de Hylleraas y mediante la introduccion de
transformadas de Fourier se pudieron calcular los elementos de matriz del
Hamiltoniano. Luego, utilizando el principio variacional de Rayleigh-Ritz se
consiguieron computar valores de la energia del estado fundamental del ex-
citon en funcion del pardametro del potencial W y la longitud caracteristica
lo.

Se muestra que a medida que el radio del QD crece o bien la frecuencia
de la pardbola W decrece, la energia del estado fundamental del exciton
disminuye. Por otro lado, a medida que el radio decrece o la frecuencia de
la parabola W aumenta, el potencial de confinamiento es mayor y por ende
aumenta la energia del exciton.

Ademas, se estimaron valores para la energia de interacciéon Coulombiana.
Se pudo ver que para tamanos crecientes del QD la energia de interaccion
crece hasta mantenerse practicamente contante, mientras que para tamanos
decrecientes del QD la energia decrece mon6tonamente.

El comportamiento mondétonamente creciente de la energia a medida que
el radio del QD disminuye estéa arraigado al uso del potencial cuadratico como
potencial de confinamiento. En la proxima seccién se estudiaréa el problema
de un excitéon confinado en un potencial finito para poder analizar un sistema
donde no se asuma una fuerte ligadura de las particulas en cada una de sus
bandas.
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Capitulo 3

Confinamiento de los portadores
de carga en un potencial
(aussiano

En este Capitulo se modificara el potencial de confinamiento de las par-
ticulas dentro del QD esférico con la finalidad de modelar un sistema que
posea un espectro discreto y continuo segiin varie el tamano del QD, es decir
con autoestados ligados y estados del continuo.

El potencial de confinamiento cuadratico posee una profundidad y rango
infinitos, lo que implica que una particula confinada en el mismo presentara
infinitos estados ligados. Distintos calculos teéricos muestran que potencia-
les de la forma de exponenciales de potencias dan buenas aproximaciones
para el espectro de sistemas de dos particulas atrapadas en un QD de GaAs
[12],|13]. En esta parte del trabajo se estudiara el caso en que el potencial es
de tipo Gaussiano. Como este potencial no ha sido considerado previamente
utilizando la base de funciones de Hylleraas, estudiamos la optimizacion de
los parametros no lineales del sistema, y una vez optimizados, se calcularon
los valores de la energia del exciton en el estado fundamental en funcién del
radio del QD.

Por conveniencia, para comparar con los resultados del Capitulo 2 se
mantendra el mismo sistema de unidades de la Seccion 2.2] Es decir, las
coordenadas espaciales se mediran en términos del radio del Bohr efectivo
para el GaAs, a}, vy la energfa en términos de la energia de Harthree efectiva,
E3.
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3.1. Potencial Gaussiano de confinamiento

Para el problema de un excitén confinado en potenciales Gaussianos se
utilizo el Hamiltoniano de la Ec.(2.3)), pero con el siguiente potencial:

L]

) — — _%(R )?
V(r) Voe o’ (3.1)

donde Vj es la profundidad del pozo de potencial y Ry es el ancho del pozo
como se muestra en la Fig.(3.1)).
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Figura 3.1: Pozo Gaussiano como potencial de confinamiento de las particulas
del exciton. En azul se denota el ancho Ry de un posible QD y en violeta la
profundidad del pozo V;

Las funciones ¢(r;) que se incluyen en las expresiones de la base de Hy-

lleraas, Ec.(2.11]), son las siguientes:
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() = e 2", (3.2)

Donde v es un parametro variacional no lineal que cambia el tamano de la
region espacial donde este término interviene. Recuerde que denotamos a r;
como la coordenada en dimensiones del radio efectivo de Bohr para el GaAS

3.2. Elementos de Matriz del Hamiltoniano

Se calcularon los elementos de matriz del Hamiltoniano y de la matriz
de superposicion S para el potencial de confinamiento Gaussiano y las fun-
ciones de Hylleraas, respectivamente. El procedimiento es analogo al de la
Seccion [2.4) pero debido al cambio del potencial, deben definirse las siguientes
funciones:

m-Tn 1

P =(k 2); 2, — L
X1 1(2< +m+n+ )72a 4’)/)7
1 et 1
}/E’,zD(q’fYa R07n>ma k) = g(7+ _2)k+ ;r +2F —(k+m—|—n+2)
2 " 2R? 2 5.4

1 3 *R?
F | =(k 2): = —— L0 )
X 1 1<2( +m+n+ ),2, SR+ 1)

Se puede notar que existe una correlacion directa entre la funcion Y3,
de la Ec. y la funciéon Gszp de la Ec.. De hecho, si se realiza el
cambio del término multiplicativo Wovy — ~ se puede obtener la funcién
Gsp a partir de la Ec.(3.3). Esto ocurre debido a que las funciones usadas
para el caso de un potencial de confinamiento Gaussiano ¢(r;), Ec.(3.2)), sélo
difieren de las de la EC. por dicho término multiplicativo. Ademas, se
debe observar que se introdujo una funcién Y34, que resulta de la integracion
de los términos de confinamiento en el Hamitloniano. Esta funciéon también
difiere de las anteriores por un término multiplicativo que es mas complejo
que el de Y3, Que solo se presente dicho cambio en el factor multiplicativo se
debe a que los potenciales de confinamiento Gaussiano son muy compatibles
con la funciones de la base de Hylleraas al momento de integrar. Aunque la
obtenciéon de los elementos de matriz aparenta ser tan sencilla como realizar
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este cambio en los factores multiplicativos, los calculos deben desarrollarse y
son muy complejos.

De esta manera, los elementos de matriz de la matriz de superposicion S
son:

SaN :327r/ Qsp(q, 2\, meh + neh + 1)
0 (3.5)

X }/E’;lD(q7 7, R07 Ne, Me, 1)}/;3113(q7 e R07 Np, Mp, 1)dq

Para poder realizar un anélisis completo del calculo de los elementos de
matriz se separ6 el Hamiltoniano de la Ec.(2.3)) de la siguiente manera:

I:[ = HCine + ﬁCinh + F[Pote + F[Poth + F[Coua (3 6)

donde Hcme y Hth contienen los términos de energia cinética del electron
y el hueco respectlvamente H Pote Y H potn 108 términos de energia potencial
y por ultimo, HCou el término de interaccién Coulombiana.

Para el calculo de los elementos de matriz de cada parte del Hamiltoniano
se utilizaron los coeficientes 7,78, T¢, T4, Th Th TE TH P¢,P" C,, definidos
en el Apendice B:

H]Cw”}ve :32%/ [Qsp(q, 2\, meh + neh — 1)T7},
0

+ Q3D(q, 2/\, meh + neh)Tg (37>
+ Qsp(q, 2\, meh + neh + 1)T},
+ Q3p(q, 2\, meh + neh + 2)T§]dq

Hﬁ“]\? :327?/ [Q3p(g. 2\, meh + neh — 1)T},
0

+ Q3p(q, 2\, meh + neh) T} (3.8)
+ Qsp(q, 2)\, meh + neh + 1)Th
+ Qsp(q, 2)\, meh + neh + 2)Th)dg

]—_]P"te _327/ Qsp(q,2X\, meh + neh + 1)P.dq (3.9)
0
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Hﬁ?}f\? :327TV0/ Qsp(q,2X\, meh + neh + 1) Pydq (3.10)
0

Hi v =321V / Qsp(q, 2\, meh + neh)Cy,dg (3.11)
0

Una de las ventajas del uso del potencial de confinamiento Gaussiano
es que en los términos de potencial del Hamiltoniano Ec.(3.9) y Ec.(3.10)
la profundidad del pozo V{ se manifiesta de forma lineal y puede sacarse
fuera de la integral. Como dichos elementos de matriz fueron evaluados con
Mathematica esto resulta muy ttil pues, para calcular las energias del sistema
para diferentes profundidades del pozo sblo debe realizarse el calculo una vez
y luego simplemente multiplicarlo por el factor V que se desea. Los detalles
de la implementacion numérica se muestran en el Apéndice C.

3.3. (Calculo de la energia de interacciéon Cou-
lombiana del excitén

Una vez implementado el método de Rayleigh-Ritz para resolver el pro-
blema de autovalores, Ec., se calcul6 la energia de interaccion del estado
fundamental del exciton. Para ello, se computo el valor de expectacion del
término de potencial Coulombiano utilizando los coeficientes de superposi-
cién C; obtenidos.

Como se detallo en la Seccion [2.3] las funciones de prueba del estado
fundamental estan dadas por:

N
¢0(r67rh7r6h> = ZC]quj(re’,rh;reh% (312>
J
donde las funciones 17 son funciones de la base de Hylleraas y el entero N es
la cantidad de funciones de la base que se usan en el método variacional.

Utilizando dichas funciones de prueba el valor de expectacion del término
Coulombiano del Hamiltoniano se escribe como:

R CIEA LY 95 BICTSTA TR

1
Teh
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donde U, ; = (¢"|U]4?) son los elementos de matriz del potencial Coulom-
biano en la base de Hylleraas.

De esta manera, haciendo uso de la Ec.(3.13)) es posible analizar la de-
pendencia de la energia de interaccion con el radio del QD, Ry.

3.4. Resultados

Se utiliz6 el software Mathematica para el calculo numérico de los ele-
mentos de matriz del Hamiltoniano y la matriz de superposicion. Una vez
calculados estos elementos de matriz, se resuelve el problema de autovalo-
res, Ec., empleando la rutina 'DSGYV’ de la libreria Lapack. Para mas
detalles sobre el calculo numérico lea el Apéndice C.

Se construyeron la matrices del Hamiltoniano y la matriz de superposicion
utilizando 20 funciones de la base de Hylleraas.

En primer lugar, se escogieron valores 6ptimos para los pardmetros va-
riacionales no lineales 7 y A que permitan una descripciéon deseable de las
energias de los estados ligados del exciton. Para ello, se dejan fijos los valores
de Ry = 1,0 y A = 0,5 y se varia el parametro variacional no lineal ~. Se
tomo el valor 6ptimo v = 1, 0.

Una vez que se fijaron los parametros no lineales se calcul6 la energia del
estado fundamental de cada término del Hamiltoniano, Ec.(3.6)), en funciéon
del radio del QD, Ry, vy la profundidad del pozo de potencial V. En la
Fig. se muestran los resultados obtenidos para la misma. Los valores de
Vo en dicha figura surgen de que los elementos de matriz del Hamiltoniano se
calculan en unidades adimensionales, tanto en energias como en longitudes,
tal como se mencion6 en la Seccion 2.5
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Figura 3.2: Energia del estado fundamental de un excitén, Er, confinado
en un pozo de potencial Gaussiano en funcién del radio del QD, Ry. Se
muestran los resultados obtenidos mediante el método variacional utilizando
20 funciones de la base de Hylleraas. Con puntos negros los resultados para
un pozo de potencial de profundidad Vy = 12,18 meV, con puntos rojos los
resultados para una profundidad de Vj = 36,56 meV, en azul para V; = 60,93
meV y en cian para V) = 115,77 meV, respectivamente

Se puede observar que para radios del QD menores al radio de bohr
efectivo para el GaAs (a! ~ 18 nm), la energia del estado fundamental del
sistema decrece y llega a valores muy proximos a cero. Por otro lado, para
radios del QD mayores al radio de bohr efectivo para el GaAs (a} ~ 18 nm)
la energia del estado fundamental es practicamente independiente del radio.

Los resultados muestran dos condiciones que se esperan de un calculo
correcto. Por un lado, la energia del estado fundamental es siempre mayor

que la suma de las profundidades del pozo de potencial del electron y el hueco
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igual a 2V{. Por otro lado, para el pozo menos profundo y en el limite donde
los radios son muy grandes, la energia del estado fundamental se acerca a la
energia del exciton en bulk, £}, = —6,1 meV.

Para radios menores a 5 nm, es decir cuando las energias tienden a cero,
las particulas que conforman el excitén ya no pueden ser confinadas en el pozo
de potencial Gaussiano. La ionizacion de las particulas produce que el exciton
deje de estar ligado. Esto se analizara con mayor detalle en el Capitulo 4. Por
otro lado, a medida que el radio del QD aumenta, el sistema se encuentra en
estados cada vez mas ligados hasta mantenerse practicamente constante.

En la Tabla se muestra para cada profundidad del pozo de potencial,
los valores del radio del QD para los cuales el sistema se ioniz6. Estos radios se
denominan radios del umbral de ionizacién del sistema. Ademas, se consigna
la energia del estado fundamental para el radio mas grande calculado.

Energia del esta-
Profundidad del | Radio del umbral de | do fundamental pa-
pozo Vy (meV) | ionizacion (nm) ra el radio mas
grande (meV)
12,18 6,4 -8,6
36,56 4.1 -38,0
60,93 3,3 -68,9
115,77 2.7 31,1

Tabla 3.1: Valores del radio del mayor radio del QD para el cual las particulas
del exciton se ionizan y la minima energia que adopta el estado fundamental
para cada profundidad del pozo de potencial Gaussiano V.

Para determinar los radios del umbral de ionizaciéon para las distintas
profundidades del pozo de potencial se realizdé un procedimiento grafico. Se
ajustd una recta en la zona critica cercana al umbral de ionizacién como
muestra la Fig.. Utilizando dicha recta, se extrapold el punto de inter-
seccion con el eje de las abscisas para determinar el radio de ionizacién de
las particulas.

33



——V0=12.18meV
——V0=36.56meV
——V0=60.93meV

N,
I S o e V0=115.77meV
-20 ]
~ -40- ]
>
(D]
2 -
=
aa ~
-80- ™~
-100 . \, ]
T T j ! \.'
0 4 8 12 16

RO (nm)

Figura 3.3: Energia del estado fundamental del exciton, Er, confinado en un
pozo de potencial Gaussiano en funciéon del radio del QD, Ry. Con puntos se
muestran los resultados obtenidos mediante el método variacional y con linea
de puntos los ajustes lineales antes del umbral de ionizacién para distintas
profundidades del pozo.

Aunque se asumié un comportamiento lineal de la energia antes de al-
canzar el umbral de ionizacién, se debe realizar un estudio mas cuidadoso
acerca del comportamiento de la energia en la zona critica cercana al umbral
de la ionizacién que se muestra en la Fig.. Para esto, consideramos que
es necesario calcular una mayor cantidad de valores del radio del QD en esta
region y tomar distintos tamanos de la base de funciones variacionales. En
un futuro, estos célculos se realizaran.
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Figura 3.4: Zona critica cercana al umbral de ionizacién del exciton.

Puede verse que a medida que la profundidad del pozo aumenta, el mayor
radio del QD para el cual el sistema se ioniza es cada vez menor. Ademés, a
partir de los menores valores obtenidos para la energia del estado fundamental
se puede notar que dichas energias, en las que se incluye el valor de formacion
del exciton y la energia de confinamiento de las particulas, es mucho mayor
que la energia del excitéon en bulk (Ey = —6,1 meV).

Enla Fig. se pueden observar los valores de energia del primer, segun-
do y tercer estado excitado del sistema en funcion del radio del QD obtenidos
mediante el método variacional de Rayleigh-Ritz. La profundidad del pozo
para la cual se grafico es V) = 60,93 meV.
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Figura 3.5: Energia del estado fundamental y del primer, segundo y tercer
estado excitado de un excitén confinado en un pozo de potencial Gaussiano
en funcién del radio del QD, Ry. Con puntos negros se muestran los resultados
obtenidos mediante el método variacional utilizando 20 funciones de la base
de Hylleraas para la energia del estado fundamental, con puntos azules los
resultados para el primer estado excitado, en verde para el segundo estado
excitado y en naranja para el tercer estado excitado,respectivamente

Se puede observar que el comportamiento de las energias de los primeros
estados excitados es similar a la de la energia del estado fundamental: para
radios grandes se mantiene practicamente constante, mientras que para radios
pequenos tiende a cero. Se puede notar que la diferencia energética entre el
estado fundamental y el primer estado excitado, una vez que la energia no
depende del radio, es aproximadamente del 50 % mientras que la diferencia
energética entre los estados excitados es menor al 25 %. Ademas, se puede
ver que para estados mas energéticos las particulas que forman al excitéon se
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ionizan para radios cada vez menores.

En la Fig. se muestra los resultados obtenidos de la energia del estado
fundamental del sistema en funcién del radio del QD, tanto para el modelo
con potencial de confinamiento cuadratico como para el modelo con poten-
cial de confinamiento Gaussiano. Para poder compararlos, se utilizaron las
energias obtenidas para la profundidad del pozo Gaussiano Vj = 12,18 meV
y se resto esta cantidad al cero de las energias de los resultados obtenidos
para el modelo con potencial cuadratico.

40
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Figura 3.6: Energia del estado fundamental de un excitéon en funciéon de la
longitud caracteristica del QD (vea el texto) para el modelo con potencial
de confinamiento cuadratico y Gaussiano. Con puntos azules se muestran los
resultados obtenidos en el modelo con potencial de confinamiento cuadratico
y con puntos verdes los resultados obtenidos en el modelo con potencial de
confinamiento Gaussiano.

Es importante aclarar que la longitud caracteristica en el potencial Gaus-
siano es Ry, mientras que en el potencial cuadratico es .

En la Fig. se ve como para longitudes del QD mayores a 50 nm, la
energia del estado fundamental del sistema toma valores similares en ambos
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modelos. Esto se debe a que si se expande el potencial Gaussiano de la
Ec. en una serie de Taylor, el primer orden no nulo de dicha expansion
es justamente una pardbola. Sin embargo, para longitudes caracteristicas
menores a 40 nm, la diferencia entre ambos modelos es muy grande.

Por ultimo, en la Fig. se muestra la energia de interacciéon Coulombia-
na del estado fundamental para el problema con potencial de confinamiento
Gaussiano en funcién del radio del QD calculadas mediante la Ec.(3.13]).

a) b)
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Figura 3.7: Energia de interaccion Coulombiana del estado fundamental del
exciton, Ug, en funcion del radio del QD. En a) se utiliza una profundidad del
pozo de potencial de V5 = 12,81 meV,en b) una profundidad de Vy = 36,56
meV, en c¢) Vo = 60,93 meV y en d) Vy = 115,77 meV. Con una linea amarilla
se indica el valor de un Harthree de energia efectivo para el GaAs

Se observa que para las diferentes profundidades del pozo de potencial 1}
la energia de interaccion Coulombiana para radios muy pequetios (menores a
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5 nm), tiende a cero. Se aprecia ademas, que las curva muestran un minimo
para un radio Ry ~ 18 nm. Para valores del radio del QD crecientes, el
modulo de la energia de interaccion tiende a un valor independiente de dicho
radio.

Se determiné el radio del QD a partir del cual la energia de interaccion
se anula como se muestra en la Fig.. Para esto, se utilizdé el mismo

procedimiento grafico usado en la Fig.(3.3)).
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Figura 3.8: Energia de interaccion Coulombiana del estado fundamental del
exciton, Ug, en funcion del radio del QD. Con puntos se muestran los re-
sultados obtenidos mediante la Ec. y con linea de puntos los ajustes
lineales antes de anularse la energia de interaccion.

En la Tabla se registran los valores del radio del QD a partir del cual
la energia de interaccion Coulombiana es cero, el radio en el cual la energia de
interaccion Coulombiana es minima y el valor de dicha energia para distintas
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profundidad del pozo de potencial.

Radio del QD a

partir’ del cgal la donde la energfa Energia‘ mini-

energia de inter- . ., ma de interac-
de interaccién es

accién se anula . cion (meV)
minima (nm)

Radio del QD
Profundidad del
pozo Vo (meV)

(nm)
12,18 6.7 18,0 5,7
36,56 41 9,0 74
60,93 3.2 9,0 75
115,77 2.5 9,0 75

Tabla 3.2: Valores del radio del QD para los cuales la energia de interaccion
del excitéon se anula, la minima energia que adopta la energia de interaccion
y el radio donde este minimo ocurre para cada profundidad del pozo de
potencial Gaussiano Vj.

Al comparar la Tabla con la Tabla se puede notar que los radios
del QD a partir de los cuales el exciton se desliga y los radios del QD a partir
de los cuales la energia de interaccion Coulombiana son similares . Aunque
consideramos que es necesario una mayor cantidad de puntos cerca del um-
bral de ionizacién para realizar un analisis més cuidadoso, este resultado da
soporte a la idea de que una vez que las particulas del exciton se ionizan, la
energia de interaccion se anula.

En la Seccion 1.2.3 se menciond que a partir de un modelo simple donde
el electron y el hueco pueden considerarse como particulas libres cuya masa
es la masa efectiva del material, la energia de un exciton en bulk es aproxi-
madamente un Hartrhee efectivo. Asi, en la Fig. y en la Tabla puede
notarse que para los potenciales V) = 36,58, V, = 60,93 y Vo = 115,77 la
energia de interaccion Coulombiana alcanza valores menores a la energia de
interaccion de un exciton en bulk. La diferencia entre la energia de un exciton
libre y uno confinado en un pozo de potencial Guassiano puede llegar a ser de
hasta el 20 % con las profundidades de pozo utilizadas. Sin embargo, para el
valor de profundidad del pozo de confinamiento V4 = 12,18 meV, el modulo
de la energia del exciton en bulk es apenas mayor (0.4 meV méas grande) que
el minimo que alcanza la energia de interaccion del excitéon confinado.
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3.5. Conclusiones

En este Capitulo se muestra el resultado de aplicar el método variacional
para un exciton confinado en un potencial Gaussiano con diferentes profun-
didades del potencial. La energia del estado fundamental del sistema para
radios del QD menores a 5 nm tiende a cero, mientras que para radios cre-
cientes, la energia disminuye hasta mantenerse practicamente constante. A
partir de un procedimiento gréafico, se determinaron valores para los radios
del umbral de ionizacion del exciton. Se observa que para profundidades del
pozo crecientes, el radio del umbral de ionizaciéon disminuye y se aleja del
valor del radio del excitéon en bulk.

Ademés, se compararon los resultados obtenidos utilizando un potencial
de confinamiento cuadratico y al utilizar un potencial de confinamiento Gaus-
siano. Se ve que para radios mayores a 50 nm, los resultados son similares.
Sin embargo, para radios menores a 40 nm la diferencia entre los modelos es
muy grande.

Se calcul6 la energia de interaccion Coulombiana del estado fundamental
del exciton como el valor de expectacion del término de potencial Coulom-
biano, Ec.. Se puede observar una correspondencia entre los valores
del radio del umbral de ionizacion del sistema y los radios del QD donde la
energia de interaccion se anula. También se vio que para pozos de poten-
cial profundos el valor absoluto de la energia de interaccion Coulombiana del
estado fundamental es mayor que la energia de un excitéon en bulk.

Por dltimo, en los diagramas de energias de la Fig. se explica el
comportamiento de las energias del exciton, Fig.(3.2)), cerca del umbral de
ionizacion. En la Fig.a) se muestra el diagrama de energias para un
exciton en un semiconductor en bulk. Como puede verse, la energia del gap
entre la banda de conduccion y de valencia del semiconductor en bulk (gap
de energfa en el caso de no haber interaccion), Egqp—r1, €s mayor al gap de
energia entre la banda de valencia del semiconductor en bulk y el nivel de
energia discreto del electron, Egq,—17. Esa diferencia entre los gaps de energia
se da debido a la energia del exciton en el semiconductor en bulk, Ee.._pus-

En la Fig..b) se muestra el diagrama de energias para el caso de las
particulas confinadas en los pozos de potenciales. Nuevamente se observa que
el gap de energias en el caso de no formarse el exciton, Egqp-1, €s mayor que
el gap de energia en el caso de formarse, Egqp—r7. Sin embargo, suponemos
que la energia del exciton cuyas particulas estdn confinadas, Feye—con, €S me-
nor a la energia del excitéon en el semiconductor en bulk, E... pur. Dicha
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suposicién se basa en que en la Fig. se grafica solo la energia de interac-
cion del exciton sin incluir a la energia cinética del mismo. En un futuro se
calculard dicha energia cinética, pero estimamos que al anadirla, la energia
del exciton confinado, F.pe_con, efectivamente sera menor que la del excitéon
en el semiconductor en bulk, F.,._pur. Esto explicaria por qué los resultados
de la Fig. no muestran un umbral de ionizacién para un valor igual a
Eexc—bulk-
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Figura 3.9: a) Diagrama de energias para un excitéon en un semiconductor
en bulk. Con un circulo azul se denota al electréon, con un circulo blanco al
hueco. Con una linea roja se representa la energia de excitacion del electron
en el caso de no formarse el exciton. El gap entre dicha energia y la banda
de valencia del semiconductor en bulk se denota como Egq,—7. Con una linea
azul se representa el nivel discreto de energia que aparece cuando si se forma
el exciton.El gap entre dicha energia y la banda de valencia del semiconductor
en bulk se denota como Eg,p—rr. Con flechas negras se muestra la energia
del excitéon en un semiconductor en bulk, Feye pur- b) Diagrama de energias
para un exciton cuyas particulas estan confinadas en pozos de potenciales
de ancho Rj y profundidad Vj. Con un circulo azul se denota al electrén,
con un circulo blanco al hueco. Con una linea roja se representa la energia
de excitacion del electron en el caso de no formarse el exciton. El gap entre
dicha energfa y el nivel de energfa discreto del hueco se denota como Egqp—r1.
Con una linea azul se representa el nivel discreto de energia que aparece
cuando si se forma el excitéon.El gap entre dicha energia y el nivel de energia
discreto del hueco se denota como Egq,—r7. Con flechas negras se muestra la
energia del exciton cuyas particulas estan confinadas en pozos de potenciales,

E6x07COTL .

En el Capitulo siguiente se calculara la energia del estado fundamental de
un electréon y un hueco no interactuantes confinados en un pozo de potencial
Gaussiano. Estos resultados nos permitirdn observar para ciertos radios del
QD la posibilidad de que el excitéon se mantenga ligado por mas de que el
potencial Gaussiano no pueda confinar a las particulas.
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Capitulo 4

Calculo de la energia de
interaccion del exciton utilizando
Teoria de perturbaciones a primer
orden

En el Capitulo 2 y 3 se ha corroborado que el uso de las funciones de
prueba de Hylleraas demanda un calculo analitico muy complicado para los
elementos de matriz de la parte cinética del Hamiltoniano. Sin embargo,
los términos de confinamiento y de interaccion Coulombiana se obtienen de
manera mas directa, y la energia de interaccion entre el electron y el hueco
puede ser calculada con buena precision.

Si uno supone que la energia de interacciéon es pequena con respecto a la
energia de confinamiento de cada particula del exciton, y que las particulas
se consideran independientes y distinguibles, se puede utilizar la Teoria de
perturbaciones a primer orden para calcular dicha energia de interaccion. De
este modo, s6lo se deben resolver dos problema variacionales de una sola
particula, lo que se sabe, es mas sencillo que un problema de dos particulas
interactuantes.

En este Capitulo se consider6 el problema de dos particulas independien-
tes, cada una confinada en un pozo de potencial Gaussiano. El motivo es
analizar la diferencia que existe entre considerar el Hamiltoniano con un tér-
mino de interaccion entre las particulas, y en tomar a la interacciéon como
una perturbacion a primer orden del Hamiltoniano de las particulas indepen-
dientes.
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Para resolver el problema variacional de una sola particula se utilizaron
como funciones de prueba las soluciones del oscilador armoénico tridimensio-
nal.

Se presentaré el Hamiltoniano del problema de particulas independientes,
las funciones de prueba utilizadas, la manera en la que se calcula la energia
de interacciéon y por tltimo los resultados obtenidos.

4.1. Hamiltoniano para las particulas no inter-
actuantes

Se utilizaran las mismas unidades que se han empleado desde la Seccién
[2.2] El Hamiltoniano para dos particulas no interactuantes se escribe como:

H = H,+ H,, (4.1)

donde H, y Hj corresponden a los Hamiltonianos del electréon y el hueco
independientes respectivamente y pueden ser tratados por separados.

El Hamiltoniano del oscilador armoénico tridimensional en las unidades
utilizadas en este trabajo es el siguiente:

1

H, sc —
© QO'Z'

1
V%Z + §W0-ir¢2 (Z =€, h), (42)

donde el pardmetro W es la frecuencia angular adimensionalizada del oscila-
dor y r; la coordenada adimensionalizada del hueco o el electron.
Las autofunciones para el Hamiltoniano de la Ec.(4.2) son las siguientes:

Yol 0, ) = Nurle ™ L2 (20) Vi (6, ), (4.3)

donde 6 y ¢ son las coordenadas angulares usuales del sistema de coordenadas

. I+1 . . .
esféricas, L,(j?) son los polinomios generalizados de Laguerre de orden k. Las
constantes Ny ; y v estan dadas por:

3 k2043111
N, = - 4.4
! \/\/ m (2k+ 20+ 1) (44)

OZ'W
5

V=

45



4.2. Elementos de matriz del Hamiltoniano de
una particula

Como se puede apreciar en la Ec.(4.3]), las funciones de prueba para el
problema de una particula estan asociadas a tres ntimeros cuanticos N =
{k,l,m}. Notar también que para este caso dichas funciones de prueba son
ortogonales entre si, por lo que se cumple que S=1.

Para calcular los elementos de matriz del Hamiltoniano, es util considerar
el resultado de aplicar el operador Laplaciano a las funciones de prueba:

Nit i
QO'Z

v%insc(ria i, ;) = ~_2 [16 4L +2 (2m“ )

I+3
+ 4rfv(dvr? — 21 — 3) L, 3 (2vr?) (4.6)

+ (I +1* — dlwr} + 2ur} (2ur} — 3))L,(€l+%)(2yri2)}
X Yy (6;, ¢i)

De este modo, los elementos de matriz del Hamiltoniano Hyy n (donde M y
N son dos conjuntos generados por los tres niameros cuanticos k, [, m), son
los siguientes:

Han = / / [0 (11, 05, 63) V26N (1 01, 6)

o (4.7)
_‘/(]Q/}*M(Tia‘9h¢i)€7§(%7lp) N (14,05, qbz)] r2drdS),

Las primitivas de las integrales de la Ec.(4.7) pueden calcularse analitica-
mente, sin embargo las mismas fueron evaluadas utilizando Mathematica.

4.3. Calculo de la energia de interaccién a pri-
mer orden perturbativo

Una vez calculados los elementos de matriz del Hamiltoniano, puede apli-
carse el método variacional de Rayleigh-Ritz para obtener tanto las energias
del sistema (ya sea para un hueco o un electréon), como también los coefi-
cientes de superposiciéon necesarios para computar las autofunciones que lo
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describen. De este modo, las autofunciones de cada sistema adoptan la si-
guiente forma:

\IIN Tea e ¢e Z N¢Osc Tea e ¢6) (eleCtron)a (48)

\If Th, Hh, Qbh Z Osc Th, Hh, Qbh) (hUGCO), (49)

donde UY y ¥V denotan la autofunciones del oscilador N-ésimas del electron
y el hueco, respectivamente, y C¥ y C’ 'y son los coeficientes variacionales
calculados (mediante el principio var1ac1onal) para el N-ésimo estado.

Al ser particulas independientes y distinguibles, las autofunciones del Ha-
miltoniano de dos particulas estan dadas por el producto de las autofunciones
de cada particula:

(r,0,0|N) = ®N(r,0,0) = UN(r., 0., ¢0) X U (14,01, ). (4.10)

Para calcular la energia de interaccion del estado fundamental como per-
turbacion del Hamiltoniano a primer orden, se debe computar el valor de
expectacion del término Coulombiano:

EInt = - <O

donde |0) corresponde al estado fundamental del sistema de dos particulas
no interactuantes y distinguibles.

Para poder realizar el calculo del valor de expectacion de la Ec. se
utiliza la expansion de Laplace en el término de interaccion:

1

Teh

0> , (4.11)

Lo S T Y (O GV B ). (4.12)

=0 m=—1 >

Sin embargo, teniendo en cuenta que sblo se considerara el estado funda-
mental de las particulas que son independientes de las variables angulares,
se utilizara solo el primer orden de la expansion. Esta aproximaciéon se deno-
mina, aproximacion esférica:

—~ (4.13)
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donde r~ denota la posicion de la particula que se encuentra a mayor distancia
radial del origen.

Es asi como desarrollando la Ec. utilizando las ecuaciones Ec.,
, y para construir la autofuncion del estado fundamental, se

obtiene:

_ E E e ex h hx e e h h
Elnt — Ck,yl’mc ’,l’,m’Ck:J,mC /7l’7m’Nk,lNk’,l’NkJNk”,l/

k,lm Kk ' m/

/ a0 { / ( / 02 ) (1 6, )R (0, )
0 0
< P (ry O, )P (1, On, 1) (4.14)

+ / (rpr2) ™ (1, Oy b)Y (7, Oy D)
)b (0, )P (1, O, ¢h)d7”h> dTe] -

A partir de una evaluacién numeérica de esta expresion utilizando el software
Mathematica, se obtiene la energia de interaccién Coulombiana del estado
fundamental del exciton.

4.4. Resultados

Se utiliz6 el software Mathematica para el calculo numérico de los ele-
mentos de matriz del Hamiltoniano de cada particula, Ec.. Una vez
calculados los elementos de matriz del Hamiltoniano de cada particula, se
resuelve el problema de autovalores, Ec.7 empleando la rutina 'DSYEV’
de la libreria Lapack para la diagonalizaciéon de matrices. Para mas detalles
sobre el calculo numérico lea el Apéndice C.

Se construye el Hamiltoniano de cada particula utilizando 20 funciones de
la base de autofunciones del problema del oscilador armoénico 3D,Ec..

Las funciones de la base de autofunciones del oscilador armoénico 3D,
EC., tienen un parametro variacional no lineal, W, el cual fue opti-
mizado para el hueco y para el electron. De este modo, los valores que se
utilizaron en el método variacional fueron W, = 1,1464 para el electréon y
W, = 0,8535 para el hueco.
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En la Fig.(4.1]a) y Fig.(4.1]b) se muestra la energfa del estado fundamen-
tal del electron y el hueco en funcion del radio del QD, Ry, y de la profundidad
del pozo Vj, respectivamente.

a) b)
0- . 0- .
-20- . -20- .
~
S -40- 1 5 401 .
[0} Q ]
= g
E 60 { = -60- .
o g=
m . 83|
-80- . -80- .
-100- . -100- .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
RO (nm) RO (nm)

Figura 4.1: Energia del estado fundamental de un electrén, E., (a), y un hue-
co, Ey, (b) no interactuantes confinados en un pozo de potencial Gaussiano
en funcion del radio del QD, Ry. Con puntos negros se muestran los resulta-
dos obtenidos mediante el método variacional utilizando 20 funciones de la
base de Hylleraas para un pozo de potencial de profundidad V;, = 12,18 meV,
con puntos rojos los resultados para una profundidad de V[, = 36,56 meV, en
azul para Vj = 60,93 meV y en cian para Vy = 115,77 meV, respectivamente.

El comportamiento de las energias del estado fundamental de las particu-
las independientes en funcion del radio del QD es similar a la mostrada en la
Fig.(3.2)) de la Seccion 3.4 Para radios pequetios (menores a 5 nm) la energfa
llega a valores cercanos a cero, mientras que, para valores crecientes del radio,
la energia disminuye hasta que se mantiene practicamente independiente de
dicho radio.

Mediante un procedimiento grafico similar al de la Seccién se determi-
no6 el umbral de ionizacién de cada particula para las distintas profundidades
del pozo de potencial. Se ajust6 una recta en la zona critica cercana al umbral
de ionizacién como muestra la Fig.. Utilizando dicha recta, se extrapolo
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el punto de interseccion con el eje de las abscisas para determinar el radio

de ionizacién de las particulas. En la Tabla se consignan dichos radios de
ionizacion y la energia del estado fundamental para el radio méas grande.

——V0=12.18meV
—e—V0=36.56meV

< —+—V0=60.93meV
N —+—V0=115.77meV
04 . 04
-20- - -201
—~ <o
> >
g '40 1 Il T E -40 7
= i ~
m ! . =
60 b\ \ 4 H 60
-80- '.‘ f,\.\\ -\.\.‘_ -804
g0l — -1001
0 20 40 0
RO (nm)

——V0=12.18meV
——V0=36.56meV
——V0=60.93meV

—*—V0=115.77meV

Figura 4.2: a) Energia del estado fundamental de un electron, E., confinado
en un pozo de potencial Gaussiano en funcion del radio del QD, Ry. b) Ener-
gia del estado fundamental de un hueco, Fj, confinado en un pozo de potencial
Gaussiano en funciéon del radio del QD, Ry. Con puntos se muestran los re-
sultados obtenidos mediante el método variacional y con linea de puntos los
ajustes lineales antes del umbral de ionizacion para distintas profundidades

del pozo.
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Energia del esta-
) Profundidad del | Radio del umbral | do fundamental pa-
Particula D . ,
pozo Vp (meV) | de ionizacién (nm) | ra el radio maés
grande (meV)
12,18 18,0 26,0
) 36,56 9,2 -29,2
Electron 155 93 6,9 52,5
115,77 9,1 -99.2
12,18 18,1 58
Hueco 36,56 11,1 -28.,7
60,93 8,1 -51,6
115,77 5,9 -97.8

Tabla 4.1: Valores del radio del umbral de ionizacién y de la energia del
estado fundamental para el radio mas grande para distintas profundidades,
Vb, del pozo de potencial Gaussiano.

Aunque se asumié un comportamiento lineal de la energia antes de al-
canzar el umbral de ionizacion, teoremas indican que la dependencia de la
energia del estado fundamental de una particula confinada en un pozo de po-
tencial en dicha zona debe ser cuadratica. Sin embargo, para poder observar
dicha dependencia y realizar un estudio més cuidadoso consideramos que es
necesario calcular una mayor cantidad de valores del radio del QD en esta
region y tomar distintos tamanos de la base de funciones variacionales. En
un futuro, estos célculos se realizaran.

Al comparar la Tabla con la Tabla se puede ver que los radios
de ionizacién para el problema de particulas no interactuantes son mayores
que en el caso en que se considera la interacciéon entre dichas particulas. Esta
diferencia muestra que aunque el potencial Gaussiano no pueda confinar a
las particulas, existe un intervalo de radios del QD en el que la interaccién
Coulombiana entre ellas puede mantenerlas ligadas. En el panel superior de
la Fig. se puede ver la energia del estado fundamental de un electron,
un hueco y un excitén confinados en un pozo de potencial Guassiano de
profundidad V5 = 60,93 meV. En el panel inferior, se muestra la energia
de interaccion Coulombiana del estado fundamental del excitén para dicha
profundidad del pozo de potencial.
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Figura 4.3: En el panel superior, la energia del estado fundamental de un hue-
co (puntos azules), un electron (puntos rojos), y un exciton (puntos verdes)
confinados en un pozo de potencial Gaussiano de profundidad V{, = 60,93
meV. En el panel inferior, la energia de interaccion Coulombiana del estado
fundamental de un exciton.

En el intervalo de radios del QD marcado con color naranja, la inter-
accion Coulombiana es distinta de cero y las particulas independientes han
ionizado. En esta zona afirmamos que el excitéon esta ligado debido a la in-
teraccion Coulombiana entre las particulas, mientras que dichas particulas
independientes no.

Se utilizo la Ec. (4.14)) para calcular la energia de interacciéon Coulombiana
del estado fundamental del excitéon como perturbacién del Hamiltoniano de
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las particulas independientes a primer orden. En la Fig..a) se pueden ver
los resultados obtenidos para diferentes valores de la profundidad del pozo
de potencial.

a) b)
V0=12.18 meV ——V0=12.18meV
0+ V0=36.68 meV |1 01 —e—V0=36.56meV |
——V0=60.93 meV ——V0=60.93meV
——V0=115.77 meV| ——\V0=115.77meV | ]
2 i 24 i
—~~ 1 ~
3 3
E 4 { § 4 .
N p—a
Q @]
- 1 -
sl N IS |
i::/ (K
'8 T T T T T '8 T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
RO (nm) RO (nm)

Figura 4.4: a). Energia de interaccion Coulombiana del estado fundamental
del excitéon, Ug, calculada como perturbaciéon a primer orden del Hamilto-
niano de particulas independientes. b). Energia de interacciéon Coulombiana
del estado fundamental del exciton, Ug, calculada como el valor de expecta-
ciéon del potencial Coulombiano utilizando las funciones de prueba del Hamil-
toniano interactuante. Con una linea amarilla se indica el valor de la energia
fundamental de un excitéon en bulk.

Se determiné el radio del QD a partir del cual la energia de interacciéon se
anula para el caso perturbativo como se muestra en la Fig.(4.5)). Para esto,
se utilizo el mismo procedimiento grafico usado en la Fig.(4.2]).
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: —+—36.68 meV | T
——60.93 meV
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Figura 4.5: Energia de interaccion Coulombiana del estado fundamental del
exciton, Ug, calculada como perturbacion a primer orden del Hamiltoniano de
particulas independientes. Con puntos se muestran los resultados obtenidos
mediante la Ec. y con linea de puntos los ajustes lineales antes antes
de anularse la energia de interaccion.

En la Tabla [4.2] se pueden ver, para distintas profundidades del pozo V4,
los valores del radio donde la interaccion Coulombiana se anula, el valor del
minimo de energia y el radio donde este ocurre.
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Profundidad del
pozo Vo (meV)

Radio del QD a
partir del cual la
energia de inter-

Radio del QD
donde la energia
de interaccion es

Energia de in-
teraccion mini-

accion se anula | . ma (meV)
minima (nm)
(nm)
12,18 18,0 36,1 -3,5
36,56 9.2 14.6 5.1
60,93 6,7 12,8 6.4
115,77 49 11,9 -7,3

Tabla 4.2: Valores del radio a partr del cual la energia de interaccion del exci-
ton se anula, la energia de interaccion Coulombiana minima y el radio donde
este minimo ocurre para cada profundidad del pozo de potencial Gaussiano
Vo.

Para poder determinar de forma mas precisa los valores de la Tabla ,
se deberia realizar el calculo para una mayor cantidad de valores del radio del
QD y para distintos tamanos de la base de funciones variacionales utilizadas.
En un futuro dichos célculos se realizaran.

En la Fig..b) se muestra la energia de interaccion Coulombiana del
estado fundamental del excitéon calculada como el valor de expectacion del
observable —1/r., en término de las funciones de prueba del Hamiltoniano
interactuante, Ec.. Se puede observar que en general, el célculo pertur-
bativo subestima el valor absoluto de la energia de interaccion del exciton.
Al comparar la Tabla con la Tabla se ve que esto ocurre para todas
las profundidades del pozo. Lo mismo ocurre para los radios donde la energia
de interaccion Coulombiana se anula.

Al comparar con la Tabla [£.1] se puede ver que los radios donde ocurre
el umbral de ionizacion de las particulas son similares a los radios donde la
energia de interaccion Coulombiana se anula. Aunque en un futuro el calculo
deba realizarse con mayor cantidad de puntos para hacer un anélisis mas
preciso, consideramos que el intervalo donde el excitéon se mantiene ligado
solo por el efecto de interaccion Coulombiana (vea la Fig.(4.3)) sera menor
al calcular dicha energia de manera perturbativa.
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4.5. Conclusiones

Al calcular las energias del estado fundamental del problema de un elec-
tron o un hueco confinados en un potencial Gaussiano, se observa que los
radios del umbral de ionizacién son mayores que en el problema de particulas
interactuantes. A partir de este resultado, se deduce que existe un intervalo
de radios del QD donde el potencial de confinamiento Gaussiano no puede
confinar a las particulas pero el excitén se mantiene ligado por la interaccion
Coulombiana entre ellas.

Al calcular la energia de interaccion del estado fundamental del exciton
como perturbacion del Hamiltoniano de las particulas no interactuantes se
puede ver que el moédulo de dicha energia se subestima con respecto al caso
donde si se considera la interacciéon en el Hamiltoniano.

Por tltimo, se puede notar que en el calculo perturbativo de la energia de
interaccion del estado fundamental del exciton, el intervalo de radios del QD
donde el exciton se mantiene estable pero las particulas independientes no ,
es pequeno y no se observa como en el caso del problema de dos particulas
interactuantes (vea la Fig.(1.3)).
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se utilizé el método variacional de Rayleigh-Ritz para cal-
cular las energias de un exciton cuyas particulas se encuentran confinadas en
un QD esférico. Para ello, se propusieron dos modelos con distintos potencia-
les de confinamiento: por un lado un potencial de confinamiento cuadratico,
y por el otro un potencial de confinamiento Gaussiano. Ademés, se calcula-
ron las energias de un electrén y un hueco no interactuantes y distinguibles
confinados en un pozo de potencial Gaussiano. Por tltimo, se obtuvo la ener-
gia de interaccion Coulombiana del estado fundamental del exciton a partir
de dos métodos: por un lado, tomando el valor de expectaciéon del término
de potencial Coulombiano, Ec.(B.13)), y por otro lado utilizando la Teorfa de
perturbaciéon a primer orden y tratando la interaccion Coulombiana como
una perturbacion del Hamiltoniano de las particulas no interactuantes.

Se compararon los resultados obtenidos para la energia del estado funda-
mental del exciton en el modelo cuyo potencial de confinamiento es cuadratico
y en el modelo cuyo potencial de confinamiento es Gaussiano. Se pudo ver que
para radios del QD mayores a 50 nm las energias son similares. Sin embargo,
para radios del QD menores a 40 nm, la diferencia entre los resultados es
muy grande. Mientras que para el modelo con un potencial de confinamiento
cuadratico la energia crece mondtonamente a medida que el radio del QD
disminuye, para el modelo con un potencial de confinamiento Gaussiano la
energia tiende a cero.

Se determinaron los radios del threshold de ionizacién de un electréon y
un hueco confinados en un potencial Gaussiano. Se observo que existe un
intervalo de radios del QD en el que las particulas independientes ionizan,
mientras que el exciton es estable debido a la interacciéon Coulombiana entre
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dichas particulas.

Se compararon los distintos resultados obtenidos para la energia de inter-
accion Coulombiana del estado fundamental del excitéon. Se pudo ver que el
calculo perturbativo de la energia de interacciéon subestima el valor absoluto
de dicha energia con respecto al caso donde si se considera la interaccion en
el Hamiltoniano.

Consideramos que para realizar un analisis mas cuidadoso de los resul-
tados obtenidos y en particular, para poder determinar con mayor precision
los radios del umbral de ionizacion y la dependencia de la energia en dicha
region , deberfa calcularse una mayor cantidad de valores del radio del QD
y utilizarse distintos tamanos de la base de funciones variacionales. Dichos
calculos se realizaran en un futuro.

Como perspectivas a futuro, se espera utilizar MPFUN para poder eva-
luar en Fortran los elementos de matriz del Hamiltoniano y las matrices de
superposicion con precision arbitraria. El grupo de investigacion con el que
llevaré a cabo mi tesis doctoral dispone de acceso a clusters de calculo, con
lo que se podrian tomar bases de funciones mas grandes y recalcular todos
los resultados de este trabajo.
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Apéndice A

Coeficientes para el calculo
numérico de los elementos de
matriz del Hamiltoniano con
potencial de confinamiento
cuadratico

Los calculos que deben realizarse para obtener las Ec. y a
partir de las Ec. y (2.16]), respectivamente, son complejos. Como se pue-
de ver en la Seccion 2.4, se utilizaron transformadas integrales para que los
elementos de matriz del Hamiltoniano y la matriz de superposicion queden
expresadas en integrales de una sola variable denominada ¢. En este Apéndice
se muestran los coeficientes Ag,Bg,Cqa,Dg que se obtienen al realizar dicho
célculo. Cabe destacar que las variables {me, mh, meh} pertenecen al con-
junto de nimeros enteros positivos M, mientras que {ne, nh, neh} pertenecen
al conjunto de ntimeros enteros positivos N. De este modo, los coeficientes
son:

Ao :<_m B ﬁ) AG3p(4,7, 0es W, e, me, 1)Gsp(q, 7, on, W, mip, —1)
4oy,  4doy,
Me Ne
+ (_40_ - 40_ ))\G?)D(q?f)/? 0_67 W7 n€7m€7 _1)G3D<q, ’}/, Uh, I/I/7 nh7 mh7 1)

+ W’y/\GISD(QJ 7> Oe, W7 Ne, Me, ]-)G?)D(q’ Y Oh, VV, Np, Mp, 1)7
(A1)
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B, :<_meW'y Cmag Wy Wy n Wy ng Wy oWy )\_2>
2 2 2 2 2 2 2
X G3p(q, Y, 0e, W, ne, me, 1)G3p(q, Y, on, W, np, mp, 1)
MeNe MepTe MeNep
+ < 20, 4o, + 4o, )
X Gsp(q,Y,0e, W, ne,me, —1)G3p(q, v, on, W, np, mip, 1)

1 1
+ <§W20'6 + §W2’}/20'6>
X G3D(q7 Y, Oe, W7 Ne, Me, 3)G3D(q7 Y, Oh, VV7 Nh, Mp, 1)

mpnp MepNp MpTen
+ ( + + )
20’h 40’h 40’h

X G3D(q7 Y Oe, W7 Ne, Me, 1)G3D(Q7 Y5 Oh, VV: Ny, Mp, _1)

1 1
+ <§W20'h + §W2’720'h>

X GBD(Qa V5 Oe,s W7 Ne, M, 1)G3D(Q? Y5 Oh, VVa Ty, My, 3)

(A2)
Mep A NMeh A MeA N MmpA NpA
CG:<_1_ 2 2 4o, 4o, do, >
O, 4o, 4oy, 4oy,
X GSD(Q; Y, 0e, W7 Ne, Me, 1)G3D<Q7 Y, Oh, W7 Nh, Mp, 1)
M N A
e
40, 4o, (A.3)
X G3D(q7 Vs Oes W7 Ne, Me, _1)G3D<QJ Y5 Oh, W7 Ny, Mp, 3)
<_mh)\ _ nh)\)
40‘h 40’h
X G3D(qv Y, Oe W7 Ne, Me, 3)G3D(Q7 Y5 Ohs VVa Ny, My, _1)
MepNen MepNe NenMe MepNp NepMp
Do =( )
¢ 2 4o, + 4o, 4oy, + 4oy,
X G3D(Q7 Y Oe, VI/’ Ne, Me, 1)G3D(Qa Y, Oh, VI/) N, Mp, 1)
MepNe MeMen
.
4o, 4o, (A.4)

X GSD(qa Y5 Oe,s VVa Ne, M, _1)G3D(Qa s O0h, W7 Np, Mp, 3)
MepN mpNe
+ <_ hh - i h)G?)D(q”YaO—ean neame>3)
40’h 40'h

X G3D(Q7 Y Oh, VV; g, Mp, _1>

Estos coeficientes se implementaron en los programas numéricos utiliza-
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dos para calcular los elementos de matriz del Hamiltoniano y la matriz de
superposicién S. Para mas detalle sobre el calculo numérico lea el Apéndice

C
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Apéndice B

Coeficientes para el calculo
numérico de los elementos de
matriz del Hamiltoniano con
potencial de confinamiento
(Gaussiano

En el Capitulo 3 se reemplaza el potencial de confinamiento cuadratico
por un potencial de confinamiento Gaussiano. En la Secciéon 3.1 se mostraron
los cambios que esto genera en las funciones de prueba, y por lo tanto en el
calculo de los elementos de matriz del Hamiltoniano y de la matriz de super-
posicion. En la Seccion 3.2, se introdujeron dos nuevas funciones Y3, y Y3
muy relacionados con las funciones G3p del Capitulo 2 (para mas detalles vea
el texto de la Seccion 3.2). Ademas, para analizar los distintos términos del
Hamiltoniano se calcularon sus respectivos elementos de matriz por separado.
En este Apéndice se muestran los coeficientes necesarios para el calculo de los

elementos de matriz del Hamiltoniano de las Ec.(3.7)),(3.8)),(3.9),(3.10]),(3.11]).
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Estos coeficientes se implementaron en los programas numéricos utiliza-
dos para calcular los elementos de matriz del Hamiltoniano y la matriz de
superposicion S. Para mas detalle sobre el calculo numérico lea el Apéndice

C.
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Apéndice C

Procedimiento numérico para el
calculo de energias mediante el

método variacional de
Rayleigh-Ritz

Para el calculo numérico de las energias mediante el método variacional
de Rayleigh-Ritz se implementaron dos programas: uno para evaluar los ele-
mentos de matriz del Hamiltoniano y de la matriz de superposicion S, y
otro para resolver el problema de autovalores, EC.. En este Apéndice
se discute el proceso que se llevd a cabo a lo largo del trabajo para poder
implementar cada uno de los programas.

Para el programa encargado de evaluar los elementos de matriz del Ha-
miltoniano se debieron asegurar dos condiciones. Por un lado, una evaluacion

precisa de las funciones hipergeométricas confluentes, Ec.(2.22)),(3.3) v (3.4)).

Por otro lado, un algoritmo capaz de evaluar las integrales definidas en tér-
minos de la variable ¢, Ec.(2.23)),(2.24),(3-5).(-7).

Para evaluar las funciones hipergeométricas confluentes se escribieron tres
programas, cada uno en un software de computo distinto: Fortran, Matlab y
Mathematica. Matlab y Mathematica incluyen librerias que permiten evaluar
las funciones hipergeométricas con precision arbitraria. En Fortran se busco
una rutina capaz de evaluar dichas funciones [14]. Por un lado, se evaluaron
3000 puntos de la funcion 1 F; (4; %; %) en Mathematica y en Matlab con 18
cifras significativas. Por otro lado, se realizé la misma evaluacion utilizando
la rutina de Fortran en doble precision. Una vez obtenido los resultados se
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restaron entre si para verificar con qué precision evalia las funciones la rutina
de Fortran. De esta manera, se vio que los resultados de la rutina de Fortran
difieren en la octava cifra significativa con los de Mathematica y Matlab como

muestra la Fig.(C.1]).

6.00E-008

4.00E-008

2.00E-008

0.00E+000

1F1(4;3/2;-x**2/37.76)

-2.00E-008

-4.00E-008

-6.00E-008 +¥—F—+— 77— +—F——F——F——F—— 1

Figura C.1: Diferencia entre los resultados de la evaluacion de la funcién

1F1(4; %; ;7—?”62) en Fortran y Mathematica utilizando 3000 puntos.

Para evaluar las integrales que requiere el calculo de los elementos de ma-
triz del Hamiltoniano y de la matriz de superposicion se utilizo la regla de
Simpson. Para definir hasta qué valor se integraria utilizando este algoritmo,
se calcul6 la integral de los elementos de matriz del Hamitloniano , Ec.,
para diferentes limites superiores de la integral. Luego se repitio este proce-
dimiento para distintos conjuntos de ntimeros enteros M y N. Los resultados
para distintos conjuntos M y N son similares a los que se observan en la
Fig.. Es decir, funciones que convergen rapidamente a un valor practi-
camente constante, mas precisamente, convergen antes de un valor del limite
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superior de la integral b = 10.

0000004
0000003
—
*
T i
LLI
S -
= 0000002
=
I 1
0000001
0000000 -

Figura C.2: Valores del elemento de matriz Hy; x en funcion del limite su-
perior de la integral, b. Los conjuntos M y N utilizados son: m, = 3,m; =
2 Mep, = 2,ne = 2,0 = 1nep = 2.

De este modo, las integrales numéricas se calcularon desde 0 hasta 30
para incluir las fluctuaciones de los elementos de matriz antes de converger
a un valor.

Fortran es el software que computa més rapido los elementos de matriz,
tanto del Hamiltoniano como de la matriz de superposicion. Aunque final-
mente se utilizo Mathematica por las facilidades que provee para definir los
coeficientes de los Apéndices A y B, en un futuro se trabajard con MPFUN
que permite utilizar Fortran con precision arbitraria.

El programa que se utilizo para resolver el problema de autovalores,
Ec., fue escrito en Fortran. El mismo se encarga de ordenar los elemen-
tos de matriz calculados anteriormente y diagonalizarla. Para esto tultimo,
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se utilizaron las rutinas 'DSGYV’ y 'DSYEV’ de Lapack, que se encargan
justamente de resolver el problema de autovalores generalizado y el problema
de autovalores cuya matriz de superposicion es la identidad,respectivamente.
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