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RESUMEN

Las necesidades del mercado y la evolucion tecnologica ha promovido el desarrollado de
nuevas propuestas para el monitoreo y control de procesos con un alto estdndar de calidad.
Estos procesos se caracterizan por tener gran cantidad de muestras con cero no
conformidades. Para el caso particular del control de procesos por atributos, cuando n, p o
lambda son muy pequeios, la aproximacion normal ya no es adecuada para el control de los
procesos. En consecuencia se ha desarrollado nueva metodologia para el caso de modelos
Binomial y Poisson, cuando los procesos estdn contaminados por un exceso de ceros. Estos
modelos se conocen como modelos ZIB (Zero-Inflated Binomial) y ZIP (Zero-Inflated
Poisson). En este trabajo se sintetizan algunos de los procedimientos factibles de ser
utilizados en los graficos de control de atributos basados en estas distribuciones. Para el
primer caso, modelos ZIB, se incluyen graficos de control desarrollados sobre la base de
métodos de intervalos de confianza tales como: graficos mpzp, graficos np; de Jeffreys,
graficos np,, de Wilson, graficos np4c de Agresti-Coull, graficos npps de Blyth-Still y gréaficos
de control basados en la distribucion ZIP truncada (TZIB). Para el segundo caso, modelos
ZIP, se presentan los graficos basados en la distribucion Chi-cuadrado: Cepi, Cecni Y Cucni Y
basados en la distribucion geométrica: Cq, Chg y Cpe. En ambas casos se indica la
performance de cada uno de ellos cuando los procesos se encuentran dentro o fuera de
control.

PALABRAS CLAVE: Distribucion Zero Inflated Binomial (ZIB), Distribucion Zero Inflated
Poisson (ZIP), Control Estadistico de Procesos, Longitud Promedio de
Corrida (ARL), Procesos de Alta Calidad.

1. INTRODUCCION

Los avances tecnoldgicos y la automatizacion de los procesos de fabricacion han generado
procesos de alta calidad que se caracterizan por tener muy bajas tasas de ocurrencia de
defectos y los tradicionales graficos de atributos de Shewhart, pueden no ser adecuados para

el control de procesos y la toma de decisiones.
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Los graficos Cy np a menudo subestiman la dispersion observada, con lo cual los limites de
control pueden resultar inadecuadamente estrechos y posteriormente conducen a una mayor
tasa de falsas alarmas en la deteccion de sefiales fuera de control. Por lo tanto, la modificacion

de una distribucion Poisson o binomial podria ser utilizada para tratar la sobredispersion.

En la distribucion Poisson, por ejemplo la sobredispersion ocurre cuando la varianza es
superior a la media en una muestra, y el “Zero Inflated” o “Excesos de Ceros” se observa
cuando los datos muestrales presentan una frecuencia mas elevada para la ocurrencia de cero
eventos que la que se deberia esperar si la muestra hubiera sido generada mediante una

distribucién Poisson o binomial.

La sobredispersion por lo tanto puede ser originada por una gran cantidad de ceros de los
cuales alguno de ellos son producidos por eventos extrafios al proceso, denominados como
“perturbaciones aleatorias”. La variabilidad que excede la explicada por los modelos de
Poisson o binomial se pueden modelar a través de un efecto aleatorio en un modelo

estadistico.

Estos modelos pueden basarse en una distribuciéon denominada Zero Inflated Poisson (ZIP),
que es una combinacion de la distribucion Zero Inflated y la Poisson, y la Zero Inflated
binomial (ZIB), que es la combinacion de la distribucion Zero Inflated y la binomial. Ambos
modelos suponen que las perturbaciones aleatorias se producen con cierta probabilidad, y la
ocurrencia de tales efectos aleatorios (niimero de no conformidad en cada subgrupo de

muestreo) sigue una distribucion Poisson o binomial.

Muchos de los problemas que se presentan tales como la alta probabilidad de falsas alarmas
en la deteccion de puntos fuera de control, la incapacidad de detectar la mejora de procesos, la
baja probabilidad de cobertura, entre otros, han sido identificados por varios investigadores y
para resolverlos se han desarrollado recientemente, nuevos modelos y técnicas de monitoreo.

Algunos de estos nuevos métodos se resumen en este articulo.

Para la distribuciéon binomial, Sim y Lim (2008) compararon los graficos de Shewhart
(graficos np), con grafico np basados en el modelo ZIB (graficos npzs), un grafico np con un
intervalo preferente de Jeffreys (grafico np,) y un grafico np con un intervalo de Blyth-Still
(graficos npps). Se compard la performance de los distintos graficos utilizando la longitud

media de corrida (ARL).
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Fatai y otros (2010) investigaron sobre grafico de control basada en una distribucion ZIB
truncada (TZIB) aplicando limites de probabilidad en lugar de los limites de control basados
en Shewhart para el seguimiento de las observaciones distribuidas como ZIB. Para evaluar la

performance del grafico propuesto también utilizaron el enfoque del ARL.

Yawsaeng y Mayureesawan (2012), estudiaron los graficos de control anteriormente
mencionados tales como: graficos npz;, graficos np; y ademas los graficos np,, de Wilson,
graficos np4c de Agresti-Coull y graficos npgs de Blyth-Still. La performance de los graficos
de control se compar6 en términos de ARL y también en términos de probabilidad promedio
de cobertura (ACP), asignando diferentes valores para la proporcion de ceros observados (¢),
distintos niveles de cambio en el porcentaje de no conformidad (8) y en los valores para la

varianzas (7).

Para los graficos C, Cohen (1991) desarroll6 un modelo ZIP en el cual estim6 el valor de la

media lambda mediante el estimador maximo de verosimilitud (MLE).

Xie y otros, (2001) desarrollaron un Grafico C para el modelo ZIP que se denomino
graficos Czp. Estudiaron la eficiencia de éste grafico de control para detectar desplazamientos

del aumento del valor medio en el nimero de no conformidades en un proceso.

Sim y Lim (2008) propusieron graficos de control para datos con excesos de ceros, tanto en
una distribucion de Poisson como en una distribucion binomial. Para el caso de la distribucion
Poisson propusieron un grafico C a partir del intervalo de Jeffreys para detectar aumentos de
la media, denominado grafico C;. Compararon los graficos C; y Czp con los tradicionales

graficos C.

Peerajit and Mayureesawan (2010) continuaron las investigaciones de Sim y Lim y
compararon la performance de los grafico C;; Cz con el grafico C de Shewhart, en procesos

con diferentes proporciones de exceso de ceros, utilizando como indicadores el ARL y ACP.

Katemee y Mayureesawan (2012) propusieron en una de sus investigaciones, graficos
basados en la distribucion Chi-cuadrado denominados: Cepi, Cecni Y Cucni y €n otra, graficos
basados en la distribucion geométrica, denominados: C,, Cye y Cpue. En ambos casos se
compararon con los grafico C; C; y Czp y se indico la performance de cada uno de ellos

cuando los procesos se encontraron dentro o fuera de control.
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La Distribucién ZIP se aproxim6 mediante una distribucion chi cuadrado no central con
parametro Acy;. El mejor valor de ajuste Acy,; se utilizd para sustituir la media y la varianza
estimada en los limites de control de los graficos C de Shewhart por tres métodos diferentes.
En el grafico C¢y;, los valores estimados de la media y la varianza de los graficos C se
sustituyeron por Acy; mientras que en el grafico Cecy; fueron con los estimadores de la media
y la varianza, respectivamente, de la distribucion chi cuadrado no central. En el grafico Cycpi,
la media fue reemplazada por la media estimada de la chi cuadrado no central y la varianza

por el rango intercuartilico.

En el grafico Cg, los limites de control se construyeron con la media y la varianza de la
distribucion geométrica. En los graficos C,,, la media de la distribucion geométrica se utilizo
para sustituir tanto la media como la varianza en los limites de control. En el grafico C., se

utiliz6 la mediana y la varianza geométrica en los limites de control.

2. METODOLOGIA

1. Modelos ZIB

A continuacion se resume en el cuadro N°I los limites superiores de control para los
graficos np, segun los diferentes modelos propuestos cuando existe exceso de ceros o “Zero
Inflated”.

Cuadro N°1: limite superior de control para graficos np con Zero Inflated.

Graficos Limite superior de control Comentarios
np numero de unidades no conformes en una muestra de
np UCL=np+3np(1l—p) () tamaio n
A A A —(1—p Y17+ _
npzie UcL = np + 3 vV np(l - p) @ ﬁ = M; Z* es la media de m muestras

n

X es una VA con distribucion binomial con parametro n, p

np; B(a; a, b) es el percentil 100 de una distribucion beta
UCL = max[|x|py = B(a; x + 0.5.n — x + 0.5] (3) con pardmetro a y b

Do es el valor estimado de P

2

zZ
X+5 z.n
npy, w(x) = 2 Al pq + z%/4n

UCL = max [|x|py = w(x)] @) n+z2 n+z2
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ac(x) = p — 2, () V2R 2

NPac

UCL = max[|X|py, = ac(x)] (5) p=Xx/f
NPps o

UCL = max[|X|p, = a(x)] (6) (x—05) + 0522 — Za\/(x -0.5) —("%0'5)2 +0.2522

= n+z2
3 5 (n - DR, x)°
n n - =
2 = [UPLyz15IR o(p*(L—p)" ™ = 2 nm(El 6 - X% )

T

X es la variable con distribucion binomial

A probabilidad de exceso de ceros

2. Modelos ZIP

En el cuadro N°2 se resume los limites superiores de control para los graficos C segun los
diferentes modelos propuestos cuando existe exceso de ceros o “Zero Inflated”.

Cuadro N°2 limite superior de control para graficos C con Zero Inflated.

Graficos Limite superior de control Comentarios
UCL = ¢ + 3vc (8) C cantidad promedio de no conformidades por muestra
¢ puede estimarse como la cantidad promedio de no
conformidades en una muestra de items observados
Y variable aleatoria cantidad de no conformidades por item
UCL = /T + Sﬁ ) A promedio de no conformidades por item
p p
CZ 1P S+ : : : :
~ 4 2 Yy " cantidad promedio de no conformidades por items que
A=y"[1—-e"] tienen una cantidad no nula de no conformidades
A promedio de no conformidades por item en la muestra
Cj UCL = max [|}’|/1 > G(a; y+ 0-5»1)] (10) G(a;a,b) eselpercentil 100 de una distribucién gama con
parametros@ =y + 05yb =1
~ ~ A _ k :ul 2
Ceni UCL = Acpi + 3 [Ach: (11) Achi = i 1(g)
= L
Cecni UCL=E®) +3V(y) (12 EQY) = Acn V) = 4Acn;
Chcni UCL = E(y) + 3IQR(c) (13) IQR(c) = Qs — O
_ —— y es la variable aleatoria del numero de fallas antes de que el
Cg UCL = E(y ) +3 V(y ) 14 primer éxito ocurra.
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pe es la probabilidad de éxito en cada ensayo
A 1gn -1 _1-Pg _
Pg = (A +-X, k)T EQW) = e V() =
1-pg
pg
A _ 1-p,
Cing UCL = E(y) + 3JE() (15) = +=-3 k)™ E(y) = ﬁ
C UCL =M +3,/V(») Medi [—_1 ] 1
=M+ 16 ediana = — | —
m 70 log2 (1 — p,)

3. Comparacion de la performance de los graficos de control

En las distintas investigaciones la performance de los diferentes graficos de control se

compararon utilizando el ARL y /o ACP.

La longitud media de corrida o ARL, es el numero promedio de puntos que deben ser
trazados hasta encontrar un punto que indique una situacion fuera de control. Para procesos
bajo control, el método mas efectivo es aquel cuya longitud promedio de corrida es lo mas
grande posible. Si no estan correlacionadas las observaciones del proceso, entonces para
cualquier grafico de control, el ARL puede calcularse facilmente a partir de: ARL =

1/(probabilidad de encontrar un punto fuera de control).

El ACP es la probabilidad promedio de cobertura. Para un proceso dado, el valor de ACP

mas cercano al coeficiente de confianza (1-a) es el grafico recomendado.

4. Reglas de control K de K

Algunas investigaciones como las de Sim y Lim (2008) y Yawsaeng y Mayureesawan
(2012), incorporan las reglas K de K para indicar un proceso fuera de control, asignando
valores a K que van de 1 a 5. Indica que cuando K observaciones consecutivas superan el
limite de control superior, es sefial que el proceso se encuentra fuera de control. Asi una regla
de control “dos de dos”, indica que, un proceso es declarado fuera de control si dos puntos

sucesivos caen fuera de los limites de control.
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3. RESULTADOS Y DISCUSION

En el caso de la variable binomial el estudio de Sim y Lim (2008) revelo que los gréafico np;
(Eq.3) y npgs (Eq.6) tienen un valor de ARL mucho més pequefio que el valor deseado debido
a la baja probabilidad de cobertura del limite de control. Al incorporar una simple regla de
control “dos de dos” funcionan mejor que los graficos np, y npzp en todas las situaciones

simuladas.

Fatai y otros (2010) mostraron que los resultados de la aplicacion de limites de probabilidad
para los graficos de control a partir de una distribucion ZIB (Eq.7) truncada no pueden
generalizarse ya que funcionan bastante bien para los graficos p pero no para los graficos np,

al menos no resulté adecuado para el caso particular presentado en la investigacion.

Yawsaeng y Mayureesawan (2012) compararon el desempenio de los graficos de control
mediante simulacion con diferentes proporciones observadas de cero () y niveles de cambio
en las proporciones de no conformidad (0), para diferentes valores de 6°. Ademas utilizaron

las reglas K de K asignando diferentes valores a K.

Para procesos bajo control los graficos np,, (Eq.4) fueron preferibles para valores bajos de
K y alta proporcion de ceros (o= 0,9), mientras que los graficos np; (Eq.3) se comportaron
mejor que los otros graficos para K =1,3 y 5 y proporcidon de ceros relativamente baja (¢ =
0,3) para los distintos valores de la varianza. El grafico npz; (Eq.2) parecioé funcionar mejor
que los otros, para K =2 y 4 y proporcion de ceros bajos (¢ = 0.3 y 0.4). Cabe sefialar que el
gréafico np (Eq.1) resultdé mas adecuado para altos valores de K (K =3, 4, 5) y alta proporcion

de ceros (¢ = 0,8-0,9) en todos los niveles de varianza.

En el caso de procesos fuera de control, en situaciones en las que se observaron una baja
proporcién de ceros (¢ = 0,3) y una baja varianza (c”=2), lo recomendable seria usar el grafico
np, con la aplicacion de la norma de control K de K cuando K es 2 o mayor. Sin embargo, si
la proporcidn de ceros es extremadamente alta (0,9), se sugiere el grafico np con la aplicacion
de la regla de control K de K si K = 3 o superior. Cabe senalar que para proporciones de ceros
moderadamente altas (0,4-0,8), los graficos de control estudiados no funcionan bien. Por lo

tanto, este problema podria ser un tema interesante para su estudio.

Para el caso de la variable Poisson, Xie y otros (2001), llegaron a la conclusion que el ARL

es relativamente sensible a incrementos de la proporcion de items no conformes. A medida
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que ésta proporcion aumenta el ARL disminuye rdpidamente, pero la misma situacion no se
da a partir de ciertos valores de la media y esto es un problema del método, debido a que no
permite detectar rdpidamente el incremento en los valores promedios. Por lo tanto se

requieren de otros métodos para detectar esta situacion.

Sim y Lim (2008), concluyeron que los graficos C; (Eq.10) son apropiados cuando la media
esta bajo control, pero en el caso que la media esté fuera de control los graficos C (Eq.8)
presentan mejor performance que los otros graficos pero con una menor probabilidad de

cobertura.

En los estudios de Peerajit and Mayureesawan (2010), los resultados revelaron que el
grafico C; tiene una eficacia mas alta que los otros graficos de control cuando el proceso esta
bajo control y cuando esta fuera, el grafico C es el mas eficaz para detectar los cambios. Pero
al igual que Sim y Lim, concluyeron que el ACP del grafico C fue demasiado bajo para ser un

buen estimador de los parametros del proceso.

En la investigacion desarrollada por Katemee y Mayureesawan, (2012a) en la cual
propusieron graficos de control Cg(Eq.14), Cg (Eq.15) y Cye (Eq.16), modelando el nimero
de no conformidades con una distribucion geométrica, utilizaron la media, la mediana y la
varianza de esta distribucion para construir los limites de control. A partir de las simulaciones
llevadas a cabo efectuaron comparaciones con los graficos C, Czp (Eq.9) y C; e indicaron
que: para un proceso bajo control, el grafico C, fue superior para valores bajo de la media y
diferentes proporciones de ceros, mientras que para un proceso fuera de control, los graficos
cmg Y Cme fueron los mejores para valores de la media de 2, 3 y 4 en todos los niveles de los

otros parametros simulados.

Otra de las investigaciones de Katemee y Mayureesawan, (2012b) en la que analizaron los
graficos de control basados en la distribucion chi cuadrado, concluyeron que para un proceso
bajo control, el grafico Cccri (Eq.12) es superior a todos los otros graficos considerados con
una baja proporcion de cero no conformidades. Para un proceso fuera de control, el grafico
cvceni (Eq.13) se comportd mejor que los otros graficos, para valores bajos de la proporcion de
cero no conformidades para diferentes medias y valores de p. Sin embargo, para valores altos
de la proporcion de cero no conformidades, el grafico C¢y; (Eq.11) resulté mejor que los otros

gréaficos considerados.
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4. CONCLUSION

Al monitorear procesos de alta calidad frecuentemente se observan excesos de ceros que
producen sobredispersion. Estos procesos suelen ajustarse con modelos basados en las
distribuciones binomial o Poisson conocidas como distribuciones ZIB y ZIP. En este trabajo
se ha realizado una breve resefia de los Ultimos avances en materia de investigacion de los
procedimientos estadisticos adecuados para la implementacion de los correspondientes

graficos de control, resaltando sus alcances y limitaciones.

En todos los casos la performance de los diferentes graficos ha sido evaluada mediante ARL
o ACP o ambos para seleccionar el grafico mas adecuado para cada situacion particular. No
obstante las respuestas son muy variables debido a que dependen de la magnitud de la
proporcion de ceros (sobredispersion), los cambios en la media o en la proporcion de no
conformidades y del estado en el que se encuentra el proceso (bajo o fuera de control), lo que

conlleva a ser precavido a la hora de seleccionar un procedimiento de control.
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