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Resumen

Para estudiar la naturaleza de los agujeros negros, resulta de gran importancia conocer
las trayectorias, caminos o curvas que sigue la luz bajo la geometría del espaciotiempo. En
particular si se construyen coordenadas adaptadas a tales direcciones, es posible estudiar
la geometría del espaciotiempo de forma completa. Tanto en el horizonte de eventos, como
fuera y dentro de la región que delimita el mismo.

Una de las contribuciones de esta tesis, es presentar por primera vez un sistema de
coordenadas doblemente nulas completo y bien comportado en todo el espaciotiempo de
Kerr, incluso en el eje de simetría. El método para construir la de�nición es original, está
basado en las secciones centro de masa en el in�nito nulo futuro; e involucra la solución
de una ecuación diferencial no lineal, que se resuelve numéricamente a cualquier orden de
precisión deseado. A tales coordenadas las llamamos u (salientes) y v (entrantes), y están
naturalmente adaptadas a los horizontes y al in�nito nulo futuro. En tal construcción, como
intersección de ambas coordenadas nulas, se obtiene una familia de super�cies esferoidales
rs, que serían la extensión natural de la coordenada tortuga de Schwarzschild r∗, al caso de
Kerr. Las super�cies rs son axialmente simétricas, pero dependen de (r, θ) en las coordenadas
de Boyer-Lindquist. Tales super�cies, también pueden caracterizarse geométricamente por
medio de la curvatura intrínseca y extrínseca, haciendo uso del formalismo GHP. Lejos del
horizonte, los valores de la curvatura intrínseca o Gaussiana son cercanos a una constante,
por lo que cada super�cie rs tiene una geometría intrínseca cercana a una esfera con curvatura
Gaussiana constante, resultando ser una super�cie muy suave.

Otro estudio importante, que se presenta en la tesis es el abordaje y resolución del pro-
blema característico de un sistema hiperbólico, haciendo uso de un sistema de coordenadas
doblemente nulo, en una geometría sin simetría esférica. Esto signi�ca un aporte novedoso,
dado que los trabajos anteriores sobre este tema se han desarrollado con la suposición de si-
metría esférica y en muchos de los casos por separación de variables, lo que torna al problema
unidimensional. Aquí presentamos la metodología para atacar la resolución de la ecuación de
onda para un campo escalar sin masa, con dato característico en el espaciotiempo de Kerr.
En la literatura se trabajó ampliamente, sin embargo todos los trabajos fueron limitados a
estudios lejos del horizonte de eventos. Y sólo para el caso de Schwarzschild se pudo atravesar
el horizonte de eventos utilizando un esquema característico, con ambas coordenadas nulas
(salientes y entrantes), en simultáneo.

En esta tesis, se contribuye con el desarrollo de un esquema y código numérico caracte-
rístico para resolver la ecuación de un campo escalar sin masa en el espaciotiempo de Kerr,
que hasta el momento no tiene antecedentes en la literatura. Con las nuevas coordenadas
nulas en Kerr, por primera vez se aborda este estudio, siguiendo un esquema característico
general, y con dependencia angular no trivial. Entre otras cosas, se puede dar dato inicial
fuera del horizonte de eventos, y evolucionar numéricamente hasta atravesar y adentrarse en
las regiones delimitadas por ambos horizontes, incluido el eje de simetría.

Palabras claves: Agujeros negros, Espaciotiempo de Kerr, Geodésicas, Coordenadas do-
blemente nulas, Campo escalar sin masa.

Clasi�cación conceptual: General Relativity, Gravitation, Classical Black Holes.





Abstract

To study black holes nature, it is of great importance to know trajectories, paths or curves
followed by light under spacetime geometry. If adapted coordinates to such directions are
constructed, it is possible to study the spacetime geometry completely. Outside and within
the region delimited by the event horizon.

One contribution of this tesis, is to present for the �rst time a complete and well behaved
null coordinate system all over Kerr spacetime, including on the axis of symmetry. The
method for constructing the de�nition is original, it is based on the center of mass sections
at future null in�nity; and involves the solution of a nonlinear di�erential equation, which
is solved numerically to any desired precision order. We call such coordinates u (outgoing)
and v (ingoing), and they are naturally adapted to horizons and future null in�nity. In such
construction, as an intersection of both null coordinates, a family of spheroidal surfaces rs is
obtained, which would be the natural extension of the Schwarzschild turtle coordinate r∗, to
Kerr's case. The surfaces rs are axially symmetric, but depend on (r, θ) in Boyer-Lindquist
coordinates. Such surfaces can also be characterized geometrically by means of intrinsic and
extrinsic curvature, making use of the GHP formalism. Away from the horizon, it's intrinsic
or Gaussian curvature is close to a constant, so each surface rs has an intrinsic geometry
close to a sphere with constant Gaussian curvature, resulting in a very smooth surface.

Another important study presented in this thesis, is to address and solve the characte-
ristic problem of a hyperbolic system, making use of a double null coordinate system, over a
geometry without spherical symmetry. This means a novel contribution, given that previous
works on this topic have been developed with the assumption of spherical symmetry and in
many cases by separation of variables, which makes the problem one dimensional. Here we
present the methodology to attack and solve the wave equation for a massless scalar �eld,
with characteristic data in the Kerr spacetime. In literature, extensive work was done, howe-
ver was limited to studies far from the event horizon.And only for the case of Schwarzschild,
the event horizon could be crossed using a characteristic scheme, with both null coordinates
(outgoing and ingoing), simultaneously.

In this thesis, we contribute to the development of a numerical characteristic scheme and
code, to solve the equation of a massless scalar �eld in Kerr spacetime, which up to now
hasn't any precedent in the literature. With these new null coordinates in Kerr, this study is
address for the �rst time, following a general characteristic scheme with non trivial angular
dependence. Among other things, it is possible to give initial data outside the event horizon,
and evolve numerically until crossing and entering in regions delimited by both horizons,
including the axis of symmetry.

Keywords: Black holes, Kerr spacetime, Geodesics, Double null coordinates, Massless scalar
�eld.

Conceptual classi�cation: General Relativity, Gravitation, Classical Black Holes.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Solución de Kerr y su relevancia

Una de las predicciones más notables de la teoría de Relatividad General, postulada por
Albert Einstein (1915), es la existencia de agujeros negros. Estos son objetos compactos
que aparecen naturalmente en la teoría y que por de�nición presentan una membrana nula
denominada horizonte de eventos, tal que si un observador la cruza, no puede luego escapar
hacia el in�nito. Durante décadas, el estudio de agujeros negros fue puramente teórico,
basado en el estudio de las soluciones de vacío de las ecuaciones de Einstein.

Primero se conocieron las soluciones con simetría esférica, sin carga Schwarzschild y
con carga Reissner�Nordström, Schwarzschild [1916], Chandrasekhar [1992]. Debido a su
simplicidad, se logró interpretar cabalmente la presencia del agujero negro. Han sido útiles
las coordenadas nulas (Edington-Finkelstein)Wald [1984]; las cuales están relacionadas con
particulares congruencias de geodésicas nulas, que son los caminos o trayectorias que sigue
la luz en tal espaciotiempo.

También estas geometrías fueron importantes, porque la solución de Schwarzschild pudo
interpretarse como el estado �nal de un colapso gravitatorio con simetría esférica, la cual es
una idealización extrema, pero permitió hacer los cálculos Oppenheimer and Snyder [1939].
Se logró probar que se forma un horizonte de eventos, y dentro del mismo una singularidad.

Por otro lado, de las observaciones astronómicas, se conoce que genéricamente un proceso
de colapso incluirá un momento angular �nal. Esto inspiró la búsqueda de soluciones con tales
características. El resultado más notable es la solución de Kerr Kerr [1963], que precisamente
representa un agujero negro con momento angular. Luego esta solución fue generalizada a
la situación de un agujero negro con momento angular y carga eléctricaNewman [1965]. A
diferencia del caso con simetría esférica, todavía no se conoce un modelo teórico cerrado de
colapso gravitatorio cuyo estado �nal coincida con la solución de Kerr; aunque si se entiende
que todo colapso que termine en una situación de vacío exterior con momento angular,
tenderá asintóticamente al espaciotiempo de Kerr.

A partir de los teoremas de singularidad de Hawking-Penrose Wald [1984] se sabe que
en algunas situaciones, un colapso gravitatorio conducirá a una singularidad. La noción de
horizonte de eventos, se construye cuando el espaciotiempo tiene dos regiones; en el sentido
que hay una región asintótica, a la cual no llegan las geodésicas nulas que provienen de una
región interior al horizonte. En la literatura es muy conocida la llamada conjetura de censura
cósmica, la cual postula que para cualquier colapso gravitatorio que forme una singularidad,
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Capítulo 1. Introducción

también se formará un horizonte de eventos que rodea, cubre o censura la singularidad y no
permite que un observador en el in�nito pueda detectarla.

Es importante señalar los requisitos mínimos esperados cuando uno busca soluciones que
representen un colapso gravitatorio. Básicamente se pide que fuera de la distribución de masa,
sea una solución de vacío (esto es que el tensor de Ricci sea cero), que sea estacionaria, que
contenga un agujero negro y sea asintóticamente plana (es decir que al alejarnos, la geometría
del espaciotiempo tiende a la de Minkowski). Por los resultados de Carter [1971], Robinson
[1975] todo indica que el espaciotiempo debe depender solamente de dos parámetros como
la solución de Kerr. Además se conoce que la métrica de Kerr es la única que representa
soluciones con agujeros negros, de vacío y estacionarias.

Luego, si este enfoque es válido, y uno considera un escenario realista donde el colapso
gravitatorio llega a un estado �nal estacionario; se formará un agujero negro y el estado �nal
será un agujero negro de Kerr. Es así como la validez de la conjetura de censura cósmica,
está estrechamente relacionada con la estabilidad de la solución de Kerr; y es uno de los
problemas abiertos más importantes de la Relatividad General.

Si bien estos resultados teóricos señalan al agujero negro de Kerr, como principal candida-
to para el estado �nal de un agujero negro real, también existen observaciones experimentales
que lo hacen. En 2019 fue publicada la primera imagen de un agujero negro ubicado en el
centro de la Galaxia M87 The EHT Collaboration [2019], ver �gura 1.1. La apariencia de
la imagen, pudo ser modelada con un turbulento y caliente disco magnetizado orbitando un
agujero negro de Kerr.

Actualmente las observaciones de la existencia de agujeros negros, no sólo provienen
de señales electromagnéticas, sino también a partir de un fenómeno de naturaleza diferente:
Ondas Gravitacionales. La colaboración LIGO, en 2016 publicó por primera vez los resultados
de su medición Abbott [2016], producto de la colisión de dos agujeros negros. Actualmente
LIGO, sigue publicando nuevos hallazgos de eventos, como resultado de la colisión de objetos
masivos, principalmente agujeros negros. Notablemente, todas las descripciones que tenemos
sobre el resultado �nal de una colisión de dos agujeros negros, es que se formará un nuevo
agujero negro �nal con momento angular.

Es así como, a partir de esta última década en adelante, se cuentan con observaciones
que permitirán contrastar y conocer con mayor precisión la verdadera naturaleza de estos
objetos. La solución de Kerr resulta ser el modelo que mejor caracteriza las observaciones
de agujeros negros reales hasta el momento.

1.2. Coordenadas nulas y el espaciotiempo de Kerr

Como se señaló anteriormente, resulta de gran importancia conocer las trayectorias o
caminos que sigue la luz bajo la geometría del espaciotiempo. En particular las geodésicas
nulas son una herramienta fundamental en nuestro trabajo.

En general, cuando se encuentra una solución de las ecuaciones de Einstein-Hilbert, esta
se expresa en un sistema coordenado especí�co. La primera solución que se encontró fue la
de Schwarzschild, y servirá para ejempli�car la importancia de las coordenadas nulas. Su
métrica, se puede describir por su elemento de línea

ds2 =

(
1− 2m

r

)
dt2 − dr2(

1− 2m
r

) − r2 dθ2 − r2 sin2(θ) dφ2, (1.1)
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Figura 1.1: Primera imagen de un Agujero Negro: Obtenida de las observaciones del centro
de la galaxia M87, mediante el uso del Event Horizon Telescope (arreglo de radio telescopios).
El agujero negro rota en dirección de las manecillas del reloj. La apariencia de la imagen,
pudo ser modelada con un turbulento y caliente disco magnetizado orbitando un agujero
negro de Kerr.
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y durante mucho tiempo no se comprendió el signi�cado de la super�cie (r = 2m), puesto
que la expresión de la métrica diverge cuando r toma ese valor.

Sin embargo, gracias a la simetría esférica, es sencillo encontrar las geodésicas nulas
(camino o trayectoria que sigue la luz), que sean radiales. A lo largo de tales trayectorias,
las coordenadas están relacionadas por

t = ±r∗ + constante, (1.2)

con
r∗ = r + 2m ln

( r

2m
− 1
)
. (1.3)

A partir de tal relación, se pueden de�nir dos coordenadas nulas (Eddington�Finkelstein)
Wald [1984], que se mantienen constante a lo largo de tales trayectorias

u = t− r∗, (1.4)

v = t+ r∗; (1.5)

que cubren el exterior del espaciotiempo, sin llegar a los horizontes. En cambio, el siguiente
cambio de coordenadas permite extender la variedad a través de los horizontes

U = −e−
u
4m , (1.6)

V = e
v

4m . (1.7)

Luego si escribimos la métrica en esas coordenadas nulas, obtenemos

ds2 = −32M3e−
r

2m

r
dUdV − r2 dθ2 − r2 sin2(θ) dφ2, (1.8)

la cual no tiene problemas cuando r = 2m, y la interpretación correcta es que tal super�cie
de�ne los horizontes de eventos de Schwarzschild.

La ventaja de utilizar las coordenadas nulas en Schwarzschild se extiende a innumerables
resultados y aplicaciones. Entre ellos podemos destacar el cálculo de la radiación de Hawking
Hawking [1975], y los estudios de estabilidad de la solución de Schwarzschild.

En general, las coordenadas nulas son una gran herramienta para estudiar la geometría
del espacio tiempo. Aunque puede resultar asombroso que hasta hoy, se desconocían tales
coordenadas globales para el caso de Kerr. Esto tal vez se debe, a que desde la publicación de
la solución de Kerr, se conocían ciertas direcciones nulas, llamadas congruencias principales
nulas; respecto a las cuales muchas de las ecuaciones que caracterizan la geometría del espacio
tiempo se simpli�can.

Al estudiar el caso de Kerr en los libros de texto Chandrasekhar [1992], Poisson [2004],
puede pasar inadvertido que las coordenadas u y v de�nidas allí, adaptadas a las congruencias
principales, no son coordenadas nulas. Esto se debe a que las direcciones principales tienen
"twist", lo cual impide de�nir una coordenada que se mantenga constante a lo largo de tales
direcciones.

En la literatura existen importantes intentos de de�nir coordenadas nulas en Kerr, entre
ellas se destacan Pretorius and Israel [1998],Bishop and Venter [2006],Fletcher and Lun
[2003a] y Hayward [2004]. Pero en todos ellos, existe un mal comportamiento en los polos
(θ = 0, π). Por lo tanto, en la literatura todavía no existe para Kerr, un sistema coordenado
nulo que cumpla con el requisito mínimo de suavidad global que todo sistema coordenado
debe tener. En esta tesis, tal dé�cit es solucionado.
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1.3. Breve organización de la tesis

En el Capítulo 2, se presenta la métrica y detalles. Se discute porqué las congruencias
principales no son útiles para de�nir coordenadas nulas en Kerr. En el Capítulo 3, se es-
tudia en profundidad el método de Hamilton-Jacobi como método general para obtener las
geodésicas del espaciotiempo. Tal estudio, permite sentar las bases para la búsqueda de las
coordenadas nulas.

En el Capítulo 4, se presenta en detalle el método para construir la de�nición del sistema
coordenado nulo en Kerr, haciendo uso del estudio de geodésicas. Se detalla tanto la deduc-
ción analítica, como así también el esquema numérico para resolver la ecuación diferencial
no lineal que involucra la de�nición. Se muestran las expresiones de las coordenadas nulas
u salientes y v entrantes junto con los grá�cos de resultados numéricos. En Capítulo 5, se
muestra que asociado al par de coordenadas nulas, existe una familia de super�cies 2D, que
se obtiene como la intersección de ambas coordenadas nulas (du = dv = 0). Tales super�cies,
se corresponden a (rs = cte), donde rs pueden considerarse como la extensión a Kerr, de las
coordenada tortuga r∗ de Schwarzschild . Se presenta una completa caracterización geomé-
trica en términos de la curvatura Gaussiana y extrínseca, haciendo uso del formalismo GHP,
Geroch et al. [1973]. En Minkowski (coordenadas esféricas) y Schwarzschild (coordenadas
estándares), tales super�cies son esferas de (r = cte), de curvatura Gaussiana constante,
mientras que en Kerr (coordenadas Boyer-Lindquist), para r > r+ son esferoides r(θ), con
curvatura Gaussiana que depende de θ, no constante.

En el Capítulo 6, se de�ne un par de coordenadas angulares axiales que son regulares
para cada horizonte respectivamente. Esto es debido a que la coordenada original de Boyer-
Lindquist φ tiene mal comportamiento en el horizonte futuro. Si se quiere resolver la ecuación
de un campo escalar sin masa y atravesar el horizonte de eventos, resulta fundamental de�nir
una coordenada angular axial regular. Para ello, se hace un estudio analizando diversas posi-
bilidades. Finalmente se adopta una nueva de�nición de coordenada angular, que permitirá
lograr el cometido de atravesar el horizonte y minimizar la complejidad numérica.

En el Capítulo 7, se presenta la métrica de Kerr en las coordenadas doblemente nulas
(u, v) centro de masa, haciendo uso de la nueva coordenada angular. Se analiza en deta-
lle el comportamiento en el horizonte de eventos y se presenta el sistema de coordenadas
doblemente nulo (U, V ) que permite extender las coordenadas a través de los horizontes.
Estas últimas son las que se usarán en el cálculo numérico. En el Capítulo 8, se escribe la
ecuación de campo escalar sin masa, para Minkowski y Schwarzschild, en diferentes sistemas
coordenados. Se reproducen y analizan resultados conocidos en la literatura, como paso pre-
vio al estudio en Kerr. Se escribe la ecuación de campo escalar sin masa para Kerr, en las
coordenadas centro de masa, con nueva coordenada angular bien comportada ϕ. Se estudia
en detalle el buen comportamiento obtenido en el horizonte.

En el Capítulo 9, se extienden técnicas empleadas en Eilon and Ori [2016] y Gundlach
et al. [1994], y se plantea un esquema característico general para resolver la ecuación de un
campo escalar sin masa en Kerr, haciendo uso del sistema de coordenadas doblemente nulo.
Se desarrolla un código numérico que permite, entre otras cosas dar dato inicial fuera del
horizonte de eventos, con dependencia angular no trivial y evolucionar numéricamente hasta
atravesarlo.

Finalmente en el Capítulo 10, revisamos los aportes de esta tesis, englobando los resul-
tados más destacados.
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Capítulo 2

Espaciotiempo de Kerr

El espaciotiempo de Kerr se conoce desde 1963 Kerr [1963]. Si un objeto astronómico
(por ejemplo una estrella), tiene un colapso gravitatorio, en un escenario realista llegará a
un estado �nal estacionario; se formará un agujero negro y la comunidad entiende que el
estado �nal estará descripto por el espaciotiempo de Kerr.

2.1. Métrica de Kerr

La geometría del espaciotiempo de Kerr, queda totalmente codi�cada en su métrica. La
cual puede expresarse en las coordenadas Boyer-Lindquist Boyer and Lindquist [1967] como

ds2 = dt2 − Σ

∆
dr2 − Σdθ2 −

(
r2 + a2

)
sin2(θ) dφ2 −

(
2mr

Σ

)
(dt− a sin2(θ) dφ)2

=

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dtdφ

− Σ

∆
dr2 − Σdθ2 −

(
r2 + a2 +

2a2mr

Σ
sin2(θ)

)
sin2(θ)dφ2

=

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dtdφ− Σ

∆
dr2 − Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2;

(2.1)

donde 1,2

Σ = r2 + a2 cos2(θ), (2.2)

∆ = r2 + a2 − 2mr, (2.3)

Υ

Σ
=

(
r2 + a2 +

2a2mr

Σ
sin2(θ)

)
=

1

Σ

((
r2 + a2

)2 −∆ a2 sin2(θ)

)
. (2.4)

El parámetro m denota la masa y el momento angular del agujero negro está dado por
J = am.

En el artículo original de Boyer-Lindquist Boyer and Lindquist [1967], el término dtdφ
tenía el signo opuesto. Sin embargo, escogimos el signo para concordar con los libros de texto
Wald [1984] y Chandrasekhar [1992].

1Notar que en el libro de Chandrasekhar Chandrasekhar [1992], Σ se llama ρ2
2Notar que en el libro de Chandrasekhar Chandrasekhar [1992], Υ se llama Σ2 .
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Capítulo 2. Espaciotiempo de Kerr

La condición ∆ = 0, tiene dos soluciones

r± = m±
√
m2 − a2, . (2.5)

que determinan dos horizontes de eventos. Uno exterior y otro interior. A su vez, estos se
desdoblan. Por ejemplo, para le versión exterior, se tiene el horizonte H+ y el horizonte H−,
donde, estando adentro de H+ no se puede llegar por trayectorias causales al in�nito nulo
futuro.

La métrica inversa como se puede constatar en Chandrasekhar [1992], está dada por(
∂

∂s

)2

=
Υ

Σ∆

(
∂

∂t

)2

+
4amr

Σ∆

(
∂

∂t

)(
∂

∂φ

)
− ∆

Σ

(
∂

∂r

)2

− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− ∆− a2 sin2(θ)

Σ∆ sin2(θ)

(
∂

∂φ

)2

;

(2.6)

2.2. Congruencias principales nulas

En un espaciotiempo tipo D (en la clasi�cación de Petrov), por el teorema de Goldberg-
Sachs Goldberg and Sachs [1962] existen dos congruencias nulas shear-free. Cuando se es-
criben las ecuaciones de Einstein en términos de tetradas, usar tales congruencias especiales
simpli�can enormemente las expresiones. Es gracias a tal simpli�cación algebraica, que fue
posible resolver la ecuación de Einstein a mano, y encontrar la solución de Kerr. Tales di-
recciones nulas, se llaman principales.

Por otro lado, en el caso de Schwarzchild, tenemos que las coordenadas nulas de Eddington-
Finkelstein están adaptadas a las direcciones principales.

A pesar de los antecedentes y ventajas de las direcciones principales, en esta sección
mostraremos que en el caso de Kerr, no es posible de�nir coordenadas nulas adaptadas a las
mismas.

En coordenadas Boyer-Lindquist, la tetrada asociada a tales congruencias, en sus formas
contra-variante y co-variante pueden encontrarse en Chandrasekhar [1992], y están dadas
por

la =
r2 + a2

∆

(
∂

∂t

)a
+

(
∂

∂r

)a
+
a

∆

(
∂

∂φ

)a
, (2.7)

na =
r2 + a2

2Σ

(
∂

∂t

)a
− ∆

2Σ

(
∂

∂r

)a
+

a

2Σ

(
∂

∂φ

)a
, (2.8)

ma =
1√

2(r + ia cos(θ))

[
ia sin(θ)

(
∂

∂t

)a
+

(
∂

∂θ

)a
+

i

sin(θ)

(
∂

∂φ

)a]
, (2.9)

la = (dt)a −
Σ

∆
(dr)a − a sin2(θ) (dφ)a , (2.10)

na =
∆

2Σ
(dt)a +

1

2
(dr)a −

∆

2Σ
a sin2(θ) (dφ)a , (2.11)

ma =
1√

2 (r + ia cos(θ))

[
ia sin(θ) (dt)a − Σ (dθ)a − i(r

2 + a2) sin(θ) (dφ)
]
. (2.12)

Sus propiedades geometrías rápidamente se pueden inferir si calculamos sus coe�cientes
de espín en el formalismo GHP Geroch et al. [1973]. El primero a analizar es κ, al anularse
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nos indica que las direcciones son geodésicas

κ = 0. (2.13)

El siguiente es σ, que también se anula y por ello se dice que las direcciones principales son
"shear-free"(característica distintiva de estas congruencias)

σ = 0. (2.14)

Por último, el coe�ciente ρ revela que las direcciones principales no pueden utilizarse para
de�nir un sistema de coordenado nulo asociado. En este caso ρ es complejo, y por lo tanto
la congruencia tiene "twist"(no es ortogonal a hipersuper�cies).

ρ =
1

i a cos(θ)− r
. (2.15)

El resto de los coe�cientes, pueden consultarse en Chandrasekhar [1992].
Por lo que acabamos de ver, las direcciones principales de Kerr no poseen coordenadas

nulas asociadas.
En este punto, resulta de interés reproducir el desarrollo que se hace en Chandrasekhar

[1992] y Poisson [2004]. Para enfatizar que lo de�nido como ũ y ṽ, en realidad no son
coordenadas nulas, salvo que se considere (θ = 0). Podemos comenzar siguiendo Poisson
[2004], en donde se considera

dũ = dt− r2 + a2

∆
dr, (2.16)

dṽ = dt+
r2 + a2

∆
dr, (2.17)

Si comparamos (2.10) con (2.16), podremos notar que únicamente cuando (θ = 0), tenemos

lα = dũ. (2.18)

En el caso mas general, con θ 6= 0,
lα 6= dũ, (2.19)

por lo que la coordenada ũ de�nida en los libros de texto, si bien están inspiradas en las
direcciones principales, no son nulas, es decir no contienen dichas direcciones. Esto está
relacionado con que las direcciones principales tienen "twist."

Si se calcula la norma g(dũ, dũ), se obtiene

g(dũ, dũ) =
a2 sin2(θ)

r2 + a2 cos(θ)
. (2.20)

Notar que solamente cuando (θ = 0), o cuando (θ = π), dũ y dṽ son tangentes a hipersuper-
�cies nulas.
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Geodésicas

Para construir la de�nición de coordenadas nulas, es importante conocer las ecuaciones
generales de geodésicas para cada espaciotiempo.

El método de Hamilton-Jacobi permitió expresarlas por primera vez como un sistema de
primer orden para el caso de Kerr, que al no tener simetría esférica demandó cálculos más
complejos Carter [1968]. Dominar por completo el método, permite comprender en profundi-
dad todos aquellos resultados relacionados a las geodésicas de un determinado espaciotiempo.

Poco tiempo después, Walker y Penrose Walker and Penrose [1970] probaron que las
soluciones de vacío de tipo D admiten integrales cuadráticas de las geodésicas nulas. En
particular para el caso de Kerr, que admite un Killing tensor; junto a las otras simetrías,
provee de un método para la integración de las geodésicas como un sistema en derivadas
primeras; dando otro enfoque a los resultados de Carter.

3.1. Método de Hamilton-Jacobi

Fue Carter [1968] el primero en hallar las ecuaciones de geodésicas en Kerr como sistema
de primer orden usando el método de Hamilton-Jacobi, que describiremos en detalle a lo largo
de este capítulo. Carter demostró explícitamente que la ecuación de Hamilton-Jacobi es de
variables separables, y dedujo la existencia de una constante de movimiento extra (KCarter),
obteniendo un total de cuatro cantidades conservadas. Gracias a las cuales se obtienen las
ecuaciones de geodésicas en término de derivadas primeras.

Luego, Walker y PenroseWalker and Penrose [1970] mostraron que todo espaciotiempo
de vacío tipo-D, tiene un tensor de Killing conforme. En el cual se codi�can las simetrías. Y
es directo ver, que a partir de tal tensor de Killing, también pueden obtenerse las ecuaciones
de geodésicas Chandrasekhar [1992] como un sistema de derivadas primeras.

En algún sentido, la ecuación de Hamilton-Jacobi resulta de variables separables, gracias
a las simetrías. Que a su vez, también se codi�can en el tensor de Killing conforme, presente
en todo espaciotiempo tipo D. Por lo que uno espera, que el método presentado en este
capítulo, pueda ser utilizado para todo espacio tiempo tipo D vacío.

El método de Hamilton-Jacobi suele estar presentado en el contexto de Mecánica Clásica,
y su ecuación se deduce en términos de un Lagrangeano y Hamiltoniano. Por lo tanto, pri-
mero debemos establecer adecuadamente el Lagrangeano y Hamiltoniano a utilizar, cuando
buscamos las ecuaciones de geodésicas en un determinado espaciotiempo.
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3.1.1. Lagrangeano y Hamiltoniano de una curva geodésica

La longitud de una curva espacial, o el tiempo propio en caso de una curva temporal,
está dado por

d′ =

∫ b

a

√
±gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
dλ =

∫ tb

ta

√
±gαβ

dxα

dt

dxβ

dt
dt = d (3.1)

que es independiente de la parametrización de la curva. Puede probarse que d es máximo
(para curvas temporales), o mínimo (para curvas espaciales), si la ecuación de geodésica se
satisface. Siguiendo a Wald [1984] (3.3.7 a 3.3.14), es importante destacar que las ecuaciones
que satisfacen las geodésicas, pueden obtenerse a partir de un Lagrangeano del tipo

L =
1

2
gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
, (3.2)

y de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L. Este importante resultado, es el punto de
partida para aplicar y utilizar los resultados de mecánica clásica.

A partir de (3.2), podemos obtener el Hamiltoniano asociadoH, usando la transformación
de Legendre

H =
∑
γ

pγ q̇
γ − L, (3.3)

donde

q̇γ =
dxγ

dλ
, (3.4)

y

pγ =
∂L
∂q̇γ

=
∂
(

1
2
gαβ q̇

αq̇β
)

∂q̇γ
= gαγ q̇

α, (3.5)

debido a la simetría de la métrica (gαβ = gβα).
Luego podemos reemplazar en (3.3), para obtener

H =
∑
γ

pγ q̇
γ − L = gαγ q̇

αq̇γ − 1

2
gαβ q̇

αq̇β =
1

2
gαβ q̇

αq̇β =
1

2
gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= L, (3.6)

que en términos del momento (3.5), está dada por

H =
1

2
gαβ q̇

αq̇β =
1

2
pβ q̇

β =
1

2
gαβpαpβ (3.7)

3.1.2. Ecuación de Hamilton Jacobi

Como �gura en la mayoría de los libros de texto de Mecánica Clásica, por ejemplo
Moreschi [2000], la ecuación de Hamilton Jacobi se obtiene por medio de una transformación
canónica, generada por la función generatriz F00(qi, Qj, λ) = S, en donde S es la acción

S =

∫ Qi

qi

∑
i

pidqi −
∫ λ

λ0

Hdλ. (3.8)
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Con tal transformación, uno obtiene las bien conocidas relaciones

pi(λ) =
∂S

∂qi
, (3.9)

Pi(t) = − ∂S

∂Qi

(3.10)

y debido a que F00 = S, la ecuación siguiente es igual a cero

H ′(Pi, Qj, λ) = H +
∂S

∂λ
= 0, (3.11)

donde H ′ es el nuevo Hamiltoniano obtenido por la transformación canónica. Esta última
ecuación es la llamada Ecuación de Hamilton Jacobi. Que para nuestro caso particular, el
Hamiltoniano está dado por (3.7), y obtenemos

∂S

∂λ
+

1

2
gαβpαpβ = 0. (3.12)

3.2. Método de Hamilton-Jacobi aplicado a Kerr

Para comenzar, es importante hacer uso del Lagrangeano y las ecuaciones de Euler-
Lagrange para encontrar las primeras dos constantes de movimiento.

Luego en una segunda etapa, utilizar la ecuación de Hamilton-Jacobi (3.12).

3.2.1. Usando Lagrangeano: constantes E y L

La métrica de Kerr en las coordenadas de Boyer-Lindquist, está dada por

dt dr dθ dφ

[gαβ] =


(
1− 2Mr

Σ

)
0 0 2aMr sin2(θ)

Σ

0 −Σ
∆

0 0
0 0 −Σ 0

2aMr sin2(θ)
Σ

0 0 −Υ
Σ

sin2 (θ)


dt
dr
dθ
dφ

. (3.13)

Luego, podemos escribir el Lagrangeano asociado a una curva geodésica (3.2), como

L =
1

2
gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
=
δ

2
, (3.14)

donde δ determina si la curva es espacial(δ < 0), temporal (δ > 0) o nula (δ = 0), en el caso
de signatura (+ − −−). Si reemplazamos las componentes de la métrica (3.13) en (3.14),
obtenemos

2L =

(
1− 2M

Σ

)
ṫ2 +

4aMr sin2(θ)

Σ
ṫφ̇− Σ

∆
ṙ2 − Σ θ̇2 − Υ

Σ
sin2 (θ) φ̇2, (3.15)

Este Lagrangeano admite dos cantidades conservadas, que se pueden deducir del teorema
de Noether, debido a que conocemos dos simetrías de Killing. Pero en las coordenadas de
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Boyer-Lindquist, estas cantidades conservadas se pueden deducir directamente de la ecuación
de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0. (3.16)

Donde L no depende de las coordenadas t y φ, por lo que tales coordenadas son cíclicas y
tenemos

∂L
∂ṫ

= pt =

(
1− 2M

Σ

)
ṫ+

2aMr sin2(θ)

Σ
φ̇ = E = constante, (3.17)

∂L
∂φ̇

= pφ =
2aMr sin2(θ)

Σ
ṫ− Υ

Σ
sin2 (θ) φ̇ = L = −Lz = constante; (3.18)

donde Lz es la elección de Chandrasekhar [1992].

3.2.2. Resolviendo la ecuación de Hamilton-Jacobi

La ecuación de Hamilton-Jacobi para un Lagrangeano del tipo (3.2), está dada por (3.12).
Si utilizamos (3.9) para hacer explícitas las derivadas parciales de la acción S respecto a las
coordenadas, obtenemos

∂S

∂λ
+

1

2
gαβ

∂S

∂xα
∂S

∂xβ
= 0, (3.19)

Notar que la ecuación (3.19) es la misma a la utilizada en Chandrasekhar [1992] (página
344), que a su vez sigue el trabajo de Carter [1968].

Para continuar, será útil tener la forma contra-variante de la métrica

∂t ∂r ∂θ ∂φ

[
gαβ
]

=


Υ

Σ∆
0 0 2aMr

Σ∆

0 −∆
Σ

0 0
0 0 − 1

Σ
0

2aMr
Σ∆

0 0 −
[

∆−a2 sin2(θ)

∆Σ sin2(θ)

]


∂t
∂r
∂θ
∂φ

. (3.20)

Luego reemplazamos las componentes de la métrica (3.20) en (3.19), y obtenemos

2
∂S

∂λ
=− Υ

Σ∆

(
∂S

∂t

)2

+
∆

Σ

(
∂S

∂r

)2

+
1

Σ

(
∂S

∂θ

)2

+

[
∆− a2 sin2(θ)

∆Σ sin2(θ)

](
∂S

∂φ

)2

− 4aMr

Σ∆

(
∂S

∂t

)(
∂S

∂φ

) (3.21)

Si tenemos presente (3.8)

S =

∫ Qi

qi

∑
i

pidqi −
∫ λ

λ0

H dλ, (3.8)

y además que (H = L = δ
2
) según (3.6), obtenemos

∂S

∂λ
= −δ

2
. (3.22)
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Luego reemplazamos en (3.21)

δ =
Υ

Σ∆

(
∂S

∂t

)2

− ∆

Σ

(
∂S

∂r

)2

− 1

Σ

(
∂S

∂θ

)2

−
[

∆− a2 sin2(θ)

∆Σ sin2(θ)

](
∂S

∂φ

)2

+
4aMr

Σ∆

(
∂S

∂t

)(
∂S

∂φ

)
.

(3.23)

En esta etapa, siguiendo Chandrasekhar [1992], es conveniente reescribir (3.23) en forma
alternativa

δ =
1

Σ∆

[(
r2 + a2

)(∂S
∂t

)
+ a

(
∂S

∂φ

)]2

− 1

Σ sin2(θ)

[
a sin2(θ)

(
∂S

∂t

)
+

(
∂S

∂φ

)]2

− ∆

Σ

(
∂S

∂r

)2

− 1

Σ

(
∂S

∂θ

)2
(3.24)

En el método de Hamilton-Jacobi, la acción S es a su vez la función generatriz de la trans-
formación canónica; por lo tanto

pt =
∂S

∂t
=
∂L
∂ṫ

= pt =

(
1− 2M

Σ

)
ṫ+

2aMr sin2(θ)

Σ
φ̇ = E = constante, (3.25)

pφ =
∂S

∂φ
=
∂L
∂φ̇

= pφ =
2aMr sin2(θ)

Σ
ṫ− Υ

Σ
sin2 (θ) φ̇ = L = −Lz = constante; (3.26)

donde Lz es la elección de Chandrasekhar [1992]. A partir de (3.17) y (3.18), resulta que son
dos cantidades conservadas, llamadas E y L. Luego

∂S

∂λ
= −δ

2
⇒ S = −δ

2
λ+ F (t, r, θ, φ)

∂S

∂t
= pt = E ⇒ S = −δ

2
λ+ E t+ f (r, θ, φ)

∂S

∂φ
= pφ ⇒

∂f (r, θ, φ)

∂φ
= pφ = L⇒ f (r, θ, φ) = L φ+ Srθ (r, θ) .

(3.27)

Y así obtenemos la siguiente expresión para S

S = −δ
2
λ+ E t+ L φ+ Srθ (r, θ) . (3.28)

Si reemplazamos (3.28) en (3.23), y multiplicamos ambos miembros por Σ, obtenemos

Σ δ = +
1

∆

[(
r2 + a2

)
E + aL

]2 − 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2
−∆

(
∂S

∂r

)2

−
(
∂S

∂θ

)2

,

(3.29)

luego reorganizando términos, �nalmente obtenemos la separación de variables

r2δ − 1

∆

[(
r2 + a2

)
E + aL

]2
+ ∆

(
∂S

∂r

)2

=

− 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2 − (∂S
∂θ

)2

− a2 cos2(θ)

(3.30)
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Para resolver (3.30), podemos utilizar la técnica de separación de variables, es decir tomar

Srθ (r, θ) = Sr (r) + Sθ (φ) . (3.31)

Y luego separar las dependencias en r y θ

r2δ − 1

∆

[(
r2 + a2

)
E + aL

]2
+ ∆

(
dSr
dr

)2

=

− 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2 − (dSθ
dθ

)2

− a2 cos2(θ)

(3.32)

En el lado izquierdo de (3.32), tenemos dependencia con la variable r y en el lado derecho
con θ. La igualdad se mantiene para diferentes valores de r y θ, sólo si ambos miembros de
la igualdad son constantes

−
(
dSθ
dθ

)2

− 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2 − a2 cos2(θ)δ = −K, (3.33)

r2δ − 1

∆

[(
r2 + a2

)
E + aL

]2
+ ∆

(
dSr
dr

)2

= −K, (3.34)

donde debido al signo de�nido de (3.33), decidimos trabajar con K de�nida positiva. Desde
nuestro punto de vista es una forma más pedagógica de presentar los resultados que siguen.
La constante K, es la llamada constante de Carter, quien la halló por primera vez, usando
las coordenadas Boyer-Lindquist.

Finalmente, haciendo las siguientes abreviaciones

Θ = K − 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2 − a2 cos2(θ)δ, (3.35)

R =
[(
r2 + a2

)
E + aL

]2 −∆
[
r2δ +K

]
, (3.36)

podemos escribir la solución de (3.19) como

S = −δ
2
λ+ E t+ L φ+

∫ √
Θ dθ +

∫ √
R

∆
dr. (3.37)

3.2.3. Geodésicas en Kerr (primer orden en derivadas)

Por múltiples propósitos, resulta conveniente expresar las ecuaciones de geodésicas en
términos de ecuaciones diferenciales de primer orden. Para hacerlo, simplemente hay que
tener en cuenta lo siguiente

pt =
∂S

∂t
=
∂L
∂ṫ

=

(
1− 2M

Σ

)
ṫ+

2aMr sin2(θ)

Σ
φ̇ = E, (3.25)

pr =
∂S

∂r
=
∂L
∂ṙ

= −Σ

∆
ṙ, (3.38)

pθ =
∂S

∂θ
=
∂L
∂θ̇

= −Σ θ̇, (3.39)

pφ =
∂S

∂φ
=
∂L
∂φ̇

=
2aMr sin2(θ)

Σ
ṫ− Υ

Σ
sin2 (θ) φ̇ = L. (3.26)
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Si partimos de (3.34) y reemplazamos (dSr
dr

= −Σ
∆
ṙ) como indica (3.38), obtenemos

r2δ − 1

∆

[(
r2 + a2

)
E + aL

]2
+

Σ2

∆
ṙ2 = −K, (3.40)

luego utilizando (3.36), expresamos de forma resumida

Σ2ṙ2 =
[(
r2 + a2

)
E + aL

]2 −∆
[
r2δ +K

]
= R. (3.41)

De manera similar, si partimos por (3.39), y luego reemplazamos (dSθ
dθ

= −Σθ̇) como indica
(3.39), obtenemos

− Σ2θ̇2 − 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2 − a2 cos2(θ)δ = −K, (3.42)

luego utilizando (3.35), podemos expresar de manera resumida

Σ2θ̇2 = K − 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2 − a2 cos2(θ)δ = Θ. (3.43)

Por último para encontrar las ecuaciones correspondientes a ṫ y φ̇, simplemente se resuelve
el sistema de dos ecuaciones (3.17) y 3.18 que de�nen las constantes E y L. Las cuales poseen
como incógnitas a ṫ y φ̇. La solución del tal sistema, está dada por

Σṫ =
1

∆
[EΥ + 2amrL] , (3.44)

Σφ̇ =
1

∆

[
2amr E − (Σ− 2mr)

L

sin2(θ)

]
. (3.45)

Notar que (3.41) y (3.43) tienen incorporada en sus expresiones la constante δ, mientras que
(3.44) y (3.45) no la tienen. El signo de δ distingue el tipo de geodésica (temporal, espacial
o nula). Las soluciones de ṙ y θ̇ cambian para el caso temporal, espacial y nulo; mientras que
ṫ y φ̇ también cambian debido a que dependen de (r, θ), a pesar de que en sus expresiones
no aparece de manera explicita δ.

Por último, para comparar las expresiones con el libro de texto, tener en cuenta que
L = −Lz, donde Lz es la notación de Chandrasekhar [1992].

3.3. Congruencia de Geodésicas en Kerr

3.3.1. Caso general

A partir de (3.41),(3.43),(3.44) y (3.45), para cada valor de las constantes E,L, δ,K
podemos construir vectores geodésicos, tangentes a diferentes congruencias. En particular,
podemos distinguir dos tipos de congruencias, salientes con (ṙ > 0), y entrantes con (ṙ < 0),
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dirigidas hacia el futuro. Y para distinguirlas, a sus vectores tangentes genéricos los podemos
llamar `a y na

`a =
1

Σ∆
[EΥ + 2amrL]

(
∂

∂t

)a
+

1

Σ

√
R
(
∂

∂r

)a
± 1

Σ

√
Θ

(
∂

∂θ

)a
+

1

Σ∆

[
2amr E − (Σ− 2mr)

L

sin2(θ)

](
∂

∂φ

)a
,

(3.46)

na =
1

Σ∆
[EΥ + 2amrL]

(
∂

∂t

)a
− 1

Σ

√
R
(
∂

∂r

)a
± 1

Σ

√
Θ

(
∂

∂θ

)a
+

1

Σ∆

[
2amr E − (Σ− 2mr)

L

sin2(θ)

](
∂

∂φ

)a
.

(3.47)

Por otro lado, es importante destacar que la versión dual de tales vectores, es decir
las uno-formas o covectores `a y na admiten una expresión resumida, que será útil para
simpli�car los cálculos y las expresiones a lo largo de esta tesis

`a = gab`
b = E dta −

√
R

∆
dra −

(
±
√

Θ
)
dθa + Ldφa, (3.48)

na = gab`
b = E dta +

√
R

∆
dra −

(
±
√

Θ
)
dθa + Ldφa. (3.49)

3.3.2. Geodésicas Nulas en Kerr

A partir de (3.41),(3.43),(3.44) y (3.45), podemos obtener el caso nulo, simplemente
tomando (δ = 0)

ṫ =
1

Σ∆
[EΥ + 2amrL] , (3.50)

ṙ = ± 1

Σ

√
[(r2 + a2)E + aL]2 −∆K, (3.51)

θ̇ = ± 1

Σ

√
K − 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2
, (3.52)

φ̇ =
1

Σ∆

[
2amr E − (Σ− 2mr)

L

sin2(θ)

]
. (3.53)

Por último, resultara útil tener las expresiones explícitas del caso E = 1

ṫ |E=1=
1

Σ∆
[Υ + 2amr L] , (3.54)

ṙ |E=1= ± 1

Σ

√
[(r2 + a2) + aL]2 −∆K, (3.55)

θ̇ |E=1= ± 1

Σ

√
K − 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ) + L

]2
, (3.56)

φ̇ |E=1=
1

Σ∆

[
2amr − (Σ− 2mr)

L

sin2(θ)

]
. (3.57)
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3.4. Caso de simetría esférica

Es importante señalar, que podemos considerar el espaciotiempo de Minkowski, Sch-
warzschild o Reissner�Nordström, en las coordenadas del tipo esféricas usuales, con tal sólo
considerar un elemento de línea del tipo

ds2 = F (r) dt2 − dr2

F (r)
− r2

(
dθ2 + sin(θ)2dφ2

)
. (3.58)

En cada caso corresponde una función F (r) diferente

F (r)Mink = 1, (3.59)

F (r)Schw =

(
1− 2m

r

)
, (3.60)

F (r)ReNo =

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
. (3.61)

Si aplicamos el método de Hamilton-Jacobi partiendo de (3.58), y reproducimos todo el pro-
ceso de las secciones anteriores, obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales de primer
orden para las geodésicas

ṫ =
E

F (r)
, (3.62)

ṙ = ±F (r)
√
Resferico, (3.63)

θ̇ = ± 1

r2

√
Θesferico, (3.64)

φ̇ =
−L

r2 sin2(θ)
, (3.65)

donde

Resferico =
1

r2F (r)

(
r2

F (r)
E2 − r2δ −D

)
, (3.66)

Θesferico = D − L2

sin2(θ)
, (3.67)

con la constante Desferico análoga a la de Carter en los casos de simetría esférica.
De la misma forma, también podemos distinguir dos tipos de congruencias, las salientes

(ṙ > 0) y entrantes (ṙ < 0), cuyas direcciones tangentes genéricas pueden ser descriptas en
término de los covectores (`esferico)a y (nesferico)a, al estilo de (3.48) y (3.49)

(`esferico)a = E dta −
√
Resferico dra −

(
±
√

Θesferico

)
dθa + Ldφa, (3.68)

(nesferico)a = E dta +
√
Resferico dra −

(
±
√

Θesferico

)
dθa + Ldφa. (3.69)
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3.5. Usando resultados de Walker-Penrose

El resultado central de Walker and Penrose [1970], dice que un espaciotiempo tipo D,
admite un Killing tensor conforme. Las implicaciones de tal resultado, pueden seguirse con
claridad en Chandrasekhar [1992]. Para el espaciotiempo de Kerr, los resultados se resumen
en el siguiente corolario

Corolario 3.5.1 El espaciotiempo de Kerr admite una cantidad conservada a lo largo de cual-

quier geodésica. Si llamamos K a la cantidad conservada, ka al vector geodésico genérico, y

l,n,m,m̄ a las direcciones principales nulas; tenemos que

K = 2Σ (kala) (kana)− r2kaka, (3.70)

y

K = 2Σ (kama) (kam̄a) + a2 cos2 (θ) kaka. (3.71)

Las ecuaciones geodésicas pueden obtenerse a partir del corolario 3.5.1. En coordenadas
Boyer-Lindquist las direcciones principales están dadas por (2.10),(2.11) y (2.12); con el
vector geodésico genérico expresado por

ka = ṫ

(
∂

∂t

)a
+ ṙ

(
∂

∂r

)a
+ θ̇

(
∂

∂θ

)a
+ φ̇

(
∂

∂φ

)a
. (3.72)

Luego al hacer las contracciones del corolario, en (3.70) y (3.71) obtenemos

K = 2Σ

[
∆

2Σ

(
ṫ− a sin2(θ)φ̇

)2

− 1

2

Σ

∆
ṙ2

]
− r2δ, (3.73)

K = 2Σ

[
1

2Σ

(
(r2 + a2) φ̇− a ṫ

)2

sin(θ)2 +
Σ

2
θ̇2

]
+ a2 cos2(θ)δ. (3.74)

El siguiente paso, es utilizar las expresiones de ṫ y φ̇ dadas por (3.44) y (3.45) (obtenidas a
partir de la de�nición de E y L, en las ecuaciones (3.17) y 3.18).

Σṫ =
1

∆
[EΥ + 2amrL] , (3.44)

Σφ̇ =
1

∆

[
2amr E − (Σ− 2mr)

L

sin2(θ)

]
. (3.45)

Luego se reemplaza (3.44) y (3.45), en (3.73) y (3.74), para obtener como era esperado, las
mismas expresiones encontradas con el método de Hamilton-Jacobi

Σ2ṙ2 =
[(
r2 + a2

)
E + aL

]2 −∆
[
r2δ +K

]
, (3.41)

Σ2θ̇2 = K − 1

sin2(θ)

[
a sin2(θ)E + L

]2 − a2 cos2(θ)δ. (3.42)

Desde el punto de vista operacional, al usar el resultado de Walker-Penrose, se trabaja con
cuatro ecuaciones para la misma cantidad de incógnitas (ṫ,ṙ,θ̇,φ̇). El corolario 3.5.1 provee
de dos ecuaciones independientes (3.73) y (3.74), mientras que las constantes de movimiento
E y L proveen las dos restantes (3.17) y (3.18).
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Coordenadas nulas centro de masa

Se presenta en detalle el método para construir la de�nición del sistema coordenado do-
blemente nulo en Kerr, haciendo uso del estudio de geodésicas. Se detalla tanto la deducción
analítica, como así también el esquema numérico para resolver la ecuación diferencial no
lineal que involucra la de�nición. Se muestran las expresiones de las coordenadas nulas sa-
lientes u y entrantes v, junto a los grá�cos de resultados numéricos

4.1. Método para construir la de�nición

En esta sección, como punto de partida consideramos las ecuaciones de geodésicas nulas
(3.51),(3.52),(3.50) y (3.53), que contemplan dos tipos de congruencias, las salientes (ṙ > 0)
con `a dada por (3.48) (con δ = 0), y las entrantes (ṙ < 0) con na dada por (3.49) (con
δ = 0).

A continuación se mostrarán los pasos para construir la de�nición, partiendo de la con-
gruencia nula futura saliente `a. Sin embargo, se pueden reproducir pasos análogos, partiendo
de la congruencia nula futura entrante na. La ventaja de trabajar con la congruencia en su
forma co-variante, es que se las ecuaciones y expresiones se simpli�can, y la nueva de�nición
de coordenadas nulas se resume en pocos pasos.

4.1.1. Congruencia de geodésicas nulas

El estudio de geodésicas nulas, nos permite escribir la congruencia nula futura saliente
más general del espaciotiempo de Kerr, como una 1-forma `a

`a = gab `
b =E dta −

√
[(r2 + a2)E − aLz]2 −K∆

∆
dra

−
(
±

√
K −

[
aE sin(θ)− Lz

sin(θ)

]2 )
dθa − Lz dφa;

(4.1)

donde Lz es la elección de Chandrasekhar [1992] (Lz = −L). En cada punto del espaciotiem-
po, la elección de constantes E, Lz y K determinan una dirección en la esfera de direcciones.
En lo que sigue consideraremos E = 1.

Uno puede preguntarse, como escoger las constantes Lz y K, tal que localmente de�nan
una hipersuper�cie nula con las propiedades que nosotros queremos; es decir, a pesar de que
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son constantes a lo largo de cada geodésica nula, somos libres de escoger valores diferentes
para cada geodésica. La idea que nos guía, es que `a sea un diferencial exacto; junto con el
requerimiento que la congruencia sea ortogonal a una esfera en el in�nito nulo futuro.

Consideremos ahora las 2-super�cies Sr de�nidas por (t = constante) y (r = constante).
Luego, los vectores

(
∂
∂θ

)b
y
(
∂
∂φ

)b
son tangentes a Sr. En particular nos interesa el caso limite

donde esta super�cie tiende a una esfera en el in�nito Sr → S∞. En nuestra de�nición,
elegimos la congruencia `a que sea ortogonal a S∞, es decir

ĺım
r−→∞

gab `
a
( ∂
∂θ

)b
= −

(
±

√
K −

[
a sin(θ∗)− Lz

sin(θ∗)

]2 )
= 0, (4.2)

ĺım
r−→∞

gab `
a
( ∂
∂φ

)b
= −Lz = 0; (4.3)

que se satisfacen cuando

(Lz)|r=∞ = 0, (4.4)

K|r=∞ = a2 sin(θ∗)2; (4.5)

donde θ∗ es el valor de θ en la super�cie S∞. Más precisamente, haciendo uso de la versión
retardada de la coordenada de Kerr, de�nida por dũ = dt − r2+a2

∆
dr, mencionada anterior-

mente en (2.16); se puede ver que en el límite ũ =contante, r →∞ las secciones Sr van a las
secciones centro de masa S∞ en el in�nito nulo futuro Moreschi [2004]. La congruencia bus-
cada es la que llega perpendicularmente a estas secciones centro de masa, que se especi�can
por las condiciones asintóticas (4.4) y (4.5).

4.1.2. De�nición de función nula u

La expresión de la 1-forma `a se obtuvo de las ecuaciones de geodésicas, donde K y Lz
son constantes a lo largo cada geodésica. Consideremos el caso Lz = 0. Luego, intentemos
construir una congruencia, tal que `a coincida con el diferencial de una función nula u, es
decir

(du)a = `a = dta −
√

(r2 + a2)2 −K∆

∆
dra −

(
±
√
K − a2 sin2(θ)

)
dθa. (4.6)

Según (4.5), K deberá tener una dependencia en θ. Pero para lograr satisfacer (4.6) como se
vera en (4.7), debemos permitir ademas que K sea una función de r y θ. El signo para θ̇ se
escoge pensando en un esferoide en el in�nito futuro nulo, teniendo presente que el espacio
tiempo es asintóticamente plano; por lo cual tomamos (+) para el hemisferio norte y (-) para
el hemisferio sur y expresaremos simplemente con ±|h.

Para que se cumpla (4.6), ver apéndice de Wald [1984], la derivada exterior debe anularse,
es decir

d` = d(du) =
1

2
√

(r2 + a2)2 −K∆

∂K

∂θ
dθ∧ dr±|h

1

2
√
K −

(
a sin(θ)

)2

∂K

∂r
dθ∧ dr = 0; (4.7)

lo cual equivale a la siguiente ecuación diferencial√
(r2 + a2)2 −K∆

∂K

∂r
± |h

√
K −

(
a sin(θ)

)2 ∂K

∂θ
= 0 . (4.8)
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La ecuación (4.8) es la condición de integrabilidad para que la 1-forma `a sea el diferencial de
una función nula, que junto con (4.6) de�nen la coordenada nula u, en una versión diferencial.
En las secciones siguientes, se darán las versiones integrales.

4.1.3. Constante de Carter: K vs K(r, θ)

Una vez que consideramos la dependencia K(r, θ), es importante veri�car si K se man-
tiene constante a lo largo de cada geodésica, porque las expresiones de `a se obtuvieron de
las ecuaciones de geodésicas, en donde K y L son constantes a lo largo de cada una de ellas.

Para hacerlo, simplemente calculamos la derivada de K con respecto al parámetro afín
de cada geodésica, y usamos regla de la cadena para derivar

dK

dλ
=
∂K

∂r
ṙ +

∂K

∂θ
θ̇ =

√
(r2 + a2)2 −K∆

Σ

∂K

∂r
± |h

√
K −

(
a sin(θ)

)2

Σ

∂K

∂θ
= 0; (4.9)

es decir, que la imposición de la ecuación (4.8) garantiza que K es constante a lo largo de
cada una de las geodésicas nulas de la congruencia.

Es decir que según nuestra de�nición de coordenada nula, u = cte de�ne una hipersuper-
�cie ortogonal a la congruencia `a, en donde cada geodésica tiene una constante de Carter K
diferente, pero que se mantiene constante a lo largo de cada geodésica. Ese es el signi�cado
de que K = K(r, θ) satisfaga (4.8) y (4.9).

4.1.4. Solución de la ecuación diferencial de K

Con la de�nición de coordenada nula anterior, es de central importancia resolver la ecua-
ción diferencial (4.8). La cual es no lineal, y se desconocen métodos analíticos de resolución.
Por tal motivo, se decidió resolverla numéricamente. Los resultados se muestran en �guras
4.1 y 4.2.

Para lograrlo, debemos hacer uso de la condición asintótica

ĺım
r→∞

K = a2 sin(θ∞)2; (4.10)

donde θ∞ es el valor de θ en el in�nito nulo futuro. Esta es la condición para construir una
congruencia que llega al in�nito nulo futuro ortogonal a las secciones centro de masa. Por lo
tanto, para integrar numéricamente podemos reescribir la ecuación de la siguiente manera

∂K

∂r
= −± |h

√
K −

(
a sin(θ)

)2√
(r2 + a2)2 −K∆

∂K

∂θ
; (4.11)

la cual nos invita de�nir k, según la siguiente relación

K(r, θ) = a2 sin(θ)2 + k(r, θ)2; (4.12)

y hacer el cambio de variable

ξ =
1

r
; (4.13)

37



Capítulo 4. Coordenadas nulas centro de masa

de tal manera que la ecuación es ahora

∂K

∂r
= −2ξ2k

∂k

∂ξ
= −± |hξ2 ±|k|√

(1 + ξ2a2)2 − ξ4K∆

(
2a2 sin(θ) cos(θ) + 2k

∂k

∂θ

)
; (4.14)

que es invariante ante el intercambio k → −k; con la condición de frontera

ĺım
ξ→0

k = 0. (4.15)

La cual puede resolverse numéricamente desde ξ = 0 hasta ξ+ = 1
r+
.

Notemos que en el hemisferio norte, se tiene el signo positivo y que sin(θ) cos(θ) es
positivo, por lo tanto, luego de comenzar en k = 0, podemos asignar el signo de k a voluntad.
Si asumimos k > 0, tenemos que usar la ecuación

∂k

∂ξ
=

a2 sin(θ) cos(θ) + k ∂k
∂θ√

(1 + ξ2a2)2 − ξ4∆
(
a2 sin(θ)2 + k2

) ; (4.16)

y si por el contrario, asumimos que k < 0 en el hemisferio norte, luego tenemos que usar el
signo opuesto en la ecuación anterior; notando que en principio el signo de k no interviene
en el signo de θ̇. Por simplicidad usaremos la primera elección, que asume k > 0, en el
hemisferio norte, en las cercanías del in�nito nulo futuro.

Para resolver (4.16), se implementó un código numérico en lenguajes Fortran y C. En
el mismo se utilizaron derivadas angulares con precisión de cuarto orden, y para integrar en
ξ se utilizó el método Runge-Kutta de cuarto orden.

Se logró hacer la integración numérica con el mínimo error posible 1× 10−14 (cercano al
error de doble presición, dado por compilador en C).

Si reemplazamos la solución numérica en la misma ecuación diferencial (4.16), podemos
estimar el error global o residuo. El orden de precisión se aumenta simplemente aumentando
el número de puntos de grilla, cuidando siempre estar dentro del limite CFL que relaciona
los tamaños de grilla ∆ξ y ∆θ, dentro de los cuales la integración numérica se mantiene
en región de estabilidad. Para estimar el error, de�niremos el residuo numérico como la
evaluación de la siguiente expresión√

(1 + ξ2a2)2 − ξ4K∆
∂k

∂ξ
−
(
a2 sin(θ) cos(θ) + k

∂k

∂θ

)
= 0; (4.17)

que es una manera alternativa de escribir la ecuación (4.16); pero adaptada a corroborar el
error numérico.

4.2. Expresiones integrales

Una vez que tenemos la solución K(r, θ), de manera similar a (4.6), en realidad podemos
de�nir dos funciones nulas u (saliente) y v (entrante)

du = dt−

[√
(r2 + a2)2 −K(r, θ) ∆

∆
dr +

(
±|h
√
K(r, θ)− a2 sin2(θ)

)
dθ

]
, (4.18)
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.
(a) k2 (ξ, θ) : ξmin = 0, ξmax = 1

r+
= 0,625

.
(b) k2 (ξ, θ) : ξmin = 0, ξmax = 1

r−
= 2,5

.
(c) k2 (ξ, θ) : ξmin = 0, ξmax = 2

r−
= 5

.
(d) Error numerico. Grilla δξ = 0,005 y δθ = 0,00314

Figura 4.1:Grá�co de k2(ξ, θ), donde k(ξ, θ) es solución numérica de ecuación (4.16).
Parámetros usados: a = 0,8, m = 1,0. El horizonte exterior e interior están dados por r+ =
1,6 y r− = 0,4. Se observa que las soluciones de (4.16) están bien de�nidas y comportadas
en ambos horizontes r+, r−, e incluso en el interior de r−, es decir r < r−.
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(a) k2 (ξ, θ): ξmin = 0, ξmax =
( r−

2

)−1
= 5 (b) K = k2 + a2 sin2(θ)

(c) k2 (ξ, θ): ξmin = 0, ξmax =
( r−

2

)−1
= 10 (d) K = k2 + a2 sin2(θ)

(e) k2 (ξ, θ): ξmin = 0, ξmax =
( r−

2

)−1 ≈ 24 (f) K = k2 + a2 sin2(θ)

Figura 4.2: Función k2(r, θ) y K(r, θ): dependencia con el parámetro de momento
angular a, e integración hasta regiones interiores (r < r−). Se integra desde (ξ = 0)
hasta incluso (ξ =

(
r−
2

)−1
). Lo cual muestra que no hay inconvenientes en las regiones

interiores, incluso en r < r−. Se observa como k2(r, θ) y K(r, θ) disminuyen a medida que el
momento angular disminuye y viceversa.
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dv = dt+

[√
(r2 + a2)2 −K(r, θ) ∆

∆
dr +

(
±|h
√
K(r, θ)− a2 sin2(θ)

)
dθ

]
. (4.19)

En lo que sigue, trabajaremos con estas de�niciones diferenciales, y procuraremos obtener
las expresiones integrales de las funciones u y v. Debido a la similitud entre ambas, por
simplicidad en lo que sigue sólo trabajaremos con la expresión para u.

El diferencial de la función u puede integrase a lo largo de cualquier curva γ(s), cuyo
recorrido va desde un punto inicial (t0, r0, θ0, φ0) hasta el punto (t, r, θ, φ). Por lo que en
principio uno podría hacer este cálculo con la notación u(s) y escribir la integral en términos
de s. En la expresión anterior, esto nos hace pensar en términos de t(s), r(s) y θ(s).

Dada la curva γ, con s′ ∈ [s0, s], uno puede expresar

u(t, r, θ, φ)− u0(t0, r0, θ0, φ0) =t− t0 −
∫ s

s0

√
(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ′′)

∆

dr′

ds′
ds′

−
∫ s

s0

±|h
√

Θ(r′′, θ′)
dθ′

ds′
ds′.

(4.20)

Debido a que los integrandos dependen únicamente de dos coordenadas, los dos caminos
naturales desde el punto inicial al �nal son: (r0; θ0)→ (r; θ0)→ (r; θ) y (r0; θ0)→ (r0; θ)→
(r; θ); donde en el primer caso mantenemos la coordenada angular constante a lo largo de
una primera etapa de recorrido, y la coordenada radial constante a lo largo de una segunda
etapa de recorrido, y en el segundo caso, la situación opuesta. Es decir, los casos particulares
son:

u(t, r, θ, φ)− u0(t0, r0, θ0, φ0) = t− t0 −
∫ r

r0

√
(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ0)

∆
dr′

−
∫ θ

θ0

±|h
√

Θ(r, θ′) dθ′,

(4.21)

u(t, r, θ, φ)− u0(t0, r0, θ0, φ0) = t− t0 −
∫ r

r0

√
(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ)

∆
dr′

−
∫ θ

θ0

±|h
√

Θ(r0, θ′) dθ
′,

(4.22)

En lo que sigue, estudiemos el comportamiento de esas expresiones. Aunque debido a las
similitudes entre ambas, haremos los desarrollos sólo para (4.21). Nos concentramos en la
primera integral de (4.21), y hacemos un desarrollo del integrando alrededor de (∆ ≈ 0), es
decir en las cercanías de los horizontes exteriores e interiores√

(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ0)

∆
≈
(

(r′2 + a2)

∆
− 1

2(r′2 + a2)
K − ∆

8(r′2 + a2)3
K2 + ...

)
, (4.23)

a partir del cual, queda claro que el comportamiento divergente de la primera integral de
(4.21), proviene del primer término de (4.23). Podemos hacer explicito tal comportamiento,
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simplemente sumando y restando tal término en la primera integral de (4.21), es decir

u(t, r, θ, φ)− u0(t0, r0, θ0, φ0) = t− t0 −
∫ r

r0

(
(r′2 + a2)

∆

)
dr′

−
∫ r

r0

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ0)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′

−
∫ θ

θ0

±|h
√

Θ(r, θ′) dθ′,

(4.24)

donde la componente divergente puede integrase analíticamente∫ r

r0

(
(r′2 + a2)

∆

)
dr′ =

[
r +

r2
+ + a2

r+ − r−
ln(r − r+)−

r2
− + a2

r+ − r−
ln(r − r−)

] ∣∣∣r
r0

=

[
r +

r2
+ + a2

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)−
r2
− + a2

r+ − r−
ln(

r

r−
− 1)

] ∣∣∣r
r0
.

(4.25)

De esta manera, tenemos una expresión equivalente a (4.21)

u(t, r, θ, φ)− u0(t0, r0, θ0, φ0) = t−
(
r +

r2
+ + a2

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)−
r2
− + a2

r+ − r−
ln(

r

r−
− 1)

)
−
∫ r

r0

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ0)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′

−
∫ θ

θ0

±|h
√

Θ(r, θ′) dθ′ + C0(t0, r0),

(4.26)

donde C0 es una constante. La estrategia es elegir

u0(t0, r0, θ0, φ0) = −C0(t0, r0), (4.27)

de manera tal, que para cualquier punto inicial de referencia (t0, r0, θ0, φ0)

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r +

r2
+ + a2

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)−
r2
− + a2

r+ − r−
ln(

r

r−
− 1)

)
−
∫ r

r0

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ0)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′

−
∫ θ

θ0

±|h
√

Θ(r, θ′) dθ′.

(4.28)

El paso �nal para de�nir la función coordenada u(t, r, θ, φ), es escoger el punto inicial
(t0, r0, θ0, φ0). Nos interesa tomar el valor en in�nito futuro nulo, es decir r → ∞, t → ∞,
θ → θ∞, φ→ φ∞, donde θ∞ y φ∞ son �nitas. Notar que en (4.28), no hay dependencia con
φ0, por lo cual hay total libertad para escoger φ∞, sin modi�car los valores de u. Finalmente
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escogiendo el punto inicial (t∞, r∞, θ∞, φ∞) en el in�nito futuro nulo, obtenemos

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r +

r2
+ + a2

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)−
r2
− + a2

r+ − r−
ln(

r

r−
− 1)

)
−
∫ r

r∞

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ∞)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′

−
∫ θ

θ∞

±|h
√

Θ(r, θ′) dθ′.

(4.29)

Es importante hacer algunas observaciones sobre (4.29). Notar que cuando a → 0, sucede
que K → 0 y por lo tanto los dos últimos términos que involucran integrales se anulan,
porque cada integrando se anula. También cuando a → 0, resulta que r− → 0. Esto último
nos permite analizar los términos con logaritmo natural ln, a partir de la primera línea de
(4.25) (en donde r− no es divisor), simplemente tomando a = 0 y r− = 0. Así, �nalmente
obtenemos

ĺım
a→0

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r + r+ ln(

r

r+

− 1)
)

= t−
(
r + 2m ln(

r

2m
− 1)

)
. (4.30)

que coincide con la coordenada nula saliente de Schwarzschild (coordenadas de Eddington).

4.2.1. Caminos de integración naturales

En la sección anterior, se mencionó que existen dos caminos naturales de integración
(4.21) y (4.22).

También se detallaron los pasos para escoger el punto (t0, r0, θ0, φ0) y el valor de referencia
inicial u0(t0, r0, θ0, φ0), en el caso de (4.21). Para �nalmente arribar a (4.29) que tiene todos
los detalles de nuestra de�nición incorporados.

En esta parte, mostraremos que los caminos naturales reducen aun más las expresiones
de u(t, r, θ, φ).

Recordemos que el primer camino natural, es comenzar en θ0 y moverse desde r∞ hasta
r, y luego �jando r′ = r, moverse desde θ0 hasta θ. Para obtener expresiones más simples,
y aprovechar la ventaja de este camino natural, además debemos escoger (θ0 = θ∞ = 0).
Este caso, es justamente el considerado para arribar a (4.29); por lo cual sólo basta con
reescribir haciendo explícitas las dependencias dentro de las integrales, con el detalle extra
de reescribir (r2

+ + a2 = 2mr+) y (r2
− + a2 = 2mr−)

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
−
∫ r

r∞

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ∞)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′

−
∫ θ

θ∞

±|h
√
K(r, θ′)− a2 sin(θ′)2 dθ′.

(4.31)

Para lo que sigue, es importante considerar la crucial propiedad

K(r, θ = 0) = 0. (4.32)
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Luego al reemplazar en (4.31), resulta que la elección de (θ0 = θ∞ = 0), proporciona una
expresión simpli�cada para u(t, r, θ, φ), en donde la integral radial se anula, y obtenemos

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
−
∫ θ

0

±|h
√
K(r, θ′)− a2 sin(θ′)2 dθ′.

(4.33)

Respecto al segundo camino natural, recordemos que se comienza en (r0 = r∞ =∞) y
se integra desde θ∞ hasta θ; y luego �jando θ, se integra desde r∞ hasta r. La expresión
análoga a (4.29) para este segundo camino, incluyendo los detalles explícitos dentro de cada
integrando, es la siguiente

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
−
∫ r

r∞

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′

−±|h
∫ θ

θ∞

√
K(r∞, θ′)− a2 sin(θ′)2 dθ′.

(4.34)

En este caso, por la otra propiedad crucial

K(r =∞, θ) = a2 sin(θ)2, (4.35)

tenemos que
K(r∞, θ

′)− a2 sin(θ′)2 = 0. (4.36)

Luego al reemplazar en (4.34), obtenemos una segunda expresión simpli�cada para u(t, r, θ, φ),
donde la integral angular se anula.

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
−
∫ r

∞

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′.

(4.37)

Notar que la expresión obtenida, es válida para cualquier elección de ángulo inicial θ0 = θ∞.
Es importante destacar que las expresiones simpli�cadas (4.33) y (4.37), facilitan el

cómputo de la función nula saliente u(t, r, θ, φ), y resultan ser las más convenientes de utili-
zar.

Por último, de manera análoga, si comenzamos con (4.19), podemos obtener las expre-
siones integrales para la función nula entrante v(t, r, θ, φ). Haciendo uso de los dos caminos
naturales de integración, tenemos las siguientes expresiones simpli�cadas

v(t, r, θ, φ) = t+
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
+

∫ θ

0

±|h
√
K(r, θ′)− a2 sin(θ′)2 dθ′,

(4.38)
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v(t, r, θ, φ) = t+
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
+

∫ r

∞

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′.

(4.39)

O sea, al realizar el cálculo de K uno no sólo obtiene la coordenada nula saliente deseada
u, sino que también, debido a la estructura de la geometría del espaciotiempo de Kerr, se
obtiene la coordenada nula entrante v; que provee así de un sistema doblemente nulo para
esta geometría.

4.3. Super�cies nulas u = cte

Se trabajo con ambas expresiones integrales para u (4.33) y (4.37). Se corroboró que
ambas expresiones arrojan idénticos resultados hasta error de maquina (1× 10−15).

Para gra�car los resultados, resulta interesante el caso u(t, r, θ, φ) = 0, es decir

t =
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
+

∫ θ

0

±|h
√
K(r, θ′)− a2 sin(θ′)2 dθ′,

(4.40)

o equivalentemente

t =
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
+

∫ r

r∞

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′.

(4.41)

En el caso de la integral radial, para evitar problemas numéricos, resulta conveniente expre-
sarla de la siguiente manera

−
∫ r

r∞

(√(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ′′)

∆
− (r′2 + a2)

∆

)
dr′ = −

∫ r

r∞

(
A−B

)
dr′

= −
∫ r

r∞

(
A2 −B2

A+B

)
dr′

= −
∫ r

r∞

( −K
∆√

(r′2+a2)2−∆K(r′,θ′′)

∆
+ (r′2+a2)

∆

)
dr′

=

∫ r

r∞

(
K√

(r′2 + a2)2 −∆K(r′, θ′′) + (r′2 + a2)

)
dr′

= −
∫ ξ

0

(
K√

(1 + ξ′2a2)2 − ξ′4∆K(ξ′, θ′′) + (1 + ξ′2a2)

)
dξ′.

(4.42)
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Figura 4.3: Super�cie (u = 0) : Parámetros a = 0,8, m = 1,0. En la base del grá�co se
proyectan las intersecciones t = cte = {−1, 1, 3, 5, 7} con u = 0.

Los resultados numéricos del cómputo de (4.40) o (4.41) (ambas expresiones arrojan el
mismo resultado), se muestran en �guras 4.3 y 4.4. En la �gura 4.4, se observa grá�camente
la diferencia entre coordenadas nula saliente de Schwarzschild (u-Eddington) y de Kerr (u-
centro de masa).

4.4. Tetrada asociada y coe�cientes de espín

A partir de las de�niciones de coordenadas nulas salientes (4.18) y entrantes (4.19), dis-
ponemos de dos direcciones nulas para construir una tetrada. La cual será de gran utilidad
para el cálculo de escalares de curvatura, al igual que de los coe�cientes de espín en forma-
lismos como Newman-Penrose Newman and Penrose [1962] y Geroch-Held-Penrose (GHP)
Geroch et al. [1973]. En los capítulos siguientes, esto permitirá realizar análisis geométricos
completos.

4.4.1. Tetrada nula centro de masa

Con el �n de seguir las notaciones de los formalismos mencionados, consideraremos dos
congruencias nulas. Una adaptada a las coordenada nula saliente

(du)a = `a = dta −

√
(r2 + a2)2 −K∆

∆
dra −

(
±|h
√
K − a2 sin2(θ)

)
dθa;

(4.6)

y la otra adaptada a la coordenada nula entrante

(dv)a = Na = dta +

√
(r2 + a2)2 −K∆

∆
dra +

(
±|h
√
K − a2 sin2(θ)

)
dθa.

(4.43)
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Figura 4.4: Comparación de super�cies (u = 0) : Parámetros a = 0,8, m = 1,0 (super-
�cie violeta); a = 0, m = 1,0 (super�cie amarilla). En la base del grá�co se proyectan las
intersecciones t = cte = {−1, 1, 3, 5, 7} con u = 0.

Y a partir de Na, de�nimos la uno-forma na

na = αNa. (4.44)

Luego nos resta determinar dos vectores complejos ma y m̄a tal que

gab = lanb + lbna −mam̄b −mbm̄a. (4.45)

Calculamos los vectores primero, porque sabemos que tienen la forma

m = −∆(±
√

Θ)

±
√
R

A ∂r + A ∂θ + iB ∂φ, (4.46)

donde
Θ = K − a2 sin2(θ), (4.47)

R =
(
r2 + a2

)2 −K∆, (4.48)

y
R+ Θ∆ = Υ (4.49)

La expresión (4.46), se conoce del hecho que la intersección de las hipersuper�cies generadas
por `a and na son de dimensión 2, que llamamos (rs = constante); y es la integral de los
términos dr y dθ. Notar que (4.46), garantiza que se cumpla la relación de ortogonalidad

ma`a = mana = 0. (4.50)
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Los coe�cientes A y B, se obtienen de las relaciones que deben satisfacer los elementos de
la tetrada nula

`a`a = nana = mama = m̄am̄a = 0, (4.51)

`ana = 1, (4.52)

mam̄a = −1. (4.53)

Para lo que sigue, es importante expresar los vectores en su forma contra-variante

`a =
Υ

Σ∆
∂at +

√
R

Σ
∂ar +

±|h
√

Θ

Σ
∂aθ +

2amr

∆Σ
∂aφ, (4.54)

na = α

(
Υ

Σ∆
∂at −

√
R

Σ
∂ar −

±|h
√

Θ

Σ
∂aθ +

2amr

∆Σ
∂aφ

)
; (4.55)

y por (4.52), junto con el hecho que Υ = R+ ∆Θ, obtenemos la condición para α

α =
1

2

Σ∆

Υ
. (4.56)

Finalmente los elementos de la tetrada nula en su forma contravariante, están dados por

`a =

(
Υ

Σ∆
∂at +

√
R

Σ
∂ar +

±|h
√

Θ

Σ
∂aθ +

2amr

∆Σ
∂aφ

)
, (4.57)

na =
1

2

(
∂at −

√
R∆

Υ
∂ar −

∆

Υ

(
±|h
√

Θ
)
∂aθ +

2amr

Υ
∂aφ

)
, (4.58)

ma =

√
2

2

(
−±|h

√
Θ

ΥΣ
∆ ∂ar +

√
R

ΥΣ
∂aθ + i

√
Σ

Υ sin2(θ)
∂aφ

)
. (4.59)

Y en su forma covariante por

`a =

(
dta −

√
R

∆
dra −

(
±|h
√

Θ
)
dθa

)
, (4.60)

na =
1

2

Σ∆

Υ

(
dta +

√
R

∆
dra +

(
±|h
√

Θ
)
dθa

)
, (4.61)

ma =

√
2

2

(
i

2 amr sin(θ)√
Υ Σ

dta +±|h

√
Σ Θ

Υ
dra −

√
ΣR
Υ

dθa − i
√

Υ

Σ
sin(θ)dφa

)
. (4.62)

Notar que el caso de m̃, se obtiene de la expresión de m simplemente reemplazando i por
(−i).

4.4.2. Coe�cientes de espín

A partir de la tetrada anterior, podemos calcular las coe�cientes de espín. Por simplicidad
usaremos la notación del formalismo GHP Geroch et al. [1973], pero es importante tener en
cuenta que los coe�cientes de espín del formalismo de Newman-Penrose son equivalentes ?,
y sólo hay que tener en cuenta los nombres y notación utilizada para cada uno.
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Nos concentraremos en algunos coe�cientes de espín que re�ejan los rasgos más relevantes,
como son κ y ρ que indican si la congruencia es geodésica (κ = 0), y si es ortogonal a
hipersuper�cies ρ = ρ̄.

Comenzamos por κ

κ =

√
2

2

√
Υ

Σ
3
2 ∆

(
∂

∂θ

√
R−±|h∆

∂

∂r

√
Θ

)
. (4.63)

Se puede ver fácilmente que este coe�ciente es cero, que se deduce de la condición de inte-
grabilidad (4.8). Por lo tanto, (κ = 0) para la congruencia asociada a las coordenadas centro
de masa, lo cual concuerda con el punto de partida considerando geodésicas nulas.

Luego continuamos con ρ

ρ = − 1

2 Σ

(
∂

∂r

√
R±|h

∂

∂θ

√
Θ±|h

cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)
. (4.64)

Que es claramente real, y por lo tanto es ortogonal a hipersuper�cies, lo cual concuerda con
nuestro requerimiento de que la derivada exterior de la congruencia debía anularse, ver (4.7).
Y es una de las diferencias más importantes y cruciales con las congruencias de geodésicas
nulas principales. Por otro lado, es importante señalar que en los polos (θ = 0, π), la función√

Θ→ 0, y por regla de L'hopital se puede mostrar que ĺım
θ→0,π

cos(θ)
sin(θ)

√
Θ = ∂θk(r, θ), que tiene

un comportamiento suave en los polos; ver (9.44) por mas detalles.
El otro coe�ciente de spin importante es σ. A diferencia de las congruencias principales

nulas que tienen σ = 0, en el caso de las coordenadas nulas centro de masa, tenemos

σ =− iam sin(θ)

Σ2Υ

[√
Ra2r cos(θ) sin(θ)±|h

√
Θ
(

2r4 + 2a2r2 + (a2mr − a2r2) sin2(θ)
)]

+
1

Υ Σ

[(
2r3 + ra2 + a2m+ (ra2 − a2m) cos2(θ)

)√
R−±|h

√
Θ∆a2 cos(θ) sin(θ)

]
±|h

1

4 sin(θ)Σ2
√

Θ

(
− sin(θ)Σ ∂θK +

(
2KΣ− 4a2 sin2(θ)K + 4a4 sin4(θ)

)
cos(θ)

)
+

1

4Σ2
√
R

[
Σ∆ ∂θK − 4rR+

(
2(r −m)K + 4ra2 − 4r3

)]
,

(4.65)

En lo que sigue, daremos las expresiones explícitas de otros dos coe�cientes de espín del
formalismo GHP, que serán utilizadas en el próximo capítulo

σ′ = −1

2

Σ∆

Υ
σ, (4.66)

ρ′ = −1

2

Σ∆

Υ
ρ. (4.67)

Los coe�cientes fueron calculados haciendo uso del software de manipulación algebraica y
tensorial GRTensorII.
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4.5. Métrica de Kerr en coordenadas nulas {u, v, θ, φ}

4.5.1. Forma co-variante

Comenzamos con la métrica de Kerr en las coordenadas Boyer-Lindquist

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dtdφ− Σ

∆
dr2 − Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2. (2.1)

En lo que sigue, se mostrarán los pasos para escribirla en términos de las coordenadas nulas
centro de masa. Los diferenciales du y dv, están dados por

du = dt−
√
R

∆
dr −

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.68)

dv = dt+

√
R

∆
dr +

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.69)

con √
R =

√
(r2 + a2)2 −K∆,

√
Θ =

√
K − a2 sin(θ)2; (4.70)

y podemos despejar

dt =
(dv + du)

2
, (4.71)

dr∗ =
(dv − du)

2
=

√
R

∆
dr +

(
±|h
√

Θ
)
dθ. (4.72)

La ecuación (4.72) puede escribirse de una manera conveniente para luego hacer el cambio
de coordenadas

dr =

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
∆√
R
. (4.73)

Luego, hacemos los reemplazos (4.71) y (4.73) en (2.1), para obtener

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)(
du2 + dv2 + 2 du dv

4

)
+

4amr sin2(θ)

Σ

(
dv + du

2

)
dφ

− Σ∆

R

([
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

])2

− Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2,

(4.74)

cuya expresión, se puede escribir de manera conveniente agrupando términos

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)(
du2 + dv2 + 2 du dv

4

)
+

4amr sin2(θ)

Σ

(
dv + du

2

)
dφ

− Σ∆

R

[
(dv − du)2

4
+ Θ dθ2 ±|h (du− dv)

√
Θdθ

]
− Σ dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dφ2,

(4.75)

para expresarla como

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)(
du2 + dv2 + 2 du dv

4

)
+

4amr sin2(θ)

Σ

(
dv + du

2

)
dφ

− Σ∆

R

[
(dv − du)2

4
±|h (du− dv)

√
Θ dθ

]
−
(

∆Θ

R
+ 1

)
Σ dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dφ2;

(4.76)
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y luego como

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)(
du2 + dv2 + 2 du dv

4

)
+

4amr sin2(θ)

Σ

(
dv + du

2

)
dφ

− Σ∆

R

[
(dv2 + du2 − 2 dv du)

2

4
±|h (du− dv)

√
Θ dθ

]
− Υ Σ

R
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dφ2.

(4.77)

Si continuamos ordenando términos, tenemos

ds2 =
1

4

[(
1− 2mr

Σ

)
− Σ∆

R

] (
du2 + dv2

)
+

(
1− 2mr

Σ

)
du dv

2

+
4amr sin2(θ)

Σ

(
dv + du

2

)
dφ− Σ∆

R

[
−du dv

2
±|h (du− dv)

√
Θ dθ

]
− Υ Σ

R
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dφ2.

(4.78)

Notar que si comparamos la métrica de Schwarzschild en coordenadas nulas u y v, la cual
no tiene términos con du2 o dv2 (debido a la simetría esférica); con el caso de Kerr en
coordenadas nulas centro de masa, además de las naturales diferencias en las componentes
angulares, es interesante notar la diferencia debida al término

1

4

[(
1− 2mr

Σ

)
− Σ∆

R

] (
du2 + dv2

)
, (4.79)

que tiene el comportamiento esperado de un espacio tiempo asintóticamente plano, es decir
se recupera Minkowski en el limite

ĺım
r−→∞

[(
1− 2mr

Σ

)
− Σ∆

R

]
= 0; (4.80)

y mas importante aún, recuperando Schwarzschild

ĺım
a−→0

[(
1− 2mr

Σ

)
− Σ∆

R

]
= 0. (4.81)

Si trabajamos un poco más el arreglo de términos, �nalmente obtenemos

ds2 =
1

4

(
1− 2mr

Σ
− Σ∆

R

)(
du2 + dv2

)
+

(
1− 2mr

Σ
+

Σ∆

R

)
du dv

2

+ dv

(
2 amr sin2(θ)

Σ
dφ±|h

Σ∆

R
√

Θ dθ

)
+ du

(
2 amr sin2(θ)

Σ
dφ−±|h

Σ∆

R
√

Θ dθ

)
− Υ Σ

R
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dφ2 ,

(4.82)

Notar que en la expresión co-variante de la métrica de Kerr (2.1), la singularidad coordenada
en Boyer-Lindquist para (∆ = 0); es completamente removida al utilizar las coordenadas
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nulas {u, v, θ, φ}. Por otro lado, no debemos perder de vista la dependencia de r = r(u, v, θ),
que esta implícita en (4.73), y se mani�esta en términos de sus derivadas

∂r(u, v, θ)

∂θ
= −±|h∆

√
Θ√
R
, (4.83)

∂r(u, v, θ)

∂u
= − ∆

2
√
R
, (4.84)

∂r(u, v, θ)

∂v
=

∆

2
√
R
. (4.85)

Las últimas relaciones, son importantes si uno desea operar y calcular cantidades geométricas
haciendo uso de la métrica en estas coordenadas (4.82).

4.5.2. Forma contra-variante

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en
coordenadas Boyer-Lindquist(

∂

∂s

)2

=
Υ

Σ∆

(
∂

∂t

)2

+
4amr

Σ∆

(
∂

∂t

)(
∂

∂φ

)
− ∆

Σ

(
∂

∂r

)2

− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− ∆− a2 sin2(θ)

Σ∆ sin2(θ)

(
∂

∂φ

)2

.

(2.6)

Formalmente usaremos notación con tilde, para distinguir las coordenadas inalteradas respec-

to de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {t, r, θ, φ}; y de llegada a
{
u, v, θ̃, φ̃

}
.

Notar que las coordenadas θ, φ se mantienen inalteradas, y solo se introducen las nuevas coor-
denadas u, v. Para comenzar, será útil tener expresiones diferenciales de las coordenadas de
llegada

du = dt−
√
R

∆
dr −

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.68)

dv = dt+

√
R

∆
dr +

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.69)

dθ̃ = dθ, (4.86)

dφ̃ = dφ. (4.87)

Luego podemos expresar los vectores coordenados

∂

∂t
=

∂u

∂t

∂

∂u
+
∂v

∂t

∂

∂v
+
∂θ̃

∂t

∂

∂θ̃
+
∂φ̃

∂t

∂

∂φ̃
=

∂

∂v
+

∂

∂u
, (4.88)

∂

∂r
=

∂u

∂r

∂

∂u
+
∂v

∂r

∂

∂v
+
∂θ̃

∂r

∂

∂θ̃
+
∂φ̃

∂r

∂

∂φ̃
=

√
R

∆

(
∂

∂v
− ∂

∂u

)
, (4.89)

∂

∂θ
=

∂u

∂θ

∂

∂u
+
∂v

∂θ

∂

∂v
+
∂θ̃

∂θ

∂

∂θ̃
+
∂φ̃

∂θ

∂

∂φ̃
= ±|h

√
Θ

(
∂

∂v
− ∂

∂u

)
+

∂

∂θ̃
, (4.90)

∂

∂φ
=

∂u

∂φ

∂

∂u
+
∂v

∂φ

∂

∂v
+
∂θ̃

∂φ

∂

∂θ̃
+
∂φ̃

∂φ

∂

∂φ̃
=

∂

∂φ̃
(4.91)
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Si recuperamos notación quitando tildes y reemplazamos en (2.6), obtenemos(
∂

∂s

)2

= 4
Υ

Σ∆

(
∂

∂u

)(
∂

∂v

)
− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− ∆− a2 sin2(θ)

Σ∆ sin2(θ)

(
∂

∂φ

)2

+ 2

(
∂

∂u

)[
2amr

Σ∆

(
∂

∂φ

)
±|h

√
Θ

Σ

(
∂

∂θ

)]

+ 2

(
∂

∂v

)[
2amr

Σ∆

(
∂

∂φ

)
−±|h

√
Θ

Σ

(
∂

∂θ

)]
;

(4.92)

Se veri�ca inmediatamente que `a = (du)a y na = (dv)a son vectores nulos, lo cual es
consistente con la de�nición coordenadas nulas centro de masa.
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Asociado al par de coordenadas nulas, existe una familia de super�cies 2D, que se ob-
tiene como la intersección de ambas coordenadas nulas (du = dv = 0). Tales super�cies, se
corresponden a (rs = cte), donde rs pueden considerarse como la extensión a Kerr, de la
coordenada tortuga de Schwarzschild r∗.

Haciendo uso del formalismo GHP, Geroch et al. [1973], se presenta una completa ca-
racterización geométrica en términos de la curvatura Gaussiana y extrínseca. En Minkowski
(coordenadas esféricas) y Schwarzschild (coordenadas estándares), tales super�cies son es-
feras de (r = cte), con curvatura Gaussiana constante, mientras que en Kerr (coordenadas
Boyer-Lindquist) son esferoides cercanos a esferas r(θ), con curvatura Gaussiana que de-
pende de θ, no constante.

5.1. Super�cies rs: intersección de u y v

Al observar (4.18) y (4.19), es importante notar que du y dv, pueden escribirse como

du = dt− drs, (5.1)

dv = dt+ drs, (5.2)

con

drs =

[√
(r2 + a2)2 −K∆

∆
dr +

(
±|h
√
K − (a sin(θ))2 )dθ] . (5.3)

A partir de las cuales podemos despejar

dt =
dv + du

2
. (5.4)

y

drs =
dv − du

2
, (5.5)

donde, como se dijo anteriormente, rs puede interpretarse como la generalización de la coor-
denada tortuga de Schwarzschild (r∗) al caso de Kerr.

55



Capítulo 5. Super�cies rs

Luego, si tomamos la intersección de ambas coordenadas, es decir (u = constante) y (v =
constante), tenemos la de�nición de las super�cies espaciales 2D asociadas a las coordenadas
nulas u y v

dt =
(dv + du)

2
= 0, (5.6)

drs =
(dv − du)

2
=

√
R

∆
dr +

(
±|h
√

Θ
)
dθ = 0, (5.7)

es decir

dr = −

(
±|h
√

Θ
)

∆
√
R

dθ; (5.8)

Estas super�cies pueden ser descriptas de una manera puramente geométrica, en términos
de sus curvatura Gaussiana y Extrínseca.

A partir del formalismo GHP Geroch et al. [1973], tales curvaturas pueden calcularse
como

CGaussian =
(
Q̄GHP +QGHP

)
, (5.9)

CExtrinsic = i
(
Q̄GHP −QGHP

)
, (5.10)

QGHP = σσ′ − ρρ′ −Ψ2 + Λ + Φ11, (5.11)

donde σ, σ′, ρ, ρ′ son los coe�cientes de espín en el formalismo GHP, y los dos últimos términos
Λ y Φ11 se anulan en el caso de Kerr. Ver (4.64), (4.65), (4.66) y (4.67).

5.1.1. Métrica inducida en rs

Comenzamos con la métrica de Kerr en las coordenadas Boyer-Lindquist

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dtdφ− Σ

∆
dr2 − Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2. (2.1)

La métrica inducida sobre las super�cies 2D, puede obtenerse reemplazando (dt = 0)

ds2 = −Σ

∆
dr2 − Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2; (5.12)

y luego, a partir de la ecuación (5.8)

dr = −

(
±|h
√

Θ
)

∆
√
R

dθ; (5.8)

se reemplaza dr en 5.12 y se obtiene

ds2 = −Σ

∆

−
(
±|h
√

Θ
)

∆
√
R

dθ

2

− Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2, (5.13)

si se agrupan términos, tenemos

ds2 = −Σ

[
Θ∆ +R
R

]
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2. (5.14)
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Por último, usando la relación
Θ∆ +R = Υ, (5.15)

podemos expresar la métrica inducida como

ds2
2D = −ΣΥ

R
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)dφ2 , (5.16)

donde

Σ = r2 + a2 cos2(θ), (2.2)

Υ = (r2 + a2)2 −∆ a2 sin2(θ), (2.4)

R =
(
r2 + a2

)2 −K∆. (4.48)

Estas hipersuper�cies espaciales 2D, en coordenadas Boyer-Lindquist están descriptas por
(r = r(θ)), que es solución de la ecuación diferencial (5.8). También es importante notar,
que la métrica inducida (5.16), puede obtenerse a partir (4.82) simplemente tomando (du =
dv = 0).

5.2. Cálculo de Escalares de curvatura

En las ecuaciones (5.9) y (5.11), están involucrados los coe�cientes de espín, que ya fueron
calculados. Sin embargo el cálculo de Ψ2 no resulta trivial. Por tal motivo, en esta sección
se hará el cálculo de todos los escalares de Weyl {Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4}, haciendo uso de las
rotaciones desde los valores dados en la tetrada asociada a las direcciones principales.

5.2.1. Rotación de tetrada nula: principal hacia centro de masa

En esta parte, comenzaremos con la tetrada principal nula, y la rotaremos hasta llegar
a la tetrada centro de masa. Sólo serán necesarias tres rotaciones, identi�cadas como tipo
I, II y III, según se puede ver apéndice de Prior [1977]. La secuencia de rotaciones será la
siguiente: tipo II, tipo III y tipo I

n̂aII = na, (5.17)

m̂a
II = ma + Λ na, (5.18)

ˆ̀a
II = la + Λ m̄a + Λ̄ma + ΛΛ̄ na; (5.19)

n̂aII.III = Z−1 n̂aII , (5.20)

m̂a
II.III = ei s m̂a

II , (5.21)
ˆ̀a
II.III = Z ˆ̀a

II ; (5.22)

n̂aI.II.III = n̂aII.III + Γ ¯̂ma
II.III + Γ̄ m̂a

II.III + ΓΓ̄ ˆ̀
II.III , (5.23)

m̂a
I.II.III = m̂a

II.III + Γ ˆ̀a
II.III , (5.24)

ˆ̀a
I.II.III = ˆ̀

II.III . (5.25)
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Los coe�cientes involucrados se determinan imponiendo la condición, que tras la última
rotación se obtenga la tetrada centro de masa. Si escribimos las expresiones en términos de
los elementos de la tetrada principal, rastreando las conversiones desde (5.17),(5.18) y (5.19);
hasta (5.23),(5.24) y (5.25), obtenemos

`a = Z la + ZΛ m̄a + ZΛ̄ ma + ZΛΛ̄ na, (5.26)

ma = ΓZ la + ΓZΛ m̄a +
(
ΓZΛ̄ + ei s

)
ma + Λ

(
ΓZΓ̄ + ei s

)
na, (5.27)

na = ΓΓ̄Z la +
(
Γ̄e−i s + Γ̄ΓZΛ

)
m̄a +

(
1

Z
+ ΓΛ̄e−i s + Γ̄Λei s + ΓΓ̄ZΛΛ̄

)
na. (5.28)

Luego, los valores de los coe�cientes Z, Λ, Γ y ei s se calculan usando las propiedades de
contracción entre elementos de la tetrada principal (las únicas contracciones distintas de
cero son: lana = 1 y mam̄a = −1). Convenientemente escogemos los elementos a contraer, y
obtenemos

Z = na`
a =

√
R+ r2 + a2

2Σ
, (5.29)

Λ = −ma`
a

Z
=

1

Z

(
±|h
√

Θ− ia sin(θ)
)

√
2 (r + ia cos(θ))

, (5.30)

Γ =
nam

a

Z
= − 1

Z

√
2

4

(
ia sin(θ)±|h

√
Θ
)

∆
√

ΥΣ
, (5.31)

eis = m̄am
a − nam

aΛ̄ =
a∆

[
±|h
√

Θ sin(θ) (i r − a cos(θ))− ar sin2(θ) + i k2 cos(θ)
]

√
ΥΣ

(√
R+ r2 + a2

) .

(5.32)

En Boero and Moreschi [2020], se hicieron cálculos análogos para una tetrada nula arbitraria,
a diferencia de este caso donde las rotaciones se hicieron para llegar a la tetrada centro de
masa.

5.2.2. Escalares de Weyl

Gracias a los resultados anteriores, podemos calcular los escalares de Weyl asociados a la
tetrada centro de masa. Podemos comenzar con los escalares en la tetrada principal, donde
el único escalar distinto de cero es Ψ2p; y luego de las rotaciones calcularlos nuevamente,
a partir de los coe�cientes (5.29) ,(5.30), (5.31) y (5.32); ver apéndice de Prior [1977]. Los
escalares, luego de la secuencia de tres rotaciones de tipo II,III y I, están dados por

Ψ0 = 6Z2e2i sΛ2Ψ2p

Ψ1 = 3Zei sΛΨ2p + 6 Γ̄Z2e2i sΛ2Ψ2p

Ψ2 = Ψ2p + 6 Γ̄Zei sΛΨ2p + 6 Γ̄2Z2e2i sΛ2Ψ2p

Ψ3 = 0 + 3 Γ̄Ψ2p + 9 Γ̄2Zei sΛΨp
2 + 6 Γ̄3Z2e2i sΛ2Ψ2p,

Ψ4 = 0 + 0 + 6 Γ̄2Ψ2p + 12 Γ̄3Zei sΛΨ2p + 6 Γ̄4Z2e2i sΛ2Ψ2p.

(5.33)
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Para nuestros propósitos, nos concentraremos en la expresión de Ψ2 en la tetrada centro de
masa, dada por

Ψ2 = Ψ2p

[
1 + 6

(
Γ̄Zei sΛ + Γ̄2Z2e2i sΛ2

)]
. (5.34)

Debido a que estamos interesados en estudiar de manera individual la parte real e imaginaria,
será útil expresar cada factor con ambas partes separadas. Comenzamos por escalar de Weyl
correspondiente a la tetrada principal

Ψ2p = − m

(r + i a cos(θ))3 (5.35)

cuyas partes real a imaginaria están dadas por

Ψ2p = (Ψ2p)Re + i (Ψ2p)Im =
3mra2 cos2(θ)−mr3

Σ3
+ i

m a cos(θ) (3r2 − a2 cos2(θ))

Σ3
. (5.36)

Luego continuamos con el factor

F =
[
1 + 6

(
Γ̄Zei sΛ + Γ̄2Z2e2i sΛ2

)]
=
[
1 + 6

(
α + α2

)]
, (5.37)

donde las partes real e imaginaria del número complejo α, están dadas por

αRe = −1

2

K a2 ∆2
(
k cos(θ) + r sin(θ)

)2

ΥΣ
(√

R + r2 + a2
)2 , (5.38)

αIm = −1

2

K a2 ∆2
(
k2r cos(θ) + k sin(θ) (r2 − a2 cos(θ)2) + a2r cos(θ)3 − a2r cos(θ)

)
ΥΣ

(√
R + r2 + a2

)2 .

(5.39)

La expresión �nal de las partes real e imaginaria de Ψ2, son expresiones extensas. Sin em-
bargo, podemos expresarla en forma resumida, en términos de las partes real e imaginaria
de Ψ2p y α

(Ψ2)Re =
(
1 + 6αRe + 6α2

Re − 6α2
Im

)
(Ψ2p)Re − 12 (Ψ2p)Im αIm

(
1

2
+ αRe

)
, (5.40)

(Ψ2)Im =
(
1 + 6αRe + 6α2

Re − 6α2
Im

)
(Ψ2p)Im + 12 (Ψ2p)Re αIm

(
1

2
+ αRe

)
. (5.41)

5.3. Grá�cos y Cálculos Numéricos

5.3.1. Curvatura Gaussiana y Extrínseca de super�cie rs (2D)

Los escalares de curvatura en las super�cies 2D de�nidas por (rs = contante) (5.5),
involucran la función K(r, θ) y sus derivadas. La cual es solución de la ecuación diferencial
(4.8), que debido a su no linealidad se resolvió numéricamente. Por lo tanto, a pesar de
contar con expresiones analíticas de los escalares de curvatura, para evaluarlos debemos usar
la solución numérica de K(r, θ) y hacer el cálculo de sus derivadas numéricamente.
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Es importante mencionar que nuestro código numérico al igual que los resultados previos
involucrados, nos permiten integrar K(r, θ) desde el in�nito nulo futuro hasta los horizontes
exteriores H+ y H−, e incluso ingresar al interior r < r−, y calcular las super�cies 2D junto
con sus curvaturas Gaussiana y Extrínseca, cuya complejidad es mucho mayor, comparado
al cálculo en el horizonte.

Los resultados se observan en �guras 5.1 y 5.2.
Notar que la curvatura Gaussiana es intrínseca a la geometría de la super�cie. Lo cual,

nos permite establecer una analogía con una super�cie 2D embebida en R3, que tenga los
mismos valores de curvatura. En el último grá�co de �gura 5.1, tal super�cie se podría
construir con un toroide modi�cado, de manera tal que en su centro haya un disco con
curvatura cero, unido al toroide, tal que para ángulos cercanos al ecuador, la curvatura
tendrá valores negativos y luego positivos en el ecuador (θ = π

2
).

Esta analogía, de alguna manera indica como las super�cies 2D rs, hacen una foliación
del espacio. A medida que se aproximan a la singularidad (con topología de anillo en Kerr),
estas super�cies la envuelven de una manera peculiar, con una topología cercana al toroide
modi�cado mencionado en el párrafo anterior.

5.3.2. Curvatura Gaussiana de rs 2D, en (r = r±)

Antes de proseguir es importante señalar que si bien, las coordenadas u, v divergen corres-
pondientemente en los horizonteH+, H−; se pude de�nir, por ejemplo sobre la hipersuper�cie
u =constante, una familia de esferoides rs tal que tienen un límite bien de�nido sobre H− y
análogamente se pueden de�nir las secciones que son límite de los esferoides rs sobre la hi-
persuper�cie v =constante, llegando a H+. Pero además, asumiendo la validez de la métrica
(4.82) incluso para valores r < r+, esto nos permite estudiar estas secciones para r = r± e
inclusive para valores r < r−.

Cuando consideramos la foliación en super�cies espaciales rs 2D, con métrica inducida
(5.16), tenemos que por ser una super�cie 2D, como resultado general de geometría diferen-
cial, el tensor de Riemann es proporcional al tensor de Ricci. Y por lo tanto, toda la curvatura
queda resumida en el Ricci. En tal caso, la curvatura Gaussiana queda determinada por su
traza; donde para signatura (+−−−) esta dada por

CGauss = −R
a
a

2
. (5.42)

En los horizontes exteriores (r = r+), é interiores (r = r−), tenemos que ∆ = 0. Como las
super�cies rs son equivalentes a r = r(θ), solución de la ecuación diferencial (4.83), resulta
que en los horizontes r no depende de θ, y simplemente tenemos r = r+ ó r = r−. En tal
caso, se puede calcular el tensor de Ricci con facilidad, a partir de la métrica inducida (5.16).
De esa manera, obtenemos

CGauss−Horizon = 2

(
mr3
± − 3mr± a

2 cos2(θ)
)

(r2
± + a2 cos2(θ))

3 = −2 (Ψ2p)Re |r=r± . (5.43)

El valor del tensor de Ricci, también fue calculado con anterioridad, como por ejemplo en
Smarr [1973]; y coincide con las expresiones usadas para obtener (5.43).

Por último, y muy relevante, es mencionar que el resultado analítico (5.43), también se
obtiene directamente de las expresiones de GHP para la curvatura Gaussiana, ver (5.9) y
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.

.

. .
Figura 5.1: Curvatura Gaussiana. Super�cies 2D (rs = cte) ≡ r(θ) (intersección de
u y v constantes): Se observa que las super�cies tienden a curvatura Gaussiana constante
cuando r crece, con un comportamiento del tipo ≈ 1

r2
. Sin embargo, en super�cies cercanas a

r+, sucede lo contrario. La curvatura Gaussiana tiende a variar con θ. En el interior (r < r+),
los cambios aumentan y se tornan drásticos cambiando incluso el signo, pasando a valores
negativos en las cercanías del polo norte. Notar la diferencia de escala en los colores de la
curvatura Gaussiana. Se muestran sólo los hemisferios norte de cada super�cie, debido a su
simetría respecto al ecuador (θ = π

2
).
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.

.

. .
Figura 5.2:Curvatura Extrínseca. Super�cies 2D (rs = cte) ≡ r(θ) (intersección de u
y v constantes): Se observa que las super�cies tienden a curvatura Extrínseca nula cuando
r crece, con un comportamiento del tipo ≈ 1

r2
. Sin embargo, en super�cies cercanas a r+, su

valor absoluto aumenta, junto con las diferencias en θ, con valor cero en el ecuador θ = π
2
, y

disminuye con valores negativos hacia el polo norte (θ = 0). En el interior (r− < r < r+), los
cambios aumentan y se tornan drásticos, comenzando en cero en el ecuador, disminuyendo
y luego aumentando hacia hacia el polo norte. A diferencia de la curvatura Gaussiana, el
cambio de signo se produce sólo cuando r < r−. Notar la diferencia de escala en los colores
de la curvatura Gaussiana. Se muestran sólo los hemisferios norte de cada super�cie, debido
a su simetría respecto al ecuador (θ = π

2
).
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(5.11). Notar que σ′ y ρ′ son proporcionales a ∆, ver (4.67) y (4.66). Por lo cual en r = r+

(∆ = 0), los coe�cientes de espín no contribuyen. Luego, el único termino que contribuye
es Ψ2. Si observamos los coe�cientes de rotación Γ y ei s (ver (5.31), (5.32)), resulta que
ambos son proporcionales a ∆, por lo cual en (∆ = 0), el número complejo α se anula, y
obtenemos un factor igual a la unidad (F = 1) en (5.37). Finalmente si reemplazamos en
(5.34), tenemos Ψ2 = Ψ2p; y la curvatura Gaussiana (5.9) resulta

(CGauss−GHP ) |r=r± = −2 (Ψ2)Re |r=r± = −2 (Ψ2p)Re |r=r± , (5.44)

que coincide exactamente con (5.43), calculado por un camino totalmente diferente. Lo cual,
es una prueba más de la consistencia en los resultados analíticos y numéricos presentados.

5.3.3. Casos límites: Schwarzschild y Minkowski

Es importante comparar los resultados anteriores con los casos límites de Schwarzschild
y Minkowski.

Si consideramos la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist (2.1), podemos
obtener la métrica de Schwarzschild en coordenadas usuales simplemente tomando a = 0.
De manera similar, podemos tomar a = 0,m = 0 para obtener la métrica de Minkowski en
coordenadas esféricas. En ambos casos, las coordenadas centro de masa, se obtienen a partir
de las ecuaciones generales para espaciotiempos con simetría esférica (3.68) y (3.69); donde
si tomamos D = L = 0, obtenemos para Schwarzschild

duSchw = dt− dr(
1− 2m

r

) , (5.45)

dvSchw = dt+
dr(

1− 2m
r

) ; (5.46)

y para Minkowski

duMink = dt− dr, (5.47)

dvMink = dt+ dr. (5.48)

En ambos casos, las super�cies 2D espaciales rs = cte. (intersección de ambas coordenadas
nulas du = dv = 0), corresponden a r = cte. Es directo veri�car que la curvatura Gaussiana
y Extrínseca de estas super�cies son constantes

CGaussian =
1

r2
, (5.49)

CExtrinsic = 0. (5.50)

Al comparar estos casos limites de Schwarzschild y Minkowski con Kerr, es inmediato notar
las diferencias en la geometría de las super�cies rs = cte.

Por último, es interesante mencionar el caso límite de tomar m = 0, pero manteniendo
a 6= 0, en la expresión de la métrica de Kerr (2.1). Interpretar el verdadero signi�cado de ese
limite no es trivial, tal como se menciona en Gibbons and Volkov [2017]. Sin embargo, con las
consideraciones adecuadas (tomando r ≥ 0), se puede interpretar como el espaciotiempo de
Minkowski en coordenadas esferoidales. Es posible probar que existe un límite para la función
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K, tomando m → 0, y que en este límite K satisface la ecuación (4.8). De esta forma se
puede construir las coordenadas nulas u y v en el sistema de coordenadas esferoidales, con la
particularidad que las geodésicas nulas contenidas en u =constante llegan ortogonalmente a
esferas asintóticas en el in�nito nulo futuro. En otras palabras, las super�cies u =constante en
el caso esferoidal coinciden con la misma familia en el caso esférico. Por lo que las super�cies
rs coinciden en ambos casos, contienen los mismos puntos del espaciotiempo de Minkowski
aunque expresados en diferentes coordenadas, puesto que son de�nidas de la misma manera.
En particular se obtendrán los mismos valores en cada punto del espaciotiempo para las
curvaturas Gaussiana y Extrínseca.

Sin embargo, si analizamos la motivación e interpretación de las coordenadas centro
de masa desde el punto de vista físico geométrico, que se usó originalmente; encontramos
una diferencia importante. Esto es debido a que si la masa es cero, el espaciotiempo es el
Minkowskiano y por lo tanto no existe horizonte de evento ni tampoco secciones centro de
masa en el in�nito nulo futuro. Entonces desde este punto de vista, el límite m → 0 es
singular, puesto que no existe un sistema de referencia centro de masa. Aunque si es posible
hacer una identi�cación entre el espaciotiempo de Minkowski en coordenadas esferoidales y
en coordenadas esféricas, tal como se hizo en el párrafo anterior.

5.4. Comparación con otras de�niciones

Los resultados presentados mejoran varios intentos de la literatura. Uno de los mas no-
tables es el de Sean Hayward Hayward [2004], cuya de�nición no incluye la geodésica nula
que va a lo largo del eje de simetría.

Lo cual se mani�esta en su construcción, al no obtener super�cies 2D suaves en los polos.
Para comparar con nuestro trabajo, a partir de Hayward [2004], consideramos la función
nula

u∗ = t∗ − r∗, (5.51)

v∗ = t∗ + r∗. (5.52)

El análogo a nuestras esferas 2D rs, se obtienen a partir de la intersección de (u∗ = constante)
y (v∗ = constante), que pueden parametrizarse con rsH .

En �gura 5.3, se puede ver que para rsH hay una discontinuidad en las derivadas en
(θ = 0, π), mientras que los esferoides rs son claramente suaves. La discontinuidad en las
derivadas, no solo se observa en la �gura; sino que fundamentalmente reside en el hecho
de que la curvatura Gaussiana en las super�cies rsH diverge en los polos. Mientras que la
curvatura Gaussiana en las super�cies rs es suave.

El carácter intrínseco de la curvatura Gaussiana, despeja cualquier duda respecto a la
in�uencia de escala en �gura 5.3, y la presencia del pico discontinuo en los polos que poseen
las super�cies rsH . La discontinuidad a lo largo del eje de simetría, implica que el mapa
doblemente nulo propuesto por Hayward [2004], es incompleto. Desde el punto de vista
operacional, eso genera graves inconvenientes, reduciendo el alcance y la utilidad del mapa
coordenado.

A manera de ejemplo concreto, podemos considerar la ecuación de un campo escalar sin
masa. En coordenadas centro de masa, se expresa según ecuación (8.64), donde los coe�cien-
tes son regulares y bien comportados. Mientras que usando el mapa propuesto por Hayward
[2004] (se obtiene de (8.64), tomando K = a2); presenta un coe�ciente que diverge en los
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polos. El cual corresponde al coe�ciente de espín ρ (expansión) (4.64); cuyo tercer término
es

cos(θ)

sin(θ)

√
K(r, θ)− a2 sin2(θ). (5.53)

En el caso de Hayward (tomando K = a2), el coe�ciente diverge en los polos

ĺım
θ−→0,π

cos(θ)

sin(θ)

√
K(r, θ)− a2 sin2(θ) = ĺım

θ−→0,π

a cos2(θ)

sin(θ)
=∞. (5.54)

Por lo tanto, la cúspide o pico que se observa en �gura 5.3, señala un grave problema geo-
métrico en la de�nición de Hayward [2004]. El mal comportamiento divergente en las dos
cantidades geométricas, tanto en la curvatura Gaussiana de sus super�cies rsH , como así
también en el coe�ciente de espín ρHayward (expansión), indica que las coordenadas nulas de
Hayward, están adaptadas a congruencias nulas que forman cáusticas a lo largo del eje de si-
metría. En aplicaciones, como el ejemplo concreto de la ecuación de campo escalar sin masa,
la presencia de cáusticas introduce un comportamiento divergente en uno de los coe�cientes;
lo cual hace imposible cualquier intento de resolución, imposibilitando su tratamiento tanto
analítico como numérico.

Dicho de otro modo, si se analiza la métrica de Kerr en coordenadas nulas de Hayward
[2004], no se observan divergencias o malos comportamiento en sus componentes (excepto
por los típicos problemas de las coordenadas esféricas). El problema reside en las derivadas
de la métrica. El coe�ciente de espín ρHayward, está estrechamente relacionado a la conexión
del espaciotiempo Geroch et al. [1973], la cual involucra derivadas de la métrica. Debido a
que la curvatura del espacio tiempo esta determinada por su conexión, podemos vaticinar
los graves problemas de utilidad de las coordenadas nulas de Hayward [2004]. Numerosos
problemas de interés, como por ejemplo el caso del campo escalar sin masa en Kerr, tendrán
comportamientos divergentes a lo largo del eje de simetría, haciendo imposible su tratamien-
to.

Mientras que en coordenadas centro de masa, según se muestra en (9.44), el coe�ciente
es regular y bien comportado

ĺım
θ−→0,π

cos(θ)

sin(θ)

√
K(r, θ)− a2 sin2(θ) = ∂θk(r, θ) ||θ=0,π

(5.55)

El ejemplo anterior, muestra la limitación del sistema coordenado incompleto propuesto
por Hayward. Mientras que el sistema coordenado centro de masa, al ser completo permite
abordar y resolver el problema de evolución, tal como se desarrolla en Capítulo 9

Otro trabajo importante en el que se de�nen coordenadas nulas para Kerr es el de Fletcher
and Lun [2003b], donde también se considera la posibilidad de tomar K como constante,
con K = a2E2. Tal condición se nombra como X2 = 1, donde X2 = K

a2E2 . Por lo cual, tal
de�nición también tiene el mismo problema y patología que Hayward [2004].

Nuestro enfoque está mas relacionado al trabajo de Frans Pretorious y Werner Israel Pre-
torius and Israel [1998], aunque su tratamiento sólo cubre el hemisferio norte, sus expresiones
también fallan en el polo norte y son difíciles de calcular incluso numéricamente Bishop and
Venter [2006]. En concreto, también seria imposible tratar la ecuación de campo escalar sin
masa en Kerr usando tal sistema coordenado, debido a que sus expresiones también divergen
en los polos.
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.
Figura 5.3: Comparación entre super�cies 2D rs y rsH asociadas a coordenadas
centro de masa y Hayward [2004]. Se observa que las super�cies rs son completamente
suaves, mientras que las super�cies rsH presentan una discontinuidad en los polos (θ = 0, π);
lo cual no es un efecto de escala. Cada super�cie rsH tiene un comportamiento divergente en
su curvatura Gaussiana y su coe�ciente de espín ρHayward; indicando la presencia de cáusticas
a lo largo del eje de simetría. Lo cual sucede para toda la familia de super�cies, en todas
las regiones (excepto en r = r+, r−). Se muestran dos casos, uno en región interior a los
horizontes (r ≈ 0,85 r−) y otro en región lejana a los horizontes (r ≈ 3 r+).

Finalmente, luego de estas comparaciones, podemos concluir que las coordenadas nulas
centro de masa, son el primer sistema coordenado doblemente nulo completo; en el sentido de
que permite tratar y resolver problemas de aplicación fundamentales donde otras de�niciones
previas han fallado. En particular, permite abordar y resolver el problema de evolución, tal
como se desarrolla en Capítulo 9.
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Nueva coordenada angular ϕ

Debido a que la coordenada angular φ de Kerr (en coordenadas de Boyer-Lindquist) tiene
mal comportamiento en el horizonte futuro; si se quiere resolver la ecuación de un campo
escalar sin masa y atravesar el horizonte de eventos, resulta fundamental de�nir una nueva
coordenada angular axial, que sea regular en H+. Para ello, se hace un estudio analizando
diversas posibilidades. Finalmente se adopta una nueva de�nición de coordenada angular, que
permitirá lograr el cometido de atravesar el horizonte y minimizar la complejidad numérica.

6.1. Divergencia en r+ y r−.

Comencemos analizando la ecuación de geodésica nula mas general para la coordenada
angular φ, dada por

dφ

dλ
=

1

Σ ∆

[
2amr + (Σ− 2mr)

L

sin2(θ)

]
. (3.45)

Es claro que

ĺım
∆→0

dφ

dλ
→∞; (6.1)

donde ∆ = (r − r+)(r − r−); es decir que ∆→ 0, cuando r → r+ ó r → r−.
Como en este trabajo estudiamos el paso desde la región externa a través del horizonte

H+, estudiaremos la de�nición de una coordenada angular axial que sea regular cuando
r → r+.

6.2. De�nición adaptada a direcciones principales

Una manera de de�nir una nueva coordenada, es inspirada en el caso de las congruencias
principales, como se hace en sección 5.3.6 de Poisson [2004].

Para poner en contexto, recordemos que φ es mal comportada para cualquier geodésica
nula. Cuando se escogen los valores de las constantes de movimiento E,L,KCarter, se escoge
una particular dirección geodésica. A su vez, al considerar el conjunto de geodésicas para cada
punto del espaciotiempo, tenemos que tal elección de constantes determina una congruencia
de geodésicas. Para de�nir las coordenadas nulas, en este trabajo se consideró un par de
congruencias particulares, que son diferentes a las principales nulas.
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En lo que sigue, mostraremos cómo se puede de�nir una nueva coordenada angular adap-
tada a una congruencia particular. Comenzamos con el caso de las congruencias principales
nulas, en donde

dr

dλ
= ±oiE, (6.2)

dφ

dλ
=
aE

∆
; (6.3)

donde ±oi = + (congruencia saliente hacia el futuro), ±oi = − (entrante hacia el futuro).
Notar que para congruencias que alcanzan la región asintóticamente plana, es natural elegir
E = 1; lo cual es equivalente a una reparametrización de λ. Luego, para el caso de las
direcciones principales, es usual de�nir (ver Poisson [2004])

ψ±oi = φ−±oi
∫

a

∆
dr = φ−

∫
dφ

dλ
[±oidr] = φ−

∫
dφ

dλ
dλ = φ− φ+ C±oi = C±oi . (6.4)

Es decir, que las nuevas coordenadas angulares ψ±oi pasan a estar bien comportadas, y
además se mantienen constante a lo largo de cada congruencia principal nula.

dψ±oi
dλ

= 0. (6.5)

Este último ejemplo, servirá de inspiración para de�nir una nueva coordenada angular adap-
tada a las direcciones centro de masa.

6.3. De�nición adaptada a direcciones centro de masa

6.3.1. Posible de�nición ϕ̃

Inspirados en el caso de las direcciones principales nulas, analizamos la posibilidad de
de�nir una nueva coordenada angular ϕ, tal que ϕ̇ = 0, a lo largo de las direcciones centro
de masa. Para las cuales se satisfacen (3.51), (3.53) (con δ = 0, L = 0, E = 1)

dr

dλ
= ±oi

√
(r2 + a2)2 −K(r, θ)∆

Σ
; (6.6)

dφ

dλ
=

2amr

Σ∆
. (6.7)

Lo cual sugiere, al estilo de 6.4, considerar la siguiente de�nición

ϕ̃±oi = φ−±oi
∫

2amr′

∆
√

(r′2 + a2)2 −K∆
dr; (6.8)

que en principio, ademas de depender de la coordenada angular θ, con (
∂ϕ̃±oi
∂θ
6= 0), según la

elección ±oi, es bien comportada en r+ tomando (±oi = −) para el horizonte H+ y tomando
(±oi = +) para el horizonte H−.

Esta de�nición natural, también ha sido sugerida en Pretorius and Israel [1998]; sin em-
bargo decidimos no utilizarla, porque las ecuaciones geométricas se tornan muy complicadas.
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6.3.2. De�nición adoptada ϕ

Luego de la exploración previa, se decidió usar la de�nición que se emplea en la cons-
trucción de la forma Kerr-Schild de la métrica de Kerr, la que involucra un sistema de
coordenadas cartesiano de la métrica de fondo plano empleada. Esta de�nición entonces, no
sólo es más sencilla, desde el punto de vista algebraico, sino que además tiene un signi�cado
geométrico fundamental de la métrica de Kerr. La nueva coordenada angular está adaptada
a las direcciones principales, en el sentido de que además de evitar el mal comportamiento
en los horizontes, se mantiene constante a lo largo de las congruencias principales

dϕ

dλ
|direcciones-principales= 0. (6.9)

Sin embargo, al utilizar la misma de�nición junto con las coordenadas nulas centro de masa,
logramos evitar el mal comportamiento en los horizontes, pero la coordenada angular cambia
a lo largo de las congruencias centro de masa, es decir

dϕ

dλ
|direcciones-CentrodeMasa 6= 0. (6.10)

La de�nición adoptada para la nueva coordenada angular ϕ es entonces la discutida en
las sección 6.2

dϕ±oi = dφ−±oi
a

∆
dr; (6.11)

que puede ser integrada, para obtener

ϕ±oi = φ−±oi
∫

a

∆
dr = φ−±oi

a

2
√
m2 − a2

ln

(
r − r+

r − r−

)
. (6.12)

Notar que por construcción, hemos de�nido dos posibles coordenadas angulares, ϕ+, que
es bien comportada en H− (que puede atravesarse con una geodésica nula saliente) y ϕ−
que es bien comportada en el horizonte H+ (que puede atravesarse con una geodésica nula
entrante).

En los próximos capítulos, será útil expresar el diferencial (6.11) en términos de las
coordenadas nulas centro de masa u, v; que a partir de

dr =

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
∆√
R
, (4.73)

puede expresarse como

dϕ±oi = dφ−±oi
a√
R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
. (6.13)

Para �nalizar el capítulo, notar que todo el estudio realizado se puede repetir, y lo haremos,
cuando uno quiere estudiar el traspaso a través de los horizontes de Cauchy C+ y C−,
que están en el interior del agujero negro, y re�eren a la condición r = r−; pero esto lo
estudiaremos en futuros trabajos.
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Capítulo 7

Kerr en coordenadas nulas centro de

masa y nueva ϕ

Se presenta la métrica de Kerr en las coordenadas doblemente nulas (u, v) centro de
masa, haciendo también uso de la nueva coordenada angular ϕ. Se analiza en detalle el com-
portamiento en el horizonte de eventos y se presenta el sistema de coordenadas doblemente
nulo (U, V ) que permite extender las coordenadas a través de los horizontes. Estas últimas
son las que se usarán en el cálculo numérico.

7.1. Kerr en coordenadas Boyer Lindquist {t, r, θ} y
nueva coordenada axial ϕ.

7.1.1. Forma co-variante

El primer paso, es escribir la métrica de Kerr en su forma co-variante, incorporando la
nueva coordenada ϕ. Para eso podemos comenzar por la métrica de Kerr en las coordenadas
Boyer-Lindquist

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dtdφ− Σ

∆
dr2 − Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dφ2; (2.1)

luego introducir la nueva coordenada angular ϕ, dada por

dϕ = dφ−±oi
a

∆
dr; (7.1)

y así obtener

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dt
(
dϕ±oi

a

∆
dr
)

− Σ

∆
dr2 − Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)

(
dϕ±oi

a

∆
dr
)2

;

(7.2)

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dtdϕ±oi

4a2mr sin2(θ)

Σ∆
dt dr

− Σ

∆
dr2 − Σdθ2 − Υ

Σ
sin2(θ)

(
dϕ2 +

a2

∆2
dr2 ±oi 2

a

∆
drdϕ

)
;

(7.3)
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ds2 =

(
1− 2mr

Σ

)
dt2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dtdϕ±oi

4a2mr sin2(θ)

Σ∆
dt dr

−
(

Σ

∆
+

Υa2 sin2(θ)

Σ∆2

)
dr2 − Σdθ2 −±oi

2aΥ sin2(θ)

Σ∆
drdϕ− Υ

Σ
sin2(θ)dϕ2.

(7.4)

7.1.2. Forma contra-variante

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en
coordenadas Boyer-Lindquist(

∂

∂s

)2

=
Υ

Σ∆

(
∂

∂t

)2

+
4amr

Σ∆

(
∂

∂t

)(
∂

∂φ

)
− ∆

Σ

(
∂

∂r

)2

− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− ∆− a2 sin2(θ)

Σ∆ sin2(θ)

(
∂

∂φ

)2

.

(2.6)

Formalmente usaremos notación con tilde, para distinguir las coordenadas inalteradas respec-

to de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {t, r, θ, φ}; y de llegada a
{
t̃, r̃, θ̃, ϕ

}
.

Notar que las coordenadas t, r, θ se mantienen inalteradas, y sólo se introduce la nueva coor-
denada angular ϕ.

dt̃ = dt, (7.5)

dr̃ = dr, (7.6)

dθ̃ = dθ, (4.86)

dϕ = dφ−±oi
a

∆
dr. (7.7)

Luego, podemos expresar los vectores coordenados

∂

∂t
=

∂t̃

∂t

∂

∂t̃
+
∂r̃

∂t

∂

∂r̃
+
∂θ̃

∂t

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂t

∂

∂ϕ
=

∂

∂t̃
, (7.8)

∂

∂r
=

∂t̃

∂r

∂

∂t̃
+
∂r̃

∂r

∂

∂r̃
+
∂θ̃

∂r

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂r

∂

∂ϕ
=

∂

∂r̃
−±oi

a

∆

∂

∂ϕ
, (7.9)

∂

∂θ
=

∂t̃

∂θ

∂

∂t̃
+
∂r̃

∂θ

∂

∂r̃
+
∂θ̃

∂θ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂θ

∂

∂ϕ
=

∂

∂θ̃
, (7.10)

∂

∂φ
=

∂t̃

∂φ

∂

∂t̃
+
∂r̃

∂φ

∂

∂r̃
+
∂θ̃

∂φ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂φ

∂

∂ϕ
=

∂

∂ϕ
. (7.11)

Si recuperamos notación quitando tildes y reemplazamos en (2.6), obtenemos(
∂

∂s

)2

=
Υ

Σ∆

(
∂

∂t

)2

+
4amr

Σ∆

(
∂

∂t

)(
∂

∂ϕ

)
±oi

2a

Σ

(
∂

∂r

)(
∂

∂ϕ

)
− ∆

Σ

(
∂

∂r

)2

− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− 1

Σ sin2(θ)

(
∂

∂ϕ

)2

.

(7.12)
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7.2. Kerr en coordenadas centro de masa y nueva ϕ

Debido a la importancia del resultado, haremos una presentación detallada de diversos
manejos algebraicos elementales que conducen a las expresiones �nales deseadas.

7.2.1. Forma co-variante

En esta sección introduciremos las coordenadas centro de masa. Comenzamos por (7.4),
y luego introducimos

dt =
dv + du

2
, (5.4)

dr =
∆√
R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
. (4.73)

Si reemplazamos en los dos primeros términos de (7.4), obtenemos

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

) (
du+ dv

2

)2

±oi
4mra2 sin2(θ)

Σ∆

(
du+ dv

2

) [
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
∆√
R

− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

Σ∆2
dr2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dϕ dt

−±oi
Υ

∆Σ
2a sin2(θ) dϕ dr − Σ dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2,

. (7.13)

luego comenzamos a agrupar términos

ds2 =

(
1− 2mr

Σ

) (
dv2 + du2 + 2dv du

4

)
±oi

4mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

{(
dv2 − du2

4

)
−
(
dv + du

2

)(
±|h
√

Θ
)
dθ

}
− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

Σ∆2
dr2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dϕ dt

−±oi
Υ

∆Σ
2a sin2(θ) dϕ dr − Σ dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2,

, (7.14)

y obtenemos

ds2 =
1

4

(
1− 2mr

Σ

) (
du2 + dv2

)
±oi

(
mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)(
dv2 − du2

)
+

1

2

(
1− 2mr

Σ

)
du dv −±oi ±|h

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

(dv dθ + du dθ)

− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

Σ∆2
dr2 +

4amr sin2(θ)

Σ
dϕ dt

−±oi
Υ

∆Σ
2a sin2(θ) dϕ dr − Σ dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2.

(7.15)
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Luego procedemos con el tercer, cuarto y quinto termino de (7.4)

ds2 =
1

4

(
1− 2mr

Σ

) (
du2 + dv2

)
±oi

(
mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)(
dv2 − du2

)
+

1

2

(
1− 2mr

Σ

)
du dv −±oi ±|h

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

(dv dθ + du dθ)

− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

Σ∆2

∆2

R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]2

−±oi
Υ

∆Σ
2a sin2(θ)

∆√
R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
dϕ

+
4amr sin2(θ)

Σ
dϕ

(
dv + du

2

)
− Σ dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2,

(7.16)

si expandimos los términos

ds2 =
1

4

(
1− 2mr

Σ

) (
du2 + dv2

)
±oi

(
mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)(
dv2 − du2

)
+

1

2

(
1− 2mr

Σ

)
du dv −±oi ±|h

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

(dv dθ + du dθ)

− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

[
(dv2 + du2 − 2dvdu)

4
+ Θ dθ2 −±|h (dv − du)

√
Θ dθ

]
−±oi

2Υa sin2(θ)

Σ
√
R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
dϕ

+
2amr sin2(θ)

Σ
dϕ (dv + du)− Σ dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2,

(7.17)

y luego reagrupamos

ds2 =
1

4

(
1− 2mr

Σ
− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

) (
du2 + dv2

)
±oi

(
mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)(
dv2 − du2

)
+

1

2

(
1− 2mr

Σ
+

Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
du dv

±|h

[
√

Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
−±oi

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

]
dv dθ

−±|h

[
√

Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
±oi

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

]
du dθ

−±oi
2Υa sin2(θ)

Σ
√
R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
dϕ+

2amr sin2(θ)

Σ
dϕ (dv + du)

−
[
Σ + Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)]
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2,

,

(7.18)
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�nalmente obtenemos

ds2 =
1

4

(
1− 2mr

Σ
− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR
−±oi

4mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)
du2

1

4

(
1− 2mr

Σ
− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR
±oi

4mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)
dv2

+
1

2

(
1− 2mr

Σ
+

Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
du dv

−±|h

[
√

Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
±oi

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

]
du dθ

±|h

[
√

Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
−±oi

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

]
dv dθ

+

(
2amr sin2(θ)

Σ
±oi

Υa sin2(θ)

Σ
√
R

)
dϕ du

+

(
2amr sin2(θ)

Σ
−±oi

Υa sin2(θ)

Σ
√
R

)
dϕ dv

±oi ±|h
2Υa sin2(θ)

Σ
√
R

√
Θ dθ dϕ

−
[
Σ + Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)]
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2.

(7.19)

La expresión (7.19), es la métrica de Kerr en las coordenadas centro de masa, con la nueva
coordenada angular ϕ±oi .

Notar que ±|h depende del hemisferio (θ < π
2
: ±h = +) y (θ > π

2
: ±h = −). Mientras que

±oi depende de la elección de la coordenada angular ϕ+ o ϕ−; que se hará según la región
de interés.

Comportamiento en el horizonte

Es importante remarcar que la métrica no depende de las coordenadas nulas u y v; pero
que al acercarnos al horizonte H+ la coordenada u diverge, mientras que si nos acercamos al
horizonte H− la coordenada v diverge. Esto no impide estudiar el límite de las componentes
de la métrica cuando nos aproximamos a estos horizontes, lo que ayuda, como paso previo
a de�nir las nuevas coordenadas nulas que serán �nitas en estos horizontes.

Queremos analizar que sucede cuando ∆ = 0, es decir en r = r+ ó r = r−. Para
ello, podemos estudiar el comportamiento de las componentes de la métrica, por medio de
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expansiones en serie alrededor de ∆ = 0. Las cuales, están dadas por

guu |(±oi=−) ≈
1

256

K
[
(K − 8mr) a2 sin2(θ)− 16m2r2

]
m4r4

(
2mr + a2 sin2(θ)

) ∆2 +O(∆3), (7.20)

guu |(±oi=+) ≈ −
a2 sin2(θ)

2mr + a2 sin2(θ)
+O(∆), (7.21)

gv v |(±oi=+) ≈
1

256

K
[
(K − 8mr) a2 sin2(θ)− 16m2r2

]
m4r4

(
2mr + a2 sin2(θ)

) ∆2 +O(∆3), (7.22)

gv v |(±oi=−) ≈ −
a2 sin2(θ)

2mr + a2 sin2(θ)
+O(∆), (7.23)

gu v = gv u ≈
1

16m2r2

(4mr −K) a2 sin2(θ) + 8m2r2

2mr + a2 sin2(θ)
∆ +O(∆2). (7.24)

Las correspondientes a componentes cruzadas con parte angular

gu θ |(±oi=−) ≈ ±|h
1

8

√
Θ
(
(4mr −K)a2 sin2(θ)− 8m2r2

)
r2m2

(
2mr − a2 sin2(θ)

) ∆ +O(∆2), (7.25)

gu θ |(±oi=+) ≈ −±|h
2
√

Θ a2 sin2(θ)

2mr − a2 sin2(θ)
+O(∆), (7.26)

gv θ |(±oi=+) ≈ −±|h
1

8

√
Θ
(
(4mr −K)a2 sin2(θ)− 8m2r2

)
r2m2

(
2mr − a2 sin2(θ)

) ∆ +O(∆2), (7.27)

gv θ |(±oi=−) ≈ ±|h
2
√

Θ a2 sin2(θ)

2mr − a2 sin2(θ)
+O(∆), (7.28)

guϕ |(±oi=−) ≈ −
1

4

(
4mr +K − 2a2 sin2(θ)

)
a2 sin2(θ)

mr
(
2mr − a2 sin2(θ)

) ∆ +O(∆2), (7.29)

guϕ |(±oi=+) ≈
4amr sin2(θ)

2mr − a2 sin2(θ)
+O(∆), (7.30)

gv ϕ |(±oi=+) ≈ −
1

4

(
4mr +K − 2a2 sin2(θ)

)
a2 sin2(θ)

mr
(
2mr − a2 sin2(θ)

) ∆ +O(∆2), (7.31)

gv ϕ |(±oi=−) ≈
4amr sin2(θ)

2mr − a2 sin2(θ)
+O(∆). (7.32)

Y las correspondientes a componentes netamente angulares

gθ ϕ ≈ ±oi ±|h
4m2r2a sin2(θ)

√
Θ

mr
(
2mr − a2 sin2(θ)

) +O(∆), (7.33)

gθ θ ≈ −
4m2r2 − (4mr −K)

2mr − a2 sin2(θ)
+O(∆), (7.34)

gϕϕ ≈
4m2r2 sin(θ)2

2mr − a2 sin(θ)2
+O(∆). (7.35)

La manera en que cada componente de la métrica se comporta, en términos de ∆, es lo
esperado al construir este sistema de coordenadas doblemente nulo. Este comportamiento es
lo que nos permite de�nir, en la nueva sección, las coordenadas que serán regulares en cada
uno de los horizontes.
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7.2.2. Forma contra-variante

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en
coordenadas {t, r, θ, ϕ} (Boyer-Lindquist y nueva ϕ)

(
∂

∂s

)2

=
Υ

Σ∆

(
∂

∂t

)2

+
4amr

Σ∆

(
∂

∂t

)(
∂

∂ϕ

)
±oi

2a

Σ

(
∂

∂r

)(
∂

∂ϕ

)
− ∆

Σ

(
∂

∂r

)2

− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− 1

Σ sin2(θ)

(
∂

∂ϕ

)2

.

(??)

Nuevamente, usaremos notación formal con tilde, para distinguir las coordenadas inalteradas
respecto de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {t, r, θ, ϕ} y de llegada a{
u, v, θ̃, ϕ̃

}
. Notar que las coordenadas θ, ϕ se mantienen inalteradas, y se introducen nuevas

u, v. Para comenzar, será útil tener expresiones diferenciales de las nuevas coordenadas

du = dt−
√
R

∆
dr −

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.68)

dv = dt+

√
R

∆
dr +

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.69)

dθ̃ = dθ, (4.86)

dϕ̃ = dϕ. (7.36)

Podemos expresar los vectores coordenados por

∂

∂t
=

∂u

∂t

∂

∂u
+
∂v

∂t

∂

∂v
+
∂θ̃

∂t

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂t

∂

∂ϕ̃
=

∂

∂u
+

∂

∂v
, (7.37)

∂

∂r
=

∂u

∂r

∂

∂u
+
∂v

∂r

∂

∂v
+
∂θ̃

∂r

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂r

∂

∂ϕ̃
=

√
R

∆

(
∂

∂v
− ∂

∂u

)
, (7.38)

∂

∂θ
=

∂u

∂θ

∂

∂u
+
∂v

∂θ

∂

∂v
+
∂θ̃

∂θ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂θ

∂

∂ϕ̃
= ±|h

√
Θ

(
∂

∂v
− ∂

∂u

)
+

∂

∂θ̃
, (7.39)

∂

∂ϕ
=

∂u

∂ϕ

∂

∂u
+
∂v

∂ϕ

∂

∂v
+
∂θ̃

∂ϕ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂ϕ

∂

∂ϕ̃
=

∂

∂ϕ̃
. (7.40)

Si recuperamos notación quitando tildes y reemplazamos en (7.12), obtenemos

(
∂

∂s

)2

= 4
Υ

Σ∆

(
∂

∂u

)(
∂

∂v

)
− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− 1

Σ sin2(θ)

(
∂

∂ϕ

)2

+ 2

(
∂

∂u

)[(
2amr

Σ∆
−±oi

a
√
R

Σ∆

)(
∂

∂ϕ

)
±|h

√
Θ

Σ

(
∂

∂θ

)]

+ 2

(
∂

∂v

)[(
2amr

Σ∆
±oi

a
√
R

Σ∆

)(
∂

∂ϕ

)
−±|h

√
Θ

Σ

(
∂

∂θ

)]
.

(7.41)
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7.3. Kerr en coordenadas centro de masa extendidas

{U, V, θ, ϕ}
A continuación extenderemos las coordenadas centro de masa a través de los horizontes,

de�niendo dos nuevas coordenadas (U, V ) a partir de (u, v). Comenzamos con la de�nición
inspirada en las coordenadas de Kruskal para el caso de Schwarzschild

U = −e−κu, (7.42)

V = eκv, (7.43)

donde el valor de κ se escogerá unas lineas más adelante.

7.3.1. Forma co-variante

Luego tenemos

dU =
∂U

∂u
du = κe−κudu = −κU du, (7.44)

dV =
∂V

∂v
dv = κeκvdv = κV dv; (7.45)

es decir

du = −1

κ

dU

U
, (7.46)

dv =
1

κ

dV

V
. (7.47)

Finalmente reemplazamos (7.46) y (7.47) en (7.19), para obtener

ds2 =
1

4

(
1− 2mr

Σ
− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR
−±oi

4mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)
1

κ2U2
dU2

1

4

(
1− 2mr

Σ
− Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR
±oi

4mra2 sin2(θ)

Σ
√
R

)
1

κ2V 2
dV 2

− 1

2

(
1− 2mr

Σ
+

Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
1

κ2UV
dU dV

±|h

[
√

Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
±oi

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

]
1

κU
dU dθ

±|h

[
√

Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)
−±oi

2mra2 sin2(θ)
√

Θ

Σ
√
R

]
1

κV
dV dθ

−
(

2amr sin2(θ)

Σ
±oi

Υa sin2(θ)

Σ
√
R

)
1

κU
dU dϕ

+

(
2amr sin2(θ)

Σ
−±oi

Υa sin2(θ)

Σ
√
R

)
1

κV
dV dϕ

±oi ±|h
2Υa sin2(θ)

Σ
√
R

√
Θ dθ dϕ

−
[
Σ + Θ

(
Υa2 sin2(θ) + Σ2∆

ΣR

)]
dθ2 − Υ

Σ
sin2(θ) dϕ2.

(7.48)

78



Capítulo 7. Kerr en coordenadas nulas centro de masa y nueva ϕ

Para comprender como (7.48) logra extender la métrica a través de r+, podemos escoger
un camino hacia el horizonte H+, y mostrar que la métrica es bien comportada. El primer
paso, es analizar el comportamiento de U, V cerca de (∆ ≈ 0). Para ello, a partir de u(t, r, θ)
y v(t, r, θ) (ver ecuaciones (4.33),(4.37),(4.38),(4.39)), consideramos solamente la parte que
diverge en el horizonte, dejando de lado las integrales angulares (que no divergen) para tener
expresiones más simples; y manteniendo la coordenada t para un análisis más completo, es
decir

u(t, r, θ) ≈ t−
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
, (7.49)

v(t, r, θ) ≈ t+
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
. (7.50)

Es importante destacar que el comportamiento de U ,V en las cercanías del horizonte, también
dependerá del κ elegido (ver ecuaciones (7.42) y (7.42)). Para el caso de H+, tomamos

κ = κ+ =
r+ − r−
4mr+

, (7.51)

que es la misma elección de Poisson [2004] (página 197). Luego reemplazamos (7.49), (7.50)
en (7.42),(7.43), y obtenemos una expresión para el producto de U V en las proximidades
de (r+)

U V |(r≈r+) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.52)

El siguiente paso es escoger el camino hacia el horizonteH+. Por ejemplo, podemos movernos
a V constante, es decir V = V0, y aproximarnos a (r+). En ese caso, tenemos

U |V=V0, (r≈r+) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

V0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆, (7.53)

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica (7.48), hay que
usar la simple relación entre las componentes de la métrica en ambos sistemas coordenados
{u, v, θ, ϕ} y {U, V, θ, ϕ}. Luego recordar los análisis de comportamiento cerca del horizonte,
es decir las ecuaciones (7.20),(7.25) y (7.29); el resto de las componentes no se las considera
porque a V constante, tenemos (dV = 0). También tener en cuenta el comportamiento de
U cerca del horizonte a V constante (7.53). Y por último, como se mencionó en capítulo
Capítulo 6, la coordenada angular bien de�nida en H+, corresponde a ϕ−, y por lo tanto de-
beremos considerar la elección de signo (±oi = −). A partir de las consideraciones anteriores,
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tenemos el siguiente comportamiento en cercanías de H+

gU U =
guu
κ2

+U
2
≈ f(r, θ) =

K

256κ2
+

[
(K − 8mr) a2 sin2(θ)− 16m2r2

]
m4r4

(
2mr + a2 sin2(θ)

)
V0 r+ (r − r−)

r++r−
r+

e2κ+ r (r−)
r−
r+

2

,

(7.54)

gU θ = − gu θ
κ+U

≈ f̃(r, θ) = ±|h
1

8κ+

√
Θ
(
(4mr −K)a2 sin2(θ)− 8m2r2

)
r2m2

(
2mr − a2 sin2(θ)

) V0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

e2κ+ r (r−)
r−
r+

,

(7.55)

gU ϕ = − guϕ
κ+U

≈ ˜̃f(r, θ) = −1

4

(
4mr +K − 2a2 sin2(θ)

)
a2 sin2(θ)

mr
(
2mr − a2 sin2(θ)

) V0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

e2κ+ r (r−)
r−
r+

,

(7.56)

donde f(r, θ), f̃(r, θ) y ˜̃f(r, θ) son funciones bien comportadas en (r+), y particularmente en
el horizonte H+. Es importante mencionar que el buen comportamiento mostrado, se logró
siguiendo un camino en particular. Sin embargo, el resultado es válido para cualquier otro
camino de aproximación a H+.

De manera análoga, podemos mostrar que la métrica también se extiende a H−. Para
ello, primero escogemos el camino hacia H−. Por ejemplo, podemos movernos a U constante,
es decir U = U0, y aproximarnos a (r+). En ese caso, tenemos

V |U=U0, (r≈r−) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

U0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.57)

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica (7.48), hay que
usar la simple relación entre las componentes de la métrica en ambos sistemas coordenados
{u, v, θ, ϕ} y {U, V, θ, ϕ}. Luego recordar los análisis de comportamiento cerca del horizonte,
es decir las ecuaciones (7.22),(7.27) y (7.31); el resto de las componentes no se las considera
porque a U constante, tenemos (dU = 0). También tener en cuenta el comportamiento de
V cerca del horizonte a U constante (7.57). Y por último, como se mencionó en el capítulo
Capítulo 6, la coordenada angular bien de�nida en H−, corresponde a ϕ+, y por lo tanto de-
beremos considerar la elección de signo (±oi = +). A partir de las consideraciones anteriores,
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tenemos el siguiente comportamiento en cercanías de H−

gV V =
gv v
κ2

+V
2
≈ h(r, θ) =

K

256κ2
+

[
(K − 8mr) a2 sin2(θ)− 16m2r2

]
m4r4

(
2mr + a2 sin2(θ)

)
U0 r+ (r − r−)

r++r−
r+

e2κ+ r (r−)
r−
r+

2

,

(7.58)

gV θ = − gv θ
κ+V

≈ h̃(r, θ) = ±|h
1

8κ+

√
Θ
(
(4mr −K)a2 sin2(θ)− 8m2r2

)
r2m2

(
2mr − a2 sin2(θ)

) U0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

e2κ+ r (r−)
r−
r+

,

(7.59)

gV ϕ = − gv ϕ
κ+V

≈ ˜̃h(r, θ) = −1

4

(
4mr +K − 2a2 sin2(θ)

)
a2 sin2(θ)

mr
(
2mr − a2 sin2(θ)

) U0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

e2κ+ r (r−)
r−
r+

,

(7.60)

donde h(r, θ), h̃(r, θ) y ˜̃h(r, θ) son funciones bien comportadas en (r+), y particularmente en
el horizonte H−.

De esta manera, luego de analizar el comportamiento de la métrica en su forma co-
variante, se ha mostrado lo anunciado al comienzo del capítulo, es decir que las coordenadas
{U, V, θ, ϕ}, logran extender de forma regular las coordenadas centro de masa {u, v, θ, ϕ} a
través de ambos horizontes externos H+ y H−.

Por último, es importante notar que este estudio se puede repetir, y lo haremos, cuando
uno quiere estudiar el traspaso a través de los horizontes de Cauchy C+ y C−, que están en
el interior del agujero negro, y re�eren a la condición r = r−; pero esto será estudiado en un
trabajo posterior a esta tesis.

7.3.2. Forma contra-variante

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en
coordenadas centro de masa con nueva coordenada angular {u, v, θ, ϕ}

(
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)2

= 4
Υ
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(
∂
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)(
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)
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(
∂
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)(
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)
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Θ
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(
∂
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)]

+ 2

(
∂
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)[(
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±oi

a
√
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Σ∆

)(
∂

∂ϕ

)
−±|h

√
Θ

Σ

(
∂

∂θ
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.

(7.41)

Nuevamente, usaremos notación formal con tilde, para distinguir las coordenadas inal-
teradas respecto de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {u, v, θ, ϕ}; y de

llegada a
{
U, V, θ̃, ϕ̃

}
. Notar que las coordenadas θ, ϕ se mantienen inalteradas, y se intro-

ducen nuevas U, V . Para comenzar, será útil tener expresiones diferenciales de las nuevas
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coordenadas

dU = −κUdu, (7.44)

dV = κV dv, (7.45)

dθ̃ = dθ, (4.86)

dϕ̃ = dϕ. (7.61)

Luego podemos expresar los vectores coordenados

∂

∂u
=

∂U

∂u

∂

∂U
+
∂V

∂u

∂

∂V
+
∂θ̃

∂u

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂u

∂

∂ϕ̃
= −κU ∂

∂U
, (7.62)

∂

∂v
=

∂U

∂v

∂

∂U
+
∂V

∂v

∂

∂V
+
∂θ̃

∂v

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂v

∂

∂ϕ̃
= κV

∂

∂V
, (7.63)

∂

∂θ
=

∂U

∂θ

∂

∂U
+
∂V

∂θ

∂

∂V
+
∂θ̃

∂θ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂θ

∂

∂ϕ̃
=

∂

∂θ̃
, (7.64)

∂

∂ϕ
=

∂U

∂ϕ

∂

∂U
+
∂V

∂ϕ

∂

∂V
+
∂θ̃

∂ϕ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ̃

∂ϕ

∂

∂ϕ̃
=

∂

∂ϕ̃
. (7.65)

Si recuperamos notación quitando tildes y reemplazamos en (7.41), obtenemos(
∂

∂s

)2

= − 4κ2 Υ

Σ∆
U V

(
∂

∂U

)(
∂

∂V

)
− 1

Σ

(
∂

∂θ

)2

− 1

Σ sin2(θ)

(
∂

∂ϕ

)2

− 2κU

(
∂

∂U

)[(
2amr

Σ∆
−±oi

a
√
R

Σ∆

)(
∂

∂ϕ

)
±|h

√
Θ

Σ

(
∂

∂θ

)]

+ 2κV

(
∂

∂V

)[(
2amr

Σ∆
±oi

a
√
R

Σ∆

)(
∂

∂ϕ

)
−±|h

√
Θ

Σ

(
∂

∂θ

)]
.

(7.66)

Para comprender como (7.66) logra extender la métrica en su forma contra-variante a
través de r+; de manera análoga a como se hizo para la forma co-variante, siguiendo las
mismas consideraciones, en este caso podemos comenzar con

U V |(r≈r+) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.52)

A partir de la misma, podemos ver que la componente cruzada es bien comportada en r+,
es decir en ambos horizontes exteriores H+ y H−

gUV = −4κ2 Υ

Σ∆
U V ≈

4κ2
+Υ e2κ+ r (r−)

r−
r+

Σ r+ (r − r−)
r++r−
r+

. (7.67)

Luego, para estudiar las componentes restantes que aparentan tener problemas, podemos
escoger un camino hacia cada horizonte exterior H+ y H−, y mostrar que la métrica es bien
comportada.
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Comencemos escogiendo un camino hacia el horizonte H+. Por ejemplo, podemos mo-
vernos a V constante, es decir V = V0, y aproximarnos a (r+). En ese caso, tenemos

U |V=V0, (r≈r+) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

V0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.53)

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica (7.66) en H+, hay
que tener en cuenta el comportamiento de U cerca del horizonte a V constante (7.53). A su
vez, como se mencionó en capítulo Capítulo 6, la coordenada angular bien de�nida en H+,
corresponde a ϕ−, y por lo tanto deberemos considerar la elección de signo (±oi = −). A
partir de las consideraciones anteriores, tenemos el siguiente comportamiento en cercanías
de H+

gUϕ = −2κU

(
2amr

Σ∆
−±oi

a
√
R

Σ∆

)
≈ f(r, θ) =

8amr

Σ

κ+ e
2κ+ r (r−)

r−
r+

V0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

, (7.68)

gV ϕ = 2κV

(
2amr

Σ∆
±oi

a
√
R

Σ∆

)
≈ f̃(r, θ) = 2κ+V0

a

Σ
; (7.69)

donde f(r, θ) y f̃(r, θ) son funciones bien comportadas en (r+), y particularmente en el
horizonte H+. Es importante mencionar que el buen comportamiento mostrado, se logró
siguiendo un camino en particular. Sin embargo, el resultado es válido para cualquier otro
camino de aproximación a H+.

De manera análoga, podemos mostrar que la métrica también se extiende a H−. Para
ello, primero escogemos el camino hacia H−. Por ejemplo, podemos movernos a U constante,
es decir U = U0, y aproximarnos a (r+). En ese caso, tenemos

V |U=U0, (r≈r−) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

U0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.57)

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica (7.66) en H−, hay
que tener en cuenta el comportamiento de V cerca del horizonte a U constante (7.57). A su
vez, como se mencionó en capítulo Capítulo 6, la coordenada angular bien de�nida en H−,
corresponde a ϕ+, y por lo tanto deberemos considerar la elección de signo (±oi = +). A
partir de las consideraciones anteriores, tenemos el siguiente comportamiento en cercanías
de H−

gUϕ = −2κU

(
2amr

Σ∆
−±oi

a
√
R

Σ∆

)
≈ h(r, θ) = 2κ+U0

a

Σ
, (7.70)

gV ϕ = 2κV

(
2amr

Σ∆
±oi

a
√
R

Σ∆

)
≈ h̃(r, θ) = −8amr

Σ

κ+ e
2κ+ r (r−)

r−
r+

U0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

; (7.71)

donde h(r, θ) y h̃(r, θ) son funciones bien comportadas en (r+), y particularmente en el
horizonte H−. Es importante mencionar que el buen comportamiento mostrado, se logró
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siguiendo un camino en particular. Sin embargo, el resultado es válido para cualquier otro
camino de aproximación a H−.

De la forma funcional que tienen las expresiones anteriores es fácil ver que no sólo la
métrica sino sus primeras derivadas, también son regulares en los horizontes.

De esta manera, luego de analizar el comportamiento de la métrica en su forma contra-
variante, se ha mostrado lo anunciado al comienzo del capítulo, es decir que las coordenadas
{U, V, θ, ϕ}, logran extender de forma regular las coordenadas centro de masa {u, v, θ, ϕ} a
través de ambos horizontes externos H+ y H−.

Por último, es importante notar que este estudio se puede repetir, y lo haremos, cuando
uno quiere estudiar el traspaso a través de los horizontes de Cauchy C+ y C−, que están en
el interior del agujero negro, y re�eren a la condición r = r−; pero esto será estudiado en un
trabajo posterior a esta tesis.

7.4. Coordenadas T y X en Kerr

Comencemos con coordenadas Boyer-Lindquist, y analicemos las super�cies (t = cte) y
(r = cte). Los vectores normales a tales super�cies, cambian sus rasgos causales según la
región del espaciotiempo. Si calculamos sus normas, tenemos

ga b (dt)a (dt)b =
Υ

Σ∆
=

Υ

(r2 + a2 cos(θ)2) (r − r+) (r − r−)
, (7.72)

ga b (dr)a (dr)b = −∆

Σ
= −(r − r+) (r − r−)

r2 + a2 cos(θ)2
. (7.73)

Fuera y lejos de los horizontes exteriores (r >> r+), tenemos (dt)a temporal, y (dr)a espacial.
Por lo tanto el cambio en los valores de t y r, siguen direcciones temporales y espaciales.
En ese caso, como Kerr es asintóticamente plano, podemos asociar los valores de t y r con
alguna noción de tiempo y distancia radial. Sin embargo, en la región interior (r− < r < r+),
(dt)a cambia a espacial y (dr)a a temporal. Por lo tanto, ya no es posible asociar la misma
noción a t y r. Claramente, una interpretación causal en coordenadas Boyer-Lindquist se
torna muy complicada.

Una ventaja de trabajar con coordenadas nulas centro de masa, es que nos permiten
de�nir dos nuevas coordenadas, una temporal T y una espacial X, en todo el espaciotiempo.

Las propuesta de Kruskal-Szekeres para Schwarzschild Kruskal [1960],Szekeres [1960],
llamadas T,X en Wald [1984], puede extenderse al caso de Kerr usando las coordenadas
centro de masa extendidas U, V , simplemente de�niendo

T =
1

2
(V + U) , (7.74)

X =
1

2
(V − U) . (7.75)

Los vectores normales a las super�cies (T = cte) y (X = cte), están dados por

(dT )a =
1

2
(dV )a +

1

2
(dU)a , (7.76)

(dX)a =
1

2
(dV )a −

1

2
(dU)a . (7.77)
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Si calculamos sus normas, haciendo uso de (7.66) obtenemos

ga b (dT )a (dT )b = −2κ2 Υ

Σ∆
U V > 0, (7.78)

ga b (dX)a (dX)b = 2κ2 Υ

Σ∆
U V < 0. (7.79)

Para mostrar el signo de cada norma, primero notar que (Υ > 0) en todo el espaciotiempo (en
Chandrasekhar [1992], se enfatiza denotándola como una cantidad real elevada al cuadrado).
Luego debemos tener una expresión del producto UV . Si utilizamos las expresiones sin
aproximaciones de u y v

u(t, r, θ, φ) = t−
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
−
∫ θ

0

±|h
√
K(r, θ′)− a2 sin(θ′)2 dθ′,

(4.33)

v(t, r, θ, φ) = t+
(
r +

2mr+

r+ − r−
ln(

r

r+

− 1)− 2mr−
r+ − r−

ln(
r

r−
− 1)

)
+

∫ θ

0

±|h
√
K(r, θ′)− a2 sin(θ′)2 dθ′;

(4.38)

y escogemos κ = κ+ (7.51); obtenemos explícitamente

UV |κ=κ+= − e
2κ+

(
r+
∫ θ
0 ±|h
√

Θ(r,θ′)dθ′
)

(r−)
r−
r+

(r+) (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.80)

Luego, en la región (r− < r < ∞) es explícito el carácter temporal de (dT )a y espacial de
(dX)a.
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Capítulo 8

Ecuación de onda de un campo escalar

A manera de introducción se escribe la ecuación de campo escalar sin masa, para Min-
kowski y Schwarzschild, en diferentes sistemas coordenados. Se reproducen y analizan resul-
tados conocidos en la literatura, como paso previo al estudio en Kerr.

Se escribe la ecuación de campo escalar sin masa para Kerr, en las coordenadas centro
de masa, con nueva coordenada angular bien comportada ϕ. Se estudia en detalle el buen
comportamiento obtenido en el horizonte.

8.1. Ecuación de campo escalar sin masa

La ecuación de campo escalar sin masa está dada por

∇a∇aΦ = 0. (8.1)

Para encontrar una expresión general de cálculo en coordenadas, podemos notar lo siguiente

∇a∇aΦ = gab∇b∇aΦ = gab∇b∂aΦ = ∇b

(
gab∂aΦ

)
. (8.2)

Y luego, por (eq 3.4.10) de Wald [1984], tenemos una expresión operacional para cada sistema
coordenado

∇a∇aΦ =
1√
|g|

∂

∂xµ

(√
|g| gµβ ∂Φ(x1, x2, x3, x4)

∂xβ

)
= 0 . (8.3)

En lo que sigue, calcularemos (8.3) en diferentes espaciotiempos y sistemas coordenados.

8.2. Minkowski: Ecuación de campo escalar sin masa

8.2.1. Coordenadas cartesianas {t, x, y, z}
En este caso, la métrica de Minkowski está dada por

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (8.4)

Luego, consideremos un campo escalar ΦMink(t, x, y, z). La ecuación de campo escalar sin
masa (8.3), en este caso está dada por

∇a∇aΦMink =
∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂x2
− ∂2Φ

∂y2
− ∂2Φ

∂z2
. (8.5)
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8.2.2. Coordenadas esféricas {t, r, θ, φ}
En este caso, la métrica de Minkowski está dada por

ds2 = dt2 − dr2 − r2 dθ2 − r2 sin2(θ) dφ2 (8.6)

Luego consideramos un campo escalar ΦMink(t, r, θ, φ), y la ecuación de campo escalar sin
masa (8.3), en este caso está dada por

∇a∇aΦMink =
∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂r2
− 2

r

∂Φ

∂r
−

[
1

r2

∂2Φ

∂θ2
+

cos(θ)

r2 sin(θ)

∂Φ

∂θ
+

1

r2 sin(θ)2

∂2Φ

∂φ2

]

=
∂2Φ

∂t2
−∇2

(r,θ,φ)Φ

=
∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂r2
− 2

r

∂Φ

∂r
−∇2

(θ,φ)Φ,

(8.7)

Para resolver esta ecuación diferencial es común introducir armónicos esféricos

ΦMink =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

[
fl(t, r)

r

]
Y m
l (θ, φ), (8.8)

que satisface

r2 ∇2
(r,θ,φ)Y

m
l (θ, φ) = r2 ∇2

(θ,φ)Y
m
l (θ, φ) = −l(l + 1)Y m

l (θ, φ) (8.9)

es decir

∇2
(θ,φ)Y

m
l (θ, φ) = − l(l + 1)

r2
Y m
l (θ, φ). (8.10)

Si reemplazamos (8.8) en (8.7), obtenemos

∇a∇aΦ =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

{
∂2fl(t, r)

∂t2
− ∂2fl(t, r)

∂r2
+
l(l + 1)

r2
fl(t, r)

}
Y m
l (θ, φ)

r
= 0, (8.11)

es decir
∂2fl(t, r)

∂t2
− ∂2fl(t, r)

∂r2
+
l(l + 1)

r2
fl(t, r) = 0, ∀l = 0, ...,∞. (8.12)

8.2.3. Coordenadas nulas (u, v)

En este caso la métrica está dada por

ds2 = du dv − r(u, v)2 dθ2 − r(u, v)2 sin2(θ) dφ2, (8.13)

en donde la dependencia de r(u, v) proviene de la de�nición de coordenadas nulas du =
dt− dr, dv = dt+ dr, que pueden integrarse fácilmente para obtener (u = t− r), (v = t+ r)
y

r =
v − u

2
. (8.14)
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Luego podemos escribir explícitamente la métrica en coordenadas nulas

ds2 = du dv −
(
v − u

2

)2

dθ2 −
(
v − u

2

)2

sin2(θ) dφ2, (8.15)

Consideremos el campo escalar ΦMink(u, v, θ, φ). Luego, la ecuación de campo escalar sin
masa (8.3), en este caso está dada por

∇a∇aΦMink = 4
∂2Φ

∂v ∂u
+

2

r

(
∂Φ

∂u
− ∂Φ

∂v

)
−

[
1

r2

∂2Φ

∂θ2
+

cos(θ)

r2 sin(θ)

∂Φ

∂θ
+

1

r2 sin(θ)2

∂2Φ

∂φ2

]

= 4
∂2Φ

∂v ∂u
+

2

r

(
∂Φ

∂u
− ∂Φ

∂v

)
− ∇2

(θ,φ)Φ,

(8.16)

Para resolver esta ecuación diferencial, se utilizan los armónicos esféricos, pero en este
caso se considera un dependencia con (u, v)

ΦMink =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

[
fl(u, v)

r

]
Y m
l (θ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

[
fl(u, v)(
v−u

2

) ]Y m
l (θ, φ), (8.17)

donde la parte angular satisface las propiedades usuales

r2 ∇2
(r,θ,φ)Y

m
l (θ, φ) = r2 ∇2

(θ,φ)Y
m
l (θ, φ) = −l(l + 1)Y m

l (θ, φ) (8.18)

es decir

∇2
(θ,φ)Y

m
l (θ, φ) = − l(l + 1)

r2
Y m
l (θ, φ) = − l(l + 1)(

v−u
2

)2 Y
m
l (θ, φ). (8.19)

Si reemplazamos (8.17) en (8.16), obtenemos

∇a∇aΦ =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

{
4

∂2

∂v ∂u

(
fl(u, v)(
v−u

2

) )

+
2(
v−u

2

)[ ∂
∂u

(
fl(u, v)(
v−u

2

) )− ∂

∂v

(
fl(u, v)(
v−u

2

) )]+
l (l + 1)

r2
fl(u, v)

}
Y m
l (θ, φ)

r
= 0,

(8.20)

luego de calcular explícitamente las derivadas, tenemos

∇a∇aΦ =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

{
4
∂2fl(u, v)

∂v ∂u
+
l (l + 1)

r2
fl(u, v)

}
Y m
l (θ, φ)

r
= 0, (8.21)

es decir

4
∂2fl(u, v)

∂v ∂u
+
l (l + 1)

r2
fl(u, v) = 4

∂2fl(u, v)

∂v ∂u
+
l (l + 1)(
v−u

2

)2 fl(u, v) = 0, ∀l = 0, ...,∞. (8.22)
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8.3. Schwarzschild: Ecuación de campo escalar sin masa

8.3.1. Coordenadas estándares {t, r, θ, φ}
En este caso, la métrica de Schwarzschild es

ds2 =

(
1− 2m

r

)
dt2 − dr2(

1− 2m
r

) − r2 dθ2 − r2 sin2(θ) dφ2 (8.23)

Consideremos un campo escalar ΦSchw(t, r, θ, φ). La ecuación de campo escalar sin masa
(8.3), en este caso está dada por

∇a∇aΦSchw =
1(

1− 2m
r

) ∂2Φ

∂t2
−
(

1− 2m

r

)
∂2Φ

∂r2
− 1

r

∂Φ

∂r
− 1

r

(
1− 2m

r

)
∂Φ

∂r

− 1

r2

∂2Φ

∂θ2
− 1

r2

cos(θ)

sin(θ)

∂Φ

∂θ
− 1

r2 sin(θ)2

∂2Φ

∂φ2
,

(8.24)

Donde podemos identi�car la parte angular

∇a∇aΦSchw =
1(

1− 2m
r

) ∂2Φ

∂t2
−
(

1− 2m

r

)
∂2Φ

∂r2
− 1

r

∂Φ

∂r
− 1

r

(
1− 2m

r

)
∂Φ

∂r
−∇2

(θ,φ)Φ (8.25)

donde la dependencia con el horizonte es explicita en el factor
(
1− 2m

r

)
.

Para resolver esta ecuación diferencial, en la literatura es común introducir armonicos
esfericos

ΦSchw =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

[
fl(t, r)

r

]
Y m
l (θ, φ), (8.26)

que satisfacen

r2 ∇2
(r,θ,φ)Y

m
l (θ, φ) = r2 ∇2

(θ,φ)Y
m
l (θ, φ) = −l(l + 1)Y m

l (θ, φ) (8.27)

es decir

∇2
(θ,φ)Y

m
l (θ, φ) = − l(l + 1)

r2
Y m
l (θ, φ). (8.28)

Si reemplazamos (8.26) en (8.24), obtenemos

∇a∇aΦSchw =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

{
1(

1− 2m
r

) ∂2fl(t, r)

∂t2
−
(

1− 2m

r

)
∂2fl(t, r)

∂r2
− 2m

r2

∂fl(t, r)

∂r2

+

[
l(l + 1)

r2
+

2m

r3

]
fl(t, r)

}
Y m
l (θ, φ)

r
= 0,

(8.29)
Es decir, ∀l = 0, ...,∞ debe cumplirse que

1(
1− 2m

r

) ∂2fl(t, r)

∂t2
−
(

1− 2m

r

)
∂2fl(t, r)

∂r2
− 2m

r2

∂fl(t, r)

∂r2
+

[
l(l + 1)

r2
+

2m

r3

]
fl(t, r) = 0.

(8.30)
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Si multiplicamos ambos lados por
(
1− 2m

r

)
∂2fl(t, r)

∂t2
−
(

1− 2m

r

)2
∂2fl(t, r)

∂r2
−
(

1− 2m

r

)
2m

r2

∂fl(t, r)

∂r2

+

(
1− 2m

r

)[
l(l + 1)

r2
+

2m

r3

]
fl(t, r) = 0,

(8.31)

podemos identi�car el segundo y tercer termino con la derivada respecto a r∗ = r+ln( r
2m
−1),

usando la regla de la cadena

∂

∂r∗
=

dr

dr∗

∂

∂r
=

(
1− 2m

r

)
∂

∂r
, (8.32)

∂2

∂r∗2
=

(
1− 2m

r

)
dr

dr∗

∂2

∂r2
+
dr

dr∗

∂
(
1− 2m

r

)
∂r

∂

∂r

=

(
1− 2m

r

)2
∂2

∂r2
+

(
1− 2m

r

)
2m

r2

∂

∂r
.

(8.33)

Luego podemos expresar (8.31) como

∂2fl(t, r)

∂t2
− ∂2fl(t, r)

∂r∗2
+

(
1− 2m

r

)[
l(l + 1)

r2
+

2m

r3

]
fl(t, r) = 0, ∀l = 0, ...,∞. (8.34)

8.3.2. Coordenadas nulas {u, v, θ, φ}
Comenzamos con la metrica de Schwarzschild en las coordenadas estandares

ds2 =

(
1− 2m

r

)
dt2 − dr2(

1− 2m
r

) − r2 dθ2 − r2 sin2(θ) dφ2, (8.35)

Luego consideramos la coordenada tortuga

r∗ = r + 2m ln
( r

2m
− 1
)
, (8.36)

ó

dr∗ =
1(

1− 2m
r

)dr, (8.37)

para de�nir las coordenadas

du = dt− 1(
1− 2m

r

)dr, (8.38)

dv = dt+
1(

1− 2m
r

)dr. (8.39)

A partir de (8.38) y (8.39), podemos escribir

dt =
du+ dv

2
, (8.40)

dr∗ =
dv − du

2
=

1(
1− 2m

r

)dr, (8.41)
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con
r∗ = r + 2m ln

( r

2m
− 1
)

= r + 2m ln
(

1− r

2m

)
=
v − u

2
(8.42)

y

dr =

(
1− 2m

r

)(
dv − du

2

)
. (8.43)

Si reemplazamos (8.40) y (8.41) en (8.35), obtenemos

ds2 =

(
1− 2m

r

) (
du+ dv

2

)2

−
(

1− 2m

r

) (
dv − du

2

)2

− r2 dθ2 − r2 sin2(θ) dφ2, (8.44)

ds2 =

(
1− 2m

r

)
du dv − r2 dθ2 − r2 sin2(θ) dφ2, (8.45)

Luego, la ecuación de campo escalar sin masa (8.3), en este caso está dada por

∇a∇aΦSchw =
4(

1− 2m
r

) ∂2Φ

∂u ∂v
− 2

r

(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)
−∇2

(θ,φ)Φ (8.46)

8.3.3. Coordenadas nulas {U, V, θ, φ}
De�nimos las coordenadas nulas U, V como

U = − e−
v

4m (8.47)

V = e
v

4m , (8.48)

luego tenemos

du = −4m

U
dU, (8.49)

dv =
4m

V
dV. (8.50)

Reemplazamos en (8.44) y obtenemos la métrica de Schwarzschild en coordenadas nulas U, V

ds2 = −
(

1− 2m

r(U, V )

)
16m2

UV
dU dV − r (U, V )2 dθ2 − r (U, V )2 sin2(θ) dφ2, (8.51)

donde

dr =

(
1− 2m

r

)( 4m
V
dV + 4m

U
dU

2

)
, (8.52)

es decir
∂r

∂U
=

(
1− 2m

r(U, V )

)
2m

U
(8.53)

∂r

∂V
=

(
1− 2m

r(U, V )

)
2m

V
. (8.54)

Si calculamos la ecuación de campo escalar sin masa (8.3), tenemos

∇a∇aΦSchw = − 1

4m2

U V(
1− 2m

r

) ∂2Φ

∂U ∂V
− 2

r

(
V

4m

∂Φ

∂V
+

U

4m

∂Φ

∂U

)
−∇2

(θ,φ)Φ. (8.55)
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Para ver si hemos logrado evitar la singularidad de coordenadas, veamos el limite

ĺım
r−→2m

U V(
1− 2m

r

) , (8.56)

que es de tipo 0
0
, por lo tanto podríamos intentar usar regla de L'hopital; pero no es necesario.

Observemos que
UV = −e

v−u
4m . (8.57)

Luego, a partir de

r∗ = r + 2m ln
( r

2m
− 1
)

=
v − u

2
, (8.42)

reemplazando en (8.57), obtenemos

UV = −e
2r+4m ln( r

2m−1)
4m = −e

r
2m

( r

2m
− 1
)

; (8.58)

es decir
U V(

1− 2m
r

) = −e
r

2m

( r

2m

)
. (8.59)

Usando el resultado previo, podemos escribir la métrica (8.51) como

ds2 =
32m3 e−

r
2m

r
dU dV − r (U, V )2 dθ2 − r (U, V )2 sin2(θ) dφ2. (8.60)

Finalmente obtenemos un sistema coordenado en donde la ecuación de campo escalar sin
masa es regular en el horizonte (r = 2m)

∇a∇aΦSchw =
r e

r
2m

(2m)3

∂2Φ

∂U ∂V
− 2

r

(
V

4m

∂Φ

∂V
+

U

4m

∂Φ

∂U

)
−∇2

(θ,φ)Φ . (8.61)

En el caso de Kerr, que analizaremos en la próxima sección, el producto de UV también
tendrá un rol importante en la regularidad de la ecuación de campo escalar sin masa.

8.4. Kerr: Ecuación de campo escalar sin masa

En el caso de Kerr, si intentamos calcular (8.3) en las coordenadas {u, v, θ, ϕ}, nos en-
contramos con una gran di�cultad, las expresiones a manipular resultan ser muy extensas y
complicadas.

Sin embargo, podemos seguir un camino más corto. La estrategia es comenzar con la
ecuación de campo escalar sin masa en las coordenadas de Boyer-Lindquist y luego hacer la
transformación a las nulas centro de masa.

8.4.1. Coordenadas Boyer-Lindquist

Comenzamos con la ecuación de campo escalar sin masa en las coordenadas Boyer-
Lindquist, que puede encontrarse en Teukolsky [1972]

(∇a∇aΦ) Σ =

[
(r2 + a2)

2

∆
− a2 sin(θ)2

]
∂2Φ

∂t2
+

4amr

∆

∂2Φ

∂t ∂φ
+

[
a2

∆
− 1

sin(θ)2

]
∂2Φ

∂φ2

− ∂

∂r

(
∆
∂Φ

∂r

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0.

(8.62)
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8.4.2. Transformación a coordenadas centro de masa {u, v, θ, ϕ}

El cambio de coordenadas será desde {t, r, θ, φ} a
{
du, dv, θ̃, ϕ

}
. Las coordenadas inicia-

les, pueden escribirse en términos de las nuevas como

dt =
dv + du

2
, (5.4)

dr =
∆√
R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
, (4.73)

dθ = dθ̃, (8.63)

dφ = dϕ±io
a

∆
dr. (6.11)

Será útil tener expresiones de las nuevas coordenadas en términos de las iniciales

du = dt−
√
R

∆
dr −

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.68)

dv = dt+

√
R

∆
dr +

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.69)

dθ̃ = dθ, (4.86)

dϕ = dφ−±io
a

∆
dr. (6.11)

Finalmente, (ver Apéndice A), se obtiene

(∇a∇aΦ) Σ = 4

(
R
∆

+ Θ

)
∂2Φ

∂v∂u
−
(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)(
∂r
√
R±|h ∂θ

√
Θ±|h

cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)
+

2a

∆

(
2mr ±io

√
R
)( ∂2Φ

∂v∂ϕ

)
+

2a

∆

(
2mr −±io

√
R
)( ∂2Φ

∂u∂ϕ

)
−±|h 2

√
Θ

(
∂2Φ

∂v∂θ
− ∂2Φ

∂u∂θ

)
− 1

sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0.

(8.64)
Donde se consideró θ̃ = θ, para simpli�car notación. Por otro lado, notar que el coe�ciente
de las derivadas primeras respecto a u y v, es el coe�ciente de espín ρ, ver (4.64).

Por último, es importante comparar (8.64) con (8.46), para apreciar la consistencia de
las expresiones. Si tomamos (a = 0) en (8.64), tenemos

Θ|(a=0)
= 0, (8.65)

Σ|(a=0)
= r2, (8.66)

∂r
√
R|(a=0)

= 2 r, (8.67)

R
∆ |(a=0)

=
r2(

1− 2m
r

) ; (8.68)

por lo cual, en el caso (a = 0), se recupera la ecuación de campo escalar de Schwarzschild
en coordenadas nulas (Eddington-Finkelstein) (8.46), tal como era esperado.
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8.4.3. Coordenadas centro de masa extendidas {U, V, θ, ϕ}
A partir de las de�niciones de coordenadas extendidas (U, V ) dadas por las ecuaciones

(7.42) y (7.43), tenemos

∂

∂u
=
∂U

∂u

∂

∂U
+
∂V

∂u

∂

∂V
+
∂θ̃

∂u

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂u

∂

∂ϕ
=
∂U

∂u

∂

∂U
= −κU ∂

∂U
, (8.69)

∂

∂v
=
∂U

∂v

∂

∂U
+
∂V

∂v

∂

∂V
+
∂θ̃

∂v

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂v

∂

∂ϕ
=
∂V

∂v

∂

∂V
= κV

∂

∂V
. (8.70)

Si reemplazamos (8.69) y (8.70) en (8.64), obtenemos

(∇a∇aΦ)Σ = −4κ2

(
R
∆

+ Θ

)
UV

∂2Φ

∂V ∂U
− κ

(
V
∂Φ

∂V
+ U

∂Φ

∂U

)[
∂r
√
R±|h

(
∂θ
√

Θ +
cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)]
+

2a κV

∆

(
2mr ±|oi

√
R
)( ∂2Φ

∂V ∂ϕ

)
− 2a κU

∆

(
2mr −±|oi

√
R
)( ∂2Φ

∂U∂ϕ

)
−±|h2

√
Θκ

(
V
∂2Φ

∂V ∂θ
+ U

∂2Φ

∂U∂θ

)
− 1

sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(8.71)

Si nos concentramos en estudiar la soluciones de (8.71) en r > 0, lo que implica también
Σ = r2 + a2 cos2(θ) > 0; las soluciones de (8.71) son las mismas que las de

4κ2

(
R
∆

+ Θ

)
UV

∂2Φ

∂V ∂U
= −κ

(
V
∂Φ

∂V
+ U

∂Φ

∂U

)[
∂r
√
R±|h

(
∂θ
√

Θ +
cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)]
+

2a κV

∆

(
2mr ±|oi

√
R
)( ∂2Φ

∂V ∂ϕ

)
− 2a κU

∆

(
2mr −±|oi

√
R
)( ∂2Φ

∂U∂ϕ

)
−±|h2

√
Θκ

(
V
∂2Φ

∂V ∂θ
+ U

∂2Φ

∂U∂θ

)
− 1

sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
.

(8.72)
En (8.72), se pueden identi�car tres coe�cientes que aparentan tener problemas en r+,

para ambos horizontes externosH+ (futuro) yH− (pasado). En lo que sigue, primero mostra-
remos el buen comportamiento en H+, y luego en H−. A grandes rasgos, se harán elecciones
similares a como se hizo en Capítulo 7, Sección 7.3. En el caso de los horizontes externos, se
escoge κ = κ+ (7.51).

Comenzaremos analizando el segundo y tercer término del lado derecho de (8.72); que
pueden tratarse en simultáneo. La estrategia es escoger un camino para aproximarnos a H+.
De manera similar a como se hizo en el capítulo anterior, podemos movernos a V constante,
es decir V = V0, y aproximarnos a (r+). En ese caso, tenemos

U |V=V0, (r≈r+) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

V0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.53)

Luego, como se mencionó en capítulo Capítulo 6, la coordenada angular bien de�nida en
H+, corresponde a ϕ−, es decir debemos considerar la elección de signo (±io = −). Por lo
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cual, los términos bajo análisis adoptan las siguientes expresiones

2a κ+V

∆

(
2mr −

√
R
)
≈ −2aκ+V0, (8.73)

−2aκ+U

∆

(
2mr +

√
R
)
≈ 2aκ+e

2κ+ r (r−)
r−
r+

V0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

(
2mr + r2 + a2

)
, (8.74)

es decir que ambos coe�cientes poseen buen comportamiento en H+.
De forma análoga, se puede mostrar que poseen buen comportamiento en H−. Para ello,

primero escogemos el camino hacia H−. Por ejemplo, podemos movernos a U constante, es
decir U = U0, y aproximarnos a (r+). En ese caso, tenemos

V |U=U0, (r≈r−) ≈ −
e2κ+ r (r−)

r−
r+

U0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.57)

Luego, como se mencionó en capítulo Capítulo 6, la coordenada angular bien de�nida en
H−, corresponde a ϕ+, es decir debemos considerar la elección de signo (±io = +) en los
términos bajo análisis. Por lo cual, cada uno adopta las siguientes expresiones

2aκV

∆

(
2mr +

√
R
)
≈ − 2aκ+e

2κ+ r (r−)
r−
r+

U0 r+ (r − r−)
r++r−
r+

(
2mr + r2 + a2

)
, (8.75)

−2a κ+U

∆

(
2mr −

√
R
)
≈ 2aκ+U0, (8.76)

es decir que ambos coe�cientes poseen buen comportamiento en H−.
Sólo resta analizar el último coe�ciente que aparenta tener problemas en los horizontes

exteriores. Es el que está en el miembro izquierdo de (8.72). Para analizarlo, antes debemos
tener una expresión del producto UV ; si utilizamos las expresiones sin aproximaciones de u
(4.33) y v (4.38); obtenemos explícitamente

UV |κ=κ+= − e
2κ+

(
r+
∫ θ
0 ±|h
√

Θ(r,θ′)dθ′
)

(r−)
r−
r+

(r+) (r − r−)
r++r−
r+

∆. (7.80)

Notar que al considerar las expresiones completas sin aproximar (4.33) y (4.38), se introduce
la dependencia angular dada por la integral en coordenada θ. Finalmente el tercer termino
bajo análisis, en las proximidades de (r+), para ambos horizontes exteriores H+ y H−, está
dado por

4κ2

(
R
∆

+ Θ

)
UV |r=r+= −4κ2

+R e
2κ+

(
r+
∫ θ
0 ±|h
√

Θ(r,θ′)dθ′
)

(r−)
r−
r+

(r+) (r − r−)
r++r−
r+

, (8.77)

que es claramente regular en ambos horizontes exteriores.
Para �nalizar el capítulo, es importante notar que la regularidad en los horizontes exte-

riores H+ y H− de la ecuación de campo escalar sin masa en coordenadas centro de masa
extendidas {U, V, θ, ϕ}, también es válida en los horizontes de Cauchy C+ y C−, que están
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en el interior del agujero negro, y re�eren a la condición r = r−; pero esto será estudiado
en un trabajo posterior a esta tesis. Como adelanto, sólo mencionaremos que en tal caso, se
deberá escoger κ = κ−

κ− = −r+ − r−
4mr−

. (8.78)
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Capítulo 9

Solución de problemas característicos en
Kerr

Siguiendo técnicas similares a las de Gundlach et al. [1994] y Eilon and Ori [2016], se
plantea un esquema característico general, para resolver la ecuación de un campo escalar sin
masa en Kerr haciendo uso del sistema de coordenadas doblemente nulo.

Se desarrolla un código numérico que permite, entre otras cosas dar dato inicial fuera
del horizonte de eventos, con dependencia angular no trivial y evolucionar numéricamente
hasta atravesar y adentrarse incluso en las regiones delimitadas por ambos horizontes.

En la literatura se estudió ampliamente la ecuación de un campo escalar para el caso
de Kerr. Sin embargo, una de las principales di�cultades es trabajar cerca del horizonte
de eventos. El enfoque comúnmente utilizado es usar coordenadas de Boyer-Lindquist para
trabajar en la región exterior (ver por ejemplo Tiglio et al. [2008]). Cuando se necesita
hacerlo en regiones cercanas e interiores se suelen utilizar coordenadas Kerr-Schild; usando
una descomposición espacial-temporal 3+1 para resolver la ecuación de campo escalar.

Usar coordenadas doblemente nulas (descomposición nula-nula 2+2), para resolver la
ecuación de campo escalar, hasta ahora solo se hizo en Schwarzschild Gundlach et al. [1994].
Por lo cual, el cálculo en Kerr resulta novedoso y no tiene antecedentes en la literatura.

9.1. Esquema numérico doblemente nulo

En esta tesis, se trabaja numéricamente en coordenadas centro de masa extendidas
{U, V, θ, ϕ}, que permiten atravesar ambos horizontes H+, H−. Aunque en este capítulo
nos concentraremos en atravesar el horizonte exterior H+.

Sin embargo, el esquema numérico es aplicable siempre que se disponga de un sistema
doblemente nulo, y por lo tanto también se puede aplicar usando coordenadas centro de
masa u, v. Debido a la generalidad del método, en esta sección llamaremos simplemente u, v
al par de coordenadas nulas, sin distinguir con la versión extendida.

Comenzamos escribiendo la ecuación (8.72), de una forma más compacta

Φu v = F (Φ,Φu,Φv,Φv θ,Φu θ,Φv ϕ,Φuϕ,Φϕϕ,Φθ θ,Φθ), (9.1)

donde las derivadas parciales se denotan como

Φxα =
∂Φ

∂xα
, (9.2)
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Figura 9.1: Cuadrícula base de esquema numérico: Los valores de Φ en los puntos 1, 2, 3
son conocidos. En el punto 4, se determinará numéricamente

Φxαxβ =
∂2Φ

∂xα∂xβ
. (9.3)

La parte fundamental del algoritmo es considerar en detalle subregiones del grillado, en
bloques básicos de 4 puntos, que resulta ser la grilla básica del esquema numérico. Ver �gura
9.1.

Luego utilizaremos las aproximaciones de diferencias centradas, que aproximan las deri-
vadas

Φu v ≈
Φ(u+ δu, v + δv)− Φ(u+ δu, v − δv)− Φ(u− δu, v + δv) + Φ(u− δu, v − δv)

4δuδv
+O(δu)2 +O(δv)2.

(9.4)

Si se considera

δu =
∆u

2
, (9.5)

y se evalúa (9.4) en el punto 0 (�gura 9.1), se obtiene

(Φu v)|0 ≈
Φ4 − Φ3 − Φ2 + Φ1

∆u∆v
+O

[
(∆u)2

]
+O

[
(∆v)2

]
; (9.6)

que es exactamente la misma expresión utilizada en ambos trabajos sobre los cuales está
inspirado el esquema numérico, es decir Gundlach et al. [1994] y Eilon and Ori [2016]. En
ambos casos se trabaja y aproxima la derivada cruzada, que junto a la ecuación diferencial
(9.1) que denotaremos como

(Φu v)|0 = F (u0, v0) = F|0 ; (9.7)
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se obtiene una estimación numérica de Φ4

Φ4 ≈ Φ3 + Φ2 − Φ1 + (∆u∆v)F|0 +O
[
∆v(∆u)3

]
+O

[
∆u(∆v)3

]
. (9.8)

En el caso de una grilla del tipo (∆u = ∆v = h), tenemos la ecuación central del esquema
numérico doblemente nulo

Φ4 ≈ Φ3 + Φ2 − Φ1 + h2 F|0 +O
[
h4
]
. (9.9)

En el siguiente paso se toma una nueva cuadrícula base, avanzando ∆v y se integra Φ4.
Completado el rango de v, se regresa al v inicial, y se toma una nueva cuadricula base
avanzando ∆u y se comienza nuevamente el proceso. Este esquema es consistente con un
dato inicial dado en una región {(u0, v) ∪ (u, v0)}.

Si la grilla u, v tiene N2 puntos, para llegar al último punto de la grilla en este esquema
numérico, se realizan N2 pasos de integración. Luego, el error global es

Eglobal = N2 Elocal. (9.10)

A partir de (9.9), el error local es

Elocal ≈ O
[
h4
]
. (9.11)

Si el espaciamiento de grilla es h = 1/N , tenemos

Eglobal ≈ O
[
h2
]
. (9.12)

Es decir, este esquema numérico doblemente nulo es preciso a segundo orden.
En la práctica, F|0 debe determinarse numéricamente como (Fnum)|0 . Por lo tanto, para

satisfacer (9.12), se debe aproximar el lado derecho de (9.1) con error local O (h2), es decir

F|0 ≈ (Fnum)|0 +O
(
h2
)
, (9.13)

de manera tal que el producto h2F|0 en (9.9), genere un error local (9.11), a partir del cual
se obtiene el error global buscado (9.12).

9.1.1. Aproximaciones de trabajos previos (en simetría esférica)

En los trabajos de Gundlach et al. [1994] y Eilon and Ori [2016] (en simetría esférica),
se realizan algunas aproximaciones que también serán usadas en el caso de Kerr.

En el trabajo de Gundlach et al. [1994], se resuelve la siguiente ecuación diferencial

Φu v =
Vl
4

Φ, (9.14)

y se aproxima F|0 , como

F|0 =
Vl(r)

4
(Φ)|0 ≈

Vl(r)
4

(
Φ3 + Φ2

2

)
+O

(
h2
)
, (9.15)
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donde fundamentalmente se aproxima

(Φ)|0 ≈
(

Φ3 + Φ2

2

)
+O

(
h2
)
. (9.16)

En el trabajo de Eilon and Ori [2016], la ecuación diferencial es distinta, involucrando
derivadas primeras respecto a coordenadas u, v. Para lograr la precisión (9.13), las derivadas
se aproximan a segundo orden

(Φu)|0 ≈
Φ3 − Φ1 + Φ4 − Φ2

2∆u
+O(∆u)2, (9.17)

(Φv)|0 ≈
Φ2 − Φ1 + Φ4 − Φ3

2∆v
+O(∆v)2. (9.18)

Es importante mencionar, que en Eilon and Ori [2016] se utiliza un esquema predictor-
corrector de dos pasos, que se detallará en la sección siguiente.

9.1.2. Esquema numérico en Kerr

A diferencia de los casos con simetría esférica, en el caso de Kerr la ecuación diferencial
(9.1), involucra derivadas angulares primeras y segundas; e incluso cruzadas entre coordena-
das nulas y angulares.

Para calcularlas numéricamente, hay que tener presente la dependencia de Φ con los
ángulos, es decir

Φ(u0, v0) ≡ Φ(u0, v0, θ, ϕ), con θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]. (9.19)

Cada derivada cruzada nula-angular, se calcula como

(Φu θ)|0 ≈ Dn
θ

[
(Φu)|0

]
+O(∆u)2 +O(∆θ)n, (9.20)

(Φv θ)|0 ≈ Dn
θ

[
(Φv)|0

]
+O(∆v)2 +O(∆θ)n, (9.21)

(Φuϕ)|0 ≈ Dn
ϕ

[
(Φu)|0

]
+O(∆u)2 +O(∆ϕ)n, (9.22)

(Φv ϕ)|0 ≈ Dn
ϕ

[
(Φv)|0

]
+O(∆v)2 +O(∆ϕ)n, (9.23)

y las derivadas angulares como

(Φθ θ)|0 ≈ DDn
θ

[
(Φ)|0

]
+O(∆θ)n, (9.24)

(Φϕϕ)|0 ≈ DDn
ϕ

[
(Φ)|0

]
+O(∆ϕ)n, (9.25)

(Φθ)|0 ≈ Dn
θ

[
(Φ)|0

]
+O(∆θ)n, (9.26)

donde Dn
xα y DD

n
xα son operadores de diferencias �nitas, que aproximan la derivada primera

y segunda con error de orden O (∆xα)2. En el caso de las derivadas angulares, se aproxima
(Φ)|0 a segundo orden, como (9.16). En este trabajo se trabajará a orden (n = 4) en las
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derivadas angulares. Esto determinará, como es usual en las ecuaciones hiperbólicas, una
relación entre los espaciamientos de grilla en las coordenadas (u, v) y las angulares, que
será necesario respetar para preservar la estabilidad numérica del esquema. Tal condición, se
traduce en una cota para el cociente entre espaciamiento de grillas, conocido como coe�ciente
CFL (Courant�Friedrichs�Lewy).

Finalmente con los valores de las derivadas en cada punto (u0, v0, θ, ϕ), se aproxima el
lado derecho de (9.1)

(Fnum−Kerr)|0 ≈ F|0 +O
(
h2
)

+O(∆θ)4 +O(∆ϕ)4, (9.27)

obteniendo la precisión necesaria (9.13), para que el esquema numérico sea preciso a segundo
orden, con error global (9.12).

Por último, al estilo de Eilon and Ori [2016], en realidad se hará uso de un esquema
predictor-corrector. En un primer paso se calculan las derivadas primeras con precisión de
orden uno (

Φ̃u

)
|0
≈ Φ3 − Φ1

∆u
+O(∆u), (9.28)

(
Φ̃v

)
|0
≈ Φ2 − Φ1

∆v
+O(∆v), (9.29)

junto con las derivadas angulares y cruzadas correspondientes; donde para el cálculo de las
angulares, se usa la aproximación (9.16). Luego del primer paso, se obtiene(

F̃num−Kerr

)
|0

= F|0 +O (h) , (9.30)(
Φ̃4

)
num−Kerr

= Φ4 +O
(
h3
)
. (9.31)

En el segundo paso, se utiliza Φ̃4 para calcular las derivadas primeras respecto a u, v según
(9.17) y (9.18). También se calculan las derivadas angulares y cruzadas correspondientes.
Para el cálculo de las angulares, se introduce la aproximación (9.16) en (9.24), (9.25) y
(9.26). De esta manera, en el segundo paso se logra estimar F|0 con la precisión buscada
(9.13); obteniendo

(Fnum−Kerr)|0 = F|0 +O
(
h2
)
, (9.32)

(Φ4)num−Kerr = Φ4 +O
(
h4
)
. (9.33)

9.2. Datos iniciales con simetría axial

Las di�cultades numéricas de trabajar con la derivada respecto a ϕ en los polos, demanda
trabajar con diferentes parches coordenados para el cálculo numérico, como se hace en Gomez
et al. [2007]. Lo cual es no trivial, y es una técnica que demanda un largo desarrollo.

Por tal motivo, en esta tesis se procura resolver la ecuación (8.72) con un compromiso
entre los resultados y el tiempo de desarrollo. Si consideramos un dato inicial con simetría
axial, se evita el desarrollo de un código al estilo de Gomez et al. [2007]; pero se mantiene
la complejidad su�ciente para dar dato inicial no trivial con dependencia angular en θ.
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Si el dato inicial Φ no depende de la coordenada ϕ, mientras (U 6= 0, V 6= 0), podemos
escribir la ecuación de evolución (8.72) como

∂2Φ

∂V ∂U
=

[
1

4
(R

∆
+ Θ

)
(κ2UV )

]{
− κ

(
V
∂Φ

∂V
+ U

∂Φ

∂U

)(
∂r
√
R±|h ∂θ

√
Θ±|h

cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)

−±|h2
√

Θκ

(
V
∂2Φ

∂V ∂θ
+ U

∂2Φ

∂U∂θ

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)}
.

(9.34)

La cual se integrará numéricamente, siguiendo el esquema presentado en sección (9.1). Al
estilo de (9.1), podemos denotarla como

ΦU V = F (Φ,ΦU ,ΦV ,ΦV θ,ΦU θ,Φθ θ,Φθ), (9.35)

y seguir todos los detalles del esquema numérico en Kerr, detallado en sección 9.1.2.

9.2.1. Atravesando horizonte de eventos

En lo que sigue, debido a que nos interesa atravesar el horizonte exterior H+, con (r =
r+) ≡ (U = 0), se hará el análisis para ese caso.

La principal ventaja del uso de coordenadas {U, V }, es que permiten atravesar ambos
horizontes exteriores H+ y H−. Al observar en detalle (9.34), podemos preguntarnos cómo
resolver tal ecuación en el horizonte, es decir cuando (U = 0), (∆ = 0).

En Capítulo 8, se analizó el buen comportamiento de la ecuación de campo escalar en
ambos horizontes exteriores. Se arribó a la siguiente expresión

4κ2

(
R
∆

+ Θ

)
UV |r=r+= −4κ2

+R e
2κ+

(
r+
∫ θ
0 ±|h
√

Θ(r,θ′)dθ′
)

(r−)
r−
r+

(r+) (r − r−)
r++r−
r+

. (8.77)

Lo cual nos permite escribir (9.34) en el horizonte (U = 0)

(
∂2Φ

∂V ∂U

)
|U=0=

 − (r+) (r − r−)
r++r−
r+

4κ2
+R e

2κ+
[
r+
∫ θ
0

(
±|h
√

Θ(r,θ′)dθ′
)]

(r−)
r−
r+

{

− κ+

(
V
∂Φ

∂V

)(
∂r
√
R±|h ∂θ

√
Θ±|h

cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)
−±|h2

√
Θκ+

(
V
∂2Φ

∂V ∂θ

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)}
.

(9.36)

Notar que la ecuación (9.36) no presenta problemas en el horizonte, y se puede evolucionar
siguiendo el esquema presentado en sección (9.1), logrando atravesar el horizonte (U = 0).
Luego de atravesarlo, tenemos U > 0; y se continúa la evolución con (9.34).
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9.2.2. Dependencia angular en θ

La simetría axial en Φ, naturalmente se corresponde con el hecho de que

∂Φ

∂θ
|θ=0,π = 0. (9.37)

Luego, podemos hacer el cálculo del último término de (9.34) y (9.36) y �nalmente usando
regla de L'Hopital, obtenemos[

1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)]
|θ=0,π = 2

(
∂2Φ

∂θ2

)
|θ=0,π . (9.38)

Para implementar tal condición, se usarán puntos fantasmas

Φghost(θ = 0− hθ) = Φ(θ = 0 + hθ)

Φghost(θ = 0− 2hθ) = Φ(θ = 0 + 2hθ)

Φghost(θ = π + hθ) = Φ(θ = π − hθ)
Φghost(θ = π + 2hθ) = Φ(θ = π − 2hθ);

(9.39)

que junto con la fórmula de diferencias centradas de 4to orden para el cálculo de las derivadas
angulares, garantizan que en los polos se cumpla (9.37). Mientras que a su vez, se logra
trabajar con el mismo orden de precisión en todo el dominio angular.

La siguiente evaluación que resulta importante de analizar, es el factor(
∂r
√
R±|h ∂θ

√
Θ±|h

cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)
(9.40)

para lo cual será útil tener presente la de�nición de k(r, θ) 4.12, que nos permitirá reducir
las expresiones que se detallaran a continuación. Comenzamos por

± |h
√

Θ = ±|h(
√
K(r, θ)− a2 sin2(θ)) = k(r, θ), (9.41)

luego
± |h∂θ

√
Θ = ∂θk(r, θ), (9.42)

±|h
cos(θ)

sin(θ)

√
Θ =

cos(θ)

sin(θ)
k(r, θ). (9.43)

en el caso de (9.43), necesitaremos usar la regla de L'Hopital para evaluar en los polos. Así
obtenemos

ĺım
θ=0,π

cos(θ)

sin(θ)
k(r, θ) =

∂θ (k(r, θ) cos(θ))

∂θ (sin(θ))
=

(∂θk(r, θ) cos(θ)− k(r, θ) sin(θ))

cos(θ)
= (∂θk(r, θ))|θ=0,π

.

(9.44)
Finalmente tenemos la expresión para calcular (9.40) en los polos

ĺım
θ=0,π

[
±|h∂θ

√
Θ±|h

cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

]
= 2

(
∂k(r, θ)

∂θ

)
|θ=0,π . (9.45)
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El termino restante en el factor (9.40) es ∂r
√
R; y conviene escribirlo explícitamente

∂r
√
R =

∂rR
2
√
R

=
4 r (r2 + a2)−∆ ∂rK(r, θ)−K(r, θ) (2r − 2m)

2
√
R

(9.46)

para evitar el cálculo de derivadas en r, podemos hacer uso de (4.8), es decir

∂K

∂r
= −±|h

√
Θ√
R
∂K

∂θ
; (9.47)

y así reescribir (9.46), como

∂r
√
R =

4 r (r2 + a2)±|h∆
√

Θ√
R
∂K(r,θ)
∂θ
−K(r, θ) (2r − 2m)

2
√
R

. (9.48)

que a partir de (4.12) y (9.41), también podemos expresar como

∂r
√
R =

4 r (r2 + a2)

2
√
R

+
∆ k(r,θ)√

R (2a2 sin(θ) cos(θ) + 2k(r, θ) ∂θk(r, θ))

2
√
R

−
(
a2 sin2(θ) + k2(r, θ)

)
(2r − 2m)

2
√
R

. (9.49)

Observaciones

Al observar (9.34), es importante señalar que la ecuación es simétrica respecto a los
hemisferios. Para entenderlo en detalle, primero nos concentramos en el factor(

∂r
√
R±|h ∂θ

√
Θ±|h

cos(θ)

sin(θ)

√
Θ

)
=

(
∂r
√
R+ ∂θk(r, θ) +

cos(θ)

sin(θ)
k(r, θ)

)
(9.50)

el cual tiene valores simétricos y el mismo signo en ambos hemisferios. De tal manera, que
incluso en el caso de que el dato inicial no tenga dependencia angular, al evolucionar el factor
(9.50) incorpora en cada paso una pequeña dependencia angular; que luego al evaluar las
derivadas primeras angulares en (9.51), serán positivas y negativas en cada hemisferio.

Pero justamente los términos que tienen derivadas angulares primeras están balanceados
por ±|h y cos(θ), o de manera equivalente por el signo de k(r, θ) y cos(θ)

−±|h2
√

Θκ (V ΦV θ + U ΦU θ)−
(

cos(θ)

sin(θ)

)
Φθ = −2k(r, θ)κ (V ΦV θ + U ΦU θ)−

(
cos(θ)

sin(θ)

)
Φθ,

(9.51)
de tal manera que se mantiene el signo y la simetría de Φ en ambos hemisferios. Respecto a
las derivadas angulares segundas, debido a la simetría, sucede lo análogo.

9.2.3. Construcción de la grilla

Lo central es establecer la relación entre la coordenada r(θ = 0) con los valores de (U, V ).
Para lo cual utilizamos (7.80), tomando (θ = 0), que puede expresarse como

− UV − (r − r+) (r − r−)
− r−
r+ e2κ+r (r−)

r−
r+

r+

= 0. (9.52)
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A partir de (9.52), se determina r(U, V, θ = 0). Numéricamente puede encontrarse usando el
método de Newton-Raphson, con cualquier error de aproximación deseado.

El siguiente paso es determinar r(U, V, θ). Sabemos que (U, V = cte) equivalen a las
super�cies 2D estudiadas en Capítulo 5. En coordenadas de Boyer-Lindquist, tales super�cies
están dadas por r(θ), como solución de la ecuación diferencial

dr

dθ
= −

(
±|h
√

Θ
)

∆
√
R

= −k(r, θ)∆√
R

. (5.8)

En este caso, se toma como dato inicial

r(θ = 0) = r0(U0, V0, θ = 0), (9.53)

y luego se integra numéricamente con el método de Runge-Kutta de cuarto orden. La di-
�cultad es que en cada paso de integración, el nuevo valor r(θ + ∆θ) en general cae fuera
de la grilla donde se calculó K(r, θ). Por ello, se utiliza una interpolación de tres puntos
bi-dimensional con polinomios de Legendre, para evaluar el lado derecho de (5.8), en cada
paso intermedio del método Runge-Kutta.

9.3. Resultados Numéricos

9.3.1. Dato inicial

En base a los trabajos previos Gundlach et al. [1994] y Eilon and Ori [2016], la región
D donde se da el dato inicial (que además es consistente con el esquema numérico), es la
siguiente

D : {(U0, V ) ∪ (U, V0)} , (9.54)

que consiste en dos rectas (perpendiculares entre sí, en un diagrama causal), una con U = U0

y otra con V = V0. De manera similar a Gundlach et al. [1994], los datos se dan de la siguiente
manera

Φ(U0, V, θ) 6= 0, (9.55)

Φ(U, V0, θ) = 0. (9.56)

A �nes prácticos, se decidió trabajar en el dominio

U ∈ [U0 = −1, Umax = 1] , (9.57)

V ∈ [V0 = 0,5, Vmax = 2,5] , (9.58)

θ ∈ [0, π] . (9.59)

Para trabajar numéricamente, se de�nió una grilla de NU = NV = 400 y Nθ = 200 puntos;
obteniendo los siguientes espaciamientos de grilla

∆U = 5× 10−3, (9.60)

∆V = 5× 10−3, (9.61)

∆θ = 1,57× 10−2. (9.62)
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Numéricamente se veri�có que tales espaciamientos de grilla satisfacen la condición CFL
(Courant�Friedrichs�Lewy).

Respecto al dato inicial, se decidió trabajar con tres diferentes. Dos de ellos con forma
de campana en (V, θ), de�nidos por

Φ(U0, V, θ) =

A

(0,1575)8 [V − (Vcenter − σV )]4 [V − (Vcenter + σV )]4 [θ − (θcenter − σθ)]4 [θ − (θcenter + σθ)]
4 ,

(9.63)

con valores

Vcenter = 1,5

θcenter = 0,45 π

σθ = 0,2 π.

(9.64)

A �nes de comparar los efectos de la dispersión del dato respecto a V , se consideran dos
tipos de campanas. Que llamaremos Ancho (con σV = 0,5, A = 0,003990666942) y Fino
(con σV = 0,1, A = 1558,854274). Donde el parámetro A, se escoge para lograr una máxima
amplitud con valor cercano a la unidad.

En el tercer dato inicial, se introdujo una dependencia angular correspondiente al armó-
nico esférico Y 2

0 (θ). Lo llamaremos Armónico, y está de�nido por

Φ(U0, V, θ) = A

√
5

4π

(
3 cos2(θ)− 1

)
[V − (Vcenter − σV )]4 [V − (Vcenter + σV )]4 , (9.65)

con valores

A = 800 ,

Vcenter = 1,5 ,

σV = 0,5 .

(9.66)

Los datos iniciales a evolucionar se pueden observar en las �guras 9.2, 9.3 y 9.4.
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Figura 9.2: Dato inicial Ancho (σV = 0,5): De�nido por 9.63, con parámetros comunes
9.64, y particulares σV = 0,5, A = 0,003990666942.

Figura 9.3: Dato inicial Fino (σV = 0,1): De�nido por 9.63, con parámetros comunes 9.64,
y particulares σV = 0,1 con A = 1558,854274.
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Figura 9.4:Dato inicial Armónico (σV = 0,5): De�nido por 9.65, con parámetros comunes
9.66.
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9.3.2. Evolución dato inicial Ancho. Caso: (m, a) = (1, 0,80)

.

. .

. .Figura 9.5: Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Ancho (�gura 9.2): Se integra

desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior

H+ (U = 0 ≡ r+), tal como se analizó en los capítulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en θ. Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.3.3. Evolución dato inicial Ancho. Caso: (m, a) = (1, 0,98)

.

. .

. .Figura 9.6: Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Ancho (�gura 9.2): Se integra

desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior

H+ (U = 0 ≡ r+), tal como se analizó en los capítulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en θ. Parámetros de espaciotiempo a = 0,98, m = 1.

112



Capítulo 9. Solución de problemas característicos en Kerr

9.3.4. Evolución dato inicial Fino. Caso: (m, a) = (1, 0,80)

.

. .

. .Figura 9.7: Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Fino (�gura 9.3): Se integra desde

U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior H+

(U = 0 ≡ r+), tal como se analizó en los capítulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en θ. Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.3.5. Evolución dato inicial Fino. Caso: (m, a) = (1, 0,98)

.

. .

. .Figura 9.8: Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Fino (�gura 9.3): Se integra desde

U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior H+

(U = 0 ≡ r+), tal como se analizó en los capítulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en θ. Parámetros de espaciotiempo a = 0,98, m = 1.
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9.3.6. Evolución dato inicial Armónico. Caso: (m, a) = (1, 0,80)

.

. .

. .Figura 9.9: Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Armónico (�gura 9.4): Se integra

desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior

H+ (U = 0 ≡ r+), tal como se analizó en los capítulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en θ. Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.3.7. Evolución dato inicial Armónico. Caso: (m, a) = (1, 0,98)

.

. .

. .Figura 9.10: Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Armónico (�gura 9.4): Se integra

desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior

H+ (U = 0 ≡ r+), tal como se analizó en los capítulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en θ. Parámetros de espaciotiempo a = 0,98, m = 1.
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9.3.8. Test de precisión numérica

El esquema numérico utilizado tiene precisión de segundo orden. Para veri�car el orden
de precisión, se realizó un test, calculando diferencias entre las soluciones obtenidas con
diferentes espaciamientos de grilla hUV ,

hUV
2

y hUV
4

Qtest(U, V ) =

∫ π
0

[
Φ(U, V, θ, hUV , hθ)− Φ(U, V, θ, hUV

2
, hθ)

]2
dθ∫ π

0

[
Φ(U, V, θ, hUV

2
, hθ)− Φ(U, V, θ, hUV

4
, hθ)

]2
dθ
≈ 2p, (9.67)

donde p es el orden de precisión; y la solución tiene error numérico global (hUV )p.
Se realizó el test para todos los casos expuestos en �guras 9.5, 9.6, 9.7, 9.8, 9.9 y 9.10.

En todos los casos, el resultado obtenido es Qtest(U, V ) ≈ 4, lo cual indica que el esquema
numérico y código implementado, tiene precisión de segundo orden, es decir que la solución
numérica tiene error global O (h2), que coincide con el valor esperado según el diseño del
esquema numérico (9.12). Los tests de precisión para cada caso, se muestran en �gura 9.11
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(a) Dato inicial Ancho, ver �gura 9.2
.

(b) Dato inicial Ancho, ver �gura 9.2

.
(c) Dato inicial Fino, ver �gura 9.3

.
(d) Dato inicial Fino, ver �gura 9.3

.
(e) Dato inicial Armónico, ver �gura 9.4

.
(f) Dato inicial Armónico, ver �gura 9.4

Figura 9.11: Test de precisión numérica. Se calcula Qtest(U, V ) para los seis casos expuestos

en �guras 9.5, 9.6, 9.7, 9.8, 9.9 y 9.10. El resultado obtenido es Qtest(U, V ) ≈ 4, lo cual indica que

el código y esquema numérico utilizado tiene precisión de segundo orden, es decir que la solución

numérica tiene error global Eglobal ≈ O
[
h2
]
..
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9.4. Enfoque alternativo Φ(U, V, θ = cte)

En esta sección, a manera de enfoque alternativo, daremos una nueva representación de
los resultados numéricos. En las �guras anteriores 9.5, 9.6, 9.7, 9.8, 9.9 y 9.10, se muestran
las evoluciones numéricas para diferentes datos iniciales, y parámetros del espaciotiempo.
En cada una de ellas, se gra�ca Φ (U = cte, V, θ).

En este enfoque alternativo, se gra�ca Φ (U, V, θ = cte). Es decir, para un angulo parti-
cular, podremos observar la evolución en U, V . Tales grá�cos, se observan en las �guras 9.12,
9.13, 9.14, 9.15, 9.16 y 9.16.
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9.4.1. Enfoque Alternativo, dato inicial Ancho. Caso: (m, a) = (1, 0,80)

.

. .

. .Figura 9.12: Enfoque Alternativo. Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Ancho

(�gura 9.2): Se integra desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-

vesar el horizonte exterior H+ (U = 0 ≡ r+), estudiado en los capítulos anteriores. Cada grá�co

corresponde a un angulo θ �jo, con (180 ≡ π). Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.2. Enfoque Alternativo, dato inicial Ancho. Caso: (m, a) = (1, 0,98)

.

. .

. .Figura 9.13: Enfoque Alternativo. Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Ancho

(�gura 9.2): Se integra desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-

vesar el horizonte exterior H+ (U = 0 ≡ r+), estudiado en los capítulos anteriores. Cada grá�co

corresponde a un angulo θ �jo, con (180 ≡ π). Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.3. Enfoque Alternativo, dato inicial Fino. Caso: (m, a) = (1, 0,80)

.

. .

. .Figura 9.14: Enfoque Alternativo. Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Fino

(�gura 9.3): Se integra desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-

vesar el horizonte exterior H+ (U = 0 ≡ r+), estudiado en los capítulos anteriores. Cada grá�co

corresponde a un angulo θ �jo, con (180 ≡ π). Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.4. Enfoque Alternativo, dato inicial Fino. Caso: (m, a) = (1, 0,98)

.

. .

. .Figura 9.15: Enfoque Alternativo. Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Fino

(�gura 9.3): Se integra desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-

vesar el horizonte exterior H+ (U = 0 ≡ r+), estudiado en los capítulos anteriores. Cada grá�co

corresponde a un angulo θ �jo, con (180 ≡ π). Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.5. Enfoque Alternativo, dato Armónico. Caso: (m, a) = (1, 0,80)

.

. .

. .Figura 9.16: Enfoque Alternativo. Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Armó-

nico (�gura 9.4): Se integra desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al

atravesar el horizonte exterior H+ (U = 0 ≡ r+), estudiado en los capítulos anteriores. Cada grá�co

corresponde a un angulo θ �jo, con (180 ≡ π). Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.6. Enfoque Alternativo, dato Armónico. Caso: (m, a) = (1, 0,98)

.

. .

. .Figura 9.17: Enfoque Alternativo. Evolución numérica de (9.34), con dato inicial Armó-

nico (�gura 9.4): Se integra desde U = −1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al

atravesar el horizonte exterior H+ (U = 0 ≡ r+), estudiado en los capítulos anteriores. Cada grá�co

corresponde a un angulo θ �jo, con (180 ≡ π). Parámetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.5. Observaciones sobre resultados obtenidos

En el espaciotiempo de Kerr, es la primera vez que se usó un sistema coordenado do-
blemente nulo (descomposición nula-nula 2+2), para resolver la ecuación de campo escalar
sin masa. Los resultados obtenidos evidencian la importancia del sistema coordenado centro
de masa, que es bien comportado en todo el espaciotiempo incluido el eje de simetría, a
diferencia de los antecedentes previos de la literatura Pretorius and Israel [1998] y Hayward
[2004]. El desarrollo del esquema y código numérico correspondiente, muestran claramente la
viabilidad de resolver este tipo de ecuaciones con dependencia angular no trivial, a precisión
de segundo orden en espaciamiento de grilla, es decir con error global del orden O [h2].

Entre las ventajas de la descomposición nula-nula 2+2, encontramos que permiten hacer
una interpretación causal directa; lo cual al evolucionar hacia el interior del horizonte H+,
resulta provechoso. Por otro lado, se reduce notablemente la complejidad de las ecuaciones
diferenciales. De derivadas segundas en tiempo y espacio (en la descomposición espacial-
temporal 3+1), se pasan a derivadas primeras respecto a cada una de las coordenadas nulas.

Respecto a los resultados numéricos obtenidos, podemos mencionar uno de los aspectos
más notables. Se observa un crecimiento de la amplitud del campo en los polos; principal-
mente en el interior del horizonte H+ (U = 0 ≡ r = r+). Lo cual se aprecia con mayor
claridad en los grá�cos de enfoque alternativo, �guras 9.12, 9.13, 9.14, 9.15, 9.16 y 9.16.

Este fenómeno, se debe en parte al término con derivadas puramente angulares en θ,
tipo Laplaciano (presentes en Schwarzschild y Kerr), que en algún sentido difunden el dato
inicial hacia los polos, promoviendo pequeño aumento. Pero también se debe a términos
con dependencia angular que solamente están presentes en Kerr, como el factor (9.50) que
acompaña a las derivadas primeras en U, V , y las cruzadas entre U, V, θ con sus correspon-
dientes factores. Son justamente estos términos (solo presentes en Kerr), los que producen
una mayor ampli�cación en los polos.

Además de los resultados detallados en este capítulo, también se hicieron evoluciones
numéricas con otros datos iniciales. Un caso interesante de mencionar, es el de una campana
en V , sin dependencia angular

Φ(V ) = e
− 1

2

[
(V−V0)
σV

]2
. (9.68)

Incluso en tal caso, notablemente se observó un mayor crecimiento de la amplitud en los
polos. Para contrastar, también se hicieron evoluciones numéricas en el espaciotiempo de
Schwarzschild (simetría esférica), con el mismo dato inicial (9.68), sin dependencia angular.
Aunque los resultados no son comparables, debido a que son espaciotiempos diferentes, en
el caso de Schwarzschild no hubo crecimiento en los polos.

Por lo tanto, el aumento de amplitud en los polos, observado en los resultados numéricos,
indican lo que podría ser un rasgo distintivo de la evolución del campo escalar sin masa en
el espaciotiempo Kerr; especialmente en la región interior.
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Comentarios �nales

10.1. Contribuciones de tesis

• Se logró de�nir un sistema coordenado doblemente nulo llamado centro de masa, que
es bien comportado en todo el espaciotiempo de Kerr. El mismo, está dado en términos
de una función K(r, θ), que satisface una ecuación diferencial no lineal (4.8) (en coor-
denadas Boyer-Lindquist). Lo notable es que tal función K(r, θ), es bien comportada
en todo el espaciotiempo, tanto en el exterior del horizonte de eventos, como también al
interior, e incluso llega a la singularidad con derivada cero según (4.16). Al igual como
sucede en los espaciotiempos con simetría esférica, las funciones nulas u, v divergen en
los horizontes nulo futuro y pasado; por lo que también se de�ne una versión extendida
tipo "Kruskal", que es bien comportada en los horizontes. A su vez, también se de�nió
una nueva coordenada angular ϕ bien comportada en los horizontes, en reemplazo de
la coordenadas angular φ de Boyer-Lindquist. Se obtuvo así, un sistema doblemente
nulo que mapea todo el espaciotiempo de Kerr sin problema alguno.

Asociado a tal de�nición, existe un conjunto de super�cies 2D espaciales, que resultan
de la intersección u = cte y v = cte. En Schwarzschild tales super�cies se corresponden
a esferas, con curvatura Gaussiana constante. Sin embargo, en el caso de Kerr tales
super�cies corresponden a esferoides dados por r(θ) en coordenadas Boyer-Linquist,
cuya curvatura Gaussiana no es constante. En regiones lejanas al horizonte de eventos,
tal curvatura es cercana a una constante. Pero en proximidades al horizonte exterior,
e incluso en la región interior, la curvatura tiene mayores variaciones; develando la
manera intrínseca en que estas super�cies se aproximan y envuelven la singularidad, tal
como se observa en �gura 5.2. Es notable cómo en las proximidades de la singularidad
de anillo, a partir de los valores de la curvatura Gaussiana, se aprecia que la geometría
intrínseca de las super�cies es análoga a la de un toroide modi�cado embebido en R3,
de manera tal que en su centro haya un disco con curvatura cero, unido al toroide, tal
que para ángulos cercanos al ecuador, la curvatura tendrá valores negativos y luego
positivos en el ecuador (θ = π

2
).

• Se desarrolló e implementó un esquema y código numérico que permite evolucionar la
ecuación de onda de un campo escalar sin masa, en la descomposición nula-nula 2 + 2.
Los resultados muestran un comportamiento suave al atravesar el horizonte, y la posi-
bilidad de estudiar numéricamente la estabilidad en el interior del mismo. Si tenemos
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en cuenta que el caso del campo escalar (fuente de perturbación con espín 0), es una de
las posibles perturbaciones lineales de Kerr, descriptas por la ecuación de Teukolsky
Teukolsky [1972]. Es inmediato inferir que los desarrollos anteriores podrán extenderse
al estudio de perturbaciones lineales con fuentes de espín 1 (campo electromagnético)
y espín 2 (ondas gravitacionales). Constituyendo un nuevo enfoque para abordar tales
estudios.

10.2. Perspectivas futuras

10.2.1. Extensión tipo Vaidya en Kerr

• La construcción de las coordenadas centro de masa, permite trasladar al caso de agu-
jeros negros con momento angular, la metodología usada por Vaidya para el caso de
Schwarzschild; por lo que planeamos generalizar los espaciotiempos de Kerr a aquellos
en los que la masa cambia como función de las coordenadas nulas que hemos cons-
truido. Como antecedente de tal extensión, se destaca Boehmer and Hogan [2017], en
el cual se utiliza un sistema coordenado nulo mal comportado, por lo cual su utilidad
queda restringida a futuras aplicaciones.

10.2.2. Estudios de estabilidad en Kerr

• El estudio de estabilidad de soluciones de las ecuaciones de Einstein es extremadamente
complejo, debido, en parte, a la no-linealidad de las ecuaciones. Genéricamente, el
primer paso es estudiar la estabilidad lineal de un espaciotiempo, de manera que uno se
deshace de las no-linealidades, pero aún así el problema continúa siendo notablemente
difícil. Una simpli�cación adicional es considerar la estabilidad lineal modal; de hecho,
la mayoría de los trabajos en la literatura se concentra en esta noción de estabilidad,
que es muy débil en relación al problema original. La estabilidad lineal no-modal de
Schwarzschild fue probada sólo recientemente en Dotti [2014] (y extendida al caso con
constante cosmológica en Dafermos et al. [2019]). Sin embargo, la del agujero negro
rotante de Kerr constituye uno de los grandes problemas abiertos hoy en día (siendo
el paso previo al problema no-lineal).

Los desarrollos logrados en esta tesis, permitirán abordar el problema con un enfoque
novedoso. Las coordenadas doblemente nulas bien comportadas, junto al desarrollo e
implementación del código numérico; permiten evolucionar las ecuaciones de pertur-
bación, con dato inicial fuera del agujero negro, evolucionar hacia el interior, atravesar
el horizonte de eventos, y estudiar qué sucede con la perturbación en el interior del
agujero negro. Tal región, es la más complicada técnicamente dentro del estudio per-
turbaciones lineales; y es ineludible si se quiere abordar el problema de dar dato fuera
de ella, para luego estudiar su evolución hacia el interior. Como hemos visto, el proble-
ma se simpli�ca en una descomposición nula-nula 2 + 2, y abordarlo desde tal enfoque,
hasta el momento no tiene antecedentes en la literatura.

Respecto al estudio de la estabilidad lineal de Kerr en la región exterior, y en particular
al caso con fuente de campo escalar (espín 0), se destacan el estudio numérico Tiglio
et al. [2008] y la prueba analítica Dafermos et al. [2014]. Sin embargo, los avances del
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estudio en el interior, se han visto truncados por di�cultades técnicas. Entre los avances
recientes se destaca Dafermos and Luk [2017], pero como se mencionó anteriormente,
en tal trabajo el dato inicial se da directamente en el interior; debido a la di�cultad
para darlo en el exterior y evolucionar hacia el interior.

Con las herramientas desarrolladas se podrán estudiar, además de problemas tradicio-
nales como los 'tails' en la métrica de Kerr, otros problemas más intrincados como los
asociados a la estabilidad del horizonte de Cauchy. Éste es el tema de una discusión
abierta que todavía no ha sido resuelta con claridad. La idea preponderante sugerida
hace tiempo por R. Penrose, es que para una con�guración genérica de campos en el
exterior del horizonte de eventos, debido al efecto de que intervalos de tiempo in�nitos
en el exterior, corresponden a intervalos de tiempo �nitos en el interior del agujero ne-
gro; en las cercanías del horizonte de Cauchy uno detectaría gran cantidad de energía
de campos que en el exterior inofensivamente decaen a cero hacia el in�nito futuro. Sin
embargo, esto es muy complicado de calcular, si no se tiene el sistema de coordenadas
que hemos construido. Es así que esperamos realizar importantes contribuciones en
este área.

10.2.3. Estudios de Superradiancia en Kerr

• El primer antecedente teórico de extracción de energía-momento al agujero negro ro-
tante de Kerr es propuesto por Penrose and Floyd [1971], mostrando que un proceso
de scattering en la ergoesfera puede generar partículas de alta energía, escapando de
la ergoregión a grandes distancias. Luego, en Teukolsky and Press [1974] estudiaron
un proceso similar, llamado superradiancia, para su análogo gravitacional y electro-
magnético. En donde se resolvieron las ecuaciones de Teukolsky Teukolsky [1972] con
fuentes de espín 1 y 2.

Recientemente hay estudios más complejos, entre los que se destaca East and Pretorius
[2017]. En el mismo se estudia la superradiancia en Kerr acoplado a un campo vectorial.
Y se resuelven las ecuaciones de Einstein (no-lineales), usando descomposición espacial-
temporal 3 +1. El acoplamiento con campo, introduce rasgos no-lineales, mientras que
mantiene tratable la complejidad del problema.

Se espera que con las herramientas desarrolladas, en un futuro cercano se puedan
hacer este tipo de estudios en la descomposición 2 + 2, facilitando el tratamiento en
las cercanías del horizonte de eventos, que en este fenómeno particular resulta de gran
importancia.
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Apéndice A

Ecuación de campo escalar y
transformación de coordenadas

El cambio de coordenadas será desde {t, r, θ, φ} a
{
du, dv, θ̃, ϕ

}
. Las coordenadas inicia-

les, pueden escribirse en términos de las nuevas como

dt =
dv + du

2
, (5.4)

dr =
∆√
R

[
(dv − du)

2
−
(
±|h
√

Θ
)
dθ

]
, (4.73)

dθ = dθ̃, (4.86)

dφ = dϕ±io
a

∆
dr. (6.11)

Será útil tener expresiones de las nuevas coordenadas en términos de las iniciales

du = dt−
√
R

∆
dr −

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.68)

dv = dt+

√
R

∆
dr +

(
±|h
√

Θ
)
dθ, (4.69)

dθ̃ = dθ, (4.86)

dϕ = dφ−±io
a

∆
dr. (6.11)

Comenzamos con el primer cambio de coordenadas φ→ ϕ. Tenemos

∂

∂φ
=
∂u

∂φ

∂

∂u
+
∂v

∂φ

∂

∂v
+
∂θ̃

∂φ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂φ

∂

∂ϕ
= 0 + 0 + 0 +

∂ϕ

∂φ

∂

∂ϕ
=

∂

∂ϕ
; (A.1)

y

∂2

∂φ2
=
∂
(

∂
∂ϕ

)
∂ϕ

=
∂2

∂ϕ2
. (A.2)
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Luego reemplazamos (A.1) y (A.2) en (8.62), para obtener

(∇a∇aΦ) Σ =

[
(r2 + a2)

2

∆
− a2 sin(θ)2

]
∂2Φ

∂t2
+

4amr

∆

∂

∂t

(
∂Φ

∂ϕ

)
+

[
a2

∆
− 1

sin(θ)2

](
∂2Φ

∂ϕ2

)
− ∂

∂r

(
∆
∂Φ

∂r

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(A.3)

El siguiente cambio de coordenadas será t→ (u, v). A partir de (4.68) y (4.69), tenemos

∂

∂t
=
∂u

∂t

∂

∂u
+
∂v

∂t

∂

∂v
+
∂θ̃

∂t

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂t

∂

∂ϕ
=

∂

∂u
+

∂

∂v
, (A.4)

y luego

∂2Φ

∂t2
=
∂
[(

∂
∂u

+ ∂
∂v

)]
∂t

=
∂
[(

∂
∂u

+ ∂
∂v

)]
∂u

+
∂
[(

∂
∂u

+ ∂
∂v

)]
∂v

=

(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

)
+ 2

∂2

∂u∂v
. (A.5)

Si reemplazamos (A.4) y (A.5) en (A.3), obtenemos

(∇a∇aΦ) Σ =

[
(r2 + a2)

2

∆
− a2 sin(θ)2

](
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
+

4amr

∆

(
∂2Φ

∂u∂ϕ
+

∂2Φ

∂v∂ϕ

)
+

[
a

∆
− 1

sin(θ)2

](
∂2Φ

∂ϕ2

)
− ∂

∂r

(
∆
∂Φ

∂r

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(A.6)

El siguiente cambio de coordenada será r → (u, v, ϕ). A partir de (6.11), (4.68) y (4.69),
obtenemos

∂

∂r
=
∂u

∂r

∂

∂u
+
∂v

∂r

∂

∂v
+
∂θ̃

∂r

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂r

∂

∂ϕ
=
∂u

∂r

∂

∂u
+
∂v

∂r

∂

∂v
+ 0 +

∂ϕ

∂r

∂

∂ϕ

=

(
−
√
R

∆

)
∂

∂u
+

(√
R

∆

)
∂

∂v
+
(
−±io

a

∆

) ∂

∂ϕ
,

(A.7)

al reorganizar los términos, obtenemos

∂

∂r
=

√
R

∆

[(
∂

∂v
− ∂

∂u

)]
−±io

a

∆

∂

∂ϕ
. (A.8)

Para calcular la segunda derivada, será útil derivar las funciones que dependen explícitamente
de r. Es decir

∂2

∂r2
=


(√
R

∆

)
∂r

( ∂

∂v
− ∂

∂u

)
+
R
∆

(
∂2Φ

∂v2
+
∂2Φ

∂u2
− 2

∂2Φ

∂v∂u

)
−±io

a
√
R

∆2

(
∂2

∂v∂ϕ
− ∂

∂u∂ϕ

)

−±io

(
∂
(
a
∆

)
∂r

)(
∂

∂ϕ

)
−±io

a
√
R

∆2

(
∂2

∂v∂ϕ
− ∂

∂u∂ϕ

)
+
a2

∆2

∂2

∂ϕ2
.

(A.9)
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Si reorganizamos términos en (A.9), podemos expresarla como

∂2

∂r2
=

[(
∂

∂v
− ∂

∂u

)](
∂rR

2
√
R∆
−
√
R

∆2
∂r∆

)
+

(
R
∆2

){(
∂2

∂v2
+

∂2

∂u2
− 2

∂2Φ

∂v∂u

)}

±io
a∂r∆

∆2

∂

∂ϕ
−±io

2 a
√
R

∆2

(
∂2

∂v∂ϕ
− ∂

∂u∂ϕ

)
+
a2

∆2

∂2

∂ϕ2
;

(A.10)
El siguiente paso es reemplazar (A.8) y (A.10) en (A.6). Primero expandimos el penúltimo
término de (A.6)

(∇a∇aΦ) Σ =

[
(r2 + a2)

2

∆
− a2 sin(θ)2

](
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
+

4amr

∆

(
∂2Φ

∂u∂ϕ
+

∂2Φ

∂v∂ϕ

)
+

[
a

∆
− 1

sin(θ)2

](
∂2Φ

∂ϕ2

)
−∆

∂2Φ

∂r2
− ∂Φ

∂r
∂r∆−

1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(A.11)

y luego reemplazamos (A.8) en (A.11)

(∇a∇aΦ) Σ =

[
(r2 + a2)

2

∆
− a2 sin(θ)2

](
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
+

4amr

∆

(
∂2Φ

∂u∂ϕ
+

∂2Φ

∂v∂ϕ

)

+

[
a

∆
− 1

sin(θ)2

](
∂2Φ

∂ϕ2

)
−∆

∂2Φ

∂r2
−

{√
R

∆

[(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)]
−±io

a

∆

∂Φ

∂ϕ

}
∂r∆

− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(A.12)

luego reemplazamos (A.10) en el cuarto término de (A.12)

(∇a∇aΦ) Σ =

[
(r2 + a2)

2

∆
− a2 sin(θ)2

](
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
+

4amr

∆

(
∂2Φ

∂u∂ϕ
+

∂2Φ

∂v∂ϕ

)

+

[
a2

∆
− 1

sin(θ)2

](
∂2Φ

∂ϕ2

)
−
(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)(
∂rR
2
√
R
−
√
R

∆
∂r∆

)

− R
∆

{(
∂2Φ

∂v2
+
∂2Φ

∂u2
− 2

∂2Φ

∂v∂u

)}

−±io
a∂r∆

∆

∂Φ

∂ϕ
±io

2a
√
R

∆

(
∂2Φ

∂v∂ϕ
− ∂Φ

∂u∂ϕ

)
− a2

∆

∂2Φ

∂ϕ2

−

{√
R

∆

[(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)]
−±io

a

∆

∂Φ

∂ϕ

}
∂r∆−

1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(A.13)
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y reagrupamos términos

(∇a∇aΦ) Σ =

[
(r2 + a2)

2

∆
− a2 sin(θ)2

](
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
+

4amr

∆

(
∂2Φ

∂u∂ϕ
+

∂2Φ

∂v∂ϕ

)

−
(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)(
∂rR
2
√
R

)
− R

∆

{(
∂2Φ

∂v2
+
∂2Φ

∂u2
− 2

∂2Φ

∂v∂u

)}

±io
2a
√
R

∆

(
∂2Φ

∂v∂ϕ
− ∂Φ

∂u∂ϕ

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
− 1

sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
= 0,

(A.14)

(∇a∇aΦ) Σ =

[
R
∆

+ Θ

](
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
+

4amr

∆

(
∂2Φ

∂u∂ϕ
+

∂2Φ

∂v∂ϕ

)
−
(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)(
∂rR
2
√
R

)
− R

∆

{(
∂2Φ

∂v2
+
∂2Φ

∂u2
− 2

∂2Φ

∂v∂u

)}

±io
2a
√
R

∆

(
∂2Φ

∂v∂ϕ
− ∂Φ

∂u∂ϕ

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
− 1

sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
= 0,

(A.15)

(∇a∇aΦ) Σ = [Θ]

(
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
+ 4
R
∆

∂2Φ

∂v∂u
+

4amr

∆

(
∂2Φ

∂u∂ϕ
+

∂2Φ

∂v∂ϕ

)
−
(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)(
∂rR
2
√
R

)
±io

2a
√
R

∆

(
∂2Φ

∂v∂ϕ
− ∂Φ

∂u∂ϕ

)
− 1

sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(A.16)

(∇a∇aΦ) Σ = ( Θ )

(
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
−
(
∂Φ

∂v
− ∂Φ

∂u

)(
∂rR
2
√
R

)
+ 4

(
R
∆

)
∂2Φ

∂v∂u

+
2a

∆

(
2mr ±io

√
R
)( ∂2Φ

∂v∂ϕ

)
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2a

∆

(
2mr −±io

√
R
)( ∂2Φ

∂u∂ϕ

)
− 1

sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
− 1

sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
= 0,

(A.17)

El último cambio coordenado que resta hacer es θ → θ̃

∂

∂θ
=
∂u

∂θ

∂

∂u
+
∂v

∂θ

∂

∂v
+
∂θ̃

∂θ

∂

∂θ̃
+
∂ϕ

∂θ

∂

∂ϕ
=
(
−± |h

√
Θ
) ∂

∂u
+
(
±|h
√

Θ
) ∂

∂v
+

∂

∂θ̃
+ 0,

(A.18)

reorganizamos términos y obtenemos

∂

∂θ
= ±|h

√
Θ

(
∂

∂v
− ∂

∂u

)
+

∂

∂θ̃
. (A.19)
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Luego, la segunda derivada está dada por

∂2

∂θ2
=

(
∂

∂v
− ∂

∂u

) ∂
(
±|h
√

Θ
)

∂θ
+±|h

√
Θ
∂
(
∂
∂v
− ∂

∂u

)
∂θ

+
∂
(
∂
∂θ̃

)
∂θ

, (A.20)

es decir

∂2

∂θ2
= ±|h

(
∂

∂v
− ∂

∂u

)
∂θ
√

Θ + Θ

(
∂2

∂v2
+

∂2

∂u2
− 2

∂2

∂v∂u

)
±|h 2

√
Θ

(
∂2

∂v∂θ̃
− ∂2

∂u∂θ̃

)
+

∂2

∂θ̃2
,

(A.21)
Si expandimos el último término de (A.17), tenemos

(∇a∇aΦ) Σ = ( Θ )

(
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v

)
−
(
∂Φ

∂v
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∂u

)(
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2
√
R

)
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(
R
∆

)
∂2Φ

∂v∂u

+
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∆

(
2mr ±io

√
R
)( ∂2Φ

∂v∂ϕ

)
+
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∆
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√
R
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∂u∂ϕ

)
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sin(θ)2

(
∂2Φ

∂ϕ2

)
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sin(θ)

∂Φ

∂θ
− ∂2Φ

∂θ2
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(A.22)

y luego reemplazamos (A.19) y (A.21) en (A.22), para obtener

(∇a∇aΦ) Σ = ( Θ )

(
∂2Φ

∂u2
+
∂2Φ

∂v2
+ 2

∂2Φ

∂u∂v
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−
(
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√
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)
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(
R
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)
∂2Φ
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+
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∆

(
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√
R
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)
+
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∆
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√
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(
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∂ϕ2
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[
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√

Θ

(
∂

∂v
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∂u

)
+

∂

∂θ̃
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∂
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√
Θ

(
∂2
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]
= 0,

(A.23)

reagrupamos términos

(∇a∇aΦ) Σ = 4 ( Θ )

(
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∂u∂v

)
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(A.24)
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y obtenemos

(∇a∇aΦ) Σ = 4
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(A.25)

Para simpli�car notación, en (A.25) se toma θ̃ = θ, y �nalmente tenemos
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(8.64)
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