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Resumen

Para estudiar la naturaleza de los agujeros negros, resulta de gran importancia conocer
las trayectorias, caminos o curvas que sigue la luz bajo la geometria del espaciotiempo. En
particular si se construyen coordenadas adaptadas a tales direcciones, es posible estudiar
la geometria del espaciotiempo de forma completa. Tanto en el horizonte de eventos, como
fuera y dentro de la region que delimita el mismo.

Una de las contribuciones de esta tesis, es presentar por primera vez un sistema de
coordenadas doblemente nulas completo y bien comportado en todo el espaciotiempo de
Kerr, incluso en el eje de simetria. El método para construir la definicién es original, esta
basado en las secciones centro de masa en el infinito nulo futuro; e involucra la solucion
de una ecuacion diferencial no lineal, que se resuelve numéricamente a cualquier orden de
precision deseado. A tales coordenadas las llamamos u (salientes) y v (entrantes), y estan
naturalmente adaptadas a los horizontes y al infinito nulo futuro. En tal construccién, como
interseccién de ambas coordenadas nulas, se obtiene una familia de superficies esferoidales
rs, que serian la extension natural de la coordenada tortuga de Schwarzschild r,, al caso de
Kerr. Las superficies 5 son axialmente simétricas, pero dependen de (7, 0) en las coordenadas
de Boyer-Lindquist. Tales superficies, también pueden caracterizarse geométricamente por
medio de la curvatura intrinseca y extrinseca, haciendo uso del formalismo GHP. Lejos del
horizonte, los valores de la curvatura intrinseca o Gaussiana son cercanos a una constante,
por lo que cada superficie r,; tiene una geometria intrinseca cercana a una esfera con curvatura
Gaussiana constante, resultando ser una superficie muy suave.

Otro estudio importante, que se presenta en la tesis es el abordaje y resolucion del pro-
blema caracteristico de un sistema hiperbolico, haciendo uso de un sistema de coordenadas
doblemente nulo, en una geometria sin simetria esférica. Esto significa un aporte novedoso,
dado que los trabajos anteriores sobre este tema se han desarrollado con la suposicion de si-
metria esférica y en muchos de los casos por separacion de variables, lo que torna al problema
unidimensional. Aqui presentamos la metodologia para atacar la resolucion de la ecuacion de
onda para un campo escalar sin masa, con dato caracteristico en el espaciotiempo de Kerr.
En la literatura se trabajo ampliamente, sin embargo todos los trabajos fueron limitados a
estudios lejos del horizonte de eventos. Y s6lo para el caso de Schwarzschild se pudo atravesar
el horizonte de eventos utilizando un esquema caracteristico, con ambas coordenadas nulas
(salientes y entrantes), en simultaneo.

En esta tesis, se contribuye con el desarrollo de un esquema y c6digo numeérico caracte-
ristico para resolver la ecuaciéon de un campo escalar sin masa en el espaciotiempo de Kerr,
que hasta el momento no tiene antecedentes en la literatura. Con las nuevas coordenadas
nulas en Kerr, por primera vez se aborda este estudio, siguiendo un esquema caracteristico
general, y con dependencia angular no trivial. Entre otras cosas, se puede dar dato inicial
fuera del horizonte de eventos, y evolucionar numéricamente hasta atravesar y adentrarse en
las regiones delimitadas por ambos horizontes, incluido el eje de simetria.

Palabras claves: Agujeros negros, Espaciotiempo de Kerr, Geodésicas, Coordenadas do-
blemente nulas, Campo escalar sin masa.

Clasificaciéon conceptual: General Relativity, Gravitation, Classical Black Holes.






Abstract

To study black holes nature, it is of great importance to know trajectories, paths or curves
followed by light under spacetime geometry. If adapted coordinates to such directions are
constructed, it is possible to study the spacetime geometry completely. Outside and within
the region delimited by the event horizon.

One contribution of this tesis, is to present for the first time a complete and well behaved
null coordinate system all over Kerr spacetime, including on the axis of symmetry. The
method for constructing the definition is original, it is based on the center of mass sections
at future null infinity; and involves the solution of a nonlinear differential equation, which
is solved numerically to any desired precision order. We call such coordinates u (outgoing)
and v (ingoing), and they are naturally adapted to horizons and future null infinity. In such
construction, as an intersection of both null coordinates, a family of spheroidal surfaces r is
obtained, which would be the natural extension of the Schwarzschild turtle coordinate r,, to
Kerr’s case. The surfaces ry are axially symmetric, but depend on (r,0) in Boyer-Lindquist
coordinates. Such surfaces can also be characterized geometrically by means of intrinsic and
extrinsic curvature, making use of the GHP formalism. Away from the horizon, it’s intrinsic
or Gaussian curvature is close to a constant, so each surface r; has an intrinsic geometry
close to a sphere with constant Gaussian curvature, resulting in a very smooth surface.

Another important study presented in this thesis, is to address and solve the characte-
ristic problem of a hyperbolic system, making use of a double null coordinate system, over a
geometry without spherical symmetry. This means a novel contribution, given that previous
works on this topic have been developed with the assumption of spherical symmetry and in
many cases by separation of variables, which makes the problem one dimensional. Here we
present the methodology to attack and solve the wave equation for a massless scalar field,
with characteristic data in the Kerr spacetime. In literature, extensive work was done, howe-
ver was limited to studies far from the event horizon.And only for the case of Schwarzschild,
the event horizon could be crossed using a characteristic scheme, with both null coordinates
(outgoing and ingoing), simultaneously.

In this thesis, we contribute to the development of a numerical characteristic scheme and
code, to solve the equation of a massless scalar field in Kerr spacetime, which up to now
hasn’t any precedent in the literature. With these new null coordinates in Kerr, this study is
address for the first time, following a general characteristic scheme with non trivial angular
dependence. Among other things, it is possible to give initial data outside the event horizon,
and evolve numerically until crossing and entering in regions delimited by both horizons,
including the axis of symmetry.

Keywords: Black holes, Kerr spacetime, Geodesics, Double null coordinates, Massless scalar
field.

Conceptual classification: General Relativity, Gravitation, Classical Black Holes.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Solucién de Kerr y su relevancia

Una de las predicciones mas notables de la teoria de Relatividad General, postulada por
Albert Einstein (1915), es la existencia de agujeros negros. Estos son objetos compactos
que aparecen naturalmente en la teoria y que por definiciéon presentan una membrana nula
denominada horizonte de eventos, tal que si un observador la cruza, no puede luego escapar
hacia el infinito. Durante décadas, el estudio de agujeros negros fue puramente teorico,
basado en el estudio de las soluciones de vacio de las ecuaciones de Einstein.

Primero se conocieron las soluciones con simetria esférica, sin carga Schwarzschild y
con carga Reissner—Nordstrom, Schwarzschild| [1916], (Chandrasekhar| [1992]. Debido a su
simplicidad, se logr6 interpretar cabalmente la presencia del agujero negro. Han sido ttiles
las coordenadas nulas (Edington-Finkelstein)Wald| [1984]; las cuales estan relacionadas con
particulares congruencias de geodésicas nulas, que son los caminos o trayectorias que sigue
la luz en tal espaciotiempo.

También estas geometrias fueron importantes, porque la solucion de Schwarzschild pudo
interpretarse como el estado final de un colapso gravitatorio con simetria esférica, la cual es
una idealizacion extrema, pero permitio hacer los célculos (Oppenheimer and Snyder| [1939].
Se logro probar que se forma un horizonte de eventos, y dentro del mismo una singularidad.

Por otro lado, de las observaciones astronémicas, se conoce que genéricamente un proceso
de colapso incluird un momento angular final. Esto inspir6 la bisqueda de soluciones con tales
caracteristicas. El resultado méas notable es la solucion de Kerr Kerr| [1963], que precisamente
representa un agujero negro con momento angular. Luego esta solucion fue generalizada a
la situacion de un agujero negro con momento angular y carga eléctricaNewman| [1965]. A
diferencia del caso con simetria esférica, todavia no se conoce un modelo tedrico cerrado de
colapso gravitatorio cuyo estado final coincida con la solucion de Kerr; aunque si se entiende
que todo colapso que termine en una situacién de vacio exterior con momento angular,
tenderd asintoticamente al espaciotiempo de Kerr.

A partir de los teoremas de singularidad de Hawking-Penrose Wald| [1984] se sabe que
en algunas situaciones, un colapso gravitatorio conducira a una singularidad. La nocion de
horizonte de eventos, se construye cuando el espaciotiempo tiene dos regiones; en el sentido
que hay una region asintotica, a la cual no llegan las geodésicas nulas que provienen de una
region interior al horizonte. En la literatura es muy conocida la llamada conjetura de censura
cosmica, la cual postula que para cualquier colapso gravitatorio que forme una singularidad,
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Capitulo 1. Introduccion

también se formara un horizonte de eventos que rodea, cubre o censura la singularidad y no
permite que un observador en el infinito pueda detectarla.

Es importante senalar los requisitos minimos esperados cuando uno busca soluciones que
representen un colapso gravitatorio. Basicamente se pide que fuera de la distribucion de masa,
sea una solucion de vacio (esto es que el tensor de Ricci sea cero), que sea estacionaria, que
contenga un agujero negro y sea asintoticamente plana (es decir que al alejarnos, la geometria
del espaciotiempo tiende a la de Minkowski). Por los resultados de [Carter| [1971], [Robinson
[1975] todo indica que el espaciotiempo debe depender solamente de dos pardmetros como
la solucion de Kerr. Ademas se conoce que la métrica de Kerr es la tinica que representa
soluciones con agujeros negros, de vacio y estacionarias.

Luego, si este enfoque es vilido, y uno considera un escenario realista donde el colapso
gravitatorio llega a un estado final estacionario; se formara un agujero negro y el estado final
serd un agujero negro de Kerr. Es as{ como la validez de la conjetura de censura cosmica,
estd estrechamente relacionada con la estabilidad de la solucion de Kerr; y es uno de los
problemas abiertos mas importantes de la Relatividad General.

Si bien estos resultados teoricos senalan al agujero negro de Kerr, como principal candida-
to para el estado final de un agujero negro real, también existen observaciones experimentales
que lo hacen. En 2019 fue publicada la primera imagen de un agujero negro ubicado en el
centro de la Galaxia M87 [The EHT Collaboration| [2019], ver figura La apariencia de
la imagen, pudo ser modelada con un turbulento y caliente disco magnetizado orbitando un
agujero negro de Kerr.

Actualmente las observaciones de la existencia de agujeros negros, no sbélo provienen
de senales electromagnéticas, sino también a partir de un fenémeno de naturaleza diferente:
Ondas Gravitacionales. La colaboracion LIGO, en 2016 publico por primera vez los resultados
de su medicion |Abbott| [2016], producto de la colision de dos agujeros negros. Actualmente
LIGO, sigue publicando nuevos hallazgos de eventos, como resultado de la colision de objetos
masivos, principalmente agujeros negros. Notablemente, todas las descripciones que tenemos
sobre el resultado final de una colision de dos agujeros negros, es que se formara un nuevo
agujero negro final con momento angular.

Es asi como, a partir de esta dltima década en adelante, se cuentan con observaciones
que permitiran contrastar y conocer con mayor precision la verdadera naturaleza de estos
objetos. La solucion de Kerr resulta ser el modelo que mejor caracteriza las observaciones
de agujeros negros reales hasta el momento.

1.2. Coordenadas nulas y el espaciotiempo de Kerr

Como se senal6 anteriormente, resulta de gran importancia conocer las trayectorias o
caminos que sigue la luz bajo la geometria del espaciotiempo. En particular las geodésicas
nulas son una herramienta fundamental en nuestro trabajo.

En general, cuando se encuentra una solucion de las ecuaciones de Einstein-Hilbert, esta
se expresa en un sistema coordenado especifico. La primera solucion que se encontro fue la
de Schwarzschild, y servird para ejemplificar la importancia de las coordenadas nulas. Su
métrica, se puede describir por su elemento de linea

2 dr?
it = (1220 ) s i) (1)
: o
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Figura 1.1: Primera imagen de un Agujero Negro: Obtenida de las observaciones del centro
de la galaxia M87, mediante el uso del Event Horizon Telescope (arreglo de radio telescopios).
El agujero negro rota en direccion de las manecillas del reloj. La apariencia de la imagen,
pudo ser modelada con un turbulento y caliente disco magnetizado orbitando un agujero
negro de Kerr.
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y durante mucho tiempo no se comprendi6 el significado de la superficie (r = 2m), puesto
que la expresion de la métrica diverge cuando r toma ese valor.

Sin embargo, gracias a la simetria esférica, es sencillo encontrar las geodésicas nulas
(camino o trayectoria que sigue la luz), que sean radiales. A lo largo de tales trayectorias,
las coordenadas estan relacionadas por

t = £r, + constante, (1.2)

con .
=7 2min (5=~ 1), 1.3
re =71+ 2mln 5 (1.3)

A partir de tal relacion, se pueden definir dos coordenadas nulas (Eddington—Finkelstein)
Wald [1984], que se mantienen constante a lo largo de tales trayectorias

u=t-—r,, (1.4)
v =141 (1.5)

que cubren el exterior del espaciotiempo, sin llegar a los horizontes. Ein cambio, el siguiente
cambio de coordenadas permite extender la variedad a través de los horizontes

U —_= —e_ﬁ’

V =emm,

Luego si escribimos la métrica en esas coordenadas nulas, obtenemos
32M3e"2m
22 T qUdV — 2 d6? — r?sin®(6) de?, (1.8)

ds?® =

,

la cual no tiene problemas cuando r = 2m, y la interpretacion correcta es que tal superficie
define los horizontes de eventos de Schwarzschild.

La ventaja de utilizar las coordenadas nulas en Schwarzschild se extiende a innumerables
resultados y aplicaciones. Entre ellos podemos destacar el calculo de la radiacion de Hawking
Hawking| [1975], v los estudios de estabilidad de la solucion de Schwarzschild.

En general, las coordenadas nulas son una gran herramienta para estudiar la geometria
del espacio tiempo. Aunque puede resultar asombroso que hasta hoy, se desconocian tales
coordenadas globales para el caso de Kerr. Esto tal vez se debe, a que desde la publicacion de
la solucion de Kerr, se conocian ciertas direcciones nulas, llamadas congruencias principales
nulas; respecto a las cuales muchas de las ecuaciones que caracterizan la geometria del espacio
tiempo se simplifican.

Al estudiar el caso de Kerr en los libros de texto |Chandrasekhar| [1992], Poisson| [2004],
puede pasar inadvertido que las coordenadas u y v definidas alli, adaptadas a las congruencias
principales, no son coordenadas nulas. Esto se debe a que las direcciones principales tienen
"twist", lo cual impide definir una coordenada que se mantenga constante a lo largo de tales
direcciones.

En la literatura existen importantes intentos de definir coordenadas nulas en Kerr, entre
ellas se destacan Pretorius and Israel [1998],Bishop and Venter| [2006],Fletcher and Lun
[2003a] y Hayward [2004]. Pero en todos ellos, existe un mal comportamiento en los polos
(0 =0, ). Por lo tanto, en la literatura todavia no existe para Kerr, un sistema coordenado
nulo que cumpla con el requisito minimo de suavidad global que todo sistema coordenado
debe tener. En esta tesis, tal déficit es solucionado.
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1.3. Breve organizacion de la tesis

En el se presenta la métrica y detalles. Se discute porqué las congruencias
principales no son ttiles para definir coordenadas nulas en Kerr. En el [Capitulo 3] se es-
tudia en profundidad el método de Hamilton-Jacobi como método general para obtener las
geodésicas del espaciotiempo. Tal estudio, permite sentar las bases para la bisqueda de las
coordenadas nulas.

En el se presenta en detalle el método para construir la definicion del sistema
coordenado nulo en Kerr, haciendo uso del estudio de geodésicas. Se detalla tanto la deduc-
cion analitica, como asi también el esquema numeérico para resolver la ecuacion diferencial
no lineal que involucra la definicién. Se muestran las expresiones de las coordenadas nulas
u salientes y v entrantes junto con los graficos de resultados numéricos. En se
muestra que asociado al par de coordenadas nulas, existe una familia de superficies 2D, que
se obtiene como la interseccion de ambas coordenadas nulas (du = dv = 0). Tales superficies,
se corresponden a (ry = cte), donde r; pueden considerarse como la extension a Kerr, de las
coordenada tortuga r, de Schwarzschild . Se presenta una completa caracterizacion geomé-
trica en términos de la curvatura Gaussiana y extrinseca, haciendo uso del formalismo GHP,
Geroch et al| [1973]. En Minkowski (coordenadas esféricas) y Schwarzschild (coordenadas
estandares), tales superficies son esferas de (r = cte), de curvatura Gaussiana constante,
mientras que en Kerr (coordenadas Boyer-Lindquist), para r > r, son esferoides r(6), con
curvatura Gaussiana que depende de 6, no constante.

En el se define un par de coordenadas angulares axiales que son regulares
para cada horizonte respectivamente. Esto es debido a que la coordenada original de Boyer-
Lindquist ¢ tiene mal comportamiento en el horizonte futuro. Si se quiere resolver la ecuacion
de un campo escalar sin masa y atravesar el horizonte de eventos, resulta fundamental definir
una coordenada angular axial regular. Para ello, se hace un estudio analizando diversas posi-
bilidades. Finalmente se adopta una nueva definiciéon de coordenada angular, que permitira
lograr el cometido de atravesar el horizonte y minimizar la complejidad numérica.

En el se presenta la métrica de Kerr en las coordenadas doblemente nulas
(u,v) centro de masa, haciendo uso de la nueva coordenada angular. Se analiza en deta-
lle el comportamiento en el horizonte de eventos y se presenta el sistema de coordenadas
doblemente nulo (U, V) que permite extender las coordenadas a través de los horizontes.
Estas altimas son las que se usaran en el calculo numérico. En el [Capitulo §| se escribe la
ecuacion de campo escalar sin masa, para Minkowski y Schwarzschild, en diferentes sistemas
coordenados. Se reproducen y analizan resultados conocidos en la literatura, como paso pre-
vio al estudio en Kerr. Se escribe la ecuacion de campo escalar sin masa para Kerr, en las
coordenadas centro de masa, con nueva coordenada angular bien comportada ¢. Se estudia
en detalle el buen comportamiento obtenido en el horizonte.

En el se extienden técnicas empleadas en [Eilon and Ori [2016] y [Gundlach
et al.[[1994], y se plantea un esquema caracteristico general para resolver la ecuacion de un
campo escalar sin masa en Kerr, haciendo uso del sistema de coordenadas doblemente nulo.
Se desarrolla un c6digo numérico que permite, entre otras cosas dar dato inicial fuera del
horizonte de eventos, con dependencia angular no trivial y evolucionar numéricamente hasta
atravesarlo.

Finalmente en el revisamos los aportes de esta tesis, englobando los resul-
tados mas destacados.
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Espaciotiempo de Kerr

El espaciotiempo de Kerr se conoce desde 1963 |Kern [1963]. Si un objeto astronémico
(por ejemplo una estrella), tiene un colapso gravitatorio, en un escenario realista llegard a
un estado final estacionario; se formard un agujero negro y la comunidad entiende que el
estado final estard descripto por el espaciotiempo de Kerr.

2.1. Meétrica de Kerr

La geometria del espaciotiempo de Kerr, queda totalmente codificada en su métrica. La
cual puede expresarse en las coordenadas Boyer-Lindquist Boyer and Lindquist| [1967] como

5 2
ds? = dt? — Zdr® = Xd6” — (1 + a?) sin?(9) d” — (ﬂ> (dt — asin?(8) do)?

Y
2
_ (1 B QmT) i 4 4amr sin (e)dtdgb

by )Y
by 2a*mr 2.1)
- ZdTQ — %do* - (r2 +a® + < sin2(9)) sin?(0)dg¢?
B 2mrY\ ., = 4damrsin®(0) ., s T ., 2
= (1 — T) dt” + Tdtdgb — Zdr — Xdb* — 3 sin (0)do~;
donde [
¥ =12+ a? cos?(0), (2.2)
A =7r*+a* - 2mr, (2.3)
2

% _ (vﬂ Fa?+ 2“2”””’ sin2<e)) = %( (r*+a®)’ = Aa? sm2(e)). (2.4)

El pardmetro m denota la masa y el momento angular del agujero negro estd dado por
J =am.

En el articulo original de Boyer-Lindquist [Boyer and Lindquist| [1967], el término dtd¢
tenia el signo opuesto. Sin embargo, escogimos el signo para concordar con los libros de texto
Wald| [1984] y (Chandrasekhar| [1992].

!Notar que en el libro de Chandrasekhar (Chandrasekhar| [1992], 3 se llama p?
2Notar que en el libro de Chandrasekhar (Chandrasekhar| [1992], Y se llama Y2 .
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La condicion A = 0, tiene dos soluciones
re =m=+vm?—a?,. (2.5)

que determinan dos horizontes de eventos. Uno exterior y otro interior. A su vez, estos se
desdoblan. Por ejemplo, para le version exterior, se tiene el horizonte H* y el horizonte H ™,
donde, estando adentro de H™ no se puede llegar por trayectorias causales al infinito nulo
futuro.

La métrica inversa como se puede constatar en |(Chandrasekhar| [1992], est4 dada por

O\> T [(0\* damr (0 [0

(&) =) 55 () (&)
AN 1[N\ A—a’sin?() [0\
_E(E) _i(%> N YA sin?(6) (3_¢> ’

2.2. Congruencias principales nulas

(2.6)

En un espaciotiempo tipo D (en la clasificacion de Petrov), por el teorema de Goldberg-
Sachs (Goldberg and Sachs| [1962] existen dos congruencias nulas shear-free. Cuando se es-
criben las ecuaciones de Einstein en términos de tetradas, usar tales congruencias especiales
simplifican enormemente las expresiones. Es gracias a tal simplificaciéon algebraica, que fue
posible resolver la ecuacion de Einstein a mano, y encontrar la soluciéon de Kerr. Tales di-
recciones nulas, se llaman principales.

Por otro lado, en el caso de Schwarzchild, tenemos que las coordenadas nulas de Eddington-
Finkelstein estidn adaptadas a las direcciones principales.

A pesar de los antecedentes y ventajas de las direcciones principales, en esta seccién
mostraremos que en el caso de Kerr, no es posible definir coordenadas nulas adaptadas a las
mismas.

En coordenadas Boyer-Lindquist, la tetrada asociada a tales congruencias, en sus formas
contra-variante y co-variante pueden encontrarse en (Chandrasekhar| [1992], y estan dadas

por
. r+a® [9\° I\ a0\
=1 () () ca () 27)

Loa (0N A [0\ a [0\
=t (m) = (@) rm () 2
“ = ! tasin 9 ' 9 ' ! 9 '
" = 50 T ia cox(@)] o0 (5) + () s (55) | (29)
o = (dt), — % (dr), — asin®(0) (dg), (2.10)
A 1 A,
Ng = o5 (dt), + 5 (dr), — oy asin (0) (do), , (2.11)
M, — ! liasin() (df), — % (d6), —i(2 + a®)sin(6) ()] . (2.12)

V2 (r +iacos(6))

Sus propiedades geometrias rapidamente se pueden inferir si calculamos sus coeficientes
de espin en el formalismo GHP |Geroch et al.|[1973]. El primero a analizar es «, al anularse
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nos indica que las direcciones son geodésicas
k= 0. (2.13)

El siguiente es o, que también se anula y por ello se dice que las direcciones principales son
"shear-free" (caracteristica distintiva de estas congruencias)

o=0. (2.14)

Por dltimo, el coeficiente p revela que las direcciones principales no pueden utilizarse para
definir un sistema de coordenado nulo asociado. En este caso p es complejo, y por lo tanto
la congruencia tiene "twist"(no es ortogonal a hipersuperficies).

o (2.15)
ia cos(0) —r

El resto de los coeficientes, pueden consultarse en |Chandrasekhar| [1992].

Por lo que acabamos de ver, las direcciones principales de Kerr no poseen coordenadas
nulas asociadas.

En este punto, resulta de interés reproducir el desarrollo que se hace en (Chandrasekhar
[1992] y Poisson| [2004]. Para enfatizar que lo definido como @ y o, en realidad no son
coordenadas nulas, salvo que se considere (¢ = 0). Podemos comenzar siguiendo [Poisson
[2004], en donde se considera

2 2

di = dt — %dr, (2.16)
2 2

do = dt + % ar, (2.17)

Si comparamos (2.10) con (2.16)), podremos notar que tnicamente cuando (0 = 0), tenemos

l, = d. (2.18)

En el caso mas general, con 6 # 0,
lo # du, (2.19)

por lo que la coordenada @ definida en los libros de texto, si bien estan inspiradas en las
direcciones principales, no son nulas, es decir no contienen dichas direcciones. Esto estéa
relacionado con que las direcciones principales tienen "twist."

Si se calcula la norma ¢(da, du), se obtiene

a?sin*(0)

9l i) = o o os(@)

(2.20)

Notar que solamente cuando (6 = 0), o cuando (f = 7), du y dv son tangentes a hipersuper-
ficies nulas.
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(zeodésicas

Para construir la definicion de coordenadas nulas, es importante conocer las ecuaciones
generales de geodésicas para cada espaciotiempo.

El método de Hamilton-Jacobi permitio expresarlas por primera vez como un sistema de
primer orden para el caso de Kerr, que al no tener simetria esférica demandé cdalculos mds
complejos |Carter| [1968]. Dominar por completo el método, permite comprender en profundi-
dad todos aquellos resultados relacionados a las geodésicas de un determinado espaciotiempo.

Poco tiempo después, Walker y Penrose |Walker and Penrose [1970] probaron que las
soluciones de vacio de tipo D admiten integrales cuadrdticas de las geodésicas nulas. En
particular para el caso de Kerr, que admite un Killing tensor; junto a las otras simetrias,
provee de un método para la integracion de las geodésicas como un sistema en derivadas
primeras; dando otro enfoque a los resultados de Carter.

3.1. Método de Hamilton-Jacobi

Fue |Carter| [1968] el primero en hallar las ecuaciones de geodésicas en Kerr como sistema
de primer orden usando el método de Hamilton-Jacobi, que describiremos en detalle a lo largo
de este capitulo. Carter demostré explicitamente que la ecuacién de Hamilton-Jacobi es de
variables separables, y dedujo la existencia de una constante de movimiento extra (Kcarter),
obteniendo un total de cuatro cantidades conservadas. Gracias a las cuales se obtienen las
ecuaciones de geodésicas en término de derivadas primeras.

Luego, Walker y PenroseWalker and Penrose [1970] mostraron que todo espaciotiempo
de vacio tipo-D, tiene un tensor de Killing conforme. En el cual se codifican las simetrias. Y
es directo ver, que a partir de tal tensor de Killing, también pueden obtenerse las ecuaciones
de geodésicas (Chandrasekhar| [1992] como un sistema de derivadas primeras.

En algtn sentido, la ecuacion de Hamilton-Jacobi resulta de variables separables, gracias
a las simetrias. Que a su vez, también se codifican en el tensor de Killing conforme, presente
en todo espaciotiempo tipo D. Por lo que uno espera, que el método presentado en este
capitulo, pueda ser utilizado para todo espacio tiempo tipo D vacio.

El método de Hamilton-Jacobi suele estar presentado en el contexto de Mecanica Clasica,
y su ecuacion se deduce en términos de un Lagrangeano y Hamiltoniano. Por lo tanto, pri-
mero debemos establecer adecuadamente el Lagrangeano y Hamiltoniano a utilizar, cuando
buscamos las ecuaciones de geodésicas en un determinado espaciotiempo.
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3.1.1. Lagrangeano y Hamiltoniano de una curva geodésica

La longitud de una curva espacial, o el tiempo propio en caso de una curva temporal,
estd dado por

dz® dzP b dz® dzb
igaﬁﬁﬁdA = . igaﬂ%ﬁdt =d (31)

que es independiente de la parametrizaciéon de la curva. Puede probarse que d es maximo
(para curvas temporales), o minimo (para curvas espaciales), si la ecuacion de geodésica se
satisface. Siguiendo a Wald| [1984] (3.3.7 a 3.3.14), es importante destacar que las ecuaciones
que satisfacen las geodésicas, pueden obtenerse a partir de un Lagrangeano del tipo

1 dz® dxP

L= 598

(3.2)
y de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L. Este importante resultado, es el punto de
partida para aplicar y utilizar los resultados de mecéanica clasica.

A partir de (3.2]), podemos obtener el Hamiltoniano asociado H, usando la transformacion
de Legendre

H=) pg L, (3.3)
v
donde .
q = 0 (3.4)
' oL 0(390p0*¢")
P, = 5 _ Y% ng = o™ (3.5)

debido a la simetria de la métrica (gag = 9gsa)-
Luego podemos reemplazar en (3.3), para obtener

1 1 1 dzx® dxP

H— ..y_ﬁza.a.,y__a.a.fgz_a.a./gz_a__: ’ 3.6
;pwq Gor G0 = 59004° 0" = 59050°0" = 5005~ (3.6)
que en términos del momento (3.5, esta dada por
.. r . 1,
H = 590p0"" = 53" = 59" Paps (3.7)

3.1.2. Ecuacion de Hamilton Jacobi

Como figura en la mayoria de los libros de texto de Mecanica Clasica, por ejemplo
Moreschi [2000], la ecuacion de Hamilton Jacobi se obtiene por medio de una transformacion
canonica, generada por la funcion generatriz Fyo(g;, @j, A) = S, en donde S es la accion

Qi A
S = / > pidg— | Hd. (3.8)
i i Ao
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Con tal transformacion, uno obtiene las bien conocidas relaciones

oS
i(A) =5, 3.9
pi(A) 9 (3.9)
oS
Pi(t) =— 3.10
1 =-35 (3.10)
y debido a que Fjy = S, la ecuacion siguiente es igual a cero
oS

donde H' es el nuevo Hamiltoniano obtenido por la transformaciéon canonica. Esta tltima
ecuacion es la llamada Ecuacion de Hamilton Jacobi. Que para nuestro caso particular, el
Hamiltoniano esta dado por (3.7), y obtenemos

0S5 1
Zq®b = 0. A2

3.2. Meétodo de Hamilton-Jacobi aplicado a Kerr

Para comenzar, es importante hacer uso del Lagrangeano y las ecuaciones de Fuler-
Lagrange para encontrar las primeras dos constantes de movimiento.
Luego en una segunda etapa, utilizar la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi (3.12]).

3.2.1. Usando Lagrangeano: constantes E y L

La métrica de Kerr en las coordenadas de Boyer-Lindquist, esta dada por

dt dr  df d
2Mr 2a M7 sin?(9)
(1-%7) 0 0 === | dt (3.13)
[Gas) = 0 -5 0 0 dr
0 0 =X 0 do
2aMr;in2(9) 0 0 _% sin2 (9) d¢
Luego, podemos escribir el Lagrangeano asociado a una curva geodésica (3.2]), como
1 dax®da® 6
E = — Y T T p— —7 314
297N AN T 2 (3.14)
donde ¢ determina si la curva es espacial(d < 0), temporal (6 > 0) o nula (6 = 0), en el caso
de signatura (+ — ——). Si reemplazamos las componentes de la métrica (3.13) en (3.14)),
obtenemos
2M Y ., 4aMrsin®(f) .. 2 . T .
25:(1—?) t%%m()w—zﬂ—zetism?(e) 02, (3.15)

Este Lagrangeano admite dos cantidades conservadas, que se pueden deducir del teorema
de Noether, debido a que conocemos dos simetrias de Killing. Pero en las coordenadas de
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Boyer-Lindquist, estas cantidades conservadas se pueden deducir directamente de la ecuacion
de Euler-Lagrange

d (0L oL

— — =0. 3.16

Donde £ no depende de las coordenadas t y ¢, por lo que tales coordenadas son ciclicas y

tenemos ar o1 oM sin?(0
i pr = (1 — T) t+ %m() ® = E = constante, (3.17)
2aMrsin*(f) . T :
g—g =py = %m() t— 5 sin? (0) ¢ = L = —L. = constante; (3.18)

donde L, es la eleccion de (Chandrasekhar [1992].

3.2.2. Resolviendo la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi

La ecuacion de Hamilton-Jacobi para un Lagrangeano del tipo (3.2)), esta dada por (3.12)).
Si utilizamos (3.9) para hacer explicitas las derivadas parciales de la accion S respecto a las
coordenadas, obtenemos

9s 1 508 0S

N T59 5ans =0

ox 27 Oz~ 0zP
Notar que la ecuacion (3.19) es la misma a la utilizada en [(Chandrasekhar [1992] (pagina

344), que a su vez sigue el trabajo de Carter| [1968].
Para continuar, sera ttil tener la forma contra-variante de la métrica

(3.19)

O O, Oy Dy

T 0 0 2aMr 815
w1 | o LA g " o, - (3.20)

|:g i| > 1 0

aMr A—a? sin2(9) (0]

e U [AE—H(Q}
Luego reemplazamos las componentes de la métrica (3.20)) en (3.19)), y obtenemos
05 T (98\ A (08 1 (05\' [A-atsn)] (05)

o A\ ot ¥\ Or ¥\ 90 AYsin?(6) o (3.21)

_ daMr @ @
YA \ ot 0]
Si tenemos presente (3.8)

Ao

Qi A
S :/ Zpid% - H dA, 1’
qi i

y ademas que (H = L = g) segin (3.6)), obtenemos

0S )
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Luego reemplazamos en (3.21)
s X (0S\_A(0S\ 1 (05\ [A—dsin(0)] (95’
YA\ ot X\ or X\ 00 AY sin?(0) 0¢
+4aM7“ @ @
YA\ ot op )"

En esta etapa, siguiendo |Chandrasekhar| [1992], es conveniente reescribir (3.23) en forma
alternativa

1 S S\ 1 S 89S\ 1
5 — 2 2 hdad e - 2 9 e i
= |0+ ) (3) +o(%)] - sy o0 () + (3)]
_A(95Y 1 (98
Y\ or ¥\ 06
En el método de Hamilton-Jacobi, la acciéon S es a su vez la funciéon generatriz de la trans-
formacion canoénica; por lo tanto

(3.23)

(3.24)

oS oL 2MY\ . 2aMrsin®(9) -
pt_ﬁ_ﬁ_pt_ (1_T) t+T¢—E—consmnte, (3.25)
.9
Py = g_j; = Z—g =py = w t— %sin2 (0) ¢ = L = —L, = constante;  (3.26)

donde L, es la eleccion de (Chandrasekhar| [1992]. A partir de (3.17) y (3.18]), resulta que son
dos cantidades conservadas, llamadas E' y L. Luego

oS 1) )
a——§:>s——§)\+F(t,T,9,¢)
)
O e p= B S= AT B+ (0.9 (3.27)
oS Of (r,0,0)

a—¢—p¢:> 95 =ps=L=f(r,0,0)=L ¢+ Sp(r,0).

Y asi obtenemos la siguiente expresion para S

S:—g)\+Et+L¢+Sre(r,9). (3.28)

Si reemplazamos (3.28) en (3.23), y multiplicamos ambos miembros por X, obtenemos

1 2 . 2
25:+K [(T2+a2)E+aL} — W [GSIHZ(Q)E‘i‘L} .
or 06 )’
luego reorganizando términos, finalmente obtenemos la separacion de variables
1 2
r2(5——[(r2+a2)E+aL]2+A 5 =
A or
5 (3.30)
S [asin®()E + L]Q _ (95 a® cos? ()
sin?(9) 00
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Para resolver (3.30), podemos utilizar la técnica de separacion de variables, es decir tomar
Sro (r,0) = S, (1) + Sy (9) - (3.31)

Y luego separar las dependencias en r y 6

2
P25 — 1 [(T2+a2)E+aL]2—|—A (dSr) _
A dr
(3.32)

1

. > (dSo\* 5
eI lasin®(0)E + L]” — (%) —a”cos™(f)

En el lado izquierdo de (3.32), tenemos dependencia con la variable r y en el lado derecho
con 6. La igualdad se mantiene para diferentes valores de r y 6, s6lo si ambos miembros de
la igualdad son constantes

N (dd§0> - sin;(G) [asin®(0)E + L]2 —a*cos*(0)0 = — K, (3.33)
et (5 ko

donde debido al signo definido de , decidimos trabajar con K definida positiva. Desde
nuestro punto de vista es una forma mas pedagogica de presentar los resultados que siguen.
La constante K, es la llamada constante de Carter, quien la hall6 por primera vez, usando
las coordenadas Boyer-Lindquist.

Finalmente, haciendo las siguientes abreviaciones

0=K-— asin?(0)E + L] — a? cos*(0)9, (3.35)

L
sin?(6)

R=[(r+d®) E+aL]’ - A[r?+ K], (3.36)
podemos escribir la solucién de €como

S:—§A+Et+L¢+/\/_d9+/—dr (3.37)

3.2.3. Geodésicas en Kerr (primer orden en derivadas)

Por multiples propositos, resulta conveniente expresar las ecuaciones de geodésicas en
términos de ecuaciones diferenciales de primer orden. Para hacerlo, simplemente hay que
tener en cuenta lo siguiente

o = %f 8@? - (1 - %) i+ —QGMT;DQ(Q) é=FE, (3.25)
=9 R (3.38)
W0 oo
Ps = gz gg = w i— %sm? #) ¢ = L. (3.26)

30



Capitulo 3. Geodésicas

Si partimos de (3.34) y reemplazamos (%> = —%7#) como indica (3.38), obtenemos

1 »2
r?6 — x [(r*+d®) E+ aL}2 + KTQ =-K, (3.40)

luego utilizando (3.36]), expresamos de forma resumida

5% = [(r* 4+ d®) E+ ozL]2 —~A[r*i+ K] =R. (3.41)

De manera similar, si partimos por (3.39)), y luego reemplazamos (% — —¥6) como indica

(3.39), obtenemos

—n2p2 _

sini(e) [asin®(9)E + L]Q —a®cos?(0)d = — K, (3.42)

luego utilizando (3.35]), podemos expresar de manera resumida

. 1
$20% = K — —5— [asin®(0)E + L]” — a? cos*(0)5 = ©. (3.43)
sin” ()

Por tltimo para encontrar las ecuaciones correspondientes a ¢ y (;5, simplemente se resuelve
el sistema de dos ecuaciones (3.17)) y que definen las constantes F'y L. Las cuales poseen
como incognitas a t y ¢. La solucion del tal sistema, esta dada por

i = % (BT + 2amrL)]. (3.44)
Y = L oamr B - (Z - 2mr)L (3.45)
A sin?(6) '

Notar que y tienen incorporada en sus expresiones la constante §, mientras que
y no la tienen. El signo de § distingue el tipo de geodésica (temporal, espacial
o nula). Las soluciones de 7y 6 cambian para el caso temporal, espacial y nulo; mientras que
ty <b también cambian debido a que dependen de (r,6), a pesar de que en sus expresiones
no aparece de manera explicita 9.

Por ultimo, para comparar las expresiones con el libro de texto, tener en cuenta que
L =—L,, donde L, es la notacién de Chandrasekhar [1992].

3.3. Congruencia de Geodésicas en Kerr

3.3.1. Caso general

A partir de (3.41),(3.43),(3.44) y (3.45)), para cada valor de las constantes E, L,0, K
podemos construir vectores geodésicos, tangentes a diferentes congruencias. En particular,
podemos distinguir dos tipos de congruencias, salientes con (7 > 0), y entrantes con (1 < 0),
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dirigidas hacia el futuro. Y para distinguirlas, a sus vectores tangentes genéricos los podemos
llamar ¢* y n®

(o = 53@T+2mwﬂ<i)a+%¢ﬁ(§ﬁa

£ 5V0 (%) i 2 B = (5 - 2mn) (a%)
e =k (BT + 2amr L (;) - %m (%)

A(2) o o) 2)

Por otro lado, es importante destacar que la versiéon dual de tales vectores, es decir
las uno-formas o covectores ¢, y n, admiten una expresiéon resumida, que serd util para
simplificar los calculos y las expresiones a lo largo de esta tesis

(3.46)

(3.47)

0, = gl = Edt, Td r — (i \/@>d9a + Ld,, (3.48)
Mo = gapl® = Eﬁ-+i?da—(i¢6ymﬁ4@%. (3.49)

3.3.2. Geodésicas Nulas en Kerr

A partir de (3.41)),(3.43),(3.44) v (3.45)), podemos obtener el caso nulo, simplemente
tomando (0 = 0)

1

' T .
t= A [EY + 2amrlL], (3.50)
. 2
;= ii\/[(r2+a2)E+aL] _AK, (3.51)
b=+l K- L [asi’(0)E + L]* (3.52)
Y sin?(9) ’ .
L
b= 2amr E — (¥ — 2mr)—— (3.53)
sin”(6)
Por ltimo, resultara util tener las expresiones explicitas del caso £ =1
A p— SR [T + 2amr L], (3.54)
. 1 2
P |mm1= ii\/[(ﬂ +a2) +all - AK, (3.55)
0| SR [asin2(0)+L}2 (3.56)
=Ty sin?(#) ’ .
§lpmi= oy [20mr — (5= 2mr) 5 (3.57)
B=IT gA (2 mr sin?(#) '
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3.4. (Caso de simetria esférica

Es importante senalar, que podemos considerar el espaciotiempo de Minkowski, Sch-
warzschild o Reissner—Nordstrom, en las coordenadas del tipo esféricas usuales, con tal sélo
considerar un elemento de linea del tipo

dr?
F(r)

ds* = F(r)dt* — — 1% (df? + sin(0)*d¢?) . (3.58)

En cada caso corresponde una funcion F(r) diferente

F(r)aink = 1, (3.59)
FOr) sen — (1 - 277") | (3.60)
F(r)geno = (1 - 277” + ?—5) . (3.61)

Si aplicamos el método de Hamilton-Jacobi partiendo de (3.58)), y reproducimos todo el pro-
ceso de las secciones anteriores, obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales de primer
orden para las geodésicas

. E
t= 3.62
— (3.62
RN — (3.63)
S
0= j:ﬁ \V ®esfericoy (364)
—L
S 3.65
r2sin?(6)’ (3.65)
donde
Resfories = —— T (3.66)
esferico — TZF(’I“) F(T) 5 .
L2
@es erico = D — — ) 3.67
d sin?(0) (3.67)

con la constante Degferico andloga a la de Carter en los casos de simetria esférica.
De la misma forma, también podemos distinguir dos tipos de congruencias, las salientes
(r > 0) y entrantes (7 < 0), cuyas direcciones tangentes genéricas pueden ser descriptas en

término de los covectores (lesferico), ¥ (Tesferico),, al estilo de (3.48)) y (3.49)

(Eesferico)a = F dta -V Resferico dra - < + @esferico>d6a + L d¢a7 (368)

(nesfem'co)a =F dta + \V Resfem’co dra — < + @esfem'co)dea + L d(bw (369)
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3.5. Usando resultados de Walker-Penrose

El resultado central de [Walker and Penrose [1970], dice que un espaciotiempo tipo D,
admite un Killing tensor conforme. Las implicaciones de tal resultado, pueden seguirse con
claridad en Chandrasekhar [1992|. Para el espaciotiempo de Kerr, los resultados se resumen
en el siguiente corolario

Corolario 3.5.1 El espaciotiempo de Kerr admite una cantidad conservada a lo largo de cual-
quier geodésica. Si llamamos K a la cantidad conservada, £ al vector geodésico genérico, y
[,n,m,m a las direcciones principales nulas; tenemos que

K =23 (k“l,) (k“ng) — r?k%k,, (3.70)

KK = 2% (k°m,) (k“m,) + a* cos® (0) kk,. (3.71)

Las ecuaciones geodésicas pueden obtenerse a partir del corolario En coordenadas
Boyer-Lindquist las direcciones principales estan dadas por (2.10),(2.11) y (2.12); con el
vector geodésico genérico expresado por

k=i (%)aw (%)aw (%)ams (a%)a. (3.72)

Luego al hacer las contracciones del corolario, en (3.70) y (3.71) obtenemos

A | >
K=2% {ﬁ (t — asin2(9)q§)2 — %Zﬂ — 7?6, (3.73)
K= on |- (07 +a%)d - ai)2 sin(0)2 + = 62| + a2 cos?(6) (3.74)
23] 2 ’ '

El siguiente paso, es utilizar las expresiones de { y ¢ dadas por (3.44) y (3.45) (obtenidas a
partir de la definicién de E' y L, en las ecuaciones (3.17)) y 3.18).

|
Xt = A [EY + 2amrlL], (3.44)

. L
Yo = % {QQmTE — (X - 2mr)m} :

Luego se reemplaza (3.44)) y (3.45), en (3.73) v (3.74), para obtener como era esperado, las
mismas expresiones encontradas con el método de Hamilton-Jacobi

222 = [(r? + a®) E+aL]” = A[r? + K],

3.41)

3202 = K — ﬁ [asin®())E + L]z — a”cos?(6)0.

3.12)

Desde el punto de vista operacional, al usar el resultado de Walker-Penrose, se trabaja con
cuatro ecuaciones para la misma cantidad de incognitas (¢,7,0,¢). El corolario m provee
de dos ecuaciones independientes (3.73) y (3.74)), mientras que las constantes de movimiento

E 'y L proveen las dos restantes (3.17) y (3.18).
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Coordenadas nulas centro de masa

Se presenta en detalle el método para construir la definicion del sistema coordenado do-
blemente nulo en Kerr, haciendo uso del estudio de geodésicas. Se detalla tanto la deduccion
analitica, como asi también el esquema numérico para resolver la ecuacion diferencial no
lineal que involucra la definicion. Se muestran las expresiones de las coordenadas nulas sa-
lientes u y entrantes v, junto a los grdficos de resultados numéricos

4.1. Meétodo para construir la definicion

En esta seccién, como punto de partida consideramos las ecuaciones de geodésicas nulas
(3-51),(3.52)),(3.50) v (3.53)), que contemplan dos tipos de congruencias, las salientes (7 > 0)
con ¢, dada por (3.48) (con § = 0), y las entrantes (r < 0) con n, dada por (con
J =0).

A continuacion se mostraran los pasos para construir la definicion, partiendo de la con-
gruencia nula futura saliente /,. Sin embargo, se pueden reproducir pasos analogos, partiendo
de la congruencia nula futura entrante n,. La ventaja de trabajar con la congruencia en su
forma co-variante, es que se las ecuaciones y expresiones se simplifican, y la nueva definicion
de coordenadas nulas se resume en pocos pasos.

4.1.1. Congruencia de geodésicas nulas

El estudio de geodésicas nulas, nos permite escribir la congruencia nula futura saliente
mas general del espaciotiempo de Kerr, como una 1-forma /,,

V02 + a)E — oL — KA
A

_ (i \/K— [aE sin(8) — siﬁﬁbd@“_Lz dda;

donde L, es la eleccion de Chandrasekhar|[1992] (L, = —L). En cada punto del espaciotiem-
po, la elecciéon de constantes F/, L, y K determinan una direccion en la esfera de direcciones.
En lo que sigue consideraremos FE = 1.

Uno puede preguntarse, como escoger las constantes L, y K, tal que localmente definan
una hipersuperficie nula con las propiedades que nosotros queremos; es decir, a pesar de que

by = g I° = E dt, — dr,

(4.1)
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son constantes a lo largo de cada geodésica nula, somos libres de escoger valores diferentes
para cada geodésica. La idea que nos guia, es que {, sea un diferencial exacto; junto con el
requerimiento que la congruencia sea ortogonal a una esfera en el infinito nulo futuro.

Consideremos ahora las 2-superficies S, definidas por (¢t = constante) y (r = constante).
Luego, los vectores ((%)b y (a%)b son tangentes a S,. En particular nos interesa el caso limite
donde esta superficie tiende a una esfera en el infinito S, — S.. En nuestra definicion,

elegimos la congruencia ¢* que sea ortogonal a S, es decir

hm gabfa(é(?e)b = —(:i: \/K— {asin(&*) - sinL(ZH*)r> =0, (4.2)
0

d¢

hrn Jap 0° ( )b —L.=0; (4.3)

que se satisfacen cuando

(L:),_.. =0, (4.4)
K,_. = a’*sin(6%)*

donde 6* es el valor de 6 en la superficie S,,. Mas precisamente, haciendo uso de la version
retardada de la coordenada de Kerr, definida por du = dt — %dr, mencionada anterior-
mente en ([2.16)); se puede ver que en el limite & =contante, » — oo las secciones S, van a las
secciones centro de masa S., en el infinito nulo futuro Moreschi| [2004]. La congruencia bus-
cada es la que llega perpendicularmente a estas secciones centro de masa, que se especifican

por las condiciones asintoticas (4.4) y (4.5)).

4.1.2. Definicién de funciéon nula u

La expresion de la 1-forma /¢, se obtuvo de las ecuaciones de geodésicas, donde K y L,
son constantes a lo largo cada geodésica. Consideremos el caso L, = 0. Luego, intentemos
construir una congruencia, tal que ¢, coincida con el diferencial de una funciéon nula u, es

decir
o, V(2 +a?)?2 — KA "
(du)g =€, = dt, — A dr, — (:l: \/K — a?sin (9)) db,,. (4.6)

Segun , K debera tener una dependencia en . Pero para lograr satisfacer como se
vera en , debemos permitir ademas que K sea una funcion de r y 6. El signo para 0 se
escoge pensando en un esferoide en el infinito futuro nulo, teniendo presente que el espacio
tiempo es asintoticamente plano; por lo cual tomamos (+) para el hemisferio norte y (-) para
el hemisferio sur y expresaremos simplemente con +|p,.

Para que se cumpla , ver apéndice de Wald|[1984], la derivada exterior debe anularse,
es decir

NG 12) KAa;;deAdri|h ! OK o ndr = 0; (4.7)
r“+a

2\/[( — (asin(&))2 or

0 = d(du) =

lo cual equivale a la siguiente ecuacion diferencial

V(12 4 a2)? KA—:I:] \/K (asin(g )2@8—}9(—0. (4.8)
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La ecuacion (4.8)) es la condicion de integrabilidad para que la 1-forma ¢, sea el diferencial de
una funcion nula, que junto con (4.6)) definen la coordenada nula u, en una version diferencial.
En las secciones siguientes, se daran las versiones integrales.

4.1.3. Constante de Carter: K vs K(r,0)

Una vez que consideramos la dependencia K (r,0), es importante verificar si K se man-
tiene constante a lo largo de cada geodésica, porque las expresiones de ¢, se obtuvieron de
las ecuaciones de geodésicas, en donde K y L son constantes a lo largo de cada una de ellas.

Para hacerlo, simplemente calculamos la derivada de K con respecto al parametro afin
de cada geodésica, y usamos regla de la cadena para derivar

dK 0K _ 0K . /(2 +a®)?— KA 0K \/K—(asin(é’))2 0K
_—7’+—9: :|:|h > ae

AN or 90 > or =0 (49)

es decir, que la imposicién de la ecuacion garantiza que K es constante a lo largo de
cada una de las geodésicas nulas de la congruencia.

Es decir que segin nuestra definicién de coordenada nula, u = cte define una hipersuper-
ficie ortogonal a la congruencia ¢*, en donde cada geodésica tiene una constante de Carter K
diferente, pero que se mantiene constante a lo largo de cada geodésica. Ese es el significado

de que K = K(r,0) satisfaga (4.8) y (4.9).

4.1.4. Solucién de la ecuacion diferencial de K

Con la definicién de coordenada nula anterior, es de central importancia resolver la ecua-
cion diferencial (4.8]). La cual es no lineal, y se desconocen métodos analiticos de resolucion.
Por tal motivo, se decidi6 resolverla numéricamente. Los resultados se muestran en figuras

EIy @2

Para lograrlo, debemos hacer uso de la condiciéon asintotica

lim K = a*sin(0s)%; (4.10)
r—00
donde 0, es el valor de € en el infinito nulo futuro. Esta es la condiciéon para construir una
congruencia que llega al infinito nulo futuro ortogonal a las secciones centro de masa. Por lo
tanto, para integrar numéricamente podemos reescribir la ecuacion de la siguiente manera

\/K - (ozsin(G))2 K

0K
o |h¢(r2+a2>2—KAW’ )
la cual nos invita definir k, segtin la siguiente relacion
K(r,0) = a®sin(6)* + k(r, 0)?; (4.12)
y hacer el cambio de variable X
&= (4.13)
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de tal manera que la ecuaciéon es ahora

oK ok +|k| ) ok
— = 2%k — = — £ |,&2 2a”sin(f) cos(0) + 2k— ); 4.14
g = 2 = E b e (a0 cos0) + 2 (11
que es invariante ante el intercambio £ — —Fk; con la condicién de frontera
limk = 0. (4.15)

£—0

La cual puede resolverse numéricamente desde £ = 0 hasta £, = i
Notemos que en el hemisferio norte, se tiene el signo positivo y que sin(f) cos(f) es
positivo, por lo tanto, luego de comenzar en k£ = 0, podemos asignar el signo de k a voluntad.

Si asumimos k > 0, tenemos que usar la ecuacion

ok _ a”sin(0) cos(0) + k55 ; (4.16)

o€ \/(1 +£2a2)2 — §4A(a2 sin(6)? + kQ)

y si por el contrario, asumimos que k£ < 0 en el hemisferio norte, luego tenemos que usar el
signo opuesto en la ecuaciéon anterior; notando que en principio el signo de k no interviene
en el signo de 6. Por simplicidad usaremos la primera eleccién, que asume k£ > 0, en el
hemisferio norte, en las cercanias del infinito nulo futuro.

Para resolver , se implement6 un cédigo numérico en lenguajes Fortran y C. En
el mismo se utilizaron derivadas angulares con precision de cuarto orden, y para integrar en
¢ se utilizé el método Runge-Kutta de cuarto orden.

Se logr6 hacer la integracion numérica con el minimo error posible 1 x 107 (cercano al
error de doble presicion, dado por compilador en C).

Si reemplazamos la solucion numérica en la misma ecuacion diferencial , podemos
estimar el error global o residuo. El orden de precision se aumenta simplemente aumentando
el nimero de puntos de grilla, cuidando siempre estar dentro del limite CFL que relaciona
los tamanos de grilla A¢ y A#, dentro de los cuales la integraciéon numérica se mantiene
en region de estabilidad. Para estimar el error, definiremos el residuo numérico como la
evaluacion de la siguiente expresion

V(1 +£2a2)2 — E4KA g_l; — (a®sin(f) cos() + k%) =0; (4.17)

que es una manera alternativa de escribir la ecuacion (4.16)); pero adaptada a corroborar el
error numerico.

4.2. Expresiones integrales

Una vez que tenemos la solucion K (r, ), de manera similar a (4.6]), en realidad podemos
definir dos funciones nulas u (saliente) y v (entrante)

\/(7‘2 +a?)? — K(r,0) A

du — dt —
Y A

dr + (/K (r,0) - ?sin?(9) )do|,  (4.18)
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k2(1/r,8). Param: m=1, a=0.8. k2(1/r,8). Param: m=1, a=0.8.
0.035 0.2

0.18
0.16

0.03

0.035 02 -
0.03 0.025 g.lg r 0.14
0.025 014 |- 0.12
= 0.02 =
(] —
2002 202 ¢ 0.1
(i{)bo:)? 0.015 gg.gg - 0.08
0.005 0.01 008 [ 0.06
0 ) 0.04
0.005 002
%.03 0.15 —
0.025 —— 0 01 —
002 — 5005 —
0.015 —
0.01 —
0.005 —
2 . _ _ 1 _ 2 . _ 1
(a) k (679) . ﬁmin - Oyfmax oy T 07625 (b) k (57 0) . €min - O7£maac - r_ — 275
k2(1/r,6). Param: m=1, a=0.8. Error numerico de k(1/r ,8). Param: m=1, a=0.8. 10
0.3 1.4x10°
0.25 1.2X10“10
1.4x1010 10
02 121010 - 1x10°
’ -0 |
1x1011 8x10-11
0.15 8x10° ~
6X10'11 — 6)(10'11
0.1 4x10°1t -
oo - 4x10 M
0
0.05 2x10-11
%.25 1510
02 — 1e-10 ——
045 — : Bet1 —
01 — : : 0 e-11 —
0.05 — 4e-11 —
2e-11 —
(c) k2 (£,0) : Emin = 0, Eman = % =5 (d) Error numerico. Grilla 6§ = 0,005 y 66 = 0,00314

Figura 4.1: Gréfico de k*(¢,0), donde k(&,0) es solucion numérica de ecuacion ([4.16)).
Parametros usados: a = 0,8, m = 1,0. El horizonte exterior e interior estan dados por r, =
1,6 y r— = 0,4. Se observa que las soluciones de estdn bien definidas y comportadas
en ambos horizontes 7, r_, e incluso en el interior de r_, es decir r < r_.
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k2(1/r,). Param: m=1, a=0.8. 03 K(1/r, ©)=k2+a?sin(6)2. Param: m=1, a=0.8.

0.3
0.25
= 0.2 o
=015 =
% 01 4
0.05
0
-1 2 2 12
2 . — — r— — =
(a‘) k (550) €mzn - O: gmaac - (7) =5 (b) K k +a”sm (9)
k2(1/r,). Param: m=1, a=0.6. 03 K(1/r, ©)=k2+a?sin(8)2. Param: m=1, a=0.6. 07
0.25
0.3
0.25 0.2
= 0.2 o
=015 0.15 =
% 01 4
0.1
0.05
0 0.05
%.14
012 —
501 —
0.08 —
0.06 —
0.04 —
0.02 —
-1 2 2 12
2 . _ _ — _ =
(C) k (570) gmzn - 07 f’mam - (7) =10 (d) K k* + a” sin (9)
k2(1/r,). Param: m=1, a=0.4. 03 K(1/r, ©)=k2+a?sin(6)2. Param: m=1, a=0.4. 07
! 0.25 0.6
03 0.7 05
025 0.2 06 -
05
= 02 - 5 0.4
;:2'015 = 0.15 S04
g T 03 r 0.3
0%:5 I 01 2T 02
05 |- 01 -
0 0.05 0 01
%.06 %.15
0 005 — 0 01 —
5004 — 50.05 —
0.03 —
0.02 —
0.01 —
-1 2 2 12
2 . — — r— ~ =
(e) k (570) gmin - O: €maa¢ - (7) ~ 24 (f) K k +a”sin (9)

Figura 4.2: Funcion k*(r,0) y K(r,0): dependencia con el parAmetro de momento
angular a, e integraciéon hasta regiones interiores (r < r_). Se integra desde (£ = 0)

. \-1 . . .
hasta incluso (€ = (%) ). Lo cual muestra que no hay inconvenientes en las regiones

interiores, incluso en r < r_. Se observa como k*(r,0) y K(r,6) disminuyen a medida que el
momento angular disminuye y viceversa.
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\/(7“2 +a?)? = K(r,0) A

=d
dv t+ A

dr+ (/K (r,0) - a?sin’(0) )do|.  (4.19)

En lo que sigue, trabajaremos con estas definiciones diferenciales, y procuraremos obtener
las expresiones integrales de las funciones u y v. Debido a la similitud entre ambas, por
simplicidad en lo que sigue s6lo trabajaremos con la expresion para u.

El diferencial de la funcion u puede integrase a lo largo de cualquier curva 7(s), cuyo
recorrido va desde un punto inicial (to, 70,60, o) hasta el punto (¢,7,0,¢). Por lo que en
principio uno podria hacer este calculo con la notacion u(s) y escribir la integral en términos
de s. En la expresion anterior, esto nos hace pensar en términos de t(s), r(s) y 0(s).

Dada la curva -+, con s’ € [sg, s|, uno puede expresar

/2+CL2 AK(W,@”) dr'
—ds
A ds’ (4.20)
—/ Hp/ 00", 0") 3—36&9’.

S0

u(t,r,0,¢) — uo(to, 70, 0o, o) =t —to —/ \/

Debido a que los integrandos dependen tinicamente de dos coordenadas, los dos caminos
naturales desde el punto inicial al final son: (r9;60y) — (r;600) — (r;0) v (ro;6p) — (10;0) —
(r;0); donde en el primer caso mantenemos la coordenada angular constante a lo largo de
una primera etapa de recorrido, y la coordenada radial constante a lo largo de una segunda
etapa de recorrido, y en el segundo caso, la situacion opuesta. Es decir, los casos particulares
son:

\/7“’24—@2 — AK (1, 6)
u(t,r,0,¢0) — uo(to, ro, 0o, do) —t—to—/ dr’'
A (4.21)
j:‘h\/ @(’f’, 6') d@l,
\/ r’2+a2 — AK(r',0)
u(t,r,0,¢) —uo(to, 70, o, Po) —t—to—/ dr’

A (4.22)

j:lh\/ O(ro,0") db’,
)

En lo que sigue, estudiemos el comportamiento de esas expresiones. Aunque debido a las
similitudes entre ambas, haremos los desarrollos s6lo para . Nos concentramos en la
primera integral de , y hacemos un desarrollo del integrando alrededor de (A ~ 0), es
decir en las cercanias de los horizontes exteriores e interiores

2+ a2)® — AK (1,0 2 2
\/( ) ( o)z (r*+a%) 1 K_LK%L... . (4.23)
A A 2(74/2 + CL2) 8(r/2 + 0/2)3

a partir del cual, queda claro que el comportamiento divergente de la primera integral de
(4.21)), proviene del primer término de (4.23)). Podemos hacer explicito tal comportamiento,
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simplemente sumando y restando tal término en la primera integral de (4.21)), es decir

T 2 2
u(t,?”767¢) _uo(toyro,eo,qbo) =t—1y— / <%) dr’

T0

i (¢<r'2+a2>l— S0 4y

6
— Hu,\/O(r, 0) db’,
0o

donde la componente divergente puede integrase analiticamente

v 2 2 2 2 2
/ (—(T Za)> dr’:[r+r++a 1n(r—r+)—r_+a ln(r—r)]
T0

ry —T_ Ty —T_

r

T0

(4.25)
2 2 2 2 ,
- {7’4— ryta ln(L—l)— rmra ln(L—l)}
ry —T- Ty Ty —T_ Tr_ T0
De esta manera, tenemos una expresion equivalente a (4.21))
2 2 2 2
u(t,,0,6) = wo(to, 1o, 0o, 60) = ¢ — (r+ = In(-T — 1) = =2 (L))
Ty —T_ Ty ry —T— T_
r 2 2)2 _
_/ \/(7’/ +a?)" — AK(r', 6) B (r + a2) 1 (4.26)
o A A
0
- :Hh\/ @(T, 9/) d9/+00<t0,7"0),
0o
donde Cj es una constante. La estrategia es elegir
uo(to, ro, 0o, o) = —Co(to, 0), (4.27)

de manera tal, que para cualquier punto inicial de referencia (to, o, 0o, ¢o)

In(——1) — — In(— —1)

ry —T— Ty ry —T- r_

2 2 2 2
e +a rt+a
u(t,r,9,¢)=t—(r+ + r r )

) / <\/ (172 + a2)2A— AK(r",60) (7 Z a2)) e (4.28)

0
— | H /o) .
)

El paso final para definir la funcion coordenada wu(t,r,0,¢), es escoger el punto inicial
(to, r0, 6o, o). Nos interesa tomar el valor en infinito futuro nulo, es decir r — oo, t — o0,
0 — Oso, @ — Poo, donde O, v ¢ son finitas. Notar que en (4.28]), no hay dependencia con
®o, por lo cual hay total libertad para escoger ¢, sin modificar los valores de u. Finalmente
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escogiendo el punto inicial (s, T'oo, 0o, Poo) €n el infinito futuro nulo, obtenemos

In(——-1)— —1In(— — 1)

r? 4+ a? r r2 +a? r )
re—T_ T4 ro—r_  r_

u(t,r,0,0) =t — (7’—|—

A A

H,1/O(r,0) b

i / (\/(r’2 +a2) — AK(r,0.) (2 + a2)) dr/ (4.29)

Too
0
0o

Es importante hacer algunas observaciones sobre . Notar que cuando a — 0, sucede
que K — 0 y por lo tanto los dos dltimos términos que involucran integrales se anulan,
porque cada integrando se anula. También cuando a — 0, resulta que r_ — 0. Esto tltimo
nos permite analizar los términos con logaritmo natural In, a partir de la primera linea de

(4.25) (en donde r_ no es divisor), simplemente tomando a = 0 y r_ = 0. Asi, finalmente
obtenemos
T r
T u(t, r, 0, :t—( 1 ——1):t—( 2m1 ——1).
lim u(t, 7,0, ¢) Tty n(r+ ) T+ 2m n(2m ) (4.30)

que coincide con la coordenada nula saliente de Schwarzschild (coordenadas de Eddington).

4.2.1. Caminos de integracién naturales

En la secciéon anterior, se mencioné que existen dos caminos naturales de integracion
y (@.22).

También se detallaron los pasos para escoger el punto (g, ro, o, ¢o) y €l valor de referencia
inicial ug(to, ro, 6o, o), en el caso de ([£.21)). Para finalmente arribar a que tiene todos
los detalles de nuestra definicién incorporados.

En esta parte, mostraremos que los caminos naturales reducen aun mas las expresiones
de u(t,r,0,¢).

Recordemos que el primer camino natural, es comenzar en 6y y moverse desde r, hasta
r, y luego fijando ' = r, moverse desde 6, hasta . Para obtener expresiones mas simples,
y aprovechar la ventaja de este camino natural, ademas debemos escoger (fy = 0., = 0).
Este caso, es justamente el considerado para arribar a (4.29)); por lo cual s6lo basta con
reescribir haciendo explicitas las dependencias dentro de las integrales, con el detalle extra
de reescribir (r3 +a® = 2mry) y (r2 +a® = 2mr_)

B 2mr, r 2mr_ r
u(t,r,0,¢0) =t — (7”—1— P— ln(r+ —-1)— P— ln(r_ — 1))
r 2 4 g2y — AK(r'. 0 2 2
N N R S B e o) WA
. A A

0
_ / /K 0) = a2sm(8)? d.
Ooo
Para lo que sigue, es importante considerar la crucial propiedad

K(r,0 =0)=0. (4.32)
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Luego al reemplazar en (4.31)), resulta que la eleccion de (fy = 0+ = 0), proporciona una
expresion simplificada para u(t,r, 6, ¢), en donde la integral radial se anula, y obtenemos

2mry 2mr_

u(t,r,0,0) =t — (7“ + ln(L —-1)— ln(L — 1))

Ty —T- Ty ry —T_ T_

(4.33)

_ /0 /K 0) = a2 sm(@)? db.

Respecto al segundo camino natural, recordemos que se comienza en (rg = ry = 00) y
se integra desde 0., hasta 0; y luego fijando 6, se integra desde r,, hasta r. La expresion
analoga a para este segundo camino, incluyendo los detalles explicitos dentro de cada
integrando, es la siguiente

2 2mr_
Mgy 2 )
Ty —T- Ty Ty —T_ T_

u(t,r,0,0) =t — (r—!—

A A

i / (\/(r’2 +a2)? — AK(r,60) (2 +a2)> e (4.34)

0
— j:|h/ VK (rse,0") — a2sin(0")2 db.
0o
En este caso, por la otra propiedad crucial
K(r = 00,0) = a*sin(6)?, (4.35)

tenemos que

K(rso,8') — a*sin(0)? = 0. (4.36)

Luego al reemplazar en (4.34)), obtenemos una segunda expresion simplificada para u(t, r, 0, ¢),
donde la integral angular se anula.

2mr 2mr_

T r
In(—— — 1) — (L —1
ry —T— n(T’+ ) Ty —T- n(T', ))

u(t,r,0,¢) =t — <r+

(4.37)

A A

i / (\/(r’2+a2)2—AK(T’,9) (r’2+a2)> o

o0

Notar que la expresion obtenida, es valida para cualquier eleccion de angulo inicial ) = 0.
Es importante destacar que las expresiones simplificadas (4.33)) y , facilitan el
computo de la funcion nula saliente u(t,7, 6, ¢), y resultan ser las més convenientes de utili-
zar.
Por iltimo, de manera anéloga, si comenzamos con , podemos obtener las expre-
siones integrales para la funcion nula entrante v(t,r, 6, ¢). Haciendo uso de los dos caminos
naturales de integracion, tenemos las siguientes expresiones simplificadas

In(-- —1) - In(-- —1
ry —Tr— n<7’+ ) ry —T- n(r, )

2 2mr_
v(t,r,6,¢):t+<r+ s . o . )

(4.38)

(%
- / Hu/ K (r,0") — a2sin(6)2 df’,
0
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2 2mr_
v(t,r,0,¢) =t + (7‘ + ln(L —-1)— mr ln(L — 1))
Ty —T_ Ty ry —T- r_

(4.39)

A A

y (Wuaa?—AK(rce) ) g

[e o]

O sea, al realizar el cilculo de K uno no sélo obtiene la coordenada nula saliente deseada
u, sino que también, debido a la estructura de la geometria del espaciotiempo de Kerr, se
obtiene la coordenada nula entrante v; que provee asi de un sistema doblemente nulo para
esta geometria.

4.3. Superficies nulas u = cte

Se trabajo con ambas expresiones integrales para u (4.33) y (4.37). Se corrobord que
ambas expresiones arrojan idénticos resultados hasta error de maquina (1 x 107'9).
Para graficar los resultados, resulta interesante el caso u(t,r, 0, ¢) = 0, es decir

t = (r G (g 2 1))
ry —T_ Ty Ty —T_ r_
0 (4.40)
+/ Hi/K(r,0') — a?sin()? df’,
0
o equivalentemente
2mr r 2mr_ r
t= In(——1) — In(— —1
(T + Ty —T- n(r+ ) ry —T— n(’r’_ ))
4.41
C ) AR i)y o
—i—/roo < A - A > .

En el caso de la integral radial, para evitar problemas numéricos, resulta conveniente expre-
sarla de la siguiente manera

_/r (\/(r/2+a2)2—AK('r”,9”) B (r’2+a2)) dT/:_/T (A—B) dr’

A A

T A2 _ B2
— [ (%) @

o \ A+ B

r =K
=— A dr’

~/T<>o (\/(r’2+a2)1—AK(7",9”) n (szg_az)) " (442)
[ (oo oa)
e N 2 = AK (87 + (17 + a2)

¢ K
[ )
0 \/(1 + §’2a2)2 — EAAK(E,0") + (1 4 £2a2)
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12
10
8 - Case a=0.8, m=1 ——
6 |- y A—
t 4 5 —
2 L 3
0o 1
-2 - i —
4
6~
5 -~
3 .
Z = r cos(8) 3 2""((_/7 T 4 ° i

3

e 1 2 X (r2+a?)12 sin(8)

Figura 4.3: Superficie (v = 0) : Parametros a = 0,8, m = 1,0. En la base del grafico se
proyectan las intersecciones t = cte = {—1,1,3,5,7} con u = 0.

Los resultados numéricos del computo de o (4.41) (ambas expresiones arrojan el
mismo resultado), se muestran en figuras y . En la ﬁgura se observa graficamente
la diferencia entre coordenadas nula saliente de Schwarzschild (u-Eddington) y de Kerr (u-
centro de masa).

4.4. Tetrada asociada y coeficientes de espin

A partir de las definiciones de coordenadas nulas salientes y entrantes , dis-
ponemos de dos direcciones nulas para construir una tetrada. La cual sera de gran utilidad
para el calculo de escalares de curvatura, al igual que de los coeficientes de espin en forma-
lismos como Newman-Penrose Newman and Penrose| [1962] y Geroch-Held-Penrose (GHP)
Geroch et al. [1973]. En los capitulos siguientes, esto permitira realizar analisis geométricos
completos.

4.4.1. Tetrada nula centro de masa

Con el fin de seguir las notaciones de los formalismos mencionados, consideraremos dos
congruencias nulas. Una adaptada a las coordenada nula saliente

NETvr—r
A

y la otra adaptada a la coordenada nula entrante

(du)a =l, = dt, — dr, — <:|:|h\/K — a2 Sin2(9))d9a; "

\/(r2 —|—a2)2 — KA
A

(dv)a = N, = di, + (4'43)

dro + (£l /K — a? sin?(6)) db,.
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12
10
8 = Case a=0.8, m=1 ———
6 7 —
t 4 5
2 3
0 1
-2 -1 —
4 Case a=0, m=1
7
5
3 -
1 PEE—
_1 S
Z =r cos(8)

1 X = (r2+a?)12 sin(8)

Figura 4.4: Comparacién de superficies (v = 0) : Parametros a = 0,8, m = 1,0 (super-
ficie violeta); a = 0, m = 1,0 (superficie amarilla). En la base del grafico se proyectan las

intersecciones t = cte = {—1,1,3,5,7} con u = 0.

Y a partir de N,, definimos la uno-forma n,
n, = alN,.
Luego nos resta determinar dos vectores complejos m® y m® tal que
Gab = lanb + lbna — MMy — MpMg.
Calculamos los vectores primero, porque sabemos que tienen la forma

__A(=Ve)

SV A0, + Ady+iB o,
VR ’ ¢

donde
0 = K — a’sin®(0),

R = (r2+a2)2 — KA,

R+OA=T

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
(4.48)

(4.49)

La expresion (4.46[), se conoce del hecho que la interseccion de las hipersuperficies generadas
por ¢, and n, son de dimension 2, que llamamos (ry = constante); y es la integral de los
términos dr y df. Notar que (4.46[), garantiza que se cumpla la relacion de ortogonalidad

m*l, = m°n, = 0.
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Los coeficientes A y B, se obtienen de las relaciones que deben satisfacer los elementos de
la tetrada nula

(1l =nn, = m*m, = mm, =0, (4.51)
(*ng =1, (4.52)
M, = —1. (4.53)

Para lo que sigue, es importante expresar los vectores en su forma contra-variante

T \/_ :Hh\/_ 2am7’

a a a 4. 4
& EAa oy + J5 + AT 95, (4.54)
T R 2

nt = o =8 — \/_aff - ﬂ’”/_ o+ e ) (4.55)

A by Py AY

y por (4.52)), junto con el hecho que T = R + A©O, obtenemos la condiciéon para «
13A

4.56
a =g (4.56)

Finalmente los elementos de la tetrada nula en su forma contravariante, estan dados por

(o = (ﬁa“ n Qaa ﬂhz\/@ o 22?@) (4.57)
ne (aa - %8“ _ 2 (ﬁh\/_ ) 2“;% Taa> (4.58)

V2 f[le .. [R., | = _
7 ( — :Hh ﬁ A GT + ﬁ@@ +1 Tsin2(9) 8¢> . (459)

Y en su forma covariante por

A

Ny = ;ETA <dt + \Tdra + (i]h\/é)dea), (4.61)

ma:\/g(ﬂ“m”m ﬂm/zgdm ,/ERde ,/—sm d(ba) (4.62)

Notar que el caso de m, se obtiene de la expresion de m simplemente reemplazando ¢ por

(—i).

by = (dta - @dm - (i|h\/6)dt9a>, (4.60)

4.4.2. Coeficientes de espin

A partir de la tetrada anterior, podemos calcular las coeficientes de espin. Por simplicidad
usaremos la notacion del formalismo GHP |Geroch et al.|[1973], pero es importante tener en
cuenta que los coeficientes de espin del formalismo de Newman-Penrose son equivalentes 7,
y s6lo hay que tener en cuenta los nombres y notacion utilizada para cada uno.
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Nos concentraremos en algunos coeficientes de espin que reflejan los rasgos mas relevantes,
como son k y p que indican si la congruencia es geodésica (k = 0), y si es ortogonal a
hipersuperficies p = p.

Comenzamos por K

ﬁ_\gg/:( VR - Ao \/_) (4.63)

Se puede ver facilmente que este coeficiente es cero, que se deduce de la condicion de inte-
grabilidad (4.8)). Por lo tanto, (x = 0) para la congruencia asociada a las coordenadas centro
de masa, lo cual concuerda con el punto de partida considerando geodésicas nulas.

Luego continuamos con p

1 0
= oy (af 59

NG i’hcos((g; NG ) . (4.64)

Que es claramente real, y por lo tanto es ortogonal a hipersuperficies, lo cual concuerda con
nuestro requerimiento de que la derivada exterior de la congruencia debia anularse, ver (4.7)).
Y es una de las diferencias mas importantes y cruciales con las congruencias de geodésicas
nulas principales. Por otro lado, es importante senalar que en los polos (6 = 0, 7), la funcion
VO — 0, y por regla de L’hopital se puede mostrar que 61_1'>1ngr Cf’s(z)) VO = 0pk(r,0), que tiene

sin(

un comportamiento suave en los polos; ver (9.44)) por mas detalles.
El otro coeficiente de spin importante es 0. A diferencia de las congruencias principales
nulas que tienen o = 0, en el caso de las coordenadas nulas centro de masa, tenemos

o=— i%{?@ [\/ﬁa%ﬂ cos(f) sin(0) i|h\/@<27‘4 +2a%r% + (a®mr — d*r?) Singw)ﬂ

le [(27“ +ra® + a®*m + (ra® — a®*m) Cosz<9)> VR — 4VOAC cos(0) sin(e)]
1

4sm( )22\/—

n 422\@ [EA Oy — 4R + (2(r —m)K + 4ra® — 47’3>] ,

=1 ( — sin(0)X 9K + (2KX — 4@’ sin®*(0) K + 4a* sin*(6) ) COS(@))

(4.65)

En lo que sigue, daremos las expresiones explicitas de otros dos coeficientes de espin del
formalismo GHP, que seran utilizadas en el proximo capitulo

1¥A

/
= 4.
0= =5 0 (4.66)
1XA
/
plr=—5757r (4.67)

Los coeficientes fueron calculados haciendo uso del software de manipulacion algebraica y
tensorial GRTensorll.
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4.5. Meétrica de Kerr en coordenadas nulas {u,v,0, ¢}

4.5.1. Forma co-variante

Comenzamos con la métrica de Kerr en las coordenadas Boyer-Lindquist

2 4 in?(0 by T
ds? = (1 - ;”) dt? + %m()dtdqﬁ — Sdr? = Sdf? — < sin’(6)dg”. @)

En lo que sigue, se mostraran los pasos para escribirla en términos de las coordenadas nulas
centro de masa. Los diferenciales du y dv, estan dados por

VR

du = dt — T =dr — (jjh\/@) do, (4.68)
dv = dt + ?dr + (ﬂh\/@) do, (4.69)
VR = /(12 +a?)? — KA, VO = /K — a%sin(0)?; (4.70)
y podemos despejar
it — M, (4.71)
ar, = (@ 3 du) _ \/fdr + (ﬂh\@) do. (4.72)

La ecuacion (4.72)) puede escribirse de una manera conveniente para luego hacer el cambio
de coordenadas

[ (dv —du) A
Luego, hacemos los reemplazos (4.71) y (4.73) en (2.1), para obtener

ds® — (1 _ 27;7“) (du2 + dv24—|— 2 du dv) N 4amr;in2(9) (dv —|2— du) 0o

CzA q(dv —du) (4:v6) dg] >2 e — %sm%e)ddﬂ,

(4.74)

R 2
cuya expresion, se puede escribir de manera conveniente agrupando términos
g5t — (1 B 27;7’) (du2 + dvl—i— 2du dv) N 4amr;in2(9) (dv —12— du) dé

(dv — du)?
4

SA (4.75)

R

+Od6? +|, (du — dv) VOdo| — % do* — %sinQ(H) dg?,

para expresarla como

2mr\ [ du® + dv? + 2 du dv 4amrsin®(0) (dv + du
2
:1—
o= (1) (R ) R (B

(dv — du)?
4

YA
R

+1, (du — dv) VO do

AO s T 2.
_(R —|—1)Ed9 —Esm(e)d(b,

(4.76)
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y luego como

ds? — (1 B 27;7’) (du2 + dv? + 2dudv) N 4amr sin®(0) (dv +du) i

4 )Y 2
SA | (dv? 4 du? — 2 dv du)? s o, T )
- = 7 +1, (du — dv) VO db —?dQ—Esm()dgb.
(4.77)
Si continuamos ordenando términos, tenemos
1 2mr YA 2mr\ dudv
2 _ _ - -
ds —4{(1 E) R](du +dv) (1 E) 5
4 in? YA
4 damrsin (0) (dv+ du dp— =2 _dudv 1 (du — dv) VB O (4.78)
)y 2 R 2
TY , T 9
— ?de — E sin ( ) de .

Notar que si comparamos la métrica de Schwarzschild en coordenadas nulas v y v, la cual
no tiene términos con du? o dv? (debido a la simetria esférica); con el caso de Kerr en
coordenadas nulas centro de masa, ademéas de las naturales diferencias en las componentes
angulares, es interesante notar la diferencia debida al término

! [(1 - Qm%) - %] (du? + dv?). (4.79)

que tiene el comportamiento esperado de un espacio tiempo asintéticamente plano, es decir
se recupera Minkowski en el limite

2mr YA
Ii l—— | ——| =0; 4.80
N&K z) R] ’ (4:80)
y mas importante atn, recuperando Schwarzschild
, 2mr YA
alﬂlo |:(1 — T) R :| = 0 (481)

Si trabajamos un poco més el arreglo de términos, finalmente obtenemos

1 2mr XA 2mr XA\ dudv
2:_ 1____ 2 2 1—
ds 4( > R)(du—l—dv)—i—( E+R> 5
.9
+m(ﬁﬂgﬂlmiw_ww@
) (4.82)
+ du (—“W;m()d(ﬁ ﬁh—\/_de)
T , 7T 5
—Tde —ESID ( )d¢ R

Notar que en la expresion co-variante de la métrica de Kerr (2.1)), la singularidad coordenada
en Boyer-Lindquist para (A = 0); es completamente removida al utilizar las coordenadas
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Capitulo 4. Coordenadas nulas centro de masa

nulas {u,v, 8, ¢}. Por otro lado, no debemos perder de vista la dependencia de r = r(u, v, 0),
que esta implicita en (4.73]), y se manifiesta en términos de sus derivadas

or(u,v,0) _ i|hA@ (4.83)

06 VR’
or(u,v,0) A
— , 4.84
50 VR (4.84)
or(u,v,0) A (4.85)

ov 2vVR
Las tltimas relaciones, son importantes si uno desea operar y calcular cantidades geométricas

haciendo uso de la métrica en estas coordenadas (4.82]).

4.5.2. Forma contra-variante

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en
coordenadas Boyer-Lindquist

ON° T [(9\° damr [0 )

() ~= (@) 5 (3) (38)
Ao\ 1/0\ A—dasin?’(d) [0’
_E(E) _i(%) ~ TAsin?(6) <8_¢) '

Formalmente usaremos notacion con tilde, para distinguir las coordenadas inalteradas respec-
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to de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {t,r, 0, ¢}; y de llegada a {u, v, é, <z~5}

Notar que las coordenadas 6, ¢ se mantienen inalteradas, y solo se introducen las nuevas coor-
denadas u,v. Para comenzar, sera til tener expresiones diferenciales de las coordenadas de
llegada

VR

du = dt — = =dr - (£],V0O)ad,

VR

=
N
fes

dv = dt + = =dr + (£1,V0)do, (2.69)
df = do, (4.86)
do = do. (4.87)
Luego podemos expresar los vectores coordenados

o ud wd 9o b0 9 0

5" orou oroe T atas T ota ov ow (4.88)

9 _0ud w0 000 060 VR(O Y (1.59)

or Ordu  Ordv  Odrogf Or g A \Ov OJOu

o Oud wd 000 090 o 0 0

o oud wd 000 9p0 0 (4.91)

96 060u 0000 0600 9600 00
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Si recuperamos notacion quitando tildes y reemplazamos en (2.6]), obtenemos

OV _, X (2
0s YA \ Ou

) (50)-

1
Y

0

(50

)2_A

— a?sin?(0)
Y Asin?(6)

(

0
¢

;

(4.92)

2amr [ 0 VO [0
+ Fyl el G
YA \0¢ Y \od
Ly (2 [2amr (0N VB (0]
o) | =A \9¢ s \oe) |
Se verifica inmediatamente que ¢, = (du), y n, = (dv), son vectores nulos, lo cual es

consistente con la definicién coordenadas nulas centro de masa.
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Superficies 7,

Asociado al par de coordenadas nulas, existe una familia de superficies 2D, que se ob-
tiene como la interseccion de ambas coordenadas nulas (du = dv = 0). Tales superficies, se
corresponden a (rs = cte), donde r, pueden considerarse como la extension a Kerr, de la
coordenada tortuga de Schwarzschild r,.

Haciendo uso del formalismo GHP, |Geroch et al. [1973], se presenta una completa ca-
racterizacion geométrica en términos de la curvatura Gaussiana y extrinseca. En Minkowski
(coordenadas esféricas) y Schwarzschild (coordenadas estindares), tales superficies son es-
feras de (r = cte), con curvatura Gaussiana constante, mientras que en Kerr (coordenadas
Boyer-Lindquist) son esferoides cercanos a esferas r(0), con curvatura Gaussiana que de-
pende de 0, no constante.

5.1. Superficies r,: interseccién de u y v
Al observar (4.18) y (4.19)), es importante notar que du y dv, pueden escribirse como
du = dt — drs, (5.1)

dv = dt +drs, (5.2)

con

N GCETI P

dry = A

dr + (£l K — (asin(6))’ )cze]. (5.3)

A partir de las cuales podemos despejar

dv + d
dr = LT (5.4)
2
y
dv—d
dry = “2 y (5.5)

donde, como se dijo anteriormente, 74 puede interpretarse como la generalizaciéon de la coor-
denada tortuga de Schwarzschild (r,) al caso de Kerr.
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Luego, si tomamos la interseccion de ambas coordenadas, es decir (u = constante) y (v =
constante), tenemos la definicion de las superficies espaciales 2D asociadas a las coordenadas

nulas u y v

dv +d
dt = y — 0, (5.6)

ar, = 4 - du) _ \X_zdr + (o) do =0, (5.7)

es decir

(44:v6) A
A

Estas superficies pueden ser descriptas de una manera puramente geométrica, en términos
de sus curvatura Gaussiana y Extrinseca.

A partir del formalismo GHP Geroch et al.| [1973], tales curvaturas pueden calcularse
como

dr = — do; (5.8)

CGaussian = (QGHP + QGHP) ’ (59)
CE:Etrmsic =1 (QGHP - QG’HP) ) (510)
Qarp =00 —pp' — Wy + A+ Py, (5.11)

donde o, 0, p, p’ son los coeficientes de espin en el formalismo GHP, y los dos tltimos términos
Ay ®4; se anulan en el caso de Kerr. Ver (4.64), (4.65), (4.66) y (4.67).

5.1.1. Meétrica inducida en r,

Comenzamos con la métrica de Kerr en las coordenadas Boyer-Lindquist

2mr 4amr sin®(0) Y T
2 _ 2 = 2 1 .2 2
ds” = (1 > )dt + > dtde Adr df 5 sin (0)do~. (2.1)
La métrica inducida sobre las superficies 2D, puede obtenerse reemplazando (dt = 0)
) T
ds* = —Zdr2 — Ydb? — 5 sin?(0)d¢?; (5.12)

y luego, a partir de la ecuacion (5.8)

se reemplaza dr en y se obtiene

Vo)A
ds® — _§ _%49 _%dp® — %sin2(9)d¢2, (5.13)

si se agrupan términos, tenemos

d52 = -3 |:(%—+R:| T

2 L .o 2
= db 5 sin (0)do*. (5.14)
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Por dltimo, usando la relacion

OA+R =T, (5.15)

podemos expresar la métrica inducida como

»Y T
dsip = —ch? -5 sin?(0)d¢? |, (5.16)

donde
¥ = 1%+ a® cos*(0),
T = (r* + a®)* — Aa?sin®(6),
R = (r? +d%)° - KA. @48

EE
e ND

Estas hipersuperficies espaciales 2D, en coordenadas Boyer-Lindquist estan descriptas por
(r = r(0)), que es solucion de la ecuacion diferencial (5.8)). También es importante notar,
que la métrica inducida ((5.16)), puede obtenerse a partir (4.82)) simplemente tomando (du =
dv = 0).

5.2. CAlculo de Escalares de curvatura

En las ecuaciones y (5.11)), estan involucrados los coeficientes de espin, que ya fueron
calculados. Sin embargo el célculo de ¥y no resulta trivial. Por tal motivo, en esta seccion
se hara el célculo de todos los escalares de Weyl {W, Wy, Wy, W3, Wy}, haciendo uso de las
rotaciones desde los valores dados en la tetrada asociada a las direcciones principales.

5.2.1. Rotaciéon de tetrada nula: principal hacia centro de masa

En esta parte, comenzaremos con la tetrada principal nula, y la rotaremos hasta llegar
a la tetrada centro de masa. S6lo serdn necesarias tres rotaciones, identificadas como tipo
I, IT y III, segin se puede ver apéndice de Prior| [1977]. La secuencia de rotaciones sera la
siguiente: tipo I, tipo IIT y tipo I

78, = ne, (5.17)

mi; =m®+ An (5.18)

0 =1+ Am® + Am® + AAn%; (5.19)
ﬁ?l.lll =7z ﬁ(Illa (5-20)
mir = € miy, (5-21)
Trr = Z s (5-22)

1 rrrr =000+ DGy + Ty + T g, (5.23)
g rrorr =M+ U s (5.24)
%.II.III =Lr1117- (5-25)

57



Capitulo 5. Superficies r

Los coeficientes involucrados se determinan imponiendo la condicion, que tras la ultima
rotacion se obtenga la tetrada centro de masa. Si escribimos las expresiones en términos de
los elementos de la tetrada principal, rastreando las conversiones desde (5.17)),(5.18) y (5.19);
hasta ((5.23),(5.24) y (5.25)), obtenemos

(9= Z 1" 4 ZA @® + ZA m® + ZAR n°, (5.26)
m*=TZ1*+TZAm" + (TZA+e*)m*+ A (TZT + €'*) n®, (5.27)

_ . _ 1 _ _ _
n®=TTZ 1"+ (e "* +ITZA) m® + (E +TAe™ +TAe'™ + FFZAA) n®.  (5.28)

Luego, los valores de los coeficientes Z, A, T y €** se calculan usando las propiedades de
contraccion entre elementos de la tetrada principal (las tnicas contracciones distintas de

cero son: 1%n, = 1y m*m, = —1). Convenientemente escogemos los elementos a contraer, y
obtenemos
VR + 7% +a?
Z =n " = — oy (5.29)

mat 1 <j:lh\/@— iasin(Q))

A z z V2 (r +iacos(6)) (5.30)
a tasin(f) £[,vVO | A
F:M:_l£< 0 +1r/0) ) (5.31)
Z 7 4 Na
s _ = o ok _ al [ﬂh\/@sin(e) (i — acos(f)) — arsin®(0) + i k% cos(6)
a a \/ﬁ (\/ﬁ—f-?’g + CL2)
(5.32)

En Boero and Moreschil [2020], se hicieron calculos analogos para una tetrada nula arbitraria,
a diferencia de este caso donde las rotaciones se hicieron para llegar a la tetrada centro de
masa.

5.2.2. [Escalares de Weyl

Gracias a los resultados anteriores, podemos calcular los escalares de Weyl asociados a la
tetrada centro de masa. Podemos comenzar con los escalares en la tetrada principal, donde
el inico escalar distinto de cero es ¥s,; y luego de las rotaciones calcularlos nuevamente,
a partir de los coeficientes (5.29) ,(5.30), (5.31)) y (5.32); ver apéndice de Prior| [1977]. Los
escalares, luego de la secuencia de tres rotaciones de tipo ILIII y I, estdn dados por

Uy = 6Z%e* N\ Wy,

Uy =37 AWy, + 6T 2% A Uy,
Wy = Wy, + 6 Ze" AWy, + 6 T2 Z%€* S A% Wy, (5.33)
Wy =0+ 30 W, + 9T Ze AV + 6 T3 Z%e* * A Wy,

Uy =0+0+61%W, + 121°Ze" AWy, + 6 [ Z%€* *A* Wy,
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Para nuestros propoésitos, nos concentraremos en la expresion de Wy en la tetrada centro de
masa, dada por B B

Uy = Uy, [1+6 ([ Ze A +T°Z%**N?)]. (5.34)
Debido a que estamos interesados en estudiar de manera individual la parte real e imaginaria,

serd 1til expresar cada factor con ambas partes separadas. Comenzamos por escalar de Weyl
correspondiente a la tetrada principal

m

Uy, = — 5.35
2 (r 4 iacos(9))® (5.35)
cuyas partes real a imaginaria estdn dadas por
, 3mra®cos*(0) —mr®  macos(f) (3r? — a? cos*(0))
Wop = (Yop)p. + 1 (Vap);,, = SE +1 3 . (5.36)
Luego continuamos con el factor
F=[146(Ze*A+T?2%¢*°A?)] = [1+6 (a+?)] (5.37)

donde las partes real e imaginaria del nimero complejo «, estan dadas por
2
| K a* A? <k cos(0) +r sin(ﬁ))
D) 2
2 1y (\/§+r2+a2)
1 K a® A (l{:Qr cos(0) + ksin(0) (r? — a® cos(0)?) + a*r cos(0)® — a*r cos(Q))

2 TS <\/E+7’2+a2>2

QRe =

: (5.38)

AOrm =

(5.39)

La expresion final de las partes real e imaginaria de Wy, son expresiones extensas. Sin em-
bargo, podemos expresarla en forma resumida, en términos de las partes real e imaginaria
de ¥y, y

1

(U2)ge = (1 +6ape +6a, —6a7,) (Va)p, — 12 (Pap) ,,, Qrm (5 + &Re> , (5.40)
1

(V2 = (14 0aam, + 0, = 00%,) (P + 12 ) (54 am ) ()

5.3. Graficos y Calculos Numéricos

5.3.1. Curvatura Gaussiana y Extrinseca de superficie r, (2D)

Los escalares de curvatura en las superficies 2D definidas por (r; = contante) ,
involucran la funciéon K (r,0) y sus derivadas. La cual es solucion de la ecuacion diferencial
(4.8]), que debido a su no linealidad se resolvié numéricamente. Por lo tanto, a pesar de
contar con expresiones analiticas de los escalares de curvatura, para evaluarlos debemos usar
la solucion numérica de K(r, ) y hacer el calculo de sus derivadas numéricamente.
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Es importante mencionar que nuestro c6digo numérico al igual que los resultados previos
involucrados, nos permiten integrar K (r, ) desde el infinito nulo futuro hasta los horizontes
exteriores H y H~, e incluso ingresar al interior r < r_, y calcular las superficies 2D junto
con sus curvaturas Gaussiana y Extrinseca, cuya complejidad es mucho mayor, comparado
al calculo en el horizonte.

Los resultados se observan en figuras y

Notar que la curvatura Gaussiana es intrinseca a la geometria de la superficie. Lo cual,
nos permite establecer una analogia con una superficie 2D embebida en R3, que tenga los
mismos valores de curvatura. En el ultimo grafico de figura tal superficie se podria
construir con un toroide modificado, de manera tal que en su centro haya un disco con
curvatura cero, unido al toroide, tal que para angulos cercanos al ecuador, la curvatura
tendra valores negativos y luego positivos en el ecuador (6 = 7).

Esta analogia, de alguna manera indica como las superficies 2D r,, hacen una foliacién
del espacio. A medida que se aproximan a la singularidad (con topologia de anillo en Kerr),
estas superficies la envuelven de una manera peculiar, con una topologia cercana al toroide
modificado mencionado en el parrafo anterior.

5.3.2. Curvatura Gaussiana de r; 2D, en (r = ry)

Antes de proseguir es importante senalar que si bien, las coordenadas u, v divergen corres-
pondientemente en los horizonte H™, H; se pude definir, por ejemplo sobre la hipersuperficie
u =constante, una familia de esferoides r, tal que tienen un limite bien definido sobre H™ y
analogamente se pueden definir las secciones que son limite de los esferoides r, sobre la hi-
persuperficie v =constante, llegando a H'. Pero ademés, asumiendo la validez de la métrica
incluso para valores r < r,, esto nos permite estudiar estas secciones para r = r4 e
inclusive para valores r < r_.

Cuando consideramos la foliacion en superficies espaciales r; 2D, con métrica inducida
, tenemos que por ser una superficie 2D, como resultado general de geometria diferen-
cial, el tensor de Riemann es proporcional al tensor de Ricci. Y por lo tanto, toda la curvatura
queda resumida en el Ricci. En tal caso, la curvatura Gaussiana queda determinada por su

traza; donde para signatura (+ — ——) esta dada por
Ra
CGauss - _TG- (542)

En los horizontes exteriores (r = r,), é interiores (r = r_), tenemos que A = 0. Como las
superficies 7 son equivalentes a r = r(6), solucion de la ecuacion diferencial , resulta
que en los horizontes r no depende de 6, y simplemente tenemos r = r, 6 r = r_. En tal
caso, se puede calcular el tensor de Ricci con facilidad, a partir de la métrica inducida ([5.16]).
De esa manera, obtenemos

(mrd — 3mry a® cos*(6))
(r2 + a2 cos?(6))?

CGauss—Horizon = = -2 ( pr)Re |7’:ri' (543)
El valor del tensor de Ricci, también fue calculado con anterioridad, como por ejemplo en
Smarr| [1973]; y coincide con las expresiones usadas para obtener (5.43)).

Por 1ltimo, y muy relevante, es mencionar que el resultado analitico (5.43)), también se
obtiene directamente de las expresiones de GHP para la curvatura Gaussiana, ver (5.9)) y

60



Capitulo 5. Superficies r

Curvatura Gaussiana. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(6)=10r,). Param: m=1.00, a=0.80

0.00382
0.00382
0.00382
0.00382
0.00382
0.00382

0.00381
0.00381
0.00381
0.00381
0.00381

Z=r cos(0)
N
ONAROPON R ®®

Curvatura Gaussiana. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(6)=2r,). Param: m=1.00, a=0.80

Curvatura Gaussiana. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(8)=0.5r,). Param: m=1.00, a=0.80

1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

r cos(0)

Z=

X=(12+a2)"2 cos(g) sin(@) 0° T 1

auss
r cos(0)

0.00382 O

z

r cos(6)

Z:

0.5
Y=(r2+a2)"2 sin(9) sin(6)

Curvatura Gaussiana. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(0)=3r,). Param: m=1.00, a=0.80
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6

s L 0.0425
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8

z : 0.0415 §
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1 L

o L 0.0405
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6
6 2

X=(r2+a2)'2 cos(@) sin(6) 23 &6  Y=(rP+a®)'2sin(g) sin(0)

Curvatura Gaussiana. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(0)=r,). Param: m=1.00, a=0.80

0.5
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0.4
15 0.35
"
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0'250
05 0.2
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0 0.1
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- 18
2 0—0.5
0 1 0.5
X=(r2+a2)"/2 cos(¢) sin(6) V452 19Y=(2+a®)"2sin(g) sin(e)

Curvatura Gaussiana. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(0)=0.85r.). Param: m=1.00, a=0.80

100
-
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08 [~
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02 - 20
o 0

20

-1

1 0
0 5 0.5

X=(r2+a?)2 cos(@) sin(8) T1 Y=(r?+a?®)"2sin() sin(8)

Figura 5.1: Curvatura Gaussiana. Superficies 2D (r, = cte) = r(f) (intersecciéon de
u 'y v constantes): Se observa que las superficies tienden a curvatura Gaussiana constante ’
cuando r crece, con un comportamiento del tipo ~ T% Sin embargo, en superficies cercanas a
4, sucede lo contrario. La curvatura Gaussiana tiende a variar con 6. En el interior (r < ),
los cambios aumentan y se tornan drésticos cambiando incluso el signo, pasando a valores
negativos en las cercanias del polo norte. Notar la diferencia de escala en los colores de la
curvatura Gaussiana. Se muestran solo los hemisferios norte de cada superficie, debido a su

simetria respecto al ecuador (0 = 7).
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Curvatura Extrinseca. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(6)=10r,). Param: m=1.00, a=0.80

Curvatura Extrinseca. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(0)=3r,). Param: m=1.00, a=0.80
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Curvatura Extrinseca. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0) Curvatura Extrinseca. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)

Caso (r(0)=2r,). Param: m=1.00, a=0.80

Caso (r(0)=r,). Param: m=1.00, a=0.80
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Curvatura Extrinseca. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)
Caso (r(6)=0.5r,). Param: m=1.00, a=0.80

-0.35

Curvatura Extrinseca. Superficie 2D: (rg=cte) = (du=dv=0)

Caso (r(6)=0.85r.). Param: m=1.00, a=0.80
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Figura 5.2: Curvatura Extrinseca. Superficies 2D (r, = cte) = r(f) (interseccion de u
y v constantes): Se observa que las superficiés tienden a curvatura Extrinseca nula cuando
r crece, con un comportamiento del tipo & T% Sin embargo, en superficies cercanas a ., su
valor absoluto aumenta, junto con las diferencias en 6, con valor cero en el ecuador 0 = 7,y
disminuye con valores negativos hacia el polo norte (6 = 0). En el interior (r_ < r < r,), los
cambios aumentan y se tornan drasticos, comenzando en cero en el ecuador, disminuyendo
y luego aumentando hacia hacia el polo norte. A diferencia de la curvatura Gaussiana, el
cambio de signo se produce solo cuando r < r_. Notar la diferencia de escala en los colores
de la curvatura Gaussiana. Se muestran solo los hemisferios norte de cada superficie, debido
a su simetria respecto al ecuador (6 = 7).
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(5.11). Notar que ¢’ y p’ son proporcionales a A, ver (4.67)) y (4.66). Por lo cual en r = 1.

(A = 0), los coeficientes de espin no contribuyen. Luego, el tnico termino que contribuye
es Wy. Si observamos los coeficientes de rotacion I' y e'* (ver (5.31), (5.32)), resulta que
ambos son proporcionales a A, por lo cual en (A = 0), el namero complejo « se anula, y
obtenemos un factor igual a la unidad (F = 1) en (5.37)). Finalmente si reemplazamos en
(5.34)), tenemos Wy = ¥y,,; y la curvatura Gaussiana resulta

(CGauss—GHP) |T‘:7‘i = -2 (\IIQ)Re |7‘:Ti = -2 ( WQP)Re |7“:7‘i7 (544)

que coincide exactamente con (5.43)), calculado por un camino totalmente diferente. Lo cual,
es una prueba mas de la consistencia en los resultados analiticos y numéricos presentados.

5.3.3. Casos limites: Schwarzschild y Minkowski

Es importante comparar los resultados anteriores con los casos limites de Schwarzschild
y Minkowski.

Si consideramos la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist , podemos
obtener la métrica de Schwarzschild en coordenadas usuales simplemente tomando a = 0.
De manera similar, podemos tomar a = 0, m = 0 para obtener la métrica de Minkowski en
coordenadas esféricas. En ambos casos, las coordenadas centro de masa, se obtienen a partir
de las ecuaciones generales para espaciotiempos con simetria esférica y ; donde
si tomamos D = L = 0, obtenemos para Schwarzschild

dr

duSChw =dt — 3 s (545)
(1-2)
d
dechw =dt + (1 T2m> 5 (546)
y para Minkowski
duMmk =dt — d?", (547)
dUMmk =dt + dr. (548)

En ambos casos, las superficies 2D espaciales r; = cte. (interseccién de ambas coordenadas
nulas du = dv = 0), corresponden a r = cte. Es directo verificar que la curvatura Gaussiana
y Extrinseca de estas superficies son constantes

1
CGaussian = 7"_2’ (549)
CEactrinsic =0. (550)

Al comparar estos casos limites de Schwarzschild y Minkowski con Kerr, es inmediato notar
las diferencias en la geometria de las superficies r, = cte.

Por dltimo, es interesante mencionar el caso limite de tomar m = 0, pero manteniendo
a # 0, en la expresion de la métrica de Kerr . Interpretar el verdadero significado de ese
limite no es trivial, tal como se menciona en |Gibbons and Volkov| [2017]. Sin embargo, con las
consideraciones adecuadas (tomando r > 0), se puede interpretar como el espaciotiempo de
Minkowski en coordenadas esferoidales. Es posible probar que existe un limite para la funcion
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K, tomando m — 0, y que en este limite K satisface la ecuacion . De esta forma se
puede construir las coordenadas nulas u y v en el sistema de coordenadas esferoidales, con la
particularidad que las geodésicas nulas contenidas en u =constante llegan ortogonalmente a
esferas asintoticas en el infinito nulo futuro. En otras palabras, las superficies u =constante en
el caso esferoidal coinciden con la misma familia en el caso esférico. Por lo que las superficies
rs coinciden en ambos casos, contienen los mismos puntos del espaciotiempo de Minkowski
aunque expresados en diferentes coordenadas, puesto que son definidas de la misma manera.
En particular se obtendran los mismos valores en cada punto del espaciotiempo para las
curvaturas Gaussiana y Extrinseca.

Sin embargo, si analizamos la motivacion e interpretacion de las coordenadas centro
de masa desde el punto de vista fisico geométrico, que se us6 originalmente; encontramos
una diferencia importante. Esto es debido a que si la masa es cero, el espaciotiempo es el
Minkowskiano y por lo tanto no existe horizonte de evento ni tampoco secciones centro de
masa en el infinito nulo futuro. Entonces desde este punto de vista, el limite m — 0 es
singular, puesto que no existe un sistema de referencia centro de masa. Aunque si es posible
hacer una identificacion entre el espaciotiempo de Minkowski en coordenadas esferoidales y
en coordenadas esféricas, tal como se hizo en el parrafo anterior.

5.4. Comparaciéon con otras definiciones

Los resultados presentados mejoran varios intentos de la literatura. Uno de los mas no-
tables es el de Sean Hayward Hayward [2004], cuya definicién no incluye la geodésica nula
que va a lo largo del eje de simetria.

Lo cual se manifiesta en su construccion, al no obtener superficies 2D suaves en los polos.
Para comparar con nuestro trabajo, a partir de Hayward| [2004], consideramos la funcion
nula

ut =t —r,, (5.51)

vt =t . (5.52)

El andlogo a nuestras esferas 2D 7, se obtienen a partir de la interseccion de (u* = constante)
y (v* = constante), que pueden parametrizarse con rgy.

En figura [5.3] se puede ver que para r,y hay una discontinuidad en las derivadas en
(0 = 0,7), mientras que los esferoides rs son claramente suaves. La discontinuidad en las
derivadas, no solo se observa en la figura; sino que fundamentalmente reside en el hecho
de que la curvatura Gaussiana en las superficies r,y diverge en los polos. Mientras que la
curvatura Gaussiana en las superficies r, es suave.

El caracter intrinseco de la curvatura Gaussiana, despeja cualquier duda respecto a la
influencia de escala en figura y la presencia del pico discontinuo en los polos que poseen
las superficies r,y. La discontinuidad a lo largo del eje de simetria, implica que el mapa
doblemente nulo propuesto por [Hayward| [2004], es incompleto. Desde el punto de vista
operacional, eso genera graves inconvenientes, reduciendo el alcance y la utilidad del mapa
coordenado.

A manera de ejemplo concreto, podemos considerar la ecuacién de un campo escalar sin
masa. En coordenadas centro de masa, se expresa segin ecuacion , donde los coeficien-
tes son regulares y bien comportados. Mientras que usando el mapa propuesto por Hayward
[2004] (se obtiene de (8.64), tomando K = a?); presenta un coeficiente que diverge en los
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polos. El cual corresponde al coeficiente de espin p (expansion) (4.64); cuyo tercer término
es

cos(f) S s
sin(0) \/K(T’ 0) = a?sin*(0). (5.53)
En el caso de Hayward (tomando K = a?), el coeficiente diverge en los polos
cos(6) 2 .. acos’(f)
=0 sin(0) VE(0) - asini(0) =l Tsine) 7 (5:54)

Por lo tanto, la ctspide o pico que se observa en figura senala un grave problema geo-
métrico en la definicion de Hayward| [2004]. El mal comportamiento divergente en las dos
cantidades geométricas, tanto en la curvatura Gaussiana de sus superficies rqy, como asi
también en el coeficiente de espin prayward (€xpansion), indica que las coordenadas nulas de
Hayward, estan adaptadas a congruencias nulas que forman cdusticas a lo largo del eje de si-
metria. En aplicaciones, como el ejemplo concreto de la ecuacion de campo escalar sin masa,
la presencia de cdusticas introduce un comportamiento divergente en uno de los coeficientes;
lo cual hace imposible cualquier intento de resolucion, imposibilitando su tratamiento tanto
analitico como numérico.

Dicho de otro modo, si se analiza la métrica de Kerr en coordenadas nulas de |Hayward
12004)], no se observan divergencias o malos comportamiento en sus componentes (excepto
por los tipicos problemas de las coordenadas esféricas). El problema reside en las derivadas
de la métrica. El coeficiente de espin prayward, €5td estrechamente relacionado a la conexion
del espaciotiempo |Geroch et al. 1973/, la cual involucra derivadas de la métrica. Debido a
que la curvatura del espacio liempo esta determinada por su conexion, podemos valicinar
los graves problemas de utilidad de las coordenadas nulas de Hayward [2004]. Numerosos
problemas de interés, como por ejemplo el caso del campo escalar sin masa en Kerr, tendrdn
comportamientos divergentes a lo largo del eje de simetria, haciendo imposible su tratamien-
to.

Mientras que en coordenadas centro de masa, segin se muestra en , el coeficiente
es regular y bien comportado

cos() \/K(T’> ) — a? sinz(@) = Opk(r,0)

6—0,r sin(6)

(5.55)

||9:(),7r

El ejemplo anterior, muestra la limitacion del sistema coordenado incompleto propuesto
por Hayward. Mientras que el sistema coordenado centro de masa, al ser completo permite
abordar y resolver el problema de evolucion, tal como se desarrolla en

Otro trabajo importante en el que se definen coordenadas nulas para Kerr es el de Fletcher
and Lun| [2003b], donde también se considera la posibilidad de tomar K como constante,
con K = a?E?. Tal condicién se nombra como X? = 1, donde X? = —£. Por lo cual, tal
definicion también tiene el mismo problema y patologia que Hayward| [2004].

Nuestro enfoque estd mas relacionado al trabajo de Frans Pretorious y Werner Israel Pre-
torius and Israel [1998], aunque su tratamiento solo cubre el hemisferio norte, sus expresiones
también fallan en el polo norte y son dificiles de calcular incluso numéricamente [Bishop and
Venter| [2006]. En concreto, también seria imposible tratar la ecuacion de campo escalar sin
masa en Kerr usando tal sistema coordenado, debido a que sus expresiones también divergen
en los polos.
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Corte transversal de superficies 2D: (du=dv=0) Corte transversal de superficies 2D: (du=dv=0)
Caso (r(8)=0.85r.). Param: m=1.00, a=0.80 Caso (r(8)=3 r,). Param: m=1.00, a=0.80
04 \ \ \ | . ——
s
0.3 - ° fsH
6 — —
0.2 -
4 — —
0.1 — _2F |
o
0 £ 0 -
%]
-01 — 2 - —
4 - —
-0.2 —
6 — |
-0.3 —
-8 — —
04 | | | | | | | | | | | | | |
-0.3 -0.2 -01 0 0.1 0.2 0. -8 6 4 -2 0 2 4 6 8
r cos(0) r cos(0)

Figura 5.3: Comparaciéon entre superficies 2D r, y ryy asociadas a coordenadas
centro de masa y Hayward [2004]. Se observa que las superficies 5 son completamente
suaves, mientras que las superficies rgy presentan una discontinuidad en los polos (6 = 0, 7);
lo cual no es un efecto de escala. Cada superficie ryg tiene un comportamiento divergente en
su curvatura Gaussiana y su coeficiente de espin pgaywarq; indicando la presencia de ciusticas
a lo largo del eje de simetria. Lo cual sucede para toda la familia de superficies, en todas
las regiones (excepto en r = ro,r_). Se muestran dos casos, uno en region interior a los
horizontes (r =~ 0,857_) y otro en region lejana a los horizontes (r ~ 371,).

Finalmente, luego de estas comparaciones, podemos concluir que las coordenadas nulas
centro de masa, son el primer sistema coordenado doblemente nulo completo; en el sentido de
que permite tratar y resolver problemas de aplicacion fundamentales donde otras definiciones
previas han fallado. En particular, permite abordar y resolver el problema de evolucion, tal
como se desarrolla en
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Nueva coordenada angular ¢

Debido a que la coordenada angular ¢ de Kerr (en coordenadas de Boyer-Lindquist) tiene
mal comportamiento en el horizonte futuro; si se quiere resolver la ecuacion de un campo
escalar sin masa y atravesar el horizonte de eventos, resulta fundamental definir una nueva
coordenada angular axial, que sea reqular en HY. Para ello, se hace un estudio analizando
diversas posibilidades. Finalmente se adopta una nueva definicion de coordenada angular, que
permitird lograr el cometido de atravesar el horizonte y minimizar la complejidad numérica.

6.1. Divergenciaen r, y r_.

Comencemos analizando la ecuaciéon de geodésica nula mas general para la coordenada
angular ¢, dada por

do 1 L
— =——12 -2 4
DT sa [Ramrd (B 2mr) S -43)
Es claro que
. do _
Hm oy oo (6.1)

donde A = (r —ry)(r —r_); es decir que A — 0, cuando r — ry 6 7 — r_.

Como en este trabajo estudiamos el paso desde la region externa a través del horizonte
H™, estudiaremos la definicion de una coordenada angular axial que sea regular cuando
r—ry.

6.2. Definiciéon adaptada a direcciones principales

Una manera de definir una nueva coordenada, es inspirada en el caso de las congruencias
principales, como se hace en seccion 5.3.6 de Poisson| [2004].

Para poner en contexto, recordemos que ¢ es mal comportada para cualquier geodésica
nula. Cuando se escogen los valores de las constantes de movimiento E, L, K¢ grier, S€ €scOge
una particular direccion geodésica. A su vez, al considerar el conjunto de geodésicas para cada
punto del espaciotiempo, tenemos que tal eleccion de constantes determina una congruencia
de geodésicas. Para definir las coordenadas nulas, en este trabajo se consider6é un par de
congruencias particulares, que son diferentes a las principales nulas.
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En lo que sigue, mostraremos c6mo se puede definir una nueva coordenada angular adap-
tada a una congruencia particular. Comenzamos con el caso de las congruencias principales

nulas, en donde
dr

— =*,F, 6.2

) (6.2)

dp aF

—_— = 6.3
donde +,; = + (congruencia saliente hacia el futuro), +,; = — (entrante hacia el futuro).

Notar que para congruencias que alcanzan la regién asintoticamente plana, es natural elegir
E = 1; lo cual es equivalente a una reparametrizacion de \. Luego, para el caso de las
direcciones principales, es usual definir (ver [Poisson| [2004])

d d
z/;im:¢—ioi/%dr:¢—/£[:&oidr]:gzﬁ—/d—(ﬁd)\:¢—gz§+Cim.:Cim.. (6.4)

Es decir, que las nuevas coordenadas angulares ¢, , pasan a estar bien comportadas, y
ademas se mantienen constante a lo largo de cada congruencia principal nula.

dwioi

=0, (6.5)

Este ultimo ejemplo, servird de inspiracion para definir una nueva coordenada angular adap-
tada a las direcciones centro de masa.

6.3. Definicion adaptada a direcciones centro de masa

6.3.1. Posible definicién ¢

Inspirados en el caso de las direcciones principales nulas, analizamos la posibilidad de
definir una nueva coordenada angular ¢, tal que ¢ = 0, a lo largo de las direcciones centro

de masa. Para las cuales se satisfacen (3.51)), (3.53) (con 6 =0, L =0, £ = 1)

dr | (P +a?)?—K(r0)A

= +i S ; (6.6)
do  2amr
- SA (6.7)

Lo cual sugiere, al estilo de [6.4] considerar la siguiente definicién

2amr’
5. — -t dr: 6.8
P =9 / A2+ a?)? — KA (68)

que en principio, ademas de depender de la coordenada angular 6, con (% # 0), segtn la
eleccion +,;, es bien comportada en r, tomando (+,; = —) para el horizonte H" y tomando

(£0; = +) para el horizonte H~.
Esta definicion natural, también ha sido sugerida en Pretorius and Israel [1998]; sin em-
bargo decidimos no utilizarla, porque las ecuaciones geométricas se tornan muy complicadas.
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6.3.2. Definicién adoptada ¢

Luego de la exploracion previa, se decidié usar la definiciéon que se emplea en la cons-
truccion de la forma Kerr-Schild de la métrica de Kerr, la que involucra un sistema de
coordenadas cartesiano de la métrica de fondo plano empleada. Esta definicién entonces, no
s6lo es mas sencilla, desde el punto de vista algebraico, sino que ademas tiene un significado
geométrico fundamental de la métrica de Kerr. La nueva coordenada angular estd adaptada
a las direcciones principales, en el sentido de que ademas de evitar el mal comportamiento
en los horizontes, se mantiene constante a lo largo de las congruencias principales

dy

d\ |direcciones—principales: 0. (69)

Sin embargo, al utilizar la misma definicion junto con las coordenadas nulas centro de masa,
logramos evitar el mal comportamiento en los horizontes, pero la coordenada angular cambia
a lo largo de las congruencias centro de masa, es decir

de
7\ l|direcciones-CentrodeMasa 0. 6.10
5\ la CentrodeMasa 7 (6.10)

La definicion adoptada para la nueva coordenada angular ¢ es entonces la discutida en
las seccion 6.2

dps, = do — im%dr; (6.11)
que puede ser integrada, para obtener
a a r—ry
=0 —*ty | —dr=¢— %, 1 . 6.12
o = 0= b [ oy = 0= st (T2 (6.12)

Notar que por construccion, hemos definido dos posibles coordenadas angulares, ., que
es bien comportada en H~ (que puede atravesarse con una geodésica nula saliente) y ¢_
que es bien comportada en el horizonte Ht (que puede atravesarse con una geodésica nula
entrante).

En los préximos capitulos, serd tutil expresar el diferencial en términos de las
coordenadas nulas centro de masa u,v; que a partir de

dr = [M . (:H,M@) d@] %, @73)

puede expresarse como

dps. = dp — im-\/(% [(d“ 3 du) _ <ﬂh\/@) d@] . (6.13)

Para finalizar el capitulo, notar que todo el estudio realizado se puede repetir, y lo haremos,
cuando uno quiere estudiar el traspaso a través de los horizontes de Cauchy C* y O,
que estan en el interior del agujero negro, y refieren a la condiciéon r = r_; pero esto lo
estudiaremos en futuros trabajos.
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Capitulo 7

Kerr en coordenadas nulas centro de
masa y nueva

Se presenta la métrica de Kerr en las coordenadas doblemente nulas (u,v) centro de
masa, haciendo también uso de la nueva coordenada angular p. Se analiza en detalle el com-
portamiento en el horizonte de eventos y se presenta el sistema de coordenadas doblemente
nulo (U, V') que permite extender las coordenadas a través de los horizontes. Estas iltimas
son las que se usardn en el cilculo numeérico.

7.1. Kerr en coordenadas Boyer Lindquist {¢,7,0} y
nueva coordenada axial .

7.1.1. Forma co-variante

El primer paso, es escribir la métrica de Kerr en su forma co-variante, incorporando la
nueva coordenada . Para eso podemos comenzar por la métrica de Kerr en las coordenadas
Boyer-Lindquist

2 4 in®(¢ )Y T
ds? = (1 - 200 g Aamrsini©) o 2 e sagr — T 0) do e1)
) )Y A Y
luego introducir la nueva coordenada angular ¢, dada por
dp = d¢ — im-%dr; (7.1)

y asi obtener

2mr 4amr sin?(0) a
2 _(1_ 2 ,
ds® = (1 5 ) dt” + > dt (dcp +,; dr)

(7.2)
Y, s T a ,\?
- Zdr — Xdo” — 5 sin (0) (dgo +, Kdr) ;
2 2, a2
g = (1- 2mr i+ 4damr sin (Q)dtdgo L 4a*mr sin (9>dt dr
X by YA (73)
X o L 2 @ a ) '
- Zdr — Xdo* — 3 sin (0) | dp= + Pdr +oi 2Zdrd<p ;
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7.1.2. Forma contra-variante

2 2,2
g = (1- 2mr i+ 4damr sin®(0) dtdp +, 4a*mr sin®(0) gt dr
D) 2 YA (7.4)
Y Ta?sin?(0)) | , ) 2a sin®(0) T ., ) '
- (Z + T) dr® — Xdo* — j:m-Tdrdcp — 5 sin (0)dp=.

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en

coordenadas Boyer-Lindquist

AN AR
ds) LA \ot

XA

=0
H)-1(6) -2

— a%sin?(0)
YA sin?(0)

(5)

29

Formalmente usaremos notaciéon con tilde, para distinguir las coordenadas inalteradas respec-
to de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {t,r,0, ¢}; y de llegada a { ¢, 7, HN, go}.

Notar que las coordenadas ¢, r, # se mantienen inalteradas, y solo se introduce la nueva coor-
denada angular ¢.

di = dt, (7.5)
dr = dr, (7.6)
dj = do,
dp = d¢ — im-%dr. (7.7)
Luego, podemos expresar los vectores coordenados
o oto 0F0 000 0p 0 0
5= oioi T oror Tt T oroy — av (78)
o oto 9Fd 900 90 0 a 0
or ~ oroi Toror orop L orop  0F TUAdy (7.9)
o o0to oFd 0009 dp9 0
06~ 060i " 060r T 0606 T 9600 28 (7.10)
0 _0t0 0r0 000 0p0 _ 9 (7.11)
dp 09Ot 0pOFr 0099 Opdp  Op
Si recuperamos notacion quitando tildes y reemplazamos en (2.6]), obtenemos
(2)2_ T <8)2+4amr(8) (a)i 2a(8) (a)
“yA \ot SA \ot) \op) "% \ar) \ap
0s ot ot Op or Op (7.12)

B

a 2
)

10V
¥ \oo
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7.2. Kerr en coordenadas centro de masa y nueva ¢

Debido a la importancia del resultado, haremos una presentacion detallada de diversos
manejos algebraicos elementales que conducen a las expresiones finales deseadas.

7.2.1. Forma co-variante

En esta seccion introduciremos las coordenadas centro de masa. Comenzamos por (7.4)),
y luego introducimos

_dv—i—du

L )

dr = \/Aﬁ [(d” 3 du) _ (:Hh\/@) d&} . @73)

Si reemplazamos en los dos primeros términos de (7.4]), obtenemos

gs? — 1_2mr du + dv\”
x 2

L Amra®sin® () (du+dv) {(dv—du) - ( 4, \/6) d@}

dt

A
VR, (7.13)

YA 2 2
Ya?sin?(0) + X2A  ,  4amrsin®(0)
— A2 dr® + Tdcp dt
—+ -£2a sin?() dp dr — ¥ df* — L sin?(6) dy?
o1 AZ Z )

luego comenzamos a agrupar términos

gs? — (1 B er) (alv2 + du® + 2dv du)

by 4
4mra? sin®(6) dv?* — du? dv + du

= AUT) () (e
Ya?sin?(0) + 2A  ,  damrsin(0)
a5

T .2 2 T .o 2
iozE2a81n (0) dp dr — X do 3 sin (0) dy=,

(7.14)

?

de dt

y obtenemos

1 2mr mra® sin®(6)
2 _ L (4 _ 2 2\ 4 2 _ g2
ds —4(1 Z)(du —i—dv)j:oz( SVR )(dv du)

2 2
+ L (1 — er) dudv — £, i’thra sin’(6) VO (dvdf + du df)

2 % SVR (7.15)
Ya?sin?(0) + X2A  ,  damrsin?(0)
— SAZ dr® + ngp dt
— j:m»l2a sin?(0) dp dr — X db? — L sin?(0) d?.
AY by
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Luego procedemos con el tercer, cuarto y quinto termino de ([7.4))

1 2mr mra®sin®(6)
ds* == (1 - "= ) (du* + dv®) £o; | ———— ) (dv* — du?
S 4( E)(u—l—v) ( SR )(U u)
1 2mr 2mra? sin®(0)v/©

+—(1—-— )dudv— =+, + dv df + du db
5 (1- %) 2 SOV )

Ta? Sm;(z)2+ S2A %2 {(dv - ) _ (4,v0) dg} ; (7.16)
e L A [(dv . du) ~ (#v@) d@} dp

AX VR
4 in” T
| Aamr sin (G)dSD <dv+du) st Esin2(9) i,

by 2

2asin’(0)

si expandimos los términos

2 2
ds? :i (1 - 2_;17’) (du2 + dv2) +.; (M) (dv2 - duz)

VR

1 2mr 2mra®sin?(0)v/©
+§<1_T> dudv — +,; |5, SR (dv df + du db)

T 2 2 E2A 2 2 2)
_ Ya®sin®(0) + {(dv + du dvdu) OO — 4, (dv — du) VO dp| (7.17)

YR 4
2T asin?(0) [ (dv — du)
2amyr sin?(6)

T
S do (dv + du) — X df* — 5 sin?(6) dy?,

y luego reagrupamos

2 2 2 2 o2
Js? :i (1 B 27;7‘ ~ Ya'sin®(0) + X A) (du? + do?) £, <m7’a sin (6’)) (dv? — du?)

YR YVR

1 2mr  Ya?sin?(9) + L2A

+§<1— S + SR >dudv
Ya?sin?(0) + X2A 2mra® sin®(6)v 0

+|, [VO — £ dv df

" ( 2R ) VR | Y

9 7 Y
4, \/@(Ta sin? —1—2 A) 2mra?® sin (9)\/@ ot do
2T asin?(0) [ (dv — du) 2amr sin?(9)
0i Z\/ﬁ |: ( > 1 ngp (dU + dU)
2 2
_[2+6<Ta sin? —l—ZA)} ——sm (0) ds?,
(7.18)
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finalmente obtenemos

2 in2 2 2 2
2 1 | 2mr Ta*sin®(0) + Z°A j:m‘élmm sin”(0) i
4 YR SVR
1 mr  Ta’sin®(0) + X*A | dmra®sin®(6) I
4 YR 7SR
1 2mr  Ta?sin?(0) + X2A
5 (1 S + SR ) du dv
Ya?sin?(0) + X2A 2mra?sin?(6)v/O |
— &+ () +oi du df
Vo ( SR ) WR |
Ta?sin?() + X2A 2mra?sin?(0)v/O |
£, | VO — fi dv db (7.19)
VO ( SR ) SVR ‘

2amr sin?(6) Yasin?(0) )

+ +oi ded
< s swr )
2amr sin?(0) Yasin?(6) )

4 (2emrsm )y 2SN god
< s swrR )

2T a sin*(6)
+o; VO db d
Hy——= SVR ¥

Ya?sin?(0) + X2A s, T o, 9
—{Z—i—@( 7 >] de — 5 sin (0) dp=.

La expresion (7.19)), es la métrica de Kerr en las coordenadas centro de masa, con la nueva
coordenada angular ¢4 .

Notar que H;, depende del hemisferio (6 < 5: &, = +) y (6 > §: &, = —). Mientras que
+,; depende de la elecciéon de la coordenada angular ¢, o ¢_; que se hara segiin la region
de interés.

Comportamiento en el horizonte

Es importante remarcar que la métrica no depende de las coordenadas nulas u y v; pero
que al acercarnos al horizonte H™ la coordenada u diverge, mientras que si nos acercamos al
horizonte H~ la coordenada v diverge. Esto no impide estudiar el limite de las componentes
de la métrica cuando nos aproximamos a estos horizontes, lo que ayuda, como paso previo
a definir las nuevas coordenadas nulas que seran finitas en estos horizontes.

Queremos analizar que sucede cuando A = 0, es decir en r = r, 6 r = r_. Para
ello, podemos estudiar el comportamiento de las componentes de la métrica, por medio de
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expansiones en serie alrededor de A = 0. Las cuales, estan dadas por

G s ™ e [(Km;%xfiﬁlz_(;f)wTﬂ A% 4 O(AY), (7.20)
Gu |ty = —meisggf; 5 o), (7.21)
Jov l(ko=t) & ﬁ[{ [(Km;irgxfiiligl)?mQﬂ A+ 047, (7.22)
oo |(komy = — qufisiafiz 7O (7.23)

uo = Jou ™ 1677127“2 — _277[2 f;n;i% B A+ O, (7.24)

Las correspondientes a componentes cruzadas con parte angular

Gub o= ﬂhlf((f:;;EsznaiS;Zil(_@Smw)A+O(Az), (7.25)
Guo |(ro=t) = — L] 2;€a22sl?;§?2) + O(A), (7.26)
900 leomt) ~ = £l Ve ((ff;; {2?_(9)(_95”” A+O(BY), (12
900 |(doi=—) =~ Hn 2v/0 o’ sin’(6) + O0(4), (7.28)

2mr — a2 sin*(0)
1 (4mr 4+ K — 2a®sin®(0)) a” sin®(0)

L A+0O(A?), 729
Gup |(ioz ) 4 mr (2m’r‘ — a? Sin2(0)) ( ) ( )
4amr sin?(0)
2mr — a?sin?(0)

1 (4mr + K — 2a®sin?(6)) a* sin®(6)

! A +0(82), 731
o | (oi=1) 4 mr (2mr — a?sin®(0)) & o
4amr sin®(0)
2mr — a? sin2(9)
Y las correspondientes a componentes netamente angulares

4m?r?asin®(0)vVO

+O(A), (7.30)

gu@ |(ioz:+) ~

G |(tp=m) & + O(A). (7.32)

~ o+, + O(A), 7.33
P |hmr (2mr — a?sin*(0)) O (7.33)
4m*r? — (4mr — K)
A — O(A 7.34
o0 2mr — a?sin?(0) +0(8), (7.34)
4m?*r? sin()?
Gop X () +0(A). (7.35)

2mr — a?sin(6)?
La manera en que cada componente de la métrica se comporta, en términos de A, es lo
esperado al construir este sistema de coordenadas doblemente nulo. Este comportamiento es
lo que nos permite definir, en la nueva seccion, las coordenadas que serén regulares en cada
uno de los horizontes.
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7.2.2. Forma contra-variante

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en
coordenadas {t,r,60, ¢} (Boyer-Lindquist y nueva ¢)

G5 E@-2OE)
28 ()

Nuevamente, usaremos notacion formal con tilde, para distinguir las coordenadas inalteradas
respecto de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {t,7,0,¢} y de llegada a

{u, v, 0, @}. Notar que las coordenadas 6, ¢ se mantienen inalteradas, y se introducen nuevas

u, v. Para comenzar, serd util tener expresiones diferenciales de las nuevas coordenadas

VR

du = dt — = =dr - (£],V0O)ad,
dv = dt+?dr+ (£|,V0O)as,
df = do,
dp = de. (7.36)

Podemos expresar los vectores coordenados por

o Odud wd 800 9o 0 0

%= atou o0 T otos T 5t9e — 7u T v (7.37)
0 _ud w0 080 00 VR(O O\ (7.38)
or Ordu Ordv 0Orph Ordp A \Ov OJdu

0 ud wd 000 9p 0 o 0 B
96~ 900u 9600 " o6os " aeap - VP <(9v au) o5 (7.39)
9 _ o wo 960 950 _ 0 a0

o~ Dpou ' Dpdv  Dpon  0pdp 0%

Si recuperamos notacion quitando tildes y reemplazamos en (7.12)), obtenemos

@) 5@ () s () - ()

T
A
() |(3 ) @)= 5G] | oo
2
(

)| (o= (2) =2 (3)

+
+

9
ou
9
ov
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7.3. Kerr en coordenadas centro de masa extendidas

{U,V,0, ¢}

A continuaciéon extenderemos las coordenadas centro de masa a través de los horizontes,
definiendo dos nuevas coordenadas (U, V') a partir de (u,v). Comenzamos con la definicién
inspirada en las coordenadas de Kruskal para el caso de Schwarzschild

_ —KU
U=—e"",
RU

V =€

donde el valor de k se escogera unas lineas més adelante.

(7.42)
(7.43)

7.3.1. Forma co-variante

Luego tenemos

dU = a—Udu = ke "du = —k U du,
ou

dV = a—vdv = ke™dv = k' V dv;
ov

(7.44)

(7.45)

es decir

1dU
duy — ————
Y kU’

_ Ldv

(7.46)

dv

kV
Finalmente reemplazamos (7.46) y (7.47) en (7.19)), para obtener
2mr  Ya?sin?(0) + X2A 4mra? sin?(0) 1
> SR YR K202
2mr  Ya?sin?(0) + X2A 4mra? sin?(0) 1
2 YR 7 XVR

(7.47)

ds® =

dU?

VRS
—_
|

= ] =

7N
—_
|

—_
—_
|

du dv

2mr L
>

[\]

YR

H
>

YR

==

R
Ta sin?(0)
VR

B (Qamr sin?(0)

E o1

Ya?sin?(0) + EQA) 1
-\/6 (Ta2 sin?(6) + 22A> n

/5 (Ta2 sin?(6) + E%) B

r2UOV
‘ 2mra®sin?(0)v/©
o1 Zm
2mra?®sin?(A)vO
j:oi
VR

1
—dUd
)RU Udy

N (2am7“ sin?(0) B
E IV
2T a sin*(0)

+,H, O dod
7z ?

YR

Ta sin2(0)> 1

—dV dy

2 (i 2 2
- {2+@ (Ta sin”(0) + % A)} d6* — %sinQ(Q) d?.

1
—dU db
kU v

1
—dV do
KV v
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Para comprender como logra extender la métrica a través de r, podemos escoger
un camino hacia el horizonte H', y mostrar que la métrica es bien comportada. El primer
paso, es analizar el comportamiento de U, V' cerca de (A ~ 0). Para ello, a partir de u(¢,, 6)
y v(t,r,8) (ver ecuaciones (4.33),(4.37),(4.38)),(4.39)), consideramos solamente la parte que
diverge en el horizonte, dejando de lado las integrales angulares (que no divergen) para tener
expresiones mas simples; y manteniendo la coordenada ¢ para un analisis méas completo, es
decir

2 2mr_
ut,r,0) ~t = (r4+ = In(- - 1) = = n( — 1)), (7.49)
ry —T— T Ty —T_ r_
R I LESS M) (7.50)
v(t,r0) ~ r+ ——h(——-1)— ———In(——1)). .
o re—r_ Ty Te—T_  T_

Es importante destacar que el comportamiento de U,V en las cercanias del horizonte, también
dependera del x elegido (ver ecuaciones (7.42) y (7.42)). Para el caso de H', tomamos

(7.51)

que es la misma eleccion de Poisson| [2004] (pagina 197). Luego reemplazamos (7.49)), (7.50)
en ((7.42),(7.43), y obtenemos una expresion para el producto de UV en las proximidades
de (ry)

r

62 KyT (7“,>i
r++r,
ry(r—r_) "+

uv |(rzr+) ~ -

Al (7.52)

El siguiente paso es escoger el camino hacia el horizonte H*. Por ejemplo, podemos movernos
a V constante, es decir V = Vj, y aproximarnos a (ry). En ese caso, tenemos

62n+r (T_>:i

U ‘V:WJa (7‘%7"4,) ~ = r4Ar_ A? (753)
Vory (r—r_) 7+

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica , hay que
usar la simple relacién entre las componentes de la métrica en ambos sistemas coordenados
{u,v,0,0} y {U,V,0, p}. Luego recordar los anélisis de comportamiento cerca del horizonte,
es decir las ecuaciones (7.20)),(7.25) y (7.29); el resto de las componentes no se las considera
porque a V' constante, tenemos (dV = 0). También tener en cuenta el comportamiento de
U cerca del horizonte a V' constante . Y por tltimo, como se menciond en capitulo
la coordenada angular bien definida en H™, corresponde a ¢_, y por lo tanto de-
beremos considerar la eleccion de signo (£, = —). A partir de las consideraciones anteriores,
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tenemos el siguiente comportamiento en cercanias de H+

Ty +r_ 2
Guu 1) K [(K —8mr)a*sin®(0) — 16m*r?] | Vory (r—r_) =
= ~ T = T 9
Juu k2U? ’ 256K2 mArt (2mr + a®sin®(6)) e2reT (1 )Tr
(7.54)
ry4+r_
Gub Fr.0) = 4 1 VO ((4mr — K)a?sin?(0) — 8m?r?) Vo ro (r —r_) o
= — ~ T —= = ,
Juo kU ’ " r2m? (2mr — a®sin®(6)) o2k T (r,)i
(7.55)
Ty +r_
Gup f:( ) 1 (4mr + K — 2a®sin®(0)) a*sin®(0) Vo ry (r —r_) =
—_ — ~ T - — T )
e kU ’ 4 mr (2mr — a®sin®(6)) e2rer (r )75
(7.56)

donde f(r,0), f(r,0)y f(r, 0) son funciones bien comportadas en (r, ), y particularmente en
el horizonte H". Es importante mencionar que el buen comportamiento mostrado, se logré
siguiendo un camino en particular. Sin embargo, el resultado es valido para cualquier otro
camino de aproximacion a H™T.

De manera analoga, podemos mostrar que la métrica también se extiende a H~. Para
ello, primero escogemos el camino hacia H~. Por ejemplo, podemos movernos a U constante,
es decir U = Uy, y aproximarnos a (r4). En ese caso, tenemos

62H+T (T_)H

vV |U:Uo7 (rer) = — A A. (757)
Upry(r—r_) ™+

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica , hay que
usar la simple relacion entre las componentes de la métrica en ambos sistemas coordenados
{u,v,0,0} y {U,V,0,p}. Luego recordar los anélisis de comportamiento cerca del horizonte,
es decir las ecuaciones (7.22)),(7.27) y (7.31)); el resto de las componentes no se las considera
porque a U constante, tenemos (dU = 0). También tener en cuenta el comportamiento de
V' cerca del horizonte a U constante . Y por tltimo, como se menciond en el capitulo
, la coordenada angular bien definida en H~, corresponde a ¢, , vy por lo tanto de-
beremos considerar la eleccion de signo (£, = +). A partir de las consideraciones anteriores,
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tenemos el siguiente comportamiento en cercanias de H~

ry4r_ 2
Gow h(r. ) K [(K —8mr)a®sin®*(0) — 16m*r?] | Uy ry (r—7_) i
= ~ T = r y
v K2 V?2 ’ 256k2 mrt (2mr + a? sin®(6)) 2T (r_ )T
(7.58)
ry4r_
Gve h(r,0) = & 1 VO ((4mr — K)a?sin®(0) — 8m?r?) Uy ry (r —r_) o
= — ~ T = T )
e KV 7 "8k r2m? (2mr — a®sin®(0)) p2hiT (r,)i
(7.59)
ry4r_
Gop }:l( ) 1 (4mr + K — 2a®sin*(0)) a*sin®(0) Uy r, (r —r_) =
= — ~ T = —— T )
e KV ’ 4 mr (2mr — a®sin®(6)) p2R4T (r_)i
(7.60)

donde h(r,8), h(r,0) y h(r,0) son funciones bien comportadas en (r, ), y particularmente en
el horizonte H™.

De esta manera, luego de analizar el comportamiento de la métrica en su forma co-
variante, se ha mostrado lo anunciado al comienzo del capitulo, es decir que las coordenadas
{U,V,0, ¢}, logran extender de forma regular las coordenadas centro de masa {u,v,0, o} a
través de ambos horizontes externos Ht y H™.

Por 1ltimo, es importante notar que este estudio se puede repetir, y lo haremos, cuando
uno quiere estudiar el traspaso a través de los horizontes de Cauchy Ct y C~, que estan en

el interior del agujero negro, y refieren a la condicién » = r_; pero esto sera estudiado en un
trabajo posterior a esta tesis.

7.3.2. Forma contra-variante

Podemos comenzar con la métrica de Kerr en su forma contra-variante, expresada en
coordenadas centro de masa con nueva coordenada angular {u, v, 0, ¢}

(2) -5 (D)D) LG st (L)
2(@)|(E =) @)= 26)] o

+2 (%) :(25;27" L agf) (%) _ ih\%@ <%>_

Nuevamente, usaremos notacion formal con tilde, para distinguir las coordenadas inal-
teradas respecto de las nuevas. Tomaremos como sistema de partida a {u,v,0,¢}; y de

llegada a {U, V.0, 95}. Notar que las coordenadas 6, ¢ se mantienen inalteradas, y se intro-

ducen nuevas U, V. Para comenzar, sera tutil tener expresiones diferenciales de las nuevas
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coordenadas
dU = —r Udu, (7.44])
dV = k Vdv,
df = do,
dp = dep. (7.61)
Luego podemos expresar los vectores coordenados
o U OV 900 050 0
%—%%‘F%W‘F%%—F%%— KU%; (762)
o U9 VIO 800 9p 0 )
o0 00U T avov Taves Tavas "V av (7.63)
o U O VI 9o dpd D
L2292, &9 PO HI_9 .64
96 960U 900V 2605 0005 o0 (7.64)
é ~
o U9 VO 909 9pd D (7.63)

9o 990U T 0p0V  0p08 0005 03

Si recuperamos notacion quitando tildes y reemplazamos en ((7.41)), obtenemos

(2) =ik () () () s ()
()] () (D) B ()]

0 [ 2amr avR 0 VO [0 |
““V(W) <m Foi m) (@) ~E Ty (@)

Para comprender como ([7.66) logra extender la métrica en su forma contra-variante a
través de r,; de manera analoga a como se hizo para la forma co-variante, siguiendo las
mismas consideraciones, en este caso podemos comenzar con

T

€2f-i+7’ (T,)i

UV |pmry) = —

A. (752)

r4t+r_
ry(r—r_) "+

A partir de la misma, podemos ver que la componente cruzada es bien comportada en r,
es decir en ambos horizontes exteriores HT y H~

T 4k2T e+ (7“_)%
UV:_4 2—UV% +
g " A

(7.67)

7'++7', *
Sro(r—r2) T+

Luego, para estudiar las componentes restantes que aparentan tener problemas, podemos
escoger un camino hacia cada horizonte exterior H* y H~, y mostrar que la métrica es bien
comportada.
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Comencemos escogiendo un camino hacia el horizonte H*. Por ejemplo, podemos mo-
vernos a V constante, es decir V' = V{, y aproximarnos a (r; ). En ese caso, tenemos

r

62n+r (T_)i

U ‘V:VO, (T%T+) ~ — r++7‘_ A 753
Vory (r—r_) ™+

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica en H*, hay
que tener en cuenta el comportamiento de U cerca del horizonte a V' constante . A su
vez, como se mencion6 en capitulo la coordenada angular bien definida en HT,
corresponde a ¢_, y por lo tanto deberemos considerar la eleccion de signo (4, = —). A
partir de las consideraciones anteriores, tenemos el siguiente comportamiento en cercanias
de Ht

r

2amr av R Bamr kg €257 (1 )7
UL’D = — — e ~ = T
g 2rU ( YA TUSA ) £r6) = — e (168)
Vory (r—r_) 7+
2amr aVv R = a
g 2/1V< SA +oi EA) f(r,0) 2/—{+VOZ, (7.69)

donde f(r,0) y f(r,0) son funciones bien comportadas en (r,), y particularmente en el
horizonte H™. Es importante mencionar que el buen comportamiento mostrado, se logro
siguiendo un camino en particular. Sin embargo, el resultado es valido para cualquier otro
camino de aproximacion a H™.

De manera anédloga, podemos mostrar que la métrica también se extiende a H~. Para
ello, primero escogemos el camino hacia H~. Por ejemplo, podemos movernos a U constante,
es decir U = Uy, y aproximarnos a (r; ). En ese caso, tenemos

.

62n+7" (7,._)&

V v=vo, rar_y R — T A [7-57)
Upry (r—r_) ™+

Para mostrar el buen comportamiento de las componentes de la métrica en H~, hay
que tener en cuenta el comportamiento de V' cerca del horizonte a U constante . A su
vez, como se menciond en capitulo la coordenada angular bien definida en H~,
corresponde a ¢, y por lo tanto deberemos considerar la eleccién de signo (4, = +). A
partir de las consideraciones anteriores, tenemos el siguiente comportamiento en cercanias

de H™

2amr avV R a
g RU( A 0i ZA) (r,0) mrUgZ, (7.70)
2amr avV R ~ Samr ki, €2r+T (r_):i
Vo — . ~ - — + .
g 2KV ( S A +oi SR ) h(r,0) > e (7.71)
Upry(r—r_) ™+

donde h(r,0) y h(r,0) son funciones bien comportadas en (r,), y particularmente en el
horizonte H~. Es importante mencionar que el buen comportamiento mostrado, se logro
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siguiendo un camino en particular. Sin embargo, el resultado es valido para cualquier otro
camino de aproximacion a H ™.

De la forma funcional que tienen las expresiones anteriores es facil ver que no sélo la
métrica sino sus primeras derivadas, también son regulares en los horizontes.

De esta manera, luego de analizar el comportamiento de la métrica en su forma contra-
variante, se ha mostrado lo anunciado al comienzo del capitulo, es decir que las coordenadas
{U,V,0, ¢}, logran extender de forma regular las coordenadas centro de masa {u,v,0, ¢} a
través de ambos horizontes externos Ht y H~.

Por ultimo, es importante notar que este estudio se puede repetir, y lo haremos, cuando
uno quiere estudiar el traspaso a través de los horizontes de Cauchy C* y C~, que estan en
el interior del agujero negro, y refieren a la condiciéon r = r_; pero esto serd estudiado en un
trabajo posterior a esta tesis.

7.4. Coordenadas T y X en Kerr

Comencemos con coordenadas Boyer-Lindquist, y analicemos las superficies (¢ = cte) y
(r = cte). Los vectores normales a tales superficies, cambian sus rasgos causales segin la
region del espaciotiempo. Si calculamos sus normas, tenemos

T T
YA (r24a2cos(0)?) (r—ry) (r—r_)’
A (r-r)r-r)

g** (dr), (dr), = ST T cos(@ (7.73)

g*" (dt), (dt), = (7.72)

Fuera y lejos de los horizontes exteriores (r >> r.), tenemos (dt), temporal, y (dr), espacial.
Por lo tanto el cambio en los valores de ¢ y r, siguen direcciones temporales y espaciales.
En ese caso, como Kerr es asintéticamente plano, podemos asociar los valores de ¢ y r con
alguna nocion de tiempo y distancia radial. Sin embargo, en la region interior (r_ < r < ry),
(dt), cambia a espacial y (dr), a temporal. Por lo tanto, ya no es posible asociar la misma
nocion a t y r. Claramente, una interpretacion causal en coordenadas Boyer-Lindquist se
torna muy complicada.

Una ventaja de trabajar con coordenadas nulas centro de masa, es que nos permiten
definir dos nuevas coordenadas, una temporal T y una espacial X, en todo el espaciotiempo.

Las propuesta de Kruskal-Szekeres para Schwarzschild |Kruskal| [1960],Szekeres| [1960],
llamadas T, X en Wald [1984], puede extenderse al caso de Kerr usando las coordenadas
centro de masa extendidas U, V', simplemente definiendo

Tz%(VJrU), (7.74)
X = % V-0, (7.75)

Los vectores normales a las superficies (1" = cte) y (X = cte), estan dados por

(dT), = 5 V), + 5 (dU), (7.76)
(4X), = 5 V), — 5 (d0),. (7.77)
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Si calculamos sus normas, haciendo uso de ((7.66)) obtenemos

T

g*? (dT), (dT), = —QHZEUV > 0, (7.78)
T

9" (dX), (dX), = QKQEUV < 0. (7.79)

Para mostrar el signo de cada norma, primero notar que (T > 0) en todo el espaciotiempo (en
Chandrasekhar [1992], se enfatiza denotédndola como una cantidad real elevada al cuadrado).
Luego debemos tener una expresion del producto UV. Si utilizamos las expresiones sin
aproximaciones de u y v

2 2mr_
U(t, r, 0, (b) =t— (70 + M7 IH(L - 1) _emr ln(i — 1))
7’+ —Tr_ T+ T+ —Tr_ r_
) (14.33))
— / H\/ K (1,0") — a?sin(0')2 do’,
0
2mr r 2mr_ T
U(t,T,0,¢) =t+ (7’ + hl(— — 1) — ]n(_ — 1))
7"+ — T_ 7"+ T+ — Tr_ T_
0 (14.38))
+/ Hi/K(r,0') — a?sin(0)? db';
0
y €scogemos K = Ky 1) obtenemos explicitamente
0 / / ;;
UV |, = — 2+ (r+fo £,V/0e(r0 )da) (r) —— A (7.80)

() (=)

Luego, en la region (r_ < r < o0o) es explicito el caracter temporal de (dT), y espacial de
(dX)a'
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Capitulo 8

Ecuaciéon de onda de un campo escalar

A manera de introduccion se escribe la ecuacion de campo escalar sin masa, para Min-
kowski y Schwarzschild, en diferentes sistemas coordenados. Se reproducen y analizan resul-
tados conocidos en la literatura, como paso previo al estudio en Kerr.

Se escribe la ecuacion de campo escalar sin masa para Kerr, en las coordenadas centro
de masa, con nueva coordenada angular bien comportada . Se estudia en detalle el buen
comportamiento obtenido en el horizonte.

8.1. Ecuacién de campo escalar sin masa

La ecuacion de campo escalar sin masa esta dada por
VeV, = 0. (8.1)
Para encontrar una expresion general de calculo en coordenadas, podemos notar lo siguiente
VoV,® = ¢V, V& = ¢*V,0,® = V, (g“b8a<I>) . (8.2)

Y luego, por (eq 3.4.10) de(Wald [1984], tenemos una expresion operacional para cada sistema

coordenado
1 Pl 22 3
vava®:—1< ]g]g“ﬁa (x,x,x,x))zo. (8.3)

1/|g|al’“ 0zh

En lo que sigue, calcularemos (8.3)) en diferentes espaciotiempos y sistemas coordenados.

8.2. Minkowski: Ecuacién de campo escalar sin masa

8.2.1. Coordenadas cartesianas {¢,z,y, z}

En este caso, la métrica de Minkowski esta dada por
ds® = dt* — daz* — dy?® — dz?, (8.4)

Luego, consideremos un campo escalar @ .. (t, z,y, z). La ecuacion de campo escalar sin
masa (8.3)), en este caso esta dada por
0?e  9*®  9?°d 9D

O B asink = .
ViVabarink = 5~ 53 02 022

(8.5)
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8.2.2. Coordenadas esféricas {t,r,0,¢}

En este caso, la métrica de Minkowski esta dada por
ds* = dt* — dr* — r* d§* — r* sin*(0) d¢* (8.6)

Luego consideramos un campo escalar ®ypini(t, 7,0, ¢), v la ecuacion de campo escalar sin
masa (8.3]), en este caso esta dada por

P 9*® 200 1 9*®  cos(f) 0P 1 9%

a ) —_ = | = an 2 an(A\2 942

VNP rrink = 2 92 ror r2 062  r2sin(f) 00  r2sin(6)2? 0¢?
52 ) (8.7)
5z~ Viren?
2 ?d 200

Para resolver esta ecuacion diferencial es comun introducir armoénicos esféricos

b= 3 3 20y, 89

=0 m=—1
que satisface
7"2 v?r,@,d))yim(ea ¢) = 7‘2 V%97¢)}/2m(0, ¢) = _l(l + 1)Ylm(07 925) (89)
es decir W)
m _I— m
V%@@)Y} (07 ¢) - - r2 YE (07 ¢) (810)

Si reemplazamos (8.8 en (8.7]), obtenemos

VOV, B — Z Z {3 filt,r) O filt,r) n 11+ 1)fl(t7 7,)} M =0, (8.11)

~ — ot? or? 2
es decir O*fi(t,r)y  O*fi(t,r) I(l+1)
(%2’ - W’ + = fi(t,r) =0, Vi=0,..,00. (8.12)
8.2.3. Coordenadas nulas (u,v)
En este caso la métrica esta dada por
ds® = dudv — r(u,v)* d* — r(u,v)*sin®(0) d¢?, (8.13)

en donde la dependencia de r(u,v) proviene de la definicién de coordenadas nulas du =
dt —dr, dv = dt + dr, que pueden integrarse facilmente para obtener (v =t —1r), (v =t+7)

y
v —U

2

T =

(8.14)
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Luego podemos escribir explicitamente la métrica en coordenadas nulas

2 2
ds? = du dv — (” > ”> do? — (” > “) sin?(6) dg?, (8.15)

Consideremos el campo escalar @y, (u,v,0,¢). Luego, la ecuacion de campo escalar sin
masa (8.3)), en este caso esta dada por

" 0*® 0P 0P 1 9?°®  cos(f) 0P 1 0*®
V*Valasing =4 Ov du i <8u 81}) ~ (12002 7 12sin(0) 90 12 sin(6)? W]
D*® e 09 5
=4 dvou T (% a %) ~ Voo
(8.16)

Para resolver esta ecuacion diferencial, se utilizan los armoénicos esféricos, pero en este
caso se considera un dependencia con (u,v)

00 l ) l
Sfilu,0) | ¢ fillu,0) | o0
Porink = D Y [M Y00 =y 0 |y, ), (8.17)
=0 m=-1 r =0 m=—1 ( 2 )
donde la parte angular satisface las propiedades usuales
r? V%r,e,@yzm(@ ¢) =r? V(9¢ "(0,0) = —l(1+1)Y,"(0,9) (8.18)
es decir
" +1 ., +1_,,,
V%@,d))YE (07 ¢) == ( 2 )YE (0, ¢) = _%YE (9, gb) (819)
g (*5*)

Si reemplazamos (8.17)) en (8.16)), obtenemos

voo -3 3 fap (fe)
2 (M) |+ LD 2000,

=0 m=-1
luego de calcular explicitamente las derivadas, tenemos

(8.20)

(i)

VeV CID—ZZ { 0" ilu,v) +l(l+1)fl(u,v)}ylm—9’¢):0, (8.21)

v Ou r2
=0 m=-1

es decir
O filw,v) 1+ _ Phlwy) 1+ _
4 ov Ou + r2 fl(u,U>—4 v Ou + <v2u)2 fl(u U)—O VZ—O,,OO (822)
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8.3. Schwarzschild: Ecuacién de campo escalar sin masa

8.3.1. Coordenadas estandares {t,7,0,¢}

En este caso, la métrica de Schwarzschild es

2 dr?
ds* = (1 — _m> dt* — (1; —r2df* — r*sin®(0) d¢? (8.23)

r _Q_m)
r

Consideremos un campo escalar ®gqp,(t, 7,0, ¢). La ecuacion de campo escalar sin masa
(8.3), en este caso esta dada por

1 0% ( B 2m> 0?d 109 1 (1 2m) 0P

VIV @senw = WW N =37 3=

o2 ror r

19?® 1 cos() 0P 1 0%®

2002 r2sin(f) 00 r2sin(0)? 092’

r

Donde podemos identificar la parte angular

1 0% 2m\ 0*® 109 1 2m\ 0P
vavaq)cw:—__ 1l-— (1 - — ——VQ b (8.25
St (1—2z) ot ( T)@TQ r or r( r)8r 0@ (8:25)
donde la dependencia con el horizonte es explicita en el factor ( — 27’”)

Para resolver esta ecuacion diferencial, en la literatura es comin introducir armonicos
esfericos

v =3 30 10| vimo. o), (5.26)

r
=0 m=—1

que satisfacen
12 Vi)Y (0,0) = 1° Vig o Y™ (0.6) = (1 + 1)Y," (0, ) (8.27)

es decir 1041
m + m

r2

Si reemplazamos (8.26)) en (8.24)), obtenemos

00 l 9 9
V“Vafbschw = Z Z {(1 ! 0 fl(t’T) — (1 — 2_m> 0 fl(t,?”) _ 2_mafl<tur>

—my ot r or? rz2  Or?
=0 m=—1 T
I(I+1 2m Y"™(0,
+ [ ( r2 )+F:| fl(tar)} l (T' ¢> :Ov

(8.29)
Es decir, VI = 0, ..., o0 debe cumplirse que

1 Phtr) (1 B Q_m) hilt,r)  2mofilt,r) N |:l<l+ 1) 2m

—2m t r r r r r 3 v
1 2T Ot2 o2 2 P2 5 T3 filt;r) =0
(8.30)
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Si multiplicamos ambos lados por (1 — 2—’”)

O filt,r) (1 2m>2m B (1 B 2_m) 2m 0fi(t,7)

oo T or? T r2  Or?
2m\ [{(l+1) 2m
+ (1 - T) |: 2 + 7“_3:| fl(t,r) = O,

(8.31)

podemos identificar el segundo y tercer termino con la derivada respecto a 7, = r+In(5- —1),

usando la regla de la cadena

9 _dro (| m\o
or, dr,or r ) or’

*? L 2m dr3_2+dr8(—27m)2
r ) dr,O0r? dr, or or

(2N O () 2m 2m D
N r or? r r2 or

Luego podemos expresar (8.31]) como

or,2

Phlt.r) Phltr) (1 - 2_m) {Z(H 1) 2m

ot? or,2 r r2

+7"_3:| fl(t,?”):O, Vl:O,,OO

8.3.2. Coordenadas nulas {u,v,0, ¢}

Comenzamos con la metrica de Schwarzschild en las coordenadas estandares

5 2
ds? — (1 _ Tm) dt? — ﬁd—%—m) —r2df* — r*sin®(0) d¢?,

Luego consideramos la coordenada tortuga

r*:T+2mln<2L—1>,

m
0 1
dr, = 5—~dr,
(1-22)
para definir las coordenadas
1
du = dt — ————dr,
(1—=2)
1
dv = dt + dr.

(1-22)
A partir de (8.38)) y (8.39), podemos escribir

dt:du%—dv7
2
dv — d 1
dr, = Y v 5 dr,
2 (1-22)
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con

r r v—u
re =7+ 2mln <%—1> =r+2mln (1—%> = (8.42)

ar=(1-2) (5. (343

Si reemplazamos (8.40)) y (8.41)) en (8.35]), obtenemos
2 2
ds® = (1 . 2—m) (d“ - d”) - (1 - 2—m) <d” — d”) — 12 d6% — r?sin®(0) dg?, (8.44)

r 2 r 2

2
ds* = (1 — _m) du dv — r* df* — r* sin®(0) d¢?, (8.45)

r
Luego, la ecuacion de campo escalar sin masa ({8.3), en este caso esta dada por

. 4 0 2/9D 0D )
VVeson = I guan (% - %) — V2 @ (8.46)

8.3.3. Coordenadas nulas {U,V,0, ¢}

Definimos las coordenadas nulas U, V' como

U=—¢ (8.47)
V =ein, (8.48)
luego tenemos
dm
duy = ———dU. 8.49
w= v, (549
4m
dv = —dV. 8.50
v=" (550

Reemplazamos en (8.44)) y obtenemos la métrica de Schwarzschild en coordenadas nulas U, V

2 16m?
ds? = — (1 - m ) OM” G0 av — (U V)? d6? — r (U V)P sin2(0) de?,  (8.51)

UV) Uuv
donde im g1 dm g7
dr = (1—2—m) (7 i ) (8.52)
T 2
es decir 9 5 )
r m m
Z (1= - )
90 ( (U V)) U (8:53)
or 2m 2m
= —(1- . 54
oV ( r(U, V)) 1% (8:54)

Si calculamos la ecuacion de campo escalar sin masa (8.3)), tenemos

1 vv 9% 2(\/8@ U 0o

“ aq)cw:_ -\ T __ar- - Aarr
ViVa®sen Im? (1- 29UV v \4maV ' imaU

) — Vi ®. (8.55)
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Para ver si hemos logrado evitar la singularidad de coordenadas, veamos el limite

i v
A, =y (8.56)

que es de tipo %, por lo tanto podriamos intentar usar regla de L’hopital; pero no es necesario.
Observemos que

v—u

UV = —eam . (8.57)
Luego, a partir de
r*:Hlen(L_l):“_“, 8-42)
2m 2
reemplazando en (8.57)), obtenemos
2r+4m 111(2%—1) r r
UV:_T:—%(——>; 8.58
e e 5 (8.58)
es decir v
. [T
= e [—). 8.99
(1—m)y~ <2m) (8:59)

Usando el resultado previo, podemos escribir la métrica (8.51)) como

32m?3 e am

ds? dU dV —r (U, V)? d6* —r (U, V)?sin?(0) d¢>. (8.60)

Finalmente obtenemos un sistema coordenado en donde la ecuaciéon de campo escalar sin
masa es regular en el horizonte (r = 2m)

am 02P 2 ® )
VOV, By — rez 0 (V 0 U o

rem 08 2( T2 U0 g2 gl 61
emPauav 4m8V+4m(9U> Vo) (8.61)

En el caso de Kerr, que analizaremos en la préoxima seccion, el producto de UV también
tendra un rol importante en la regularidad de la ecuaciéon de campo escalar sin masa.

8.4. Kerr: Ecuaciéon de campo escalar sin masa

En el caso de Kerr, si intentamos calcular (8.3) en las coordenadas {u,v,0, ¢}, nos en-
contramos con una gran dificultad, las expresiones a manipular resultan ser muy extensas y
complicadas.

Sin embargo, podemos seguir un camino méas corto. La estrategia es comenzar con la
ecuacion de campo escalar sin masa en las coordenadas de Boyer-Lindquist y luego hacer la
transformacion a las nulas centro de masa.

8.4.1. Coordenadas Boyer-Lindquist

Comenzamos con la ecuacion de campo escalar sin masa en las coordenadas Boyer-
Lindquist, que puede encontrarse en Teukolsky| [1972]

(r2+a®)? (0)2] 0*®  damr 0*® {aQ 1 ] 0*®

(ViV, D)X = 952

A O e T TR Gt0s T |A T sn(0)?

0 0P 1 0 (. 0o
“or (A W) ~ (@) 90 (Sm@%) =0
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8.4.2. Transformacion a coordenadas centro de masa {u,v,0, ¢}

El cambio de coordenadas sera desde {¢,r,0,¢} a {du, dv, é, gp}. Las coordenadas inicia-
les, pueden escribirse en términos de las nuevas como
_dv+du
= TR

A [ (dv— du)
dr = _ ( ) a9l |
= - () )
do = do,

dp = dip +4, %dr.

dt

P
g 2
E:| QS

o
o
—| o
[l B
— ~—

Sera tutil tener expresiones de las nuevas coordenadas en términos de las iniciales

du = dt — %dr — (£[nVO)as,

dv = dt + ?dr + (£[nVO)do,

=~ [F
> N
K= B L2

df = db,
ng = de - :l:io

=
o0
=

a
A
Finalmente, (ver [Apéndice A)), se obtiene

(VOV, )% = 4 (E + @) 0% (a—q’ - a—@) (ar\/ﬁ +, 0VO %, C?j(e) \/6)

dr.

=
—_
—

A dvou  \ v du sin(6)
2a 0?® 2a 0?d
i A (Zmr Fio m) (81}89&) * A (2m7" a iio\/ﬁ) (8u8g0)
*® 9%
~h2Ve <3v89 B auae)

- w7 (72) - mm (055) =0
(8.64)

Donde se consider6 6 = 0, para simplificar notaciéon. Por otro lado, notar que el coeficiente
de las derivadas primeras respecto a u y v, es el coeficiente de espin p, ver (4.64]).

Por dltimo, es importante comparar con , para apreciar la consistencia de
las expresiones. Si tomamos (a = 0) en (8.64)), tenemos

Olueey = 0, (8.65)

Zlame) =T (8.66)

ONVR,_, =2, (8.67)
R 2

S — (8.68)

Z\(a:o) B (1 - 2—m),

r

por lo cual, en el caso (a = 0), se recupera la ecuacion de campo escalar de Schwarzschild
en coordenadas nulas (Eddington-Finkelstein) (8.46]), tal como era esperado.
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8.4.3. Coordenadas centro de masa extendidas {U,V, 0, v}

A partir de las definiciones de coordenadas extendidas (U, V') dadas por las ecuaciones

‘) y 1’ tenemos

3_8_U£+ava+aéa+a¢a oo _ 0 (8.69)
ou OuoU  oudV  0udd Oudyp Ou OU ouU’ '
0 _QUO 9VO 000 dpd OV _ D

0 aval T awav Tavas avae  avav "V av (8.70)

Si reemplazamos (8.69) y (8.70) en (8.64), obtenemos

R 520 9P 8<I> cos(f)
W) = —4r | v R
(VOV,®) . (A +@) UVavor — " (Vav 8U) [a VR ( WO+ o) \/6”
2a KV o 2a kU
+ A <2m7’ £, \/7_2> <8V8g0) N <2mr - :l:\m (3(]3@)
92d 2P 1 0P 1 0 . 0P
~ #h2vOr <Vava0 - U8U80> ~ sin(0)? (8@2) ~ sin(9) 99 (5111(9)%) N
(8.71)

Si nos concentramos en estudiar la soluciones de (8.71) en r > 0, lo que implica también
Y =r? + a*cos?(f) > 0; las soluciones de (8.71)) son las mismas que las de

R 0?P 0P 0P cos 9)
2 JR— —_—
4k (A+®)UV8V6U <V8V+U6U) [afi|h (a@\/_+ o) )}
2a KV 0*® 2a kU
+ =5 (2mr 4., VR) (0V@gp) - =5 (-4 VR (8U890>
9°® 92 1 (P 1 9 0P
—£h2vox (Vavae * UaUae) ~ sin(0)? (8302) " sin(0) 99 <Sm(9)%> '

(8.72)

En , se pueden identificar tres coeficientes que aparentan tener problemas en r,,
para ambos horizontes externos H (futuro) y H~ (pasado). En lo que sigue, primero mostra-
remos el buen comportamiento en H', y luego en H~. A grandes rasgos, se haran elecciones
similares a como se hizo en [Capitulo 7} [Seccion 7.3, En el caso de los horizontes externos, se
escoge Kk = k4 (7.51)).

Comenzaremos analizando el segundo y tercer término del lado derecho de ; que
pueden tratarse en simultaneo. La estrategia es escoger un camino para aproximarnos a H+.
De manera similar a como se hizo en el capitulo anterior, podemos movernos a V' constante,
es decir V' =V}, y aproximarnos a (ry ). En ese caso, tenemos

r

p2R4T (T,)i

U |V=V07 (rary) ~ — A. 753

r++r,
Vory (r—r_) m+

Luego, como se mencion6 en capitulo [Capitulo 6] la coordenada angular bien definida en
H*, corresponde a ¢_, es decir debemos considerar la eleccion de signo (+;, = —). Por lo
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cual, los términos bajo analisis adoptan las siguientes expresiones

2 V
RS <2m7“ - \/R) ~ —2ar, Vi, (8.73)
2 2 2Kk4 T _ :;
— aZ+U <2mr + \/R) ~ SUC (r u);f (2mr +r* + @), (8.74)

Vory (r—r_) 7+

es decir que ambos coeficientes poseen buen comportamiento en H™.

De forma andloga, se puede mostrar que poseen buen comportamiento en H~. Para ello,
primero escogemos el camino hacia H~. Por ejemplo, podemos movernos a U constante, es
decir U = Uy, y aproximarnos a (ry ). En ese caso, tenemos

T

62/@.;_1" (T_)ﬁ

Vv ’U:Uo7 (reer_) = — T A. 757
Upry(r—r_) ™+
Luego, como se mencion6 en capitulo [Capitulo 6, la coordenada angular bien definida en

H~, corresponde a ¢, es decir debemos considerar la eleccion de signo (+;, = +) en los
términos bajo anéalisis. Por lo cual, cada uno adopta las siguientes expresiones

r

2 2 2Ky T _ o
ary (2mr + VR) ~ - = )" mr 4@, (875)
A Upry(r—r_) e
2
- “Z*U <2mr — \/ﬁ) ~ 2ar, Uy, (8.76)

es decir que ambos coeficientes poseen buen comportamiento en H ™.

Solo resta analizar el dltimo coeficiente que aparenta tener problemas en los horizontes
exteriores. Es el que estd en el miembro izquierdo de . Para analizarlo, antes debemos
tener una expresion del producto UV; si utilizamos las expresiones sin aproximaciones de u
(4.33) v v (4.38); obtenemos explicitamente

T

0 / / T;
UV [pe, = — €2n+<r+f0 +1,4/0(r0)d0") (r_)rs A 750)

(r) (r=r)

Notar que al considerar las expresiones completas sin aproximar (4.33) y (4.38)), se introduce
la dependencia angular dada por la integral en coordenada 6. Finalmente el tercer termino
bajo anélisis, en las proximidades de (r, ), para ambos horizontes exteriores H y H~, esta
dado por

R we (4 [2 r,0')do’ -)"
45> (Z + @> UV |yey. = —4s2R & (0 1, /B004) =)™ —— (877

() (r=r2)

que es claramente regular en ambos horizontes exteriores.

Para finalizar el capitulo, es importante notar que la regularidad en los horizontes exte-
riores H" y H™ de la ecuacion de campo escalar sin masa en coordenadas centro de masa
extendidas {U,V, 60, p}, también es valida en los horizontes de Cauchy C* y C~, que estan
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en el interior del agujero negro, y refieren a la condicion r = r_; pero esto sera estudiado
en un trabajo posterior a esta tesis. Como adelanto, s6lo mencionaremos que en tal caso, se

debera escoger kK = K_
ry —Tr_

= 8.78
& Admr_ ( )
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Capitulo 9

Solucion de problemas caracteristicos en
Kerr

Siguiendo técnicas similares a las de |Gundlach et al| [1994] y |Eilon and Ori [2016], se
plantea un esquema caracteristico general, para resolver la ecuacion de un campo escalar sin
masa en Kerr haciendo uso del sistema de coordenadas doblemente nulo.

Se desarrolla un codigo numérico que permite, entre otras cosas dar dato inicial fuera
del horizonte de eventos, con dependencia angular no trivial y evolucionar numéricamente
hasta atravesar y adentrarse incluso en las regiones delimitadas por ambos horizontes.

En la literatura se estudio ampliamente la ecuacion de un campo escalar para el caso
de Kerr. Sin embargo, una de las principales dificultades es trabajar cerca del horizonte
de eventos. El enfoque comunmente utilizado es usar coordenadas de Boyer-Lindquist para
trabajar en la region exterior (ver por ejemplo Tiglio et al| [2008]). Cuando se necesita
hacerlo en regiones cercanas e interiores se suelen utilizar coordenadas Kerr-Schild; usando
una descomposicion espacial-temporal 3+1 para resolver la ecuacion de campo escalar.

Usar coordenadas doblemente nulas (descomposicion nula-nula 2+2), para resolver la
ecuacion de campo escalar, hasta ahora solo se hizo en Schwarzschild|Gundlach et al.| [1994)].
Por lo cual, el cilculo en Kerr resulta novedoso y no tiene antecedentes en la literatura.

9.1. Esquema numérico doblemente nulo

En esta tesis, se trabaja numéricamente en coordenadas centro de masa extendidas
{U,V,0, ¢}, que permiten atravesar ambos horizontes H*, H~. Aunque en este capitulo
nos concentraremos en atravesar el horizonte exterior H+.

Sin embargo, el esquema numérico es aplicable siempre que se disponga de un sistema
doblemente nulo, y por lo tanto también se puede aplicar usando coordenadas centro de
masa u,v. Debido a la generalidad del método, en esta seccion llamaremos simplemente u, v
al par de coordenadas nulas, sin distinguir con la version extendida.

Comenzamos escribiendo la ecuacién , de una forma més compacta

cbuv = F(q)a CI)U, (I)va q)véa (Du97q)v<p7 q)ugoa (I)smp?q)eea (I)g), (91)

donde las derivadas parciales se denotan como

0P
B0 = 5o (9.2)
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Figura 9.1: Cuadricula base de esquema numeérico: Los valores de ® en los puntos 1,2, 3
son conocidos. En el punto 4, se determinara numéricamente

0?d
0x*0zP’
La parte fundamental del algoritmo es considerar en detalle subregiones del grillado, en
bloques bésicos de 4 puntos, que resulta ser la grilla basica del esquema numérico. Ver figura
9.1l

Luego utilizaremos las aproximaciones de diferencias centradas, que aproximan las deri-
vadas

®$0‘Iﬁ — (93)

_®(u+du, v+ 6v) — ®(u+ du, v — dv) — ®(u — du, v+ 0v) + ®(u — Ju, v — dv)

Pu & 4oudv
+ O(6u)? + O(dv)>.
(9.4)
Si se considera A
u
y se evaltia (9.4) en el punto 0 (figura , se obtiene
Oy — Dy — Dy + P
(Pus), ® —————— + O [(Au)?] + O [(A0)] ; (9.6)

AuAv

que es exactamente la misma expresion utilizada en ambos trabajos sobre los cuales estéa
inspirado el esquema numeérico, es decir |(Gundlach et al.| [1994] y [Eilon and Ori [2016]. En
ambos casos se trabaja y aproxima la derivada cruzada, que junto a la ecuacion diferencial
que denotaremos como

((I)uv>‘0 = F(Uo, UO) = ﬂo; (97)
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se obtiene una estimaciéon numérica de &,
Py~ O34 Py — @y + (Audv) Fl, + O [Av(Au)®] + O [Au(Av)?]. (9.8)

En el caso de una grilla del tipo (Au = Av = h), tenemos la ecuacion central del esquema
numérico doblemente nulo

Dy~ O3+ Oy — @y + 17 Fl, + O [h'] | (9.9)

En el siguiente paso se toma una nueva cuadricula base, avanzando Av y se integra ®,.
Completado el rango de v, se regresa al v inicial, y se toma una nueva cuadricula base
avanzando Au y se comienza nuevamente el proceso. Este esquema es consistente con un
dato inicial dado en una region {(ug,v) U (u, vg)}.

Si la grilla u, v tiene N? puntos, para llegar al tiltimo punto de la grilla en este esquema
numérico, se realizan N? pasos de integracién. Luego, el error global es

Egtobal = N? Eiocal- (9.10)
A partir de (9.9), el error local es
Eiocal = O [hﬂ . (9-11)
Si el espaciamiento de grilla es h = 1/N, tenemos
Egiobart = O [B?]. (9.12)

Es decir, este esquema numérico doblemente nulo es preciso a segundo orden.
En la practica, Fj, debe determinarse numéricamente como (Fnum)|0. Por lo tanto, para
satisfacer (9.12)), se debe aproximar el lado derecho de (9.1]) con error local O (h?), es decir

o & (Fum)), + O (h?) (9.13)
de manera tal que el producto h?Fj; en (9.9)), genere un error local (9.11), a partir del cual

se obtiene el error global buscado (9.12]).

9.1.1. Aproximaciones de trabajos previos (en simetria esférica)

En los trabajos de |Gundlach et al.|[1994] y [Eilon and Ori [2016] (en simetria esférica),
se realizan algunas aproximaciones que también seran usadas en el caso de Kerr.
En el trabajo de |Gundlach et al.|[1994], se resuelve la siguiente ecuacion diferencial

By — D, (9.14)
4
y se aproxima Fj,, como
o Vi(r) V() (D5 + Dy )
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donde fundamentalmente se aproxima

(@), ~ (@3 _5 %) +0 (h?). (9.16)

En el trabajo de [Eilon and Ori| [2016], la ecuacion diferencial es distinta, involucrando
derivadas primeras respecto a coordenadas u, v. Para lograr la precision (9.13)), las derivadas
se aproximan a segundo orden

By — B+ Dy — Dy

(Pu), ~ Ay + O(Au)?, (9.17)
(Do), & B S Vs O(Av)?. (9.18)

2Av

Es importante mencionar, que en Eilon and Ori| [2016] se utiliza un esquema predictor-
corrector de dos pasos, que se detallara en la seccién siguiente.

9.1.2. Esquema numérico en Kerr

A diferencia de los casos con simetria esférica, en el caso de Kerr la ecuacion diferencial
, involucra derivadas angulares primeras y segundas; e incluso cruzadas entre coordena-
das nulas y angulares.

Para calcularlas numéricamente, hay que tener presente la dependencia de ® con los
angulos, es decir

D (ug, v9) = P(ug,vo,0,¢), con 0 €l0,7],p € [0,27]. (9.19)

Cada derivada cruzada nula-angular, se calcula como

(®us), ~ Dj :(cpu)'o: + O(A)? + O(AG)", (9.20)

(®uo),, ~ D} :(cpv)lO: + O(AV)? + O(A))", (9.21)

(@ug), & D (@), | + O(Aw)? + O(Ag)", (9.22)

(®4,), ~ D~ :(cbv)'O: + O(Av)? + O(A)", (9.23)

y las derivadas angulares como

(®00),, ~ DD} :(@)‘0} +O(A0)", (9.24)

(@), ~ DD | (@), | +O(A0)", (9.25)

(@), ~ D} [(@M +O(AG)", (9.26)

donde D y DD, son operadores de diferencias finitas, que aproximan la derivada primera
y segunda con error de orden O (Axo‘)Q. En el caso de las derivadas angulares, se aproxima
(®),, a segundo orden, como (9.16). En este trabajo se trabajara a orden (n = 4) en las
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derivadas angulares. Esto determinard, como es usual en las ecuaciones hiperbolicas, una
relacion entre los espaciamientos de grilla en las coordenadas (u,v) y las angulares, que
serd necesario respetar para preservar la estabilidad numérica del esquema. Tal condicién, se
traduce en una cota para el cociente entre espaciamiento de grillas, conocido como coeficiente
CFL (Courant—Friedrichs—Lewy).

Finalmente con los valores de las derivadas en cada punto (ug,vo,0,¢), se aproxima el

lado derecho de
(Frum—ricerr)), = Flo + O (h*) + O(A0)" + O(Ap)*, (9.27)

obteniendo la precision necesaria ((9.13)), para que el esquema numérico sea preciso a segundo
orden, con error global (9.12)).

Por tltimo, al estilo de [Eilon and Ori| [2016], en realidad se hard uso de un esquema
predictor-corrector. En un primer paso se calculan las derivadas primeras con precision de
orden uno

- Oy — D,
<<I>u> A OB, (9.28)

. Oy — D,
<<I>U> m R Ob), (9.29)

junto con las derivadas angulares y cruzadas correspondientes; donde para el calculo de las
angulares, se usa la aproximacion (9.16]). Luego del primer paso, se obtiene

(me_Km) = F +O(0), (9.30)

(&)4> num—Kerr =2+0 (h3) ' (9'31)

En el segundo paso, se utiliza ®, para calcular las derivadas primeras respecto a u, v segliin
(9.17) y (9.18). También se calculan las derivadas angulares y cruzadas correspondientes.

Para el calculo de las angulares, se introduce la aproximacion (9.16) en (9.24), (9.25) y

9.26]). De esta manera, en el segundo paso se logra estimar Fj, con la precision buscada
9.13)); obteniendo

(Fnumeerr)b = F1|0 + (@) (h2) y (932)
(Pa) e rcerr = 1+ O (R). (9.33)

9.2. Datos iniciales con simetria axial

Las dificultades numéricas de trabajar con la derivada respecto a ¢ en los polos, demanda
trabajar con diferentes parches coordenados para el cadlculo numérico, como se hace en (Gomez
et al. [2007]. Lo cual es no trivial, y es una técnica que demanda un largo desarrollo.

Por tal motivo, en esta tesis se procura resolver la ecuacion CcON un compromiso
entre los resultados y el tiempo de desarrollo. Si consideramos un dato inicial con simetria
axial, se evita el desarrollo de un c6digo al estilo de |(Gomez et al. [2007]; pero se mantiene
la complejidad suficiente para dar dato inicial no trivial con dependencia angular en 6.
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Si el dato inicial ® no depende de la coordenada ¢, mientras (U # 0,V # 0), podemos
escribir la ecuacion de evolucion (8.72)) como

Pe
ovVouU

1 0P 0P cos(0)
4(E+0) (V) { " (VW ! U@) ((‘Wﬁ . 00VO %, S \@)

25 % 10 00
— ]2y 9 ()2 L
12V R (Vavae * Uame) Sin(9) 96 (Sm( )ae) }

(9.34)

La cual se integrard numéricamente, siguiendo el esquema presentado en seccion (9.1)). Al
estilo de (9.1]), podemos denotarla como

(I)UV = F((I)7 (I)Ua (DV> ®V07 (DU97(D997(I)9)7 (935)

y seguir todos los detalles del esquema numeérico en Kerr, detallado en seccion [9.1.2]

9.2.1. Atravesando horizonte de eventos

En lo que sigue, debido a que nos interesa atravesar el horizonte exterior H*, con (r =
r+) = (U = 0), se hara el andlisis para ese caso.

La principal ventaja del uso de coordenadas {U,V'}, es que permiten atravesar ambos
horizontes exteriores H* y H~. Al observar en detalle (9.34)), podemos preguntarnos coémo
resolver tal ecuacion en el horizonte, es decir cuando (U = 0), (A =0).

En se analiz6 el buen comportamiento de la ecuacion de campo escalar en
ambos horizontes exteriores. Se arrib6 a la siguiente expresion

T_

2 (R4 0) V| -t e ()L

R77)

() (=)

Lo cual nos permite escribir en el horizonte (U = 0)
r4+r_
(82<I> >| ) Cr) =)
ovou ) 'v=° 4/4:17362'” [r+J3 (1, /0000 | (7;):—;
— Ky v (o.vR+ apve+ 295 (9.36)
ov )\ " sin(6)
0?® 1 9o (., 0P
— :t|h2\/6li+ (Vavae) — S]n(@) % (Sln(@)%) }

Notar que la ecuacion ((9.36) no presenta problemas en el horizonte, y se puede evolucionar
siguiendo el esquema presentado en seccion (9.1), logrando atravesar el horizonte (U = 0).
Luego de atravesarlo, tenemos U > 0; y se contintia la evolucion con (9.34)).
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9.2.2. Dependencia angular en 6

La simetria axial en ®, naturalmente se corresponde con el hecho de que

0P
% ’9:07ﬂ' = O (937)

Luego, podemos hacer el calculo del altimo término de (9.34) y (9.36) y finalmente usando
regla de L’Hopital, obtenemos

[ (0020 e =2 (%2) e os

Para implementar tal condicion, se usaran puntos fantasmas

=0
=

P ghost (0 =0 — hy
D yhost(0 =0 — 2 hy
D pnost(0 =T+ hy
P ohost (0 =T+ 2hy

)
; (9.39)
)

que junto con la féormula de diferencias centradas de 4to orden para el calculo de las derivadas
angulares, garantizan que en los polos se cumpla . Mientras que a su vez, se logra
trabajar con el mismo orden de precision en todo el dominio angular.

La siguiente evaluacion que resulta importante de analizar, es el factor

<ar\/7_z +, VO &, %\@) (9.40)

para lo cual serd util tener presente la definicion de k(r,0) [4.12, que nos permitira reducir
las expresiones que se detallaran a continuaciéon. Comenzamos por

£ 18 = (/K (r,0) - a?sin’(6)) = k(r,0), (9.41)

luego
+ |,05VO = Bpk(r, 0), (9.42)
+, %((Z; - %((z))k(n 0). (9.43)

en el caso de (9.43)), necesitaremos usar la regla de L’Hopital para evaluar en los polos. Asi
obtenemos

. cos(0) Oy (k(r,0)cos(8))  (Opk(r,0)cos(f) — k(r,0)sin(d))
A e F 0 = ey cos() = (O0k(r,0))yps., -
(9.44)
Finalmente tenemos la expresion para calcular en los polos
) cos(0) B Ok(r, )
Jim +,0,V0 £, m\/@} = 2( 55 ) le=ox (9.45)
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El termino restante en el factor (9.40) es 9,v/R; y conviene escribirlo explicitamente

47 (r? H—AOK(r,0)— K(r,0)(2r —2
IR - O, R _4r (r* +a®) 0, K(r,0) (r,0) (2r — 2m) (9.46)
2VR 2VR
para evitar el cdlculo de derivadas en r, podemos hacer uso de (4.8)), es decir
oK O 0K
— == :|:|h£—; (9.47)
or VR 00
y asi reescribir (9.46)), como
Ar (12 + a?) £[,A YR IELD _ (9 (20 — 2m

2VR
que a partir de (4.12)) y (9.41)), también podemos expresar como

Ar(r24+a?) A &\/7’? (2a?sin(0) cos(0) + 2k(r, 0) Ogk(r, 0))

WR 2VR . (9.49)
(a?sin®(0) + k*(r,0)) (2r — 2m)

2V R

ONR =

Observaciones

Al observar (9.34), es importante sefialar que la ecuacion es simétrica respecto a los
hemisferios. Para entenderlo en detalle, primero nos concentramos en el factor

(aT\/ﬁ +, 0VO £, M@) = <ar\/ﬁ + Ogk(r,0) + C_L@k(r, 9)> (9.50)
sin(#) sin(#)

el cual tiene valores simétricos y el mismo signo en ambos hemisferios. De tal manera, que

incluso en el caso de que el dato inicial no tenga dependencia angular, al evolucionar el factor

(9.50) incorpora en cada paso una pequena dependencia angular; que luego al evaluar las

derivadas primeras angulares en , seran positivas y negativas en cada hemisferio.
Pero justamente los términos que tienen derivadas angulares primeras estan balanceados

por £, y cos(f), o de manera equivalente por el signo de k(r,0) y cos(6)

—42VO K (V Dy g+ U <I>U9)—<

cos(@)) g = —2k(r,0) k (V Oy + U Pyg)— (:?jég))) b

sin(6)
(9.51)

de tal manera que se mantiene el signo y la simetria de ® en ambos hemisferios. Respecto a
las derivadas angulares segundas, debido a la simetria, sucede lo analogo.

9.2.3. Construccién de la grilla

Lo central es establecer la relacion entre la coordenada (6 = 0) con los valores de (U, V).
Para lo cual utilizamos ((7.80)), tomando (f# = 0), que puede expresarse como

T T

O o8 | Gt o Wl i (0 s

= 0. 9.52
- (9.52)
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A partir de , se determina (U, V, 6 = 0). Numéricamente puede encontrarse usando el
método de Newton-Raphson, con cualquier error de aproximacion deseado.

El siguiente paso es determinar r(U,V,#). Sabemos que (U,V = cte) equivalen a las
superficies 2D estudiadas en [Capitulo 5] En coordenadas de Boyer-Lindquist, tales superficies
estan dadas por r(#), como solucion de la ecuacion diferencial

dr (ilh\/@> A _ _ k(r, Q)A.

o VR VR

En este caso, se toma como dato inicial

53)

r(0 = 0) = ro(Up, Vi, 0 = 0), (9.53)

y luego se integra numéricamente con el método de Runge-Kutta de cuarto orden. La di-
ficultad es que en cada paso de integracion, el nuevo valor 7(6 + Af) en general cae fuera
de la grilla donde se calcul6 K(r,0). Por ello, se utiliza una interpolacién de tres puntos
bi-dimensional con polinomios de Legendre, para evaluar el lado derecho de , en cada
paso intermedio del método Runge-Kutta.

9.3. Resultados Numéricos

9.3.1. Dato inicial

En base a los trabajos previos |Gundlach et al.|[1994] y |[Eilon and Ori [2016], la region
D donde se da el dato inicial (que ademas es consistente con el esquema numérico), es la
siguiente

D :{(Up,V)U (U W)}, (9.54)

que consiste en dos rectas (perpendiculares entre si, en un diagrama causal), una con U = U

y otra con V' = V4. De manera similar a)Gundlach et al. [1994], los datos se dan de la siguiente
manera

B(Uy, V) # 0, (9.55)

(U, Vp,0) = 0. (9.56)

A fines practicos, se decidi6 trabajar en el dominio

UeUp=—1,Upa = 1], (9.57)
Ve [Vo =05, Viar = 2,5, (9.58)
0 e [0,7]. (9.59)

Para trabajar numéricamente, se definié una grilla de Ny = Ny = 400 y Ny = 200 puntos;
obteniendo los siguientes espaciamientos de grilla

AU =5x 1072, (9.60)
AV =5x 1072, (9.61)
AO =157 x 1072 (9.62)
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Numéricamente se verificod que tales espaciamientos de grilla satisfacen la condiciéon CFL
(Courant—Friedrichs-Lewy).

Respecto al dato inicial, se decidié trabajar con tres diferentes. Dos de ellos con forma
de campana en (V,0), definidos por

B(Uy, V., 0) =
A
(O 1575)8 [V - (‘/center - UV)]4 [V - (V::enter + O'V)]4 [9 — (ecenter - 0’9)}4 [9 — (ecenter —+ 09)]4 ,
(9.63)
con valores
‘/center = 1,5
ecente’r = 07457T (964)
op =0,27.

A fines de comparar los efectos de la dispersiéon del dato respecto a V', se consideran dos
tipos de campanas. Que llamaremos Ancho (con oy = 0,5, A = 0,003990666942) y Fino
(con oy = 0,1, A = 1558,854274). Donde el parametro A, se escoge para lograr una méaxima
amplitud con valor cercano a la unidad.

En el tercer dato inicial, se introdujo una dependencia angular correspondiente al armo-
nico esférico Y2 (). Lo llamaremos Armdnico, y esté definido por

(U, V,0) = A ? (3cos?(0) — 1) [V = (Veenter — ov)|' [V = (Vienter +0v)]*,  (9.65)

7

con valores

A =800,
‘/center = 17’5 ) (966)
oy = 0,5 .

Los datos iniciales a evolucionar se pueden observar en las figuras [0.2) 0.3 y
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®(U=-1.000,V,6)

Figura 9.2: Dato inicial Ancho (oy = 0,5): Definido por [9.63] con pardmetros comunes
y particulares oy = 0,5, A = 0,003990666942.

®(U=-1.000,V,6)

Figura 9.3: Dato inicial Fino (o = 0,1): Definido por [9.63, con parametros comunes M,
y particulares oy = 0,1 con A = 1558,854274.

109



Capitulo 9. Solucion de problemas caracteristicos en Kerr

®(U=-1.000,V,8)

Figura 9.4: Dato inicial Armdnico (o = 0,5): Definido por con pardmetros comunes

9661
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9.3.2. Evoluciéon dato inicial Ancho. Caso: (m,a) = (1, 0,80)

®(U=-0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U=-0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.80
2 2
2 1 2
—~ 1
.
> 0
e 4
2
0.5
®(U=0.000,V,6). Param: m=1.00, a=0.80 $(U=0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.80
2 2
T
=
©
®(U=0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.80
T
=
3

N Ao aN

Figura 9.5: Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Ancho (figura [9.2): Se integra °
desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior
H* (U =0=r.), tal como se analiz6 en los capitulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en 6. Pardmetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.3.3. Evolucién dato inicial Ancho. Caso: (m,a) = (1, 0,98)

®(U=-0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=-0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.98

O(V,0)
N - O = N
o
(V,0)

N = O = N

0.5

®(U=0.000,V,0). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.98

o(V,0)
N = O = N
o
O(V,0)

N = O = N

0.5

®(U=0.500,V,8). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=1.000,V,8). Param: m=1.00, a=0.98

(V,0)
N = O = N
o
(V,0)

N = O = N

0.5

Figura 9.6: Evolucién numeérica de (0.34), con dato inicial Ancho (figura : Se integra
desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior
H* (U =0=r,), tal como se analiz6 en los capitulos anteriores. También se aprecia la dependencia
angular en 6. Pardmetros de espaciotiempo a = 0,98, m = 1.

112



Capitulo 9. Solucion de problemas caracteristicos en Kerr

9.3.4. Evolucion dato inicial Fino. Caso: (m,a) = (1, 0,80)

®(U=-0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U=-0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.80

2
=
&
®(U=0.000,V,0). Param: m=1.00, a=0.80 $(U=0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.80
2 2
2 - 1
—~ 1 —
< i
= 0 0 =
& =3

®(U=0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U=1.000,V,0). Param: m=1.00, a=0.80

®(V,8)
o

25 3 o015

v
25 05 ' ) 1
0.5
0o
05 —
Figura 9.7: Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Fino (figura|9.3): Se integra désde -
U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior H+

(U =0 = ry), tal como se analizo en los capitulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en 6. Pardmetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.3.5. Evoluciéon dato inicial Fino. Caso: (m,a) = (1, 0,98)

®(U=-0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=-0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.98

O(V,0)
o
o
(V,0)

®(U=0.000,V,0). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.98

o(V,0)
O(V,0)

®(U=0.500,V,8). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=1.000,V,8). Param: m=1.00, a=0.98

-

(V,0)

P
]
0 —
-1
-2 —

Figura 9.8: Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Fino (figura|9.3): Se integra desde °
U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior H '
(U =0 =ry), tal como se analizo en los capitulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en 6. Pardmetros de espaciotiempo a = 0,98, m = 1.
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9.3.6. Evolucion dato inicial Arménico. Caso: (m,a) = (1, 0,80)

®(U=-0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U=-0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.80

4
3
2
— 1 —
@ .
= 0 =
& &
-1
-2
®(U=0.000,V,6). Param: m=1.00, a=0.80 $(U=0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.80
T T
= =
3 3
®(U=0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U=1.000,V,0). Param: m=1.00, a=0.80
T T
= =
3 3

o
3 —

Figura 9.9: Evolucién numeérica de (9.34), con dato inicial Arménico (figura|9.4): Se intégra °
desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior
H* (U =0=r.), tal como se analiz6 en los capitulos anteriores. También se aprecia la dependencia

-2 —

angular en 6. Pardmetros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.3.7. Evolucién dato inicial Arménico. Caso: (m,a) = (1, 0,98)

®(U=-0.500,V,0). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=-0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.98
2
=
3
®(U=0.000,V,0). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=0.200,V,0). Param: m=1.00, a=0.98
o o
= =
3 &
®(U=0.500,V,8). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U=1.000,V,8). Param: m=1.00, a=0.98
4
3
2
. . 1
. i
= = 0
& s y

-2 —

Figura 9.10: Evolucién numeérica de (9.34), con dato inicial Armoénico (figura|9.4): Se integra °
desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atravesar el horizonte exterior
H* (U =0=r,), tal como se analiz6 en los capitulos anteriores. También se aprecia la dependencia

angular en 6. Pardmetros de espaciotiempo a = 0,98, m = 1.
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9.3.8. Test de precisién numérica

El esquema numérico utilizado tiene precisiéon de segundo orden. Para verificar el orden
de precision, se realizé un test, calculando diferencias entre las soluciones obtenidas con

diferentes espaciamientos de grilla hyy, hUTV y hUTV

JT[®(U,V, 0, hyv, he) — (U, V, 0,22 hy)]* do

~ 2P (9.67)
S [@(U, V0,2 hg) — ®(U, V, 0,22 hg)]” do

Qtest ( U> V) =

donde p es el orden de precision; y la solucion tiene error numeérico global (hyy )P,

Se realizo el test para todos los casos expuestos en figuras [9.5] [0.6] 9.7 0.8] [9.9) y [0.10]
En todos los casos, el resultado obtenido es Quest(U, V) = 4, lo cual indica que el esquema
numeérico y coédigo implementado, tiene precision de segundo orden, es decir que la solucion
numeérica tiene error global O (h?), que coincide con el valor esperado segin el diseno del
esquema numeérico (9.12). Los tests de precision para cada caso, se muestran en figura [9.11]
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Qtest(U,V). Param: m=1.00, a=0.98

Qtest(U,V). Param: m=1.00, a=0.80

Qtest(U,V)
[6;]

(a) Dato inicial Ancho, ver ﬁgura (b) Dato inicial Ancho, ver ﬁgura

Qect(U,V). Param: m=1.00, a=0.80

Qtest(UsV)
[6;]

(c) Dato inicial Fino, ver ﬁgura (d) Dato inicial Fino, ver ﬁgura

Qtest(U, V). Param: m=1.00, a=0.80 Qtest(U,V). Param: m=1.00, a=0.98

Quest

(e) Dato inicial Armonico, ver figura (f) Dato inicial Armoénico, ver figura

Figura 9.11: Test de precision numérica. Se calcula Qs (U, V') para los seis casos expuestos

en figuras y El resultado obtenido es Qtest(U, V') = 4, lo cual indica que

el codigo y esquema numérico utilizado tiene precisién de segundo orden, es decir que la solucién
numérica tiene error global Egope ~ O [hQ] .
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9.4. Enfoque alternativo (U, V., 0 = cte)

En esta seccion, a manera de enfoque alternativo, daremos una nueva representacion de
los resultados numéricos. En las figuras anteriores 09.7] y se muestran
las evoluciones numéricas para diferentes datos iniciales, y parametros del espaciotiempo.
En cada una de ellas, se grafica ® (U = cte, V, 0).

En este enfoque alternativo, se grafica ® (U, V, 0 = cte). Es decir, para un angulo parti-
cular, podremos observar la evolucién en U, V. Tales graficos, se observan en las figuras[9.12]
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9.4.1. Enfoque Alternativo, dato inicial Ancho. Caso: (m,a) = (1, 0,80)

®(U,V,6=0.000). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U,V,6=20.000). Param: m=1.00, a=0.80

2 2
2 2

s s ] ‘
=) 0 =) 0

© 1 0 © 1 0
2 2

-1 -1

-2 -2

U 2— 156 —
1 1
0 — 0.5
_1 0 —
2 — 0.5
®(U,V,06=80.000). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U,V,6=100.000). Param: m=1.00, a=0.80
2
2
> ! 1
=) 0
© 1 0
2
-1
-2
U 0.6
0.4
02 —
0 —
02 —
2
2
s 1
=) 0
© 1 0
2
-1
-2
u 2

]
0 —
-1

-2 —

Figura 9.12: Enfoque Alternativo. Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Ancho -
(figura [9.2)): Se integra desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-
vesar el horizonte exterior HT (U = 0 = r,), estudiado en los capitulos anteriores. Cada grafico
corresponde a un angulo 6 fijo, con (180 = 7). Parametros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.2. Enfoque Alternativo, dato inicial Ancho. Caso: (m,a) = (1, 0,98)

®(U,V,6=0.000). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U,V,6=20.000). Param: m=1.00, a=0.98
2 2
2 2
> ! 1 S ! 1
=) 0 =) 0
© 1 0 © 1 0
2 2
-1 -1
-2 -2

U U
0.5 0.5
0 — 0 —
0.5 -0.5
1 1
®(U,V,6=80.000). Param: m=1.00, a=0.98 ®(U,V,6=100.000). Param: m=1.00, a=0.98
2
s L
> 1 s 1
2 2 0
© 0 © 1
2
-1
_2 1
0.5
U 0.8 U
0.6 05 >
04 — 2 .
0z 153 1 1.5
0 — \Y
®(U,V,6=160.000). Param: m=1.00, a=0.98
2
2
= 1
=} 0
© 1 0
2
-1
2
U

0o —

Figura 9.13: Enfoque Alternativo. Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Ancho -
(figura : Se integra desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-
vesar el horizonte exterior H™ (U = 0 = r), estudiado en los capitulos anteriores. Cada gréfico
corresponde a un angulo 6 fijo, con (180 = 7). Parametros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.3. Enfoque Alternativo, dato inicial Fino. Caso: (m,a) = (1, 0,80)

®(U,V,6=0.000). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U,V,6=20.000). Param: m=1.00, a=0.80

O(U,V)
N = O =N
OUY)
N = O = N

] U
0.5
0 —
®(U,V,6=100.000). Param: m=1.00, a=0.80
2
2 2 -
> ! > ! 1
S o S o
© 1 © 1 0
2 2
-1
-2
u u !
0.5
0 —
®(U,V,6=180.000). Param: m=1.00, a=0.80
2
2 2+ -~
s s 1
=) 0 =) 0
=3 1 e 1 0
2 2
-1
-2
U — 0.6 U 1.5
) \ 0.4 1
0.2 0.5
0 — 0 —
v -0.5

-02 —

Figura 9.14: Enfoque Alternativo. Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Fino
(figura [9.3)): Se integra desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-
vesar el horizonte exterior HT (U = 0 = r,), estudiado en los capitulos anteriores. Cada grafico
corresponde a un angulo 6 fijo, con (180 = 7). Parametros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.4.4.

[oJ(VAY)]

(U,V)

®(UV)

N Ao aN

Enfoque Alternativo, dato inicial Fino. Caso: (m,a) = (1, 0,98)

®(U,V,6=0.000). Param: m=1.00, a=0.98

®(U,V,6=160.000). Param: m=1.00, a=0.98

0.5
0o —

-05 —

0.5
0 —

-0.5

O(U,V)

N Ao =N

®(U,V,6=20.000). Param: m=1.00, a=0.98

0o —
-05 —

1.5

Figura 9.15: Enfoque Alternativo. Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Fino -
(figura [9.3)): Se integra desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al atra-
vesar el horizonte exterior HT (U = 0 = r4), estudiado en los capitulos anteriores. Cada gréfico

corresponde a un angulo 6 fijo, con (180 = 7). Parametros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.

123



Capitulo 9. Solucion de problemas caracteristicos en Kerr

9.4.5. Enfoque Alternativo, dato Armoénico. Caso: (m,a) = (1, 0,80)

®(U,V,6=0.000). Param: m=1.00, a=0.80 ®(U,V,6=20.000). Param: m=1.00, a=0.80
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Figura 9.16: Enfoque Alternativo. Evolucién numérica de (9.34), con dato inicial Armo6-
nico (figura : Se integra desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al
atravesar el horizonte exterior H™ (U = 0 = r.), estudiado en los capitulos anteriores. Cada grafico
corresponde a un angulo 6 fijo, con (180 = 7). Parametros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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Enfoque Alternativo, dato Arménico. Caso: (m,a) = (1, 0,98)

®(U,V,6=0.000). Param: m=1.00, a=0.98
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Figura 9.17: Enfoque Alternativo. Evolucién numérica de (9.34]), con dato inicial Armo- -
nico (figura : Se integra desde U = —1 hasta U = 1. Se observa el suave comportamiento al
atravesar el horizonte exterior H™ (U = 0 = r.), estudiado en los capitulos anteriores. Cada gréafico

corresponde a un angulo 6 fijo, con (180 = 7). Parametros de espaciotiempo a = 0,8, m = 1.
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9.5. Observaciones sobre resultados obtenidos

En el espaciotiempo de Kerr, es la primera vez que se us6é un sistema coordenado do-
blemente nulo (descomposicion nula-nula 2+42), para resolver la ecuacion de campo escalar
sin masa. Los resultados obtenidos evidencian la importancia del sistema coordenado centro
de masa, que es bien comportado en todo el espaciotiempo incluido el eje de simetria, a
diferencia de los antecedentes previos de la literatura Pretorius and Israel [1998] y [Hayward
[2004]. El desarrollo del esquema y codigo numérico correspondiente, muestran claramente la
viabilidad de resolver este tipo de ecuaciones con dependencia angular no trivial, a precision
de segundo orden en espaciamiento de grilla, es decir con error global del orden O [h?].

Entre las ventajas de la descomposicion nula-nula 242, encontramos que permiten hacer
una interpretacion causal directa; lo cual al evolucionar hacia el interior del horizonte H™,
resulta provechoso. Por otro lado, se reduce notablemente la complejidad de las ecuaciones
diferenciales. De derivadas segundas en tiempo y espacio (en la descomposicion espacial-
temporal 3+1), se pasan a derivadas primeras respecto a cada una de las coordenadas nulas.

Respecto a los resultados numéricos obtenidos, podemos mencionar uno de los aspectos
mas notables. Se observa un crecimiento de la amplitud del campo en los polos; principal-
mente en el interior del horizonte H* (U = 0 = r = r,). Lo cual se aprecia con mayor
claridad en los graficos de enfoque alternativo, figuras[9.12| |9.13] [9.14] [9.15] [9.16|y [9.16]

Este fen6omeno, se debe en parte al término con derivadas puramente angulares en 6,
tipo Laplaciano (presentes en Schwarzschild y Kerr), que en algin sentido difunden el dato
inicial hacia los polos, promoviendo pequeno aumento. Pero también se debe a términos
con dependencia angular que solamente estdn presentes en Kerr, como el factor que
acompana a las derivadas primeras en U,V y las cruzadas entre U, V. con sus correspon-
dientes factores. Son justamente estos términos (solo presentes en Kerr), los que producen
una mayor amplificaciéon en los polos.

Ademés de los resultados detallados en este capitulo, también se hicieron evoluciones
numéricas con otros datos iniciales. Un caso interesante de mencionar, es el de una campana
en V', sin dependencia angular

-]

(V) =e 2 (9.68)

Incluso en tal caso, notablemente se observé un mayor crecimiento de la amplitud en los
polos. Para contrastar, también se hicieron evoluciones numeéricas en el espaciotiempo de
Schwarzschild (simetria esférica), con el mismo dato inicial , sin dependencia angular.
Aunque los resultados no son comparables, debido a que son espaciotiempos diferentes, en
el caso de Schwarzschild no hubo crecimiento en los polos.

Por lo tanto, el aumento de amplitud en los polos, observado en los resultados numéricos,
indican lo que podria ser un rasgo distintivo de la evolucién del campo escalar sin masa en
el espaciotiempo Kerr; especialmente en la region interior.
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Comentarios finales

10.1. Contribuciones de tesis

e Se logr6 definir un sistema coordenado doblemente nulo llamado centro de masa, que
es bien comportado en todo el espaciotiempo de Kerr. El mismo, esta dado en términos
de una funcion K(r,0), que satisface una ecuacion diferencial no lineal (en coor-
denadas Boyer-Lindquist). Lo notable es que tal funcion K(r,#), es bien comportada
en todo el espaciotiempo, tanto en el exterior del horizonte de eventos, como también al
interior, e incluso llega a la singularidad con derivada cero segin . Al igual como
sucede en los espaciotiempos con simetria esférica, las funciones nulas u, v divergen en
los horizontes nulo futuro y pasado; por lo que también se define una version extendida
tipo "Kruskal", que es bien comportada en los horizontes. A su vez, también se defini6
una nueva coordenada angular ¢ bien comportada en los horizontes, en reemplazo de
la coordenadas angular ¢ de Boyer-Lindquist. Se obtuvo asi, un sistema doblemente
nulo que mapea todo el espaciotiempo de Kerr sin problema alguno.

Asociado a tal definicién, existe un conjunto de superficies 2D espaciales, que resultan
de la interseccion u = cte y v = cte. En Schwarzschild tales superficies se corresponden
a esferas, con curvatura Gaussiana constante. Sin embargo, en el caso de Kerr tales
superficies corresponden a esferoides dados por 7(0) en coordenadas Boyer-Linquist,
cuya curvatura Gaussiana no es constante. En regiones lejanas al horizonte de eventos,
tal curvatura es cercana a una constante. Pero en proximidades al horizonte exterior,
e incluso en la region interior, la curvatura tiene mayores variaciones; develando la
manera intrinseca en que estas superficies se aproximan y envuelven la singularidad, tal
como se observa en figura[5.2] Es notable como en las proximidades de la singularidad
de anillo, a partir de los valores de la curvatura Gaussiana, se aprecia que la geometria
intrinseca de las superficies es aniloga a la de un toroide modificado embebido en R3,
de manera tal que en su centro haya un disco con curvatura cero, unido al toroide, tal
que para angulos cercanos al ecuador, la curvatura tendra valores negativos y luego
positivos en el ecuador (6 = 7).

e Se desarroll6 e implement6 un esquema y cdédigo numérico que permite evolucionar la
ecuacion de onda de un campo escalar sin masa, en la descomposicién nula-nula 2 + 2.
Los resultados muestran un comportamiento suave al atravesar el horizonte, y la posi-
bilidad de estudiar numéricamente la estabilidad en el interior del mismo. Si tenemos
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en cuenta que el caso del campo escalar (fuente de perturbacion con espin 0), es una de
las posibles perturbaciones lineales de Kerr, descriptas por la ecuacion de Teukolsky
Teukolsky| [1972]. Es inmediato inferir que los desarrollos anteriores podran extenderse
al estudio de perturbaciones lineales con fuentes de espin 1 (campo electromagnético)
y espin 2 (ondas gravitacionales). Constituyendo un nuevo enfoque para abordar tales
estudios.

10.2. Perspectivas futuras

10.2.1. Extensién tipo Vaidya en Kerr

e La construccion de las coordenadas centro de masa, permite trasladar al caso de agu-
jeros negros con momento angular, la metodologia usada por Vaidya para el caso de
Schwarzschild; por lo que planeamos generalizar los espaciotiempos de Kerr a aquellos
en los que la masa cambia como funcién de las coordenadas nulas que hemos cons-
truido. Como antecedente de tal extension, se destaca |Boehmer and Hogan|[2017], en
el cual se utiliza un sistema coordenado nulo mal comportado, por lo cual su utilidad
queda restringida a futuras aplicaciones.

10.2.2. Estudios de estabilidad en Kerr

e El estudio de estabilidad de soluciones de las ecuaciones de Einstein es extremadamente
complejo, debido, en parte, a la no-linealidad de las ecuaciones. Genéricamente, el
primer paso es estudiar la estabilidad lineal de un espaciotiempo, de manera que uno se
deshace de las no-linealidades, pero atn asi el problema continta siendo notablemente
dificil. Una simplificacién adicional es considerar la estabilidad lineal modal; de hecho,
la mayoria de los trabajos en la literatura se concentra en esta nociéon de estabilidad,
que es muy débil en relacion al problema original. La estabilidad lineal no-modal de
Schwarzschild fue probada sélo recientemente en Dotti [2014] (y extendida al caso con
constante cosmologica en Dafermos et al. [2019]). Sin embargo, la del agujero negro
rotante de Kerr constituye uno de los grandes problemas abiertos hoy en dia (siendo
el paso previo al problema no-lineal).

Los desarrollos logrados en esta tesis, permitiran abordar el problema con un enfoque
novedoso. Las coordenadas doblemente nulas bien comportadas, junto al desarrollo e
implementacion del codigo numérico; permiten evolucionar las ecuaciones de pertur-
bacién, con dato inicial fuera del agujero negro, evolucionar hacia el interior, atravesar
el horizonte de eventos, y estudiar qué sucede con la perturbacion en el interior del
agujero negro. Tal region, es la mas complicada técnicamente dentro del estudio per-
turbaciones lineales; y es ineludible si se quiere abordar el problema de dar dato fuera
de ella, para luego estudiar su evolucion hacia el interior. Como hemos visto, el proble-
ma se simplifica en una descomposicion nula-nula 2+ 2, y abordarlo desde tal enfoque,
hasta el momento no tiene antecedentes en la literatura.

Respecto al estudio de la estabilidad lineal de Kerr en la regiéon exterior, y en particular
al caso con fuente de campo escalar (espin 0), se destacan el estudio numérico Tiglio
et al. [2008| y la prueba analitica Dafermos et al.| [2014]. Sin embargo, los avances del

128



Capitulo 10. Comentarios finales

estudio en el interior, se han visto truncados por dificultades técnicas. Entre los avances
recientes se destaca [Dafermos and Luk| [2017], pero como se mencioné anteriormente,
en tal trabajo el dato inicial se da directamente en el interior; debido a la dificultad
para darlo en el exterior y evolucionar hacia el interior.

Con las herramientas desarrolladas se podréan estudiar, ademés de problemas tradicio-
nales como los ’tails’ en la métrica de Kerr, otros problemas més intrincados como los
asociados a la estabilidad del horizonte de Cauchy. Este es el tema de una discusion
abierta que todavia no ha sido resuelta con claridad. La idea preponderante sugerida
hace tiempo por R. Penrose, es que para una configuracion genérica de campos en el
exterior del horizonte de eventos, debido al efecto de que intervalos de tiempo infinitos
en el exterior, corresponden a intervalos de tiempo finitos en el interior del agujero ne-
gro; en las cercanias del horizonte de Cauchy uno detectaria gran cantidad de energia
de campos que en el exterior inofensivamente decaen a cero hacia el infinito futuro. Sin
embargo, esto es muy complicado de calcular, si no se tiene el sistema de coordenadas
que hemos construido. Es asi que esperamos realizar importantes contribuciones en
este area.

10.2.3. Estudios de Superradiancia en Kerr

e El primer antecedente teérico de extraccion de energia-momento al agujero negro ro-
tante de Kerr es propuesto por Penrose and Floyd| [1971], mostrando que un proceso
de scattering en la ergoesfera puede generar particulas de alta energia, escapando de
la ergoregion a grandes distancias. Luego, en [Teukolsky and Press| [1974] estudiaron
un proceso similar, llamado superradiancia, para su analogo gravitacional y electro-
magnético. En donde se resolvieron las ecuaciones de Teukolsky [Teukolsky| [1972] con
fuentes de espin 1 y 2.

Recientemente hay estudios mas complejos, entre los que se destaca |East and Pretorius
[2017]. En el mismo se estudia la superradiancia en Kerr acoplado a un campo vectorial.
Y se resuelven las ecuaciones de Einstein (no-lineales), usando descomposicion espacial-
temporal 3+ 1. El acoplamiento con campo, introduce rasgos no-lineales, mientras que
mantiene tratable la complejidad del problema.

Se espera que con las herramientas desarrolladas, en un futuro cercano se puedan
hacer este tipo de estudios en la descomposicion 2 + 2, facilitando el tratamiento en
las cercanias del horizonte de eventos, que en este fenémeno particular resulta de gran
importancia.
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Apéndice A

Ecuacion de campo escalar y
transformacion de coordenadas

El cambio de coordenadas sera desde {t, 7,6, ¢} a {du, dv, 0, go}. Las coordenadas inicia-

les, pueden escribirse en términos de las nuevas como
dv + du
prm— 2 y

dr — \% [(dv 5 du) _ <ﬂjh\/@> d&} ,

dt

df = df,
do = dip 5 2 dr.
A
Sera tutil tener expresiones de las nuevas coordenadas en términos de las iniciales

du = dt — ?dr — (£[,V0O)dd,

dv = dt + %dr + (£[nV0O)do,

df = do,
a
A

Comenzamos con el primer cambio de coordenadas ¢ — ¢. Tenemos

dp = dp — £;,—dr.

3—@34_@24_8_524_0_(’03—0+0+0_|_a_(’03—3-
06  0pdu  dpOv  0pph O Op 060 O’
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Luego reemplazamos (A.1) y (A.2) en (8.62)), para obtener
(r2+a%)®

— a”sin(6)? 82_<I>+_4am7“2 oo + G—Q— ! o
A ot? A Ot \ Oy A sin(0)?] \ 0p?
0 0P 1 0 (. 0P
“or (A W) ~ () 90 (Sm(”%) =0,
(A.3)

El siguiente cambio de coordenadas serd t — (u, v). A partir de (4.68)) y (4.69)), tenemos

(VOV,P) % =

0 Ooud wd 900 09pd 0 0

_ = — R _ _— o A.4
O otou " otov  Oted  otop ouov (A.4)
y luego
o _ol(h+a)] _olAra)] G A (2 2,0
— u v — u v u v — _ A
ot? ot ou * v <3u2 * 8v2> * 28u81)' (4.5)

Si reemplazamos (A.4) y (A.5)) en (A.3)), obtenemos

(r+a?)”* o sin(0)? P PO, PN | damr (P PP
A ou?  oOv? Oudv A oudyp  Ovdy

] (52)- 3 (+52) - s (o)

(A.6)

(VoV,D) S =

El siguiente cambio de coordenada serd r — (u,v, ). A partir de (6.11)), (4.68) y (4.69),
obtenemos

0 Oud  Ovd 00 9 dp 0  Oud  Ovd dp 0

or " orou " orov orop  orde orou orov T orop

AT
— _@ £_|_ @ £+<—ﬂ:4 g)ﬁ ( )
N A | Ou A | ov A O’
al reorganizar los términos, obtenemos
0 VR[(d 0 a 0
oA Ka——aﬂ RN (A.8)

Para calcular la segunda derivada, seré 1til derivar las funciones que dependen explicitamente
de r. Es decir

/R
2 ((F)\ro o LR(PO P PEN | R P D
orz or v Ou A\ v Ou? Jvou A2 \Ovde  Oudyp

. 2(2)\ (0 _i.a\/ﬁ 0 +a_28_2
“\ or %) A2 \Ovdp  Oudyp A2 9p?’

(A.9)
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Si reorganizamos términos en (|A.9)), podemos expresarla como

2 2 2 2
P[0 N[ aR VR, L (R\[(# ., F 0
or? ov  Ou 2WVRA A2 A2 ov?  Ou? ovou

@, A0 | 20VR (P 9\ P
A2 Oy A2 ovdp  Oudyp A2 9p?’

:lzio

(A.10)
El siguiente paso es reemplazar (A.8) y (A.10) en (A.6)). Primero expandimos el pentltimo
término de (|A.6|)

(V'V, D)L =

(2 +a2)? (9)2] (62<I> 20 920 ) | damr ( 520 a2q>)

— s 92
A @ S ou? + ov? + oudv A Oudp + Ovoyp

o« 1 1[0\ D 0D 19 O
* [A sin(9)2} (aw) a7~ 9" T Sin(0) o0 (Sm(e) ae> 0

(A.11)

y luego reemplazamos (A.8)) en (A.11)

(V'V,3) Y =

(r?+a?)” o sin(6)’ Po PO PN Aamr (P PP
ou?  Ov? oudv A oudp  Jvdy

2 2
ey o [VR[(0w oe\] L aoe),
in(0)% | \ Jy? or? A v Ou A Oy

(A.12)

_|_
s
Cov

luego reemplazamos (A.10)) en el cuarto término de (A.12))

(VoV, D) S =

A o2 "o T ouon A \9udy ' ovop
et 1 J ey (o2 09\ [9R VR,
A sin(6)?] \ 0p? o Ou)\2vR A

_E 82(I>+32<I>_282<I>
A ov? ou? ovou

(r?+a?)* o2 Sm(e)zl (8% re ) & ) | damr ( Po 0 >

a0 A0D VR (0P 0P\  a’0*®
YA O A ovdp  Oudyp A Op?
VR [[8® 0D a O 1 9 b
Y EE T e 2PN A — [ sin(f)— | =
{ A Kav m)] “Aap (P2 sine) 90 (Sm(e) ae) 0
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y reagrupamos términos

(r+a?)* in(0)’ P PO, PN damr (P PP
A @3 82 " v ' oudv A \oudp " dudy

B 8@_8_@ &R\ R 82<I>+82<I>_232<I>
ov 2WR A ov?  Ou? dvou

2R [ *® 0P 1 9 (. . 0 1 (0%
+i0 — - — — (sin(0)— | - —= ( =— | =0,
A Ovdp  Judy sin(#) 06 00 sin(#)? \ Jy?

(A.14)

(VV, D) T =

A ou?  oOv? oudv A Judyp  Jvdy

(02 0P &R\ R 82<I>+82<I>_2(92<I>
ov  Ou VR A ov?  Ou? Ovou

2R [ *® 0P 1 9 (., 0 1 (9%
+i0 — — = — |sin(l) = | - — ( == | =0,
A Qvdp  Judy sin(@) 06 00 sin(0)? \ Jyp?

2 2 2 9 9
(vavaq>)z:{5+@} (8®+8®+28®)+4amr(8® N a@)

(A.15)
" 0?90 0*® R 0*®  damr [ O?® 0*®
(ViVa) 2 =[6] <8u2 N ov? +28u8v) * A dvdu A (8u8g0 - av&p)
2
a_cp_a_q) R . 20VR [ O*® 9P (A.16)
ov 2R A Ovdp  Oudy

1 82 19 ( e)a_cb _ 0

sn(0)? \ 952 ) " sm@ a0 "W ) =
. e P 0% 0> 0 R\ 0°®
v VG(I))E_(@)(82+8 +28 8U>_(8v 8u)( ) (Z) ovou

%“ (2mr +, VR) (aua¢> + QA—G (2mr — £, VR) (

e (52) ~s@an ("055) =©

El dltimo cambio coordenado que resta hacer es 6 — 0

0 Oud wo 000 0Oy 0 0 9 0
55 = 5900 " 9690 T 5955 a0y =~ V) 5+ (#nv8) 5+ o5+
(A.18)

Oudy )

(A.17)

reorganizamos términos y obtenemos

ou 00

— +,VO (7 — ﬁ) 9 (A.19)
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Luego, la segunda derivada est4 dada por

LAt a)a(i‘h@)ﬂh\f G-% . 2G) aw

002~ \ov ~ ou 20 TR
es decir
0? 0 0 9? 9? 9? 0? 02
002 o (81} 8u> 89\/6+ © (8@2 + ou? 8v8u) In Ve (8@89 811@9) t o902’
(A.21)

Si expandimos el dltimo término de (A.17)), tenemos
e 9*® 0?® o® 0P R R\ 0*®

V.P) % = 2 —_— - +4
(VV.@) 2 =(9) (au2 T T auav> (81} ) ( \/—> ( )8U8u

2%, 2a 1 oo
+ — A <2mT +io \/_> (ava¢> + K (2777,7" :l:w\/_> <8U390> Sln<(9)2 (8302)
cos(f) 0@  9*®

sin(0) 00 002

(A.22)

y luego reemplazamos (A.19)) y (A.21) en (A.22), para obtener

. P2d 0?0 0*® o 0P O'R R\ 0*®
(v V“CD)E_(@)(a2+82+26uav)_(% )(2\/—> 4( )avau

2a 2a 1 0?®
A <2m7" Fio \/_> (82}8@0) A <2mr iw\/—> (8u890> sin(6)? (8@02)

~ cos(f) 0 0

o =0 (3 5) * 33

0 0? 0? 0? 0? 0? 0?

—{i|h(——%>89\/6+6<—+——2 )i|h2\/§( __ ~)+_~}:o,

ov ov?  Ou? Ovou ovdl  Judb 00?
(A.23)
reagrupamos términos
. 920 o0 9\ [ OR R\ 020
w540 (530) - (5 - 5) (ov) = (5) v
2a 0?P 2a
LN (er o ﬁ) (81}890) A (er iw\/_> (&uago)
)~ [ (5 )
— £,2V0 _ : +, VO [ = - = A.24
& ((%00 awe) sn(@) VO \ o0~ ou (A2
0 0
- |i:i:|h <% - 8_) 39\/61
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135



Apéndice A. FEcuacion de campo escalar y transformacion de coordenadas

y obtenemos

. R 0?® 0P 0P cos(0)
(VOV,P)% =4 (Z + @) oo (% -5 (&Mﬁ +, VO £, m\/é)
2a 0?® 2a 0?®
+ N <2mr +io ﬁ) (81}830) + N (er — ﬂ:io\/ﬁ) (ém@go)
2 2
—:I:’hQ\/é(aq)~— 8@1)
ovdl  Judb

- sin%@)z (g;q;) - sml(e)a% (Sin(e)%) -

Para simplificar notacion, en (A.25) se toma 6 = 6, y finalmente tenemos

(A.25)

(V'V, D)% = 4 <E + @) e (a—q) -~ a_@) (&«ﬁ +, VO £, %@\@)

A dvou  \ v Ou (9)
2a 0?® 2a 0*®
+ N <2mr +i0 ﬁ) (31}890) + N <2mr — ﬂ:io\/ﬁ) (3u830)
0?® 9?9
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- o ()~ (#0%) =

8.64
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