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RESUMEN

Actualmente hay situaciones en la produccion industrial en la que los procesos, especialmente
debido a los avances tecnoldgicos, han alcanzado muy altos estandares de calidad. Estos procesos
se conocen como procesos de alta calidad y se caracterizan por tener una fracciéon de productos no
conformes generalmente muy pequefia y tamafios de muestra no suficientemente grandes. Cuando
esto sucede, los graficos de control convencionales tienen serios inconvenientes para detectar
disminuciones en los valores de p produciendo un exceso de falsas alarmas. Basado en esta
dificultad, los autores desarrollaron un grafico p mejorado que mostré un beneficio considerable
sobre el grafico p habitual para atributos. Sin embargo, el grafico p mejorado fracasa en la
deteccion de incrementos pequefios en los pardmetros del proceso. En esta situacién, una
alternativa la constituyen los graficos de control con muestreo doble (MD) que le dan al proceso
una segunda oportunidad antes de tomar una decision. En este trabajo se muestran los beneficios
del gréafico p mejorado con muestreo doble evaluados en términos de eficacia estadistica (longitud
media de corrida, ARL) y se lo compara con el mismo grafico con muestreo simple. Ademas, se
presentan tablas para la eleccion adecuada del plan de muestreo doble. El trabajo incluye una
aplicacion con datos reales.

PALABRAS CLAVE: Gréficos de Control, Muestreo Doble, Procesos de Alta Calidad,
Proporcion de No-conformes.

1. Introduccion

Independientemente de lo bien disefiado o controlado que se encuentre un proceso productivo,
éste siempre tendré cierta variabilidad inherente o natural como un efecto acumulativo de causas
inevitables. El grafico de control es una de las herramientas del control estadistico de procesos que,
en general, es proactiva y principalmente dirigida a supervisar el proceso (Montgomery, 2008). Un
grafico de control esta disefiado para identificar adecuadamente la variabilidad natural de un
proceso de produccién que surge como resultado de causas no asignables (aleatorias) de aquellos
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resultados producido por causas asignables (o especiales) que determinan que el proceso se
encuentre fuera de control.

Debido a su simpleza y eficacia, el tradicional grafico p de Shewhart ha sido ampliamente
utilizado para el monitoreo y control de la proporcion de items no conformes de un proceso. Sin
embargo, este grafico no es sensible para detectar pequefios desplazamientos en los valores de p
gue son comunes en los precisos procesos de produccién actuales. Esta dificultad aumenta el
riesgo de decidir que el proceso esta bajo control cuando realmente esté fuera de control (riesgo )
0 que el proceso esté fuera de control cuando realmente esta bajo control (riesgo o).

El gréfico de Shewhart fue construido basado en la aproximacion normal para la estadistica
binomial, pero dejé de ser adecuado en situaciones de bajo nivel de no conformidades o cuando el
tamafio de la muestra no es suficientemente grande. Para pequefios valores de p, la distribucion
binomial es altamente asimétrica, y como resultado, cualquier intento de controlar p con limites de
control simétricos esta sujeto a un exceso de falsas alarmas.

Se han propuesto una serie de alternativas para mejorar la potencia y la sensibilidad de los
graficos p en proceso de alta calidad. Un buen estudio puede encontrarse en Xie et al., (2002). Pero,
aunque los graficos propuestos pueden aumentar la exactitud del monitoreo y control de los
procesos, todavia carecen de la precision deseable cuando el verdadero p es muy pequefio y n no es
lo suficientemente grande.

En un articulo previo, Joekes y Barbosa (2013), presentaron un grafico p mejorado que
proporciona un beneficio considerable sobre el gréafico p habitual para atributos. Este nuevo
gréafico, basado en la expansion cuantilica de Cornish-Fisher, mostr6 ser mejor que el tradicional
grafico de control de Shewhart especialmente en el sentido que permite el monitoreo de valores de
p mas bajos, como es el caso en los procesos de alta calidad. EI método propuesto consiste en hacer
un ajuste en los limites de control que dependen del tamafio de la muestra y del valor de los
parametros del proceso.

Sin embargo, el grafico p mejorado no es eficiente para detectar pequefios incrementos de los
parametros del proceso. Para estas situaciones, una alternativa a los graficos de control para
atributos con muestreo simple es la aplicacion de graficos de control con muestreo doble (MD). El
muestreo doble es un caso especial de muestreo maltiple, que consiste en la toma de decisiones en
dos pasos en lugar de en un s6lo paso como es lo habitual.

El grafico de control con muestreo doble (MD) fue propuesto originalmente por Croasdale,
(1974) para el caso de graficos de control para variables. En estos primeros graficos de control con
muestreo doble la informacion de la primera y segunda muestra se evallan por separado y la
confirmacion se realiza sélo con la segunda muestra. Daudin (1992) mejoro el grafico de control de
Croasdale y propuso un grafico de control con muestreo doble que utiliza la informacién de ambas
muestras en la segunda etapa. EI mayor tamafio de la muestra mejora la precision del gréafico de
control dado que utiliza una menor desviacion estdndar muestral. En la estimacion de los limites de
control el gréfico de control de Daudin optimiza el tamafio de muestra esperado. Irianto y
Shinozaki (1998) maximizaron la potencia del grafico de control para determinar los limites de
control del gréfico. He et al. (2002) y Costa y Claro (2007) han hecho otros desarrollos en los
graficos de control con muestreo doble para el caso de gréficos de control para variables.

Recientemente se han realizado investigaciones tendientes a mejorar la efectividad de de los
gréficos de control de atributos (graficos np). Wu et al. (2006), desarrollaron un algoritmo para la
optimizacién del disefio del gréfico de control np considerando una inspeccion del 100%. Wu y
Wang (2007), proponen un gréafico de control np con doble inspeccion. La primera inspeccion
decide el estado del proceso (bajo control o fuera de control) segin el nimero de elementos no



conformes encontrados en la muestra y en la segunda inspeccion, el gréfico propuesto comprueba
la ubicacion de un item no conforme particular en la muestra.

A.Rodrigues et al. (2011), propusieron un muestreo de dos etapas 0 muestreo-doble (MD)
combinado con los graficos de control de Shewhart. Este es otro método utilizado para mejorar la
performance del tradicional grafico p de control de Shewhart sin incrementar el nimero promedio
(bajo control) de items inspeccionados por unidad de tiempo. Durante la primera etapa, uno 0 mas
items de la muestra son inspeccionados y, dependiendo del resultado, el muestreo se interrumpe o
pasa a la segunda etapa, donde los items restantes de la muestra son inspeccionados.

El prop6sito del muestreo doble radica en reducir el nimero de items a ser inspeccionados. La
eficacia de este plan consiste en detectar cambios pequefios 0 moderados en la proporcion de items
no conformes en el proceso. Generalmente, en situaciones como ésta, es necesario tomar muestras
grandes lo que pueden ser indeseable o inviable en algunas situaciones practicas.

Un plan de muestreo doble tiene dos posibles ventajas sobre un plan de muestreo simple. En
primer lugar, puede reducir la cantidad total de inspeccién. La primera muestra tiene un tamafio
menor respecto de lo que se pide bajo un plan de muestreo simple y, por consiguiente, en todos los
casos en que un lote sea aceptado o rechazado en la primera muestra, puede haber un ahorro
considerable en la inspeccién total. También es posible rechazar un lote sin inspeccionar
completamente la segunda muestra. En segundo lugar, un plan de muestreo doble tiene la ventaja
psicolégica de dar al lote una segunda oportunidad. A algunas personas, especialmente al
productor, puede parecerles injusto rechazar un lote sobre la base de una sola muestra. Es decir, el
muestreo doble le da a un proceso una nueva oportunidad antes de tomar una decision.

2. Graficos de control con muestreo simple
2.1.- Limites de control del grafico p basados en la distribucion normal

Cuando se obtienen X items no conformes en una muestra de n observaciones, entonces la
proporcion muestral denotada por P, se define como P = X/n (binomial relativa). La media,
varianza y desviacion estandar de P son, respectivamente;

w=EP)=p , op=V(P)=plA-p)/n , op=,p-p)/n (1)

Cuando la distribucién binomial es adecuadamente aproximada por la distribucién normal, los
limites de control para monitorear la proporcién de items no conformes se obtiene facilmente. Si la
verdadera proporcion de items no conformes es conocida o adecuadamente estimada, entonces los
limites de control 3o se obtienen de la siguiente manera;

1- 1-
UCL=p +3 y, CL=p, LCL=p-3 @ (2)

Estos limites, conocidos como limites 3-sigma, constituyen la base para la mayoria los graficos
de control utilizados en la préactica (Montgomery, 2008). Sin embargo, esta aproximacion sélo se
considera adecuada cuando np(1 —p) >5and 0.1 < p < 0.9, o cuando np(1 — p) > 25, (Xie et al.,
2002).

Pero, esta no es la situacién de los procesos de alta calidad. En los procesos de alta calidad los
valores de p son generalmente muy pequefios (menos de 0.10) y los tamafios de muestra no son lo
suficientemente grandes. En esta situacion, los limites del control basados en la aproximacion
normal, no permiten describir adecuadamente la situacion real del estado del proceso o no detectar



correctamente cambios. El problema radica en que debido a la alta probabilidad de falsas alarmas,
las verdaderas sefiales pueden ser ignoradas. Otro problema se presenta en las proximidades de
cero defectos o cero no conformidades. Cuando el proceso funciona con alta calidad, es decir,
cuando muchas muestras carecen de no conformidades, sucede a menudo que el limite inferior de
control es en menor que cero, lo que compromete seriamente la interpretacién del comportamiento
del proceso. El limite superior de control puede ser inferior a uno salvo que la muestra sea
suficientemente grande. En estos casos, cualquier muestra que contenga un sélo item defectuoso
causara una sefial de falsa alarma invalidando el control en si mismo.

Esta situacién motivo el desarrollo de un grafico de control para p mejorado (Joekes y Barbosa,
2013) que tiene algunas ventajas principalmente debido a que permite el monitoreo de valores mas
bajos de p, como es el caso de procesos de alta calidad. Este grafico mejorado, basado en la
férmula de correccion cuantilica de Cornish-Fisher, muestra una ventaja respecto del grafico p
tradicional debido a que practicamente elimina el exceso de falsas alarmas.

2.2.-Expansion de cuantiles de Cornish-Fisher

La férmula de correccion cuantilica de Cornish-Fisher permite mejorar la aproximacion normal a
la distribucion binomial usando la informacion de sus cumulantes.

Si z, denota el cuantil o de la distribucion normal estandar, entonces el a-ésimo cuantil de Y,
denotado por Y,, se obtiene de la expansion de Cornish-Fisher con tres términos de correccion
(Cornish-Fisher, http://value-at-risk.net) de la siguiente manera;

Y, — Z-1 3-3 2z3 -5
a— P Eza+(za6 )K3 n (z4 — Zg) K4—( Za36 Zg)
p(1—p)

K3 @3)

n
La expansion de cuantiles de Cornish-Fisher, usa la informacion de los cumulantes de 3° y 4°

orden (K3 y K,). (Para detalles del procedimiento ver Joekes y Barbosa, 2013).

2.3.-El gréfico p mejorado

La primera persona que investigé la modificacion de los limites del control del gréfico p
tradicional fue Winterbotom (1993), quien logré una mejora en la exactitud probabilistica de los
limites de control mediante un simple ajuste (cumulante de 3° orden) derivado de la expansion de
cuantiles de Cornish-Fisher para corregir no-normalidad. También sefiald6 que los ajustes son

mejores que la normalizacion mediante transformaciones dado que mantienen la escala original de
los datos.

Winterbottom afirm6 que si X es una variable aleatoria binomial con tamafio de muestra n y
parametro p, entonces Y = X/n es una proporcién binomial con u = E(Y) = p, y momentos
centralesde Y, u, =V(Y) =p (1 —-p)/n, u;=p(1—-p)(1— 2p)/n?. Si z, denota el cuantil o
de la distribucion normal estandar, luego, el a-ésimo cuantil de Y, denotado por Y, (llamado aqui
Y, (1)), se obtiene de la expansion de Cornish-Fisher con un solo término de correccién como:

z2—1
Yo(1) = p + 24 [p(1 — p)/n]"/? + %(1 —2p) (4)

Los resultados Winterbottom fueron ampliados mediante la inclusién de un nuevo término en un
grafico p mejorado, que permitié obtener una mejor aproximacion normal para la distribucion
binomial. El estudio (Joekes y Barbosa, 2013), se llevd a cabo empleando dos ajustes en la
expansion asintética de Cornish-Fisher que permitid corregir sesgo y asimetria. En este caso se
agrego el momento central de cuarto orden de Y, dado por u, .
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Sigue inmediatamente que;

(2 -32)[1-6p(L—p)] (228 —52) (1—2p)?

Ya(2) = YD)+ = = py/n] /2 36n*  [p(1-p)/n]i/?

()

Notar que esta formula depende s6lo del valor del pardmetro (p), el tamafio de la muestra (n) y el
valor de z, (cuantil de la distribucion normal estandar).

2.4.- Limite de control del grafico p mejorado

Los limites de control se obtienen teniendo en cuenta la proporcion de items no conformes
aceptables en el lote, el tamafio de la muestra y el riesgo de falsa alarma (o riesgo alfa).
Tradicionalmente este valor fue fijado en + 3 que corresponde a un riesgo de falsa alarma de
0.0027. Sin embargo, en los procesos de alta calidad este valor se considera altamente exigente y
poco realista de manera que se sugiere un valor algo mayor de, por ejemplo, 0,0050.

Ademas, como el propésito es detectar causas asignables que resultan en aumentos del valor de
p, el grafico se define sin el limite inferior de control (o equivalente, el limite inferior de control es
igual a cero).

Fijando z, = 3 en la ecuacion (5), que corresponde a un riesgo o de 0.0027, se obtienen los
limites de control del grafico p mejorado como;

41-2p)  [p(Q-p)+2]
3n 6n? [p(1 —p)/n]'/?

Cuando se considera un riesgo o = 0.005, en la ecuacion (2) debe colocarse z, = 2.807, de
manera de obtener los limites de control del grafico p mejorado.

LSC=p+3[p(1—p)/n]*? + (6)

3. Procedimiento del gréafico de control con muestreo simple.

El procedimiento de control con muestreo simple (MS), consiste en tomar una muestra aleatoria
de tamafio n del proceso y contar el nimero de articulos no conformes en la muestra. Si esa
cantidad es mayor que el limite superior de control, el lote es rechazado y serd necesario tomar
acciones sobre el proceso. Si la cantidad es menor o igual al limite superior de control, el lote es
aceptado.

Cada item muestreado, X, es una variable aleatoria discreta que denota el nimero de pruebas que
determinaron un resultado de interés, con distribucion binomial de pardmetros ny p, donde n es el
nimero de ensayos, p es la probabilidad de encontrar un articulo no conforme y (1-p) es la
probabilidad de encontrar un item conforme. Ademas se asume que las n observaciones de X son
independientes, es decir, la probabilidad de encontrar un articulo no conforme en la muestra es
independiente de los items no conformes de las muestras previas. La proporcion de la muestra P, se
define como P = X/n (binomial relativa) con media, varianza y desviacion estandar como se indica
en la seccion 2.1.

Sea p, la proporcion de items no conformes aceptables en el lote y p; la proporcion de items no
aceptables en el lote (p; > py). Alfa (a) es la probabilidad de que un lote bueno sea rechazado
(cuando la proporcion de items no conformes es igual a py) y beta (B) es la probabilidad de que un
lote malo sea aceptado (cuando la proporcién de items no conformes es igual a p;).

Los riesgos a Yy B estan dados por;

o = probabilidad de rechazar un lote cuando p = p,



a = Pr(X/n>LSC/p =py) = 1— Pry,(X/n < LSC) (7

B = probabilidad de aceptar un lote cuando p = p,

B =Pr(X/n < LSC/p =p;) (8)

donde n es el tamafio de la muestra, p, es el valor del pardmetro bajo control, p; es el valor del
parametro fuera de control y LSC es el Limite Superior de Control para el grafico p como fue dado
en la Eq. (6).

Teniendo en cuenta que el propdsito del grafico consiste en detectar causas asignables que
resultan en aumentos en el valor de p, es decir, p = p;, donde p; > p,, el grafico se define con el
limite de control inferior igual a cero.

Luego, dados pg, p1, o Y P, es posible definir un plan de control como sigue

1.- Obtener el limite superior de control como se indica en Eq.(6) con pardmetro p = p,
2.- Tomar una muestra de n items del proceso en intervalos de tiempo fijo, por ejemplo, cada hora
3.- Calcular la proporcion de items no conformes, P

4.- Comparar P con LSC y tomar una decisién

4.1.- Si P > LSC rechazar el lote
4.2.- Si P < LSC aceptar el lote

Algunas veces es conveniente hacer un grafico de control simplemente representando el nimero
de items no conformes X en la muestra (a partir de ahora llamado d) en lugar de la proporcién de no
conformes P. Esto es particularmente cierto si el tamafio de muestra n es constante y la proporcion
no conformes P es muy pequefia. Este grafico, conocido comunmente como grafico np,
proporciona esencialmente la misma informacién que el gréafico p. La diferencia béasica entre el
grafico p y el grafico np es la escala del eje vertical. El limite superior de control del grafico np es n
veces el limite superior de control del grafico p, es decir, LSC (grafico np) = n LSC (gréfico p).

4. Procedimiento del gréafico de control con muestreo doble.

El gréafico de control con muestreo doble (MD) tiene por objeto mejorar la capacidad de detectar
cualquier pequefio cambio de condicion de fuera de control mediante la observacién de una
segunda muestra sin interrumpir el muestreo. El grafico de control con muestreo doble puede
preservar las ventajas del gréfico de control p mejorado e incrementar la capacidad de detectar
desplazamientos de los valores de p en el proceso reduciendo, al mismo tiempo el tamafio de la
muestra. EI procedimiento de control para el muestreo doble es similar al del muestreo simple por
lo que el plan de muestreo simple presentado anteriormente puede ser extendido al esquema de
muestreo doble (A. Rodrigues et al., 2011).

Como antes, la proporcién de items no conformes p aceptable en el lote, es p,, es decir, cuando el
proceso esta bajo control, p = p,. Si se presentan causas asignables hay un incremento en el valor
de p (es decir, p = p;, donde p; > p,). Solo este caso serd considerado por lo que el gréafico se
define sin limite de control inferior.

El gréafico np con MD utiliza cinco pardmetros: el tamafio de la primera muestra (n;), el nimero
de aceptacion para la primera muestra (limite de advertencia, LA), el nimero de rechazo para la



primera muestra LSC,, el tamafio de la segunda muestra (n,) y el nimero de aceptacion para la
segunda etapa de muestreo (LSCL,).

Luego, dados ny, n,, LA, LSC; y LSC,, es posible definir un plan de control como;
1.- Tomar una muestra de n, items del proceso
2.- Sea d, el nmero de items no conformes encontrados en esta muestral (de tamafio n,)
En este caso, la decision depende de d;;
2.1.-Si d, < LA, el proceso es considerado bajo control y se continua operando con el esquema
de control previsto
2.2.-Si d, > LSC,, el proceso se considera fuera de control debiendo tomar acciones correctivas
2.3.-Si LA < d; < LSCy, una muestral adicional de n, items debe ser inmediatamente tomada
De ser asi;
3.- Tomar una segunda muestral de n, items del proceso
4.- Sea d, el nimero de items no conformes encontrados en esta muestral (de tamafio n,)
5.- Sea (d; + d;), lasuma de items no conformes encontrados en las dos muestras (con
tamafio ny y n,)
En este caso, la decision depende de (d; + d,)

5.1.-Si (dy + d,) < LSC,, el proceso es considerado bajo control y se continua operando con
el esquema de control previsto

5.2.- Si (d; + d;) > LSC,, el proceso se considera fuera de control debiendo tomar acciones
correctivas

6.- Enintervalos de muestreo prefijados (cada hora, por ejemplo) retornar a la primera fase del
esquema de MD y tomar una nueva muestral de tamafio n;.

Estas acciones se pueden ver en la siguiente figura;

Primera muestra Primera y segunda muestra

1
1
! p @i+dy)
: LSC,
1
a d, T (d; + dy)

1
i l LsC,
! d, d,
1
1 LA

e d; :
1
1
1

‘ ® Aceptacion a Rechazo ‘

Figura 1: Procedimiento del gréfico de control con MD

Debe tenerse en cuenta que el nimero de items no conformes en la muestra, d, y d,, son siempre
valores enteros, por lo que resulta apropiado que los limites de advertencia y de control sean



expresados mediante valores fraccionarios. Cuando se emplean limites fraccionarios, el usuario no
dudara en determinar si un namero de items no conformes cae dentro o fuera de los limites del
control. Luego, los limites de advertencia y control fraccionarios pueden ser definidos de la
siguiente manera:

LA =|LA| +0.5 : LSC, = [LSC,] - 0.5 LSC,= |LSC,| + 0.5

Donde |LA| representa el menor valor entero para el limite de advertencia, [LSC,] representa el
mayor valor entero del limite de control de la primera muestra y |[LSC,| representa el menor valor
entero para el limite de control con la segunda muestra.

Siguiendo el mismo criterio para el grafico con muestreo simple, LSCy= [LSC] + 0.5, donde
[LSC] representa el menor valor entero para el limite superior de control.

4.1.- Medida de desemperio del grafico de control con muestreo doble

En el &rea de calidad y principalmente en la industria de la produccion, una forma de evaluar las
decisiones con respecto a eficacia de un grafico control es a través de la longitud media de corrida
(ARL). Esencialmente, el ARL es el nimero promedio de puntos que deben ser graficados antes de
que un punto indique una condicion de fuera de control. En particular, ARL, es la longitud
promedio de corrida para un proceso en estado de control y ARL; es la longitud promedio de
corrida para un proceso fuera de control.

Se conoce que incluso cuando un proceso esta bajo control (es decir, cuando no hay causas
especiales presentes en el sistema, p = py), hay aproximadamente una probabilidad de 0,0027 de
que un punto exceda el limite de control superior 3-sigma. Incluso en un grafico de control
apropiadamente construido, puede ser posible que una causa especial aparezca sin que
necesariamente haya ocurrido. Para un grafico de control con limites 3-sigma, esta falsa alarma se
produce en promedio una vez cada 1 / 0,0027 o 370,4 observaciones. Por lo tanto, la longitud
promedio de corrida de un gréafico bajo control (ARL;), es 370,4. En condiciones menos
restrictivas, como ocurre con los procesos de alta calidad, es mas realista considerar la probabilidad
de una falsa alarma un poco mayor, por ejemplo, de 0,005, es decir, una falsa alarma ocurre en
promedio una vez cada 1 / 0,005 o cada 200 observaciones (Bissell, 1988).

Por otro lado, si se produce una causa especial, ésta puede no puede ser de magnitud suficiente
como para que el gréfico determine una condicion inmediata de alarma. Si se produce una causa
especial, uno puede describir esa causa midiendo el cambio en la fraccion de items no conformes
en el proceso en cuestion (p; > py). Cuando se cuantifican los cambios, es posible determinar el
ARL fuera de control para el grafico (ARL,).

Sean, ARL, y ARL; las medidas de rendimiento de los gréaficos de control, con ARL, = 1/a,
donde a es la probabilidad de falsa alarma y ARL; = 1/1 — 3, donde B es la probabilidad de no
detectar una causa especial en la muestra. En los gréaficos de control con muestreo simple, estas
cantidades se obtienen directamente utilizando las ecuaciones (7) y (8).

En MD, estas medidas de desempefio se obtienen de manera diferente. Para el grafico np con
MD, después de cada muestreo, la probabilidad de que el grafico indique que el proceso esta bajo
control, estd dada por;

Pr=F; + R 9)

donde P! indica la probabilidad de que el valor del estadistico en la muestra esté por debajo del
limite de advertencia (LA) en la primera etapa del esquema de MD y P! indica la probabilidad de



que se necesite tomar una segunda muestra y que el nimero total de items no conformes en las dos
muestras sea menor que el limite de control de la segunda etapa (LSC,).

Pl'y P! estan dados por:

PC{ = Pr (dl < lLAJ'nl 'pO)

[LA]
nq ! d _ 10)
PI — Z 1 1 _ ny—dq (
1=

Donde P! es la probabilidad de aceptar el lote con la primera muestra
P = pr[(|LA] < dy < [LSC,]) n (dy +d, < |LSC,))]

| |LSCz]-dy | (11)
L dy _ ny—d Z Tl; dz _ ny—d
al (i P TP ( L Ty 7o TP

y P es la probabilidad de aceptar el lote cuando una segunda muestra debe ser tomada

|LSCz]-1
pll =

d1=[LSCq]+1

De esta manera, es posible calcular a, B, ARLy,y ARL; como:

Cuando p=py, a=1—Pr, ARLy=1/(1-P;), Yy
(12)
CuandO P = P11, ﬁ:PT, ARL1=1/1_PT

No menos importante es determinar el tamafio promedio de muestra que termina siendo
considerado. En el muestreo simple, el tamafio de la muestra total inspeccionada es siempre
constante. En el muestreo doble este tamafio variard dependiendo de si una segunda muestra es
necesaria 0 no. La probabilidad de una segunda muestra variard con p,. Con una inspeccion
completa de la segunda muestra, el tamafio promedio de la muestra es igual al tamafio de la primera
muestra por la probabilidad de que sélo se necesite una muestra, mas el tamafio de la muestra
combinada por la probabilidad de que la segunda muestra sea necesaria.

Cuando p = p,, la probabilidad de tomar una decision en la primera muestra es P;, esto es;

P;= Pr (el lote sea aceptado en la primera muestra) + Pr (el lote sea rechazado en la primera
muestra)

Py = Pr(dy < [LA],ny,po) + Pr (dy > [LSCy1, 14, p0) (13)

Luego, la probabilidad de tener que tomar una segunda muestral es 1 — P;, donde;
1—P; =Pr[|LA] < d; <[LSC4]] (14)

Por lo tanto, una formula general para el tamafio promedio de la muestra (TPM) en el muestreo
doble, asumiendo inspeccion completa de la segunda muestra es;

TPM=n,P, + (n; +n,) (1 —P) = ny +ny,(1 — Py) (15)

Donde P; es la probabilidad de tomar una decision en la primera muestra.
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En la préctica, la inspeccion suele realizarse sobre la segunda muestra y el lote es rechazado tan
pronto como el nimero de unidades no conformes en la muestra combinada, supera el segundo
nimero de aceptacion LSC,. De esta manera, es posible rechazar un lote sin una inspeccion
completa de la segunda muestra, porque si el recuento del nimero de unidades no conformes en las
dos muestras combinadas (d; + d,) supera a LSC,, el lote es rechazado sin continuar la
inspeccion (esto se conoce como cercenar 0 restringir la segunda muestra). Por lo tanto, el
muestreo doble frecuentemente puede llevar a reducir los costos generales de inspeccion.

4.2.- Disefio del grafico con muestreo doble

En este apartado, se define el disefio 6ptimo del grafico np con MD y el desempefio comparativo
de este gréafico con el grafico np con muestreo simple. El disefio del grafico np con MD se basa en
ciertas condiciones de optimizacion previamente establecidas por A. Rodrigues et al. (2011).

Sea TPM, el tamafio promedio de muestra (TPM) para un proceso fuera de control, es decir, p =
P, Y TPM, el TPM bajo control con p = p,. La funcién objetivo consiste en minimizar f o
equivalente minimizar ARL; para un desplazamiento determinado de p, sujeto a ciertas
restricciones sobre TPM, y ARL,.

Formalmente, el problema de optimizacion del grafico np con MD es el siguiente:

a. Minimizar ARL; (o minimizar el nimero de unidades muestrales hasta la deteccion de un
item fuera de control en el proceso), sujeto a:

b. TPMy <n (el tamafio promedio de muestral en MD con p = p,, debe ser menor que el
tamafio de muestra en el muestreo simple, MS)

c. ARLy > ARLgmin

Donde ny ARLgp,i, Son valores especificados.

Las expresiones para calcular ARL,, ARL; and TPM, estan dadas en las Ecuaciones (12) y (15).

Con el fin de permitir la comparacion entre los graficos np con MD y MS bajo las mismas
condiciones, se imponen ciertas restricciones sobre TPM, y ARL,, bajo control. Para un nimero de
valores especificados de estas restricciones, es posible comparar los valores ARL de ambos
gréaficos para un rango de desplazamientos ascendentes en los valores de p.

Los parametros asociados al grafico con muestreo simple son, el tamafio especificado muestra n
y el limite superior de control LSC, dado que el gréfico se define sin limite inferior de control. En
el grafico con MD, los valores de po, p1, N Y ARLgmin, SOn los input del problema. Por
conveniencia, la proporcion de no conformidades p;, se obtiene de la relacion y = pi/ po .

Para resolver el problema de optimizacion, fue desarrollado el programa bajo plataforma de R (R
Development Core Team ,2012), basado en el programa original en Matlab™ que se encuentra en
la tesis doctoral de A. Rodrigues, 2005, el cual se encuentra disponible en el sitio:
https://sites.google.com/site/marcelosmrekar/home (Publicaciones).

En este articulo, se considera un proyecto para procesos de alta calidad en el cual la proporcion
de no conformidades es baja y, por lo general, el tamafio de la muestra también. Los pardmetros de
entrada considerados fueron los siguientes: po= 0,005, 0,01, 0,02; y=1,5, 2,0; n =10, 15, 20, 25,
30, 40, 50, 60, 80, 100, y ARLymin = 200 y 370,4. Debe tenerse en cuenta que un ARLgpyi,= 200
corresponde a un riesgo de falsa alarma de 0,5% ( z, = 2.807) y un ARLy,in= 370,4 corresponde
a un riesgo de falsa alarma de 0,27% ( z, = 3), como se indica en la seccién 4.4.

Un ARLgn,in = 370,4 es considerado un valor estandar para ARL, en los gréaficos de control pero
este valor puede conducir a tamafios de muestra muy grandes si se requiere que el grafico tenga un


https://sites.google.com/site/marcelosmrekar/home
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poder de deteccion razonable de una situacion fuera de control. Bissel (1988) sugiere utilizar un
ARLgymin= 200 para gréficos de control de atributos como una situacion mas realista.

En las tablas 1 a 4 se presentan los resultados de los parametros de disefio éptimo del gréafico np
con MS y MD. Las tablas 1 y 2 exhiben los resultados para ARLgpin = 370,4, cony =15,y 2,0,
mientras que las tablas 3 y 4 exhiben los resultados para ARLgp,i, =200 cony =15y 2,0. También
es posible ver los valores de ARL, y ARL; asi como los pardmetros de disefio 6ptimo para cada uno
de los gréficos considerados.

Tabla 1: Disefio 6ptimo para graficos np con MS y MD con ARL,min =370,4yy=1,5

Gréfico de control np con muestreo simple

Grafico de control np con muestreo doble

Po [ n LSC  LSC, ARL, ARL; LA LSC; LSC, n; n, TPM ARL, ARL
05% 075% 40 2109 25 929.88 29517 15 25 45 34 162 3594 80341 193.22
60 2647 2.5 289.17 9521 15 25 45 42 203 4557 370,98 91.48
' 35 410247 90570 15 25 45 42 203 4557 37098 91.48
80 3083 35 1369.21 31431 15 35 55 64 271 7505 37119 64.00
100 3462 35 597.63 14260 15 35 65 74 352 9257 37243 5545
1% 15% 20 2089 25 996.44 31466 15 25 45 18 81 19.06 73832 17741
0 2627 2.5 30141 9875 15 25 45 21 104 2280 37461 91.30
' 35 449241 98455 15 25 45 22 96 2381 37048 9150
40 3062 35 145856 33247 15 35 55 32 137 3753 37155 63.67
50 3441 35 626.50 14847 15 35 65 37 178 4632 37223 54.92
2% 3% 10 2048 25 115753 36167 15 25 45 9 37 946 92344 21899
15 2586 2.5 329.02 10671 15 25 45 11 51 1193 37356 89.88
' 35 546431 11798 15 25 45 11 51 1193 37356 89.88
20 3021 35 166756 37470 15 35 55 16 70 18.77 37228 63.03
25 3399 35 691.62 16166 15 35 65 19 89 2382 37188 53.92
Tabla 2: Disefio 6ptimo para graficos np con MS y MD con ARLymin =370,4y y=2,0
Grafico de control np con muestreo simple Grafico de control np con muestreo doble
P P n LSC LSC, ARL, ARL, LA LSC; LSC, n n, TPM ARL, ARL
05% 1% 40 2.109 25 929.88 13338 15 2.5 4.5 34 162 3594 80341 7274
60 2647 2.5 289.17 4460 15 2.5 4.5 42 203 4557 370,98 36.13
' 35 410247 32017 15 2.5 4.5 43 194 4656 37091 36.33
80 3.083 35 1369.21 11548 15 35 55 65 267 7620 37208 2142
100 3.462 35 597.63 5442 15 35 6.5 78 336 9743 37229 1721
1% 2% 20 2.089 25 996.44 14147 15 2.5 45 18 81 19.06 73832 66.70
30 2627 25 30141 46.05 15 2.5 4.5 21 104 2280 37461 3587
' 35 449241 34560 15 25 45 22 96 2381 37050 35.88
40 3.062 35 145856 121.35 15 35 55 33 133 38,68 37358 21.19
50 3.441 35 62650 5631 15 35 6.5 39 170 4877 37253 16.97
2% 4% 10 2048 25 115753 16093 15 25 45 9 37 946 92344 80.50
15 2586 25 329.02 4928 15 25 4.5 11 51 1193 37356 34.88
' 35 546431 40821 15 25 45 11 51 1193 37356 34.88
20 3.021 35 166756 13490 15 35 55 17 66 19.92 37735 20.77
25 3399 35 69162 6053 15 35 65 19 B89 2382 37188 16,55




Tabla 3: Disefio 6ptimo para gréficos np con MS y MD con ARL,min =200y y=1,5
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Gréfico de control np con muestreo simple

Gréfico de control np con muestreo doble

Po Py n LSC LSC, ARL, ARL, LA LSC; LSC, n, n, TPM ARL, ARL,
05% 075% 40 2.109 25 929.88 295.17 15 25 45 34 162 3594 80341 193.22
60 2.477 2.5 289.17 95.21 15 2.5 45 50 242 55.83 200.04 51.35
80 2880 2.5 129.67 4426 15 2.5 45 56 192 61,63 200.95 53.09
' 35 1369.21 314,31 15 35 55 66 324 7996 225.64 42.07
100 3.234 3.5 597.63 14260 1.5 35 55 79 290 96.14 200.25 37.01
1% 1.5% 20 1.968 2.5 996.44 31466 1.5 2.5 45 18 81 19.06 73832 177.41
30 2.460 2.5 301.41 98.75 15 2.5 45 25 118 2781 21294 54.04
40 2863 25 133.38 45.31 i85 2.5 4.5 28 99 30.88 201.04 52.47
' 35 145856 33247 15 35 5.5 33 162 3991 230.68 42.63
50 3.216 35 626.50 148.47 15 35 5.5 39 148 4750 200.76  36.93
2% 3% 10 1.935 25 115753 361.67 15 25 45 9 37 9.46  923.44 218.99
15 2.426 2.5 329.02 106.71 15 2.5 45 13 56 1440 221.64 55.49
20 2808 2.5 141.47 4760 15 2.5 45 14 52 1548 203.14 51.83
' 35 165756 37470 15 35 5.5 16 81 19.21 257.64 46.53
25 3.181 3.5 691.62 161.66 1.5 3.5 5.5 19 77 23.17 202.04 36.86
Tabla 4: Disefio 6ptimo para graficos np con MS y MD con ARLymin =200y y=2,0
Grafico de control np con muestreo simple Grafico de control np con muestreo doble
Po P n LSC LSC, ARL, ARL, LA LSC; LSC, n, n, TPM ARL, ARL
05% 1% 40 2109 2.5 929.88 13338 15 25 45 34 162 3594 80341 7274
60 2477 2.5 289.17 4460 15 2.5 45 50 242 55.83 200.04 2137
80 2880 2.5 129.67 2148 15 2.5 4.5 54 209 59.76 200.11 2151
' 3.5 1369.21 11548 15 3.5 55 66 324 7996 22564 15.26
100 3.234 35 597.63 5442 15 35 55 81 283 9847 20052 13.14
1% 2% 20 1.968 2.5 996.44 14147 15 2.5 45 18 81 19.06 738.32 66.70
30 2460 2.5 30141 4605 15 2.5 45 25 118 2781 21294 2224
40 2863 25 13338 2190 15 25 45 28 99 30.88 201.04 2152
' 35 145856 121.35 15 35 55 33 162 3991 23068 15.36
50 3.216 35 62650 56.31 15 35 55 41 141 49.84 20134 13.02
2% 4% 10 1935 2.5 115753 16093 15 25 45 9 37 9.46 92344 80.50
15 2.426 25 329.02 4928 15 2.5 45 13 56 1440 22164 2245
20 2828 25 141.47 2280 15 2.5 4.5 14 52 1548 203.14 21.04
' 35 1657.56 13490 15 35 55 16 81 1921 257.64 16.48
25 3181 3.5 691.62 6053 15 35 55 20 73 2433 20527 13.04

En las tablas anteriores, es posible ver los proyectos 6ptimos para los graficos np muestreo con
muestreo simple y doble y las medidas de rendimiento para todas las combinaciones de v,
ARLgmin, Po Y TPM, previamente establecidos.

El analisis muestra que algunas combinaciones de pardmetros considerados en los proyectos
Optimos producen grandes valores ARL,, valores que son inaceptables en la practica. Sin embargo,
estos proyectos son de interés para el andlisis y para comparar el desempefio de los graficos np con
MS y MD. También permite el anlisis de la sensibilidad de de los gréaficos con estos valores.

Debe notarse que para algunos valores observados del limite superior de control en el gréafico con
MS, la accion produce dos posibilidades para el analisis. Esto se debe a que el menor valor entero
del limite de control no cumple con una de las restricciones de optimizacién establecidas, dado que
el ARLgnmin €s inferior al valor del prefijo.

Lo que sucede es que en los graficos de control de atributos, los limites de control son valores
fraccionarios, pero la estadistica graficada es un entero. Por ejemplo, si el LSC = 2,880, esto
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significa que si en el proceso hay mas de dos articulos defectuosos, el proceso es considerado
fuera de control. Lo mismo pasaria si LSC = 2.043, puesto que la variable binomial considera
solamente el valor entero del nimero. Obviamente los limites de control pueden ser "redondeados"
a valores enteros (como se hace aqui) pero cuanto mayor es el valor del limite superior de control
(para un mismo tamafio de muestra y valor de p) mayor sera el ARL; 0 nimero de muestras hasta la
deteccion de un item fuera de control en el proceso. En las tablas anteriores, se colocan las dos
posibilidades, una que es real pero no cumple con las restricciones, y otra que satisface las
restricciones. Sin embargo, aunque la primera no cumple con las restricciones en el muestreo
simple, tiene el mejor rendimiento en el muestreo doble.

Para ilustrar el proceso de optimizacion, se consideran los datos de la Tabla 3 en la que se
muestran los proyectos 6ptimos y sus medidas de desempefio para el gréafico de control np con MD.

Los datos de entrada son:

¥ =20, @may =0,005 or ARLy =200; po =05%, |LSC|]=2 and TPM,.y =60

El disefio 6ptimo del grafico np con MD es (50, 242, 1,5, 2,5, 4,5) dado que n; =50, n, = 242,
[LA] = 1, [LSC;] = 3 and |LSC,| = 4. Con estos parametros, el TPM = 55.83 y las medidas de
desempefio son ARL, = 200,04 y ARL,= 21,37.

El proyecto para el grafico de control np con MS que logra las mismas condiciones con; n < 60
y a = 0,005 es el grafico de control con MS (60, 2,5) donde n = 60, |LSC| =2, ARL, =289,17y
ARL, = 44,60.

Por lo tanto, el grafico np con muestreo doble y el grafico np con muestreo simple son comparables
en el sentido de que cumplen las mismas restricciones respecto a TPM y ARL, y pero el grafico np
con MD tiene menor ARL,.

En la siguiente seccion se muestra un ejemplo con datos reales empleando este plan de muestreo
doble.

5. Ejemplo ilustrativo con datos reales.

Supongamos que queremos analizar la adhesion de un sellador de pintura en piezas de automovil.
El proceso consiste en pintar piezas con este sellador y luego aplicar la pintura final. Una pieza se
considera no conforme cuando no consigue una buena adherencia. Para el control, se toma una
muestra de 60 piezas/hora de produccién y se considera el nimero de piezas con mala adherencia
de la pintura final. A causa de que el muestreo es costoso, el Departamento de calidad decide
implementar el doble muestreo con el fin de reducir el nimero de muestras a ser inspeccionadas.

En la siguiente tabla se muestra el resultado de la inspeccion del proceso inicial de 12 muestras
en Fase | (Chakraborti et al., 2008), con una proporcién de no conformidades de 0,005. Luego, se
agregan 12 muestras en las que la proporcion de no conformidades del proceso se ha incrementado
a 0,01 (claramente esto es sélo una parte del control, dado que el nimero de muestras en Fase | es
siempre mucho mayor)

Considérese nuevamente el proyecto 6ptimo para los datos de la Tabla 3, donde; y = 1,5,
Amax = 0,005, ARL, =200; p , = 0,5%. El disefio 6ptimo del gréfico np con MD es (50, 242, 1,5,
2,5y 4,5).

El plan de muestreo doble consiste en tomar una primera muestra de tamafio n; = 50. Si el
nimero de no conformes en la muestra (d;) es menor que LA = 1,5 (6 < 1), el proceso es
considerado bajo control y se continua con el esquema de control como venia operando. Si d; >
4,5 (6 > 5) se considera que el proceso esta fuera de control. Si 1,5 < d; <25 6 d;= 2, debe
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tomarse inmediatamente una muestra adicional de n, = 242 items. En esta muestra, se cuenta el
numero de items no conformes d, , y si (d; + d,) es menor que LSC, = 4.5 (0 < 4) el proceso se
considera bajo control y se continua con el esquema de control como venia operando. Pero, si
(dy + d,) es mayor que LSC, = 4.5 (6 > 5) el proceso se considera fuera de control por lo que debe
tomarse alguna accion correctiva. Este procedimiento se encuentra presentado en la Tabla 5, a
continuacion.

Tabla 5: Ejemplo de un disefio 6ptimo con muestreo doble para el control del
naimero de no conformes

MU | my |y | Accion® | n, | dy | dy+d; | Accion®
1[50 0 A
2 (50| 0 A
3 |50 1 A
4 [50] 0 A
5 |50 2 | TsM | 242 | 1 3 A
6 |50 1 A
7 500 A
8§ |50 0 A
9 |50 1 A
0 [50] 0 A
11 |50 2 | TSM | 242 | 3 5 R
12 |50 0 A
3 |50 1 A
14 |50 1 A
15 |50 2 | TSM | 242 | 3 5 R
16 |50 3 | TSM | 242 | 1 z A
17 |50 1 A
18 |50 1 A
19 |50 0 A
20 |50 1 A
21 [50] 3 | TSM | 242 | 4 7 R
22 |50 2 | TSM | 242 | 1 3 A
23 |50 1 A
24 |50| 4 | TSM | 242 | 5 9 R

) A = aceptar, TSM = tomar una segunda muestra

Figura 2: Grafico de control np para los valores de la Tabla 5.

1.2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22 23 24
Sample
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Ahora, seria interesante determinar cuales son las diferencias con el muestreo simple.

Primero, la muestra N° 11 de la Fase | habria sido aceptada con el muestreo simple, cuando en
realidad deberia ser rechazada. Lo mismo ocurrié con la muestra N° 15 de la fase Il. Por el
contrario, la muestra N° 16 habria sido rechazado con el muestreo simple cuando en realidad el
proceso estaba bajo control. Notemos que en el muestreo doble, la muestra N° 15 no necesita ser
completada, dado que, inmediatamente cuando el conteo de las no conformidades de la segunda
muestra sumados al de la primera muestra supera el LSC,, se detiene el conteo y el proceso es
rechazado.

El calculo para obtener el porcentaje de ganancia del disefio estadistico del grafico np con MD
en relacién con el disefio estadistico del grafico np con MS para este caso en particular, esta dado
por:

ARL — ARL 44,60 — 21,37
1(MS) 1MD) 100 =
ARL; (ms) 44,60

Porcentage gain = = 52,09%

Esto es, el porcentaje de ganancia en términos de tamafio muestral promedio, utilizando el
grafico con muestreo doble en lugar del grafico con muestreo simple es de aproximadamente un
52%.

6. Conclusion y comentarios finales

En este trabajo se propone un nuevo procedimiento, el grafico de control doble muestreo (MD)
cuyo objetivo es mejorar la capacidad de detectar cualquier condicion de fuera de control mediante
la observacion de una segunda muestra. La eficacia de este procedimiento consiste en detectar
cambios pequefios 0 moderados en la proporcion de items no conformes del proceso, sin aumentar
el muestreo.

En un articulo anterior (Joekes y Barbosa, 2013), se presenté un grafico p mejorado mostrando
gue el mismo proporciona una gran ventaja sobre el grafico p habitual para atributos. Sin embargo,
este grafico permite detectar grandes aumentos en la proporcion de items no conformes pero no es
eficiente para detectar pequefios incrementos de los pardmetros del proceso. Para situaciones como
ésta, los graficos de control con doble muestreo (MD) tienen dos posibles ventajas sobre
procedimiento con muestreo simple. En primer lugar, permite reducir la cantidad total de
inspeccion y en segundo lugar, tiene la ventaja de dar al lote una segunda oportunidad antes de
tomar una decision.

En este articulo, se desarrolla un procedimiento de muestreo doble para el grafico np
proporcionando los disefios que minimizan el ARL, para incrementos del 50%, 100% y 200% en
la proporcion de no conformidades del proceso. Este procedimiento fue aplicado a procesos con
una fraccioén de items no conformes bajo control (po) igual a 0,005, 0,010 y 0,020 y para ARL, >
200 y ARL, > 370,4. Ademas se mostraron los disefios Optimos para tamafios muestrales
promedio de manera que np, = 0,5, 1,0, 2,0 y 4,0. En todos estos casos se determiné que el
muestreo doble reduce el nimero de muestras necesarias hasta la deteccion de un item fuera de

control en el proceso.

También se establecio el desempefio comparativo del grafico np mejorado con muestreo doble
respecto al mismo grafico empleando el muestreo simple. Esta comparacion revel6 que el
procedimiento de MD puede ser considerado méas apropiado para la deteccion de los incrementos
en la proporcién de items no conformes en el proceso, debido a que ofrece mejor eficacia
estadistica (en términos de longitud promedio de corrida), sin aumentar el muestreo.
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En conclusion, el grafico np con MD se convierte en una opcion interesante para el monitoreo de
la proporcién de items no conformes en los procesos de alta calidad.

Finalmente, quien desee resolver el problema de optimizacién del grafico np con muestreo doble
puede descargar facilmente el programa en R desde la web.
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