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Resumen

En esta tesis se estudian en forma analitica distintos procesos de trans-
porte difusivo mediante la técnica de caminatas aleatorias de tiempo con-
tinuo (CTRW). La difusién es el mecanismo més basico de transporte de
materia y se observa en diversos problemas dentro de la Fisica, la Quimica,
la Biologia y la Ecologia. La migracién de moléculas a través de proteinas
como la mioglobina, las reacciones quimicas o la busqueda de una presa
por sus depredadores, son algunos ejemplos de mecanismos de transporte.
Para los modelos de difusion estudiados se utilizaran los fundamentos tedri-
cos desarrollados por Montroll y Weiss. En particular, para los procesos de
atrapamiento (tiempo del primer pasaje o reaccién), se utilizard una exten-
sion de estos trabajos denominada Técnica de inhomogeneidad local.
A partir de estos desarrollos tedricos se estudian los procesos de captura
o atrapamiento de una particula difusiva en dos contextos: la transmision
en medios fluctuantes y la reaccién mediada por difusiéon. El modelo para
medios fluctuantes se plantea como una MCTRW (CTRW multiestado) en
un red de Bravais cuya region estd limitada por barreras que fluctian entre
dos estados: un estado abierto a o activo y un estado cerrado b o inactivo.
En cada extremo de la red se incluye una barrera fluctuante y se calcula
la probabilidad de que una particula que ingresa por un extremo abandone
la misma por el extremo opuesto, denominandose a esta cantidad proba-
bilidad de transmisién. Se analiza ademas, la dependencia de la ganancia
en transmisién de la distribucién de probabilidades para el desplazamien-
to de la particula, la relacién entre las tasas de transmisién y fluctuacién,
y la longitud de la regién. Por otra parte, los procesos de reacciéon media-
dos por difusién se plantean como procesos de captura o atrapamiento de
una particula por una trampa, representada simbdlicamente por el proceso
genérico A+ T — T. Se estudian distintas dinamicas tanto para la particu-
las difusivas A, como para la trampa T. Se analiza como estas dindmicas
afectan a cantidades de interés tales como la probabilidad de reaccion, la
concentracién de particulas, la probabilidad de supervivencia y la distancia
al vecino mas préximo.

Palabras claves: Caminatas Aleatorias de Tiempo Continuo, Difusion,
Transmisién, Reaccién, Modelos de atrapamiento.
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Abstract

In this thesis, various diffusive transport processes are studied analy-
tically by using the Continuous Time Random Walk (CTRW) technique.
Diffusion is the most basic mechanism of matter transport and it is found
as the origin of different processes in various problems within Physics, Che-
mistry, Biology and Ecology. Molecules migration through proteins such as
myoglobin, chemical reactions or the search of a prey by its predator are
some examples of transport mechanisms. For diffusion models studied here,
theoretical foundations of stochastic processes developed by Montroll and
Weiss are used, in particular for trapping process (first passage time or reac-
tion), the local inhomogeneity technique is used. On the basis of these
theoretical developments, we have studied trapping processes of a diffusing
particle in two contexts: transmission in fluctuating media and diffusion
mediated-reaction. Fluctuating media models are proposed as a MCTRW
(Multistate CTRW) on a Bravais lattice whose region is limited by fluctua-
ting barriers between two states: an a open or active state and a b closed
or inactive state. At each end of the lattice a fluctuating barrier is included
and the probability that a particle entering on one end may leave the region
at the other end is calculated. This amount is the transmission probability.
Transmission gain as a displacement probability function, the relationship
between fluctuation and transition ratio and region length dependency are
analyzed. On the other hand, diffusion mediated reaction processes are pro-
pounded as trapping processes through a trap, represented symbolically by
a generic A +T — T process. Various dynamics are studied for both the
diffusive particles A and the trap 7. We have analyzed how these dyna-
mics affect some quantities of interest such as reaction probability, particles
concentration, survival probability and distance to the nearest neighbor.

Keywords: Continuous Time Random Walk, Diffusion, Transmission, Reac-
tion, Trapping models.

PACS:

05.40.-a Fluctuation phenomena, random processes, noise, and Brownian
motion.
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Capitulo 1

Introduccion

Muchos sistemas reales pueden ser representados como conjuntos de uni-
dades dinamicas capaces de dar lugar a formas de comportamientos colec-
tivos cualitativamente diferentes de la dindmica individual. Este tipo de
comportamiento define a los llamados sistemas complejos. En la naturaleza
existe un sin nimero de ejemplos de sistemas complejos que abarcan desde
reacciones quimicas y procesos biolégicos a procesos sociales y/o culturales.
Todos estos sistemas poseen la caracteristica de ser sistemas compuestos de
muchas partes dando lugar a propiedades emergentes: propiedades genéri-
cas independientemente de los detalles especificos de cada sistema o de la
base material del mismo. De esta manera, es posible identificar propiedades
dindmicas similares entre el sistema nervioso, una sociedad de insectos, la
bolsa de valores o el comportamiento de masas [1, 2, 3, 4, 5] a pesar de
la aparente disparidad entre ellos. La descripcién mecénica de un sistema
complejo implica tener en cuenta un gran nimero de grados de libertad. La
mecanica estadistica es una herramienta muy util para describir tales pro-
cesos. La idea basica de la mecédnica estadistica es que el sistema puede ser
reemplazado por un ensamble o un subconjunto de este, caracterizado por
las mismas ecuaciones de movimiento, pero cada uno con diferentes estados
microscépicos. Es decir, la mecanica estadistica relaciona las propiedades mi-
croscépicas con las propiedades macroscopicas, reemplazando el sistema por
un ensamble que a nivel mesoscépico puede ser descripto a través de ecuacio-
nes estocédsticas. La mecdnica estadistica proveé ecuaciones de movimiento
para dichos sistemas mediante la ecuaciéon maestra tanto en el continuo a
través de las ecuaciones de Fokker-Plank como en el discreto [6, 7]. Dentro
de los procesos estocésticos [6, 8, 9], los procesos Markovianos tienen un rol
importante debido a su simplicidad. Una caracteristica importante de estos
procesos, es que su evolucién resulta determinada univocamente por su esta-
do a un tiempo anterior y no esta afectado por los estados previos; es decir las
propiedades estadisticas del futuro estdn determinadas por el presente, inde-
pendientemente del pasado [10]. El movimiento Browniano [6] es un ejemplo

17



18 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de proceso markoviano. Claramente, la propiedad de Markov es solo una
aproximacion a los fenémenos que ocurren en la naturaleza, dependiendo
por ejemplo de la escala de tiempo [6]. La evolucién de un proceso estocasti-
co puede describirse a partir de las ecuaciones que determinan la evolucién
de la densidad de probabilidad. El esquema de caminatas aleatorias consti-
tuye un planteo alternativo para la descripcién de la evolucion temporal de
un proceso estocastico. La definicion méas simple de una caminata aleatoria
es que es la suma de un nimero dado de variables aleatorias [11]. Una clasi-
ficacién usual en la literatura para las caminatas aleatorias se determinada
considerando la variable temporal: los procesos de tiempo discreto se asocian
a caminatas aleatorias discretas, mientras que los procesos de tiempo con-
tinuo a caminatas aleatorias de tiempo continuo. Por otra parte, podemos
diferenciar las caminatas aleatorias en redes o en el espacio continuo consi-
derando el espacio en que evoluciona la probabilidad. Modelos tales como el
transporte de moléculas a través de membranas plasmaticas o problemas de
captura de solutos por un reactivo se inscriben en los denominados procesos
de transporte difusivos [12], y pueden ser descriptos mediantes modelos de
caminatas aleatorias. Estos tipos de procesos fueron inicialmente estudiados
por Smoluchowski [13] en 1917 en el continuo, analizando la reaccién de
captura en sitios fijos de una red denominados trampas. Montroll y Weiss
[14] tomaron y desarrollaron esta idea en el espacio discreto, estudiando el
transporte de particulas en medios desordenados, introduciendo de esta ma-
nera el concepto de caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW). Una
posibilidad de interés surge de considerar las caminatas aleatorias multies-
tado (MCTRW) en donde la particula puede asumir en cada sitio de red
uno de varios estados internos, teniendo de esta manera la posibilidad de
transiciones entre sitios de red y/o entre estados internos.

En esta Tesis se propone contribuir al desarrollo de modelos de caminatas
aleatorias de tiempo continuo (CTRW) para procesos de transporte. La jus-
tificacion de utilizar métodos estocasticos para la descripcién de modelos de
transporte difusivo se encuentra en la complicada dindmica de evolucion de
los procesos. La eleccién de una descripcién en redes permite, en gran parte,
un mejor andlisis de los modelos principalmente a tiempos cortos. Magni-
tudes tales como la tasa de reaccién dependiente del tiempo, obtenidas a
partir de modelos continuos, no coinciden con los resultados experimentales
a tiempos cortos (comparados con los tiempos caracteristicos del proceso de
difusién) [15], dando una mejor aproximacion los modelos en redes. La causa
posible de esta discrepancia en el comportamiento a tiempos cortos puede
encontrarse en la suposiciéon, comin a los modelos en el espacio continuo,
de un volimen nulo para la zona de reaccién [16, 17]. Los comportamien-
to a tiempos largos predicho por ambas aproximaciones son esencialmente
coincidentes. La probabilidad para el tiempo del primer retorno a un sitio
de red introducido por Polya [18], el cual determina la probabilidad para
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que un caminante regrese a su punto de partida luego de un cierto tiempo,
no tiene un andlogo tan claro en el continuo [11], siendo por lo tanto otra
fundamentacion para la eleccién de trabajar en redes.

En el Capitulo 2 se realiza una recopilacién teérica de resultados presen-
tes en la literatura de las caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW)
[11, 14, 19]. En este capitulo se introducen conceptos y propiedades bdsicas
en una notacion unificada. En el Capitulo 3 se presenta la probabilidad del
tiempo del primer pasaje asociando esta cantidad al problema de absorcién
de una particula por una trampa. Se introduce la técnica de inhomogeneidad
local [20, 21, 22, 23] para el cdlculo de distintas magnitudes de interés tales
como la probabilidad de absorcién de una particula por una trampa. En am-
bos capitulos se presentan ejemplos de aplicaciéon para la comparacién con
resultados posteriores. En el Capitulo 4 se desarrolla un modelo de CTRW
para una particula en una regién finita limitada por barreras que fluctudn.
Este modelo serd descripto a partir de la fundamentacion tedrica de las cami-
natas aleatoria de tiempo continuo multiestado (MCTRW). La fluctuacién
de la barrera se produce entre un estado cerrado que impide el paso de la
particula, devolviéndola a la region de procedencia, y un estado abierto que
permite el paso de la particula. La difusién del oxigeno en las cavidades
internas de la mioglobina! constituye un ejemplo de posible aplicacién del
modelo en estudio. Se analiza en este capitulo, la dependencia de la ganancia
en transmisién en funcién del sesgo de la distribucion de probabilidad para el
desplazamiento de la particula y la relacién entre las tasas de transmision,
fluctuacién y longitud de la regién. Los capitulos subsiguientes describen
modelos de CTRW para procesos de reacciéon mediados por difusion para
una particula A (especie mayoritaria) que reacciona con una trampa 7 (es-
pecie minoritaria). Estos modelos corresponden a modelos denominados de
captura o atrapamiento simbolizados por el proceso genérico A + 1T — T.
Un parametro de interés en el estudio de estos procesos es el tiempo que
transcurre entre el inicio del proceso y el tiempo en que ocurre la reaccién.
Cada capitulo abordara diferentes problemas, tanto en la dindmica de des-
plazamiento, como en el proceso de atrapamiento. El estudio de reaccion
limitada por difusion ha sido motivo de estudio desde el trabajo pionero de
Smoluchowski. La consideracién de un tiempo finito para la reaccién (tiempo
de reaccién no nulo), permite tratar situaciones en que las particulas pueden
separarse sin que la reaccién se produzca. Como ejemplo podemos citar la
extensién al modelo de Glarum [24] para la relajacién dieléctrica mediada
por difusién de defectos propuesta por Condat [25]. En el Capitulo 5 se
presenta una descripcion de las CTRW para modelos de reacciéon mediada

1La mioglobina es una hemoproteina muscular constituida por una cadena polipéptida
de 153 residuos y por un grupo hemo que contiene un atomo de hierro, cuya funcién es
almacenar y transportar oxigeno.
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por difusién cuando ambas especies son méviles. Se propone un modelo para,
proceso separable y desplazamientos generalizados, realizando de esta ma-
nera una generalizacién de los resultados presentes en la literatura. En el
Capitulo 6 se desarrolla un modelo con dindmica de habilitaciéon para la
reacciéon como un modelo de MCTRW cuando ambas especies son moviles.
En este modelo la trampa posee estados internos asociados a estados acti-
vos e inactivos de la trampa. Se obtienen en ambos capitulos expresiones
analiticas exactas en la representacién de Fourier-Laplace para la densidad
de probabilidad de absorcién, la tasa de reaccion global y local, la evolucion
del conjunto de particulas y la distancia al vecino més préximo. Se ilustran
los resultados obtenidos a partir de un modelo unidimensional con sesgo.
Todas las cantidades de interés han sido calculadas a partir de una integral
auxiliar, permitiendo de esta manera introducir distintos estructuras de des-
plazamiento en los modelos. El Capitulo 7 presenta un modelo de caminata,
aleatoria de tiempo continuo evanescente (ECTRW). Aqui la particula tiene
asociada cierta probabilidad de evanescencia, es decir, puede desaparecer
durante su desplazamiento sobre la red. Se calcula en la representacion de
Laplace, la densidad de probabilidad de absorcién, la tasa de reaccién y la
probabilidad de supervivencia de la especie mayoritaria.

Todos los valores incluidos en las gréaficas en la representacién temporal
fueron calculados numéricamente mediante el algoritmo LAPIN [26] para el
computo de la transformada inversa de Laplace, mientras que la inversion en
Fourier se efectué mediante integracién numérica usando el método Simpson

27].



Capitulo 2

Caminatas Aleatorias en
Redes

En este capitulo se presentan algunos resultados de las caminatas aleato-
rias (RW: Randon Walks). Se presentard la notacion a utilizar en el recorrido
de este trabajo, definiendo las magnitudes principales, las relaciones que es-
tas satisfacen y algunas abreviaturas de uso frecuente. Los resultados cons-
tituyen una recopilacién de trabajos presentes en la literatura especializada
[19, 28], expresada en una notacién unificada. Por supuesto la recopilacién
realizada no pretende abarcar completamente el vasto campo de las camina-
tas aleatorias, por el contrario se ha restringido a las situaciones de interés
para las discusiones presentada en los capitulos siguientes. En particular no
se haran consideraciones referidas a las RW de tiempo discreto, sino que los
resultados se presentaran para el caso de RW de tiempo continuo (CTRW:
Continuos Time Random Walks). El caso CTRW significa que los cambios
de posicion en la red que efectia la particula se produce en instantes deter-
minados de tiempo, representada por una variable continua'. Esencialmente
describiremos las RW como procesos en los que una particula se encuentra
localizada en algin sitio de red. La técnica de RW nos permite estudiar,
en un sentido probabilistico, la evolucién de la posiciéon de la particula en
el tiempo. Los conceptos de particula y red no deben tomarse en sentido
estricto, sino que por el contrario corresponden a una descripcién genérica
de un proceso. Asi por ejemplo la particula puede corresponder a un ligando
en el interior de una proteina [29, 30], un depredador en bisqueda de ali-
mento [31, 32], un i6n en un electrolito [33], etc. La posicién correspondera
al sitio o cavidades al que se fija el ligando a la proteina, al desplazamiento
realizado por el depredador o al lugar que ocupa el i6n, respectivamente.

'El ”tiempo de vuelo”de una particula se supone despreciable frente al tiempo de
estadia en un sitio de red.

21



22 CAPITULO 2. CAMINATAS ALEATORIAS EN REDES

2.1. Caminatas aleatorias en redes infinitas

En esta seccién se estudia el problema de una CTRW monoestado en una
red infinita. Las CTRW consideradas en esta seccién seran en general inva-
riantes ante traslaciones. Todas las magnitudes de interés seran defininidas
siguiendo los desarrollos propuestos en [19].

La evolucién temporal de la posicién de una particula en una red es un
proceso estocdstico que puede ser caracterizado por la probabilidad P(x,t)
definida por

Definicién 2.1: P(x;t) es la probabilidad de encontrar a la particula
en la posicién x al tiempo t.

En esta magnitud estd incluida la condicién inicial del proceso. Ambas
magnitudes estdn relacionadas a través de la siguiente relacion

P(x;t) =Y P(x;t[xo)P(x0;t = 0) (2.1.1)
donde

Definicién 2.2: P(x;t|xq) es la probabilidad condicional de encontrar
a la particula en la posicién x al tiempo ¢, suponiendo que estuvo en el sitio
de red xq al tiempo t = 0 2.

Para resolver el problema de CTRW en una red infinita homogénea, se
determinard P(x;t|xo) mediante el empleo de relaciones de recurrencia. Para
este fin se introduce la densidad de probabilidad condicional para el tiempo
de arribo R(x;t|x¢) definida como

Definicién 2.3: R(x;t|xo)dt es la probabilidad condicional de que la
particula llegue al sitio x entre ¢ y ¢ 4 dt, suponiendo que partié del sitio xg
al tiempo t = 0.

Al referirnos a densidades de probabilidad temporal, se usara indistinta-
mente la expresion ocurrencia al tiempo t para el evento considerado, ain
cuando el significado estricto de la expresién corresponde a la ocurrencia del
evento se produzca entre t y t + dt.

2.1.1. Distribucién de tiempo de pausa y homogeneidad tem-
poral

Supongamos una particula que efectiia una RW en una red de Bra-
vais y consideremos el proceso estocastico correspondiente a los tiempos

2Por simplicidad se establece la notacién (x;t|xe) cuando t = 0
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de transicién entre sitios de la red. El proceso estara caracterizado por una
distribucién de tiempo de pausa (WTD: Waiting-Time Density) denotada
por 9 (t) y definida de la siguiente forma

Definicién (2.4): 1(t)dt es la probabilidad condicional de que se pro-
duzca una transicién entre ¢t y ¢t + dt suponiendo que la transiciéon anterior
se produjo en t = 0.

La WTD es una funcién definida positiva y normalizada tal que cumple

/OO dt P(t) = 1 (2.1.2)

0
Es decir que se producird una transicién en algin instante de tiempo con
probabilidad uno (Certeza).
Asociada a la WTD definimos la probabilidad de no transicién o per-
manencia un tiempo mayor a t, denominada probabilidad de supervivencia
(SP: Sojourn Probability).

U(t)y=1- /Ot dt'y(t') (2.1.3)

y definida como

Definicién (2.5): U(t) es la probabilidad condicional de que no se pro-
duzca una transicion antes del instante ¢ desde la tltima transicion ocurrida
ent=0.

Expresada en otros términos, W(t) corresponde a la probabilidad de que
el tiempo de estadia supere el valor de t.

Para el caso particular de procesos de Poisson, la densidad de probabi-
lidad de tiempo de pausa estd dada por

p(t) = AeN (2.1.4)
donde A = 1/ < t > es la tasa de transicién entre sitios y < t > es el
tiempo medio de permanencia en el sitio de red. La ecuacién (2.1.4) es la
probabilidad de que no se haya producido la transicién desde t = 0 hasta el
instante ¢, multiplicada por la probabilidad por unidad de tiempo, 1/ < t >,
de que se produzca una transicién al tiempo ¢. Por otra parte, la Definicién
2.5, para el ejemplo considerado, toma la forma W(t) = e,

Notemos que la ¥(¢) [34] adopta una forma simple en la representacién
de Laplace £ 3

Uh(u) = = [1 —y¥(u)] (2.1.5)

SRS

3Ver Apéndice A
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donde el supraindice L denota la transformada de Laplace.
Notar que hemos supuesto que el primer momento de la WTD existe y
que estd definido de la manera usual como

<t>= /Oo dt't' (') < oo. (2.1.6)
0

Si el sistema se encuentra en un estado estacionario, el origen de los
tiempos puede elegirse arbitrariamente, es decir, la iltima transicién de la
particula puede ocurrir en algiin tiempo después de ¢ = 0. Para incorpo-
rar esta posibilidad a la teoria, la primera transicién caracterizada por la
WTD h(t), se obtiene promediando la WTD 1 (t) sobre todos los tiempos ¢/
diferentes entre el tiempo de origen y la ultima transicién

/Oodt'w(t—i-t')
h(t) = —"—F=
/0 dt/o dt'y(t + )

En la expresion (2.1.7) se ha supuesto una densidad de probabilidad uni-
forme para t’ y el denominador asegura la normalizacién. Podemos expresar
h(t) alternativamente como

(2.1.7)

h(t) = (2.1.8)

usando las relaciones (2.1.3) y (2.1.6).

Para el caso particular del proceso de Poisson podemos observar que
h(t) = 1(t), como se espera por su cardcter markoviano. Notemos que aun
cuando el proceso no sea estacionario h(t) = ¢(t), si 1(t) tiene forma ex-
ponencial [14], aunque para el caso més general ambas cantidades serdn
diferentes. Por otra parte, la eleccién correcta para h(t) dependerd de las
condiciones iniciales del proceso a modelar. En Prato y Pury [35] puede verse
una discusiéon muy interesante sobre el problema del primer salto.

En forma similar, podemos definir una probabilidad de no transicién pa-
ra el primer paso

Definicién (2.6): Y (t) es la probabilidad de que no se produzca un
transicion hasta el tiempo ¢ desde el comienzo del proceso.

Esta magnitud estd determinada por

Y(it)=1- /t dt'h(t") (2.1.9)
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La importancia de la distincién de la WTD para la primera transicién
en el estudio de las CTRW fue senalada por Tunaley [36] y se describe a
continuacién.

2.1.2. Caminatas aleatorias a través de relaciones de recu-
rrencia

La teoria de las CTRW de una particula en una red con una WTD ge-
neral fue desarrollada por Montroll y Weiss [14] y extendida por Tunaley
[36], quien senial6 la importancia de la distincién de la WTD para la primera
transicion en el estudio de las CTRW. En esta seccién presentaremos la re-
solucién del problema calculando P(x;t|xg) mediante el uso de relaciones de
recurrencia. Si bien para el tratamiento del problema se utiliza por simplici-
dad un modelo separable, los resultados obtenidos pueden ser generalizados
incluyendo probabilidad de transicién no separable.

Las transiciones de una particula estaran caracterizadas por una funcion
1 (x;t|x") definida por

Definicion (2.7): ¢(x; t|x’)dt es la probabilidad de que se produzca una
transicién de x’ a x entre t y t + dt, suponiendo que t = 0 corresponde al
instante en que se produjo la ultima transicion que condujo a la particula
al sitio x'.

Como antes, la probabilidad estd normalizada como

Z/Ooo dt'(x;t'|x") =1 (2.1.10)

Definicion (2.8): W(x;t) es la probabilidad de que el tiempo de perma-
nencia de la particula en el sitio x supere el valor de t desde su llegada en
t=0.

Esta magnitud est4 relacionada a la funcién ¥ (x;t|x’) mediante la ecua-
cién .
U(x;t) =1 —Z/ dt'p(x'; t')x) (2.1.11)
x/ 70
que puede interpretarse notando que el segundo término corresponde a la

probabilidad de que la particula haya abandonado el sitio x al tiempo ¢
(donde t = 0 corresponde al instante de arribo al sitio x’).

Si suponemos invariancia traslacional en la CTRW, entonces

P(x;t|x") = (x — x5 t) (2.1.12)
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Para este caso
D (x—x'5t) = u(t) (2.1.13)

correspondiendo 1 (t) a la probabilidad condicional por ¢ y marginal por x.

Podemos notar que, dada la hipdtesis de invariancia traslacional, la re-
lacién (2.1.13) no depende del sitio x’ en que se encuentra la particula.
Se concluye ademas de esta relacién, que la probabilidad de permanencia
(2.1.11) en el sitio x no depende del sitio en consideracién en el caso de
invariancia traslacional y coincide con la relacién (2.1.3).

En lo que sigue supondremos también un esquema de CTRW separable,
es decir

P(x —x;1) = p(x — x ) (t) (2.1.14)

donde p(x —x’) es la probabilidad de efectuar una transicién de x a x" (en el
instante determinado por (t)). En particular, para procesos markovianos
obtenemos:

P(x —x';t) = p(x — x)he ™M (2.1.15)

donde A es la tasa de transicion entre sitios.
En este caso la condicién de normalizacién (2.1.10) implica la condicién

D px-x) =1 (2.1.16)

La magnitud de interés en este desarrollo es la evolucién temporal de
la posicién de la particula en la red, P(x;t|xg). Para tal fin se introduce la
siguiente densidad de probabilidad

Definicién (2.9): R™(x;t|xo)dt corresponde a la probabilidad de que la
particula llegue al sitio x entre ¢ y ¢ + dt en n pasos, supuesto que partié de
xXg en t = 0.

Para n > 2, R™(x;t|xq) satisface la siguiente relacién de recurrencia

R"™(x;t|x0) = Z /Ot dt'p(x — x)ib(t —t )R H(x;t'|x0) (2.1.17)

donde se supone que desde el segundo salto en adelante, la densidad de
probabilidad de llegar a x en el instante ¢ estd dada por el producto de la
densidad de probabilidad de que el salto anterior haya llevado a la particula
al sitio x’ en el instante de tiempo ¢ por la densidad de probabilidad que
se produzca un salto de x’ a x en el instante ¢ > ¢/, sumando sobre todo x’
e integrando sobre todos los valores posibles t’. El caso n = 1 debe tratarse
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en forma separada conforme a lo discutido anteriormente sobre la primera
transicion. Para este caso tenemos

RW(x;t|x0) = p(x — x0)h(t) (2.1.18)

donde h(t) es la densidad de probabilidad para la primera transicién definida
en el punto anterior manteniéndose la hipétesis de CTRW separable para el
primer salto.

Sumando sobre todos los valores de n obtenemos la densidad de proba-
bilidad de arribo a x al tiempo ¢

R(x;t|x0) = > R™(x;t|x0) (2.1.19)
n=1

usando la relacién de recurrencia (2.1.17) y (2.1.18) resulta finalmente

R(x;t|x0) = Z/o dt'p(x — x")(t — t')R(x';¥'|x0) + p(x — x0)h(t)

(2.1.20)

En la representacion de Fourier-Laplace (FL) la solucién de la ecuacién
(2.1.20) puede expresarse como?

R (k; ulxo) = p(k)¥" (u) RY (k; ulxq) + ™0 p(k)hL (u) (2.1.21)
o de manera mas compacta

pk)h* (u)

5L — otkxo LAY AT
R (k; ulxo) = ™0 — pk)vL(u)

(2.1.22)

La evolucion temporal de la probabilidad condicional para la posicién de
la particula en el sitio de red x, P(x;t|xq), estd dada por

t
P(x: txo) = / Ut — ) R(x:¢'|x0) + Y (£)0xxg (2.1.23)
0

la cual se determina a partir del producto de la densidad R(x;t|xo) de arribar
a x en t/, por la probabilidad de que no ocurra otra transicién entre t' y
t > t' (probabilidad de permanencia en el sitio x). Ademds, deben sumarse
aquellas realizaciones del proceso en las que no se produzcan transiciones
hasta el tiempo ¢ desde el comienzo del proceso (¢ = 0) descriptas por Y (t).

4Ver Apéndice A
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Finalmente en la representaciéon de FL la ecuacién (2.1.23) queda ex-
presada como

P (k; ulxg) = UX(u) R (k; ulxq) + €0 (u) (2.1.24)

A partir de las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.9) podemos reescribir la ecuacién
(2.1.24) de la siguiente manera

et [ 1—4t(u)
u |1—pk)hE(u)

PL(k; ulxg) = pk)h(u) +1 — hF(u) (2.1.25)

la cual fue obtenida originalmente por Tunaley [36].

La funcién p(k) suele denominarse funcién estructura o funcién carac-
teristica. En el caso de transiciones a primeros vecinos en redes cubicas
simples [19], la funcién caracteristica estd dada por

d
plk) = % > cos(ak;) (2.1.26)
=1

con a el parametro de red, k; la proyeccién del vector k en la direccién ¢ y d
la dimensién de la red. Tenemos de esta forma que p(k) refleja la estructura
de la red reciproca.

2.1.3. Caminatas aleatorias a través de la funcion de Green

Consideremos nuevamente lo visto en el apartado 2.1.2 agregando en este
caso la hipétesis de que, para la descripcién del proceso, elegimos el instante
t = 0 en coincidencia con la transiciéon que llevd a la particula al sitio xg.
Nos referimos a esta situacion como sincronizacion con el primer salto. Es
decir, el instante ¢ = 0 coincide con una transicion, la cual llevé a la particu-
la al sitio xg. Nos concentraremos ahora, en la descripcién de la densidad
de probabilidad para el primer salto h(x;t|xo). Para esto, se proponen dos
alternativas para la definicién de la densidad de probabilidad para el primer
salto:

e Alternativa I: Se considera como primer salto al siguiente a t = 0, es
decir

h(x — x0;t) = ¥(x — x0;t) (2.1.27)

Entonces suponiendo las hipétesis usuales de red homogénea y proceso
separable, la solucién de R(x,x¢;t) v P(X,Xo;t) estdn dadas, respectiva-
mente en Fourier-Laplace FL, por
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R§(k; ulxo) = ezkxo%

(2.1.28)
U (u)
1 —p(k)r(u)

donde el subindice S refiere a la opcién dada por la ecuacién (2.1.27).

]35L (k; u|xq) = e’kxo

e Alternativa IT: Se considera como primer salto al que se produce en
t =0, es decir

h(x — x0;t) = dx.x0(t — 07) (2.1.29)

la cual expresa la certeza que el primer salto se produce en ¢t = 0 al sitio xg.
La relacién de recurrencia (2.1.20) toma en este caso la forma

G(x;t|x0) = Z /Ot dt'p(x — x")h(t—t")G (x5 |x0) +0xx, 0 (t—07T) (2.1.30)

donde se ha redefinido la notacién de la Definicién (2.3) por G(x;t|xo)
para el caso sincronizado dado por la relacién (2.1.29).

Definimos a continuacién el operador

0°(x — x';u) = Oy — ¥ (x — X5 0) (2.1.31)

en términos de este operador se expresa la ecuacién (2.1.30) en la represen-
tacion de Laplace como

D 6%(x — x;u) G (X5 ulx0) = Sxxo (2.1.32)

X!

Podemos notar que la diferencia entre las densidades de probabilidad
G(x;t|x0) y Rs(x;t|xo) radica en el evento considerado como la primera
transicién: el arribo de la particula al sitio x¢ para la cantidad G(x;t|xg) o
el siguiente salto para la cantidad Rg(x;t|xo). La ecuacién (2.1.30) queda
expresada, en la representacion de Fourier-Laplace, de la siguiente manera

eikxo
1= pk)yh(u)
donde se ha usado la siguiente relacién de conmutacién

D (i)« G(Xsthxo) = Y G(x;tx') x1h(X5 t]x0) (2.1.34)

G (k; ulxg) = (2.1.33)

5.

SVer Apéncide B, seccién B.1.
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mientras que el simbolo * representa el producto de convolucién temporal
entre dos funciones®.

A partir de la cantidad G(x;t|xo) se calcula la probabilidad condicional
Pg(x;t|x0) de la Definicién (2.1) siguiendo un razonamiento similar al

que condujo a la ecuacién (2.1.23).

t
P (x;t|x0) = / dt'U(t — t)G(x;t'|x0) (2.1.35)
0

La inclusién del subindice G indica que el célculo se realizé a partir de
la densidad G(x;t|x¢). Notar que la ecuacién (2.1.35) no incluye el dltimo
término de la ecuacién (2.1.23) ya que aquellas realizaciones en que las
particulas permanecen en el sitio xg desde el comienzo del proceso hasta el
tiempo ¢ han sido consideradas al definir G(x;t|xo).

Pasando a la representacién FL y sustituyendo en la ecuacién (2.1.30)
se obtiene

U* (u)
1 —p(k)¢*(u)

Podemos notar que al comparar la ecuacién (2.1.36) con la ecuacién
(2.1.28), con ambos métodos se obtiene el mismo resultado para la pro-
babilidad condicional de desplazamiento. Esto era de esparar, ya que solo
se planted un método alternativo para la resolucion del mismo problema.
Por otro lado, debemos notar la diferencia entre las cantidades }A%g(k,u) y

Pk (k; ulxg) = e¥o (2.1.36)

GL (k; u). Esta diferencia, consecuencia directa de sus definiciones, se debe al
problema del salto en ¢ = 0. En efecto, comparando las ecuaciones (2.1.28)
v (2.1.33) respectivamente podemos establecer la relacion

RE(k; ulxo) = GF(k; ulxq) — e (2.1.37)
Luego, realizando un cambio de representacién obtenemos
Rs(x;t|x0) = G(x;t[x0) — dx.xo(t — 07) (2.1.38)

quedando de esta manera en evidencia la diferencia mencionada.
Por otra podemos extender la relacién de ambas funciones a la situacion
més general

R(x;t|xq) = /0 dt'"> " p(x — x)G(x';t — t'|x0)h(t)) (2.1.39)

Podemos por lo tanto considerar a G(x; t|x¢) como la funcién de Green
del problema de la CTRW en una red homogéna infinita.

5El producto de convolucién temporal entre dos funciones se define como f(t) % g(t) =

Jo dt'f(t —t")g(t").
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Figura 2.1: Esquema de CTRW unidimensional con saltos a primeros veci-
nos. La tasa de transiciones hacia la derecha esta dada por Apg4, mientras
que la tasa de transicion en sentido opuesto, estda dada por Ap;.

Por ultimo, si denotamos por Py(x;t|xg) a la solucién obtenida en la
ecuacién (2.1.25), podemos relacionar esta solucién con la obtenida para
Pg(x;t|xg) de la siguiente manera

t
Py(x;t|xo) = / dt’ Z Po(x;t — t'|x)p(x’ — x0)h(t") + Y (£)dx xo
0 -

(2.1.40)

la cual establece que la probabilidad de encontrar la particula en el sitio x
al tiempo t estd dada por la probabilidad de alcanzar el sitio x’ entre t’ y
t' + dt’ en el primer salto, multiplicada por la probabilidad condicional de
encontrar la particula en el sitio x al tiempo ¢, supuesto que llegé al sitio
x’ en t/, sumadas las realizaciones en las que el caminante no abandoné su
posicion inicial.

De esta manera se ha relacionado, a través de la ecuacién (2.1.39) y la
ecuacién (2.1.40), la solucién del problema general en que h # 1 con las
soluciones del problema sincronizado bajo la descripcién dada por la rela-
ci6én (2.1.29) para el primer salto. Se verd mds adelante que estas relaciones
aparecen en la descripcién de otras densidades de probabilidad en la teoria
de RW, como por ejemplo, en la densidad de probabilidad del tiempo del
primer pasaje a ser definida en el siguiente capitulo.

2.1.4. Ejemplo de aplicacion: Caminanta aleatoria unidimen-
sional con saltos a primeros vecinos

Consideramos a continuacién un ejemplo de aplicaciéon. Supongamos una
CTRW unidimensional en una red infinita homogénea, como se esquemati-
za en la figura (2.1), caracterizada por una dindmica de saltos markoviana
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expresada en general por la relacién (2.1.15). Supongamos ademds un pro-
blema de salto a primeros vecinos determinado por

p(.%' - .’L‘l) = [pd(sz,x’+1 +pi6x,a:’fl] (2141)

donde p; (j = d,1) es la probabilidad de transicién hacia un sitio vecino de
red.

Dado el cardcter markoviano supuesto, la WTD esta dada por la ecuacion
(2.1.4), es decir 9(t) = Ae™*. La funcién de Green para una RW unidimen-
sional con saltos a primeros vecinos estd dada por la ecuacién (2.1.30). Para
el caso particular considerado, la funcién de Green queda expresada de la
siguiente manera

Go(z;t|zg) = Z Yo(x;t|2") x Go(2'5t|w0) + 62,206 (t — 0T) (2.1.42)
donde
bo(;ta’) = Ae™™ [pade w41 + Pidear—1] (2.1.43)

La ecuacién (2.1.42) puede ser resuelta realizando la transformada de
Laplace en la variable temporal y la transformada de Fourier en la coorde-
nada de la red. Luego de este procedimiento, y pasando al espacio directo,
obtenemos la solucién en la representacién de Laplace”

L. _ 1 &E ()=l
Gy (z;ulzg) = SRl RE(a) RE® (2.1.44)
donde
_ _ [pi
Rp = /DdPi c Pa
Liy) = 2 RL(u) = <1>2 1 (2145)
0 u—+ A 2R,k ()
Li,\ — 1 _ pL
£ (u) = R () R*(u)

La ecuacion (2.1.44) es la solucién de la funcién de Green homogénea
monoestado para la CTRW con dindmica markoviana y saltos a primeros
vecinos.

"Para mayor detalle ver Apéndice B, seccién B.2.
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2.2. Caminatas aleatorias multiestado

Concluimos este capitulo de presentacion de las CTRW considerando
una extensién al problema desarrollado en el apartado anterior, incluyendo
la posibilidad de encontrar a la particula en uno de varios estados internos
posibles en cada sitio de red. En esta extensién del problema se supone que el
numero de estados internos en cada sitio de red es el mismo y serd denotado
por N. Denominaremos a este proceso estocastico una CTRW multiestado
(MCTRW) [11, 19], que modela fenémenos tales como la bisqueda intermi-
tente de un blanco [37]. En los Capitulo 4 y Capitulo 6 se incluyen dos
desarrollos a partir de esta fundamentacién tedrica.

A continuacién, extendemos la notacién utilizada en la seccién (2.1), in-
cluyendo subindices que representan el estado interno.

Definicién (2.10): P, ;,(x;t|xo) es la probabilidad condicional de en-
contrar la particula en la posiciéon x con estado interno 7 al tiempo ¢, supuesto
que estuvo en xg con estado interno ig al tiempo ¢t = 0.

Del mismo modo se extiende la definicién de la densidad de probabilidad
de arribo a un sitio y estado interno determinado.

Definicién (2.11): R; ;,(x;t|xo)dt es la probabilidad de que la particula
llegue a x con estado interno ¢ entre ¢t y t 4 dt, suponiendo que partié de xg
con estado interno ig al tiempo ¢ = 0.

A continuacién se realiza la generalizaciéon del estudio efectuado en el
punto (2.1.2) para la resolucién de la MCTRW mediante relaciones de recu-
rrencia.

2.2.1. Resolucién mediante relaciones de recurrencia

Resolvemos el problema de la MCTRW extendiendo los resultados del
punto 2.1.2 incluyendo en la descripcion los estados internos que la particula
puede ocupar en cada sitio de red. En el tratamiento del problema mante-
nemos la suposicién de red espacial homogénea infinita. Las transiciones
de la particula quedan caracterizados por una matriz densidad de salto
Vi (x5 t|x’) definida

Definicién (2.12): 1;;,(x;t|x")dt es la probabilidad que se produzca
una transicién al sitio x con estado interno i entre ¢ y t 4 dt, supuesto que
estaba en el sitio x’ con estado interno iy al tiempo ¢ = 0.

Si consideramos el par (x,7) como un estado vemos que el problema
descripto por ;. (x;t|x") se corresponde con una caminata aleatoria de
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tiempo continuo en un espacio = x@i, d + 1 dimensional, producto
directo del espacio de la red y el espacio de los estados internos.

La condicion de normalizacién que debe satisfacer la funcién de salto es
una generalizacién de la Definicién (2.8) dada por

> / dt' i iy (x; ' ]x") = 1 (2.2.1)
X,1 0

Extendemos la generalizacion de la densidad de probabilidad para el
primer salto dada por la ecuacién (2.1.7), introduciendo los subindices co-
rrespondientes a los estados internos, como h; ;,(x;t|xo).

Definimos a continuacién la probabilidad de supervivencia (o permanen-
cia) en un sitio del espacio 2 como

Definicién (2.13): U;(x;t) es la probabilidad que la particula perma-
nezca en la posiciéon x con estado interno ¢ un tiempo mayor que t desde su
llegada al estado (x,1).

La probabilidad ¥;(x; t) puede determinarse mediante la densidad v; ;, (x; t[x)
a través de la relacién

Ui(x;t) =1— ) /0 t dt'; i (x5 '|x) (2.2.2)

X/7ZO

con una interpretacién similar a la ecuacién (2.1.11): si notamos que el se-
gundo término del segundo miembro corresponde a la probabilidad de que la
particula haya abandonado al tiempo t el estado (x,1), tenemos que (2.2.2)
corresponde al evento complementario, es decir, la permanencia.

De manera similar, la SP para el estado inicial a partir de la densidad
hi o (x;t|x") estd dado por

t
Vit =1-3 / A (< 7)) (2.2.3)
0

X/7’i()

Con las definiciones adoptadas obtenemos una relacién de recurrencia
para R; ;,(x;t|xo) como una generalizacién de la ecuacién (2.1.20)

R; i, (x;t|x0) = Z Vi (x5 %) * Rjio (X5 t|x0) + hiio (x; tx0) (2.2.4)

T
x?]

De la misma manera, podemos definir la funcién de Green del problema
multiestado como
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Gi i (x;t|x0) = Z Vi (x; t’X/> * G (X/; t|xo) + 5i,i06x,x05(t — 0+) (2.2.5)

.
x7]

La probabilidad condicional P;;,(x;t|xo) dada por la Definicién 2.10
puede determinarse a partir de una generalizacién de la ecuacién (2.1.23)
que incluya los estados internos que puede ocupar la particula. Se reconocen
dos contribuciones a esta probabilidad condicional: la de las realizaciones en
las que la particula llega al estado (x,4) en el espacio 2 a un tiempo ¢’ < t
y permanece en el mismo hasta el tiempo ¢ y las de aquellas realizaciones
en las que la particula permanece en su estado inicial desde el comienzo del
proceso sin que se hayan producido transiciones. A partir de las ecuaciones
(2.2.2) y (2.2.3), obtenemos finalmente

-Pz'7i0 (X; t|X0) = \I’l (t) * Rmo (X; t|X0) + E(t)5i7i06X7XO (226)

mientras que en funcién de la hipétesis (2.1.29), la ecuacién (2.2.6) estard
dada por

Pi7i0 (X; t|X0) = \I/Z(t) * Gz‘,io (X; t’XO) (2.2.7)

Es importante notar que, como fue senalado por Spouge [38], el formalis-
mo de MCTRW introduce un acoplamiento entre las dindmicas de difusion
y los estados internos cuando algunas de éstos (o ambos) es no markoviano.
El origen de este acoplamiento puede reconocerse en la suposicién de re-
generacién del sistema [39] que introduce este formalismo. El acoplamiento
desaparece si se supone una dindmica markoviana para ambos procesos. Por
otra parte, en [40] se presenta un modelo de atrapamiento dindmico para
una trampa fija perfecta sin requerir la regeneracién cuando la particula lle-
ga a la posicion de la trampa, suponiendo un proceso de difusién en general
no markoviano, aunque manteniendo la suposicion de proceso markoviano
para la dindmica de los estados internos.






Capitulo 3

Procesos de Absorcion en
Caminatas Aleatorias

Consideraremos en este capitulo el problema de la captura (o absorcién)
de una particula, la cual realiza una RW en una red infinita, por una tram-
pa ubicada en un sitio arbitrario x;. El problema del instante de captura
de una particula por una trampa se asocia frecuentemente al problema del
tiempo del primer pasaje (FPT: First Passage Time) de la particula por la
posicién de la trampa [28, 41]. La densidad de probabilidad (FPDT: FPT
Density) correspondiente a esta magnitud se presenta en la seccién 3.1. La
FPT es una cantidad de gran interés en areas de investigacién de la Fisica, la
Quimica y la Biologia. Los ejemplos tipicos de procesos estocasticos descrip-
tos por la densidad de tiempo del primer pasaje incluyen la desactivacién
fluorescente! (fluorescence quenching)[42] o modelos de neuronas de integra-
cién-disparo: cuando el nivel del voltaje fluctuante alcanza por primera vez
un nivel especifico, la neurona dispara [43].

A continuacion se presenta el problema de captura considerando una ca-
minata aleatoria de tiempo continuo (CTRW) en presencia de una inhomo-
geneidad local? [21, 22, 23], ubicada en la posicién x;. Esta inhomogeneidad
se introduce en el modelo de RW a través de la densidad de probabilidad
para el tiempo de pausa dada por la Definicién (2.4) especificando para
el sitio x; una funcién distinta a la que describe los saltos desde los demas
sitios de red, perdiendo de esta manera la RW la invariancia traslacional.

'La emisién de luz por una molécula fluorescente se detiene cuando ésta reacciona con
un inhibidor

2La técnica de inhomegeneidad local es una generalizacién de los resultados obtenidos
por Montroll y Weiss [14], propuesta por Budde [20].

37
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3.1. El tiempo del primer pasaje

Se considera en esta seccion el problema de determinar el instante del
primer arribo a un sitio particular de la red en una CTRW. Este problema se
denomina usualmente el problema del tiempo del primer pasaje (FPT). La
solucién a este problema se expresa a partir de la densidad de probabilidad
FPTD, definida como

Definicién (3.1): F(x;t|xg)dt es la probabilidad de que la particula
alcance el sitio x por primera vez, desde el comienzo del proceso, entre t y
t 4+ dt suponiendo que la particula partié de xg al tiempo ¢t = 0.

Para dar una expresién de F(x;t|xo) partimos de la ecuacién dada por
Haus y Kehr [19] entre la FPTD y la probabilidad condicional de la Defi-
nicién (2.2), determinada por la ecuacién

t
Py(x;t|xo) = / dt' Pa(x;t — t'|x)F(x;t'|x0) + Y (£)dx xo (3.1.1)
0

donde las probabilidades condicionales Pg y Py son las consideradas en el
capitulo anterior, ecuaciones (2.1.35) y (2.1.40), respectivamente. Se recono-
ce en la ecuacién (3.1.1) dos contribuciones a la probabilidad condicional de
encontrar la particula en el sitio x al tiempo ¢. El primer término toma en
cuenta aquellas realizaciones en las que la particula arriba por primera vez
al sitio x en el instante ¢’ y se encuentra en el mismo sitio luego de transcu-
rrido un tiempo ¢ — #'. El segundo término toma en cuenta la contribucién
de aquellas realizaciones en las que al tiempo ¢ la particula no ha abandona-
do atun el estado inicial, es decir, no se produjo ninguna transicién hasta el
tiempo t. Notamos que en el integrando aparece Pg(x;t|x), la probabilidad
condicional para el caso sincronizado. Esto se debe a que hemos supuesto
que el instante de arribo para la primera vista es precisamente t’.

Obtenemos, a continuacion, la solucién del problema de FPT en la re-
presentacién de Laplace?

POL (x;u|x0) — YL (u)dx xo
PL(0;u)

o en forma equivalente, tomando en cuenta las ecuaciones (2.1.23) y (2.1.30),
resulta

FE(x;ulxo) = (3.1.2)

R (x; ulxo; u)
GL(0;u)
Tenemos asi que, en general, la FPTD dependera también de la condi-

cién asumida para el proceso a través de la densidad de probabilidad para

el primer salto.

FE(x;ulxq) = (3.1.3)

3Ver Apéndice A
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3.1.1. El caso sincronizado.

Presentamos en este punto la soluciéon que se obtiene para la FPTD al
considerar el caso sincronizado para el primer salto. Conforme a lo discutido
en el apartado 2.1.3 identificamos mediante esta expresion la situacién en
que al describir el proceso elegimos el instante inicial (¢ = 0) en coincidencia
con el instante en que se produce la transicién al sitio xg, la posicion inicial
de la particula. Notemos nuevamente que tenemos dos opciones para la de-
finicién de la densidad de probabilidad para el primer salto dependiendo de
si consideramos como primer salto el que se produce en ¢t = 0 o el siguiente
a este, expresado por las ecuaciones (2.1.27) y (2.1.29) respectivamente.

Supongamos ahora que incluimos en la descripcién como primer el salto
el dado por h(x;t|xe) = 1(x;t|x0). Entonces conforme a (2.1.38), la ecuacién
(3.1.3) adopta la forma

Gl (x; ulx0) — d0x.xo

FE(x; = 3.1.4
S (X7U‘X0) GL(O; u) ( )
Note que para el caso x = xg obtenemos
FEO;u)=1— _ (3.1.5)
’ G (05u)

la probabilidad de retorno al origen en el problema de Polya® [18].

Supongamos que ahora incluimos en la descripcion del problema el salto
que lleva a la particula a xg al tiempo t = 0. Esta descripcién del proceso
corresponde a h(x — Xq;t) = 0x,x,0(t — 07) como densidad de probabilidad
para el primer salto. Sustituyendo en la ecuacién (3.1.3) obtenemos

GE (x; ulxo)
GL(0;u)

donde los subindices denotan nuevamente que la validez de las ecuaciones
son para los casos particulares considerados.

Notar que la solucién (3.1.6) corresponde a la férmula de Siegert [44]
para la FPTD.

En concordancia a lo discutido en el apartado 2.1.3 podemos describir
la solucién general al problema del FPT, expresando a la ecuacién (3.1.2)
a través de la funcién de Green para el problema de la CTRW en una red
homogénea infinita, de la siguiente manera

FE(x;ulx0) = (3.1.6)

4E] problema descripto por Polya se refiere a la probabilidad de que un caminante
que realiza una caminata aleatoria sobre una red retorne a su punto de origen. Polya
demostré que si un caminante realiza una caminata aleatoria en una red unidimensional
o bidimensional existe certeza que regresard al origen, mientras que para dimensiones
superiores existe una probabilidad no nula de que el caminante no retorne al origen. Para
mayores detalles consultar [11].
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(x; u|x0) Z Gr( (x u’X p(x' — x)h" (u)
(3.1.7)
=" FE(x; ulx)p(x’ — x0)hT (u)

Considerando de esta manera la funcién Fg como la funcién de Green
para el problema del FPT.

3.2. Resolucién del problema inhomogéneo

Se considera a continuacién el problema de una CTRW en una red in-
finita homogénea salvo por una impureza o inhomogeneidad que se supone
localizada en un punto arbitrario x; de la red. El problema a tratar es similar
al planteado en la seccién 2.1, salvo por la inclusién de la inhomogeneidad.
El método de inhomogeneidad local [21, 22, 23] modifica la funcién de salto
para incluir de esta manera la inhomogeneidad, es decir

Yolx —x3t), six #x1,

3.2.1
P (x —x'5t), six =x;3. ( )

P(x—x5t) = {

Mientras que densidad para el primer salto es, para este caso

h(x — x5 1) = ho(x — x;t), six #x3, (32.2)
’ hi(x —x/5t), six' =x;3. o

Podemos notar que, aunque el proceso no es homogéneo, la ecuacién
(2.1.20) sigue siendo vélida si reemplazamos las funciones de salto por las
definiciones (3.2.1) y (3.2.2). Note ademds que, aun cuando la invariancia
traslacional no es valida debido a la inhomogeneidad introducida, las fun-
ciones de salto dependen de la diferencia entre la posicién final e inicial.

En la representacién de Laplace, la ecuacién (2.1.20) queda expresada
como

RE(x;ulxg) = Z Y (x — X u) RE(X'; ulxo) + AL (x — x0;u) (3.2.3)

donde se ha incluido el subindice para distinguir la solucién inhomogénea de
la ecuacién (3.2.3) de la considerada en la seccién 2.1 para el caso homogéneo.
Notamos que R; no es funcién de la diferencia entre la posicion final e inicial
debido a la inhomogeneidad del problema.
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Para obtener una forma explicita de la solucién a la ecuacién (3.2.3)
recurrimos al método de la funciéon de Green desarrollada en el punto 2.1.3.
A tal fin reescribimos dicha ecuacién introduciendo el operador 6° definido
en la relacién (2.1.31)

Z 0°(x — x'; u)RiL(x’; u|xg) = [wlL(X —X1;U) — w()L(x — X1; )] RiL(Xl; u|xg)+

+hE(x — xq; )
(3.2.4)

Obtenemos a continuacién

RE(x;ulxo) = RE(x;ulx0) + [6xx1 — XL(X;U|X1)} RE(xq;ulx¢)  (3.2.5)

donde se han definido las funciones auxiliares

R (x; ulxo) = 3 G (x; ulx' ) (x; ufxo)

(3.2.6)
xE(xulx1) = GE (x5 ulx1) — 3 G (x5 ulx ) (x' — x15u)

donde el subindice en la funcién de Green Gy hace referencia al problema
homogéneo.

Podemos notar que si en la ecuacién (3.2.5) abandonamos la distincién
entre el sitio x3 y los restantes sitios de la red, la solucién se reduce a la
del problema homogéneo, como era de esperar. Por otra parte, la ecuacion
(3.2.5) define la densidad de probabilidad RF(x;u|xe) en términos de su
valor en el sitio x1. Por lo tanto, podemos obtener un valor para RZL (x1;u|x0)
evaluando esta ecuacién en x = x71, es decir

RlL(X; u|xo; u)

RE(x1;ulx0) =
¢ (i ulxo) xF(x1;ulxq)

(3.2.7)
Sustituyendo este valor en (3.2.5)

[5x,X1 - XL (x; u\xl)}
XL (Xl; U|X0)

RE(x;ulx0) = RE(x;ulx0) + Rl (x1;ulx¢) (3.2.8)
que era lo que queriamos obtener.

Estamos interesados nuevamente en la probabilidad de arribo para el
caso dado por (2.1.29). A partir de esta consideracién la ecuacién (3.2.3)
queda expresada en el espacio de Laplace de la siguiente manera

Gl (x;ulxo) = > " (x;ulx')GF (x'; ulx0) + dxxo (3.2.9)

x/
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donde G¥(x;ulxg) es la funcién de Green para el problema inhomogéneo.
Podemos notar que la diferencia entre esta ecuacién y la relacion de

recursién (2.1.30) del problema homogéneo es debido a la contribucién de

x' = x3 en la suma del primer miembro del lado derecho de (3.2.9).
Siguiendo la referencia [45] expresamos la ecuacién (3.2.9)

GZ-L(X; u|xg) = GOL(X;U|XO)—
G (x;ulx1) = Oxxey — 3 GG (x5 ulx )] (' ulx1)

—GOL(xl; u|xo)

G (x13ulx1) = > G (xa; ulx )y (x5 ulxy)

x/

(3.2.10)
en funcién de la Funcién de Green del problema homogéneo y el sitio x3.
Para determinar la probabilidad condicional de encontrar a la particula
en el sitio de red x al tiempo ¢ se recurre a la ecuacién (3.2.5), teniendo
en cuenta que la SJP dependerd en principio del sitio de red en conside-
racion debido a la introduccién de la inhomogeneidad en el sitio x;. En la
representacion de Laplace la solucién resulta
PE(x; ulxo) = Ul (x;u) RE (x5 ulx0) + Y (1) 0x xo (3.2.11)
Por tdltimo, el tratamiento de esta seccién puede extenderse a sistemas
con mas de una inhomogeneidad local en un sistema de n ecuaciones con
n incognitas, siendo n el nimero de sitios inhomogéneos incluidos en la
descripcién del proceso. En el Capitulo 4 se retomard este tema para el
caso de dos sitios inhomogéneos.

3.3. Sitio trampa como inhomogeneidad local

En esta seccién se considera el problema de absorcién de una particula
por un sitio absorbente o trampa®. Para esto modelaremos al sitio tram-
pa como una inhomegeneidad local y utilizaremos los resultados obtenidos
en la seccién 3.2. Supongamos que la particula realiza una CTRW en una
red homogénea salvo por una inhomogeneidad en el sitio x; asociada a la
trampa. Supongamos que al arribar la particula al sitio x; al tiempo tq,
esta puede ser atrapada pasando a un estado del que no esta permitido el
retorno® con probabilidad 4 (t — t1)dt, o puede efectuar un salto al sitio x
con probabilidad 1 (x, t—t1|x1)dt. De esta manera la difusién de la particu-
la en presencia de la trampa difiere del problema homogéneo discutido en el

5En el recorrido de esta Tesis supondremos distintos comportamientos para la tram-
pa asociados a las probabilidades de atrapamiento (Perfecta/ imperfecta), a la dindmica
(Fija/ M6vil) o a los estados internos (Habilitacién).

SEstado que serd denominado Limbo [6].
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Capitulo 2 en la sustitucién de ¢g(x,t — t1|x1) por ¥1(x,t — t1|x1) en el
sitio trampa.

El atrapamiento de la particula estard caracterizado por la probabilidad
de que, en ausencia de difusion, la particula reaccione con la trampa con
una densidad de probabilidad &,(¢) definida como

Definicién(3.2): &, (t)dt es probabilidad de reaccién en el sitio trampa
entre t y t + dt, suponiendo que la particula arribo a x; al tiempo t; < t.

Por otra parte

Definicién(3.3): ¢ 4(t)dt es la probabilidad de que se produzca la reac-
cién entre t y t + dt, sin que la particula difunda.

Es decir que la Definicién(3.3) estd dada por la probabilidad que la
reaccion ocurra entre t y t4dt mientras la particula no realice una transiciéon
hasta después de un tiempo ¢.

La probabilidad de supervivencia en el sitio x; esta dada por

W) = ?dt'm DRI (33.)
A continuacién definimos t
(3.3.2)
(0 = g

como las probabilidades por unidad de tiempo de realizar un salto al sitio x
o realizar una transicién al estado limbo, respectivamente.

Podemos notar que si la probabilidad de transicién al limbo no esta
permitida, es decir y(t) = 0, la densidad de probabilidad de realizar un
salto al sitio x estd dada por

o(x;t|x1) = B(x;t|x1) exp —[A(x1;1)] (3.3.3)
donde
t
A tx) = / dt'S" Blx;txa) (3.3.4)
0 x
es decir, la WTD en el sitio x3 para el problema homogéneo. De igual

manera en ausencia de difusién, B(x,x1;t) = 0, la dindmica de reaccién
estard dada por
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& (1) = (1) exp[~Z(1) (3.3.5)
donde

t
E(t):/o dt’ ~(t") (3.3.6)

De esta manera podemos establecer las siguientes relaciones [45]

Ui (x135t) = Yo(x1;1) exp[—E(?)]
1 (x;t|x1) = o(x;t|x1) exp[—E(t)] (3.3.7)

Pa(t) = (1) exp[-E(1)] ¥ (x1; 1)

Una cantidad importante a definir es la densidad de probabilidad de
Absorcién (APD) de la particula por el sitio trampa definida como

Definicién(3.4): A(t|xo)dt es la probabilidad que la particula sea ab-
sorbida por una trampa ubicada en el sitio arbitrario x; entre ¢t y ¢ + dt,
supuesto que partié de xg en t = 0.

Podemos expresar la APD en términos de la funcién de Green dada por
la relacién (3.2.9) de la siguiente manera

A(t|xo) = /Ot dt'pa(t — t')Ge(x1;t |%0) (3.3.8)

Gy es la funcién dada en (3.2.9), donde se ha realizado un cambio de
notacién para resaltar el proceso de atrapamiento. Podemos notar que para
que la particula sea atrapada por la trampa entre ¢t y ¢ + dt en el sitio xq,
la particula debi6 haberse encontrado en x; a un tiempo ' < t y producirse
el atrapamiento al cabo de un tiempo ¢ — t' antes que la particula escape
del sitio trampa. Tomando transformada de Laplace de la ecuacién (3.3.8) y
sustituyendo la ecuacién (3.1.6) en la ecuacién (3.2.10) obtenemos en Laplace

Fé(xl; u|xo)
1= (s ulx )yt (X5 ulxo)

x/

A" (ulxo) = ¥4 (u)

(3.3.9)

Expresando de esta manera la densidad de probabilidad de Absorcién

en funcién de la densidad de probabilidad para el tiempo del primer pasaje
(FPTD) del problema homogéneo.
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Apd

Api

Figura 3.1: Esquema de CTRW para el problema de absorcién de una
particula por una trampa fija imperfecta.

3.3.1. Ejemplo de aplicacion: Probabilidad de absorcion en
presencia de una trampa fija imperfecta

Se considera el problema de absorciéon de una particula por una tram-
pa parcialmente absorbente o imperfecta ubicada en un sitio de red x1 que
realiza una CTRW unidimensional, como se muestra en la figura (3.1). Su-
pongamos ademads que el modelo asumido para la trampa supone una pro-
babilidad de atrapamiento por unidad de tiempo = constante. A partir de
estas consideraciones las funciones de saltos dadas en (3.3.7) toman la forma

\Ifl(xl; t) = \I/()(Xl; t)e_Vt
P1(x;tfxa) = ho(x; t|xa)e " (3.3.10)

Pa(t) = vPo(x1;t)e "
las cuales describen el modelo usual de trampa imperfecta propuesto por
Condat [25] en redes. Notar que el caso limite (7 — o0)

\Ifl(Xl;t) —0
Pr(x;tfx1) = 0 (3.3.11)

Pa(t) — 6(t—0T)

correspondiente a una absorcion inmediata de la particula por la trampa en
el sitio de red x3, denomindndose usualmente trampa perfecta [45].

A partir de estas consideraciones la ecuacién (3.3.8) queda expresada de
la siguiente manera

Al (zg;u) = yPi(z1; t|xo) (3.3.12)
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Podemos notar que la absorciéon de una particula que comienza su ca-
minata en el sitio zg es proporcional a la probabilidad de encontrarla en el
sitio 21, donde se ha utilizado la ecuacién (3.2.11) con un cambio de notacién
para resaltar el problema de atrapamiento. Para este caso en particular, la
ecuacién (3.2.11) queda expresada en la representacién de Laplace por

1 1 L (u)ler—=ol
~ L 10
o <1 n 2RpAR (u)) R¢

Py(z1;u|z) = (3.3.13)

La densidad de probabilidad de Absorcién para una trampa fija imper-
fecta estara dada, en el dominio de Laplace, por

1 i

L. .0\ —
A o) = (1 ARG

(3.3.14)

donde se ha hecho uso de las definiciones dadas en 2.1.45. Notar que la
absorcion de la particula por la trampa depende solo de la posicién inicial
de la particula y el sitio de red donde estd ubicada la trampa.



Capitulo 4

Difusion en Medios
Fluctuantes

En este capitulo desarrollaremos un modelo de difusién entre obstéaculos
fluctuantes. El modelo puede plantearse como una caminata aleatoria de
tiempo continuo multiestado (MCTRW) en una regién finita limitada por
barreras que fluctian entre dos estados. El modelo general que describe este
tipo de fenémeno fue desarrollado en el Capitulo 2 (seccién 2.2), el cual se
caracteriza por ser un modelo de caminatas aleatorias de tiempo continuo
(CTRW) con estados internos.

4.1. Aspectos generales del problema

Si al describir un problema de transporte desordenado, la particula que
difunde tiene ademas un grado de libertad que debe tenerse en consideracion,
es posible generalizar la teoria de CTRW a un sistema de estados internos
[11, 19, 28, 46, 47]. La conduccién iénica en polimeros [33], particulas que
pueden estar en medios caracterizados por las fluctuaciones internas y so-
metidos a campos externos [48, 49, 50], la difusién de ligandos en presencia
de compuertas o trampas dindmicas [23, 33, 38, 51, 52, 53, 54], la activacién
resonante en difusién a través de barreras de potencial intermitentes [50], la
optimizacion de estrategias de busqueda de blancos ocultos [54] son algunos
ejemplos de procesos caracterizados por el desorden en el medio donde se
lleva a cabo el transporte. El movimiento de particulas en estos medios se
ha estudiado frecuentemente en una de las dos situaciones extremas: supo-
niendo que las fluctuaciones temporales son extremadamente rapidas cuando
se las compara con los desplazamientos o por el contrario suponiendo que
las fluctuaciones son extremadamente lentas comparada con éstos. Se han
estudiado también procesos en la situacion intermedia, es decir, procesos
en la que las escalas temporales son comparables [50, 55], lo que ha dado

47
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lugar al estudio del fenémeno de resonancia en sistemas fluctuantes [56]. La
caracteristica que comparten los fendmemos descriptos, es que los medios
donde se mueven las particulas no son estacionarios, sino que cambian con
el tiempo. Cabe destacar que usualmente se supone que los estados internos
y la difusién son estadisticamente independientes y estan sujetas a dindami-
cas markovianas.

A continuacién se presenta un cdlculo exacto para la transmision de una
particula a través de dos barreras fluctuantes. El modelo propuesto corres-
ponde a una caminata aleatoria de tiempo continuo (CTRW) sobre una
region finita limitada por dos barreras que fluctiian entre un estado cerrado
que impide el paso de la particula, devolviéndola a la regién de proceden-
cia, y un estado abierto que permite el paso de la particula. Se calcula la
probabilidad que una particula que ingresa por un extremo abandone la
misma por el extremo opuesto, denominandose a esta cantidad probabilidad
de transmision. Se analiza la dependencia de la ganancia en transmisién en
funcién del sesgo de la distribucién de probabilidades para el desplazamiento
de la particula. Se estudia también la relacién existente entre las tasas de
transmision y fluctuacion de las barreras y su dependencia con la longitud
de la region en que se produce el desplazamiento. La comparacién con la ga-
nancia en un medio equivalente sin la presencia de sesgo permite determinar
la influencia del mismo en la difusién en medios fluctuantes.
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estado a o O - O ES @) O O
an Dxb

Api  Apa

estado ¢ OHO"' O ES O OHO

Tq Tp

Figura 4.1: Esquema del modelo unidimensional formulado. La tasa de tran-
siciones de la particula en la red hacia la izquierda es p; A en tanto que la
tasa de transiciones hacia la derecha es pgA. La tasa para los cambios de
estado de las barreras es p. En el estado a (barreras abiertas) la particula
puede pasar al sitio trampa en z,, considerandose finalizado el proceso sin
transmision. Similarmente, en el otro extremo la particula puede pasar al
sitio trampa xp, considerandose finalizado el proceso habiéndose efectuado
la transmisién. En el estado c (barreras cerradas) las trampas en z, y xp
son inaccesibles y la particula no puede abandonar la red.

4.2. Descripcion del modelo

Se presenta un modelo de caminata aleatoria de tiempo continuo multies-
tado (MCTRW) en presencia de un sesgo con doble atrapamiento dindmico
[22] para la transmisién de una particula Browniana a través de una regién
limitada por barreras fluctuantes. La MCTRW tiene lugar sobre una red
unidimesional finita con trampas dinamicas en sus bordes, como se ilustra
en la figura (4.1). Las trampas fluctian entre un estado abierto o activo y
un estado cerrado o inactivo, identificindose con los estados abierto y ce-
rrado de las barreras respectivas. Cada sitio en la red se identifica por un
numero entero x con 0 < = < n + 1, siendo n el niimero de sitios en la
red. De esta manera una particula que realiza una CTRW sobre la red no la
puede abandonar cuando las barreras estan cerradas, en tanto que cuando
las barreras estan abiertas la particula puede ser atrapada en cualquiera de
las trampas en los extremos. Para una particula que comienza su trayectoria
en xg = 1 la transmisién a través de la regién se asocia con el atrapamiento
de la particula por la trampa ubicada en z, = n + 1. Por el contrario, si la
particula es atrapada por la trampa en x, = 0 no se produjo transmision.
Por lo tanto la magnitud a calcular para el proceso de transmision es la
probabilidad de que la particula, que comenzé en xg = 1 en el tiempo ¢t = 0,
sea atrapada en x = n 4 1 (sin haber pasado por x, = 0). Para la conside-
racion del proceso de transmision el estado inicial de la barrera en x, debe
ser abierto. La particula realiza una (CTRW) con transiciones a primeros
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vecinos dada por la probabilidad de salto A constante con una densidad de
probabilidad para el tiempo entre transiciones dada por

o(x;t|a') = [p¢5z7x/,1 —i—pdé,p,x/H} e M (4.2.1)

con lo cual 9g(x;t|x’)dt es la probabilidad de que la particula concluya su
estadfa en el sitio 2’ luego de un tiempo ¢ de permanencia mediante una
transiciéon ¢ — 2. La fluctuacién de las barreras, también se supone des-
cripta por una dindmica markoviana de primer orden simétrica con densidad
de probabilidad para el tiempo de permanencia en un estado particular (ce-
rrado o abierto) f(t) = ue Ht. El pardmetro p es la tasa de transiciones para
el ruido dicotémico que describe el cambio de estado de las barreras. Note
que la activacion y desactivacion de la trampa esta controlado por el mismo
parametro p. La solucion analitica encontrada corresponde a la situacién en
que las barreras cambian de estado sincronizadamente. Se supone ademaés
que los procesos de cambio de posicion de la particula y de cambio de estado
de las barreras son estadisticamente independientes.

4.3. CTRW en ausencia de fluctuaciones

En esta seccién se calcula la probabilidad de transmisiéon en ausencia
de barreras, o en forma equivalente, se supone que las barreras permanecen
siempre en el estado abierto. La figura (4.2) ilustra esquemdticamente el pro-
blema en consideracién. El resultado a obtener permite valorar la influencia
de las fluctuaciones de las barreras en la probabilidad de transmision. Se
considera en primer término el problema de una caminata aleatoria sesga-
da homogénea (en ausencia de barreras y trampas ) con la densidad de la
probabilidad para el tiempo de pausa dada por la relacién (4.2.1).

Denotamos por Go(x; t|zg) a la funcién de Green del problema propuesto,
es decir la densidad de probabilidad condicional para el tiempo de arribo de
la particula a la posicién x en la red, supuesto que la misma comienza en
t = 0 su trayectoria en la posicion zq, la cual esta dada por

Golz;tlzo) = Y to(w;tla’) x Go('s tao) + Gzayd(t — 0F) (4.3.1)

T

el simbolo x representa el producto de convolucién temporal entre dos fun-

ciones?.

'El producto de convolucién temporal entre dos funciones se define como f(t) x g(t) =

Jo dt'f(t —t")g(t").
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La relacién de recurrencia en la ecuacién (4.3.1) se resuelve calculando la
trasformada de Laplace en la variable temporal y la transformada de Fourier
en la variable espacial, obteniéndose en la representacién de Laplace?

L. _ 1 ¢E (u)!e—ol
GO (':E7 U”'CUO) - 2Rp,¢£,(u)RL(u) Rg’—xo (432)
donde
vk (w) = ¥ vl (s ule)
_ _ |Pd
By = v/papi T\ (4.3.3)

L)\ — 1 ’ Loy L L
R ) (%L(u)) SRR v 7o B

Notar que la soluciéon para la densidad de probabilidad para el tiempo
de arribo dada por la relacién (4.3.2) es idéntica a la obtenida en el ejemplo
de aplicacion del Capitulo 2, subseccién 2.1.4. Esto era de esperar, ya que
la supocisiéon de barreras siempre abiertas y ausencia de trampas reduce el
problema considerado al problema monoestado homogéneo.

Consideremos ahora el problema de transmision en una caminata ses-
gada en ausencia de barreras, en el esquema propuesto en la figura (4.2).
Este problema puede plantearse como una doble captura o atrapamiento:
suponemos un particula que comienza su CTRW en el sitio zq y la presencia
de dos trampas (siempre activas) en las posiciones x, = 0y x, = n + 1,
respectivamente. Este problema equivale a suponer en el esquema general
que las barreras no se cierran nunca. El comportamiento de las trampas es
tal que cuando la particula llega a la posicién de algunas de ellas desaparece
de la red, asumiendo de esta manera la presencia de trampas perfectas. El
atrapamiento de la particula en el sitio x = n + 1 corresponde a la trans-
misién a través de la regién de interés, en tanto que el atrapamiento en
xq = 0 significa que la particula no pudo atravesar la regién volviendo a la
zona de partida. Ambos eventos, el atrapamiento en z, = 0 y atrapamiento
en rp, = n + 1 son mutuamente excluyentes y por lo tanto la densidad de
probabilidad para el tiempo de llegada a la posicién x = n + 1, condicio-
nado a que no haya visitado previamente el sitio z, = 0, es la densidad de
probabilidad de atrapamiento en x; = n + 1. Denotamos por Gy(z;t|zg) la
densidad de probabilidad para el tiempo de llegada de la particula a un sitio
x, 0 < x < n+ 1, suponiendo que la posicion inicial xy esta en la misma
region. El subindice ¢ indica que la densidad corresponde al problema de
doble atrapamiento.

2Ver Apéndice A
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1
estado a o O - O ES O O O
0
1

Figura 4.2: Modelo de transmisién en ausencia de cambios de estado de las
barreras. Este problema resulta equivalente a suponer en la figura (4.1) las
barreras permanecen abiertas para todo tiempo t.

Sea

Po(z;tlz’) 0<a’<n+1

4.3.4
0 =0 o 2'=n+1. ( )

P(z;t|a’) = {
la densidad de probabilidad para el tiempo de transiciéon del problema pro-
puesto, donde 1y(x;t|z’) es la funcién definida en la ecuacién (4.2.1).

Podemos notar que la particula desaparece de la red en los sitios trampas
y por lo tanto no hay trayectorias que comiencen en dichos sitios. En los
demas sitios suponemos que la densidad de probabilidad para el tiempo
entre transiciones coincide con la del problema homogéneo.

La densidad de probabilidad para el tiempo de arribo a la posicién xj =
n + 1 estard dada en el espacio de Laplace por 3

GE(0;u|0)GE (n + 1 ulzo) — GE(n + 1;ulx0) GE (0; ulzo)

L
GE(n+ 1;ulxg) = 0
0

" GE(O;ulao)GE (n + Luln+ 1) — GEO;uln + DGE(n + 1;u[0)

(4.3.5)
Reemplazando por la solucién (4.3.2) obtenemos

1—¢h(u)*™
1_ §L(u)2(n+1)5

GE(n+ 1;ulzg) = (u)" 1 (4.3.6)

donde &¥(u) es la funcién definida en la ecuacién (4.3.3).

3En el Apéndice B, seccién B.3, se realiza una extensién de los resultados del método
de inhomogeneidad local de la seccién 3.2 para el caso particular de dos sitios de red: z,
Y Tp.
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Si evaluamos GF(n+1;u|zo) en 2o = 1, obtenemos la densidad de proba-
bilidad para el tiempo de transicion sin barreras y el resultado en la ecuacion
(4.3.6) es su transformada de Laplace. Evaluando en u =0

GE(n +1;u = 0]zg) = / dt Gi(n + 1;t|zo) (4.3.7)
0

obtenemos la probabilidad de transmisién, que denotamos por FEj.
La probabilidad de transmisién resulta

1-C

donde
P
C== 4.3.9
.y (4.3.9)

Con este valor deberd compararse la probabilidad de transmisién para
el sistema con barreras fluctuantes, obteniéndose de esta manera, la ganan-
cia en transmisén para medios fluctuantes. Esta cantidad nos indicara la
influencia del sesgo y si el mismo favorece la transmision.

4.4. Problema multiestado homogéneo

Se presenta un modelo de MCTRW ¢ sobre una red unidimensional in-
finita y homogénea. El problema a considerar en esta seccién no incluye la
presencia de barreras y trampas. Es decir, estudiaremos el problema ho-
mogéno multiestado. Los resultados a obtener se utilizaran en la siguiente
seccion para expresar la probabilidad de transmision a través de barreras
fluctuantes en funcién de la funciéon de Green del problema homogéneo mul-
tiestado.

Consideremos una CTRW en el espacio Q = x @) i, con z la posicién de
la particula en la red e i un fndice de estado interno®, caracterizado por la
matriz de transicién con elementos en la diagonal

HYi (w5 tla') = o (w; ') e (4.4.1)

y elementos fuera de la diagonal

ng(m;ﬂ:v') = pe~ (N1 Oz (4.4.2)

donde A y p fueron definidas en la seccién 4.2.
Notar que en el esquema propuesto, correspondiente a una MCTRW, se
han descartado las transiciones simultaneas de posicion y estado interno por

4Ver Capitulo 2, seccién 2.2
5En la seccién siguiente el estado interno sers asociado al estado de las barreras.
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ser de segundo orden en dt 5. Dada la suposicién de dindmica markoviana
para ambos procesos, esta matriz no presenta los problemas de regeneracion
del sistema [38], que surgen en la construccién de una matriz de transiciones
mas general.

Se introduce a continuacién la densidad de probabilidad para el tiempo
de llegada al sitio (x,4) para una particula que comienza en ¢ = 0 en (zo, i),

denotada como GY i (T3 t|zo), la cual satisface la relacién de recurrencia
k)

G o (23 t]20) = Oaay0iig0(t — 0F) + > HY (s tla!) G (25 tag) (4.4.3)
z',j

La solucién de la ecuacién (4.4.3) en el dominio de Laplace serd 7
1 g% (u)(w; ulzo) g% (u)(w, ulzo) )
G2, (i ula) = F | 444
tutesalan) = g ( ety sy ) (449

La cual corresponde a la solucién de la funciéon de Green del problema
homogéneo multiestado. Aqui se utilizaron las siguientes definiciones

1 (w-a0) | €4 (w)" 7! g (w)lemeol

LY — L. _
W) = ok (@i ulao) = RS

RL(u) RE (u)

u—+2u+ A 2 u—+2u+ A
Ri(w) = \/(2}“) -1 = )
P P

(4.4.5)

donde ¢*(u) y R¥(u) son los simbolos introducidos en la relacién (4.3.3).

5La probabilidad de que una particula en un sitio de red al tiempo ¢ cambie de posicién
entre t y t+dt es Adt (Asimilable a la probabilidad de falla [10]) en tanto que la probabilidad
de que el sistema en un dado estado al tiempo ¢ cambie su estado entre t y t + dt es udt.
Dado que el cambio de posicién de la particula y el cambio de estado interno se suponen
eventos estadisticamente independientes la probabilidad de que ambos eventos ocurran
simultdneamente es Audt?.

"Para mayor detalle ver el Apéndice B, seccién B.4.

|



4.5. TRANSMISION CON BARRERAS FLUCTUANTES 55

4.5. Transmision con barreras fluctuantes

En esta seccién se considerard la probabilidad de transmisién a través
de una regién limitada por dos barreras fluctuantes mediante el modelo de
CTRW multiestado desarrollado en el Capitulo 2. La caminata tiene lugar
sobre una red unidimensional como se ilustra en la figura (4.1) y se discutié
en la seccién (4.2). La matriz de transicién para un sitio regular de red es la
descripta en (4.4.1) y (4.4.2). Para los sitios trampa la matriz de transiciones
estard dada por

(4.5.1)

HO (21 1]y = L om0 = 0) s =0
ce W T Opap_0(t—01) sizp=n+1, k=a,b.

Podemos notar que la matriz de transiciones da una condicién reflectante
cuando las barreras estan cerradas, mientras que para todo otro estado los
elementos de matriz son nulos, ya que no hay trayectorias que comiencen en
el sitio trampa.

Sea Gf-i i, (@;t|70) la densidad de probabilidad para el tiempo de arribo a la
posicién x de una particula que comienza su caminata en zy (0 < xo < n+1)
la cual satisface, en Laplace, la siguiente relacién de recurencia

G (w,ulzg) = ZH” z;ulr') jzo(x’;u|x0) + 8iip Oz 20 (4.5.2)

1,20
z'j

donde H; j(x;u|z’) es la matriz de Hopping y el supraindice indica que es-
tamos estudiando el problema con barreras fluctuantes.

Mediante el método de inhomogeneidad local [21, 22, 23] podemos obte-
ner el resultado de esta densidad ®

Gl (@, ulz0) = G (2, ulw0) + (1022, — Xig (%, ulw0)] GY 1 (w0, ul0)+
- (B, — Xsio (21, ul0)] G (s, ulo)

(4.5.3)

en funcion de los sitios trampa x, y xp. Aqui se ha definido la siguiente

matriz auxiliar

Xig(@ula’) = G2 (asulr’) = Y G (asula) B (xulz’)  (4.5.4)

lx;

8Para mayor detalle ver Apéndice B, seccién B.5.
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A partir de la relacién (4.5.3), la funcién de Green evaluada en el sitio
trampa xp = n + 1, en la representacion de Laplace, estd dada por

—1 L
Gl (n+ 1 ulwme) = > [V lG5l, (4.5.5)
l
Esta cantidad corresponde al tiempo de atrapamiento en la trampa ubicada
en z, = n+ 1y por lo tanto corresponde al tiempo de transmisién. Note que
la notacién fue simplificada para mayor legibilidad. En la ecuacién (4.5.5)
se han definido las siguientes matrices auxiliares

Vs =x"1n+ Lul0)x(n+ Luln 4+ 1) — x1(0;u[0)x(0; uln + 1)
(4.5.6)
Gs = x"'(n+ 1;u|0)G%(n + L;ulzo) — x (05 u|0)GO(0; u|zo)

Noétese que aun cuando la estructura de la solucién de la ecuacion (4.5.5)
es complicada, es un resultado exacto en la representacién de Laplace. El
elemento de matriz Gf;a(n + 1;t|1) es la densidad de probabilidad para el
tiempo de transmision a través de la region limitada por las barreras fluc-
tuantes. Tanto para el ingreso, como para el egreso de la regién de interés,
las barreras deben estar abiertas. Notamos que esta densidad no estd nor-
malizada ya que no todas las trayectorias que comienzan en x = 1 finalizan
enx=n-+1.

En efecto, la integral

JdtGha(n +1;t1) = Gla(n+ L;u = 0]1)
es la probabilidad de transmisién dada por

Ab™(n) 4+ Q(2)
gy = g M)+ 02y
AmnH1(0) + Q(2n + 2)

(4.5.7)

donde se ha denotado por E; a la probabilidad de transmisiéon cuando se
modela un CTRW multiestado en una region limitada por barreras fluctuan-
tes.
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Las relaciones auxiliares estdan dadas por

A (n) = (1 = pbpl) (1 = p i) A(n) + (uh, — ply) (ul — p3)A*(n)

1
A(n) = Hada,p + Mgéﬁ,a A(n)* = Rcﬂgugez,ﬁ + 0o

R

Q(r) = da,0(l — pa") (1 — )

Hj
ij =1 — Reps) (1 —
dij = ( RN)( Rc>

0i,j = (1 = Repts) (1 — Repj) %Z( _R>( _RJ)
o 2M+1_2\/H<M+1)+(m)2 ; m = |p; — pdl

Ho =R, |°X » 5) | i — P
_ J R, si pg < pi

NIB 1/RC7 si Pd > Di-

(4.5.8)

La figura (4.3) muestra la probabilidad de transmisién dada por la ecua-
cién (4.5.7) en funcién de la probabilidad de salto a la derecha pg en el
proceso difusivo para tres valores distintos de la tasa relativa de cambio de
estado de las barreras, H. Como es de esperar, la probabilidad de transmi-

sién aumenta con el sesgo a la derecha. Se puede notar que no se observan
diferencias significativas para los distintos valores de las tasas de fluctuacio-
nes. La figura (4.4) muestra la ganancia en transmisién para el sistema de
barreras fluctuantes, en ausencia de anisotropia (sesgo). Se observa que la
presencia de las barreras aumenta la ganancia del sistema si se compara con
un sistema sin barreras [57, 58|. En la figura (4.5) se compara la probabilidad
de transmisién en presencia de las barreras con la probabilidad de transmi-
sién en ausencia de las mismas, a través del coeficiente E/Ey, en funcién
de pg. Note que la méxima ganancia resulta para un valor de pg = 0,5, es
decir, en ausencia de sesgo. Puede apreciarse ademas una asimetria en los
valores del cociente para valores pg # 0,5. Esta asimetria es consecuencia
de la condicion inicial del problema en consideracién: la particula ingresa a
la regién por un extremo de la red (z = 0 o extremo izquierdo de nuestro
modelo) y la transmisién se produce cuando la particula deja la red por el
extremo opuesto (z =n + 1 o extremo derecho en nuestro modelo).
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Figura 4.3: Probabilidad de transmisiéon E versus el sesgo py (probabilidad
de salto a la derecha) para una red de 20 sitios. Se incluye la dependencia
parametrica con la tasa relativa de cambio de estado de las barreras, u, =
/. En el inset se incluye un gréfico para un red de 4 sitios.

1.6 1

14
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Figura 4.4: Ganancia en la probabilidad de transmisién para el sistema de
barreras fluctuantes en ausencia de sesgo (pg = 0,5) [57, 58] en funcién del
pardmetro p,. Note el aumento de ganancia en transmisién para redes més
largas.
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E/E

104

09 4
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Figura 4.5: Ganancia en transmisién definida como E¢/FEjy: cociente entre la
probabilidad de transmisién en presencia de las barreras y la probabilidad
de transmisién en ausencia de barreras en funcién del sesgo py. Como puede
apreciarse la ganancia maxima se da en ausencia del sesgo. Para todos los
casos se ha tomado A = 1.
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Figura 4.6: Ganancia en transmisién en funcién de la longitud de la red para
dos valores distintos de la tasa relativa de fluctuaciones de las barreras pu.
Se observa que los valores de ganancia alcanzan un valor asintético cuando
la longitud aumenta.

Podemos notar que la presencia de las barreras resulta incluso contra-
producente con una deriva moderada a la izquierda (pg < 0,3) para u < A.
Este efecto se hace mas notable al aumentar la longitud de la red, como
puede apreciarse al comparar los graficos para n = 4 y n = 20. Podemos
interpretar este resultado notando que la particula ingresa desde z = 0 con
la barrera abierta y, cuando u < A, la probabilidad de las realizaciones con
retorno inmediato no cambia significativamente. A su vez la probabilidad
de transmision se ve reducida ya que, en el tiempo que demor6 la particula
en recorrer la red, la probabilidad de encontrar la barrera derecha cerrada
habra aumentado. Por tltimo, en la figura (4.6) se presenta el grafico de
la ganancia en transmisién en funcién del niimero de sitios en la red para
dos valores distintos de la tasa relativa de fluctuaciones. Encontramos aqui
que la ganancia en transmision alcanza un valor asintético para redes largas.

4.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ha presentado un modelo resoluble de forma analitica
para el problema de la transmision difusiva en un sistema con barreras fluc-
tuantes con desplazamientos anisotréopicos. El modelo se ha desarrollado en
base al formalismo de las caminatas aleatorias de tiempo continuo multies-



tado (MCTRW) propuesto por Weiss [11]. Se caracteriz6 el modelo a través
de la densidad de tiempo de pausa para el desplazamiento de la particula y
las fluctuaciones de las barreras, las cuales se suponen sincronizadas. Am-
bas cantidades fueron descriptas por una dinamica markoviana de primer
orden, y se supuso que las fluctuaciones de las barreras y la difusién son
eventos estadisticamente independientes. Si bien se han realizado simplifi-
caciones al modelo, como dindmica markoviana y procesos separables, los
resultados analiticos obtenidos son exactos en la representacion de Laplace.
Se ha obtenido en esta representacién, la ganancia en transmisién para el
modelo de barreras fluctuantes. Como puede apreciarse en la figura (4.5), el
maximo valor de ganancia, dado por el coeficiente Er/Ep, se da en ausencia
del sesgo con pg = 0,5. Esto nos provee informaciéon sobre la efectividad del
sistema barrera-sesgo. Es decir, aun cuando la transmision se ve claramente
favorecida por el sesgo, la ganancia en transmisiéon nos muestra que ambos
procesos solo seran efectivos para valores del sesgo alrededor de 0,5. Para
el caso de deriva moderada a la izquierda, la ganancia en transmisién de
la particula se ve afectada siendo maés notable para redes largas. Por lti-
mo podemos notar que para el caso de redes largas, el sistema alcanza un
valor de saturacion, es decir aun aumentando la razén entre la fluctuacién
de las barreras y la tasa de desplazamiento para un sistema sin sesgo, la
transmicién no varia significativamente.

Todos los valores incluidos en las gréaficas en la representacién temporal
fueron calculados numéricamente mediante el algoritmo LAPIN [26] para el
computo de la transformada inversa de Laplace.






Capitulo 5

Modelo Generalizado de

Reaccion Mediado por
Difusién con Ambas Especies
Moéviles

En este capitulo desarrollaremos modelos de captura de dos especies
moviles que al entrar en contacto, reaccionan. Esta reaccién da como resul-
tado la desaparicién (con cierta probabilidad) de la particula de una de las
especies, permaneciendo inalterada la otra. Simbdlicamente se suele repre-
sentar a estos sistemas genéricamente como A+ 71 — T.

5.1. Aspecto general del problema

El esquema de los procesos de reaccion mediados por difusién resulta
particularmente ttil para la formulacién de modelos en dreas de la Fisica,
la Quimica y mas recientemente, la Ecologia [31, 32]. Unos de los primeros
estudios que modela el proceso de reaccion esta basado en los trabajos de
Smoluchowski [13], quien suposo que la difusién es un limitante de la reac-
cién. Los procesos tales como las mezclas industriales a gran escala [59] y
la reaccién enzima-ligando [60] estan limitados por difusién. La cantidad de
oxigeno en los glébulos rojos en el suero sanguineo, el cual estd mayormente
controlado por la tasa a la que el oxigeno puede alcanzar la pared celular y
difundir dentro del interior de la célula [61], es otro ejemplo de reaccién limi-
tada por difusién. El modelo de Smoluchowski para la difusién de particulas
en el continuo en presencia de una trampa fija supone una unica esfera absor-
bente rodeadas por particulas difusivas con una concentracion inicial dada.
Por otra parte, propone que las concentracién de la especie T (denominada
especie minoritaria), es mucho menor que la especie A (denominada especie

63
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mayoritaria). Esto permite analizar un modelo drasticamente simplificado
donde la especie minoritaria se comporta estadisticamente en forma inde-
pendiente pudiendo definir de esta manera la concentracién de la especie
mayoritaria. Desde el trabajo pionero de Smoluchowski, se han propuesto
diferentes extensiones al modelo original para incluir la difusién en medios
desordenados [62], o para dar una mejor descripcién del comportamiento a
corto plazo [15]. Los modelos de trampa imperfecta [17, 25, 63] introducen
en la descripcién un tiempo finito de reaccién sustituyendo la condicién de
contorno absorbente original, suponiendo de esta manera que no todos los
encuentros entre las particulas A y T dan lugar a una reaccién. El modelo de
Smoluchoswki resulta por lo tanto, el caso limite de absorcién infinita. Dos
tratamiento tradicionales se han propuesto para los modelos de trampa im-
perfecta: el modelo de Collins y Kimball [17] basado en consideraciones del
gradiente de concentracién; y el modelo de Noyes [63] basado en la reactivi-
dad de un par aislado. Razi Naqvi et al [64, 65] realizaron una comparacién
entre ambos enfoques y una discusién sobre su validéz. Por otra parte, en
[16] se muestra que ambos enfonques son equivalentes realizando las aproxi-
maciones adecuadas. Los modelos de reacciones de captura o atrapamiento
ha sido estudiado en diversos fenémenos, tales como la desactivacion fluores-
cente [42, 66] y la reaccién de protones con radicales libres [66]. El modelo de
Glarum [24] para la relajacién dieléctrica mediada por difusién de defectos
constituye otro ejemplo de aplicacién. En la formulacién mas frecuente del
problema de reacciéon mediado por difusién, se supone que la difusiéon de un
conjunto de particulas, la especie denominada mayoritaria, esta en presencia
de una trampa, la especie denominada minoritaria, supuesta en una posicién
fija. Cuando se produce el encuentro de ambas particulas puede dar lugar
a una reaccion, en general con una probabilidad finita. En estos modelos se
supone que el coeficiente de difusién de las particulas mayoritarias es igual a
la suma de los coeficientes de difusién de ambas particulas. La suposicion de
difusién relativa ha sido estudiada a partir de los modelos usuales en el espa-
cio continuo [66, 67, 68] y el discreto [69] a fin de considerar las movilidades
de ambas particulas separadamente.

A continuacién se presenta un modelo para procesos de reaccién con-
trolado por difusién, para un modelo generalizado de caminatas aleatorias
de tiempo continuo (CTRW) de dos particulas en una red homogénea. Se
formula una generalizacién del modelo de trampa imperfecta en redes asu-
miendo que tanto la trampa T como las particulas A son moviles. Se mos-
traran resultados analiticos en la representacién de Fourier-Laplace para la
probabilidad de reaccién, la tasa de reaccion local y global, y la evoluciéon
de la concentracién de la especie mayoritaria, analizdndose las propiedades
estadisticas de la distancia entre la trampa y el vecino més préximo.
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5.2. Descripcién del modelo

En estd seccién se modela una CTRW de dos particulas que difunden en
una red infinita homogénea. Se describira el desplazamiento tanto de la espe-
cie mayoritaria, como de la minoritaria en forma generalizada. Supondremos
ademds, que la densidad de probabilidad en la Definicién (2.4) cumple con
la suposicion 2.1.14, es decir supondremos un esquema de CTRW separable.

5.2.1. Caminata aleatoria de dos particulas para proceso se-
parable y desplazamiento generalizado

Consideremos una caminata aleatoria de tiempo continuo (CTRW) de
dos particulas que se mueven sobre una red infinita en un medio homogéneo.
Las particulas seran identificadas por A y T respectivamente. La posicién en
la red de cada particula estd dada por un vector entero x para la particula
A y un vector entero y para la particula T o trampa. Cada particula rea-
liza una RW generalizada, separable con razén de transicién Agpa(x — x’)
para una transicién x’ — x y Appr(y —y’) para una transicién y’ — y
respectivamente. Por otra parte, supongamos que el proceso difusivo de las
particulas A y T son estadisticamente independientes, con lo cual la proba-
bilidad de que la configuracién' del sistema no cambie en un tiempo ¢ estard
dado, suponiendo una dindmica markoviana, por?

Wy(t) = e M (5.2.1)

donde A = A4 + A7 es la suma de las tasas de transicién.

De esta manera los coeficientes de difusién para un pardmetro de red
a son respectivamente®, Dy = a’As v Dy = a’Mp. A su vez la probabi-
lidad para una transicién desde la configuracién (x’,y’) a la configuracién
(x,y) entre t y t + dt luego de un tiempo de permanencia ¢ estd dado por
o(x,y;t|x',y")dt, cuya densidad resulta

Yo (%, y; tx',y') = [)‘A(Sy,y’pA(X —x') + AT0x ' PT (Y — y,)] e (5.2.2)

Notar que hemos despreciado transiciones simultaneas de ambas particu-
las por ser de segundo orden? en ¢.

1La posicién del sistema conformado por las dos particulas A — T estard determinado
por el par (x,y) que seréd denominado la Configuracién del Sistema.

*Definicién 2.5.

3Ver por ejemplo [19] pégina 270.

4La probabilidad de que la particula A o la particula T ubicadas en un sitio de red
arbitrario al tiempo t cambien de posicién entre t y t + dt es Aadt y Ardt, respectiva-
mente (Asimilable a la probabilidad de falla [10]). Dado que el cambio de posicién de
ambas particulas se suponen eventos estadisticamente independientes la probabilidad de
que ambos eventos ocurran simultaneamente es A ANrdt?.
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Sea Gy (x,y;t|xo0,yo)dt la probabilidad de que el sistema de dos particu-
las inicialmente en la configuracién (xg,yo) alcance la configuracién (x,y)
entre t y t + dt. La densidad de probabilidad para el tiempo de transicion a
la configuracién (x,y) debe satisfacer la relacién de recurrencia

G()(Xay; t‘X()vyO) = 5x,x05y,y05(t - 0+)+

+ > o(x,y;5tx,y") x Go(x',y'; %0, yo)
x/,y/

(5.2.3)

Esta expresién es la funcién de Green para el problema de dos particulas
difusivas para proceso separable y desplazamientos generalizados. Aqui el
simbolo x representa el producto de convolucién temporal entre dos funcio-
nes®

La relacién (5.2.3) tiene una forma compacta en la representacién de
Fourier-Lapace® (FL)

~ etkaxo gikTyo
Gy (ka, kr,ulxo,y0) = = (5.2.4)
1 — vy (ka, kr;u)
donde
~ Aapak Arpr(k
e (ka, ke ) = 24Paka) + drpr(fer) (5.2.5)

U+ A

Conjuntamente, la probabilidad condicional de una dada configuracién
al tiempo ¢t es

PO(X7 y; t|X07 YO) = ‘IIO(t) * GO(X7 y; t|X07 YO) (526)

es decir, Py(x,y;t|x0,¥0) es la probabilidad de alcanzar la configuracién
(x,y) a un tiempo ¢ < ¢ por la probabilidad de mantener dicha configura-
cién hasta el tiempo t.

En la representaciéon FL obtenemos
~ 1 ~
Py (ka, ks ulxo, yo) = ~——Gq'(ka, krs ulxo, o) (5.2.7)

Por otra parte, la probabilidad marginal para la posicién de la particula
A estéa dada por

SEl producto de convolucién temporal entre dos funciones se define como f(t) * g(t) =

[y dt' f(t—t)g(t).
5Ver Apéndice A
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Pa(x;t[xo) = > Po(x,y;t|x0,yo) (5.2.8)
y,yo

cuya representacion en Fourier-Laplace estda dada por
6ikAxo

Pk (ka;ulxo) = Uh(u)—————
1 —k(kasu)

(5.2.9)

donde

Ya(x;t|x0) = Aapa(x — Xo)e_AAt Uyt) = e Aat

son respectivamente, la densidad de probabilidad de transiciéon y la proba-
bilidad de permanencia para la particula A.

Este resultado es consistente con la suposicién de no interaccion entre
las particulas: la particula A difunde con coeficiente de difusién Dy = a4
sobre la red infinita, con parametro de red a.

Un resultado similar se obtiene para la probabilidad marginal de la po-
sicién de la particula T

etkTyo

PE(kr; ulyo) = Wh(u)——<——
1 — h(kr;u)

(5.2.10)

con
Yr(y;tlyo) = AMrpr(y — yo)e ! Up(t) = e !

Si tenemos una distribucion inicial uniforme de particulas A, ¢g , en cada
sitio de red, la concentracion de particulas en el sitio x al tiempo ¢ esta dada
por

ca(x;t) = ZPA(X;t\Xo)CO (5.2.11)

Reemplazando la relacién (5.2.4) en (5.2.6) y luego en (5.2.11) obtenemos
ok (kyu) = (27r)d5(k)%0 (5.2.12)

la concentracién de particulas A en la represencién de Fourier-Laplace FL,
con d la dimensién espacial. De est4 manera podemos verificar que la distri-
bucién uniforme es la distribucién de equilibrio para el sistema de particulas
no interactuantes. En la seccién 5.4 retomaremos esta cantidad, para deter-
minar la evoluciéon de un conjunto de particulas en presencia de una trampa
movil.
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5.3. El proceso de reaccion

Incluimos ahora en el modelo la posibilidad de la reaccion A+ 1 — T
cuando ambas particulas coinciden en un mismo sitio de red. En este caso
las particulas pueden separarse cambiando de posicién o pueden reaccionar
con una tasa de reaccién dependiente del tiempo ~y(¢). Si suponemos que
los procesos de reaccién y difusién son estadisticamente independientes, la
probabilidad de permanencia de las particulas en la misma posicién esta
dada por 7

t

Wy (1) = exp[— At — / ()] (5.3.1)
0

A su vez la densidad de probabilidad para el tiempo de cambio de con-
figuracién estd dada por

V1(x,y;tX,y') = do(x, y; 1%, y") En(t) (5.3.2)

La densidad de probabilidad para el tiempo de reaccién es

pa(t) =& (t)e ™ (5.3.3)
=,(t) = expl[— / N (5.3.4)
0
y
gr(t) = V(t)Er(t) (535)

Notar que &,(t) y ¥ 4(t) son las definiciones dadas en Definicién 3.2 y
Definicion 3.3 respectivamente.

Al incluir la probabilidad de reaccién se modifica la relacién de recurren-
cia (5.2.3) de la densidad de probabilidad para el tiempo en que se alcanza
la configuracién (x,y). A continuacién se denota por G,(x,y;t|xo,yo0) 2
la funcién de Green para la difusiéon de las particulas cuando se incluye la
reaccién y satisface

G (%, ¥ t[%0, ¥0) = Sxxoly.yo T Y V(X yitlx,y") x Gr(X', ¥'; X0, Yo)
X’,yl

(5.3.6)

"Ver Capitulo 3, seccién 3.3.
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donde

t / / / /
b, yitl,y)) = 4 OEYIRLY) XY g
Y1(x, y; tx', y') x' =y

corresponde a la densidad del tiempo de pausa del proceso modelado.
Aplicando el método de inhomogeneidad local [21, 22, 23] y notando que

U1(x,y5ulx', x) — do(x, yiulx’, x) = =& (u+ Nvo(x, y;ulx', x") (5.3.8)

obtenemos®

G%(Xa Y; ’U,|X0, yO) GO (X Y ’LL|X0, yO) + (SIE yg (u + )‘)G (X Y; U|X0, y0)

=Y Sy bF (w4 NG (%, y;ulX,y)GE (X, ¥'s ulx0, yo)
x/’y/
(5.3.9)
la funciéon de Green para el problema de reaccién, en la representacién de
Laplace.

Sea la identidad

27 27 d
ey = / / 4%  explitx ~y).o - k) (5.3.10)

dada para la delta de Kronecker [15], donde d es la dimensién espacial.

En funcién de la identidad (5.3.10), la ecuacién (5.3.9) serd reescrita, en
Fourier- Lapace, de la siguiente manera

GL(ka, kr;ulx0,y0) = Gf(ka, kr;ux0,y0)+

d . _
s N [ G e G x yiulso. o) -

el XYk Gl (kg Kep, ulx, ¥ GE (X, s ulx0, Yo)

(5.3.11)
con k = ka + k.

Finalmente haciendo uso de la relacién (5.2.4) obtenemos de forma més
compacta

8Para mayores detalles ver Apéndice B, seccién B.6
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éf(kA, kr;ulxo,yo0) = a5(1<A,1<T; u|Xo,yo0)—

 Pk(ka kriw)
1 — 9k (ka, kr;u)

2 dd(p
ff(u + )‘) / G (()Da k — 2 u’X()a YO)
0

(2m)
(5.3.12)
la funcién de Green para el problema de reaccién, en la representacion de
Fourier-Laplace.

Si definimos

d

N 2m d
Er(kﬂL’XO;YO) = / QOdG’I‘(Soak_ @;U‘X()ay()) (5313)
o (2m)

entonces, la densidad de probabilidad para el tiempo de arribo de ambas
particulas a la misma posicién E,(Xe;t|X0,¥0) = Gr(Xe,Xe; t|X0,Y0) estd
dada en la representacién de FL por la siguiente relacién”

eikyof(k; u|Xo0,¥o0)

EF(k; = 5.3.14
Py = S g Gy 0P
donde se ha definido la integral auxiliar I(k; u|xo, yo) como
27 2 dd ele(x0—yo)
I(k; ulxo,y0) / / (5.3.15)
1= g,k — i)

Note que la dindmica del modelo podra ser resuelta a través de esta inte-
gral, ya que tiene asociada la densidad del tiempo de pausa. Su importancia
radica en el hecho que pueden ser reescritas todas las cantidades de interés
en funcién de esta integral, como se vera mas adelante.

A continuacién, podemos reescribir la funcién de Green para el proceso
de reaccién, a través de la relacién (5.3.14), en la representacién FL como

é%(kA7 kTa U|X0, YO) = éOL(k_Av kT, U|X07 YO)*

& (ka, ks u)
1 — & (ka, kr;u)

Er(k7 U|X0, }’0)
(5.3.16)

=& (u+N)

9Para mayor detalle ver el Apéndice B, seccién B.7
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Para que la reaccion se produzca las particulas deben estar en el mismo
sitio de red que serd denotado por Xe. La densidad de probabilidad para el
tiempo de absorcién en una posicion arbitraria xe o densidad de probabilidad
local de absorcién estard dada por el producto de convolucién'?

Ai(Xe;t|%0,¥0) = Ya(t) x Er(Xe; t|x0,Y0) (5.3.17)

o su representacién FL, a partir de la relacién (5.3.14)

evo I (k; ulxo — yo)

EL(u+N)

———— 4+ I(k;u|O

Eur ) 0 u0)
Con este resultado podemos reinterpretar la ecuacién (5.3.9) de la si-

guiente manera

Al (k, ulxo,y0) = (5.3.18)

G (x,¥;:t[x0,¥0) = Go(%,y; %0, y0) — Y Rs(%,y; X, ¥")  Ai(x; t[x0, yo)

X/

(5.3.19)

Es decir, la funcién de Green para el proceso de reaccion es la fun-
cion de Green dada para la RW de dos particulas menos la contribucion
de estas realizaciones con una reaccién en un tiempo previo. Notar que
Rs(x,y;t|x0,¥0) = Go(X, ¥; t|X0, Y0) — 0x x¢0y,yo fue definida en el Capitu-
lo 2, y es la densidad de probabilidad para el tiempo en que se alcanza la
configuracién (x,y) luego de realizar al menos una transicién.

La probabilidad condicional de encontrar al par en una configuracién
(x,y) en presencia de reaccién estd dada por el producto de convolucién

Pr(x,y;t|x0,y0) = V(t) x G, (x,y; t|x0,y0) (5.3.20)
con
_JWo(t) x#y
U(t) = {\Ifl(t) —y (5.3.21)

De la misma forma que fue sefialado en la ecuacién (5.2.6), después de al-
canzar la configuracién (x,y) al tiempo ¢ las particulas deberan permanecer
en esta configuraciéon al menos por un tiempo t — t'.

En la representacion FL la ecuacion (5.3.20) queda expresada como

0Ver Definicién 3.4
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vh(u)

P (ka, kr;ulxo,y0) = =
2 | ) 1 —L(ka, kr;u)

ekaxogikryo _ EIL (k; ulxoq, yo)}

(5.3.22)
que puede reescribirse formalmente en la representacién espacio-temporal
de la siguiente manera

P.(x,y;:t|x0,y0) = Po(x,y;t%0,y0)—

t
[t S Ryt = e o) A o, vo)
0 Xeo

(5.3.23)

con una interpretacién directa del resultado obtenido: la probabilidad de en-
contrar al par de particulas en la configuracién (x,y) es la correspondiente
a la obtenida para el problema homogéneo, descontadas las realizaciones en
las que la particula A ha sido absorbida por la trampa en algin instante
t' <t

5.4. Evolucion de un conjunto de particulas

Consideramos en esta seccién una distribucién de particulas A con con-
centracion inicial uniforme ¢g sobre la red. Esta es la concentracién de equi-
librio en ausencia de reacciéon para el modelo difusivo considerado. Supon-
dremos que las particulas A no interactian entre si. Estamos interesados
en determinar como evoluciona el conjunto de particulas mayoritarias en
presencia de la trampa movil. Para ello, definiremos en primera instancia la
tasa de reaccion local.

Sea R;(xe;t|yo)dt la tasa de reaccién local en el sitio de red xe al tiempo
t, cuando la trampa 7' comenz6 su caminata en yg, o equivalentemente, el
numero de particulas que reaccionan en Xe con la trampa entre ¢t y t + dt,
cuya densidad de probabilidad estd dada por

Ri(xe;tlyo) = co Z Ai(xe; t[x0, yo0) (5.4.1)

X0

en la representaciéon FL obtenemos a partir de la ecuacién (5.3.18)

~ e'kyo EL(u+ A -
R (s ulyo) = By

Ou+ Ar(1 —pr(k)) E;(u Py + 1(k; u[0) (5.4.2)
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La reaccion global dependiente del tiempo, definida como el nimero
medio de reacciones que se producen entre t y ¢t + dt independientemente
del sitio en que se produzca: Ry(t) = > Ri(Xe;t|yo), puede obtenerse en la

Xe
representacién de Laplace, evaluando la expresion anterior en k =0

-1
+ 1(0;u|0) (5.4.3)

L € ETL(’LL—F)\)
Ry(w) =~ EL(u+ )

Notar que la tasa de reaccién global no depende de la posicion inicial de
la trampa.

En presencia de reaccion la probabilidad marginal de la posiciéon de una
particula A estd dada por

P, a(x;t[x0,y0) = Y Pr(x,¥;t[%0, y0) (5.4.4)
y

con P.(x,y;t|x,0,y0) la ecuacién dada en (5.3.20).
A partir de esta probabilidad marginal calculamos la concentracion de
particulas A en un sitio particular de red como

cr(x3tyo) = co Y Pr.a(X;t[x0,Y0) (5.4.5)

X0

Realizando la transformada de Fourier-Laplace a la ecuacién (5.4.5),
usando las ecuaciones (5.3.20) y (5.4.1) y notando que

U — U5 = & (u+ A5 (u+ )

obtenemos

& (ks ulyo) = (2m)"L5() — — 20 (W)

-0 REk 5.4.6
" T Jo(k:al0) (ks ulyo) (5.4.6)

la concentracién de las particulas mayoritarias.
En la representacion espacio-tiempo este resultado corresponde a

er(x;2|y0) = co — ZPT’A(x;ﬂxe,xe) * Ri(Xe; t|yo) (5.4.7)

Te

es decir, la concentracion local es igual a la concentracién inicial descontadas
las contribuciones de las particulas A que han reaccionado a un tiempo t’ < t.
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5.4.1. Descripcion desde la trampa

Calculamos en esta seccion la concentracién de particulas A descripta
desde un referencial solidario a la trampa, es decir la concentracién en fun-
cion de la coordenada z = x — y. Para tal fin, calculamos la probabilidad
condicional Py (z;t|zg) para la posicién de la particula al tiempo ¢, condi-
cionada a la posicién inicial zg = xg — yo. A partir de la ecuacién (5.3.20)
y aplicando el método de transformacién de variables [10, 72], obtenemos la
probabilidad condicional de encontrar la particula en el sitio z al tiempo t,
supuesto que inicialmente se encontraba en el sitio zg al tiempo t =0

Py(zit|z0) = Y Pr(z+y,y;t|zo + yo,¥o) (5.4.8)
Yy

Notamos que a esta probabilidad contribuyen todas las realizaciones con
configuracién inical zg que al tiempo t se encuentran en una configuracion
z. En la representacion de FL obtenemos

‘I’OL(U) L
- z%(k, ) Ag (u) (5.4.9)

PL(k;ulz0) = PF(k, —k; ulx0,y0) —

A partir esta probabilidad podemos calcular la concentraciéon de las
particulas en Fourier-Laplace

eL(k;u) = (27r)d%06(k) — PE(k; u|0)RE (u) (5.4.10)

Retomando la representacién espaciotemporal de la ecuacién (5.4.10),
obtenemos

cz(z;t) = co — Po(z;t|0) * Ry(t) (5.4.11)

Podemos interpretar este resultado de la siguiente manera: la concen-
tracién de las particulas A a una dada distancia de la trampa estd dada
por la concentracion inicial restando la contribucién de aquellas realizacio-
nes que han reaccionado en un tiempo anterior. Notar que la concentracién
vista desde la posicion de la trampa coincide con la concentraciéon para una
trampa fija [70, 71]. De este resultado podemos notar que la descripcién del
proceso de reaccién desde la posicién de la trampa es comparable al modelo
de trampa fija.
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5.4.2. Distancia al vecino mas préximo

Una de las magnitudes utilizadas habitualmente para caracterizar la ex-
tincién de las particulas A alrededor de la zona ocupada por la trampa
es la distribuciéon de probabilidad de la distancia desde la trampa hasta la
particula A més préxima, que serd denominado primer vecino o vecino mas
préximo [73, 74, 75, 76]. Hertz ! fue el primero en considerar la distribucién
de probabilidad para el vecino mas préximo para un conjunto de particulas
puntuales [77], cuyo calculo puede ser aplicado a problemas tales como la
dindmica estelar [78] o la estructura de algunas menbranas celulares [79].

Consideremos a continuacién el problema de la distancia al vecino mas
préximo para un par en la configuracion inicial zg. La probabilidad de que
la distancia particula-trampa se encuentre a una distancia menor o igual a
d al tiempo ¢ (Funcién distribucién) estd dada por

d
Fy(d;tz0) = ) Pg(z;t|20) (5.4.12)
z=—d

Adaptando el método en [62] para el cdlculo de la probabilidad de super-
vivencia suponemos un volumen finito V' = 2L + 1 centrado en la posicién
de la trampa y una distribucién uniforme de N particulas con concentracion
c¢op = N/V. La probabilidad de que ninguna de las particulas esté a una
distancia menor que d de la trampa es

1 & !
Fy(d,t)=|1- > Fi(d;t]z0) (5.4.13)

zo=—L

En el limite termodindmico (V, N — oo, ¢o= cte) obtenemos la probabi-
lidad de una distancia mayor a d para el vecino més préximo

d
Up(d,t) =exp [— Z c(z;t)] (5.4.14)

z=—d

Para llegar a esta ultima relacién hemos hecho uso de la ecuacion (5.4.5)
y alterado el orden en la suma de la ecuacién (5.4.13). La probabilidad para
la distancia d al vecino més proximo la obtenemos a través de la funcion
distribucién dada por la ecuacién (5.4.14)

Pp(d;t) =¥ p(d—1;t) — Up(d;t) (5.4.15)

114 ley de Hertz establece la densidad de probabilidad de la distancia desde un punto
arbitrario de un espacio finito hasta el punto més cercano de un conjunto infinito de puntos
uniformemente distribuidos con concentracién inicial ng.
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Ar/2Ar/2 AAPi AADd
Particula T' Particula A

Figura 5.1: Modelo de difusién para dos particulas moviles. La tasa de tran-
siciones entre sitios para la particula T es Ar y para la particula A es A4.
La particula T realiza una CTRW simétrica, en tanto que la particula A
una CTRW sesgada con probabilidad p; de saltar a izquierda y pg de saltar
a derecha (p; +pg = 1) en cada transicién.

5.5. Caminata aleatoria unidimensional de dos particu-
las con saltos a primeros vecinos

Se presenta a continuacién los resultados del modelo cuando considera-
mos una caminata aleatoria de tiempo continuo (CTRW) unidimensional
de dos particulas distintas no interactuantes, sobre una red unidimensional
infinita homogénea, como se ilustra esqueméticamente en la figura (5.1). La
particula T realiza una CTRW simétrica sobre la red con una tasa de tran-
siciones Ap, de forma tal que la densidad de probabilidad para el tiempo de
transiciones 3’ — v, suponiendo un tiempo t de estadia en 1/ es

1 _
Yr(y;tly') = 5(5y,y'+1 + 6y—1)Are Mt (5.5.1)

A su vez, la particuala A realiza una CTRW sesgada sobre una red con
una tasa de transiciones A4 y probabilidades p; de saltar a la izquierda y pg
de saltar a la derecha (p; + pg = 1) en cada transicién. Para A, la densidad
de probabilidad para el tiempo de la transicién 2’ — z, luego de un tiempo
t de estadia en 2’ es

1/}A(x; t‘l’,) = (pd(;x,x’-i-l +p’i(5x,af’—1))‘Ae_)\At (552)

Para una configuracién (z/,y’), la densidad de probabilidad para el tiem-
po de transicién resulta
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AT
%(96, t; t|56/, y/) = 5y,y’>‘A(pd5x,a:’+1 + pi(sa:,$’—1) + 5x,x’7(5y,y’+1 + 5y,y’—1):|

(5.5.3)

La funcién de Green para el problema de la difusiéon de dos particulas
en la representacién FL es

~1 etk Ao pikTYo
GO (kAa kTau|x07yU) = =~ (554)
1 — g (ka, kr;u)
donde
~ A k YA k A k
P, s ) = 2ACoSka T iQpson ka) + A cos by (5.5.5)

U+ A

con Ap = pg — p; una medida del sesgo en la CTRW de la particula A.

Con esta densidad de probabildad, la integral auxiliar definida en (5.3.15)
estard dada por

Rfo —Y%o §L (u) lzo—yol

I(k; ulzo — yo) = (5.5.6)
RpRlL(u)
donde se ha definido
Ag = 2Xapg + Are* A; = 22ap; + Apek
A;
Rp = VA Ay R. = Ai
a (5.5.7)

2
Rhw =\[(“52) -1 e =1t
14 P

Incluimos a continuacion en el modelo, la probabilidad de reaccién repre-
sentada simbdlicamente por el proceso genérico A + 1T — T cuando ambas
particulas coinciden en un mismo sitio de red x., como se esquematiza en la
figura (5.2). Para el proceso de reaccién supondremos una dindmica expo-
nencial con una tasa de reaccién vy constante, tal que

Eq(t)=e 1 () =ye (5.5.8)

—At
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AApi AAPd

Le
Ar/2 Ar/2

Figura 5.2: Esquema de CTRW de dos particulas con posibilidad de reaccion
en un encuentro en el sitio de red ..

De esta manera, para el modelo unidimensional la tasa de reaccién local
en la representacién de FL es

- ethvo R, R (u)
RE(k; = Pl 5.5.9
v (k; ulyo) 0% + Ap(1 — cosk) R,RF ( )
1+ 2L
Y

La concentracién de las particulas A en el sistema laboratorio estd dado
por

1
e (k; ulyo) = 2m6 (k)2 —

= RE(k;u 5.
U (u“‘)\A)(l—UJﬁ(l{,k;u)) 1 ( lyo)  (5.5.10)

La tasa de Reaccion global, para el ejemplo en consideracién, viene dada
por

L _ % Ry Ry
7?'g (U‘yo) T u R;;RT
1+

(5.5.11)

aqui el * indica que las cantidades han sido evaluadas en k = 0.
La concentracién de particulas A en el sistema solidario a la trampa para
el ejemplo considerado estd dado por la siguiente expresién

L

oL (ks ) = 2mo(k) 0 — Yo ()
w1 — bk, —k;u)

En la figura (5.3) se ha graficado la concentraciéon normalizada ¢/cq en
ambos sistemas de referencia: el sistema laboratorio dada por la ecuacion
(5.5.10) y el sistema trampa obtenida a través de la ecuacién (5.5.12), en
funcién de la distacia relativa a la posicién inicial de la trampa x — yg y la
posicién relativa a la trampa x — y, respectivamente.

Ré(u|y0) (5.5.12)
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Figura 5.3: Concentracién de particulas A en presencia de una trampa moévil
versus la posicién relativa de la trampa (simbolos llenos en a, lineas gruesas
en b) o versus al sistema laboratorio (simbolos huecos en a, lineas finas en

b)
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Figura 5.4: Probabilidad para la distancia al vecino mas préximo. Las dis-
tintas curvas corresponden a distintos instantes de tiempo en una escala
determinada por la razén de transiciones conjunta A.
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Para la concentracion promedio se observa que la zona de vaciamiento
producido por la reaccién en promedio es mas extendida y menos profun-
da en el sistema de referencia del laboratorio cuando se compara con los
valores obtenidos en el sistema fijo a la trampa. Este aparente desacuerdo
puede ser entendido si notamos que en el sistema laboratorio se consideran
las realizaciones promedios de la caminata aleatoria de la trampa, mientras
que en el sistema solidario a la trampa, estamos justo en esta. La figura
(5.4) muestra la probabilidad para la distancia al vecino més préximo dada
por la ecuacién (5.4.15). Podemos notar que el méximo de probabilidad se
encuentra préximo a la trampa en los instantes iniciales para luego despla-
zarse, alejandose de la trampa a tiempos largos. Note que para la confeccion
de todos los gréaficos se ha reescaleado el tiempo en términos de la tasa de
transiciones conjunta A.

5.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ha presentado un estudio de los procesos de reac-
ciéon mediados por difusién cuando ambos reactivos difunden, generalizando
los modelos considerados en la literatura. Se obtuvieron asi expresiones pa-
ra la densidad de probabilidad para el tiempo en que el sistema alcanza
una dada configuracién (la funcién de Green del problema), la densidad de
probabilidad de absorcién local y global, las tasas de reaccién y la concen-
tracion promedio de la especie mayoritaria tanto en el sistema de referencia
de laboratorio como en el sistema de referencia fijo a la trampa (o especie
minoritaria). Por ltimo se calcul6 la probabilidad para la distancia al ve-
cino més préximo. Todas estas expresiones han sido calculadas en funcién
de la integral auxiliar dada en la ecuacién (5.3.15), bajo la suposicién de
proceso separable. Esta integral nos permite, por lo tanto, introducir distin-
tas estructuras a la densidad de probabilidad del tiempo de pausa. Por otro
lado, se ha verificado analiticamente lo supuesto por Smoluchowski [13], es
decir que, desde el sistema de referencia fijo a la trampa los resultados son
coincidentes con los del problema de trampa fija con coeficiente de difusion
D = D+ Dy suma de los coeficientes de difusién de ambas especies. Se ve-
rifica ademds que cuando se suman las contribuciones de magnitudes locales
para toda posicién, como la tasa de reaccién, se reobtienen los resultados
de trampa fija: la tasa de reaccién se reduce a la tasa de reaccion global,
coincidente con la tasa de reaccién para el reactivo minoritario fijo. A partir
de los graficos de concentracién determinamos como evoluciona el conjunto
de particulas en presencia de la trampa movil. Podemos notar que para la
concentracién promedio se observa que la zona de vaciamiento en promedio
es mas extendida y menos profunda en el sistema de referencia del labo-
ratorio cuando se compara con los valores obtenidos en el sistema fijo a la



trampa. Esta diferencia se puede entender cuando tenemos en cuenta que en
el sistema referencial laboratorio estamos considerando un comportamiento
promedio del proceso difusivo de la trampa, mientras que en sistema re-
ferencial trampa se considera una realizaciéon particular. La distribucién de
probabilidad de la distancia desde la trampa hasta la particula A mas proxi-
ma, presenta un maximo en las inmediaciones de la ubicacién de la trampa
a tiempos cortos. Para tiempos largos, el mdximo se desplaza alejandose de
la trampa. En los graficos presentados el tiempo se presenta en unidades de
un tiempo medio efectivo t, = 1/, el tiempo medio entre transiciones para
el problema de trampa fija.

Todos los valores incluidos en las gréaficas en la representacién temporal
fueron calculados numéricamente mediante el algoritmo LAPIN [26] para el
computo de la transformada inversa de Laplace, mientras que la inversion en
Fourier se efectué mediante integracién numérica usando el método Simpson

27].



Capitulo 6

Atrapamiento Dinamico con
Trampa Movil

En este capitulo incorporaremos una dinamica de habilitacién para la
trampa, suponiendo la existencia de estados activos e inactivos asociados
a esta. La dindmica de habilitacion se realiza en el marco de las camina-
tas aleatorias de tiempo continuo multiestados (MCTRW) descriptas en el
Capitulo 2, donde los estados internos estan asociados a los estados reac-
tivos de la trampa.

6.1. Aspectos generales del problema

El concepto de atrapamiento es muy general. Se puede aplicar el esquema
de atrapamiento por ejemplo al estudio de procesos infecciosos en los que el
atrapamiento corresponde a la introduccién de un virus en la célula [67]. El
tiempo de atrapamiento corresponde al tiempo de infeccién. El problema del
atrapamiento en un proceso difusivo se ha planteado tanto en redes como en
el espacio continuo, exhibiendo en general ambas aproximaciones el mismo
comportamiento asintdtico a tiempos largos. Sin embargo a tiempos cortos
la aproximacién de espacio discreto ofrece una mejor descripcién del proceso
[15]. Distintas generalizaciones se han propuesto al esquema de atrapamien-
to mas simple basado en la aproximacién de la FPTD, pudiendo agruparse
en dos categorias que se denominan de atrapamiento imperfecto [25, 80] y de
atrapamiento dindmico [22, 38, 81]. El esquema de atrapamiento imperfecto
consiste en suponer que la absorcién de la particula no se da necesariamente
en el momento de arribo al sitio trampa, sino que por el contrario existe un
tiempo finito de reaccién en el encuentro entre los reactivos, pudiendo inclu-
So separarse sin que se produzca la reaccién. Por otra parte, el esquema de
atrapamiento dindmico, supone a su vez, la existencia de estados activos e
inactivos para la trampa de manera tal que en el encuentro entre las particu-
las el atrapamiento sélo tiene lugar si la trampa esta en el estado activo. La

83
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transicion entre los estados internos de la trampa se suponen regulados por
una dindmica independiente del proceso de difusién de las particulas.

Una reaccion genérica se denomina mediada por habilitacién cuando su evo-
lucién estd moderada por un segundo proceso que representa una fluctuacion
reversible entre dos estados internos de la particula denominados activo e
inactivo. Una simplificacién comun en estos modelos [13], discutidos en sec-
ciones precedentes, consiste en suponer una especie minoritaria fija en una
posicion espacial T’y una especie mayoritaria A que difunde isotrépicamente
con un coeficiente de difusion D = D4 + Dp, suma de los coeficientes de
difusién de los reactivos. Sénchez et al. (1998) han presentado un modelo en
el espacio continuo incluyendo la movilidad de ambas particulas, mientras
que en [69], fue realizado en el espacio discreto.

A continuacién se presenta un modelo de proceso de reaccién mediado
por habilitacién con ambas especies moviles, formulado a partir de cami-
natas aleatorias independientes para cada especie sobre una red homogénea
infinita. Las tasas de transicién entre sitios de la red son diferentes para cada
especie, lo que permite considerar coeficientes de difusién distintos para cada
una. La reaccién se supone inmediata (proceso absorbente) cuando ambos
reactivos se encuentran en un mismo sitio de red y la especie fluctuante T'
en estado activo. Por lo tanto pueden ocurrir encuentros de los reactivos
sin que se produzca la reaccién. Se obtienen expresiones analiticas exactas
para la tasa de reaccion y la concentracién de particulas, tanto en el sistema
de referencia del laboratorio como en un sistema solidario a la trampa. Por
ultimo, se calcula en forma exacta la distribucién de la probabilidad para la
distancia al vecino méas préximo.
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6.2. Descripcién del modelo

Se modela un proceso de reaccién controlado por difusion con dinami-
ca de habilitacion, suponiendo una trampa moévil T' que puede asumir dos
estados: a o estado activo y d o estado inactivo. El proceso de atrapamien-
to de la particula A por la tampa T tendra lugar a través de dos eventos
mutuamente excluyentes:

e Las particulas alcanzan el mismo sitio de red con la trampa T activa y la
particula A es atrapada en el instante de arribo.

e Las particulas alcanzan el mismo sitio de red con la trampa T inactiva
activandose antes que la particula A abandone la posicién, correspondiendo
este caso el instante de atrapamiento al de activacion.

En la secciéon 6.3 se muestran los detalles del modelado de la dindamica
de habilitacion.

A continuacién se describe brevemente el proceso difusivo de dos particu-
las méviles, el tiempo de reaccién y del primer encuentro para un modelo
sin trampa dinamica, a fin de presentar las magnitudes de interés que seran
utilizadas en la resolucién del problema.

6.2.1. Caminata Aleatoria de dos particulas médviles

Sea A una particula que realiza una caminata aleatoria de tiempo con-
tinuo (CTRW) donde el vector entero x designa la posicién de A en la red.
Supongamos una trampa 7T que realiza CTRW en la misma red, cuya po-
sicién estard dada por un vector entero y. Supongamos también, que cada
especie realiza una caminata aleatoria (RW) generalizada y separable! con
razén de transicion Agpa(x — x’) para una transiciéon x’ — xy A\rpr(y —y’)
para una transicién y’ — y respectivamente. Por ultimo, supongamos que
el desplazamiento de la particula T no afecta las propiedades difusivas de
A, de manera tal que la probabilidad que la configuracién del sistema? no

cambie en un tiempo ¢ estard dado por
Wo(t) = e M (6.2.1)
donde A = A4 + A es la razén de transicién conjunta.

La densidad de probabilidad de tiempo de pausa (WTD) para el cambio
de configuracion estd definida, suponiendo una dindmica markoviana, como

1/10(X, y; t|X/7 y/) = [)\APA(X - X/>5y,y’ + )\TPT(Y - y/)éx,x’]ei/\t (622)

'En el Capitulo 5 se describié con més detalle las caminatas aleatorias para proceso
separable y desplazamiento generalizado.

2La posicién del sistema conformado por las dos particulas A — T estard determinado
por el par (x,y) que serd denominado la Configuracién del Sistema.
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Notar que hemos supuesto para la WTD procesos separables, es decir que
la direccién en que se produce el cambio de configuracién no estd corre-
lacionado al tiempo en que este se produce. Ademés, hemos despreciado
transiciones simultdneas de ambas particulas por ser de segundo orden® en
t.

Sea Go(x,y;t|xo,¥y0)dt la probabilidad de que el sistema de dos particu-
las inicialmente en la configuracién (x¢ ,yo) alcance la configuracién (x,y)
entre t y t + dt. La densidad de probabilidad para el tiempo de transicion a
la configuracién (x,y) debe satisfacer la relacién de recurrencia

Go(X, y; t‘X07 y0) = 5x,x06y,y05<t - O+)+

(6.2.3)

+ Z ¢(X7 y: t’X/7 y/) * GO(X/7 y/; t’X()v YO)
x/7y/

donde el simbolo % representa el producto de convolucién temporal entre dos

funciones?*

A su vez la probabilidad condicional de encontrar al par en la configu-
racién (x,y) estd dada por

Po(x,y;t[x0,y0) = Vo(t) * Go(x,y; t|x0, o) (6.2.4)

es decir, Py(x,y;t|xo,¥0) es la probabilidad de alcanzar la configuracién
(x,y) aun tiempo ¢ < t por la probabilidad de mantener dicha configuracién
hasta el tiempo t.

6.2.2. Tiempo de reaccion

Incluimos en esta seccidn la reaccion A+7T — T en el modelo de CTRW
como el atrapamiento de la particula A por la particula T cuando ambas
ocupan el mismo sitio de red Xe. En particular, supondremos una reaccion
inmediata o atrapamiento perfecto®.

A continuacién se denota por G,(x,y;t|xe,yo0) a la funcién de Green
para la difusion de las particulas cuando se incluye la reaccion y satisface

3La probabilidad de que la particula A o la particula T ubicadas en un sitio de red
arbitrario al tiempo t cambien de posicién entre t y t + dt es Aadt y Ardt, respectiva-
mente (Asimilable a la probabilidad de falla [10]). Dado que el cambio de posicién de
ambas particulas se suponen eventos estadisticamente independientes la probabilidad de
que ambos eventos ocurran simultaneamente es A Adrdt2.

*El producto de convolucién temporal entre dos funciones se define como f(t) * g(t) =

t / ’ /

JLar' gt —)a(t).

°Ver Capitulo 3, subseccién 3.3.1
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G (X, 3 1%0,¥0) = SxxoOyyo + 3 (X, ¥itlx,y') % Gr(x',y'; X0, y0)
ley/
(6.2.5)
donde

wO(X7y;t|XOaYO) X#y#xea
0 X =Y = Xe

P(x,y;t[%0,y0) = { (6.2.6)

es decir que para x =y = X, finaliza la evolucion del sistema luego de la
reaccion.

En el siguiente apartado calcularemos la densidad de probabilidad con-
dicional para el tiempo del primer encuentro de las particulas en la posicién
Xe al tiempo t, la cual estd asociada a el tiempo del primer pasaje (FPT).

6.2.3. Tiempo del primer encuentro

En este apartado calcularemos la densidad de probabilidad condicional
para el tiempo del primer encuentro de las particulas por la posicién Xe.
Para ello consideraremos dos supuestos: las particulas no inician su cami-
nata aleatoria en el mismo sitio red, es decir xg # yg. El segundo supuesto
corresponde al caso en que ambas particulas inician su caminata aleatoria
en el mismo sitio de red.

e Consideremos el caso xg # yo. A partir del método de inhomogeneidad
local [21, 22, 23] la ecuacién (6.2.5) tiene la forma®

Gp(x,y;ulx0,y0) = Go(X,y; u|X0,¥y0) + dxyGp(X,y: u|X0,y0)—

- Z 5x’,y’G0(X7 y; u’X/7 yl)Gp(Xla yl; U‘X07 y0)
x' )y’

(6.2.7)
donde se ha realizado el cambio de notacién para enfatizar el problema con-
siderado. La densidad de probabilidad Gp(x,y;t|X0,y0) se obtiene descon-
tando en la funcién de Green para el problema homogéneo de dos particulas
Go(x,y;t|x0,Y0), las contribuciones de todas las realizaciones que han dado
lugar a un encuentro previo.

En la representacién de Fourier-Laplace obtenemos para la funcién de
Green la siguiente relacién”

SPara mayor detalle ver Apéndice B, seccién B.6
"Para mayor detalle ver Apéndice B, seccién B.7
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é’ﬁ(kA,kT;U!XO,YO) = Gl (ka, kr; ulxo0, yo)—

A 6.2.8)
Lika. Km: L (
- ¢o£LA’ % B (ks ulxo, yo)
1—f (ka,ko;u)
donde k = ka +kt y
ED) (k;u|xq,y0) = ek¥o I(k; u[xo — yo) (6.2.9)

I(k;u|0)

Notar que la expresién (6.2.9) fue escrita en funcién de la integral definida
en la ecuacién (5.3.15).

— I

Relacién entre E() (k;u) y la FPT (Tiempo de Primer Pasaje)

La densidad de probabilidad del tiempo de encuentro (en este caso, el
primer encuentro debido a la reaccién inmediata) independientemente del
sitio en que se produzca el encuentro estarda dado, en la representacién de
Laplace, por la expresiéon

L L
EW (ulxo, y0) = ZE(D (Xe; ulx0,¥0)

(6.2.10)
— L
= EW (k = 0;ulxo,Y0)
Luego, podemos reescribirla en funcién de la integral (5.3.15)
—L 1(0;u|x0,y0)
EM =" 6.2.11
Notemos que
1(0;ulx0,y0) = G&(y0; ulx0) (6.2.12)

coincide con la funcién de Green de una caminata aleatoria de una particula
con probabilidad de transiciéon dada por la relacién (6.2.2) sobre una red
infinita [45]. Podemos notar que de esta manera se verifica la suposicién de
Smoluchoswski [13], la cual considera que para el proceso de reaccién global
se puede suponer que una de las particulas esta fija en la red mientras que
la otra difunde con coeficiente de difusién D = Dy + Drp.

A partir de la relacién (6.2.12) podemos reescribir la ecuacién (6.2.11)
de la siguiente manera
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L Go (y()' U|X0)
EW™ (xq: ulx0,y0) = o222 1207 6.2.13
(il ) Go(yo;ulyo) ( )
la cual puede ser identificada con la formula de Siegert [44] para el tiempo
del primer pasaje (FPT) por la posicién yo de una particula que inicié
una caminata aleatoria en xg con densidad de probabilidad de transicion
equivalente dada por

YE(x;tx') = [Aapa(x — xX') + Appr(x — x')] e M (6.2.14)

Es interesante notar que en el espacio directo (conservando la represen-
tacién de Laplace)

L
EW (xe; ulx0,y0) = G5 (Xe, Xe; u[X0, Yo0) (6.2.15)

es decir que la densidad de probabilidad para el primer encuentro en el sitio
Xe es igual a la funcién de Green de dos particulas para el modelo de atra-
pamiento perfecto.

e Consideremos el caso xg = yp. Si suponemos el primer encuentro a
aquel que se produce en un instante posterior a ¢ = 0 entonces

L L
EW” (x0; ulx0,%0) = Z EW” (xe;ulx’, y)bo(xX, ¥ ulx0,%0)  (6.2.16)
x/ y/
o reescrita en la representacion FL

— L .
EW " (k; ulxo,X0) = [1 - I(klu\o)] ekxo (6.2.17)
presentando una estructura similar a la solucién dada por Polya [18].

Por tltimo, a partir de las ecuaciones (6.2.11) y (6.2.17) y la relacién
(6.2.16), podemos escribir el tiempo del primer encuentro de dos particulas
para procesos separable y desplazamiento generalizado en la representacion
de Fourier-Laplace

A I(k;ulxo —yo)  Ox :
GL k: _ ) o 0,Y0 ikyo
pluboy0) = 17 0cu0)  Tcuio)) €

(6.2.18)

en funcién de la integral auxiliar definida en (5.3.15).
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A continuacién haremos una descripcién de la dindmica de habilitacion
suponiendo que la trampa T tiene asociados estados internos y daremos
una expresién para la densidad de probabilidad para el tiempo del n-ésimo
encuentro del par A —T.

6.3. Dinamica de habilitacion

Supongamos que la trampa 7" realiza una caminata aleatoria de tiempo
continuo multiestado (MCTRW) donde el vector entero y designa, como
antes, la posicién de T en la red, y los subindices (i, 49) designan los estados
internos asociados a los estados reactivos de la trampa. La dindmica interna
de la trampa serd modelada como la fluctuacién (de los estados internos)
entre dos estados permitidos: a o estado activo y d o estado inactivo. Por
lo tanto la dindmica interna de la particula T correspondera a un modelo
de CTRW multiestado denominado de habilitacién. El modelo es asimilable
a un proceso dicotémico donde las transiciones entre ambos estados estan
determinadas, suponiendo un proceso markoviano, por

Fisio(t) = pigetio® (6.3.1)

que determina la densidad de probabilidad para el cambio de estado de la
particula T, para las transiciones ¢g — ¢ suponiendo que alcanzé el estado
ig al tiempo t = 0. Los indices 4,49 (i # ip), pueden tomar los valores a
(activado) o d (desactivado). Notar que p;, es la reciproca del tiempo medio
de permanencia de la trampa T en el estado 7g, mientras que la probabilidad
de permanencia en un estado particular estara dada por

D, (t) = eliot (6.3.2)

Para esta dindmica, la probabilidad condicional de encontrar a la trampa
T en el estado ¢ suponiendo el estado inicial 7y puede expresarse en forma
matricial

o+ pe ™ (1 — et
P(t) = 6.3.3
() (L —e™) py +poemH (6.33)

con ¢ el indice de la fila e ig el indice de la columna. Se identifican los indices
en la matriz como 1 = a, 2 = d y se ha definido

W=y + P g = Ra/ M fi— = pa/p (6.3.4)
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Podemos notar que la probabilidad condicional dada por la relacién
(6.3.3) tiene la forma genérica P, ;) = a;i, + bii,e ", por lo que

L [P, B(1)] = aiioB(w) + biig B(u + 1) (6.3.5)

donde L es la transformada de Laplace.

6.4. Tiempo del n-ésimo encuentro

Denotamos por EJ; (Xe;t[X0,¥o0) a la densidad de probabilidad para el
tiempo del n-ésimo encuentro (n > 2) de la particula A en la posicién xe con
la trampa T en el estado ¢, suponiendo que el par comenz6 en la configuracion
(x0,¥0) con el estado inicial i para t = 0. Esta densidad debe cumplir con
la relacién de recurencia

Ei(gg(xe; t|x0, yO) = Z Pi,d(t)E(l)(Xe; t|X/, y/)*

/!
x?y

-1
© > do(x, ¥ t]xh, yh)dalt)  EY Y (x4 tix0, y0)
2

(6.4.1)

Para que se produza el encuentro n el par debe haberse separado en el
encuentro n — 1 sin reaccionar. Es decir, deben haberse encontrado a un
tiempo anterior en algin sitio X/, con la trampa T en el estado d y haber
mantenido este estado hasta el instante de la separacién con la transicién
(x5,x5) — (x',y'). Aqui @4 es la definida en (6.3.2) y E(l)L(k;u|x0,y0) es
la densidad de probabilidad para el tiempo del primer encuentro vista en la
seccion 6.2.3.

A partir de la forma explicita (6.3.2), la transformada de Laplace de la
ecuacién (6.4.1) estd dada por

By (xes ulxo,y0) = Y By (xeiulx',y')x

!
x7y

-1
x> o (X, y'su+ palxh, x6) By (x4 ulxo, yo)

!

Te

(6.4.2)

Hemos obtenido de esta manera una relacion de recurrencia para la den-
sidad de probabilidad para el tiempo del n-ésimo encuentro en la represen-
tacion de Laplace.
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Note que

1
B} (e t1x0,%0) = EW (xe; t[x0. ¥0) Prio () (6.4.3)
mientras que la transformada de Fourier-Laplace de esta relacién esta dada

por

—

£D

10

—

L )
(k; ulx0,y0) = aiiy B (k;ulxo,yo0) + biiy BV (k;u + ulxo0,yo)
(6.4.4)

donde se ha utilizado la notacién introducida en (6.3.5).
La transformada de Fourier F de la expresién (6.4.2) estd dada por

—— L
— L n—
E"™ " (k;u|xg,y0) = Xi,d(k§U)E§z7io b (k; u|xo0,y0) (6.4.5)

7,20

donde se ha utilizado la funcién auxiliar

u+ A 1 u+ N+ 1
Xiio (ks 1) = ai4, [ } ' £l

Ut A+ pa | Iu0)] TP ut A+ pg | Ik u+ pl0)
(6.4.6)

siendo I(k;u|xg,yo) la integral auxiliar definida en la expresién (5.3.15).

Por 1ltimo aplicando reiteradamente la relacién de recurrencia dada por
la ecuacién (6.4.5) obtenemos una expresion més compacta para la densidad
de probabilidad para el tiempo del n-ésimo encuentro (n > 2)

— L
— L n—
Er (ks ulxo, yo) = Xia(k;u) [xaa(kiw)]" 2 EY) (kiulxo,yo)  (6.4.7)

2,20 d,ip

De esta manera el problema de determinar la densidad de probabilidad
para el tiempo del n-ésimo encuentro(n > 2) ha quedado reducido a la

— L

determinacién de El(;()) (k; u|x0,y0), es decir, la densidad de probabilidad

para el tiempo del primer encuentro con la trampa en el estado i.

6.5. Densidad de probabilidad de absorcion

Consideramos ahora la absorcién o atrapamiento de la particula A por
la trampa T en el n-ésima encuentro. Segin lo ya discutido, el atrapamiento
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de la particula se producird mediante uno de los dos eventos mutuamente
excluyentes, segin sea el estado de la trampa en el instante del encuentro:

e el) La trampa T estd activa y la particula A es atrapada en el instante de
arribo.

e cll) La trampa T estd inactiva activandose antes que la particula A aban-
done la posicion, correspondiendo este caso el instante de atrapamiento al
de activacién.

La densidad de probabilidad para el tiempo de atrapamiento de la particu-
la A en el n-ésimo encuentro, condicionada a la configuracién inicial (xg,yo)
y el estado inicial iy relacionada a la densidad de probabilidad de absorcién
descripta en la seccién (3.3), estd dada para el caso inicial xg # yo

AZ] (xe; t|X0,¥0) = E;il-o (Xe; t|%0,¥0) + fa,a(t) * E&L’io (Xe; t|x0,¥0) (6.5.1)
donde f; ;,(t) fue definida (6.3.1)

El caso inicial particular xg = yo requiere una consideracién especial ya
que se debe considerar solo el estado inicial ig = d para la trampa T'. Si el
estado inicial de la trampa es a (abierto), la reaccién ya habra tenido lugar.
Para esta configuracion inicial habra que considerar ademass la posibilidad
de atrapamiento antes de que las particulas se separen (atrapamiento en la
visita 0), correspondiendo la densidad de probabilidad

AElO) (Xe; t[X0,X0) = faa(t)e ™ (6.5.2)

Sumando sobre todo n obtenemos la densidad de probabilidad para el
tiempo de atrapamiento independientemente del niimero de visita en que se
produzca

Ajy (xe3 tlx0,¥0) = Y A7 (Xe; t%0, Y0) (6.5.3)

n=0

Entonces para la situacién inicial xg # yo, la densidad de probabilidad
para el tiempo de atrapamiento estd dada en la representaciéon FL, por

— L — L

EM) " (k;ulxo,y0) + n(io)Ho(k; u) ED (k;u + plxo, yo)
1+ Z—*HO(k; w)

A\iLO(k;u|x0,y0) =

(6.5.4)
en tanto que para la condicién inicial particular xg = yo obtenemos en
Fourier-Laplace
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1 — o (k; u)

gdL(k;U|X0,YO) =
1+ Zino(u)

(6.5.5)

Notar que para este caso, solo es valida la expresion para ig = d. Para
el caso ig = a no hay trayectorias de la particula A, ya que esta es atrapada
inmediatamente por la particula T. Aqui se han usado las definiciones auxi-
liares

(6.5.6)
u+ A I(k;u+ p0)
u+A+p  I(k;ul0)

Mo (k;u) =

6.6. Evoluciéon de un conjunto de particulas

La evolucién temporal del conjunto de particulas A en presencia de la
trampa moévil con dindmica de habilitacién, sera obtenida a partir del calculo
de la probabilidad condicional de encontrar al sistema A — T en la confi-
guracién (x,y) al tiempo ¢ supuesto que se encontraba en la configuracién
(x0,¥0) al tiempo ¢t = 0. En ausencia de interacciones la probabilidad con-
junta para la configuracién del par y el estado de la trampa T es el producto
de probabilidades marginales

P’Sig (X7Y7t|X0aYO) = PO(X7Y>t‘X07yO)Pi,i0 (t) (661)

Si incluimos el atrapamiento, la probabilidad condicional para una con-
figuracién (x,y) con la trampa en el estado ¢ al tiempo ¢t debe cumplir

Pz't,io (X7 Y, t|X01 YO) = ]Di?io (X7 Y, t|X07 YO)_

. , (6.6.2)
- Z Pi,a(xv Y, t’Xe7 Xe) * AZO(xev t’X()a YO)
Xe

es decir que la probabilidad para la configuracién puede pensarse como la
probabilidad conjunta en ausencia de interaciones descontandos las realiza-
ciones que fueron absorbidas por la trampa en el estado activo.

Supongamos la presencia de un conjunto de particulas A con concentra-
cién inicial uniforme (concentracién de equilibrio) cy. La tasa de reaccién
local en la posicién xe al tiempo ¢ esta definida como

Ri(Xes tlyo) = co Y Aiy(Xei t[x0, y0)gio (6.6.3)

X0,%0
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donde g;, es la probabilidad de encontrar la trampa en el estado 7 al tiempo
t =0, yo la posicién inicial de la trampa T e ig = a, d los estados internos.
En la representacion FL la tasa local de reaccion esta dada por

e'kvo 1 1

RE(k; ulyo) = co -
: n Zino(k;u) 1(k;u[0) (0, k; u)

+ copur Al (k; u)

(6.6.4)

La reaccion global dependiente del tiempo, definida como el nimero
medio de reacciones que se producen entre t y t + dt independientemente
del sitio en que se produzca: Ry(t) = > Ri(Xe;t|yo), puede obtenerse en la

Xe
representacion de Laplace, evaluando la expresién anterior en k = 0

_ 1 1 1
Ry (ulyo) = co -1+
I 1+ Zino(o;u) 1(0;u|0) 4)(0, 0; u)

(6.6.5)

+eopy AL (0; )

La concentracién de particulas A en presencia de la trampa movil con
dindmica de habilitacién se define como

A
c(x;tlyo) = co Z me (x;t1%,0 ,¥0)5i, (6.6.6)

X0,%,%0

donde
A
Pltv;() (X,t|X,0 7y0 Z 1,0 X Y’t‘xﬂ) 7y0) (667)

es la probabilidad condicional marglnal en presencia de reaccién de la posi-
cién de una particula A.
La representacén de FL de la ecuacién (6.6.6) viene dada por

R} (k; ulyo)
b (k, 0;u)
donde d es la dimensién espacial y se ha tomado como sistema de referencia

el laboratorio.

Estamos interesados en la concentracion descripta desde un sistema de
referencia en la trampa®, es decir la concentracién en funcién de la coorde-

alk; ulyo) = (2m)? ;5(1{) — ekyoyk(u) (6.6.8)

8La descripcién de la concentracién en el referencial trampa ha sido desarrollado en el
Capitulo 5.
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nada z = x — y. Para este caso, la concentracion desde el sistema Trampa
esta dada por
R} (u)

e (kgiu) = (27)? 26 (k) — Wo(u) 2

" —12%(1{27 ) (6.6.9)

notando que la probabilidad condicional para una configuracién (x,y) en
este sistema esta dada por

Pz(z;ulzo) = Y Plio(z+Y,y;ulx0,¥0)giq (6.6.10)

y’i7i0

6.7. Caminata aleatoria unidimensional con dinami-

ca de habilitacién

Se presentan en esta seccién los resultados del modelo de trampa con
dindmica de habilitacion cuando se considera una caminata aleatoria de
tiempo continuo (CTRW) unidimensional de dos particulas distintas, no
interactuantes entre si sobre una red homogénea infinita, como se esquema-
tiza en la figura (6.1). La particula A realiza una CTRW sesgada sobre la
red con probabilidad p; de saltar a la izquierda y p; de saltar a la derecha
(pg + pi = 1) en cada transicién. Por otra parte, la trampa T realiza una
caminata aleatoria de tiempo continuo multiestado (MCTRW), cuyo estado
interno fluctia entre dos estados: a o estado activo y d o estado inactivo.
Se supone ademas que ambas particulas tienen tasas de transiciones a pri-
meros vecinos A4 y Ar, respectivamente. La densidad de probabilidad para
el tiempo entre transiciones (WDT) estd dada por

AT

%(l‘a Y3 t’l‘/, y/) = 6y,y’AA(pd(Sz,x’+1 + pi(s:p,x’fl) + 6z,x’7(5y,y’+1 + 5y,y’1):|

2
(6.7.1)

La densidad de probabilidad para el tiempo del n-ésimo encuentro entre
la particula y la trampa T se resuelve a partir de la soluciéon dada para la
densidad de probabilidad para el tiempo del primer encuentro con la trampa
en el estado 7. Esta densidad, para el ejemplo de aplicacion en consideracion,
estd dada por la siguiente expresién

— I

EY

1,20

(s ulzo, yo) = R0 [ag €5 ()00l by ek (o=l | (6.7.2)

donde se ha definido

—At
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Ar/2 Ar/2 AAD; AADd
estado inactivo 0.0"' OO--- OESO RN ONO)

)\T/Q )\T/Q )\Api )\Apd
estado activo ollb- oo odo 00

Figura 6.1: Esquema de CTRW de dos particulas que se mueven en una
red unidimensional con saltos a primeros vecinos. La especie mayoritaria
(particula A) tiene asociado un sesgo, mientras que la trampa (la especie
minoritaria) puede fluctuar entre dos estados internos.

Ag =2Xapg + Aae”* Ai = 2X\ap; + Ape'®
A
Rp = \/m Rc = e
Ag
(6.7.3)
uw—+ A2 u+p+ A\
Rh@ = [(“72) <1 Rt - \/<R) -1
U+ A utp+ A
§hw) = 5= - Rf(w) ¢ =" - Rif()
P P

Por otra parte, la expresién (6.7.2) se obtiene a partir de la densidad de
probabilidad condicional para el tiempo del primer encuentro de las particu-
las en una posicién particular de red dada por

—

EW " (k;ulzo, yo) = REo—voglmowel (6.7.4)

Incluimos en este ejemplo de aplicacién, la probabilidad de reaccion del
sistema particula-trampa descripto genéricamente por A+ T — T', como se
muestra en la figura (6.2). Para este modelo, el atrapamiento o reaccién de
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Ar/2 Ar/2
estado inactivo OO O+ OO:--- (}@: 00
Aapi Te Aapg
Hj

estado activo OO0 O+ 000 -0 0

Figura 6.2: Esquema del modelo de habilitacién planteado cuando se incluye
la posibilidad de reaccién. El atrapamiento o reaccién de la particula A por
T se produce inmediatamente en el instante de encuentro de los reactivos si
la trampa estd en su estado activo.

la particula A por la trampa T" se produce inmediatamente en el instante de
encuentro de los reactivos si la trampa esta en el estado activo.

La densidad de probabilidad para el tiempo de atrapamiento estara dada
en FL por la siguiente expresién

Rgryo ezkyo

A(u), x#yo io=a,d

1+ &Ho(k‘; w)

~ =

AL (ks ulzo, yo) = (6.7.5)
1 —TIIo(k;w)

1+ Z—*Ho(k; w)

o =Yyo io=d.

con

Au) = [éL(u)\yO*wol + 1(io) o (; w) € (u + M)lyofaco\]

B .
(Z ) _ I7 0 =
e ~1, dp=d (6.7.6)
Ry (u)

o (k;u) = R (utp)
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Supogamos que el sistema estd compuesto por un conjunto de particulas
A con concentracién inicial unifome ¢y y que la trampa se encuentra en el
estado inicial : g, = p—/p ; ga = /1 al comienzo del proceso. La tasa de
reaccion local descripta en la ecuacién (6.6.4) estd dada, en FL, por

etkvo RyRE(u)

1+ Zino(k;u) 1+ Ar(1 — cosk)

7/élL(k% ulyo) = co — cop_ev(6.7.7)

La tasa de reaccién global resulta de evaluar la ecuacién (6.7.7) en k = 0
obteniendo para este caso

co Rp(k = 0)Ry(k = 0;u)
uo1g Zino(k = 0;u)

RE(ulyo) = — Copi— (6.7.8)

Estamos interesados en determinar como la concentracién de la especie
mayoritaria estd afectada por la presencia de la trampa. La concentracion
de las particula mayoritorias en el sistema laboratorio esta dada por

o _ co RE (k; ulyo)
elk; ulyo) = 2mo(k) u  u+Aa[l — (cosk +iApsink)] (6:7.9)

mientras que en el sistema solidario a la trampa, la concentracion esta dada
por

RE(ulyo)

—~ Co L
clu =2wd(ky)— — Vi (u) —"—"—""—
(ulo) = 2m8(52) 2 = W) ==

(6.7.10)

Las figuras (6.3) y (6.4) ilustran los resultados obtenidos para la concen-
tracién de la especie mayoritaria descripta desde el sistema laboratorio (con
la trampa mévil) y desde el sistema fijo a la trampa, respectivamente. Pue-
de observarse un mayor vaciamiento o reduccién de la especie mayoritaria
debido a la reaccién en las cercanias de la trampa en el sistema relativo a la
trampa, que la observada en el sistema laboratorio. La figura (6.5) muestra
los resultados obtenidos para la concentracién de la especie mayoritoria des-
cripta en el sistema laboratorio y en el sistema fijo a la trampa para varios
instantes de tiempos. Los resultados se obtienen para diferentes valores de
la tasa de transiciones a un sitio dado por A, el ruido dicotémico para el
cambio de estado u y el sesgo.
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Figura 6.3: Concentracion de particulas de la especie mayoritaria en funcion
de la distancia d, descripta desde el sistema laboratorio.

Estamos interesados ahora en caracterizar la extincién de las particulas
A para el proceso de habilitacion. La disminucién de la especie mayoritaria
es debido al atrapamiento de la trampa cuando esta se encuentra en el esta-
do activo. La probabilidad de que una particula A méas préxima a la trampa,
T esté a una distancia mayor que d fue definida en el Capitulo 5, ecuacion
(5.3.19), dada por

d
Up(dt) =exp |— 3 el(z5t)
z=—d
Mientras que la probabilidad para la distancia al vecino més préximo en
funcién de la distancia d, la obtenemos a través de la funcién distribucion:

Pp(d;t) =Yp(d—1;t) — Up(d;t)

En la figura (6.6) se presenta la probabilidad para la distancia al vecino
mas proximo en funcién de la distancia d. Las curvas corresponden a dife-
rentes valores de las tasa de transiciones a un sitio dada por A, la tasa de
transiciones para el ruido dicotémico que describe el cambio de estado u y
el sesgo.
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Figura 6.4: Concentracion de particulas de la especie mayoritaria en funciéon
de la distancia d, descripta desde el sistema solidario a la trampa.
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Figura 6.5: Concentracion de particulas de la especie mayoritaria en funcién
de la distancia. Las distintas curvas corresponden a distintos instantes de
tiempo en una escala determinada por la razén de probabilidad conjunta A.
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Figura 6.6: Probabilidad para la distancia al vecino més préximo, en funciéon
de la distancia d.

6.8. Conclusiones del capitulo

Se ha presentado un modelo para proceso de reaccién mediado por difu-
sién cuando ambos reactivos difunden y uno de los reactivos fluctiia entre un
estado activo y un estado inactivo (atrapamiento dindmico). Para desarrollar
este modelo se ha utilizado las caminatas aleatorias de tiempo continuo mul-
tiestado. El problema se ha considerado desde un sistema de referencia fijo
y desde un sistema relativo a la trampa, donde se recuperan los resultados
para trampa fija para un coeficiente de difusién suma de los coeficientes de
difusién de los dos reactivos: D = D 4 + Dp. Se verifica ademas que cuando
se suman las contribuciones de magnitudes locales para todo posicién, como
la densidad de probablidad para el tiempo del primer encuentro o la tasa de
reaccion, se reobtienen los resultados de trampa fija: el tiempo del primer
encuentro se reduce al tiempo del primer pasaje y la tasa de reaccién a la
tasa de reaccion global, coincidente con la tasa de reaccién para el reactivo
minoritario fijo. Podemos notar que a tiempos largos se hace dominante el
proceso difusivo y la dindmica de habilitacién pierde su importancia relativa.
Por otra parte, puede observarse que desde la trampa se obtiene una concen-
tracién menor en cercanias de la trampa que la observada en cercanias de la
posicion inicial de la trampa en el sistema fijo. Se puede notar que la zona
de reduccion (depletion zone) es mas ancha en el sistema laboratorio que en
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el sistema relativo a la trampa. Se ha calculado también en forma exacta
la distribucién de la probabilidad para la distancia al vecino més préximo,
aunque su valor debe obtenerse numéricamente dado que la concentracion de
particulas se ha obtenido en la representacién de Fourier-Laplace. Se puede
notar que los resultados obtenidos para el estudio del problema con trampa
movil con habilitacién y el problema de trampa movil imperfecta analizada
en el Capitulo 5 presentan comportamientos semejantes tanto en la con-
centracion de particulas, como para la distribucién de probabilidad para el
vecino mas proximo. Si bien estos modelos resuelven el atrapamiento de un
conjunto de particulas mayoritarias A por una trampa movil T', para ambos
procesos subyace un mecanismo de atrapamiento diferente.

Todos los valores incluidos en las graficas en la representacién temporal
fueron calculados numéricamente mediante el algoritmo LAPIN [26] para el
computo de la transformada inversa de Laplace, mientras que la inversion en
Fourier se efectué mediante integracién numérica usando el método Simpson

27).






Capitulo 7

Caminata Aleatoria de

Tiempo Continuo
Evanescente (ECTRW)

En este capitulo presentaremos un modelo de captura donde la especie
denominada mayoritaria tiene asociada cierta probabilidad de evanescencia
pudiendo desaparecer del sistema durante su desplazamiento sobre la red.
Este modelo de captura es equivalente a suponer un modelo de infinitas
trampas fijas con atrapamiento imperfecto ubicadas en cada sitio de red.

7.1. Aspecto general de problema

El esquema de caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW) propor-
ciona una herramienta excelente para modelar la difusion y se ha estudiado
durante mucho tiempo con diferentes alternativas para incluir el proceso de
reaccién [13]. Recientemente, se ha abordado un nuevo tipo de modelos de
caminata aleatoria [82, 83] para incluir caminantes aleatorios del tipo eva-
nescente, desactivados, o mortales. En estos modelos, las particulas difusoras
(reactivas) pueden desaparecer durante su desplazamiento. Su desaparicién
puede ser el resultado de una vida finita como en una reaccién unimolecular,
un proceso de descomposicion natural o un encuentro de particulas que con-
duce a la aniquilacién de una o ambas particulas [66, 84, 85]. Otros ejemplos
de eventos de desaparicién pueden surgir como los propuestos en estudios
de desactivacién fluorescente [42] o en el crecimiento por agregacién [86].

A continuacién se muestra un proceso de reacciéon mediado por difusién
donde se introduce la posibilidad de muerte o evanescencia de la especie
denominada mayoritaria. La descripcion del proceso se realiza a través del
esquema de las caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW) para la

105
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particula evanescente en una red homogénea infinita. Los caminantes mor-
tales o particulas difusoras mortales pueden desaparecer en el curso de su
movimiento. La magnitud principal a calcular es la densidad de probabili-
dad de Absorcién (APD: Absorption Probability Density ) para el tiempo de
reaccion. La APD se calcula analiticamente en la representaciéon de Laplace
y a partir de esta magnitud, se calcula la tasa de reaccién y la probabilidad
de supervivencia.

7.2. Descripcién del modelo

El modelo de caminata aleatoria evanescente se formula en el esque-
ma de las caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW) en una red
infinita. Supongamos una particula A que difunde en la red y su posicién
estd determinada por un vector entero x. Supongamos que la particula rea-
liza una RW generalizada, separable con razén de transicién Ap(x — x’)
para una transiciéon x’ — x, dada por la ecuacién (2.1.14): ¢y (x;t|x") =
p(x — x')1b(t). Introducimos ahora en el modelo la posibilidad que la particu-
la A evanesca o sea desactivada con cierta probabilidad. Supongamos que
una particula que comienza su caminata en ¢ = 0 ha sobrevivido hasta
el tiempo ¢ sin desvanecer con probabilidad x.(¢,0). Note que esta es una
funcién de dos tiempos dada por

_ L Oxe(t) _ 9nxe(?)
W=-m " ~ o

(7.2.1)

donde 7(t) es la tasa de evanescencia. Luego

Xe(£,0) = exp [— /O " don(o) } (7.2.2)

en principio dependiente del tiempo.

Para el caso de 1 independiente del tiempo tenemos x.(t,0) = e~ [10],
la cual es sélo funcién del intervalo de tiempo. En general la funcién de dos
tiempos estd dada por

Ye(t: 1) = exp [— /t " dun(o) ] (7.2.3)

Supongamos que la difusion de la particula en la red y la evanescencia son
procesos estadisticamente independientes, de manera tal que la probabilidad
de que una particula permanezca en un sitio de red sin difundir ni evanescer
entre t y t + dt estd dado por

Ut — ') = xe(t, ot — ) (7.2.4)
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La funcién de Green! para el problema evanescente cumple
Ge(x;t|x0) = Xe(t,0)Go(x;t|x0) (7.2.5)

con Go(x;t|xp) dada por la ecuacién (2.1.30).
La ecuacién (7.2.5) satisface la relacién de recurrencia

t
Ge(x;t|%0) = Z/ dt'xe(t, e (x5t — t'|x")xe (', 0)Ge(X'; ' |x0)+
x' JO

+ Ox xo0(t — 0T)

(7.2.6)
donde . (x;t — t'|x’) es la densidad de probabilidad del tiempo de pausa
para el problema evanescente y el subindice indica la evanescencia. Note que
la integral dada por la ecuacién (7.2.6) no es un producto de convolucion,
salvo para el caso particular de n constante.

De manera similar, a partir de la ecuacién (2.1.35) tenemos

P.(x;t|x0) = xe(t,0)Po(x;t|x0) = Xe(t,0)[¥o(t) x Go(x;t|x0)]  (7.2.7)

la probabilidad condicional de encontrar a la particula en la posiciéon x al
tiempo t para el proceso evanescente. ¥ corresponde a la Definiciéon 2.8
del Capitulo 2. Aqui el simbolo % representa el producto de convolucién
temporal entre dos funciones?.

Supongamos ahora que introducimos en el sistema una distribucién de
particulas mayoritarias A, las cuales tienen inicialmente una distribucion

uniforme cg. Entonces

ce(x5t) = Xe(t,0)co (7.2.8)

es la concentracion de particulas cuando en el modelo se le introduce la pro-
babilidad de evanescencia.

A continuacion, describiremos el problema evanescente suponiendo que
la tasa de evanescia 7 es constante. Para esta hipdtesis, la densidad de pro-
babilidad para el tiempo entre transiciones x’ — x para un sitio de red
regular, suponiendo que la evanescencia es un proceso estadisticamente in-
dependiente al desplazamiento, estd dada por

e (x;t|x") = Ap(x — x')po(t) (7.2.9)

Wer Capitulo 2
2El producto de convolucién temporal entre dos funciones se define como f(t) x g(t) =

Jo dt' F(t—1")g(t").
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donde v (t) = e My, (t,0) con x.(t,0) = e~™. En tanto que la probabilidad
de evanescer esta dada por

Pe(t) =ne™™ (7.2.10)

La funcién de Green para el modelo dada por la ecuacién (7.2.6) puede
ser reescrita como
Ge(x;t|x0) = e " Go(x;t|x0) (7.2.11)

donde en la representacién de Laplace® obtenemos

GE(x;ulx0) = GE (x;u + n|x0) (7.2.12)

Es decir, en la funciéon del Green homogénea definida en el Capitulo 2,
se sustituye u por u + 7.
En la representacién FL obtenemos

eikxo
1 — 4 (ks u + nxo)
Notar que para la WDT evanescente solo hemos supuesto procesos se-
parables.

La probabilidad condicional de encontrar a la particula en el sitio x al
tiempo t, estard dada por

GE(k;ulxo) = (7.2.13)

P.(x;tx0) = e T [Wo(t) x Go(x; t[x0)] (7.2.14)
mientras que la concentracién para el proceso evanescente estd dada por
ce(x;t) = e ey (7.2.15)

Por lo tanto, la evolucién temporal del conjunto de particulas se ve afec-
tada por el proceso de evanescencia, disminuyendo su concentraciéon expo-
nencialmente de manera uniforme, cuando la tasa de evanescencia n es cons-
tante.

7.3. Trampa local en una caminata aleatoria eva-
nescente

Se presenta a continuacion el proceso de reaccién como el atrapamiento
de la particula A por una trampa 7" fija en un posicién particular de la red
x1. Cuando la particula arriba al sitio x1, esta puede ser atrapada con tasa
de atrapamiento independiente del tiempo ~ (pasando a un estado limbo [6],
del cual no es posible el retorno), puede realizar una transicién independiente
de t con una tasa de transiciéon A continuando su caminata o puede evanescer

3Ver Apéndice A
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con una tasa de evanescencia independiente del tiempo 7. Si tomamos en
cuenta la posibilidad de atrapamiento en la posicién x3, la WTD en la
posicién de la trampa sera modificada por

Y1 (x5 t[x1) = Ap(x — x7)e~ ARt (7.3.1)

para los demas sitios de red, la WTD esta dada por la ecuacién (7.2.9).
La funcién de Green para el problema con atrapamiento, G(x;t|xo)
satisface la relacién de recurrencia dada en el Capitulo 2, es decir

Gi(x;tlxo) = Y vi(xt|x') x Gi(x';t[x0) + Sxxo(t — 0T) (7.3.2)

X

Ye(xst|x) X #x1

(7.3.3)
P(x;txy1) X' =x3

Pi(x;tx') = {

Expresando la funcién de Green del problema con atrapamiento Gy(x; t|xo)
en términos de Ge(x;t|X0), en la representacién de Laplace, obtenemos

Gi(x;ulxo) = GE (x; ulx0)—

GE(x;ulx1) = Oxpy — Y G (x5 ulx ) (x5 ulx1)

- Gé’(xl;u\xo)
Gh(xpsupxa) =Y GL(xa; ulx ) (x5 ulx)

xl

(7.3.4)
donde esta expresién se obtuvo a partir de la ecuacién (3.2.10).

La funcién de Green en la ecuacién (7.3.4) en el sitio de red x = x3 serd
de particular interés en el problema de atrapamiento. Para que una particula
sea atrapada, debe estar en la posicién de la trampa x3 y tiene que hacer una
transicion al estado limbo en lugar de realizar un desplazamiento a un sitio
vecino o evanescer. La densidad de probabilidad para el tiempo de absorcién
(APD) o atrapamiento fue desarrollada en el Capitulo 3, la cual esta dada
por: A(t|xg) = ¥4 *x Gi(x1;t|x0) donde 14 es la densidad de probabilidad
de atrapamiento dada en la Definicién 3.3. Entonces para el problema con
evanescencia, podemos reescribir esta cantidad como

A(t|xo) = e " [tha x Gy(x1;t|x0)] (7.3.5)

bajo la hipétesis de tasa de evanescencia 7 constante.
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7.3.1. Probabilidad de supervivencia y tasa de reaccién

Supongamos una particula que comienza su trayectoria en xg en pre-
sencia de una trampa fija ubicada en un sitio particular de red. Estamos
interesados en calcular la probabilidad de supervivencia de la particual A,
la cual tiene asociada cierta probabilidad de evanescencia, en presencia de
una trampa 7T fija. Esta cantidad se define como

Si(t)=1-— /Ot dt' A(t'|xo) (7.3.6)

la cual es la probabilidad de que la particula no haya sido atrapada al tiempo
t (y tampoco haya evanescido).

Siguiendo el desarrollo realizado por Bendler y Schlesinger [62], supone-
mos una red finita de largo V' con N particulas inicialmente distribuidas de
manera uniforme (la probabilidad de encontrarlo en un sitio particular es
1/V'), de forma tal que la concentracién inicial es ¢ = N/V. La probabilidad
de que ninguna de las particulas haya sido atrapada al tiempo t sera

Sx(t) = [1 - % /0 t dt’A(t’|x0)]N (7.3.7)

En el limite termodindmico (N — oo , V' — oo, N/V — ¢g) la proba-
bilidad de supervivencia del conjunto de particulas al tiempo ¢ estard dado
por

® = exp [co /Ot dt’ ZA(t'\XO)] (7.3.8)

Notar que el integrando en el exponente en la ecuacién (7.3.8) es la
integral de la tasa de reaccién dependiente del tiempo, R(t) = J; In[®(t)]
dada por

R(t) =co »_ A(t|xo) (7.3.9)

7.4. Caminata aleatoria evanescente con transicio-
nes a primeros vecinos
Supongamos una particula que realiza una caminata aleatoria de tiempo

continuo (CTRW) en una red unimensional infinita con saltos a primeros
vecinos. Supongamos una tasa de transiciéon independiente del tiempo tanto



7.4. RW UNIDIMENSIONAL EVANESCENTE 111

AD; A

n/g p Dd

O é) O - o O - O ES O
evanescencia difusién

Figura 7.1: Modelo de CTRW evanescente (ECTRW) unidimensional. La
particula difunde con una tasa de transicién dada por A, pudiendo desapa-
recer del sistema con una tasa de evanescencia 7.

para la difusién en la red dada por A\, como para la evanescencia 7, como se
muestra esquematicamente en la figura (7.1). La densidad de probabilidad
para el tiempo entre transiciones ' — x es

Po(; t)2") = N[palp.ari1 + Pibyar—1]e” ATM (7.4.1)

Luego, para este caso particular, la funcién de Green del proceso con
evanescencia estarda dado por

1 L |x—x0|
GE (w; ulwo) = I 7 -l ti)c (7.4.2)
2Rpty (u +n)R*(u + p) R
en la representacion de Laplace, donde

_ _ P

R, = \/papi R.=,/—
Pa
v (u+ )—# RE(u+n) = <1>2—1
0 TR = 2Rk (u+ 1)
M utn) = + — RM(u+n)
2R,y (u+ 1)

(7.4.3)
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Figura 7.2: Modelo de CTRW evanescente (ECTRW) unidimensional en
presencia de una trampa fija. Las particulas pueden desaparecer del sistema
con una tasa 7. Para el proceso de captura, se ubica una trampa en un sitio
particular de la red. Cuando la particula llega a la posicién de la trampa,
esta puede ser atrapada con una tasa de atrapamiento x o saltar a un sitio
vecino con una tasa .

Supongamos ahora una trampa imperfecta ubicada en un sitio particu-
lar de red z;. En la figura (7.2) se representa el atrapamiento como una
transicién de la particula al estado limbo [6], con una tasa de atrapamien-
to independientemente del tiempo «. La densidad de probabilidad para el
tiempo de absorcién (ADP) o atrapamiento estard dada por la siguiente
relacién

1 €-(u )75
A T1—T
LH2R, SRy R

Al (u|zg) = (7.4.4)

la cual es una expresion explicita para la APD, en la representacion de
Laplace, obtenida a través de la ecuacién (7.3.5), donde se ha evaluado la
ecuacién (7.3.4) en x = z7.

La tasa de reaccion dependiente del tiempo en la representacion L estd
dada, a través de la ecuacién (7.3.9) para el ejemplo de aplicacion, por

RE(w) = 0 2R, ARE (u + 1) (7.4.5)

By
Uy 2R, R:(u+7)
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Figura 7.3: Tasa de reacciéon como funcién del tiempo versus At. A es la
tasa de transicién entre sitios en CTRW. La figura a muestra la influencia
del sesgo en la CTRW. La figura b muestra los diferentes valores para la
cantidad 7/, donde 7 es la tasa de evanescencia.
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Figura 7.4: Fraccién de especie minoritaria F'(t) versus At. A es la tasa de
transicion entre sitios en la CTRW. Para las particulas inmortales, el limite
asintético es 1. En este caso, este valor esta reducido por la evanescencia.

La figura (7.3) muestra la tasa de reaccién R(t) obtenida para el modelo
evanescente en la ecuacién (7.2.9). Se puede apreciar en la figura (7.3 a)
que existe una pequena influencia del sesgo para tiempos intermedios. En
la figura (7.3 b) se muestra los efectos de la evanescencia. En el grafico
se observa una disminucién més acentuada de la tasa de reaccién con el
aumento de la tasa de evanescencia, como era de esperar.

La figura (7.4) presenta la gréfica de la funcién F(t) = 1 — ®(t) versus
At. La funcién F(t) puede ser interpretada como la fraccién del nimero
original de especies minoritarias (trampa) que han reaccionado al tiempo
t. A tiempos cortos, las curvas se agrupan segun el valor de concentracion,
mientras que para tiempos largos, este desarrollo no se observa debido a la
evanescencia.

7.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ha estudiado el problema de captura de una particula
que puede desaparecer durante su desplazamiento en presencia una trampa
fija ubicada en sitio arbitrario de red. El andlisis del modelo ha sido desarro-
llado a través de las caminatas aleatorias de tiempo continuo. Se ha analizado
la funcién de dos tiempos x.(¢,t') reescribiendo las cantidades de interés en
funcién de esta. Para el caso particular en que la tasa de evanescencia 7
es independiente del tiempo, se han obtenido expresiones analiticas exactas
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para la tasa de reaccién y la probabilidad de supervivencia (Probabilidad de
no reaccion) en la representacién de Laplace. A partir de estas cantidades, se
muestra que la evanescencia modifica a tiempos largos el comportamiento de
la probabilidad de supervivencia: la probabilidad de supervivencia no va a
cero para tiempos largos como en los modelos con atrapamiento. Consecuen-
temente, la fraccién de especie minoritaria no alcanza el valor asintético 1 a
tiempos largos. En este caso, el valor asintético depende de la concentracién
inicial de la especie mayoritaria y de la razén entre la tasa de transiciéon y
la tasa de evanescencia dada por /7.

Todos los valores incluidos en las graficas en la representacién temporal
fueron calculados numéricamente mediante el algoritmo LAPIN [26] para el
computo de la transformada inversa de Laplace






Capitulo 8

Conclusiones

Se presentan en este capitulo un resumen de lo expuesto en este escrito
y las conclusiones a que se llega. Los modelos formulados para procesos de
transporte y reaccion se plantean en el esquema de Caminatas Aleatorias de
Tiempo Continuo Multiestado (MCTRW). Podemos dividir la presentacién
en dos areas: transmision a través de medios fluctuantes y procesos de reac-
ciéon mediados por difusién.

En el Capitulo 4 se propuso un modelo para la transmisién a través de
medios fluctuantes de interés en diversas areas como cinética de reacciones
quimicas o difusién en proteinas. Se recurrié aqui al esquema de MTCRW en
un dominio finito en una red unidimensional limitado por barreras fluctuan-
tes que alternan entre un estado cerrado o reflectante y un estado abierto o
absorbente. Se calcul6 la probabilidad de transmisién para una particula que
atraviesa el dominio ingresando por un extremo del dominio y saliendo por
el extremo opuesto. Se evalud la dependencia de la probabilidad de trans-
misién con el sesgo del desplazamiento para distintos valores del cociente
entre la tasa de fluctuaciones de las barreras y la tasa de transiciones entre
sitios. Los resultados se han obtenido analiticamente en la representacién de
Laplace y por inversién numérica en el dominio temporal. Se definié la ga-
nancia en transmisién como el cociente entre la probabilidad de transmision
en presencia de las barreras y la correspondiente probabilidad en ausencia
de las mismas. Se encontrd aqui que la méxima ganancia se obtiene en au-
sencia de sesgo en la difusién. Podemos notar que este efecto se hace mas
pronunciado con la longitud del dominio, indicado por el niimero de sitios en
el dominio, como puede apreciarse en la figura 4.5. Se observa también que
para algunos valores del cociente entre tasas de fluctuacion y de transicion
no hay ganancia para un sesgo a la izquierda pronunciado. Este resultado
puede interpretarse en términos probabilisticos considerando que para tasas
de fluctuacion bajas en comparacién con la tasa de transiciones, al haber
un sesgo importante hacia el ingreso, en muchas realizaciones la particula
regresa al punto de partida encontrando la barrera abierta. A medida que
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aumenta la longitud del dominio la ganancia en transmisién tiende a un
valor asintético. Nuevamente encontramos que para sesgo hacia la izquierda
el valor asintético resulta menor que uno.

En los capitulos siguientes hemos considerado modelos de reaccién me-
diados por difusiéon con ambos reactivos moviles. Se ha considerado aqui
una generalizaciéon del problema usualmente tratado en la literatura don-
de se supone que una de las especies (la minoritaria en la mayoria de las
consideraciones) permanece fija en su sitio de red. Se ha supuesto aqui que
ambas especies difunden en una red homogénea infinita, con dos modelos de
reaccion: el denominado como trampa imperfecta, en el que se asume que
los tiempos caracteristicos de la difusiéon y de la reaccion son comparables,
y el denominado de trampa dindmica en el que el proceso de reaccién esta
mediado, ademads de la difusién, por la habilitacién de uno de los reactivos.
La principal magnitud calculada en estos modelos es la densidad de proba-
bilidad para el tiempo de reaccién. En el caso de trampa imperfecta, cuando
ambos reactivos se encuentran en un sitio de red, dos procesos entran en
competencia: la separacion de los reactivos, con la transiciéon de uno de ellos
a un sitio vecino y la reaccién de atrapamiento. Se han calculado la densidad
de probabilidad de atrapamiento y la tasa de reaccién locales en cada sitio
de red. A partir de estas funciones se calcularon la densidad de probabilidad
de atrapamiento y tasa de reaccién globales, es decir con independencia del
sitio en que se produzca la reaccién, encontrandose en coincidencia con los
resultados de la aproximacién de Smoluchovski. Al considerar la concentra-
cion de la especie mayoritaria, el modelo permite dos descripciones: desde
el sistema laboratorio y desde un sistema fijo a la trampa. En este tltimo se
recuperan los resultados ya conocidos dado que en este sistema los modelos
de trampa movil y trampa fija son equivalentes. En el sistema de labora-
torio se obtienen resultados que pueden considerarse mas realistas para la
extension de la zona de vaciamiento y la distancia al vecino més préximo. El
modelo para reaccion con dindmica de habilitacién se desarrollé de manera
similar. La diferencia radica en el proceso de atrapamiento cuando ambas
especies ocupan un mismo sitio de red. En este modelo uno de los reactivos
puede encontrarse en uno de dos estados: activo o inactivo. En este caso la
reacciéon puede ser inmediata en el encuentro de los reactivos si el estado
es el activo. Si el estado es inactivo entran en competencia los procesos de
activacion y de transicién entre sitios. Resultando asi encuentros que no dan
lugar a la reaccion. Se obtuvieron resultados analiticos en la representacion
de Fourier-Laplace y por inversién numérica en la representacion espacio
temporal. Se calcularon la densidad de probabilidad de atrapamiento y tasa
de reaccion locales y, por marginacién, las correspondientes probabilidades
globales. Se verifica en este caso también que los resultados globales son
coincidentes con los obtenidos con la aproximacion de Smoluchovski para el
modelo con dindmica de habilitacién.

Finalmente en el Capitulo 7 se considero el proceso de reaccién en un



nuevo esquema denominado de trampa evanescente. Este esquema incluye
la posibilidad de desaparicién de los reactivos sin que se produzca la reac-
cién. El proceso puede asociarse a modelos con los reactivos activados por
un proceso externo como activacién laser con un tiempo de estado activo
finito.

El trabajo desarrollado no agota los temas tratados y abre posibilidades
de trabajo futuro. Mencionamos asi la inclusién de dindmicas no markovia-
nas en los procesos de transporte. También resulta de interés la transmisién
a través de mas de un dominio finito. En los modelos de trampa activa
la dindmica de activacién se ha planteado como arbitraria. Resultard de
interés considerar modelos de activacién mas especificos como la difusion
de una tercera particula que active o inactive al reactivo como el caso de
neurotransmisores. En los modelos de trampa mévil se ha considerado una
concentracién inicial homogénea de la especie mayoritaria ain cuando se ha-
ya incorporado una probabilidad de transicién sesgada. Resultara de interés
considerar situaciones iniciales no homogéneas como pueden presentarse en
reactores. Se espera contribuir a desarrollos como los enunciados en futuros
trabajos.






Apéndice A

En este apéndice se encuentran las definiciones de las transformadas
integrales utilizadas [87].

A.1. Transformadas

A.1.1. Transformada de Fourier

Sea f(x) una funcién de variable real x, definimos la transformada de
Fourier f(z) en la forma

Flk) = / " ik flx)dz Yk € (—o0,400) (A.1.1)

— o0

v la correspondiente férmula de inversiéon o antitransformada

fl@) = — / = ek ) dk (A.1.2)

21 Joo

Las condiciones suficientes para la existencia de la transformada de Fou-
rier son

e f(x)y f'(x) deben ser funciones continuas a trozos en cualquier inter-
valo finito z € (=L, L).

° foo; |f(x)|dz < oo

f@h) + fz7)

> si x es un punto de disconti-

e f(x) es reemplazada por

nuidad.
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Transformada discreta de Fourier

Si la variable x toma N valores que son multiplos enteros del pardametro
de red a: x = na, con n = 0,1,.... N — 1y f(x) es una funcién periédica
(f(x +aN) = f(x)), definimos la Transformada Discreta de Fourier (DFT)
como

N-1
Flk)y =" e*ama f(na) (A.1.3)

n=0
donde k(q) toma los valores :0, —0, 227 (N —1)2% es decir k(q) =
onde k(q) toma los valores : VN AN aN,es ecir k(q) =

2T
— =0,1,....N — 1.
aNq Conq ) ) )

La férmula de inversién o antitransformada discreta es

N-1
flz) = N71Y " e * @ fk(q)) (A.1.4)
q=0
en el limite N — oo la ecuacién (A.1.4) toma la forma
a “ —ikz 7
f(z) = o e " f(k)dk (A.1.5)

a

La generalizacion de las relaciones (A.1.3) y (A.1.4) a funciones periédi-
cas en redes d-dimensionales ! es directa:

Fk) =" flas)e(es (A.1.6)

2
donde el vector k(q) toma los valores: k(q) = —;\T]q. Cada componente
a
del vector q = (q1, g2, .-, qq4) toma valores enteros entre cero y N — 1: ¢; =
0,..., N — 1. La férmula de inversion es

N-1

fr) =N~ ™I f(k(q)) (A.1.7)

q

en el limite N — oo la ecuacion (A.1.7) toma la forma

3

al [ PN
f(r) = (27r)d/_7r /_ e f(k)dk (A.1.8)

a

f(r),conr = ar y s = (s1,82,..84) ¥ 8; = 0,1,..., N — 1, es periédica en una red
hipercubica d-dimensional si: f(s1+ N, s2, ..., 84) =f(s1,82+ N, ..., 8d), ..., f(51, 82, ..., Sa +
N)
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A.1.2. Transformada de Laplace

Dada una funcién de la variable real ¢ definimos su transformada de
Laplace f(u) en la forma

fE= /OOO e f(t)dt (A.1.9)

donde u es la variable conjugada de t y toma valores en el plano complejo
C. Si la integral A.1.9 converge para u = ug (up € R ) es decir, si

. b _
1 uot
lim I, e ot f(t)dt,
b—o0

existe, entonces converge para todo u tal que R(u) > ug y la imagen es
una funcién analitica univaluada de u en el plano R(u) > ug.

Dada f*(u) podemos hallar su antitransformada f () mediante la expre-
sién )
_ 1 wo+iT  _ut pL
donde ug es elegido de tal forma que todos los puntos singulares de f
se ubican a la izquierda de la linea R(u) > ug del plano complejo.






Apéndice B

B.1. Relacion de conmutacion

Queremos mostrar que
Z Go(x;t|mo) * o (zo;ulz’) = Z Yo(x;t|ro) * Go(wo; ulz’) (B.1.1)
o xo
donde
Golz;tlzo) = Y to(w;tla’) « Go('s tao) + Gzayd(t — 0F) (B.1.2)

Aqui el simbolo % representa el producto de convolucién temporal entre dos
funciones!

Reemplazando la ecuacién (B.1.2) en la relacién (B.1.1), en la represen-
tacién de Laplace?, obtenemos

Z Go(z; ulzo)o(zo; ulz') = Z

Zo Zo

O o + Z Yo(x; ule”)Go(a"; U\l‘o)] Yo(wo; ulz")

CU”

= Yo (xo; ulz) + Z Yo(x;ulr”)Go(2"; ulzo) o (zo; ulz’)

zo,z"

Z Go(x//; u|l‘0)1/10(x0; U|$/) + (535//735/]

zo

= Z¢0(x; ulz")
: (B.1.3)

La relacién entre corchetes en el miembro derecho de (B.1.3) corresponde
la relacién de recurrencia para la funcién de Green, verificandose de esta
manera la relacién de conmutacion.

'El producto de convolucién temporal entre dos funciones se define como f(t) % g(t) =

Joat' fie—t)g(t).
2Ver Apéndice A
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B.2. Solucién del problema homogéneo

La funcién de Green para una RW unidimensional con saltos a primeros
vecinos estd dada por la ecuacién (2.1.30)

Go(w; t‘.%'()) = Z )‘ei)\t [pddac,zq»l + piém,:p’fl] *GO(xl; t’x0)+5m,zod(t_0+)

La cual puede ser resuelta tomando transformada de Laplace en la varia-
ble temporal y transformada de Fourier en la variable espacial, obteniendo

eikxo

Gl (k; = A . : B.2.1
La antitransformada de Fourier para la ecuacién (B.2.1) es
+ )\) T eikxo
GL(z: _ (u / dk . . B.2.2
0 (3 ulzo) 2w —x U+ X — A(pge* + pie~ik) ( )
realizando el cambio de variable Z = e** obtenemos
+ X [ dZ VA
GE(x; =it f 2 B.2.3
O(xvu’x()) 20 )\Pd (Z—Z+)(Z_ —Z) ( )
donde
1 [u+ X u+ A\
Jy = — + -1 B.2.4
7 R. | 2AR, <2ARP> (B2.4)
con
R, = \/papi , Rc.= ]pT; (B.2.5)

utilizando el Teorema de los residuos [88] y el circuito propuesto por
Haus y Kehr [19] obtenemos

. - 1 éL(u)\x—x(ﬂ
G (a5 ulzg) = SRRl (w)  RE (B.2.6)
donde
A 1 2
vy () = — RL(U)Z\/ - 1
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B.3. Meétodo de inhomogeneidad local generaliza-
do a dos sitios de red
A continuacién se realiza una extension de los resultados obtenidos del
método de inhomogeneidad local dados en la seccién 3.2 para el caso parti-
cular de dos sitios de red: z, y xp.

La densidad de probabilidad de arribo generalizada a los sitios x4 v oy
estard dada por

Gi(w;ulzo) = Golx; ulwg)+

+[Z Gy(z; U’xa)w1($,5 U’xa) — Gy(z;ulra) + 5m,ma]Ga+

+[D_ Gilasuley)yr (' ulay) — Gi(w; ulay) + 02.0,] G

(B.3.1)
donde
G. — CopGi(Ta; u|z0) — CanGi(Tp; ulTo)
a CaaCb - Cabea
G CbbGt(ma;u|xOS — CapG(mp; ulzo) (B.3.2)
b CaaCbb - Cabcba
con
Cri = Go(wk; ulzr) =Y Go(wk, ulz)ir (w; ulwy) (B.3.3)

Y1 (z;ulz’) es la densidad de probabilidad para el tiempo de transiciones
descripta en la seccién 3.3 y Go(z; ulzg) la densidad de probabilidad para el
arribo de la particula para el problema monoestado.

Si suponemos dos trampas perfectas en los sitios z, = 1y o = n+ 1
podemos reescribir la ecuacién (B.3.1) evaluada en x, = n+1 de la siguiente
manera

oL 1. _ GE(0;u|0)GE(n + 1;ulx) — GE(n + 1;u|20) GE (0; ulz)
¢ (n+ 1;ulzo) (0. L ) (0. L )
Gy (05 ulzo)Gy(n + Lyuln 4+ 1) — Gy (0;uln + 1)Gy (n + 1;1|0)

(B.3.4)
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B.4. Problema homogéneo multiestado

La matriz de transicién para el problema homogéno multiestado esta
dada por la matriz de Hopping

0 _ w0<x;t|$,) (ba(t) fac(t) \I’O(x§t‘x,)
Hiso = ( Fealt) Vol tl’) Yolastla’) elt) ) (B.41)
con
"iﬂo(él?; t’w,) - [pd(sm,m’+1 + pi(sx,z’—l])\eiAt \II(x, t‘l'/) = ei)\t
(B.4.2)
fii(t) = pje= 1! ¢j(t) = e7H!

La funcién de Green del problema homogéneo multiestado queda deter-
minada en la representacién de Fourier-Laplace por

G (ks ulzo) = [T — HO(k; ufag)] e w0 (B.4.3)
donde
1-— )\ﬁ(k) He
U+ A+ pe u+ A+ pe
I — HOk;ulzg)] L = AT (B.4.4)
Ha 1 — Ap(k)
U+ A+ g U+ AN+ pq
con
_ + N (u+ A+ p)
A-1 = (u 1— 1—
(’U,—l— by +,Ufa)(u+ )‘+/~Lc)< pw)( P¢+)
1= Xp(k) 1 —Ap(k) (B.4.5)
PO= T P = T+

p(k) = pae®* + pie~*

La solucién en el espacio de Laplace viene dada por

o — L (@l gl i)
Ruteston) = ety ( Shonien oEteuon) ) @49
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donde
L |x—:pol L |$—£l?0‘
b (u+p) =u+A+p gk (w3 ulwo) = RO | & Ol 0
R R,
w20+ A\ w4 2+ A
p— —_— _— 1 - —_—
R, (u) \/ ( s ) o) = R R
(B.4.7)

B.5. Inhomogeneidad local para proceso multies-
tado

Sea

G, io (T ulTo) = Z (z;ulz’) Elo(x/;u|x0) + 94490z 20 (B.5.1)

la funcién de Green para el problema multiestado inhomogéneo en el es-
pacio de Laplace, donde H 1 (x u|z’) es la matriz de Hopping o matriz de
transicion.

La densidad de probabilidad de arribo generalizada a los sitios x, v xp
estard dada por

Gt . (x,ulzg) = ZHIIJ z;ulz') jm(:l: u|o) + 04Oz 0

1,30

_ ZH z;ul2 )G, (2 ulzo) + 64ig Oz w0+
(B.5.2)
+Z (25 ulza) — HY (23 u]20)]GY i, (2a3 ulzo) +

+ Z (x; u|zp) ng(ac; ulay)|GY i, (s ulwo).

donde HY la matriz de transicién para el problema homogéneo multiestado.

Si definimos

Xi,j(x;u|$/) (25 ula’) ZG xyu|z;)H, ( )(ﬂci;ulm’) (B.5.3)

l,x;
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entonces

G} i (as ulwo) = ZZ:XZZI(%; ulza)|GY i (was ulzo) — %:Xz,k(%;u\iﬂb)Gi,io (zp; ulxo)]

Gl o (mviulmo) = 32 xi ) (o, ) [GY ) (s ulwo) — 3 xu g (wn; ulwa) G, 4, (%a; ulo)]
l k

(B.5.4)

obteniendo
Gl (was ulmo) = Sk (was ulzy)GY (Ta; ulao) + R (wn; ulay) G (b ulzo)
G (wos ulzo) = Siik (was ule) G, (wa; ulmo) + Ry (wy; ulas) GL, (wn; ulao)

(B.5.5)

con las siguientes definiciones

Riio (v; ul) = Xiio (@05 ulp) — Xivio (x5 ulw0) X; b (T3 U|a) Xiig (Ta; ulzp)

Siio (@03 Ul Tb) = Xisio (Tas wl2s) = Xiio (Tai ulTa)X; o (X5 ulTa) Xiio (To; uls)
(B.5.6)

La funcién del Green estara dada entonces por

Gt

1,20

(z, ulwo) = G (x, ulzo) + [os,0, — Xijio (Ta, ulz0)] GY ;) (Ta, ulzo)+
+ [Iéw,ﬂﬁb — Xiio (b, ulzo)] Gg,io (b, ulz0)
(B.5.7)

B.6. Resolucién de la relacion de recurrencia para
el proceso de reaccién para trampa movil

La funcién de Green para el problema con atrapamiento es

Gt(X, y; t‘x07 YO) = 5X,X05y7y0 + Z w(xv Yy t‘xlv y/) * Gt(X/, y/; ZL/|X07 yO)
Xl,yl

(B.6.1)

Sea la siguiente relacién
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Y Golxa,y1;ul¥,y)Gi(¥,¥'s ulxo, yo) = Go(x1, y1; ulx0, yo)+

! !
x?y

Z Z GO(Xla Yi1; u’X7 Y)¢(Xa Y3 u‘xla y/)Gt(le yl; U|X07 yO)
x,y x'y’

(B.6.2)
donde Gg es la funcién de Green del problema homogéneo definido en el
Capitulo 2.

Teniendo en cuenta la relacién (5.3.7) y el método de inhomogeneidad
local [21, 22, 23], podemos reescribir el segundo miembro de la derecha en
la relacién (B.6.2) de la siguiente manera

Z Z GO(XLY1;U‘X73’)¢(X73’§ U|X/7yI)Gt(X/7y/; u’X07yO) =

X,y leyl

Z Z GO(X17 Y1, ’U,‘X, Y)ip()(x, Y; u|xI7 y/)Gt(X/7 y/; U’XO, y0)+

Xy xlvyl

Z Z GO(X17 yi1; ’U,‘X, Y) [¢1 (X7 y; U’X/, yl) - wO(Xa y; U|X/, yl)} Gt(xI7 y/; ’LL‘X(), yO)
xy Xl7yl

(B.6.3)

Si el atrapamiento es imperfecto, usando la relacién de recurrencia (B.1.1)
y la relacién (B.6.2) obtenemos

GE(x,y;ulx0,y0) = G (x,y;ul%0,yo0) + 02 4&E (u + N)GF (%, y; ulx0, o) —
=) by & (u+ NG (%, y5ulx, y ) GE (X, Y5 ulxo, yo)
x/7y/

(B.6.4)
donde hemos usado que

1/}1 (X7 y; U’Xl, X/) - ¢0<X7 y; U’X,, X/) = _éT(u + A)wo(xa y; U"X/7 X,) (B65)
donde &, es la dada en la definicién Definicién 3.2.

Si el atrapamiento es perfecto, entonces 1 (x,x’;t) = 0. A partir de este
supuesto, utilizando la relacién de recurrencia (B.1.1) y la relacién (B.6.2)
obtenemos
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Gi(x,y;ulx0,y0) = Go(X,y; u|x0,¥0) + 0xy Gt (X, y; u|X0, yo)—

- Z 5x’,y’G0(X7 Yy, ’LL’X/, y/)Gt(X/7 y/; U|X0, yO)

x/7y/
(B.6.6)
B.7. Calculo de las integrales auxiliares
B.7.1. Proceso de reaccién
Sea
GL(ka, kr;ulx0,y0) = G (ka, kr;ulx0,y0)—
(B.7.1)

 df(ka,kriu)
1 — 9§ (ka, kr; u)
la funcién de Green para el problema de reaccion definida en la ecuacion
(5.3.12). Aqui se ha utilizado la siguiente definicién para la intregral auxiliar

L (u + N E, (k; ulx0, yo)

E (k B 27 dd(p .
r 7U‘X0,y0) - (QW)dGT(SO’k_ QO,U|X0,Y()) (B72)
0

Reemplazando la ecuacién (B.7.1) en (B.7.2)

d

R 2w d R
Ek(k;ulxo,y0) = / sDdGoL(% k — ¢;ulxo,yo0)—
o (2m)

- /2” dlp k(e k- pu)
o (M1 —f (0. k — pu)

L (u+ N E, (k; ulxo, yo)
(B.7.3)

haciendo uso de la relacién (5.2.4) obtenemos

~

E’I‘(k7 ’U,‘XO, yO) =

2r qd L A
L o Pylo,k—iu)
1Jrfr(u+A)/0 (2m)? 1 — (o, k — p3u)

/27r ddSO elxo ei(k—go)yo
0

(™)1 — (o, k — pyu)
(B.7.4)



B.7. CALCULO DE LAS INTEGRALES AUXILIARES 133

Finalmente

e®yo [ (k; u|xo,yo)

EX(k; ulxo, yo) = B.7.5
Flauboyo) = g N e Vi) BT
donde se ha definido la integral auxiliar I(k;u|xg,yo) como
Hkal /27r /27r ddep ete(xo—yo) (B.7.6)
;ulx0,¥o0) .7.6
11— ke, k- piu)
B.7.2. Tiempo del primer encuentro
Sea
Gp(x,y, ulx0,yo0) = Go(x,y; ulx0,y0) + dx,yGp(X, y; ux0, yo)—
— Y Sy Golx,y, ulx', ¥ )Gy(X,y'; ulxo0, yo)
xl7yl
(B.7.7)

la funcién de Green para el problema del primer encuentro definida en
la ecuacién (5.3.12). De la misma manera que en la seccién anterior, reem-

plazando (B.7.7) en (B.7.2) y haciendo uso de la relacién (5.2.2), finalmente
obtenemos

—_

kyo 1 (K; u[X0 — ¥o)
B (k; — ¢kyo 1T B.7.8
p ( 7u\x0,y0) € I(k,u|0) ( )
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