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Resumen

En la presente tesis se implementa el esquema Total Variation Diminishing (TVD) intro-

ducido por Harten y generalizado por Yee, para la obtención de la solución numérica de

las ecuaciones de Euler unidimensionales y bidimensionales, considerando que el gas se

encuentra en equilibrio termoquímico. En el contexto del esquema de Harten Yee se ha

implementado una metodología adaptiva de introducción de las funciones limitadoras en

cada onda del problema local de Riemann. Esta técnica introduce la función limitadora

conocida como superbee en las familias de ondas linealmente degeneradas únicamente en

las regiones del dominio donde la intensidad de éstas es mayor a las ondas del campo

genuinamente no lineal, bajo un criterio de comparación. En caso contrario se utiliza la

función limitadora minmod en todas las ondas. De esta manera se busca mejorar la reso-

lución numérica de discontinuidades de contacto evitando la tendencia a la aparición de

oscilaciones no físicas y pérdida de robustez a que dan lugar generalmente la utilización

de funciones limitadoras compresivas.

Las propiedades en el equilibrio químico del gas se obtienen mediante un algorit-

mo de minimización de la energía libre de Gibbs. Debido al alto costo computacional

que representa el cálculo directo del equilibrio químico en el contexto de un esquema

fluidodinámico, se utiliza un proceso de interpolación de los valores de las propiedades

termodinámicas previamente almacenados en una base de datos.

Se presentan resultados en problemas de Riemann unidimensionales con condiciones

de alta entalpía especialmente diseñados para gases en equilibrio químico, en los cuales

a su vez se comparan la técnica adaptiva con otras dos variantes del esquema TVD de

Harten Yee: la primera, que utiliza la función limitadora minmod en todas las ondas

y la segunda que utiliza la función limitadora superbee en las ondas linealmente dege-

neradas en todo el dominio. Utilizando las mismas condiciones que en los problemas

unidimensionales se presentan resultados transitorios bidimensionales correspondientes

a problemas de Riemann con simetría cilíndrica. Finalmente, el esquema desarrollado

es aplicado para la solución del flujo estacionario bidimensional en regimen hipersónico

sobre configuraciones de interés aeroespacial: cuerpos romos. En todos los casos men-

cionados se discuten y analizan las diferencias existentes entre los resultados obtenidos

mediante las tres variantes de introducción de funciones limitadoras en el esquema de

Harten Yee mencionadas.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCION

El estudio del flujo de gases sobre cuerpos a velocidades altamente superiores a la

velocidad del sonido, presenta grandes desafíos debido a la presencia de fenómenos físicos

que se manifiestan en una amplia diversidad de formas: fuertes ondas de choque, cambios

en la composición química e ionización del gas, crecimiento de la capa límite, turbulencia

y radiación térmica, entre otros. Estos fenómenos interaccionan fuertemente entre sí,

aumentando la complejidad del problema. Debido a las particularidades mencionadas es

que este tipo de flujos se denominan bajo la categoría especial de flujos hipersónicos o de

alta entalpía 1, para diferenciarlos de los flujos cuya velocidad es levemente superior a la

del sonido, e.g., flujos supersónicos. No existe sin embargo, un límite preciso entre ambas

categorías, aunque la experiencia ha asumido que un flujo puede comenzar a considerarse

hipersónico cuando su número de Mach2 es aproximadamente mayor a 5 [1].

Todo vehículo espacial que reingresa en la atmósfera terrestre experimenta en su

trayectoria regiones donde el flujo incidente es hipersónico. La capacidad de predecir

en forma precisa tanto la transferencia de calor como las fuerzas aerodinámicas sobre

vehículos espaciales en este régimen de vuelo, es un aspecto crucial tanto en el diseño de

sistemas de protección térmica, como en el de sistemas de control aerodinámicos eficien-

tes. Este y otros desafíos son abordados por la disciplina conocida como aerodinámica

hipersónica y constituyen una de las principales motivaciones para el estudio de este

tipo de flujos.

Una característica notable del flujo hipersónico es la alta energía cinética involucrada

y como ésta es transferida a los modos de energía térmica cuando el fluido encuentra

1Los flujos de alta entalpía incluyen a los flujos compresibles a velocidades arbitrarias bajo condicio-
nes de alta temperatura.

2Mach = u
c

donde u es la velocidad local del fluido y c es la velocidad del sonido
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la superficie de un cuerpo, elevando abruptamente la temperatura sobre el mismo. Por

ejemplo, la temperatura sobre la superficie del cohete Apollo a Mach 36 puede llegar a

ser del orden de los 11000 K, que es aproximadamente dos veces la temperatura sobre la

superficie del Sol [1]. A estas altas temperaturas ocurre la disociación e incluso ionización

de las especies que componen el gas, provocando la modificación de sus propiedades

termodinámicas. Si la velocidad de las partículas de fluido es tal que puede considerarse

que ésta es despreciable en comparación a la velocidad que toman lugar las reacciones

químicas entonces se dice que se asumen las hipótesis de equilibrio termoquímico. Por

otra parte si la velocidad del fluido es comparable a las de las reacciones químicas,

entonces se dice que el flujo se encuentra en no equilibrio químico. Estos fenómenos de

cambios en la estructura química causados por la transferencia de energía a los modos

de energías interna se denominan efectos de alta temperatura. La no inclusión de estos

efectos en el cálculo de flujos hipersónicos, es decir cuando se mantienen las hipótesis de

gas calórico perfecto, da lugar a una gran sobre estimación de la temperatura sobre la

superficie de cuerpos [1].

Otra característica de los flujos hipersónicos es la así llamada interacción viscosa.

Este fenómeno consiste básicamente en el aumento del espesor de la capa límite sobre

el cuerpo, debido al aumento del coeficiente de viscosidad causado por las altas tempe-

raturas presentes en la capa límite. Este mayor espesor cambia la forma que la región

invíscida del flujo “ve” del cuerpo, la cual retroalimenta a su vez el crecimiento de la

capa límite. Además, la onda de choque que se forma delante del cuerpo se encuentra

más cerca del mismo en flujo hipersónico pudiendo ser la distancia de separación del

orden del espesor de la capa límite, provocando por consiguiente una interacción entre

la onda de choque y la capa límite que no se encuentra en flujos supersónicos. Es de

notar que este fenómeno es de importancia crítica en la predicción correcta de las fuerzas

aerodinámicas sobre cuerpos [1].

Otros fenómenos tales como los efectos de radiación térmica o de los efectos de gas

rarificado [10] han ido aumentando su relativa importancia a medida que novedosos

diseños y desafiantes trayectorias de vuelo son afrontados, tales como lo constituye por

ejemplo el caso de la exploración a Marte [17].

Los fenómenos físicos hasta aquí descritos dan cuenta de la complejidad de la ae-

rodinámica hipersónica. Debido a los grandes costos que presenta el diseño basado en

pruebas experimentales e incluso la imposibilidad de realizar los mismos es que la disci-

plina de la dinámica de fluidos computacional ha cumplido y cumple un rol esencial en

la predicción de flujos hipersónicos.
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Las hipótesis físicas asumidas durante su desarrollo es una condición determinante

para la capacidad de predicción y rango de aplicación de un esquema númerico. En

una primera instancia, todo esquema de flujo compresible comienza con la resolución

del sistema de ecuaciones de flujo invíscido, las ecuaciones de Euler, asumiendo un gas

calórico perfecto. En la solución numérica precisa de este sistema se enfoca gran parte

de la investigación en el desarrollo y prueba de nuevos algoritmos. Es ampliamente

conocido que la capacidad de predecir en forma precisa el flujo invíscido es una condición

indispensable para obtener soluciones confiables cuando son incluídos efectos viscosos,

es decir cuando se considera el sistema de las ecuaciones de Navier Stokes debido a que

generalmente se aplican a este último extensiones directas del esquema aplicado a flujo

invíscido [20].

La inclusión de cambios en la composición química presenta a su vez otros desafíos

numéricos. En el caso de considerar gas en equilibrio químico, gran parte de las técnicas

desarrolladas en flujo invíscido deben ser apropiadamente generalizadas, ya que estas

muchas veces asumen en su formulación un gas calórico perfecto [3, 7, 12, 14]. En ciertas

regiones de la trayectoria de un vehículo espacial las condiciones son tales que la veloci-

dad de las reacciones químicas es comparable a la velocidad del flujo por lo tanto deben

introducirse las hipótesis de reacciones químicas en no equilibrio, o de tasa finita. En este

caso deben adicionarse al sistema original ecuaciones correspondientes a la conservación

de la masa de cada especie química, además de términos fuentes que tienen en cuenta la

tasa de producción de las reacciones. Estos nuevos términos, y al igual que sucede con

los términos viscosos, introducen nuevas escalas temporales en el flujo, de varios ordenes

de magnitud menores que las escalas temporales del flujo invíscido, lo cual hace inefi-

cientes de aplicar a los métodos de integración temporal explícitos, debiendose recurrir

a métodos implícitos que aumentan los requerimientos de capacidad computacional [16].

Dentro de este contexto, el objetivo principal de esta tesis es la implementación de

un esquema numérico con el objetivo de resolver en forma robusta y precisa las ecuacio-

nes de Euler unidimensionales y bidimensionales considerando que el gas se encuentra

en equilibrio químico. Esta última hipótesis permite obtener predicciones más realistas

del campo de movimiento sobre cuerpos en régimen hipersónico, particularmente en el

cálculo de la temperatura sobre la superficie.

A continuación se presenta una breve exposición de los principales métodos utiliza-

dos en flujos compresibles invíscidos para luego introducir el esquema numérico que es

utilizado en esta tesis.
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1.1 Breve reseña de esquemas numéricos aplicados a las ecua-

ciones de Euler

En sistemas de ecuaciones hiperbólicos como el de Euler, la información física es

transportada a través de las denominadas ondas características. Es de interés entonces

que un método numérico aplicado a este tipo de sistemas posea algún mecanismo que

capte esta dirección de propagación de la información. Este mecanismo es conocido con el

nombre de “upwinding”. Otra característica deseable es la conservación, ya que asegura

que no exista creación o destrucción de masa, momento y energía dentro del dominio

considerado, de especial interés en la captura de discontinuidades. Una forma de obtener

numéricamente ambas características es mediante la discretización en volúmenes finitos

(FV). Esta técnica consiste en subdividir el dominio de interés en celdas que definen un

volumen de control euleriano del fluido. En cada celda se plantea la forma integral de las

leyes de conservación y la interacción del fluido entre celdas ocurre en los contornos de

las mismas, a través del flujo numérico definido en estas interfaces. Es en la definición

de este flujo numérico donde son introducidas las condiciones físicas del “upwinding”.

Uno de los métodos conservativos seminales cuyos principios sirvieron de inspiración

para el desarrollo de una innumerable cantidad de posteriores técnicas, lo constituye el

método de Godunov [6]. En éste, se resuelve en forma exacta el problema de Riemann2

en la interface entre dos celdas, y luego la solución obtenida sobre la interface es utili-

zada para evaluar el flujo numérico en la misma y actualizar el estado en cada celda.

Debido al alto costo computacional que representa la obtención de la solución exacta del

problema de Riemann, han sido propuestas diferentes maneras de linealizar el problema

y utilizar luego la solución del problema linealizado, en el conjunto de técnicas conocidas

como “Riemann solvers” o tambien agrupados bajo la denominación de “Flux Difference

Splitting” [4, 15, 18]. Entre los solvers de Riemann, uno de los más exitosos ha sido el

solver de Riemann de Roe [18]. Esto se debe a que introduce una mínima cantidad de

disipación numérica en la implementación del “upwinding” e incluso resuelve en forma

exacta discontinuidades aisladas. Una de las desventajas de este solver es que captura

expansiones transónicas como choques que violan la condición de entropía, debiendo

utilizarse correctores de entropía “entropy fix” [9] para forzar la convergencia a la so-

lución física. Otro tipo de técnicas que sólo mencionaremos y que no utilizan un solver

de Riemann para obtener el flujo en la interface lo constituyen la familia de esquemas

2El problema de Riemann es el problema de dos estados de fluido separados por una interface, veáse
sección §2.4
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“Flux Corrected Transport” [2] y las técnicas de “Flux Vector Splitting” [19] entre las

más conocidas que han tenido aplicación en el cálculo de flujos hipersónicos [24].

Todos los esquemas hasta aquí mencionados se reducen a esquemas monótonos linea-

les cuando son aplicados a la ecuación de advección escalar y por lo tanto de acuerdo

al teorema de Godunov [6] son a lo sumo de primer orden de precisión. Un problema

clásico de los esquemas de segundo orden de precisión tales como la familia de esquemas

de Lax-Wendroff [11] es que introducen oscilaciones no físicas en la cercanía de disconti-

nuidades. Uno de los primeros estudios orientados a obtener segundo orden de precisión

sin introducir oscilaciones lo constituye la serie de trabajos de van Leer [21, 22]. En

este, el segundo orden es obtenido a partir de una reconstrucción lineal de las variables

primitivas dentro de cada celda, que permite determinar los estados adyacentes a la

interface entre celdas para luego obtener el flujo numérico por alguno de los métodos de

primer orden conocidos. En la cercanía de discontinuidades se aplica una limitación a

la reconstrucción lineal de forma de evitar la aparición de oscilaciones. Esta familia de

esquemas se conoce como esquemas MUSCL [22] y en conjunto con los mencionados flu-

jos de primer orden han sido extensivamente utilizados en el cálculo de flujo hipersónico

[28].

En 1983, Harten [8] , introduce una nueva familia de esquemas de segundo orden

conocidos como de Variación Total Disminuída (TVD). Este tipo de esquemas imita

en forma discreta la propiedad de disminución de la variación total inherente de la

ecuación de advección escalar. De esta forma se asegura que el esquema no introduce

oscilaciones espurias en la solución. El segundo orden de precisión es obtenido a través de

la introducción de un término no lineal de segundo orden que se adiciona al flujo original.

Este término no lineal se conoce como función limitadora del flujo. La extensión del

esquema a sistemas no lineales hiperbólicos se consigue a través de las mismas técnicas

de linealización utilizadas en los solvers de Riemann. En una serie posterior de trabajos

Yee [25, 26, 27, 28, 29] extiende y generaliza el esquema de Harten para incluir una familia

más amplia de funciones limitadoras, y muestra la robustez y precisión del método en

la predicción numérica de flujos en régimen hipersónico.

En la presente tesis se utiliza el esquema TVD de Harten, generalizado por Yee, que

denominamos como esquema de Harten-Yee para la obtención de la solución numérica

de las ecuaciones de Euler 1D y 2D considerando que el gas se encuentra en equilibrio

químico. La linealización del esquema se realiza mediante el estado promedio de Roe [18]

generalizado para tratar gases con una ecuación de estado arbitraria por Vinokur [23].

Dentro del contexto del esquema de Harten-Yee es conocido que funciones limitadoras
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que introducen mayor viscosidad numérica tal como la llamada función minmod [8], si

bien proveen robustez y precisión en la captura de ondas de choque, disminuyen la pre-

cisión en la captura de discontinuidades de contacto. Por otro lado, funciones altamente

compresivas que introducen menor viscosidad numérica, tal como la denominada fun-

ción superbee [18], aumentan la precisión en discontinuidades de contacto, presentando

la desventaja de introducir oscilaciones y perdida de robustez, además de disminuir la

tasa de convergencia en soluciones estacionarias. Estas funciones limitadoras pueden ser

aplicadas en forma independiente a cada una de las ondas características que resultan

de la linealización local del problema de Riemann. En el caso de las ecuaciones de Eu-

ler bidimensionales existen un total de cuatro ondas característica. De estas, dos ondas

pertenecen a familias de ondas genuinamente no lineales, asociadas a ondas de choque y

expansiones y las restantes a ondas linealmente degeneradas asociadas a discontinuida-

des de contacto. En la técnica de aplicación adaptiva de funciones limitadoras propuesta

por investigadores de la UNC [5] se utiliza la función compresiva superbee en el campo

de ondas linealmente degenerado sólo cuando la intensidad de estas ondas es mayor a

las ondas genuinamente no lineales, bajo un criterio de comparación. En caso contrario

se utiliza la función minmod en todas las ondas. Esta técnica ha mostrado aumentar

la precisión de discontinuidades de contacto sin disminuir la robustez del esquema en

flujos supersónicos e hipersónicos en el que se han asumido las hipótesis de gas calórico

perfecto.

Un objetivo particular de esta tesis extender la mencionada técnica al caso de gas

en equilibrio químico. Es de interés además utilizar en esta oportunidad el esquema de

Harten Yee en su formulación original sobre mallas estructuradas, en contraposición a

la adaptación del esquema de Harten Yee multidimensional en volumenes finitos sobre

mallas no estructuradas propuesta en [5], de manera de que la nueva técnica pueda ser

comparada en una forma más consistente.

1.2 Organización de la tesis

En el Capítulo 2 son introducidas las principales propiedades y definiciones pertinen-

tes a sistemas hiperbólicos que son utilizadas extensivamente a lo largo de esta tesis, tales

como por ejemplo ondas de choque, discontinuidades de contacto, ondas de expansión,

condición de entropía, problema de Riemann, entre otras.

En el Capítulo 3 las propiedades de sistemas hiperbólicos descriptas en el Capítulo

2 son aplicadas al caso particular del sistema de ecuaciones de Euler. Además se busca

6



introducir la generalización de este sistema cuando la ecuación de estado del gas con-

siderado es arbitraria, presentando las hipótesis que son asumidas sobre la ecuación de

estado. Es común que dicha generalización no sea tratada en libros introductorios sobre

la materia, en los cuales se asume usualmente un gas calórico perfecto.

En el Capítulo 4 se desarrollan el problema del cálculo de las propiedades termodi-

námicas en el equilibrio químico. Son tratadas primero las definiciones y la derivación

de las ecuaciones, los algoritmos propuestos para su solución, y finalmente las técnicas

utilizadas para su implementación computacional en el contexto de códigos de cálculo

fluidodinámico.

En el Capítulo 5 se presenta el esquema numérico utilizado en esta tesis. Se intro-

duce la definición de los esquemas TVD, para luego pasar a la derivación original del

esquema de Harten. Se introduce posteriormente la generalización de Yee, y su exten-

sión a sistemas hiperbólicos no lineales mediante la linealización local del problema de

Riemann. Se brinda una descripción del estado promedio de Roe generalizado al caso

de gases con una ecuación de estado arbitraria. Finalmente se explícita la extensión del

esquema a multidimensiones en mallas estructuradas, y se discuten tópicos tales como

la integración temporal, la implementación de condiciones de contorno y la obtención

del paso de tiempo admisible, entre otros.

En el Capítulo 6 se presentan y discuten los resultados obtenidos. Primero se estudia

el esquema aplicado a problemas unidimensionales. En particular, se presentan un total

de cinco problemas de Riemann especialmente diseñados para observar efectos del gas

en equilibrio químico [13], cuya solución numérica es comparada con soluciones exactas.

Se compara a su vez la técnica de introducción adaptiva de funciones limitadoras con el

esquema de Yee original. En una segunda parte se presentan los resultados obtenidos en

casos bidimensionales. Se presentan resultados obtenidos para problemas de Riemann

con simetría cilíndrica empleando las mismas condiciones iniciales utilizadas en los pro-

blemas unidimensionales. Finalmente se presentan resultados sobre configuraciones de

interés aeroespacial. Estos corresponden al flujo estacionario hipersónico sobre “blunt

bodies” a diferentes números de Mach y altura en la atmósfera terrestre. Se muestran las

diferencias obtenidas en el cálculo cuando se considera gas calórico perfecto y cuando

es considerado equilibrio químico. Se estudia además la influencia en los resultados de

la introducción de las funciones limitadoras en forma adaptiva haciendo especial énfasis

en la calidad de la solución obtenida y las propiedades de convergencia.

Finalmente, en el Capítulo 7 se presentan las conclusiones obtenidas a partir del

trabajo desarrollado en esta tesis y se discuten las posibles líneas de trabajo futuro.
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CAPÍTULO 2

SISTEMAS DE ECUACIONES HIPERBOLICOS

2.1 Leyes de conservación

Considérese un dominio abierto fijo Ω ⊂ R
d definido en un espacio d dimensional

con contorno ∂Ω. Sea u(t, x) la densidad volumétrica de una magnitud û(t, x), que

suponemos función del tiempo t y de la posición espacial x ∈ Ω. La ley de conservación

de la magnitud û(t, x) contenida en Ω, expresa la tasa de cambio temporal de esa

magnitud dentro del dominio y puede ser escrita como

d

dt

∫

Ω

udΩ = −
∮

∂Ω

f · ndS (2.1)

donde f = [f1, . . . , fd] es el flujo de û por unidad de superficie a través del contorno

∂Ω en las direcciones espaciales x = [x1, . . . , xd] respectivamente y donde n ∈ R
d es el

versor normal al contorno en la dirección saliente del dominio, de allí el signo (−) en el

lado derecho de (2.1).

Si las derivadas parciales de u y f son continuas, la ley de conservación puede ser

escrita en la forma diferencial
∂u

∂t
+ ∇ · f = 0 (2.2)

donde ∇ =
[

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xd

]

es el operador gradiente espacial.

Considérese ahora un sistema formado por m leyes de conservación, las cuales para

cada magnitud ûi pueden ser escritas como

∂ui

∂t
+ ∇ · f (i)(u1, . . . , um) = 0, i = 1, . . . , m
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donde f (i) =
[

f
(i)
1 , . . . , f

(i)
d

]

.

Este sistema de m leyes de conservación escrito en forma compacta resulta en:

∂u

∂t
+ ∇ · F (u) = 0 (2.3a)

donde

u =





















u1

u2

...

um





















, F (u) = [f1 · · · fd] , fj =





















f
(1)
j

f
(2)
j

...

f
(m)
j





















(2.3b)

u se denomina vector de variables conservativas o bien vector de estado, y fj = fj(u) es

el vector de flujo en la dirección xj del sistema. Se considera que el operador divergencia

∇· aplicado a matrices actúa en forma independiente sobre cada una de las filas de la

matriz.

Si ahora se utiliza la derivación en cadena de F(u) en (2.3a) se llega a la que se

conoce como forma cuasi lineal del sistema de leyes de conservación:

∂u

∂t
+

d
∑

j=1

Aj

∂u

∂xj

= 0 (2.4a)

donde Aj = Aj(u) ∈ R
m×m es la denominada matriz jacobiana correspondiente al vector

de flujo fj y cuyos elementos se encuentran dados por:

Aj =
∂fj

∂u
=





















∂f
(1)
j /∂u1 · · · ∂f

(1)
j /∂um

∂f
(2)
j /∂u1 · · · ∂f

(2)
j /∂um

...
...

...

∂f
(m)
j /∂u1 · · · ∂f

(m)
j /∂um





















(2.4b)

Definición 2.1. El sistema de leyes de conservación (2.4) se denomina hiperbólico

en la dirección de t en un dominio convexo F ⊂ R
m y en un dominio espacial abierto

Ω ∈ R
d si para cualquier u ∈ F, x ∈ Ω,ϑ = [ϑ1, · · · , ϑd] ∈ R

d fijos se cumple que el

problema de valores propios:

[Aϑ (u) − λ] · r = 0, Aϑ (u) =
d
∑

j=1

ϑjAj(u) (2.5)
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tiene m valores propios reales {λ1(ϑ, u) ≤ λ2(ϑ, u) ≤ · · · ≤ λm(ϑ, u)} llamadas velo-

cidades características y un conjunto asociado de m vectores propios derechos li-

nealmente independientes, (r1(ϑ, u), · · · , rm(ϑ, u)). Si las velocidades características son

todas distintas entonces el sistema se denomina estrictamente hiperbólico.

Definición 2.2. Considere un sistema hiperbólico de la forma (2.4) con valores propios

λi y vectores propios derechos asociados ri. Se dice que la velocidad característica λi

define un campo característico-λi.

Asociadas a esta última definición se introducen las siguientes dos definiciones:

Definición 2.3. Un campo característico-λi se dice que es linealmente degenerado

si se cumple,

∇uλi · ri = 0, ∀u ∈ F (2.6)

Definición 2.4. Un campo característico-λi se dice que es genuinamente no lineal,

si existe una normalización de ri tal que se cumple

∇uλi · ri = 1, ∀u ∈ F (2.7)

donde ∇u es el operador gradiente en el espacio de fases, ∇u =
[

∂
∂u1

, ∂
∂u2

, · · · , ∂
∂um

]

Se comienza ahora la exposición de las propiedades de las soluciones de sistemas

hiperbólicos introduciendo las soluciones suaves o clásicas, es decir aquellas soluciones

suaves y continuas que satisfacen las formas diferenciales del sistema (2.3) ó (2.4).

2.2 Ondas de expansión

Sea una función suave φ(t, x) : R+ ×R
d → R tal que ∇φ 6= 0. Sea I ⊂ R el rango de

valores que toma φ en un dominio abierto Ω ⊂ R
+ × R

d. Entonces las curvas definidas

por

Lc ≡ {φ(t, x) = c} , c ∈ I (2.8a)

forman una familia de curvas que cubren Ω. Una solución suave u(t, x) de (2.3) puede

escribirse entonces en la forma

u(t, x) = u(φ(t, x)) (2.8b)

Es sencillo ver que u(t, x) es constante a lo largo de las curvas Lc ∈ I. Sea entonces

la familia de hipersuperficies en Ω normales al vector [−c,ϑ] ∈ R × R
d : ϑ 6= 0 y que
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pasan por los puntos (t0, x0). En forma analítica, esta familia Lc de hipersuperficies se

encuentran dadas por:

Lc = φ(t, x) =
(x − x0) · ϑ

t − t0

= c (2.8c)

Introducimos entonces la definición de ondas de expansión.

Definición 2.5. Una solución suave u(φ(t, x)) que es constante a lo largo de las curvas

Lc dadas por (2.8c), se dice que es autosimilar en la variable ε = (x−x0)·ϑ
t−t0

. Tal solución

se denomina una onda de expansión centrada en (t0, x0), o simplemente una onda

de expansión o rarefacción.

Veamos ahora que condiciones debe satisfacer una onda de expansión centrada para

ser una solución suave del sistema hiperbólico (2.4). Consideremos por simplicidad y sin

perder generalidad que t0 = 0 y x0 = 0. Sean entonces

∇φ =
ϑ

t
,

∂φ

∂t
= −x · ϑ

t2

Introduciendo éstas en (2.4) y denotando u′ = du
dφ

se tiene

∂u

∂t
+

d
∑

j=1

Aj

∂u

∂xj

= u′ ∂φ

∂t
+

d
∑

j=1

Aj(u)u′ ∂φ

∂xj

= −u′ x · ϑ
t2

+
d
∑

j=1

Aj(u)u′ ϑj

t
= 0

o bien utilizando la definición de la matriz Aϑ en (2.5)

Aϑu′ =

(

x · ϑ
t

)

u′

de donde se extrae que u′ debe ser un vector propio de Aϑ y x·ϑ
t

, el valor propio asociado.

Definición 2.6. Sea un estado fijo ũ. Sea el parámetro ǫ =
(

x·ϑ
t

− λk(ũ)
)

. Se dice

que este estado puede ser conectado en forma suave a un estado u(ǫ), a través de una

k-onda de expansión, si para algun 1 ≤ k ≤ m y para algún α(ǫ) se satisfacen

simultáneamente:

λk(u(ǫ)) = λk(ũ) + ǫ,
du

dǫ
= α(ǫ)rk, u(ǫ = 0) = ũ (2.9)

Lema 2.1. Una condición necesaria para la existencia de una k-onda de expansión
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centrada es que el k-campo característico sea genuinamente no lineal.

Demostración. De (2.9) se tiene

1 =
dλk

dǫ
= ∇uλk · du

dǫ
= α(ǫ)∇uλk · rk

Esto se cumple si y sólo si ∇λk · rk 6= 0 que es el caso en donde el k-campo característico

es genuinamente no lineal. Más aún, introduciendo (2.7) se obtiene que α(ǫ) = 1 y por

lo tanto u′(ǫ) = rk(ǫ).

Asumiendo entonces que el k-campo característico es genuinamente no lineal, existe

de acuerdo al teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias

(ODE) [3], una única solución suave definida por (2.9) para un valor de |ǫ| suficiente

pequeño.

Asociadas a una k-onda de expansión centrada existen ciertas funciones escalares

que son constantes a través de la misma. Estas funciones se conocen como invariantes

de Riemann.

Definición 2.7. Se denomina k-invariante de Riemann del sistema hiperbólico (2.4)

a una función continua g : F ⊂ R
m → R , tal que si u ∈ F entonces:

∇ug(u) · rk = 0 (2.10)

De la definición de invariante de Riemann, vemos que en el espacio de fases el subespa-

cio generado por los gradientes ∇ug es perpendicular al vector rk. Como este subespacio

es de dimensión m − 1, se deduce que existen un total de (m − 1) k-invariantes de

Riemann, cuyos gradientes en el espacio de fases son linealmente independientes [7].

Lema 2.2. Sea u(t, x) = u(ǫ), u(ǫ = 0) = ũ una solución autosimilar suave del sistema

hiperbólico 2.4 a través de una k-onda de expansión centrada. Sea g(u(ǫ)) un k-invariante

de Riemann. Entonces g es constante sobre la k-onda de expansión.

Demostración. Utilizando 2.9, y la definición de k-invariante de Riemann se tiene:

dg

dǫ
= ∇ug · du

dǫ
= ∇ug · rk = 0
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Una forma práctica de obtener los (m − 1) k-invariantes de Riemann hace uso del

hecho que a través de una k-onda de expansión se satisfacen las (m − 1) ODEs:

du1

r1
k

=
du2

r2
k

= · · · =
dum

rm
k

(2.11a)

Resolviendo por ejemplo la primera de estas ODEs a lo largo de una k-onda de expansión

se tiene:
ǫ
∫

0

(

du1

r1
k

− du2

r2
k

)

dǫ = cte. (2.11b)

por lo que el término a la izquierda de (2.11b) es constante a través de una k-onda de

expansión y por lo tanto es un k-invariante de Riemann.

2.3 Soluciones discontinuas

Es de conocimiento general que las soluciones en el sentido clásico de sistemas hiper-

bólicos no lineales pueden desarrollar discontinuidades en un tiempo finito incluso con

datos iniciales suaves y continuos. Por lo tanto es necesario introducir soluciones en el

sentido generalizado las cuales satisfacen la forma integral de las leyes de conservación

en el sentido de la teoría de distribuciones [5]. Sin embargo, estas soluciones generali-

zadas o débiles del sistema, usualmente no se encuentran unívocamente determinadas y

es necesario por lo tanto establecer un estudio de las restricciones adicionales que éstas

deben satisfacer para ser consideradas como soluciones físicamente relevantes, tal como

se verá más adelante en esta sección. Antes de continuar, se introduce formalmente el

concepto de solución generalizada.

Definición 2.8. Se denomina una solución generalizada u(t, x) definida en el semi-

plano t > 0 del sistema hiperbólico de leyes de conservación (2.3), con valores iniciales

u(t = 0, x) = φ(x) , si u y F(u) son funciones acotadas e integrables y estas satisfacen

la relación integral:

∞
∫

0

∫

Rd

wtu + ∇w · F(u)dxdt +
∫

Rd

w(0, x)φ(x)dx = 0 (2.12)

para toda función de prueba w(t, x) ∈ C1
0 , que se anula para |x| + t suficientemente

grande, i.e., de soporte compacto.

Es sencillo probar que toda solución clásica de (2.3) es una solución generalizada,
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y en sentido contrario, toda solución generalizada con derivadas primeras continuas

satisface (2.3). El siguiente lema establece una de las condiciones más importantes que

debe satisfacer una solución generalizada a través de una discontinuidad, las llamadas

condiciones de Rankine– Hugoniot.

Lema 2.3. Sea un dominio fijo Ω ⊂ R
d, el cual se divide en dos subdominios ΩL(t), ΩR(t)

separados por una superficie D(t). Sean uL(s) = ĺım
x→s

u : x ∈ ΩL y uR(s) = ĺım
x→s

u : x ∈
ΩR valores discontinuos del vector de estado u(t, x) en una coordenada s definida sobre

la superficie D, i.e. uL(s) 6= uR(s), ∀s ∈ D. Sean FL = F(uL), FR = F(uR) los valores

de F a cada lado de la discontinuidad. Sea y la velocidad de un punto en la superficie

D(t) y n el versor normal en D(t) con respecto a ΩL, tal como se muestra en la Fig.

2.1 Finalmente, sea σ ≡ n · y ≥ 0 la velocidad de la discontinuidad en la dirección del

versor normal n que se asume positiva. Entonces una solución generalizada u(t, x) del

sistema hiperbólico de leyes de conservación (2.3) satisface las llamadas condiciones de

Rankine–Hugoniot:

n · [FR − FL] = [uR − uL] σ (2.13)

�

Figura 2.1: Esquema de una superficie de discontinuidad.

Dado un estado derecho uR, las condiciones de Rankine–Hugoniot forman un sistema

de m ecuaciones con m + 1 incógnitas ( uL, σ). Por lo tanto los estados que pueden ser

conectados a través de una discontinuidad a uR forman una familia de estados que

suponemos función de un parámetro ε, i.e., uL = uL(ε). No obstante, este parámetro se

encuentra sujeto a ciertas restricciones dado que el estado uL(ε) puede ser una solución

generalizada físicamente no admisible del sistema hiperbólico. Uno de los criterios más

importantes para establecer la unicidad de las soluciones generalizadas, y de gran utilidad

en el analísis de la convergencia de esquemas numéricos aplicados a sistemas hiperbólicos,

proviene del trabajo de Oleinik [6], el cual estudia el comportamiento de las denominadas
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funciones de entropía asociadas a sistemas hiperbólicos, entendidos estos como el caso

límite para ǫ → 0 de la ley general de conservación viscosa:

∂uǫ

∂t
+

d
∑

i=1

∂F(uǫ)ei

∂xi

= ǫ
d
∑

i=1

∂2uǫ

∂x2
i

, ǫ > 0 (2.14)

Se sabe que los sistemas parabólicos del tipo (2.14) tienen una solución suave que esta

unívocamente determinada por sus condiciones iniciales y de contorno [2]. Utilizando este

resultado se obtiene un criterio de admisibilidad y unicidad de soluciones generalizadas

de sistemas hiperbólicos conocido como desigualdad de entropía o condición de entropía

de Oleinik [6]. Introducimos entonces a continuación el concepto de función de entropía,

para luego enunciar la condición de entropía de Oleinik.

Definición 2.9. Se denomina función de entropía del sistema hiperbólico de leyes

de conservación (2.4) a una función escalar η(u) : Rm → R , con un vector de flujo

asociado Ψ(u) : Rm → R
d que satisface para u ∈ C1 la ley de conservación adicional:

∂η

∂t
+

d
∑

i=1

∂Ψi

∂xi

= 0 (2.15a)

y además, dado un vector fijo ϑ ∈ R
d satisface la igualdad,

∂η

∂u

∂F · ϑ
∂u

=
∂ϑ · Ψ

∂u
, (2.15b)

Lema 2.4. Sea u(t, x), una solucion generalizada del sistema hiperbólico (2.4) en-

tendida como el límite de la solución uǫ(t, x) para ǫ → 0 de la ley de conservación

viscosa (2.14). Asúmase que u(x, t) presenta una discontinuidad en una superficie D(t)

que separa dos dominios ΩL(t) y ΩR(t) en forma similar a la enunciada en el lema §2.3.

Asúmase que existe una función de entropía η(u) y un flujo asociado Ψ(u) tales que sa-

tisfacen (2.15). Supóngase además que la función de entropía η(u) es convexa. Entonces,

si ηL = η(uL), ηR = η(uR) y ΨL = Ψ(uL) , ΨR = Ψ(uR) son los valores de la función

de entropía y el flujo de entropía evaluados a ambos lados de la discontinuidad, estos

satisfacen la llamada desigualdad de entropía:

n · [ΨR − ΨL] ≤ [ηR − ηL] σ (2.16)

La dirección de la desigualdad es revertida si η(u) es concáva.
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2.3.1 Ondas de choque

Se introduce ahora la definición de un importante concepto en soluciones discon-

tinuas, este es el concepto de choque o más familiarmente onda de choque según Lax

[4].

Definición 2.10. Sea un sistema de m leyes de conservación hiperbólico en el cuál los

campos característicos son genuinamente no lineales o linealmente degenerados. Asúmase

que las velocidades características genuinamente no lineales son distintas de cualquier

otra. Asúmase además que las velocidades características son ordenadas en la forma:

λ1 < λ2 < · · · < λm

Considérese una discontinuidad similar a la enunciada en el lema §2.3 Esta discontinui-

dad es llamada un choque si y solo si satisface las condiciones de Rankine–Hugoniot

y existe un índice 1 ≤ j ≤ m asociado a una velocidad característica genuinamente no

lineal tal que

λj(uL) > σ > λj(uR), λj−1(uL) < σ < λj+1(uR) (2.17)

Estas desigualdades significan que m − j + 1 características se cruzan con el choque

desde la izquierda, y j características desde la derecha. Se conocen como condiciones

de choque de Lax.

En [4] se demuestra que cuando los estados uL y uR son suficientemente cercanos, la

condición de desigualdad de entropía y la condición de choque de Lax son equivalentes.

Más aún, como veremos en el capítulo posterior para el caso particular de las ecua-

ciones de Euler, se demuestra que ambas condiciones son equivalentes para cualquier

discontinuidad en el cual el flujo de masa a través de la misma es no nulo.

2.3.2 Discontinuidades de contacto

Finalmente, se presentan ahora las soluciones discontinuas asociadas a los campos ca-

racterísticos linealmente degenerados. Esto se hace a partir de la definición del concepto

de discontinuidad de contacto dada por el siguiente lema [4].

Lema 2.5. Sean dos estados discontinuos uL y uR según el lema §2.3 que tienen los

mismos k-invariantes de Riemann con respecto a un k-campo linealmente degenerado.

Entonces las condiciones de Rankine–Hugoniot son satisfechas con una velocidad de pro-

pagación de la discontinuidad σ = λk(uL) = λk(uR). Tal discontinuidad es denominada
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una discontinuidad de contacto.

Las discontinuidades de contacto son entonces discontinuidades que satisfacen las

condiciones de Rankine–Hugoniot pero no así las condiciones de desigualdad de entropía

de Oleinik o las condiciones de choque de Lax.

Para finalizar este capítulo presentamos uno de los problemas de valores iniciales que

juega un rol fundamental en el estudio de las soluciones exactas de sistemas hiperbólicos,

y más aún en la construcción de métodos de resolución numérica de los mismos, este es

el problema de Riemann.

2.4 El problema de Riemann

El problema de Riemann para el sistema de m leyes de conservación hiperbólico

unidimensional es el problema de valores iniciales (IVP):

∂u

∂t
+

∂f

∂x
= 0 {−∞ < x < ∞, t > 0} (2.18a)

u(t = 0, x) =











uL si x < 0

uR si x < 0
(2.18b)

donde uL, uR son estados constantes, y donde arbitrariamente la posición de la discon-

tinuidad inicial se ubica en x = 0.

El problema de Riemann es autosimilar, es decir dada una solución u(t, x) del IVP

(2.18), para cualquier constante λ > 0 la función uλ(t, x) = u(λt, λx) es también una

solución de (2.18). Asumáse ahora que el sistema es estrictamente hiperbólico y que

todas las familias características son o bien genuinamente no lineales o bien linealmente

degeneradas. Entonces puede ser enunciado el siguiente lema [7].

Lema 2.6. Sea uR un vector de estado dado. Entonces existe un entorno CuR
de uR

que tiene las siguientes propiedades. Para cada estado v ∈ CuR
el problema de Riemann

(2.18), con datos iniciales uR, uL = v tiene una solución única u(x, t) = u(ξ) : ξ = x
t
.

Esta solución consiste en una secuencia única {um+1 = uR, um, . . . , u1 = uL} tal que uk

es un estado que puede ser conectado al estado uk+1 a través de alguna de las siguientes

ondas elementales:

1. k-ondas de expansión centradas. Es decir puede existir un k-campo característico

genuinamente no lineal 1 ≤ k ≤ m para el cual existe una solución continua uk(ξ)
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solución de la ecuación diferencial:

duk(ξ)

dξ
= rk(uk(ξ)), λk(uk(ξ)) = λk(uk+1) + ξ, uk(ξ = 0) = uk+1

2. k-ondas de choque de velocidad σk, es decir puede existir un 1 ≤ k ≤ m per-

teneciente a un campo genuinamente no lineal para el cual la solución es de la

forma:

u(ξ) =











uk, si ξ < σk

uk+1, si ξ > σk

donde las condiciones a la izquierda y derecha del choque son tales que se cumplen

las condiciones de Rankine–Hugoniot:

f(uk+1) − f(uk) = σk(uk+1 − uk)

y las condiciones de admisibilidad de Lax:

λk(uk) > σk > λk(uk+1), λk−1(uk) < σk < λk+1(uk+1)

3. k-discontinuidades de contacto de velocidad σk, es decir puede puede existir un

1 ≤ k ≤ m perteneciente a un campo linealmente degenerado para el cual los

invariantes de Riemann son constantes para los estados discontinuos uk y uk+1 y

donde σ = λk(uk) = λk(uk+1) de forma tal que se satisfacen las condiciones de

Rankine– Hugoniot.

Se puede demostrar [1] utilizando si es necesario las condiciones de choque de Lax,

que si Γk, Γk+1, (1 ≤ k ≤ m−1) representan las velocidad de dos ondas correspondientes

a campos característicos consecutivos, estas no interactuan entre sí, es decir Γk+1 > Γk.

A modo de resumen de los resultados expuestos en este capítulo se muestra en la

Fig. 2.2 el esquema de ondas para un problema de Riemann de un sistema estrictamente

hiperbólico de 3 ecuaciones, donde se tiene una 1-onda de rarefacción, una 2-onda de

contacto y una 3-onda de choque y donde se han utilizado las condiciones de choque de

Lax para mostrar la no interacción entre las ondas.
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Figura 2.2: Esquema de ondas del problema de Riemann de un sistema hiperbólico de 3
leyes de conservación.
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CAPÍTULO 3

ECUACIONES DE EULER

3.1 Sistema de ecuaciones

La dinámica de un fluido compresible puede ser descrita a través de la formulación

de tres leyes de conservación. Estas son la ley de conservación de la masa, la ley de

conservación de cantidad de movimiento lineal, y la ley de conservación de la energía.

Cuando son consideradas en forma simultánea la ausencia de campos externos, fuerzas

de tipo viscoso y transferencia de calor por conducción y radiación, estas tres leyes de

conservación forman un sistema conocido como las ecuaciones de Euler. El sistema de

ecuaciones de Euler es un sistema hiperbólico de ecuaciones y por lo tanto son aplicables

todas las propiedades que se han descrito en el capítulo anterior.

En un sistema de coordenadas euleriano
{

(t, x) : t > 0, x ∈ Ω ⊂ R
d
}

, sea la veloci-

dad del fluido escrita como v(t, x) := [vx1
, . . . , vxd

] en las direcciones x = [x1, . . . , xd]

respectivamente y sea ρ(t, x) la densidad del fluido. Luego la ley de conservación de la

masa es escrita en forma diferencial como:

∂ρ

∂t
+ ∇ · ρv = 0 (3.1a)

Asímismo la ley de conservación de la cantidad de movimiento lineal se encuentra

dada por:
∂ρvT

∂t
+
[

∇ ·
(

ρvT ⊗ v + Ip
)]T

= 0 (3.1b)

donde p(t, x) es la presión del fluido.

Finalmente la ley de conservación de la energía total del fluido se escribe en forma
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diferencial como:

∂ρ
(

e + 1
2
v · v

)

∂t
+ ∇ ·

[{

ρ
(

e +
1

2
v · v + p

)}

v

]

= 0 (3.1c)

donde e(t, x) es la energía interna por unidad de masa. Las tres leyes de conservación

(3.1) forman el sistema de las ecuaciones de Euler. Introduciendo la definición de energía

total E(t, x) como la suma de la energía interna y energía cinética por unidad de volumen:

E = ρ
(

e +
1

2
v · v

)

(3.2)

el problema de valores iniciales para el sistema de ecuaciones de Euler puede ser escrito

en la forma compacta:

∂u

∂t
+ (∇ · F) = 0 en x ∈ Ω, t > 0 (3.3a)

u(t = 0, x) = φ(x)

donde

u =













ρ

ρvT

E













, F =













ρv

ρvT ⊗ v + Ip

(E + p) v













(3.3b)

El sistema de ecuaciones de Euler como puede notarse, es un sistema formado por d + 2

ecuaciones, y d + 3 incógnitas (ρ, v, E, p). La ecuación adicional para la clausura del

sistema la provee una ecuación de estado (EOS) dada por relaciones termodinámicas.

Es por ello que antes de proseguir con la descripción de las propiedades de las ecuaciones

de Euler haremos un paréntesis para enunciar las propiedades termodinámicas que son

consideradas para el fluido. Una discusión más detallada de la obtención de las pro-

piedades del fluido cuando se considera equilibrio químico se presentará en el Capítulo

3.

3.1.1 Consideraciones termodinámicas

Se considera un fluido en equilibrio termodinámico para el cual su energía interna

específica se encuentra unívocamente determinada (y es una función suave) por su vo-

lumen específico v = ρ−1 y por su entropía específica s. Es decir, se asume que el fluido

tiene asociada una ecuación de estado completa e = e(v, s). De la primer y segunda ley
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de la termodinámica, se deduce la conocida relación fundamental de la termodinámica

de = −pdv + Tds (3.4)

donde T es la temperatura termodinámica1 Se considera en todos los casos que el fluido

es una mezcla de gases térmicamente perfectos, es decir que satisface la ecuación de

estado de los gases ideales:

pv = nRT (3.5)

donde n es el número de moles por unidad de masa y R es la constante universal de

los gases ideales. Debe entenderse que al permitir cambios en la composición química

n es una función de las variables de estado termodinámicas. Mas aún, es útil aclarar

que la ecuación de estado (3.5) no implica la deducción directa de la EOS e(v, s) la cual

continúa siendo arbitraria.

Se definen a continuación las siguientes funciones adimensionales [6] :

γ ≡v

p

(

∂2e

∂v2

)

s

= −v

p

(

∂p

∂v

)

s

(3.6a)

Γ ≡ − v

T

∂2e

∂s∂v
=

v

T

(

∂p

∂s

)

v

(3.6b)

̺ ≡ pv

T 2

(

∂2e

∂s2

)

v

(3.6c)

G ≡ − 1

2
v

(

∂3e
∂v3

)

s
(

∂2e
∂v2

)

s

=
1

2

v2

γp

(

∂2p

∂v2

)

s

(3.6d)

donde γ es llamado el exponente politrópico, Γ el coeficiente de Grüneisen, ̺ es el calor

específico adimensional y donde G es un coeficiente de alto orden que puede ser reescrito

utilizando (3.6a) como:

G =
1

2

[

γ + 1 − v

γ

(

∂γ

∂v

)

s

]

= 1 +
1

2

1

γpv2

(

∂2p

∂ρ2

)

s

(3.6e)

Las condiciones de estabilidad de un sistema termodinámico requieren que e sea una

1El significado físico preciso de cualquiera de las variables de origen termodinámico introducidas en
este capítulo puede encontrarse en libros de texto sobre la materia, e.g. [3].
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función convexa de (v, s) [9]. Es decir se requiere que

(

∂2e

∂s2

)

v

≥ 0,

(

∂2e

∂v2

)

s

≥ 0,

(

∂2e

∂s2

)

v

(

∂2e

∂v2

)

s

≥
(

∂2e

∂s∂v

)2

Esto se traduce en las desigualdades

̺ ≥ 0, γ ≥ 0, γ̺ − Γ2 ≥ 0

Se asume entonces que los coeficientes asociados γ, Γ, ̺ y G definidos en (3.6) satisfacen

γ > 0, γ̺ − Γ2 > 0, Γ > 0, G > 0 (3.7)

Las primeras dos condiciones como ya vimos provienen de la estabilidad termodiná-

mica y equivalen a la condición de convexidad estricta de la energía interna. La condición

adicional Γ > 0 si bien no es impuesta por la estabilidad termodinámica, es válida para la

mayoría de los materiales los cuales se expanden al calentarse a presión constante. Esto

sólo no es cierto en muy pocos casos, tales como el de la contracción del agua cuando

es calentada a 0◦C y 1 bar [2]. Esta condición asegura que las curvas isoentrópicas no

se cruzan en el plano (p, v). La condición adicional G > 0 asegura la convexidad estricta

de estas curvas isoentrópicas. Esta condición es válida para la mayoría de los materiales

en estados lejos de las transiciones de fase, en donde se cumple que
(

∂γ
∂v

)

s
<< 1.

3.1.2 Hiperbolicidad

Se ahora el sistema de ecuaciones de Euler (3.3) escrito en la forma cuasilineal

∂u

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj

∂u

∂u

∂xi

= 0 (3.8)

donde fj es el j vector columna de F en (3.3b). Dada una dirección espacial n ∈ R
d la

matriz jacobiana An ≡
d
∑

j=1

∂fj

∂u
nj se puede escribir como

An (u) =











0 n 0

−(v · n)vT + (c2 + Γ (−H + v · v)) nT I(v · n) + v ⊗ n − Γn ⊗ v Γn

−(v · n) (H(1 + Γ) − c2 − Γ(v · v)) Hn − (v · n)Γv (v · n)(1 + Γ)











(3.9)
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donde se ha aplicado la regla de la cadena para la diferenciación de la presión

p (v(u), s(v(u), e(u))) y donde se introdujo la definición de entalpía total del flujo

H ≡ e + pv +
1

2
v · v (3.10)

y la definición de la velocidad del sonido c

c ≡
√

√

√

√

(

∂p

∂ρ

)

s

=

√

γ
p

ρ
(3.11)

la cual es un valor real debido a que γ > 0

Se puede demostrar mediante manipulación algebraica que la matriz An tiene d + 2

valores propios reales ordenados en la forma creciente:























λ1(u) = v · n − c

λ2(u) = · · · = λd+1(u, n) = v · n

λd+2(u) = v · n + c

(3.12a)

Los vectores propios derechos asociados son:

r1(u) =













1

(v − cn)T

H − (v · n)c













, r2(u) =













1

vT

H − c2

Γ













rj(u) =













0

ΩT
j

v · Ωj













rd+2(u) =













1

(v + cn)T

H + (v · n)c













(3.12b)

con j = (3, . . . , d + 1) donde (Ω1, . . . , Ωnd−1) es una base ortonormal del hiperplano

ortogonal a n. Entonces decimos que el sistema de ecuaciones de Euler es hiperbólico y

estrictamente hiperbólico para d = 1

Lema 3.1. En un fluido en el cual se satisfacen las restricciones termodinámicas (3.7)

los campos característicos 1 y d + 2 asociados a las velocidades características λ1 y

λd+2 de las ecuaciones de Euler son genuinamente no lineales. Asímismo, los j-campos

característicos para 2 ≤ j ≤ d + 1 son linealmente degenerados.

Demostración. Como la velocidad del sonido puede escribirse en forma general como
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c(v, s) y a su vez s(v, e), entonces aplicando la derivación en cadena de c (v(u), s(v(u), e(u)))

se obtiene,

∇uc =

(

∂c

∂v

)

s

∇uv +

(

∂c

∂s

)

v

[(

∂s

∂v

)

e

∇uv +

(

∂s

∂e

)

v

∇ue

]

∇uc =













− 1
ρ2

(

∂c
∂v

)

s
+ 1

ρT

(

∂c
∂s

)

v
(−H + v · v)

− 1
ρT

(

∂c
∂s

)

v
v

1
ρT

(

∂c
∂s

)

v













Luego para los campos característicos 1 y d + 2 se tiene

∇uλ1,d+2 · r1,d+2 =

























−v·n
ρ

n
ρ

0













∓ ∇uc













·













1

(v ∓ cn)T

H ∓ (v · n)c













= ∓ c

ρ
± 1

ρ2

(

∂c

∂v

)

s

Pero,

(

∂c

∂v

)

s

=
1

2c

[(

∂γ

∂v

)

s

pv + γv

(

∂p

∂v

)

s

+ γp

]

=
1

2c

[(

∂γ

∂v

)

s

pv + γp(1 − γ)

]

=
γp

c
(1 − G)

donde se ha introducido (3.6e). Reemplazando esta última en la anterior se obtiene

finalmente

∇uλ1,d+2 · r1,d+2 = ∓G
c

Como por hipótesis G > 0 entonces ∇uλ1,d+2 · r1,d+2 6= 0 para cualquier estado u ad-

misible, y por lo tanto el las los campos característicos 1 y d + 2 son genuinamente

no lineales. La demostración de que los k-campos característicos para 2 ≤ k ≤ d + 1

son linealmente degenerados es casi directa y no requiere de ningún tipo de restricción

termodinámica.
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3.2 Ondas de expansión

De acuerdo a lo expuesto en la sección §2.2 se tiene que asociadas a los k-campos

genuinamente no lineales k = 1 y k = d + 2 existen soluciones clásicas de (3.3) que

satisfacen las condiciones de una k-onda de expansión centrada. Es decir dado un estado

ũ es posible encontrar una familia de estados u(ǫ) con
{

ǫ =
(

(x−x0)·n
t−t0

− ṽ · n ∓ c̃
)

, t > t0

}

que satisfacen la ecuación diferencial para k = (1, d + 2):

v(ǫ) · n ∓ c(ǫ) = ṽ · n ∓ c̃ + ǫ,
du

dǫ
=













1

vT (ǫ) · n ∓ c(ǫ)

H(ǫ) ∓ (v(ǫ) · n)c













, u(ǫ = 0) = ũ (3.13)

siendo |ǫ| suficientemente pequeño y donde debe entenderse que el signo superior corres-

ponde a k = 1 y el inferior a k = d + 2 en ∓ ó ± en las ecuaciones (3.13) y (3.14). Se

dice además que el estado ũ se conecta por la derecha con el estado u(ǫ) cuando ǫ > 0

y viceversa se conecta por la izquierda cuando ǫ < 0.

Resolviendo ahora cada una de las ODEs (2.11a) es posible mostrar que los k-

invariantes de Riemann de las ecuaciones de Euler a través de las k-ondas de expansión

para k = (1, d + 2) son:

v · n ±
∫ c

ρ
dρ = cte, s = cte (3.14)

Para finalizar con la caracterización de las ondas de rarefacción se introduce el siguiente

lema.

Lema 3.2. Dado un estado ũ conectado por la derecha con el estado u(ǫ), ǫ > 0 a través

de una onda de rarefacción, entonces se satisfacen simultáneamente:

ρ(ǫ) > ρ̃, v · n − c(ǫ) > ṽ · n − c̃, p(ǫ) > p̃ (3.15)

donde las desigualdades son revertidas para ǫ < 0

Demostración. Las primeras dos desigualdades se demuestran en forma directa utili-

zando los resultados d(v·n−c(ǫ))
dǫ

= 1 y dρ(ǫ)
dǫ

= 1 que se obtienen a partir de (3.13). Además,

como a través de una onda de rarefacción s es constante entonces

dp

dǫ
=

(

∂p

∂ρ

)

s

dρ(ǫ)

dǫ
= γ

p

ρ
= c2 > 0
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3.3 Soluciones discontinuas

3.3.1 Condiciones de Rankine–Hugoniot

Considérese ahora una solución débil de las ecuaciones de Euler discontinua en una

superficie D(t) que se propaga con una velocidad normal a la superficie σ ambas definidas

en forma similar al Lema §2.3. Entonces los estados discontinuos uL y uR satisfacen las

condiciones de Rankine– Hugoniot:

[ρv̂] =0 (3.16a)
[

ρv̂v + pnT
]

=0 (3.16b)

[Ev̂ + pv · n] =0 (3.16c)

donde los corchetes en esta sección denotan el salto a ambos lados de la discontinui-

dad, [(·)] = ()R − ()L, y donde v̂ es la velocidad del flujo en la dirección normal a la

discontinuidad en el sistema de referencia fijo a esta:

v̂ ≡ v · n − σ (3.17)

Sea W el flujo de masa neto desde el estado L al estado R, es decir

W ≡ ρLv̂L = ρRv̂R (3.18)

Se asume en esta subsección que W 6= 0. Multiplicando la condición (3.16b) por un versor

tangencial a la superficie de discontinuidad se obtiene que únicamente son admisibles

discontinuidades para las cuales la velocidad en las direcciones tangenciales a la superficie

se mantiene constante.

Restando ahora de (3.16c), (3.16b) multiplicada por ·nσ y sumando (3.16a) multi-

plicada por σ2/2 se obtiene

W

[(

1

2
(v · v) − v · nσ +

σ2

2

)

+ e +
p

ρ

]

= 0

Pero al ser la velocidad tangencial igual a ambos lados de la discontinuidad entonces es

válida

[v · v] =
[

(v · n)2
]
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Reemplazando esta en la anterior

[

1

2
v̂2 + e +

p

ρ

]

= 0

Multiplicando (3.16b) por n y restando a esta (3.16a) multiplicada por σ se obtiene

[

v̂2
]

=
− [p] + ρlv̂

2
l

ρr

− [p] + ρrv̂
2
r

ρl

=
− [p] + ρ2

r v̂2
r/ρl

ρr

− [p] + ρr v̂
2
r

ρl

= − [p]
(ρl + ρr)

ρlρr

Introduciendo esta en la anterior se obtiene finalmente

[e] + 〈p〉 [v] = 0 (3.19)

donde 〈(·)〉 = (·)R+(·)L

2
denota el promedio aritmético.

Nótese que (3.19) involucra sólo términos de origen termodinámico. Es decir expresa

el conjunto de estados termodinámicos que pueden ser conectados a un estado de refe-

rencia, mediante una discontinuidad donde existe un flujo no nulo de masa normal a la

misma W 6= 0. Introducimos entonces la definición de las llamadas curvas de Hugoniot.

Definición 3.1. Considérense una densidad de referencia ρ0, el correspondiente volumen

específico v0 = 1/ρ0, una energía interna de referencia e0 y una presión de referencia

p0 ≡ p(v0, e0). El conjunto de estados termodinámicos v, e, p(v, e) que pueden conectarse

a través de una discontinuidad de flujo másico no nulo W = ρlv̂l = ρrv̂r 6= 0 que satisfa-

cen las condiciones de Rankine–Hugoniot, son los estados definidos por la superficie de

nivel nula de la llamada curva de Hugoniot H0(v, e)

H0(v, e) := e − e0 +
p(v, e) + p0

2
(v − v0) = 0 (3.20)

3.3.2 Ondas de choque

Los siguientes dos lemas permiten establecer bajo que condiciones dos estados ter-

modinámicos conectados por la curva de Hugoniot satisfacen también la condición de

entropía (2.16), para una dada función de entropía en el sentido de la Definición §2.9, y

por lo tanto corresponden a una discontinuidad físicamente posible.
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Lema 3.3. La entropía termodinámica por unidad de volumen ρs es una función mate-

mática de entropía de las ecuaciones de Euler que para u continua y suave satisface la

ecuación de conservación adicional

∂ρs

∂t
+ ∇ · ρsv = 0 (3.21)

Además, la condición de estabilidad termodinámica γ̺ − Γ2 > 0 implica que ρs es una

función cóncava con respecto al vector de estado u.

Demostración. La prueba de que la entropía volumétrica satisface la ecuación de con-

servación adicional (3.21) y es una entropía en el sentido de la definicion (2.9) se realiza

en [5]. En este trabajo se demuestra que la función de entropía es cóncava con respecto

al vector de estado u si y solo si se satisfacen las desigualdades termodinámicas

∂2s

∂ρ2
+

2

ρ

(

∂s

∂ρ

)

e

< 0,

(

∂2s

∂ρ2
+

2

ρ

(

∂s

∂ρ

)

e

)

∂2s

∂e2
−
(

∂2s

∂ρ∂e

)2

> 0

Es sencillo probar diferenciando la expresión s(ρ, e(ρ, s)) [6] que estas desigualdades se

satisfacen si y solo si se satisface la restricción γ̺ − Γ2 > 0 impuesta por la estabilidad

termodinámica.

Lema 3.4. Una discontinuidad físicamente admisible de las ecuaciones de Euler para

la cual W 6= 0 satisface

W [s] > 0 (3.22)

Demostración. Aplíquese el lema §2.4 a la función de entropía ρs con flujo ψ = ρsv

El siguiente lema [11] establece que el criterio de desigualdad de la entropía (3.22),

es equivalente al aumento de la presión (compresividad) y densidad, para una partícula

de fluido que atraviesa la discontinuidad.

Lema 3.5. Para un fluido en el cual se satisfacen las restricciones termodinámicas (3.7)

entonces,

sign [p] = sign [ρ] = sign [s] (3.23)

a lo largo de la curva de Hugoniot H0(e, v), donde sign denota la función escalar signo.

Más aún, definiendo el Mach relativo con respecto a la onda como ML,R =
|vL,R·n−σ|

cL,R
y

asumiendo W > 0 se satisface

|MR| < 1 < |ML| (3.24)
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donde las desigualdad es revertida para W < 0. Es decir en el sistema de coordenadas fijo

a la discontinuidad el flujo al atravesarla pasa de un estado supersónico a uno subsónico.

Las desigualdades anteriores pueden escribirse para W > 0 como

vR · n − cR < σ < vL · n − cL, (3.25a)

y para W < 0

vR · n + cR < σ < vL · n + cL, (3.25b)

que son equivalentes a las condiciones de choque de Lax de las ecuaciones de Euler para

los campos genuinamente no lineales 1 y (d + 2) respectivamente. Por lo tanto se resume

que las discontinuidades físicamente admisibles con un flujo de masa no nulo que la

atraviesa son ondas de choque en los campos genuinamente no lineales utilizando de

aquí en adelante esta última denominación.

3.3.3 Discontinuidades de contacto

Aplicando lo visto en la sección a los campos característicos linealmente degenerados

de las ecuaciones de Euler, se obtiene la posibilidad de la existencia de soluciones débiles

de tipo discontinuo que satisfacen las condiciones de Rankine–Hugoniot, pero no así

las condiciones de choque de Lax. Estas discontinuidades se presentan cuando W = 0,

es decir cuando la velocidad de las características a ambos lados de la discontinuidad

coincide con la velocidad de la misma. En las ecuaciones de Euler esto equivale a la

invariancia de la velocidad normal pudiendo ser discontinua la velocidad tangencial.

Además, las condiciones de Rankine–Hugoniot se reducen a la condición [p] = 0, es

decir la presión es invariante a través de una discontinuidad de contacto. Esta es la

única restricción termodinámica presente, pudiendo ser discontinuos cualesquiera de las

restantes variables que describen el estado termodinámico del fluido.

3.4 Problema de Riemann

Finalizamos este capítulo introduciendo el problema de Riemann de las ecuaciones

de Euler 1D, es decir el problema de valores iniciales

∂u

∂t
+

∂f

∂x
= 0 (3.26a)

u0(x) = uL (x < 0), u0(x) = uR (x > 0) (3.26b)
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donde

u =













ρ

ρv

E













, f =













ρv

ρv
2 + p

(E + p)v













(3.27)

donde v denota la velocidad unidimensional del flujo.

De acuerdo a lo expuesto en la Sección §2.4, la solución del problema de Riemann

para las ecuaciones de Euler 1D consiste en cuatro estados adyacentes {uL, u∗
L, u∗

R, uR}
ordenados de acuerdo a la convención utilizada en el el Lema §2.6. Los estados adyacentes

(uL, u∗
L) y (u∗

R, uR) pueden ser conectados bien a través de una onda de rarefacción o

bien a través de una onda de choque que satisfacen las propiedades ya vistas. Los estados

(u∗
L, u∗

R) separados por el campo linealmente degenerado sólo pueden ser conectados a

través de una discontinuidad de contacto. Debido a que a través de la discontinuidad de

contacto se satisfacen v
∗
L = v

∗
R = v

∗ y p∗
L = p∗

R = p∗ el problema de encontrar los estados

intermedios u∗
L y u∗

R dados los estados iniciales uL, uR se puede reducir a encontrar la

intersección (v∗, p∗) de las dos ondas que pasan por los estados uL y uR en el plano (v, ρ)

tal como se muestra en la Fig. 3.1.

Figura 3.1: Intersección de ondas en la solución del problema de Riemann en el plano
presión-velocidad.

Este problema ha sido extensivamente estudiado en el caso particular en que el fluido

se considera un gas calórico perfecto, veáse por ejemplo [10]. En el caso de una ecuación

de estado arbitraria [8] demuestra la unicidad y existencia de la solución del problema

de Riemann para una ecuación de estado que satisface la condición:

(

∂p

∂v

)

e

≥ p2

2e

Es sencillo mostrar que esta condición se satisface para un gas térmicamente perfecto

de composición química constante. Asumimos que esta propiedad no es afectada por el
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cambio en la composición química del gas. Diversas técnicas de solución iterativa del

problema de Riemann han sido propuestas [1, 4, 7]. A continuación exponemos una

adaptación de la técnica presente en [4] que asume a priori un método independiente

de cálculo de las propiedades termodinámicas del fluido en forma similar al método

propuesto en [1].

El método consiste básicamente en resolver la ecuación

v
∗
L(p∗) − v

∗
R(p∗) = 0 (3.28)

Comenzando por un valor tentativo de p∗ se verifica (3.28). Si no se satisface entonces se

corrige la presión por un nuevo valor. En [4] se propone entre otros métodos iterativos

el método de la secante para corregir la presión

p∗ν+1 = p∗ν − (v∗ν
R − v

∗ν
L )





|p∗ν − p∗ν−1|
∣

∣

∣v∗ν
L − v

∗ν−1
L

∣

∣

∣+
∣

∣

∣v∗ν
R − v

∗ν−1
R

∣

∣

∣



 (3.29)

donde ν indica el paso en la iteración.

Dado un valor de p∗ el procedimiento para obtener el valor de vi para i = {L, R}
dependerá de si p∗ > pi que es el caso donde se tiene una onda de choque o bien si p∗ < pi

en cuyo caso los estados ui y u∗
i se encuentran conectados por una onda de rarefacción.

Sea entonces el caso donde p∗ > pi. La función de entalpía hH a lo largo de la curva de

Hugoniot que pasa por los estados ui : i = {L, R} se puede escribir como

hH(ρ∗
i , p∗) = h(ρi, pi) + (p∗ − pi)

ρ∗
i + ρi

ρ∗
i ρi

(3.30)

Asumáse que se dispone de un método independiente para obtener h(ρ, p). Sea p∗ > pi

dado. Entonces la intersección de las curvas hH(ρ∗
i , p∗) y de la curva isóbara h(ρ∗

i , p∗)

representa el único estado termodinámico que satisface las condiciones de Rankine–

Hugoniot y de choque simultáneamente. Esta intersección puede encontrarse resolviendo,

por ejemplo, mediante el método iterativo de la secante la raíz de la función

u(ρ∗
i ) = hH(ρ∗

i , p∗) − h(ρ∗
i , p∗) (3.31)

Una vez encontrado el valor de ρ∗
i y manipulando las condiciones de Rankine–Hugoniot
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(3.16a) y (3.16b) se obtiene la velocidad de la onda de choque σi mediante

σi = vi ∓
√

√

√

√

ρ∗
i

ρi

(

pi − p∗

ρi − ρ∗
i

)

(3.32)

donde i = L → −, i = R → + Entonces de (3.16a) se obtiene la velocidad buscada

v
∗
i =

ρi

ρ∗
i

(vi − σi) + σi (3.33)

Supongamos ahora el caso p∗ < pi. Entonces la onda que conecta los estados ui y

u∗i es una onda de rarefacción. Como s es constante a través de la onda, si asumimos

nuevamente que tenemos un método independiente para obtener ρ∗
i (p∗, si) entonces la

velocidad v
∗ puede ser obtenida integrando el invariante de Riemann a entropía constante

v
∗ = vi ∓

ρ∗
i
∫

ρi

ρ−1c(ρ, si)dρ (3.34)

donde (i = L → −, i = R → +)

Esta integración puede ser realizada en forma numérica si asumimos que c(ρ, si)

puede ser obtenido mediante un método independiente o bien mediante una expresión

analítica aproximada o exacta.
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CAPÍTULO 4

EQUILIBRIO QUIMICO

4.1 Condiciones de equilibrio termodinámico

El cálculo del equilibrio químico es esencialmente un problema que se reduce a la

solución de ecuaciones que son derivadas a partir de principios de la termodinámica

clásica. En esta sección se expone un resumen de la derivación de estas ecuaciones, las

técnicas de solución numérica aplicadas y finalmente su implementación computacional

adaptada a códigos de cálculo fluidodinámico.

Se dice que un sistema cerrado, es decir, aquel sistema que no intercambia masa con

el exterior pero permiten el intercambio de energía y trabajo, se encuentra en equili-

brio termodinámico cuando sus parámetros termodinámicos no se modifican con el

transcurso del tiempo. Este concepto general de equilibrio termodinámico implica la co-

existencia de tres equilibrios particulares a saber: equilibrio mecánico, equilibrio térmico

y equilibrio químico. Se dice que un sistema cerrado está en equilibrio mecánico cuan-

do la presión tiene el mismo valor en todas partes del sistema, o bien una distribución

suave constante en el tiempo. En forma análoga se dice que un sistema se encuentra

en equilibrio térmico cuando la temperatura es única en todo el sistema y constante

en el tiempo. Finalmente, se dice que un sistema está en equilibrio químico cuando

su composición química no se modifica, es decir que considerado macroscópicamente no

existen reacciones químicas entre las sustancias que lo componen.

Sea entonces un sistema cerrado que se encuentra a una presión p y una temperatura

T únicas, de energía interna total E, volumen V y entropía total S. El primer y segundo

principio de la termodinámica aplicado a este sistema se expresan a través de la forma
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general de la ecuación fundamental de la termodinámica

− dE − pdV + TdS ≥ 0 (4.1)

La igualdad en (4.1) es válida sólo cuando el sistema se encuentra en estado de equili-

brio termodinámico. Por otro lado la desigualdad indica la condición de espontaneidad

de una dada transformación termodinámica, es decir la posibilidad física de que dicha

transformación ocurra. Se introduce la definición de dos funciones de estado termodiná-

micas:

La energía libre de Gibbs,

G ≡ H − TS = E + pV − TS (4.2)

y la energía libre de Helmholtz,

A ≡ E − TS (4.3)

Consideremos ahora una transformación a volumen y temperatura constante. Diferen-

ciando A e introduciendo (4.1) y las condicioens dT = dV = 0 se obtiene

dA 6 0

Es decir, la energía libre de Helmholtz siempre disminuye en un proceso a temperatura

y volumen constante, alcanzando un valor mínimo en el estado de equilibrio. Si en

cambio consideramos un proceso a volumen y energía interna constante, lo que equivale

a considerar un sistema aislado, entonces (4.1) se reduce a

TdS ≥ 0

De donde se extrae que para un sistema aislado que sufre una transformación fuera del

equilibrio la entropía del sistema siempre aumenta hasta alcanzar un valor máximo en el

estado de equilibrio termodinámico. Igualmente, en transformaciones donde se considera

V y S constantes (4.1) se reduce a

dE ≤ 0

En forma análoga se pueden establecer criterios de espontaneidad y equilibrio para trans-

formaciones a presión y temperatura o entalpía o entropía constantes. Los resultados que
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así se obtienen se pueden resumir en la siguiente tabla.

Tipo Condición Condición

de transformación de espontáneidad de equilibrio

(V, T )cte dA 6 0 dA = 0

(V, E)cte dS ≥ 0 dS = 0

(V, S)cte dE 6 0 dE = 0

(p, T )cte dG 6 0 dG = 0

(p, H)cte dS ≥ 0 dS = 0

(p, S)cte dH 6 0 dH = 0

Tabla 4.1: Condiciones de espontaneidad y equilibrio para diferentes tipos de
transformaciones.

Hasta aquí se han discutido sistemas de composición fija. Levantemos esta restricción

y supongamos que nuestro sistema se encuentra formado por ns especies cuya cantidad

de masa o número de moles es variable debido a la presencia de reacciones químicas

entre las especies, manteniéndose constante la masa total del sistema. En este caso la

energía interna total puede ser expresada como

E = E(V, S, N1, . . . , Nns)

donde Ni es el numero de moles de la especie i y V es el volumen total del sistema.

Diferenciando E y utilizando (4.1) se obtiene

dE = TdS − pdV +
ns
∑

i=1

µidNi

donde se ha introducido el potencial químico molar µi de la especie i dado por

µi ≡
(

∂E

∂Ni

)

V ,S,Nj,j 6=i

(4.4a)

El subíndice j, j 6= i en (4.4a) denota que la masa de todas las especies excepto la especie

i permanece constante al calcular la derivada, es decir el potencial químico µi indica la

tasa de cambio de la energía interna con respecto al numero de moles de la especie i.

Nótese que debido a que µi es la derivada de una variable extensiva respecto a otra es

una propiedad intensiva del sistema.

Utilizando las transformaciones que relacionan las funciones de estado (E, H, F, G, S)
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es posible demostrar sencillamente las igualdades,

µi =

(

∂A

∂Ni

)

V ,T,Nj,j 6=i

=

(

∂G

∂Ni

)

p,T,Nj,j 6=i

=

(

∂H

∂Ni

)

p,S,Nj,j 6=i

= −T

(

∂S

∂Ni

)

V ,E,Nj,j 6=i

= −T

(

∂S

∂Ni

)

p,H,Nj,j 6=i

(4.4b)

De cada una de estas igualdades se deduce que para cualquiera de los tipos de trans-

formación mencionados en la Tabla 4.1 la condición de equilibrio termodinámico para

sistemas de composición química variable se reducen a:

ns
∑

i=1

µidNi = 0 (4.5)

Es sencillo demostrar ahora que en un sistema en equilibrio termodinámico, el po-

tencial químico tiene el mismo valor en todas partes del sistema. En efecto considérese

un sistema para el cual µi tiene valores distintos µA
i y µB

i en dos regiones separadas A

y B, siendo µA
i > µB

i . Supóngase que se intercambian dNi moles de la especie i de la

región A a la región B manteniendo T y p constantes. Entonces el cambio total en la

energía de Gibbs del sistema es la suma de los cambios en las regiones A y B, es decir

dG = dGA + dGB = µA
i (−dNi) + µB

i dNi

=
(

µB
i − µA

i

)

dNi

Como µA
i > µB

i esta transformación disminuye la energía de Gibbs del sistema y por lo

tanto ocurre de forma espontánea. Este flujo de masa de la región de mayor potencial

químico a la de menor continua hasta que el valor de µi es uniforme en todo el sistema.

Entonces, debido a que µi es uniforme en un sistema en equilibrio termodinámico es

posible introducir el funcional

T(W ,Z) ≡
ns
∑

i=1

Ni
∫

0

µidNi =
ns
∑

i=1

µiNi (4.6)

donde los subíndices (W, Z) indica que la integración se realiza manteniendo las variables

de estado (W, Z) constantes. Por ejemplo, T(V ,T ) es equivalente a la expresión de la

energía de Gibbs a (V, T ) constantes.

Por lo tanto el criterio de equilibrio cuando (W, Z) equivale a cualquiera de los
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procesos de la Tabla 4.1, consiste en encontrar los valores de Ni que minimicen T(W ,Z).

4.2 Cálculo de las condiciones de equilibrio químico

El problema de minimización de T(W ,Z) se resuelve utilizando principalmente dos

familias de técnicas: la formulación estequiométrica y la formulación no estequiométri-

ca [12]. La primera de estas hace uso de la forma diferencial (4.5) y de las relaciones

estequiométricas de las reacciones químicas presentes. La segunda busca el mínimo del

funcional T(W ,Z) sujeto a la restricción de conservación de masa del sistema , sin recurrir

a la introducción de relaciones estequiométricas. Esta formulación es de uso conveniente

cuando el número de especies es mayor a dos veces el número de elementos presentes en

el sistema [12]. Se asume que la composición química de los gases que son el objetivo

del esquema numérico desarrollado satisfacen esta restricción y por lo tanto se utiliza la

formulación no estequiométrica para el cálculo del equilibrio químico.

4.2.1 Formulación no estequiométrica

La formulación no estequiométrica para calcular las condiciones de equilibrio químico

en sistemas que sufren una transformación manteniendo las variables de estado (W, Z)

constantes consiste en minimizar el funcional T (W, Z) definido en (4.6) por unidad de

masa del sistema, sujeto a la ecuación de conservación de masa

ns
∑

j=1

aijnj − b◦
i = 0, (i = 1, . . . , ℓ) (4.7)

donde aij son los números de kilogramos del elemento i por mol de la especie j, nj es el

número de moles de la especie j por kilogramo de la mezcla, b◦
i es el total de kilogramos

del elemento i por kilogramo de la mezcla, y ℓ es el número de elementos químicos

presentes.

La técnica consiste básicamente en utilizar el método de los multiplicadores de La-

grange para resolver este problema de optimización con restricciones [14]. Primero se

escribe el lagrangiano

L(n,λ) =
ns
∑

i=1

µini +
ℓ
∑

k=1

λk

(

ns
∑

i=1

akini − b◦
k

)

(4.8)

donde λ es un vector de ℓ desconocidos multiplicadores de Lagrange λ = (λ1, . . . , λℓ) y n
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es en este caso el vector cuya i-ésima componente es el número de moles por kilogramo de

la especie i. El problema de optimización con restricciones se reduce entonces a resolver

el sistema de (ns + ℓ) ecuaciones con (ns + ℓ) incógnitas (n,λ)

(

∂L
∂ni

)

λ,nj,j 6=i

= µi −
ℓ
∑

k=1

akiλk = 0 (4.9a)

(

∂L
∂λk

)

n,λj,j 6=k

= b◦
k −

ℓ
∑

k=1

akini = 0 (4.9b)

La solución del sistema (4.9) requiere la introducción de una expresión apropiada del

potencial químico. A continuació se deriva la expresión que se obtiene para µi cuando

se considera que el sistema es una mezcla de gases térmicamente perfectos.

4.2.2 Expresión para el potencial químico

De acuerdo a lo expuesto en la Sección §3.1.1, en esta tesis se asume que el sistema

en estudio es una mezcla de gases térmicamente perfectos, es decir que satisfacen la

ecuación de estado de los gases ideales

pv = nRT (4.10)

Siguiendo ahora la convención de la literatura utilizamos la segunda de las igualdades

presentes en 4.4b

µi =

(

∂G

∂Ni

)

p,T,Nj,j 6=i

=

(

∂g

∂ni

)

p,T,nj,j 6=i

donde g es la energía libre específica (por unidad de masa) de Gibbs. Diferenciando la

definición de g = h − Ts, e introduciendo 4.1 se obtiene la siguiente relación de Maxwell

(

∂µi

∂p

)

T,n

=





∂

∂ni

(

∂g

∂p

)

T,n





p,T,nj,j 6=i

=

(

∂v

∂ni

)

p,T,nj,j 6=i

= v̄i (4.11)

donde v̄i es el volumen específico molar parcial de la especie i en el sistema.

Considerando una sustancia pura podemos integrar (4.11) a temperatura constante
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e introduciendo (4.10) se obtiene

µ(T, p) = µ(T, p◦) + RT ln p (4.12)

donde p◦ es un valor de presión estándar.

µ◦(T ) ≡ µ(T, p◦) es el denominado potencial químico estandar. Para transformaciones

a (p, T ) constantes puede escribirse en términos de energía molar como

µ◦(T ) =
g(T, p◦)

n
= h(T, p◦) − TsT, p◦ ≡ h◦(T ) − Ts◦(T ) (4.13)

donde h◦(T ) es la entalpía especifica molar estándar y s◦(T ) la entropía específica molar

estándar a la presión p◦.

En un sistema formado por una mezcla de gases térmicamente perfectos la ecuación

(4.12) sugiere una expresión de la forma

µi = µ◦
i (T ) + RT ln pi (4.14)

µ◦
i (T ) es nuevamente el potencial químico estándar de la especie i y pi es la presión

parcial de la especie i en la mezcla dada por,

pi =
ni

n
p (4.15)

Es sencillo demostrar que la expresión (4.14) es consistente con la ecuación de gases

ideales de la mezcla. De esta manera se obtiene la expresión del potencial químico de

una mezcla de gases térmicamente perfectos, adecuada para ser utilizada en la solución

del sistema no lineal (4.9) cuando se consideran (p, T ) o (v, T ) constantes.

µi = µ◦
i (T ) + RT

(

ln
ni

n
+ ln p

)

= µ◦
i (T ) + RT

(

ln ni + ln
RT

v

)

(4.16)

Para las restantes transformaciones presentes en la Tabla 4.1 la temperatura es una

incógnita del sistema (4.9). Por lo tanto se adiciona al lagrangiano (4.8) y por ende al

sistema (4.9) la ecuación de restricción que brinda el valor asignado de energía interna,

entropía o entalpía de la mezcla.

47



4.3 Solución numérica del equilibrio químico. El programa CEA2

Se han desarrollado varios algoritmos basados en la formulación no estequiómetrica

descrita anteriormente. Una exposición exhaustiva de estos se presenta en [12]. En esta

tesis se utiliza la modificación de la formulación no estequiométrica presentada en [5].

Esta, resuelve el sistema de ecuaciones no lineales de la formulación no estequiométrica

considerando una mezcla de gases térmicamente perfectos y aplicando el método de

Newton-Raphson para la solución del sistema (4.9). Se realiza un proceso de sustitución

de variables que permite reducir el sistema de ecuaciones a un tamaño de (ℓ+1)×(ℓ+1).

Este algoritmo ha sido implementado en el programa CEA2 (Chemical Equilibrium

with Applications) [3, 4] desarrollado por NASA–Glenn Research Center. En general

dicho programa considera además de mezcla de gases ideales, fases condensadas puras,

si bien estas no son de aplicación en este trabajo.

Los datos de entrada de CEA2 son la definición de la composición química del gas

y la definición de dos variables de estado termodinámico que pueden ser cualquiera de

las combinaciones presentes en la Tabla 4.1. Una vez obtenida la composición en el

equilibrio químico, el programa brinda el valor de las funciones termodinámicas energía

interna, entalpía, energía libre de Gibbs y entropía de los productos. Además de estas se

obtienen el exponente isoentrópico, la velocidad del sonido, el calor específico a presión

constante, la viscosidad, número de Prandtl y la conductividad térmica de la mezcla. El

procedimiento general de cálculo de estas propiedades se describe en detalle en [1].

La base de datos termodinámicos que utiliza CEA2 para definir las propiedades

termodinámicas de los reactivos y productos proviene de diferentes fuentes, [2, 6, 8, 10].

Esta base de datos incluye los datos termodinámicos de 52 elementos de referencia,

obtenida usando el programa PAC91 descrito en [9]. En esta base de datos para cada

especie la función termodinámica calor específico C◦
P =

(

∂H
∂T

)

p◦
a la presión de referencia

p◦ = 1atm, es expresada como una expansión polinómica de mínimos cuadrados en la

forma
C◦

P

R
=

4
∑

j=1

ajT
j−3

Los polinomios para las funciones de entalpía y entropía a la presión de referencia a

partir de
H◦

RT
=

∫

C◦
P dT

RT
,

S◦

R
=
∫

C◦
P

RT
dT

Las coeficientes de las expansiones polinómicas de C◦
P , H◦ y S◦ son obtenidos en forma

simultánea. El ajuste es realizado de tal forma de brindar el valor exacto a la temperatura
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de referencia T = 298.15K. Estas expansiones polinómicas son consideradas aplicables

en un rango de 200 K a 20000 K.

4.3.1 Implementación computacional

Con el objetivo de implementar computacionalmente el programa CEA2 en códigos

de cálculo fluidodinámico, Scarpin [11] desarrolló una subrutina en lenguaje FORTRAN,

denominada Subrutina de Equilibrio Termoquímico (SET), la cual permite el llamado

al programa CEA2 y la obtención de sus resultados en forma sistemática y durante el

tiempo de cálculo.

Como se ha visto, el cálculo del equilibrio químico mediante CEA2 (SET) requiere

la resolución iterativa de un sistema de ecuaciones y la llamada a librerías de datos

termodinámicos externos. Este procedimiento puede considerarse de tiempo desprecia-

ble si se necesitan unas pocas llamadas a esta subrutina. No obstante, en el contexto

particular de un esquema de cálculo fluidodinámico, y anticipándonos al capítulo siguien-

te, las propiedades del equilibrio químico del fluido deben ser obtenidas en cada celda

computacional para cada paso de tiempo de cálculo lo cuál aumenta significativamente

el tiempo computacional requerido. Con el fin de reducir este costo computacional, se

utilizan generalmente curvas de interpolación tales como las curvas de Tannehill [13] o

métodos de reducción del número de ecuaciones para resolver el equilibrio químico[7]

siendo ambas únicamente de aplicación cuando el gas considerado es aire. Con el fin

de extender las capacidades del código desarrollado al flujo de gases con composición

arbitraria sin recurrir al cálculo del equilibrio químico en forma directa con CEA2, se

ha optado por obtener una base de datos de valores de las propiedades termodinámicas

necesarias para calcular el flujo numérico, y luego aplicar un procedimiento de interpo-

lación de las mismas durante el tiempo de cálculo. Como se mostrará más adelante, los

resultados obtenidos mediante esta metodología permiten obtener una mayor precisión

en comparación con las curvas de Tannehill a un costo computacional comparable.

4.3.1.1 Obtención de la base de datos

La base de datos se encuentra almacenada en una matriz que denominaremos CSET

cuyos elementos son una estructura de datos con cuatro componentes: presión, energía

interna y las derivadas termodinámicas γ y κ que, tal como se mostrará en el próximo

capítulo, son todas las propiedades termodinámicas obtenidas del equilibrio químico

necesarias en el esquema de cálculo fluidodinámico. Las variables de entrada con la cual
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se obtienen los elementos de la matriz son la densidad y la temperatura. Sea entonces

cSET
i,j un elemento de la matriz CSET . Las propiedades termodinámicas de este elemento

son obtenidas a partir de valores de densidad y temperatura dados por la siguiente regla

de asignación:

Ti = Tmin + (i − 1)∆T

ρj = [1 + (m − 1)∆ρ] 10n

j = m + (n − n0)Nρ

m = (1, 2, . . . , Nρ) ; n = (n0, n0 + 1, . . . , nmáx)

i = (1, 2, . . . , NT ) ; j = (1, 2, . . . , Nρ(1 + nmáx − n0))

donde

∆ρ =
9

Nρ

, ∆T =
Tmáx − Tmı́n

NT − 1
(4.18)

Nótese que la densidad presenta una discretización lineal en una escala logarítmica. Esto

se debe a que las funciones termodinámicas poseen generalmente una dependencia apro-

ximadamente lineal entre sí cuando son expresadas en esta escala [13]. En consecuencia

los elementos de C también son almacenados en forma logarítmica.

4.3.1.2 Interpolación

En el caso de las ecuaciones de Euler interesa obtener particularmente las propiedades

termodinámicas dadas como variables dato la densidad y la energía interna debido a

que estas son las que pueden explicitarse a partir del vector de variables conservativas.

Dados entonces como datos de entrada los valores de densidad y energía interna, las

propiedades termodinámicas del equilibrio químico correspondientes a este estado son

obtenidas mediante un proceso de interpolación lineal de los valores almacenados en

CSET . Este proceso de interpolación utiliza la propiedad de que la energía interna del

fluido es una función monótonamente creciente con respecto a la temperatura a densidad

constante y consiste básicamente en la aplicación del siguiente procedimiento.

Dado un valor ρ de densidad de entrada se ubica j tal que se satisface

log(ρj) 6 log(ρ) 6 log(ρj+1)

Se mapea el intervalo [log(ρj), log(ρj+1)] en el intervalo [0, 1]. Se encuentra la ubicación
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de log(ρ) en este intervalo a través de una variable auxiliar ξ definida mediante

ξ(ρ) =
log(ρ) − log(ρj)

log(ρj+1) − log(ρj)

Sea entonces e el valor de la energía interna dada como dato. Se buscan entonces los

valores de iL e iR que satisfagan las siguientes condiciones respectivamente

log(eiL,j) 6 log(e) 6 log(eiL+1,j)

log(eiR,j+1) 6 log(e) 6 log(eiR+1,j+1)

donde ei,j son los valores de energía interna almacenados en el elemento ci,j de CSET . Se

mapean los intervalos [log(eiL,j), log(eiL+1,j)] y [log(eiR,j), log(eiR+1,j)] en los intervalos

[0, 1]L y [0, 1]R respectivamente. Se definen dos variables auxiliares ηL y ηR para encontrar

la ubicación de log(e) en los intervalos [0, 1]L y [0, 1]R respectivamente mediante,

ηL(e) =
log(e) − log(eiL,j)

log(e)iL+1,j − log(eiL,j)

ηR(e) =
log(e) − log(eiR,j)

log(e)iR+1,j − log(eiR,j)

Finalmente para encontrar el valor de una variable termodinámica β siendo β una

de las variables almacenadas en CSET (en forma logarítmica) se procede a interpolar

linealmente los valores en dos etapas. Primero a lo largo de las direcciones ηL y ηR

βL =βiL,j(1 − ηL) + βiL+1,jηL

βR =βiR,j+1(1 − ηR) + βiR+1,j+1ηR

Y por último a lo largo de la dirección ξ

β = βL(1 − ξ) + βRξ

4.3.1.3 Resultados

Con el fin de validar el procedimiento de interpolación descrito, se ha realizado una

comparación de los resultados obtenidos mediante este, las curvas de Tannehill y el

cálculo directo con SET, considerando a estos últimos como los valores exactos de las

propiedades del equilibrio químico.

El procedimiento de validación comprende como datos de entrada valores de densida-
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des y temperaturas aleatorios que cubren todo el rango de la matriz CSET . La cantidad

total de resultados muestreados es igual a 10000.

Se comparan los resultados obtenidos mediante la interpolación a partir de tres bases

de datos CSET cuyos parámetros se presentan en la Tabla 4.2.

NT Nρ n0 nmáx ρmı́n ρmáx Tmı́n Tmáx ∆T Tamaño

CSET
I 100 1 −7 4 10−7 kg

m3 104 kg

m3 200 K 20000 K 200 K 100 × 12

CSET
II 199 2 −7 4 10−7 kg

m3 104 kg

m3 200 K 20000 K 100 K 199 × 24

CSET
III 397 4 −7 4 10−7 kg

m3 104 kg
m3 200 K 20000 K 50 K 397 × 48

Tabla 4.2: Validación del procedimiento de interpolación.
Parámetros de las bases de datos utilizadas.

En las Figs. 4.1 y 4.2 se presenta la distribución de los errores porcentuales obtenidos

con las tres bases de datos, y las curvas de Tannehill para la presión y el coeficiente

politrópico γ, donde el error porcentual se define mediante,

error(θ) =
θ − θSET

θSET

100

siendo θSET el valor obtenido aplicando en forma directa la subrutina SET.
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Figura 4.1: Validación del procedimiento de interpolación.
Distribución acumulada del error de la presión.
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Figura 4.2: Validación del procedimiento de interpolación.
Distribución acumulada del error del coeficiente politrópico γ.

Los resultados obtenidos muestran como el proceso de interpolación propuesto posee

aproximadamente un orden mayor de precisión que las curvas de Tannehill utilizando

la base de datos con menor número de elementos CSET
I . Asimismo se observa que al

aumentar cuatro veces los números de valores de las bases de datos se logra una reducción

del error aproximadamente igual a un orden de magnitud.

Para finalizar este apartado se analiza la eficiencia del proceso de interpolación com-

parando a esta tanto con las curvas de Tannehill como con el cálculo directo mediante

SET. Con este fin se realiza la comparación del tiempo computacional requerido pa-

ra calcular un total de 100000 estados de equilibrio químico dentro de un ciclo loop,

tomando como referencia el tiempo utilizado por las curvas de Tannehill. Los experi-

mentos numéricos se realizaron en un procesador Intel Core 2 Duo T6500 2.1 GHz con

3GB RAM.

CSET
I CSET

II CSET
III SET

t
tref

1.3 1.8 2.0 85.1

Tabla 4.3: Tiempo computacional requerido por el procedimiento de interpolación y la
subrutina SET en comparación con las curvas de Tannehill.

Los resultados que se presentan en la Tabla 4.3 permiten mostrar que el procedi-
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miento de interpolación disminuye en aproximadamente un orden de magnitud el tiempo

computacional requerido en comparación al cálculo directo con SET. En comparación

con la subrutina de Tannehill el tiempo computacional aumenta aproximadamente desde

un 30 % a un 100 % en todos los casos.

Se puede concluir entonces que la metodología de interpolación propuesta a partir de

los valores almacenados en una base de datos, aumenta la precisión de las propiedades del

equilibrio químico en uno o más ordenes de magnitud, a un costo computacional compa-

rable en todos los casos presentados. Presenta además la ventaja que este procedimiento

puede ser extendido a gases con composición química arbitraria. Como desventaja se

aumentan los requerimientos de memoria, el cual no obstante disminuye su importancia

relativa al aumentar el tamaño computacional del problema fluidodinámico considerado.
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CAPÍTULO 5

ESQUEMA NUMERICO

De acuerdo a lo expuesto en los capítulos anteriores, un esquema numérico aplicado a

la solución de sistemas hiperbólicos debe contemplar la capacidad de converger a solucio-

nes generalizadas que presenten discontinuidades tales como choques o discontinuidades

de contacto. Dicha capacidad debe tener en consideración entre otras, la satisfacción en

forma discreta de las propiedades de conservación de las ecuaciones originales, la cap-

tación precisa de discontinuidades en discretizaciones de tamaño computacionalmente

adecuado, la ausencia de oscilaciones espurias en la cercanía de discontinuidades y la

convergencia a las soluciones generalizadas físicamente admisibles. Dentro de los méto-

dos que buscan satisfacer estas propiedades se encuentran los métodos que satisfacen

la propiedad conocida como variación total disminuida (TVD). Este capítulo se enfoca

en describir el método de volúmenes finitos conservativo TVD utilizado en esta tesis

desarrollado por Harten [8] y luego generalizado por Yee [33].

5.1 Consideraciones preliminares

Considérese el problema de valores iniciales (IVP) para la ley de conservación escalar

unidimensional en un dominio no acotado:

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0, −∞ < x < ∞, t > 0 (5.1a)

u(0, x) = φ(x), (5.1b)

Se asume que la ley de conservación posee una función de entropía convexa η(u) y un

flujo de entropía Ψ(u) en el sentido de la Definición §2.9

Sea una discretización del dominio espacial en celdas Ωj de longitud ∆xj identificadas
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mediante la regla de asignación

Ωj := [xj− 1

2
, xj+ 1

2
], ∆xj := xj+ 1

2
− xj− 1

2
, j ∈ Z (5.2)

Sea ū(t, x) una función constante a trozos, o función discreta, que se define como

ū(t, x) = ūj(t) si xj− 1

2
< x < xj+ 1

2
(5.3a)

ūj(t) ≡
x

j+ 1
2

∫

x
j− 1

2

u(x, t)dx (5.3b)

Un esquema explícito en forma conservativa que aproxima (5.1) se escribe como

ūn+1
j = ūn

j − ∆xj

∆tn+ 1

2

(

f̄j+ 1

2
− f̄j− 1

2

)

(5.4a)

donde

f̄j+ 1

2
= f̄

(

ūn
j−k+1, . . . , ūn

j+k

)

(5.4b)

es el denominado flujo numérico y donde

ūn
j ≡ ūj(t

n), ∆tn+ 1

2 ≡ tn+1 − tn > 0, t0 = 0

Introducimos a continuación una serie de definiciones que nos permiten enunciar luego

el teorema de convergencia de Lax-Wendroff.

Definición 5.1. Una función de flujo numerico f̄ (v1, . . . , v2k) se dice que es físicamente

consistente con el flujo físico f(u), si y solo si para todo u satisface la igualdad

f̄(u, . . . , u) = f(u)

Definición 5.2. Se dice que la función constante a trozos ūn
i converge a u(x, t) en L1

(espacio de las funciones integrables de Lebesgue) si para cualquier ǫ > 0, existe h > 0

y δ > 0, tal que si para todo j y n se satisface ∆xj ≤ h, ∆tn+ 1

2 ≤ δ entonces

∞
∑

n=0

∞
∑

j=−∞

tn+1
∫

tn

xj+ 1

2
∫

xj− 1

2

∥

∥

∥ūn
j − u(t, x)

∥

∥

∥dxdt < ǫ

Teorema 5.1. (Lax - Wendroff) [12] Considérese el esquema conservativo (5.4) que
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aproxima la ley de conservación (5.1). Asumáse que el flujo numérico f̄ es físicamente

consistente y que tanto éste como el flujo físico f(u) son funciones Lipschitz continuas.

Suponga que para cualquier ǫ se puede elegir una discretización espacial y un dato inicial

discreto ū0
i tal que se satisface

∞
∑

j=−∞

xj+ 1

2
∫

xj− 1

2

∥

∥

∥ū0
j − u(0, x)

∥

∥

∥dxdt < ǫ

Entonces, si ūn
j converge a una función u(x, t), esta es una solución generalizada de la

ley de conservación (5.1)

El teorema de Lax Wendroff no indica ninguna condición para la convergencia. Más

aún, no podemos recurrir al teorema de equivalencia de Lax [23] para probar la con-

vergencia de un método basándonos en la consistencia y estabilidad del mismo ya que

éste depende de la linealidad del sistema. Un concepto matemático muy útil para probar

la convergencia en el caso no lineal es el concepto de conjunto compacto [11]. Un con-

junto compacto garantiza la convergencia de cualquier secuencia infinita de elementos

que lo componen. Por lo tanto si se pueden probar las propiedades de compacidad de

una secuencia de aproximaciones numéricas, esto equivale junto al teorema de Lax Wen-

droff, a probar la convergencia de esta aproximación a una solución generalizada. Uno

de los conjuntos que satisfacen estas propiedades de compacidad son los que satisfacen

la condición de variación total estable definida a continuación.

Definición 5.3. La variación total TV (w) de una función w(x) se encuentra definida

por

TV (w) ≡ ĺım
ǫ→0

1

ǫ

∞
∫

−∞

|w(x + ǫ) − w(x)| dx

y la variación total TVT (w) de una función w(t, x) como

TVT (w) ≡ ĺım
ǫ→0

1

ǫ

T
∫

0

∞
∫

−∞

[|w(t, x + ǫ) − w(t, x)| + |w(t + ǫ, x) − w(t, x)|] dxdt

Si aplicamos la definición de variación total al caso de una función constante a trozos
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w̃n
i se obtiene,

TV (w̃n) =
∞
∑

j=−∞

∣

∣

∣∆j+ 1

2
w̃n
∣

∣

∣

TVT (w̃) =
N−1
∑

n=0



TV (w̃n) +
∞
∑

j=−∞

∣

∣

∣w̃n+1
j − w̃n

j

∣

∣

∣∆tn+ 1

2





donde
N−1
∑

n=0
∆tn+ 1

2 = T y donde se introduce la notación ∆j+ 1

2
() = ()j+1 − ()j

Definición 5.4. Se dice que una función constante a trozos ũ ∈ L1, aproximación

numérica de la ley de conservación escalar (5.1) con dato inicial u(0, x) acotado y de

soporte compacto es de variación total estable ó TV-estable en un intervalo [0, T ], si

existe un R > 0, M > 0 tal que TVT (ū) ≤ R y |xj | > M ⇒ ũn
j = 0. El esquema numérico

que genera dicha aproximación se dice que es TV-estable.

Es decir, en esta última definición hemos introducido el conjunto

{

ū ∈ L1 : TV (ū) ≤ R, Supp(ū) ⊂ [−M, M ]
}

Es posible demostrar que este conjunto es compacto, y por lo tanto posee una secuencia

convergente a alguna función u ∈ L1. Por lo tanto utilizando el teorema de Lax Wendroff

es posible demostrar el siguiente teorema [13]

Teorema 5.2. Considérese el esquema conservativo (5.4) que aproxima la ley de con-

servación (5.1). Asumáse que se satisfacen las condiciones del teorema de Lax-Wendroff.

Entonces si el esquema es TV-estable converge a una solución generalizada de la ley de

conservación escalar.

Una forma de satisfacer la propiedad TV-estable de un método es requerir que la

variación total no se incremente en el tiempo. De esta forma la variación total en cual-

quier momento se encuentra uniformemente acotada por la variación total de los datos

iniciales. Este requirimiento da lugar a el conjunto de los esquemas TVD.

Definición 5.5. Se dice que un esquema explícito de la forma 5.4 es de variación total

disminuída (TVD), tal que para cualquier dato inicial ū0 de variación total acotada

genera una aproximación numérica ūn
j que satisface,

TV (ūm) ≤ TV (ūn), ∀m > n ≥ 0
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Esta propiedad TVD es intrínseca de las soluciones generalizadas de (5.1). Es decir

se puede probar que cualquier solución generalizada u(t, x) satisface,

TV (u(t2, ·)) ≤ TV (u(t1, ·), ∀t2 ≥ t1

Por lo tanto se puede decir que los esquemas TVD se basan en reproducir en forma

discreta esta propiedad.

Dentro del conjunto de esquemas TVD, se ha probado que un subconjunto de estos,

los denominados esquemas monótonos lineales convergen a una solución generalizada

que satisface la condición de entropía de Oleinek, y por lo tanto convergen a la única

solución físicamente posible. No obstante de acuerdo al teorema de Godunov [5] los

esquemas monótonos lineales son a lo sumo de primer orden de precisión. Por lo tanto

para obtener segundo o mayor orden de precisión, se recurre a esquemas TVD no lineales.

Sin embargo en este tipo de esquemas, no se puede asegurar a priori la convergencia a la

solución única que satisface la desigualdad de entropía, debiéndose recurrir a otro tipo

de artificios numéricos para asegurar esta última condición.

5.2 Esquema TVD de Harten

Considérese un esquema conservativo explícito de 2k + 1 puntos escrito en la forma

(5.4). Utilizando el teorema del valor medio siempre es posible encontrar funciones C+

y C− tal que este esquema puede ser reescrito en la forma

ūn+1
j = (L · ūn)j (5.5a)

(L · ū)j = ūj + C+
j+ 1

2

∆j+ 1

2
ū − C−

j− 1

2

∆j− 1

2
ū, (5.5b)

donde

C+
j+ 1

2

= C+(ūj−k+1, . . . , ūj+k), C+
j− 1

2

= C+(ūj−k, . . . , ūj+k−1) (5.5c)

El siguiente lema [8] establece las condiciones que deben satisfacer los coeficientes C+ y

C− que son suficientes para asegurar que el esquema (5.5) sea TVD.

Lema 5.1. Si los coeficientes C± son tales que satisfacen las condiciones,

C−

j+ 1

2

≥ 0, C+
j+ 1

2

≥ 0,

C−

j+ 1

2

+ C+
j+ 1

2

≤ 1
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entonces el esquema (5.5) que resulta de reescribir el esquema conservativo (5.4) es TVD.

Considérese el esquema explícito conservativo (5.4) con la función flujo numérico f̄

dada por

f̄j+ 1

2
= f̄(ūj, ūj+1) =

1

2

[

f(ūj) + f(ūj+1) − (1/λ̄)Q(λ̄āj+ 1

2
)∆j+ 1

2
ū
]

(5.7a)

donde

āj+ 1

2
=











[f(ūj+1) − f(ūj)] /∆j+ 1

2
ū si ∆j+ 1

2
ū 6= 0

a(vj) si ∆j+ 1

2
ū = 0

(5.7b)

y donde se ha asumido una discretización espacial ∆jx constante e igual a un valor ∆x

de manera que se define λ̄ = ∆x
∆t

Entonces reescribiendo el esquema en la forma (5.5) y utilizando el lema §5.1, es

posible demostrar el siguiente lema [8].

Lema 5.2. El esquema conservativo (5.4), con el flujo numérico dado por (5.7a), donde

Q(x) es una función escalar sujeta a la restricción

|x| ≤ Q(x) ≤ 1 para 0 ≤ |x| ≤ µ ≤ 1 (5.8)

es TVD bajo la condición tipo CFL 1

λ̄ max
j

∣

∣

∣āj+ 1

2

∣

∣

∣ ≤ µ (5.9)

Se puede demostrar que este esquema es monótono lineal y por lo tanto a lo sumo

de primer orden de precisión. La técnica introducida por Harten para obtener segundo

orden de precisión se basa en el hecho de que los esquemas monótonos aproximan la

solución de la ley de conservación viscosa

ut + fx =
gx

λ̄

g = ∆xβ(u, λ̄)ux

a segundo orden de precisión.

1Se denominan generalmente en la literatura ”CFL-like” a las condiciones análogas a la condición
de estabilidad de Courant-Friedrich-Lewis [2]
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Por lo tanto si se aplica el esquema anterior a la ecuación modificada

ut +
(

f − g

λ̄

)

x

= 0 (5.10)

y como g = O(∆x), entonces se obtiene una aproximación TVD de segundo orden de la

ecuación original ut + fx = 0.

Lema 5.3. Sea un esquema conservativo explícito de la forma (5.4) cuyo flujo numérico

resulta de aplicar el flujo (5.7a) a la ecuación modificada (5.10), es decir

f̄j+ 1

2
=

1

2

[

fj + fj+1 +
1

λ̄
(gj + gj+1) − 1

λ̄
Q(ν̄j+ 1

2
+ γj+ 1

2
)∆j+ 1

2
ū
]

(5.11a)

donde ν̄j+ 1

2
= λ̄āj+ 1

2
y donde

γj+ 1

2
=











(gj+1 − gj) /∆j+ 1

2
ū si ∆j+ 1

2
ū 6= 0

0 si ∆j+ 1

2
ū = 0

(5.11b)

Asúmase que Q(x) es Lipschitz continua y gj es tal que satisface,

gj + gj+1 =
[

Q(ν̄j+ 1

2
) − (ν̄j+ 1

2
)2
]

∆j+ 1

2
ū + O(∆x2) (5.11c)

γj+ 1

2
∆j+ 1

2
ū = gj+1 − gj = O(∆x2) (5.11d)

Entonces el esquema (5.11) es una aproximación numérica de segundo orden de (5.1) y

es TVD bajo la restricción tipo CFL (5.9).

En el trabajo original de Harten la denominada función limitadora (porque limita la

cantidad de viscosidad numérica introducida en el esquema) gj que sastisface (5.11c) se

define como

gj = Sj+ 1

2
max

[

0, min
(∣

∣

∣σ(ν̄j+ 1

2
)∆j+ 1

2
ū
∣

∣

∣ , Sj+ 1

2
σ(ν̄j− 1

2
)∆j− 1

2
ū
)]

(5.12a)

donde

σ(z) =
1

2

(

Q(z) − z2
)

> 0 (5.12b)

Sj+ 1

2
= sgn(σ(ν̄j+ 1

2
)∆j+ 1

2
ū) (5.12c)

Yee [34] introduce una modificación del flujo original de Harten menos difusiva, la cual
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puede ser escrita como

f̄j+ 1

2
=

1

2
(fj + fj+1) +

1

2

[

σ(āj+ 1

2
) (gj + gj+1) − Q(āj+ 1

2
+ γj+ 1

2
)∆j+ 1

2
ū
]

(5.13a)

donde

gj =Sj+ 1

2
max

[

0, min
(∣

∣

∣∆j+ 1

2
ū
∣

∣

∣ , Sj+ 1

2
∆j−

1

2
ū
)]

; Sj+ 1

2
= sign

(

∆j+ 1

2
ū
)

(5.13b)

γj+ 1

2
=σ(āj+ 1

2
)











(gj+1 − gj) /∆j+ 1

2
ū si ∆j+ 1

2
ū 6= 0

0 si ∆j+ 1

2
ū = 0

(5.13c)

σ(z) =
1

2

(

Q(z) − λ̄z2
)

(5.13d)

Nótese que esta modificación extrae la función σ(z) de (5.11) y la incorpora como un

factor de (gj +gj+1). A partir de la modificación de Yee se puede generalizar este método

incluyendo otras funciones limitadoras, las cuales pueden ser categorizadas de acuerdo

a la difusión numérica que introducen, en una secuencia que va desde la más difusiva a

la más compresiva como:

1. Limitador de Harten [8]:

gj = minmod
(

∆j− 1

2
ū, ∆j+ 1

2
ū
)

(5.14a)

2. Limitador de Van Leer [27]:

gj =
(

∆j+ 1

2
ū∆j− 1

2
ū +

∣

∣

∣∆j+ 1

2
ū∆j− 1

2
ū
∣

∣

∣

)

/

(

∆j+ 1

2
ū + ∆j− 1

2
ū
)

(5.14b)

3. Limitador de Van Albada [26]

gj =
(

∆j+ 1

2
ū
[

(∆j− 1

2
ū)2 + δ

]

+ ∆j− 1

2
ū
[

(∆j+ 1

2
ū)2 + δ

])

/

(

(∆j+ 1

2
ū)2 + (∆j− 1

2
ū)2 + 2δ

)

(5.14c)

4. Limitador de Woodward y Collela [30]:

gj = minmod
(

2∆j− 1

2
ū, 2∆j+ 1

2
ū,

1

2

(

∆j+ 1

2
ū + ∆j− 1

2
ū
)

)

(5.14d)
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5. Limitador superbee[21]:

gj = S · max
[

0, min
(

2
∣

∣

∣∆j+ 1

2
ū
∣

∣

∣ , S · ∆j− 1

2
ū
)

, min
(∣

∣

∣∆j+ 1

2
ū
∣

∣

∣ , 2S · ∆j− 1

2
ū
)]

(5.14e)

donde S = sign(∆j+ 1

2
ū) y δ es un parámetro pequeño que previene la división por cero.

La función minmod es igual al menor valor absoluto de sus argumentos si estos son del

mismo signo, o igual a cero si cualquiera de sus argumentos es de signo opuesto. De

acuerdo a Yee [36], los limitadores segun el orden de la secuencia anterior incrementan

la resolución de discontinuidades y disminuyen la estabilidad numérica y la tasa de

convergencia.

5.2.1 Condición de entropía

Como dijimos anteriormente si bien los esquemas TVD no lineales convergen a una

solución generalizada esto no asegura que esta sea la solución físicamente posible del sis-

tema que satisface la desigualdad de entropía. Considérese entonces la función Q(x) = |x|
que es la que introduce la menor cantidad de disipación numérica en el esquema. Supón-

gase ahora que se tiene un problema de Riemann, cuyas condiciones iniciales son tales

que corresponden a una discontinuidad donde una de las velocidades características es

nula. En este caso, la función Q(x) también es nula y por lo tanto el esquema numérico

propaga en forma exacta esta discontinuidad inicial. Si esta discontinuidad se encuentra

asociada a un campo no linealmente degenerado que no satisface la condición de de-

sigualdad de entropía, entonces el esquema no es capaz de captar la onda de expansión

física que realmente toma lugar en la evolución del flujo. Existen variadas propuestas

para introducir viscosidad numérica en este caso de manera de forzar la convergencia

a la solución física [9, 18, 24] , mediante los artificios conocidos como “entropy fix” o

corrector de entropía. La forma propuesta en [9] y utilizada en este trabajo para for-

zar la satisfacción de la condición de entropía a través de la introducción de viscosidad

numérica es mediante la modificación

Q(x) =











|x| si |x| ≥ ǫ

(x2 + ǫ2)/2ǫ si |x| < ǫ
(5.15)

donde ǫ es o bien un parámetro pequeño o bien una función de u.
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5.3 Extensión a sistemas

En esta sección se describirá la técnica utilizada para aplicar el esquema escalar

visto en la sección anterior al caso de sistemas hiperbólicos no lineales. Sea un sistema

hiperbólico de m leyes de conservación en un espacio unidimensional,

ut +
∂f

∂u
ux = 0 (5.16)

Sea A(u) ∈ R
m×m la matriz jacobiana del flujo y sea R(u) ∈ R

m×m la matriz cuyas

columnas son los vectores propios derechos r de A. Entonces podemos escribir

R−1AR = Λ, Λij = λiδij (5.17)

donde λi es el valor propio asociado al vector propio r que ocupa la columna i de R.

Definimos ahora las variables características w como

w ≡ R−1u (5.18)

Asumáse ahora que la matriz jacobiana es constante. Entonces utilizando la definición

de variables características el sistema (5.16) puede ser escrito como un conjunto de m

ecuaciones escalares desacopladas,

wt + Λwx = 0 (5.19)

Haciendo uso de la forma desacoplada del sistema podemos aplicar en forma directa a

cada una de las ecuaciones escalares el esquema TVD escalar de Harten. En el caso de

sistemas no lineales donde la matriz A no es constante, se utiliza una linealización local

del problema de Riemann en cada interface entre celdas, mediante la definición de un

estado promedio simétrico ũj+ 1

2
= V(ūj , ūj+1), donde V(v, w) satisface

V(v, w) = V(w, v), V(v, v) = v (5.20)

Sean entonces λ̃k
j+ 1

2

, r̃k
j+ 1

2

los k-valores propios y k-vectores propios derechos de la matriz

jacobiana A(ũj+ 1

2
) evaluada en el estado promedio ũj+ 1

2
. Sea αj+ 1

2
∈ R

m definida por

la relación:

αj+ 1

2
= R̃−1

j+ 1

2

∆j+ 1

2
ū (5.21)
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Es decir la componente αk
j+ 1

2

es exactamente el salto del vector de estado a través de la

k-onda característica del problema de Riemann

ut + A(ũj+ 1

2
)ux = 0, u(0, x) =











uj , x < 0

uj+1, x > 0
(5.22)

Como este sistema de coeficientes constantes puede ser escrito como un sistema de

ecuaciones escalares desacopladas en las variables αj+ 1

2
entonces podemos aplicar el

esquema escalar (5.13) a cada una de estas. Escribiendo nuevamente el esquema en las

variables originales se obtiene

un+1
j = un

j − ∆x

∆n+ 1

2 t

(

f̄j+ 1

2
− f̄j− 1

2

)

(5.23a)

f̄j+ 1

2
=

1

2
(fj + fj+1) +

1

2
R̃j+ 1

2
Φj+ 1

2
(5.23b)

Φk
j+ 1

2

= σk(λk
j+ 1

2

)
(

gk
j + gk

j+1

)

− Qk
(

λk
j± 1

2

+ γk
j+ 1

2

)

αl
j+ 1

2

(5.23c)

γk
j+ 1

2

= σ(λj+ 1

2
)











(

gk
j+1 − gk

j

)

/αk
j+ 1

2

si αk
j+ 1

2

6= 0

0 si ∆j+ 1

2
αk

j+ 1

2

= 0
(5.23d)

donde σk(z) se define igual que en (5.13d) y Qk(x) se define como (5.15) en los campos

genuinamente no lineales. En los campos linealmente degenerados Qk(x) = |x|. Las

funciones limitadoras definidas en la secuencia (5.14) se escriben para el caso de sistemas

como:

1. Limitador de Harten:

gk
j = minmod

(

αk
j− 1

2

, αk
j+ 1

2

)

(5.24)

2. Limitador de Van Leer:

gk
j =

(

αk
j+ 1

2

αk
j− 1

2

+
∣

∣

∣αk
j+ 1

2

αk
j− 1

2

∣

∣

∣

)

/(

αk
j+ 1

2

αk
j − 1

2

)

(5.25)

3. Limitador de Van Albada

gk
j =

(

αk
j+ 1

2

[

(αk
j−

1

2

)2 + δ
]

+ αk
j−

1

2

[

(αk
j+ 1

2

)2 + δ
])

/

(

(αk
j+ 1

2

)2 + (αk
j−

1

2

)2 + 2δ
)

(5.26)
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4. Limitador de Woodward y Collela:

gk
j = minmod

(

2αk
j− 1

2

, 2αk
j+ 1

2

,
1

2

(

αk
j+ 1

2

+ αk
j− 1

2

)

)

(5.27)

5. Limitador superbee:

gk
j = S · max

[

0, min
(

2
∣

∣

∣αk
j+ 1

2

∣

∣

∣ , S · αk
j−

1

2

)

, min
(∣

∣

∣αk
j+ 1

2

∣

∣

∣ , 2S · αk
j−

1

2

)]

(5.28)

Debido a que la técnica descrita hace uso de esquemas escalares en cada campo

característico, la función limitadora utilizada no necesita ser la misma para cada campo.

Por ejemplo, pueden utilizarse limitadores más compresivos para los campos linealmente

degenerados y utilizar un limitador más difusivo en los campos genuinamente no lineales

[32, 33], e incluso se pueden utilizar diferentes esquemas para cada campo. No obstante

debe ser tenido en cuenta que a menudo las funciones limitadoras diseñadas para los

campos linealmente degenerados pueden dan lugar a oscilaciones espurias o soluciones

no físicas en el campo genuinamente no lineal.

5.3.1 Estado promedio de Roe generalizado

Definimos a continuación el estado promedio que linealiza localmente el problema

de Riemann. Si uno requiere que el esquema aplicado a sistemas se reduzca al esquema

escalar para m = 1, una forma de obtener esta condición es que los valores y vectores pro-

pios λ̃k
j+ 1

2

, r̃k
j+ 1

2

sean aquellos correspondientes a la matriz jacobiana de Roe Ã(ūj , ūj+1)

donde Ã(v, w) satisface las siguientes propiedades [20] :

1. Hiperbolicidad: Ã(v, w) ∈ R
m×m tiene m valores propios reales y una base de m

vectores propios derechos linealmente independientes

2. Consistencia con el jacobiano exacto

Ã(v, v) = A(v) (5.29a)

3. Cumplimiento de las condiciones de Rankine Hugoniot

F (w) − F (v) = Ã (v, w) (w − v) (5.29b)
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En el caso particular de gas calórico perfecto la matriz jacobiana de Roe asociada al

sistema de las ecuaciones de Euler se encuentra definida en forma exacta [20]. No obs-

tante, la generalización del estado promedio de Roe para gases con una ecuación de

estado arbitraria no se encuentra unívocamente definida. Diversas extensiones del esta-

do promedio de Roe han sido propuestas [3, 7, 14, 29] , dependiendo éstas de la elección

de las variables utilizadas en la ecuación de estado que define la presión. En esta tesis

se utiliza la metodología propuesta por [29] , que además de haber sido ampliamente

reportado su uso en esquemas TVD [15, 16, 34] , presenta un menor costo computacional

en comparación con las otras técnicas [17].

En la metodología propuesta por [29] la presión p se expresa como función de la

densidad y la energía interna por unidad de volumen ε = ρe a traves de la EOS p =

p(ρ, ε).

Se definen las derivadas termodinámicas de la ecuación de estado como

κ =

(

∂p

∂ε

)

ρ

, χ =

(

∂p

∂ρ

)

ε

(5.30)

Utilizando estas últimas definiciones se demuestra que la matriz de Roe Ã para las

ecuaciones de Euler unidimensionales se encuentra dada por

Ã (uL, uR) =













0 1 0

χ̃ − (2 − κ)1
2
ṽ

2
ṽ(2 − κ̃) κ̃

ṽ

(

−H̃ + 1
2
ṽ

2 + χ̃
)

H̃ − ṽ
2κ̃ ṽ (1 + κ̃)













(5.31)

donde

ṽ = Ro(v) H̃ = Ro(H) (5.32)

en la cuál se introdujo el operador promedio de Roe, Ro() definido por

Ro() =

√
ρL ()L +

√
ρR ()R√

ρL +
√

ρR

(5.33)

y donde v es la velocidad unidimensional del flujo.
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La matriz jacobiana de Ro (5.31) tiene tres valores propios ordenados en la forma

creciente

λ̃1 = ṽ − c̃, λ̃2 = ṽ, λ̃3 = ṽ + c̃ (5.34)

y cuya matriz de vectores propios derechos asociados es

R̃ =













1 1 1

ṽ − c̃ ṽ ṽ + c̃

H̃ − ṽc̃ H̃ − c̃2

κ̃
H̃ + ṽc̃













(5.35)

donde c̃ es la velocidad del sonido promedio de Roe dada por,

c̃ =

√

[

χ̃ +
(

H̃ − 1

2
ṽ2

)

κ̃
]

(5.36)

Para que la matriz jacobiana satisfaga la propiedad (5.29b) los valores de χ̃ y κ̃ deben

satisfacer la siguiente condición:

∆p = χ̃∆ρ + κ̃∆ε (5.37)

donde ∆() = ()R − ()L.

Con el fin de determinar unívocamente los valores de χ̃ y κ̃, en [29] se propone utilizar

la información que brindan los estados termodinámicos a la izquierda (L) y derecha (R)

de la interface. Integrando la expresión

dP = χdρ + κdǫ

a lo largo de un camino recto entre los estados L y R y usando la (5.37) se obtienen las

relaciones generales

χ̃ =

1
∫

0

χ [ε(τ), ρ(τ)] dτ , κ̃ =

1
∫

0

κ [ε(τ), ρ(τ)] dτ (5.38)

donde el parámetro τ es normalizado de tal forma que τL = 0 y τR = 1. Es de destacar

que la definición anterior no elimina la no unicidad del estado promedio de Roe, debido

a que exite una dependendencia directa del camino elegido entre los estados L y R. Es

decir, diferentes caminos de integración brindan diferentes matrices jacobianas de Roe,
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tal como se demuestra en [25]. Debido al costo que implicaría la evaluación exacta de

las Ecs. (5.38), en [29] se propone encontrar primero una aproximación χ̂, κ̂ para χ̃ y κ̃,

mediante una regla de integración numérica de bajo costo, tal como la regla del punto

medio o la regla trapezoidal.

Luego, se realiza una proyección de estos valores en el plano χ−κ sobre la línea recta

definida por la Ec. (5.37). Finalmente se obtienen las relaciones [17],

χ̃ =
Dχ̂ + ŝ2∆ρδp

D − ∆pδp
(5.39a)

κ̃ =
Dκ̂

D − ∆pδp
(5.39b)

donde,

δp = ∆p − χ̂∆ρ − κ̂∆ε (5.39c)

D = (ŝ∆ρ)2 + (∆p)2 (5.39d)

ŝ = χ̂ + κh (5.39e)

y donde κh es evaluado aplicando al producto κh la misma fórmula de integración

utilizada para χ̂ y κ̂, siendo h = e + p/ρ, la entalpía específica.

5.4 Extensión a las ecuaciones de Euler bidimensionales

En esta sección se discute la extensión del esquema de Harten-Yee a las ecuaciones

de Euler bidimensionales. La formulación aquí descrita es válida tanto para el caso

bidimensional como el tridimensional si bien sólo la primera será discutida y es la que

finalmente es implementada en esta tesis.

Comenzamos la exposición considerando un sistema hiperbólico de m leyes de con-

servación definido en un sistema de coordenadas espaciales cartesiano (x, y) el cual es

escrito en la forma conservativa

∂u

∂t
+

∂f (u)

∂x
+

∂g (u)

∂y
= 0 (5.40)

Considérese una transformación de coordenadas desde el dominio físico (x, y) a un

dominio cartesiano computacional mediante las funciones de mapeado ξ = ξ(x, y) y

η = η(x, y), tal como se muestra en la Fig. 5.1.
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Figura 5.1: Transformación de coordenadas del dominio físico al computacional.

El sistema (5.40) puede escribirse en forma conservativa con respecto a este sistema

de coordenadas como
∂û

∂t
+

∂f̂ (û)

∂ξ
+

∂ĝ (û)

∂η
= 0 (5.41a)

donde

û = u/J (5.41b)

f̂ = (ξxf + ξyg) /J (5.41c)

ĝ = (ηxf + ηyg) /J (5.41d)

siendo J el jacobiano de la transformación de coordenadas dado por

J = ξxηy − ξyηx (5.41e)

Sean A = ∂f
∂u

y B = ∂g

∂u
. Entonces las matrices jacobianas del sistema transformado

Â = ∂ f̂
∂û

y B̂ = ∂ĝ

∂û
se escriben como

Â = ξxA + ξyB (5.42a)

B̂ = ηxA + ηyB (5.42b)

Sean (λ1
ξ, λ2

ξ, . . . , λm
ξ ) los valores propios de Â y (λ1

η, λ2
η, . . . , λm

η ) los valores propios de

B̂. Sean además Rξ y Rη las matrices cuyas columnas son los vectores propios derechos

de Â y B̂ respectivamente. Aplicando las expresiones de los valores y vectores propios

del sistema de ecuaciones de Euler 3.12 de la Sección §3.1.2 se obtiene que los valores

propios de Â se encuentran dados por

(λ1
ξ, λ2

ξ, λ3
ξ, λ4

ξ) = (vξ − kξc, vξ, vξ, vξ + kξc) (5.43a)
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donde vξ = ξxvx + ξyvy y kξ =
√

ξ2
x + ξ2

y .

Asímismo la matriz de vectores propios derechos de Â se encuentra dada por

Rξ =





















1 1 0 1

vx − k1c vx −k2 vx + k1c

vy − k2c vy k1 vy + k2c

H − vξc/kξ H − c2

κ
k1vy − k2vx H + vξc/kξ





















(5.44a)

donde

k1 =
ξx

kξ

, k2 =
ξy

kξ

(5.44b)

En forma análoga los valores propios de B̂ se obtienen reemplazando vξ por vη = ηxvx +

ηyvy y kξ por kη =
√

η2
x + η2

y en (5.43a) y la matriz de vectores propios Rη se obtiene

haciendo k1 = ηx

kη
y k2 = ηx

kη
en (5.44a).

Sean entonces el dominio (ξ, η) discretizado en la forma (ξi, ηj) = (i∆ξ, j∆η), i =

0, 1, . . . , NI, j = 0, 1, . . . , NJ donde ∆ξ y ∆η denota el espaciado de la grilla computacio-

nal tal como se muestra en la Figura 5.1 . Sea ui,j = u(ξi, ηj) el vector de estado definido

en cada nodo de la grilla computacional. Entonces un esquema de diferencias finitas de

(5.41a) puede escribirse en la forma general,

∂ûi,j

∂t
= − 1

∆ξ

(

f̃i+ 1

2
,j − f̃i− 1

2
,j

)

− 1

∆η

(

g̃i,j+ 1

2
− g̃i,j− 1

2

)

(5.45)

La extensión del esquema TVD a dos dimensiones es llevada a cabo a través de la

formulación de los flujos numéricos f̃i+ 1

2
,j y g̃i+ 1

2
,j en las direcciones ξ y η en una forma

análoga al flujo derivado en el caso unidimensional. No obstante debe tenerse en cuenta

que en este caso se encuentran presentes en la formulación los términos de las métricas de

la transformación de coordenadas. La discretización numérica de estos términos presenta

influencia en la conservación de las condiciones de la corriente libre, y en el tratamiento de

las condiciones de contorno [28]. Yee propone la siguiente formulación que es equivalente

a una formulación conservativa en volúmenes finitos en dos dimensiones [28, 35] y que

preserva en forma exacta la corriente libre:

f̃i+ 1

2
,j =

1

2





(

ξx

J

)

i+ 1

2
,j

(fi,j + fi+1,j) +

(

ξy

J

)

i+ 1

2
,j

(gi,j + gi+1,j) + (Rξ)i+ 1

2
,j

Φi+ 1

2
,j

/

Ji+ 1

2
,j





(5.46)
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donde

(

ξx

J

)

i+ 1

2
,j

=
1

2





(

ξx

J

)

i,j

+

(

ξx

J

)

i+1,j



 ,
1

Ji+ 1

2
,j

=
1

2

(

1

Ji,j

+
1

Ji+1,j

)

(5.47)

La matriz de vectores propios (Rξ)i+ 1

2
,j

es evaluada en el estado promedio de Roe entre

los estados ui,j y ui+1,j . Los términos geométricos k1 y k2 son evaluados de acuerdo a

(k1)i+ 1

2
,j =

(

ξx

J

)

i+ 1

2
,j

√

(

ξx

J

)2

i+ 1

2
,j

+
(

ξy

J

)2

i+ 1

2
,j

(5.48)

con una definición análoga para (k2)i+ 1

2
,j Las componentes del vector Φi+ 1

2
,j se expresan

de la misma manera que en el caso unidimensional, debiendo reemplazarse los valores

propios por los dados en (5.43a), y donde las variables características αi+ 1

2
,j se encuen-

tran dadas por

αi+ 1

2
,j =

(

R−1
ξ

)

i+ 1

2
,j

(ui+1,j − ui,j) =





















1
2
(aa + bb + ∆i+ 1

2
,jρ)

−aa

cc

1
2
(aa − bb + ∆i+ 1

2
,jρ)





















(5.49a)

aa =
κ̃

c̃2

[

∆i+ 1

2
,jE −

(

Ĥ − ṽ
2
x − ṽ

2
y

)

∆i+ 1

2
,jρ − ṽx∆i+ 1

2
,jρvx − ṽy∆i+ 1

2
,jρvy

]

(5.49b)

bb =
1

c̃

[

−(k1)i+ 1

2
,j∆i+ 1

2
,jρvx − (k2)i+ 1

2
,j∆i+ 1

2
,jρvy +

(

(k1)i+ 1

2
,j ṽx + (k2)i+ 1

2
,j ṽy

)

∆i+ 1

2
,jρ
]

(5.49c)

cc = (k1)i+ 1

2
,j∆i+ 1

2
,jρvy − (k2)i+ 1

2
,j∆i+ 1

2
,jρvx +

(

(k2)i+ 1

2
,j ṽx − (k1)i+ 1

2
,j ṽy

)

∆i+ 1

2
,jρ

(5.49d)

donde ∆()i+ 1

2
,j = ()i+1,j − ()i,j y donde la tilde (̃ ) denota el estado promedio de Roe

entre los estados ui+1,j y ui,j .

Los valores de las métricas ξx, ξy, ηx, ηy y el jacobiano J son obtenidos a partir de

ξx = Jyη, ξy = −Jxη, ηx = −Jyξ, ηy = Jxξ (5.50)

J =
1

xξyη − yξxη

(5.51)

74



donde xξ, yξ, xη y yη son evaluadas mediante diferencias centradas de segundo orden

en el interior del dominio y mediante diferencias laterales de primer o segundo orden

en el contorno. De forma análoga a lo expuesto se define el flujo numérico g̃i,j+ 1

2
en la

dirección η.

5.4.1 Integración temporal

Los métodos de integración temporal utilizados usualmente en conjunto con discre-

tizaciones espaciales TVD multidimensionales pueden clasificarse generalmente en dos

categorías: métodos explícitos y métodos implícitos. Entre los métodos explícitos más

utilizados se encuentran los métodos de tipo “dimensional splitting” [22] que aplican

operadores espaciales unidimensionales en forma alternada, los métodos tipo “predictor

- corrector” de Lax Wendroff y McCormack modificados para satisfacer las propiedades

TVD [35], y los métodos de Runge Kutta. Por otro lado, entre los métodos implícitos más

utilizados en conjunto con esquemas TVD estructurados se encuentra el método “Alter-

nate Direction Implicit” [35]. Al ser incondicionalmente estables y por lo tanto permitir

mayores pasos de tiempo y mejores tasas de convergencia, los métodos implícitos tienen

particular aplicación cuando son de interés soluciones estacionarias, o cuando el sistema

de ecuaciones posee términos fuentes que reducen drásticamente el paso de tiempo de

estabilidad asociado a los métodos explícitos, tal como sucede por ejemplo cuando son

incluídos efectos viscosos o de no equilibrio químico. No obstante, los métodos implícitos

presentan un alto costo tanto de implementación como de cálculo, ya que requieren de

la solución de un sistema de ecuaciones en cada paso de tiempo. En contraposición, los

métodos explícitos presentan la ventaja de un reducido costo de cálculo por iteración,

permitiendo un alto nivel de eficiencia y vectorización en el código.

Entre los métodos explícitos, los métodos de Runge Kutta han probado ser altamente

eficientes en el cómputo de las ecuaciones de Euler [1, 10]. En este trabajo se emplea

un esquema de Runge Kutta de segundo orden propuesto por [6]. Este, pertenece a una

familia de métodos de Runge Kutta diseñados especialmente para conservar la propie-

dad TVD de la discretización espacial. Presenta además la propiedad de poseer buenas

propiedades de amortiguamiento de las oscilaciones numéricas de alta frecuencia (oscila-

ciones del orden de discretización de la malla), lo cual lo hace atractivo para el cómputo

de soluciones estacionarias.

Si designamos con L(u) al operador discreto del lado derecho de (5.45), entonces el

método de integración temporal de Runge Kutta de 2do orden de [6] queda definido a

75



partir de

û
(1)
i,j = ûn

i,j + ∆tL (ûn) (5.52a)

ûn+1
i,j =

1

2
ûn

i,j +
1

2
û

(1)
i,j +

1

2
∆tL

(

û(1)
)

(5.52b)

donde la condición CFL para la región de estabilidad del paso de tiempo se encuentra

dada por

∆t ≤ mı́n
i,j







mı́n

(

∆ξ

|vξ| + c
,

∆η

|vη| + c

)

i,j







(5.53)

5.4.2 Condiciones de contorno

Hasta aquí se ha tratado únicamente el problema de la definición del esquema nu-

mérico en el interior del dominio computacional. Es el objetivo de esta sección entonces

definir el tratamiento de las denominadas condiciones de contorno o borde, haciendo

especial énfasis en el caso bidimensional. Serán tratadas tres tipos de condiciones de

contorno: contorno sólido, contorno abierto y contorno de simetría.

5.4.2.1 Contorno sólido

En un contorno sólido la restricción que debe satisfacer el campo de movimiento es

que el flujo no penetre en el sólido. Esta es la llamada condición de no penetración y

equivale a establecer que la velocidad normal al borde sólido es nula sobre el mismo. Es

decir, si Γb denota la curva que define el borde sólido, entonces

v · n = 0, en Γb

donde n es el versor normal a Γb.

Supongamos ahora que el borde sólido del dominio físico corresponden a los puntos

de la grilla definidos por una línea donde η = 0 en el dominio computacional. En este

caso, es sencillo mostrar que el versor normal se encuentra dado por

n =
1

√

η2
x + η2

y

[ηx, ηy]
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Por lo tanto la condición de no penetración se encuentra dada por

vn =
ηxvx + ηyvy
√

η2
x + η2

y

= 0 (5.54)

Asimismo la velocidad tangencial al contorno se encuentra dada por,

vt =
ηyvx − ηxvy
√

η2
x + η2

y

(5.55)

En el método de imposición de la condición de no penetración propuesto por [19], la

velocidad tangencial es obtenida por extrapolación lineal de primer orden. Luego, se

obtienen los valores de la velocidad sobre el borde sólido a partir de la relación inversa

a las anteriores,






vx

vy





 =
1

√

η2
x + η2

y







ηy ηx

−ηx ηy













vt

vn = 0





 (5.56)

Por extrapolación lineal se entiende cuando los valores de una variable son obtenidos a

partir de los valores en el interior del dominio. Por ejemplo si Φi,0 es el valor de una

variable en el contorno η = 0, entonces una extrapolación de primer orden corresponde

a

Φi,0 = Φi,1

mientras que una extrapolación de segundo orden a

Φi,0 = (4Φi,1 − Φi,2)/3

La presión sobre el borde es obtenida resolviendo la ecuación de momento a lo largo de

la línea de corriente situada sobre el borde sólido. Esta ecuación se obtiene al multiplicar

la ecuación de momento en la dirección x e y por ηx y ηy respectivamente, sumarlas e

introducir la condición de no penetración vn = 0. Luego de aplicar este procedimiento

se obtiene la expresión [19],

− ρvξ

(

ηx

∂vx

∂ξ
+ ηy

∂vy

∂ξ

)

= (ηxξx + ηyξy) pξ +
(

η2
x + η2

y

)

pη (5.57)

donde la densidad es obtenida por extrapolación desde el dominio. La ecuación de mo-

mento (5.57) es resuelta utilizando derivadas centrales de segundo orden en la dirección ξ

y derivadas laterales de primer orden en la dirección η. Se obtiene de esta manera un sis-
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tema tridiagonal de ecuaciones, cuyas incógnitas son los valores de la presión, quedando

de esta manera completamente definido el vector de estado en el borde sólido.

5.4.2.2 Contorno abierto

El contorno abierto se refiere a aquel contorno en el cual el fluido o bien ingresa o

bien abandona el dominio computacional. En un problema de flujo externo sobre cuer-

pos, el contorno abierto del dominio computacional idealmente debería ubicarse lo más

lejos posible de la región perturbada por el cuerpo de forma tal que las propiedades del

flujo sobre el contorno sean conocidas y similares o aproximadamente similares a la de

la corriente libre. En la práctica, el dominio computacional debe ser acotado debien-

do aplicarse condiciones de borde apropiadas sobre el contorno abierto. Es importante

notar que las condiciones impuestas en contornos libres pueden causar la pérdida de

estabilidad del sistema de ecuaciones [31], la reducción de la tasa de convergencia en

soluciones estacionarias por reflexión de ondas en el borde [4] (de especial importancia

en flujos transónicos) entre otros efectos de díficil predicción, de allí la importancia de

su implementación adecuada.

En sistemas hiperbólicos el número y tipo de condiciones que deben ser impuestas en

un contorno abierto resulta del análisis del signo de las ondas características del sistema.

La Fig. 5.2 muestra el esquema de ondas unidimensional para las cuatro condiciones

de contorno abierto que se presentan en las ecuaciones de Euler: entradas y salidas

subsónicas y supersónicas respectivamente.

Figura 5.2: Tipos de contornos abiertos.

78



Por motivos de estabilidad del sistema de ecuaciones, el número de condiciones de

que deben imponerse en un contorno abierto se encuentra dado por el número de carac-

terísticas entrantes al dominio computacional. Por ejemplo, en el caso de una entrada

supersónica todas las características son entrantes por lo tanto deben imponerse un to-

tal de condiciones de contorno igual al número de características del sistema. Debido a

que la información que transporta una onda característica es, precisamente una variable

característica, rigurosamente las condiciones deberían ser aplicadas sobre estas últimas.

No obstante las variables características son expresiones diferenciales que no pueden

medirse en forma directa. Por lo tanto, en la práctica se recurre a la imposición de las

condiciones de contorno sobre las variables primitivas usuales, e.g., densidad, velocidad,

presión, temperatura. La Tabla 5.1 muestra cuales son las variables que se imponen y

cuales son las que se extrapolan desde el interior del dominio para cada uno de los tipos

de contorno abierto.

Variable Entrada Entrada Salida Salida

subsónica supersónica subsónica supersónica

Densidad (I) (I) (E) (E)

Velocidad (I) (I) (E) (E)

Presión (E) (I) (I) (E)

Tabla 5.1: Tratamiento de las variables primitivas en contornos abiertos.
(I): Impuesta. (E): Extrapolada.

5.4.2.3 Condición de simetría

Las condiciones de simetría son utilizadas para reducir el costo de cálculo en cam-

pos de movimiento que presentan simetría con respecto a un plano (una recta en dos

dimensiones). Su implementación es la más sencilla entre las hasta aquí vistas. Si por

ejemplo, en el dominio computacional η = 2∆η y η = 0 son dos rectas que presentan

simetría con respecto a la recta η = ∆η en el plano físico, entonces la densidad, velocidad

tangencial a la línea de simetría y la presión en η = 0 se obtiene por extrapolación de

primer orden a partir de los valores en η = 2∆η , mientras que la velocidad normal se

invierte en signo. Luego los valores en la línea de simetría η = ∆η son obtenidos a partir

del promedio entre los valores adyacentes a ambos lados, de forma tal que sobre la línea

de simetría la velocidad normal se anula, formando esta entonces una línea de corriente

del flujo. Finalmente, como el esquema TVD de Harten Yee es un esquema de 5 puntos

son necesarios además los valores de las funciones limitadoras g en el contorno. Estas,
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son obtenidas tal como es recomendado en [37] por extrapolación de primer orden desde

los valores del dominio en cada uno de los tipos de contorno considerados.
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CAPÍTULO 6

RESULTADOS

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos mediante el esquema TVD

de Harten-Yee descrito en el Capítulo §5 considerando que el gas se encuentra en equi-

librio termoquímico de acuerdo a lo expuesto en el Capítulo §4. Se han utilizado tres

tipos de variantes de este esquema. El esquema que denominaremos HYMM (Harten-Yee

Minmod) utiliza la función limitadora minmod (5.24) en todas las ondas características.

Un segundo esquema que denominaremos HYAD (Harten-Yee Adaptivo) corresponde al

propuesto en [5]. En éste se utiliza la función compresiva superbee (5.28) en el campo

de ondas linealmente degenerado sólo cuando la intensidad de estas ondas es mayor a

las ondas genuinamente no lineales, bajo un criterio de comparación que se define más

adelante. En caso contrario se utiliza la función minmod en todas las ondas. Un tercer

esquema que denominaremos HYNAD (Harten-Yee No Adaptivo) utiliza siempre la fun-

ción limitadora superbee en las ondas linealmente degeneradas y la función limitadora

minmod en las ondas genuinamente no lineales. Este esquema se introduce a modo de

estudiar mediante experimentos numéricos las posibles ventajas y desventajas que pre-

senta el uso de la función limitadora superbee en forma adaptiva, en comparación con

una técnica no adaptiva.

Los experimentos numéricos realizados a este fin son:

1. Solución de problemas transitorios unidimensionales. Se presentan resultados de

5 problemas de Riemann de alta entalpía especialmente diseñados para observar

efectos del gas en equilibrio químico [7].

2. Solución de problemas transitorios bidimensionales. Se presentan resultados de 4

poblemas de Riemann con simetría cilíndrica, utilizando las mismas condiciones

iniciales que en los problemas de Riemann unidimensionales.
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3. Solución de problemas estacionarios bidimensionales. Se presentan resultados del

flujo estacionario en régimen hipersónico sobre configuraciones de interés aeroespa-

cial: blunt bodies. Se utilizan dos tipos de condiciones de la corriente libre: número

de Mach igual a 15 a las condiciones de atmósfera estándar correspondientes a

una altura de 20 km, y número de Mach 25 a una altura de 40 km. En ambos

casos se comparan los resultados obtenidos asumiendo gas en equilibrio químico y

asumiendo gas calórico perfecto.

6.1 Resultados unidimensionales

6.1.1 Casos de prueba

Se presentan resultados para un total de 5 problemas de Riemann unidimensiona-

les. Estos casos de prueba se han utilizado previamente en [7, 11] para comparar la

performance de esquemas TVD bajo condiciones de alta entalpía considerando gas en

equilibrio químico. En la Tabla 6.1 se muestran los estados a la izquierda (L) y derecha

(R) de la discontinuidad inicial para cada uno de los casos de prueba considerados.

Caso Estado Densidad Presión Temperatura Velocidad

kg/m3 N/m2 K m/sec

Caso A (L) 0.0660 9.84 104 4390.8 0.0

(R) 0.0300 1.50 104 1741.8 0.0

Caso B (L) 1.4000 9.88 105 2456.5 0.0

(R) 0.1400 9.93 103 247.1 0.0

Caso C (L) 1.2900 1.00 105 270.0 0.0

(R) 0.0129 1.00 104 2648.9 0.0

Caso D (L) 1.0000 6.50 105 2263.6 0.0

(R) 0.0100 1.00 103 348.4 0.0

Caso E (L) 0.0100 5.73 102 199.6 2200.0

(R) 0.1400 2.23 104 554.9 0.0

Tabla 6.1: Problemas de Riemann unidimensionales. Condiciones iniciales de cada caso de
prueba.

El problema de Riemann unidimensional se implementa en un tubo de choque de

longitud igual a 14 m. El origen de coordenadas x se sitúa en la mitad del tubo. En

todos los casos, excepto el caso D, la discontinuidad inicial que separa los estados (L) y
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(R) de la Tabla 6.1 coincide con el origen de coordenadas. En el caso D, la discontinuidad

inicial se sitúa en x = −1.0m . El dominio se discretiza en un total de 100 celdas de

longitud constante ∆x = 0.14m. La integración temporal de la solución se realiza de

acuerdo a (5.23a). La restricción del paso de tiempo se encuentra dada por

∆t = CFL
∆x

máx
i

(|vxi| + ci)

donde el número de CFL se elige igual a 0.75 en todos los casos. Las condiciones de

contorno corresponden a un contorno libre donde los valores en el contorno son obtenidos

mediante extrapolación lineal desde el interior del dominio. El gas utilizado es aire con

los siguiente porcentajes molares: (N2 = 78.084, O2 = 20.9476, Ar = 0.9365, CO2 =

0.0319). La base de datos utilizada para obtener las propiedades en el equilibrio químico

corresponde a la matriz CSET
III de la Tabla 4.2. La función de corrección de entropía se

define de acuerdo a (5.15) donde el parámetro ǫ es elegido constante e igual a 0.1.

En el esquema HYAD se utiliza el siguiente criterio para aplicar la función limitadora

superbee en la onda linealmente degenerada.

Esquema HYAD ≡















g
(2)
j , g

(2)
j+1 ≡ minmod(5.24) si I

(2)

j+ 1

2

≤ max
(

I
(1)

j+ 1

2

, I
(3)

j+ 1

2

)

g
(2)
j , g

(2)
j+1 ≡ superbee(5.28) si I

(2)

j+ 1

2

> max
(

I
(1)

j+ 1

2

, I
(3)

j+ 1

2

) (6.1)

donde las intensidades de las ondas en la intercelda I
(l)

j+ 1

2

se evalúan a través del módulo

de la diferencia de las variables conservativas a ambos lados de la ondas características

asociadas al problema de Riemann aproximado de Roe,

I l
j+ 1

2

= ‖αl
j+ 1

2

rl
j+ 1

2

‖ (6.2)

donde αl
j+ 1

2

es la l-componente del vector de variables características definido en (5.21) y

donde rl
j+ 1

2

es el l-vector columna de la matriz de vectores propios Rj+ 1

2
(5.23a) evaluada

en el estado promedio de Roe.

6.1.2 Resultados obtenidos

En las Figs. (6.1 a 6.5) se presenta la comparación de los resultados obtenidos con los

esquemas HYMM, HYNAD y HYAD, para la densidad, presión, temperatura, número

de Mach y coeficiente politrópico γ, de los casos A a E respectivamente, (veáse Tabla

6.1), considerando gas en equilibrio químico.
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En todos los casos, la solución numérica es comparada con la solución pseudo analítica

del problema de Riemann, obtenida a partir de la solución de las condiciones de Rankine

Hugoniot en los choques y la integración numérica de los invariantes de Riemann a través

de las ondas de expansión, de acuerdo al procedimiento propuesto en [10] y que ha sido

discutido en la Sección §3.4

6.1.2.1 Caso de prueba A

El esquema de ondas del problema de Riemann del caso A (Fig. 6.1) consiste en

una onda de expansión que viaja hacia la izquierda, una discontinuidad de contacto

y una onda de choque que se mueven hacia la derecha. Los tres esquemas captan en

un ancho de tres celdas la onda de choque, mientras que los esquemas que utilizan la

función superbee en el campo linealmente degenerado resuelven significativamente mejor

la discontinuidad de contacto. Se presentan grandes variaciones en el coeficiente γ , lo

que da una medida de la magnitud de la diferencia con el gas calórico perfecto. Una gran

oscilación ocurre en la discontinuidad de contacto para este coeficiente cuya magnitud no

logra ser disminuída por los esquemas HYNAD y HYAD. Esta oscilación ocurre debido

a que entre los estados termodinámicos a la izquierda y derecha de la discontinuidad,

existe un mínimo en la función γ, que se presenta para los estados termodinámicos que

se obtienen numéricamente detrás de la onda. Finalmente, es posible observar que el

esquema HYNAD y el esquema adaptivo HYAD no presentan apreciables diferencias.

6.1.2.2 Caso de prueba B

En este caso (Fig.6.2) el esquema de ondas es similar al caso A, sólo que la inten-

sidad de la onda de choque es mayor, y la de la discontinuidad de contacto es menor.

Nuevamente los tres esquemas resuelven en tres celdas la onda de choque, mientras que

los esquemas que usan la función superbee en la onda 2, mejoran la captación de la dis-

continuidad de contacto. El esquema adaptivo disminuye las oscilaciones numéricas que

aparecen detrás de la onda de contacto. En este caso el coeficiente γ es monótonamente

decreciente con respecto a la energía interna en todo el dominio de cálculo, no observán-

dose extremos locales en los estados termodinámicos numéricos entre discontinuidades.

Este comportamiento se repote en los casos subsiguientes. Tal como en el caso A, no es

posible observar apreciables diferencias entre los resultados obtenidos con los esquemas

HYNAD y HYAD.
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6.1.2.3 Caso de prueba C

El caso C (Fig. 6.3) presenta un sistema de ondas similar al caso anterior caracte-

rizado por la presencia de una intensa discontinuidad de contacto cuasi estacionaria,

un choque débil y una expansión transónica fuerte. Todos los esquemas sobreestiman la

velocidad de la onda de choque. El esquema HYMM, sobreestima además la velocidad

de la discontinuidad de contacto, mientras que los esquemas HYNAD y HYAD mejoran

considerablemente la resolución de la misma. En este caso el esquema HYNAD introduce

una pequeña oscilación en la región de la discontinuidad de contacto, que es reducida

por el esquema adaptivo HYAD.

6.1.2.4 Caso de prueba D

El sistema de ondas del caso D (Fig. 6.4) presenta una gran expansión transónica,

y una discontinuidad de contacto y onda de choques ambas con grandes saltos de tem-

peratura pero con pequeños cambios de densidad. Se puede observar que el esquema

HYNAD introduce una sobreestimación de la temperatura en la región delante de la

discontinuidad de contacto que es amortiguada por el esquema adaptivo HYAD. Es-

ta mejora introducida por el esquema adaptivo también se manifiesta en el gráfico del

coeficiente politrópico.

6.1.2.5 Caso de prueba E

En este último caso (Fig. 6.5) se presentan una onda de choque cuasi estacionaria

que viaja hacia la izquierda y una discontinuidad de contacto y onda de choque que

viajan rápidamente hacia la derecha. La captura de la onda de choque cuasi estacionaria

es prácticamente exacta con los tres esquemas, como consecuencia de usar el solver de

Riemann de Roe’s en la linealización local del problema de Riemann en las interfaces.

Se observa un marcado comportamiento oscilatorio detrás de la onda de choque lenta,

comportamiento que ha sido reportado entre otros autores por [9] en el contexto de

esquemas que utilizan solvers de Riemann. En este caso puede concluirse que no se

observan mejoras con la introducción de la función limitadora superbee.

6.1.3 Discusión general

Los experimentos numéricos unidimensionales realizados permiten mostrar que la

función limitadora superbee, aplicada en la onda linealmente degenerada, no tiene in-

fluencia en la captura de ondas de choque, mejorando significativamente la captura
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de discontinuidades de contacto. Sin embargo la función limitadora superbee tiende a

introducir oscilaciones en regiones adyacentes a ondas de contacto, cuya magnitud e

influencia depende de la velocidad de la onda, su intensidad y la interacción con otras

ondas. Por otro lado, la introducción de la función limitadora superbee en una forma

adaptiva ha mostrado reducir estas oscilaciones, sin introducir pérdida de resolución en

dos de los cinco casos unidimensionales presentados. En los restantes casos no se encon-

traron diferencias apreciables entre los esquemas HYNAD y HYAD. Puede ser inferido

a partir de los resultados obtenidos que en aquellos casos que la función superbee intro-

duce oscilaciones en la cercanía de discontinuidades de contacto, mientas que la función

limitadora minmod no, el uso del esquema adaptivo HYAD probablemente resulte en

un amortiguamiento de las oscilaciones sin comprometer la resolución de la discontinui-

dad de contacto. Más aún, esta ventaja es obtenida a un costo computacional adicional

considerado despreciable.
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3.0e-023.5e-024.0e-024.5e-025.0e-025.5e-026.0e-026.5e-027.0e-027.5e-02

Densida
d[k

g
m

3
℄

Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

1.0e+042.0e+043.0e+044.0e+045.0e+046.0e+047.0e+048.0e+049.0e+041.0e+05

Presión
[Pa.℄

1.5e+032.0e+032.5e+033.0e+033.5e+034.0e+034.5e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.10.20.30.40.50.60.70.80.9

Ma
h

1.141.161.181.201.221.241.261.281.30

-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

γ

x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

x [m℄-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄

Figura 6.1: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba A. Tiempo de salida: 3.5 ms. Solución exacta: línea llena
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0.0e+002.0e-014.0e-016.0e-018.0e-011.0e+001.2e+001.4e+00

Densida
d[k

g
m

3

℄
Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

0.0e+001.0e+052.0e+053.0e+054.0e+055.0e+056.0e+057.0e+058.0e+059.0e+051.0e+06

Presión
[Pa.℄

0.0e+005.0e+021.0e+031.5e+032.0e+032.5e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.20.40.60.81.01.21.41.61.8

Ma
h

1.241.261.281.301.321.341.361.381.401.42

-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

γ

x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

x [m℄-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄

Figura 6.2: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba B. Tiempo de salida: 3.0 ms. Solución exacta: línea llena
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0.0e+002.0e-014.0e-016.0e-018.0e-011.0e+001.2e+001.4e+00

Densida
d[k

g
m

3
℄

Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

0.0e+001.0e+042.0e+043.0e+044.0e+045.0e+046.0e+047.0e+048.0e+049.0e+041.0e+05

Presión
[Pa.℄

0.0e+005.0e+021.0e+031.5e+032.0e+032.5e+033.0e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.20.40.60.81.01.21.41.6

Ma
h

1.151.201.251.301.351.401.45

-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

γ

x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

x [m℄-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄

Figura 6.3: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba C. Tiempo de salida: 4.0 ms. Solución exacta: línea llena
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0.0e+001.0e-012.0e-013.0e-014.0e-015.0e-016.0e-017.0e-018.0e-019.0e-011.0e+00

Densida
d[k

g
m

3

℄
Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

0.0e+001.0e+052.0e+053.0e+054.0e+055.0e+056.0e+057.0e+05

Presión
[Pa.℄

2.0e+024.0e+026.0e+028.0e+021.0e+031.2e+031.4e+031.6e+031.8e+032.0e+032.2e+032.4e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.51.01.52.02.53.0

Ma
h

1.241.261.281.301.321.341.361.381.40

-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

γ

x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

x [m℄-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄

Figura 6.4: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba D. Tiempo de salida: 3.2 ms. Solución exacta: línea llena
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0.0e+005.0e-021.0e-011.5e-012.0e-012.5e-01

Densida
d[k

g
m

3
℄

Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

0.0e+005.0e+031.0e+041.5e+042.0e+042.5e+043.0e+043.5e+044.0e+044.5e+045.0e+04

Presión
[Pa.℄

0.0e+005.0e+021.0e+031.5e+032.0e+032.5e+03

Temper
atura[K
℄

0.01.02.03.04.05.06.07.08.0

Ma
h

1.221.241.261.281.301.321.341.361.381.401.42

-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

γ

x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄ -6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

x [m℄-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0
x [m℄

Figura 6.5: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba E. Tiempo de salida: 7.0 ms. Solución exacta: línea llena
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6.2 Resultados bidimensionales

6.2.1 Problemas de Riemann con simetría cilíndrica

El problema de Riemann con simetría cilíndrica consiste en un estado inicial interno

u(I) contenido en un cilindro que lo separa de un estado inicial externo u(E) tal como se

muestra en la Figura 6.6.

Figura 6.6: Esquema del problema de Riemann con simetría cilíndrica.

Es decir, dada la dirección radial r =
√

x2 + y2 y el radio del cilindro rc, las con-

diciones iniciales del problema de Riemann con simetría cilíndrica se encuentran dadas

por

u(x, t = 0)











u(I) si r < rc

u(E) si r > rc

(6.3)

Se presentan en esta sección resultados para un total de 4 problemas de Riemann

cilíndricos cuyos estados interno u(I) y externo u(E) son similares a los estados izquierdo

(L) y derecho (R) de los problemas de Riemann unidimensionales de la sección anterior,

correspondientes a los casos de prueba A a D respectivamente. De esta manera en todos

los casos los estados internos poseen mayor presión que el estado externo, por lo que

se obtienen test de explosión cilíndrica. En la Tabla 6.2 se detallan nuevamente las

condiciones iniciales de cada caso de prueba, indicando el radio del cilindro rc del estado

interno.

El dominio del problema consiste en un cuadrado con lados de longitud igual a 14

m, el cual modela únicamente el cuadrante superior positivo del dominio imponiéndose

condiciones de contorno de simetría tal como se muestra en la Figura 6.7. Este domi-
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Caso Estado Densidad Presión Temperatura Velocidad rc

kg/m3 N/m2 K m/sec m

Caso A (I) 0.0660 9.84 104 4390.8 0.0 7.0

(E) 0.0300 1.50 104 1741.8 0.0 —

Caso B (I) 1.4000 9.88 105 2456.5 0.0 7.0

(E) 0.1400 9.93 103 247.1 0.0 —

Caso C (I) 1.2900 1.00 105 270.0 0.0 7.0

(E) 0.0129 1.00 104 2648.9 0.0 —

Caso D (I) 1.0000 6.50 105 2263.6 0.0 6.0

(E) 0.0100 1.00 103 348.4 0.0 —

Tabla 6.2: Problemas de Riemann con simetría cilíndrica.
Condiciones iniciales de cada caso de prueba.

nio se discretiza mediante una malla cartesiana equiespaciada de 101 × 101 nodos que

corresponde a un tamaño de grilla de 0.14 m.

Figura 6.7: Problema de Riemann con simetría cilíndrica. Condiciones de contorno.

La solución del problema bidimensional se compara con la solución numérica del

problema unidimensional no homogéneo que resulta de escribir el sistema bidimensional

de ecuaciones de Euler en un sistema de coordenadas polares (r, θ) e introducir la simetría

radial del problema, lo que permite obtener:

∂u

∂t
+

∂f (u)

∂r
= s (u) (6.4a)
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donde

u =













ρ

ρvr

E













, f =













ρvr

ρv
2
r + p

vr (E + p)













, s = −1

r













ρvr

ρv
2
r

vr (E + p)













(6.4b)

y donde vr es la velocidad en la dirección radial r. Para la integración temporal de este

sistema se obtiene primero una solución intermedia u(1) que resulta de integrar tempo-

ralmente la parte homogénea de (6.4) mediante la discretización espacial de Harten-Yee,

y luego utilizar esta solución para resolver la ODE

du

dt
= s (u) (6.5)

sujeta a las condiciones iniciales u = u(1).

La solución del problema unidimensional equivalente es obtenida sobre una discreti-

zación de 2800 nodos que corresponde a un tamaño de grilla de 5×10−3m. La integración

temporal de la ODE que incorpora los términos fuentes (6.5) se obtiene mediante un

método de Runge Kutta de 4to orden.

En todos los casos la función de corrección de entropía se define de acuerdo a (5.15)

donde el parámetro ǫ es elegido constante e igual a 0.1. El número de CFL se elige en

todos los casos igual a 0.75. La batos de datos termodinámicos en el equilibrio químico

nuevamente es la matriz C
(SET )
III .

En el caso bidimensional el esquema adaptivo se define mediante el siguiente criterio:

Esq. HYAD ≡















g
(2,3)
i,j , g

(2,3)
i+1,j ≡ minmod(5.24) si max

(

I
(2)

i+ 1

2
,j

, I
(3)

i+ 1

2
,j

)

≤ max

(

I
(1)

j+ 1

2

, I
(4)

i+ 1

2
,j

)

g
(2,3)
i,j , g

(2,3)
i+1,j ≡ superbee(5.28) si max

(

I
(2)

i+ 1

2
,j

, I
(3)

i+ 1

2
,j

)

> max

(

I
(1)

i+ 1

2
,j

, I
(4)

i+ 1

2
,j

)

(6.6)

donde las intensidades de las ondas en la intercelda I
(l)

i+ 1

2
,j

a lo largo de la dirección ξ se

evalúan mediante

I l
i+ 1

2
,j

= ‖αl
i+ 1

2
,j

(

rl
ξ

)

i +
1

2
, j‖ (6.7)

donde αl
i+ 1

2
,j

es la l-componente del vector αi+ 1

2
,j definido en (5.49) y donde

(

rl
ξ

)

i + 1
2
, j

es la l-columna de la matriz de vectores propios derechos (Rξ) i + 1
2
, j (5.44a) evaluada

en el estado promedio de Roe entre ui,j y ui+1,j . La definición dada puede extenderse en

forma análoga a lo largo de la dirección η.
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6.2.1.1 Resultados obtenidos

6.2.1.2 Caso de prueba A

En la Figura 6.8 se muestran los resultados obtenidos mediante los esquemas HYMM,

HYNAD y HYAD para el caso de prueba A en un tiempo de salida de 3.5 ms. Los

resultados numéricos que se muestran en éste y los siguientes casos corresponden a

la línea diagonal dada por la condición y = x, donde r =
√

x2 + y2 es la variable

correspondiente al eje de abscisas. Es de esperar que la resolución de discontinuidades en

esta dirección sea la más desfavorable debido a la desalineación máxima que existe entre

los nodos de la grilla y la dirección radial de las ondas. No obstante, las comparaciones

que fueron realizadas a lo largo de otras líneas muestran una resolución similar.

El patrón de ondas es similar al caso unidimensional análogo: una onda de expansión

cilíndrica que viaja hacia el centro, y una onda de contacto y de choque cilíndrica que

viajan hacia afuera. Tal como es esperado en el caso de explosiones cilíndricas, en el

estado después de la onda de choque la entropía no se mantiene constante, presentándose

una expansión que es una característica propia de los movimientos con simetría radial

[4]. En este caso, todos los esquemas captan correctamente la onda de choque en un

ancho de 3 celdas, mientras que los esquemas HYNAD y HYAD mejoran la captación de

discontinuidad de contacto a un ancho de 3 celdas, en comparación al esquema HYMM

que utiliza 5 celdas. Al igual que en el caso unidimensional, el coeficiente politrópico

presenta un mínimo en los estados termodinámicos numéricos sobre la onda de contacto.

Ene este caso, no se aprecian mejoras en la calidad de la solución debidas a la inclusión

adaptiva de la función superbee, pudiéndose observar incluso que la técnica adaptiva

induce un muy leve aumento de la difusión de la solución en las regiones intermedias

entre la onda de contacto y la onda de choque en comparación a la técnica no adaptiva

HYNAD.

6.2.1.3 Caso de prueba B

En la Figura 6.9 se presentan los resultados obtenidos para el caso de prueba B en un

tiempo de 3.0 ms. En este caso, tanto el patrón e intensidad de las ondas es prácticamente

similar al caso unidimensional. La más significativa diferencia es la aparición de un

rápido aumento del número de Mach detrás de la onda de contacto. En este caso los

tres esquemas resuelven en dos celdas la onda de choque, mientras que los esquemas

que usan la función superbee en la onda 2, mejoran la captación de la discontinuidad de

contacto capturando la misma en 2 celdas. Tal como en el caso A, no es posible observar
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apreciables diferencias entre los resultados obtenidos con los esquemas HYNAD y HYAD.

6.2.1.4 Caso de prueba C

En la Figura 6.10 se presentan los resultados obtenidos para el caso de prueba C

en un tiempo de 4.0 ms. El caso C presenta un sistema de ondas caracterizado por

la presencia de una intensa discontinuidad de contacto cilíndrica cuasi estacionaria, un

choque cilíndrico débil y una expansión transónica fuerte. En este caso la captura de

la posición de la onda de choque es más precisa que en el caso unidimensional análogo.

Los esquemas HYNAD y HYAD capturan prácticamente en forma exacta la onda de

contacto, no pudiéndose observar diferencias apreciables entre estos dos últimos métodos.

6.2.1.5 Caso de prueba D

En la Figura 6.11 se presentan los resultados obtenidos para el caso de prueba D

en un tiempo de 4.2 ms. En este caso el esquema HYNAD introduce una sobreestima-

ción no física de la temperatura en la región delante de la discontinuidad de contacto

mayor incluso que la inducida en el caso unidimensional análogo que es correctamente

amortiguada por el esquema adaptivo HYAD. Esta mejora introducida por el esquema

adaptivo se puede observar también en los gráficos del número de Mach y del coeficiente

politrópico. En este caso particular se muestra nuevamente la capacidad de la técnica

adaptiva de reducir oscilaciones espurias en la cercanía de ondas de contacto sin degradar

la precisión.
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2.5e-023.0e-023.5e-024.0e-024.5e-025.0e-025.5e-026.0e-026.5e-027.0e-02

Densida
d[k

g
m

3
℄

Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

1.0e+042.0e+043.0e+044.0e+045.0e+046.0e+047.0e+048.0e+049.0e+041.0e+05

Presión
[Pa.℄

1.5e+032.0e+032.5e+033.0e+033.5e+034.0e+034.5e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.10.20.30.40.50.60.70.80.9

Ma
h

1.141.161.181.201.221.241.261.281.30

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

γ

r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

r [m℄0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄

Figura 6.8: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba A con simetría cilíndrica. Tiempo de salida: 3.5 ms. Solución “exacta”: línea.
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0.0e+002.0e-014.0e-016.0e-018.0e-011.0e+001.2e+001.4e+00

Densida
d[k

g
m

3

℄
Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

0.0e+001.0e+052.0e+053.0e+054.0e+055.0e+056.0e+057.0e+058.0e+059.0e+051.0e+06

Presión
[Pa.℄

0.0e+005.0e+021.0e+031.5e+032.0e+032.5e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.20.40.60.81.01.21.41.61.8

Ma
h

1.241.261.281.301.321.341.361.381.401.42

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

γ

r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

r [m℄0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄

Figura 6.9: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba B con simetría cilíndrica. Tiempo de salida: 3.0 ms.Solución “exacta”: línea.
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0.0e+002.0e-014.0e-016.0e-018.0e-011.0e+001.2e+001.4e+00

Densida
d[k

g
m

3
℄

Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

0.0e+001.0e+042.0e+043.0e+044.0e+045.0e+046.0e+047.0e+048.0e+049.0e+041.0e+05

Presión
[Pa.℄

0.0e+005.0e+021.0e+031.5e+032.0e+032.5e+033.0e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.20.40.60.81.01.21.41.6

Ma
h

1.151.201.251.301.351.401.45

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

γ

r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

r [m℄0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄

Figura 6.10: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba C con simetría cilíndrica. Tiempo de salida: 4.0 ms. Solución “exacta”: línea.
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0.0e+001.0e-012.0e-013.0e-014.0e-015.0e-016.0e-017.0e-018.0e-019.0e-011.0e+00

Densida
d[k

g
m

3

℄
Esquema HYMM Esquema HYNAD Esquema HYAD

0.0e+001.0e+052.0e+053.0e+054.0e+055.0e+056.0e+057.0e+05

Presión
[Pa.℄

2.0e+024.0e+026.0e+028.0e+021.0e+031.2e+031.4e+031.6e+031.8e+032.0e+032.2e+032.4e+03

Temper
atura[K
℄

0.00.51.01.52.02.53.0

Ma
h

1.241.261.281.301.321.341.361.381.40

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

γ

r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄ 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

r [m℄0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0
r [m℄

Figura 6.11: Comparación de los esquemas TVD considerando gas en equilibrio químico.
Caso de prueba D con simetría cilíndrica. Tiempo de salida: 3.2 ms. Solución “exacta”: línea.
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6.3 Flujo bidimensional estacionario hipersónico sobre cuerpos

romos

Los cuerpos romos (“blunt bodies”) son configuraciones de particular interés en ae-

rodinámica hipersónica debido a que prácticamente todos los vehículos hipersónicos

utilizan narices redondeadas como forma de reducir el calentamiento aerodinámico [1].

Es posible demostrar que el calentamiento sobre la superficie del cuerpo es inversamente

proporcional a la raíz cuadrada del radio de la nariz [1], indicando la eficiencia del “blunt

bodie” en la reducción del calentamiento aerodinámico.

En la Figura 6.12 se muestra el esquema del problema del flujo supersónico sobre

un cuerpo romo. En éste, una onda de choque curva se forma enfrente del cuerpo, cuya

intensidad es máxima en la dirección del flujo que incide en forma normal al cuerpo.

Detrás de la región donde el choque es normal o aproximadamente normal al flujo, éste

ingresa en una región subsónica mientras que en las regiones donde el flujo atraviesa

el choque a menores ángulos, el flujo detrás de la onda es supersónico. Ambas regiones

se encuentran separadas por la denominada línea sónica. La interacción en el estado

estacionario de regiones subsónicas (de naturaleza elíptica) y supersónicas (de naturaleza

hiperbólica) planteó históricamente un desafío adicional en el desarrollo de métodos de

solución numérica aplicados a este problema [1]. Desde el trabajo de Moretti en 1966

[8], la técnica más utilizada para resolver flujos sobre cuerpos romos consiste en obtener

la solución el sistema de ecuaciones de Euler inestacionario, que es hiperbólico bajo

cualquier condición del flujo, partiendo de una condición inicial arbitraria y avanzando

la solución hasta un tiempo límite donde se obtiene la solución del flujo estacionario.

Figura 6.12: Problema del cuerpo romo.
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En flujos hipersónicos donde el Mach de vuelo es ampliamente superior a la unidad,

las altas tasas de transferencia presentes entre la energía cinética y los modos de energía

térmica detrás de la onda de choque que se forma sobre un cuerpo romo, elevan la

temperatura hasta niveles tales que se producen cambios en la composición química del

gas y no son de aplicación las hipótesis de gas calórico perfecto. A su vez, debido a

la naturaleza endotérmica de las reacciones químicas presentes, las temperaturas que

se alcanzan son sumamente menores a las que se obtendrían en el caso de considerar

válidas estas últimas hipótesis. Asímismo, esta reducción en la temperatura aumenta los

valores de densidad obtenidos detrás de la onda choque, haciendo que la misma, por

conservación de la cantidad de masa, reduzca su distancia con respecto al cuerpo.

En esta sección se presentan resultados del flujo hipersónico estacionario sobre un

cuerpo romo de forma cilíndrica. Se utilizan dos tipos de condiciones de la corriente libre:

número de Mach igual a 15 a las condiciones de atmósfera estándar correspondientes a

una altura de 20 km, y número de Mach 25 a una altura de 40 km. En ambos casos

se comparan los resultados obtenidos asumiendo gas en equilibrio químico y asumiendo

gas calórico perfecto. Además, se realiza una comparación de los resultados obtenidos

mediante los esquemas HYMM, HYAD, HYNAD definidos en la sección anterior, desde

el punto de vista de la precisión de los resultados y de las propiedades de convergencia

a la solución estacionaria.

6.3.1 Descripción de los casos resueltos

6.3.1.1 Definición geométrica

En la Figura 6.13 se muestra los parámetros dimensionales que definen la geometría

del dominio físico considerado. Se muestra una sola mitad del dominio ya que se con-

sideran condiciones de simetría del flujo a lo largo del eje x. Tal como se aprecia en la

figura, el cuerpo romo consiste en una semielipse de semiejes ai y bi, mientras que las

dimensiones del dominio quedan determinadas por la semielipse mayor de semiejes ae y

be. En la Tabla 6.3 se detallan los parámetros del dominio computacional que correspon-

den al flujo sobre un semicilindro de radio 1 m., similar al presentado en [6]. Nótese que

se ha elegido un dominio más pequeño en el caso de gas en equilibrio químico, debido a

que es esperado que en este caso la onda de choque se ubique más cerca del cuerpo.
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Figura 6.13: Problema del cuerpo romo. Definición del dominio físico.

Caso ai [m.] bi [m.] ae [m.] be [m.]

Gas calórico perfecto 1.0 1.0 1.7 3.0

Gas en equilibrio químico 1.0 1.0 1.4 2.7

Tabla 6.3: Problema del cuerpo romo. Parámetros geométricos del dominio físico.

6.3.1.2 Discretización del dominio

Con motivos de mostrar la independencia de malla de los resultados obtenidos, se

utilizaron dos tipos de discretizaciones del dominio. Una discretización que denomina-

remos gruesa con un total de 35 nodos en la dirección ξ (tangencial) y 25 nodos en

la dirección η (radial), (veáse la Fig. 6.15 para la definición de estas direcciones). Una

segunda discretización, que denominaremos fina, tiene el doble del número de nodos en

ambas direcciones, es decir 70 nodos en la dirección ξ y 50 nodos en la dirección η.

La malla fue realizada mediante un método algebraico el cuál satisface la condición de

normalidad al borde sólido.

En la Figura 6.14 se muestran las discretizaciones del dominio utilizadas tanto en los

casos de gas perfecto como de gas en equilibrio químico.

6.3.1.3 Condiciones de borde

Las condiciones que se aplican sobre el contorno del dominio se detallan en la Figura

6.15. En el caso del contorno de simetría los valores de la densidad, velocidad tangencial y

energía interna en el contorno son obtenidos por extrapolación de primer orden, mientras
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(a) Gas calórico perfecto. Malla: 25 × 50
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(b) Gas en equilibrio químico. Malla: 25 × 50
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(c) Gas calórico perfecto. Malla: 50 × 75
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(d) Gas en equilibrio químico. Malla: 50 × 75

Figura 6.14: Problema del cuerpo romo. Discretización utilizada.
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Figura 6.15: Problema del cuerpo romo. Condiciones de contorno.

que se impone la condición de nulidad de la velocidad normal a la línea de simetría. En

la entrada se imponen las condiciones de la corriente libre, mientras que la salida es

considerada supersónica obteniéndose los valores en el contorno por extrapolación de

primer orden desde los valores del interior del dominio. En el caso del contorno sólido

el tratamiento es similar al discutido en la Sección , donde la velocidad tangencial es

obtenida por extrapolación de primer orden, mientras que la densidad en el borde es

obtenida por extrapolación de segundo orden.

6.3.1.4 Condiciones iniciales e integración temporal

Las condiciones iniciales se imponen igual a la corriente libre en todo el dominio.

Dadas estas condiciones iniciales, los cambios abruptos que atraviesan las variables del

flujo en los primeros pasos de tiempo puede dar lugar a la aparición de estados no físicos

(presiones y/o densidades negativas). De forma evitar este comportamiento, se relaja la

condición de no penetración en las primeras iteraciones, donde la misma es impuesta en

forma gradual en función del número de iteraciones. En todos los casos presentados, fue

suficiente la aplicación de esta estrategia en aproximadamente las primeras 500 itera-

ciones. En la Tabla 6.4 se detallan las condiciones de la corriente libre de los dos casos

tratados: Mach de vuelo 15 en condiciones de atmósfera estándar a 20 km. de altura y

Mach 25 a una altura de 40 km.

En el caso de gas calórico perfecto se asumen válidas las ecuaciones de estado

p

ρ
= RT, e =

p

(γ − 1)ρ
(6.8)
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donde R es la constante del aire igual a 287.053 J
kg·K

y γ igual a 1.4 Es sencillo mostrar

que en un gas calórico perfecto κ = γ − 1 y ξ = 0 permitiendo obtener en forma exacta

el estado promedio de Roe en 5.35, siendo esta la única modificación que se introduce

en el esquema.

Caso Densidad Presión Temperatura Velocidad

kg/m3 N/m2 K m/sec

Altura: 20 Km. Mach: 15 8.8035 × 10−2 5474.89 216.65 4426.0

Altura: 40 Km. Mach: 25 3.851 × 10−3 277.52 2751.05 7940.8

Tabla 6.4: Problema del cuerpo romo. Condiciones iniciales de cada caso.

No es un objetivo de esta tesis la implementación de un método de integración

temporal de alta tasa de convergencia, sino el estudio de la influencia que tienen las

funciones limitadoras utilizadas en la discretización espacial comparadas bajo el mismo

método de integración temporal. Debido a esto se utilizó para la integración temporal

el método Runge Kutta TVD de 2do orden ya aplicado en los problemas transitorios.

El número de CFL se elige igual a 0.2. Este valor conservativo fue necesario para la

estabilización de los resultados presentados.

6.3.1.5 Corrector de entropía

Es ampliamente conocida [11] la tendencia que presentan los esquemas basados en el

solver de Riemann de Roe a converger a soluciones no físicas en el flujo hipersónico sobre

cuerpos romos. Por ejemplo, la patología numérica conocida como carbuncle phenomenon

[3] que se presenta en mallas de elementos altamente alineados en la zona donde la

onda de choque es normal al flujo. De forma de evitar este tipo de fenómenos, Yee [11]

propone utilizar en el caso del “blunt bodie” el siguiente parámetro ǫ del corrector de

entropía basado en el radio espectral de la matriz jacobiana transformada al dominio

computacional, que para el flujo en la interface (i + 1
2
, j) está dado por

ǫi+ 1

2
,j = ǫ̃

(

|(ξx)i+ 1

2
,j ṽx + (ξy)i+ 1

2
,j ṽy| + |(ηx)i+ 1

2
,j ṽx + (ηy)i+ 1

2
,j ṽy| +

1

2
(kξ + kη)c̃

)

(6.9)

donde la tilde denota el estado promedio de Roe entre los estados ui,j y ui+ 1

2
,j, kξ =

√

ξ2
x + ξ2

y y donde el subíndice i + 1
2
, j indica el promedio aritmético entre i, j y i + 1, j.

Un valor del parámetro constante ǫ̃ en (6.9) de 0.15 para el caso de Mach 15, y de

0.25 en el caso de Mach 25, fue suficiente para estabilizar los resultados.
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6.3.2 Resultados obtenidos. Caso I. Altura: 20 km. Mach: 25

En las Figuras 6.16, 6.17, 6.18 y 6.19 se presentan los gráficos de líneas de contorno

en el dominio para la densidad, presión, temperatura y número de Mach respectivamen-

te, de los resultados estacionarios en el caso de altura 20 km, Mach 15 utilizando la

discretización más fina de 70 × 35 elementos y el esquema HYMM. Se puede observar

una alta resolución numérica de la onda de choque en las regiones más cercanas a la

línea de simetría, donde la malla se encuentra altamente alineada con los cambios en el

flujo. En la zona cercana a la salida se observa una leve distorsión del choque, debido a

que en esta zona la geometría de la malla pierde alineación con la geometría de la onda,

mostrando la influencia que ésta tiene sobre la calidad de los resultados.

Con respecto a la composición del gas en el equilibrio químico , se presentan en la

Figura 6.20 las líneas de contorno correspondientes a la distribución de las fracciones

molares de las especies N2, O2, N y O. Se observa que en la región detrás del choque

normal aproximadamente un 18 % del nitrógeno presente se disocia en nitrógeno libre,

mientras que la disociación del oxígeno es prácticamente total.

En las Figuras 6.21, 6.22, 6.23 y 6.24 se presentan los resultados para la densidad,

presión, temperatura y número de Mach sobre la superficie del cuerpo respectivamente

en función del ángulo θ definido en la Figura 6.13. Se observa que los tres esquemas

HYMM, HYNAD y HYAD brindan resultados prácticamente similares.

En las Figuras 6.25, 6.26, 6.27 se presentan los resultados de la densidad, presión,

temperatura respectivamente a lo largo de la línea de simetría donde el choque es normal

a la dirección del flujo. En este caso, superpuestos a los resultados de gas calórico per-

fecto se grafican la solución exacta que se obtiene al resolver las condiciones de Rankine

Hugoniot considerando un choque normal, y utilizar las mismas para hallar las condi-

ciones en el punto de impacto. A fines de comparación, la posición de la onda de choque

graficada com “exacta” corresponde a la obtenida mediante la correlación experimental

de Billig [2], en la cual la distancia δ de la onda de choque al punto de impacto sobre la

línea de simetría se encuentra dada por

δ

R
= 0.386 exp

[

4.67/M2
∞

]

donde R es el radio del cilindro y M∞ es el número de Mach de la corriente libre.

Se observa la excelente correspondencia entre los resultados numéricos y la solución

exacta, siendo los resultados obtenidos mediante los esquemas HYMM, HYNAD y HYAD

prácticamente similares. La captura de la onda de choque se produce en un ancho de

111



una celda para el caso de gas calórico perfecto y de dos celdas en el caso de gas en

equilibrio químico. Notese como las hipótesis de gas en equilibrio químico prácticamente

aumentan solamente un % 4 los valores de la presión calculada sobre el punto de impacto,

mientras que disminuyen en aproximadamente un 47 % los valores de la temperatura,

que en el caso de gas calórico perfecto es de aproximadamente 10000 K sobre el punto

de impacto. Debido a que esta disminución de la temperatura aumenta la densidad que

se obtienen detrás de la onda de choque en el caso de equilibrio químico disminuyen, por

conservación de la masa, la distancia de la misma al cuerpo. En el caso de gas calórico

perfecto se obtiene una distancia sobre la línea de simetría de la onda de choque al

cuerpo aproximadamente igual a 0.384 m. mientras que para el gas en equilibrio químico

esta distancia se reduce a 0.219 m.

A modo de mostrar en forma numérica la precisión de los valores obtenidos se presen-

tan en la Tabla 6.5 los errores de la temperatura calculada sobre la línea de simetría en

ambas discretizaciones, utilizando los valores del nodo ubicado inmediatamente detrás

del choque normal y del nodo ubicado sobre el punto de impacto. Se nota que los errores

en equilibrio químico son aproximadamente dos veces menores que los de gas calórico

perfecto detrás de la onda de choque, mientras que la reducción del error al aumentar

en 2 el grado de discretización es de aproximadamente un %66 para los resultados en gas

en equilibrio químico y de un %50 en el caso de gas calórico perfecto.

La independencia de los resultados con respecto a la discretización del dominio se

presenta en las Figuras 6.28 y 6.29 a través de la comparación de los resultados obtenidos

de la presión y temperatura respectivamente sobre el cuerpo, empleando las mallas gruesa

y fina, observándose una excelente correspondencia en todos los casos.

Finalmente, se presentan en las Figuras 6.30 y 6.31 las curvas de convergencia gra-

ficando la norma L2 del residuo de la densidad en función del número de iteraciones

para las discretizaciones gruesa y fina respectivamente donde la norma L2 del residuo se

define mediante la expresión:

L2(Res(ρ)) =

√

NI
∑

i=1

NJ
∑

j=1

(

ρn+1
i,j − ρn

i,j

)2

(tn+1 − tn)(NI × NJ
) (6.10)

donde NI y NJ son los números de nodos a lo largo de las direcciones ξ y η respectiva-

mente.

En este caso, y tal como fue reportado por otros autores [12], se obtuvieron las mejores

propiedades de convergencia mediante el uso de la función limitadora minmod en todas
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las ondas, i.e. el esquema HYMM. Asimismo se nota que el equilibrio químico reduce la

tasa de convergencia en todos los casos. La aplicación de la función superbee introduce

un claro comportamiento errático en las propiedades de convergencia. Por ejemplo, para

la discretización gruesa, mientras que el esquema adaptivo HYAD presenta tasas de

convergencia similares al esquema HYMM, cuando se considera gas en equilibrio químico,

converge a una solución que oscila alrededor de un punto fijo. En la discretización más

fina, los dos esquemas que utilizan la función superbee convergen a soluciones que oscilan

alrededor de un punto fijo cuando es considerado gas en equilibrio químico. Se comprobó

que estas oscilaciones se producían principalmente en la región cercana a la intersección

de la línea sónica con la onda de choque y que no presentaban prácticamente influencia

sobre los resultados obtenidos sobre el cuerpo y la región normal al choque.

6.3.3 Resultados obtenidos. Caso II. Altura: 40 km. Mach: 25

En las Figuras 6.32, 6.33, 6.34 y 6.35 se presentan los gráficos de líneas de contorno en

el dominio para la densidad, presión, temperatura y número de Mach respectivamente,

de los resultados obtenidos para el caso de altura 40 km, Mach 25.

Con respecto a la composición química del gas, presentada en la Figura 6.36, se

observa en este caso que aproximadamente un 80 % del nitrógeno se disocia en nitrógeno

libre, mientras que prácticamente la totalidad del oxígeno se disocia en oxígeno libre en

la zona del punto de impacto.

En las Figuras 6.37, 6.38, 6.39 y 6.40 se presentan los resultados de la densidad,

presión, temperatura y número de Mach respectivamente, sobre la superficie del cuer-

po. Nuevamente, las tres variantes del esquema de Harten Yee no brindan apreciables

diferencias en ninguno de los casos.

Los resultados para la densidad, presión y temperatura sobre la línea de simetría se

presentan en las Figuras 6.41, 6.42, 6.43 respectivamente. En este último caso es posible

notar la amplia reducción sobre los valores de temperatura que se obtienen en la región

detrás de la onda de choque al considerar gas en equilibrio químico. En este último caso,

la temperatura en el punto de impacto es aproximadamente igual a 7770 K, ampliamente

menor que el valor de 31630 K obtenido en el caso de considerar gas calórico perfecto.

Asimismo, la distancia calculada de la onda de choque al punto de impacto se reduce de

un valor aproximado de 0.368 m. en gas calórico perfecto a un valor de 0.140 m. en el

caso de gas en equilibrio químico.

En la Tabla 6.6 se tabulan los errores obtenidos para este caso de la temperatura

sobre la línea de simetría utilizando ambas discretizaciones. En este caso se observa una
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precisión de aproximadamente un orden de magnitud mayor en los cálculos considerando

equilibrio químico. Esta mayor precisión se puede explicar debido a que la sensibilidad del

error en la temperatura con respecto al error en la densidad es proporcional a 1
ρ2 en el caso

de gas calórico perfecto, mientras que en el cálculo del equilibrio químico aparentemente,

y de acuerdo a los resultados aquí obtenidos, dicha sensibilidad es aproximadamente

proporcional al valor de la densidad. Finalmente, se presentan en las Figuras 6.44 y 6.45

las curvas de convergencia. Nuevamente el esquema HYMM presenta las mejores tasas de

convergencia. En este caso, el esquema adaptivo HYAD converge únicamente en el caso de

la discretización fina considerando gas perfecto, mientras que en los restantes casos oscila

alrededor de un punto fijo. Por otro lado, el esquema no adaptivo HYNAD converge sólo

en la discretización gruesa, mientras que en la discretización fina oscila alrededor de un

punto fijo, dando cuenta en otro experimento numérico del comportamiento errático que

introduce la función limitadora superbee en las propiedades de convergencia del esquema

de Harten Yee.

6.3.4 Discusión general

En los problemas de flujo en régimen hipersónico estacionario sobre cuerpos romos

presentados en esta sección se pudo comprobar la robustez y precisión general del es-

quema de Harten Yee desarrollado, en la resolución numérica de este tipo de flujos. Se

evidencian mediante los casos resueltos la importancia central que tienen las hipótesis

de gas en equilibrio químico en el cálculo de variables de diseño tales como la distribu-

ción de temperaturas sobre el cuerpo. Por otro lado, se obtuvo que la introducción de la

función limitadora superbee en las ondas linealmente degeneradas no presenta práctica-

mente influencia en los resultados obtenidos sobre las regiones de interés del dominio. No

obstante, bajo las mismas condiciones de integración temporal, esta función resulta en

menores tasas de convergencia a la solución estacionaria que las obtenidas al utilizar la

función minmod en todas las ondas, o incluso la convergencia a una solución oscilatoria

alrededor de un punto fijo. Se comprobó además que este comportamiento oscilatorio

no influye en todo el campo de movimiento sino que se encuentra confinado a los nodos

computacionales cercanos a la intersección entre la línea sónica y la onda de choque

separada. La introducción de la función superbee en forma adaptiva si bien logra salvar

este comportamiento en algunos casos, en otros disminuye las propiedades de conver-

gencia con respecto al método no adaptivo, por lo que no pueden extraerse conclusiones

a partir de los resultados aquí presentados, sobre las posibles ventajas del uso de dicha

técnica en el cálculo de flujos hipersónicos estacionarios sobre cuerpos romos.
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Figura 6.16: Líneas de contorno de la distribución de densidad
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]

Altura: 20 Km. Mach: 15. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.17: Líneas de contorno de la distribución de presión [Pa.].
Altura: 20 Km. Mach: 15. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.18: Líneas de contorno de la distribución de temperatura [K.]
Altura: 20 Km. Mach: 15. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.19: Líneas de contorno de la distribución de número de Mach.
Altura: 20 Km. Mach: 15. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.20: Líneas de contorno de las concentraciones molares de N2, O2, N y O.
Gas en equilibrio químico. Altura: 20 Km. Mach: 15. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.21: Distribución de densidad sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 20 Km. Mach: 15.
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Figura 6.22: Distribución de presión sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 20 Km. Mach: 15.
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Figura 6.23: Distribución de temperatura sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 20 Km. Mach: 15.
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Figura 6.24: Distribución de número de Mach sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 20 Km. Mach: 15.
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Figura 6.25: Distribución de densidad sobre la línea de simetría.
Altura: 20 Km. Mach: 15.
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Figura 6.26: Distribución de presión sobre la línea de simetría.
Altura: 20 Km. Mach: 15.

120



0.0e+00

4.0e+03

8.0e+03

1.2e+04

1.6e+04

2.0e+04

2.4e+04

2.8e+04

3.2e+04

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

0.0e+00

4.0e+03

8.0e+03

1.2e+04

1.6e+04

2.0e+04

2.4e+04

2.8e+04

3.2e+04

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

HYMM
HYNAD
HYNAD
exacto

HYMM
HYNAD
HYNAD
exacto

(a) Gas calórico perfecto.

0.0e+00

1.0e+03

2.0e+03

3.0e+03

4.0e+03

5.0e+03

6.0e+03

7.0e+03

8.0e+03

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

0.0e+00

1.0e+03

2.0e+03

3.0e+03

4.0e+03

5.0e+03

6.0e+03

7.0e+03

8.0e+03

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

HYMM
HYNAD
HYNAD

HYMM
HYNAD
HYNAD

(b) Gas en equilibrio químico

Figura 6.27: Distribución de temperatura sobre la línea de simetría.
Altura: 20 Km. Mach: 15.

Zona Malla Gas en equilibrio químico Gas calórico perfecto

HYMM HYNAD HYAD HYMM HYNAD HYAD

Detrás de

choque

25 × 35 0.603 0.684 0.626 1.287 1.355 1.226

50 × 70 0.215 0.175 0.213 0.612 0.548 0.544

Punto de

impacto

25 × 35 – – – 1.145 1.355 0.964

50 × 70 – – – 0.422 0.372 0.304

Tabla 6.5: Errores en el cálculo de la temperatura sobre la línea de simetría.
Altura: 20 km. Mach: 15
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Figura 6.28: Convergencia de malla de la distribución de presión sobre la superficie del
cuerpo para dos niveles de discretización. Altura: 20 Km. Mach: 15. Esquema: HYMM.
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Figura 6.29: Convergencia de malla de la distribución de temperatura sobre la superficie del
cuerpo para dos niveles de discretización. Altura: 20 Km. Mach: 15. Esquema: HYMM.
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Figura 6.30: Comparación de la convergencia en la norma L2 del residuo de la densidad.
Altura: 20 Km. Mach: 15. Discretización: 35 × 25.
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Figura 6.31: Comparación de la convergencia en la norma L2 del residuo de la densidad.
Altura: 20 Km. Mach: 15. Discretización: 70 × 50.
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Figura 6.32: Líneas de contorno de la distribución de densidad
[

kg
m3

]

Altura: 40 Km. Mach: 25. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.33: Líneas de contorno de la distribución de presión [Pa.].
Altura: 40 Km. Mach: 25. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.34: Líneas de contorno de la distribución de temperatura [K.]
Altura: 40 Km. Mach: 25. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.35: Líneas de contorno de la distribución de número de Mach.
Altura: 40 Km. Mach: 25. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.36: Líneas de contorno de las concentraciones molares de N2, O2, N y O.
Gas en equilibrio químico. Altura: 40 Km. Mach: 25. Malla: 70 × 35. Esquema: HYMM.
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Figura 6.37: Distribución de densidad sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 40 Km. Mach: 25.
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(b) Gas en equilibrio químico

Figura 6.38: Distribución de presión sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 40 Km. Mach: 25.
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Figura 6.39: Distribución de temperatura sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 40 Km. Mach: 25.
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Figura 6.40: Distribución de número de Mach sobre la superficie del cuerpo romo.
Altura: 40 Km. Mach: 25.
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Figura 6.41: Distribución de densidad sobre la línea de simetría.
Altura: 40 Km. Mach: 25.

0.0e+00

3.0e+04

6.0e+04

9.0e+04

1.2e+05

1.5e+05

1.8e+05

2.1e+05

2.4e+05

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

P
re

si
ón

[P
a.

]

x [m]

0.0e+00

3.0e+04

6.0e+04

9.0e+04

1.2e+05

1.5e+05

1.8e+05

2.1e+05

2.4e+05

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

P
re

si
ón

[P
a.

]

x [m]

HYMM
HYNAD
HYNAD
exacto

HYMM
HYNAD
HYNAD
exacto

(a) Gas calórico perfecto.

0.0e+00

3.0e+04

6.0e+04

9.0e+04

1.2e+05

1.5e+05

1.8e+05

2.1e+05

2.4e+05

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

P
re

si
ón

[P
a.

]

x [m]

0.0e+00

3.0e+04

6.0e+04

9.0e+04

1.2e+05

1.5e+05

1.8e+05

2.1e+05

2.4e+05

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

P
re

si
ón

[P
a.

]

x [m]

HYMM
HYNAD
HYNAD

HYMM
HYNAD
HYNAD

(b) Gas en equilibrio químico

Figura 6.42: Distribución de presión sobre la línea de simetría.
Altura: 40 Km. Mach: 25.

129



0.0e+00

4.0e+03

8.0e+03

1.2e+04

1.6e+04

2.0e+04

2.4e+04

2.8e+04

3.2e+04

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

0.0e+00

4.0e+03

8.0e+03

1.2e+04

1.6e+04

2.0e+04

2.4e+04

2.8e+04

3.2e+04

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

HYMM
HYNAD
HYNAD
exacto

HYMM
HYNAD
HYNAD
exacto

(a) Gas calórico perfecto.

0.0e+00

1.0e+03

2.0e+03

3.0e+03

4.0e+03

5.0e+03

6.0e+03

7.0e+03

8.0e+03

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

0.0e+00

1.0e+03

2.0e+03

3.0e+03

4.0e+03

5.0e+03

6.0e+03

7.0e+03

8.0e+03

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

T
em

p
er

at
u
ra

[K
]

x [m]

HYMM
HYNAD
HYNAD

HYMM
HYNAD
HYNAD

(b) Gas en equilibrio químico

Figura 6.43: Distribución de temperatura sobre la línea de simetría.
Altura: 40 Km. Mach: 25.

Zona Malla Gas en equilibrio químico Gas calórico perfecto

HYMM HYNAD HYAD HYMM HYNAD HYAD

Detrás de

choque

25 × 35 0.123 0.132 0.122 1.213 1.382 1.174

50 × 70 0.064 0.055 0.068 0.305 0.286 0.310

Punto de

impacto

25 × 35 – – – 1.213 1.299 0.942

50 × 70 – – – 0.316 0.351 0.322

Tabla 6.6: Errores en el cálculo de la temperatura sobre la línea de simetría.
Altura: 40 km. Mach: 25
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Figura 6.44: Comparación de la convergencia en la norma L2 del residuo de la densidad.
Altura: 40 Km. Mach: 25. Discretización: 35 × 25.

-8

-6

-4

-2

0

2

0 10000 20000 30000 40000 50000

lo
g

1
0
(L

2
(R

es
(ρ

))

Iteraciones

-8

-6

-4

-2

0

2

0 10000 20000 30000 40000 50000

lo
g

1
0
(L

2
(R

es
(ρ

))

Iteraciones

HYMM
HYNAD

HYAD

HYMM
HYNAD

HYAD

(a) Gas calórico perfecto.

-8

-6

-4

-2

0

2

0 10000 20000 30000 40000 50000

lo
g

1
0
(L

2
(R

es
(ρ

))

Iteraciones

-8

-6

-4

-2

0

2

0 10000 20000 30000 40000 50000

lo
g

1
0
(L

2
(R

es
(ρ

))

Iteraciones

HYMM
HYNAD

HYAD

HYMM
HYNAD

HYAD

(b) Gas en equilibrio químico

Figura 6.45: Comparación de la convergencia en la norma L2 del residuo de la densidad.
Altura: 40 Km. Mach: 25. Discretización: 70 × 50.
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CAPÍTULO 7

CONCLUSIONES

7.1 Conclusiones del presente trabajo

En la presente tesis se ha desarrollado e implementado el esquema TVD introducido

por Harten[3] y generalizado por Yee [5] para la solución numérica de las ecuaciones de

Euler unidimensionales y bidimensionales considerando gas en equilbrio termoquímico.

En el contexto del esquema TVD de Harten Yee se implementó la técnica adaptiva de

inclusión de funciones limitadoras propuesta en [1]. En ésta, se introduce la función li-

mitadora superbee en la familia de ondas linealmente degeneradas del problema local de

Riemann en las zonas del dominio donde la intensidad de las mismas es mayor que la

intensidad de las ondas genuinamente no lineales bajo un criterio de comparación pre-

viamente definido. En caso contrario, se utiliza la función limitadora minmod en todas

las ondas. Esta metodología busca introducir mejoras en la captación de discontinui-

dades de contacto dadas por la función más compresiva de la región TVD superbee, y

reduciendo las oscilaciones que esta función tiende a generar en la cercanía de dichas

discontinuidades. Con motivos de comparación de la mencionada técnica adaptiva, se

implementaron otras dos variantes del esquema. La primera, utiliza la función minmod

en todas las ondas, mientras que la segunda utiliza en todo el dominio la función min-

mod en las ondas genuinamente no lineales y la función superbee en la familia de ondas

linealmente degeneradas.

La extensión del esquema considerando gas en equilibrio químico, se realizó incluyen-

do el cálculo del estado termodinámico del gas a través de un algoritmo que minimiza

la energía libre de Helmholtz o Gibbs de la mezcla de gases [2]. Debido al alto cos-

to computacional que representa el cálculo del equilibrio químico en el contexto de un

código fluidodinámico, se utilizó un procedimiento de interpolación de las variables ter-
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modinámicas exclusivamente necesarias en el cálculo de los flujos numéricos, a partir

de una base de datos obtenida en forma previa. Se mostró que esta metodología redu-

ce en aproximadamente un orden de magnitud el costo computacional con respecto al

cálculo directo del equilibrio químico, obteniéndose errores varios ordenes de magnitud

menores que otra técnica ampliamente utilizada, las curvas de Tannehill, a un costo

computacional comparable con ésta.

En el caso de la solución numérica de problemas unidimensionales se presentaron

resultados para cinco problemas de Riemann especialmente diseñados para obtener con-

diciones de alta entalpía donde los efectos de considerar gas en equilibrio químico son

significativos. En todos los casos resueltos, se obtuvo que la inclusión de la función su-

perbee mejora significativamente la captación de discontinuidades de contacto. Por otro

lado, ésta no modifica la captación de ondas no lineales (choque y expansiones). En

aquellos casos donde la función superbee tiende a introducir oscilaciones no físicas en las

zonas del dominio cercanas a la onda de contacto, se encontró que el esquema adapti-

vo propuesto logra reducir la magnitud de las mismas sin incurrir en una pérdida de

resolución de la onda. Esta reducción fue más apreciable en aquellas variables donde

la magnitud de las oscilaciones era mayor, producto de las características propias de la

onda, tales como intensidad, velocidad e interacción con otras ondas.

Las mismas condiciones de los problemas de Riemann unidimensionales, fueron em-

pleadas para obtener soluciones transitorias bidimensionales en problemas de Riemann

con simetría cilíndrica. En los resultados presentados, se encontró nuevamente que la

función superbee aplicada en la familia de ondas linealmente degenerada introduce una

mejora significativa en la captación de discontinuidades de contacto sin influenciar la

resolución de ondas de choque y ondas de expansión. En uno de los casos resueltos, la

función superbee introduce oscilaciones en la cercanía de la onda de contacto las cua-

les fueron reducidas por el esquema adaptivo sin perjudicar nuevamente la resolución

numérica de la onda.

Finalmente, se presentaron resultados sobre un problema de interés aeroespacial: el

problema del flujo en régimen hipersónico estacionario sobre cuerpos romos bidimen-

sionales. En este caso, se utilizó la extensión original multidimensional sobre mallas

estructuradas del esquema de Harten Yee, a diferencia de la adaptación del esquema

en mallas no estructuradas propuesta en [1]. Se presentaron resultados obtenidos asu-

miendo tanto las hipótesis de equilibrio químico como las de un gas calórico perfecto,

de manera de evidenciar la influencia que tienen los efectos de alta temperatura en la

obtención de resultados físicamente más realistas cuando se considera este tipo de flu-

136



jos. Aplicando las tres variantes del esquema de Harten Yee previamente consideradas,

se obtuvieron resultados similares en regiones de interés del dominio tales como la su-

perficie del cuerpo, o la línea de corriente ubicada sobre la línea de simetría. En ésta

última línea, todos los resultados presentados mostraron tener un alto nivel de precisión

y robustez, en comparación con soluciones analíticas o cuasi-analíticas.

Se obtuvo además que aplicando las mismas condiciones de integración temporal,

en este caso un método de Runge Kutta de 2do orden explícito, la introducción de

la función limitadora superbee resulta en menores tasas de convergencia a la solución

estacionaria que las obtenidas al utilizar la función minmod en todas las ondas, o incluso

la convergencia a una solución oscilatoria alrededor de un punto fijo. Se comprobó además

que este comportamiento oscilatorio no influye en todo el campo de movimiento sino que

se encuentra confinado a los nodos computacionales cercanos a la intersección entre la

línea sónica y la onda de choque separada. La introducción de la función superbee en

forma adaptiva si bien logra salvar este comportamiento en algunos casos, en otros

disminuye las propiedades de convergencia con respecto al método no adaptivo, por lo

que no pueden extraerse mayores conclusiones a partir de los resultados aquí presentados,

sobre las posibles ventajas del uso de dicha técnica en el cálculo de este tipo de flujos.

7.2 Trabajo futuro

La continuación natural de un esquema de solución de alta resolución de las ecuacio-

nes de Euler orientado a flujos hipersónicos tal como el aquí presentado, es la inclusión

al sistema de ecuaciones de los términos de viscosidad, es decir, cuando se considera el

sistema de ecuaciones de Navier Stokes compresible. La incorporación de estos efectos

permite resolver una gama mayor de fenómenos físicos presentes en flujo hipersónico.

Entre estos, es de particular importancia la captura numérica de la interacción que se

presenta entre la capa límite con las regiones de flujo invíscido y/o la onda de choque

separada a una corta distancia del cuerpo.

La incorporación de los términos viscosos si bien no presenta mayores problemas des-

de el punto de vista de la discretización numérica, sí da lugar a mayores requerimientos

desde el punto de vista del esfuerzo computacional, debido a la alta resolución de la

grilla necesaria en las zonas adyacentes al cuerpo de forma de capturar correctamente

los altos gradientes que toman lugar en la zona de la capa límite. A su vez esto resulta

en una drástica disminución de los pasos de tiempo admisibles, lo que torna altamente

ineficientes a los métodos de integración explícita, debiéndose recurrir a métodos de inte-
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gración implícitos los cuales aumentan la complejidad y el costo del código desarrollado.

Uno de las metodologías que se propone utilizar con este objetivo es el llamado Alternate

Direction Implicit Method cuya eficiencia y robustez ya ha sido altamente estudiada en

el cálculo de flujos hipersónicos mediante esquemas TVD [6].

Otro de los fenómenos físicos el cual es relevante capturar en flujo hipersónico, es

cuando se considera que las escalas temporales a que toman lugar las reacciones químicas

son comparables a las escalas temporales del flujo y por lo tanto se asumen las llamadas

hipótesis de no equilibrio químico. Al asumir estas condiciones, es necesario incorporar

las ecuaciones correspondientes a la conservación de masa de cada una de las especies

consideradas, además de incluir términos fuentes que modelan las tasas de producción

de las especies. Este fenómeno introduce nuevas escalas temporales mucho menores que

las escalas del flujo, tornando stiff al sistema de ecuaciones, y por lo tanto siendo de uso

prácticamente inevitable, métodos de integración temporal implícitos. Una metodología

de relativa simplicidad que se propone utilizar para tratar este tipo de términos es el

método del punto ímplicito descrito en [4].

Finalmente, y dando cuenta del drástico aumento del costo computacional que sig-

nifica la incorporación de estos fenómenos físicos, sumado al interés de la extensión a

dominios tridimensionales, deberán ser tenidos en cuenta métodos de paralelización en

sistemas de memoria distribuida, de manera de posibilitar el desarrollo de una herra-

mienta eficiente para el estudio numérico de flujos de gases de alta entalpía.
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