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Resumen

Se estudia la evolucién de hipersuperficies en datos iniciales de la ecuacién
de Einstein. Por medio de una ecuacién de flujo que involucra principalmente la
curvatura media de la hipersuperficie.

Se obtiene la evolucién haciendo uso de métodos numéricos. Para ello se co-
mienza haciendo chequeos en datos iniciales de la ecuacion de Einstein, donde se
tiene cierto conocimiento analitico previo de la evolucién. Y luego se evoluciona
donde no se lo tiene.

Como resultado del estudio numérico, se encuentran hipersuperficies de curva-
tura media constante, presumiblemente isoperimétricas.

Palabras claves: Relatividad General, Hipersuperficie Isoperimétrica Estable,
Flujo de Curvatura media

Clasificacion:
= (04.20.-q Classical general relativity
= 02.40.-k Geometry, differential geometry, and topology

= (02.60.Cb Numerical simulation; solution of equations
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Objetivo y Estrategia

El objetivo de este trabajo, es hacer una exploraciéon numérica para hallar las
hipersuperficies isoperimétricamente estables, en variedades Riemannianas de in-
terés.

Para ello, la estrategia es trabajar con una ecuacién de flujo que bajo ciertas
condiciones puede evolucionar una hipersuperficie inicial hacia una de curvatura
media constante (curvatura media: traza de la segunda forma fundamental). Para
este flujo, también hay pruebas analiticas, que en ciertos casos las hipersuperficies
ademas son estables [1],[2].

La ecuacidn de flujo y sus caracteristicas se detallaran en (capitulo 3).

1.2. Estabilidad, Curvatura media y Problema Isoperimé-
trico

En esta seccidn se detallara la relacién que existe entre las hipersuperficies de
curvatura media constante y una nocién de estabilidad ligada al problema isoperi-
métrico.

Comenzamos con la definicién de problema isoperimétrico

DEFINICION 1 Sea M una variedad diferenciable, un subconjunto compacto 2 C
M se dice solucion del problema isoperimétrico, si para todo QcMm

Vol(Q) = Vol(Q)
y (1.1)
109 < |09



1.2. ESTABILIDAD, CURVATURA MEDIA Y PROBLEMA
ISOPERIMETRICO

1.2.1. Definiciones y Resultados

En [3], se da la definicién de estabilidad que se considera en este trabajo. Ba-
sicamente dice que una hipersuperficie inmersa en una variedad Riemanniana es
estable, si para cualquier variacién a volumen fijo, % =0y %24 > 0, donde A es
el area de la hipersuperficie.

Para dar la formulacion precisa de estabilidad, a continuacién se expondran las
definiciones y resultados que figuran en [3]

Seax : M™ — N™*! una inmersién de M™ en N™t1,

Una variacién de x, es un mapa diferenciable

F:(—€€) x M™ — Nt
Fy: M"™ — N" e (—¢) (1.2)

Ft:to = Xx.

donde para cada ¢, F; es una inmersion.

Luego si llamamos W (p) = %—f; |t=t, al vector tangente a la variacién F' (ent =
o) y 7 al vector normal a la inmersién Fy—,, la velocidad normal de la variacién
esta dada por f|i=, = (W, n),

Toda variacion (1.2), puede variar el drea y volumen de la inmersién. Debido
al rol que tienen en la definicién de estabilidad, es importante tener presente el
siguiente lema

LEMA 1 Las variaciones del drea y volumen, estdn dadas por

dA
0w = [ Han

(1.3)
N1
(“)%h:to = /M fdM
donde H es la curvatura media (traza de la segunda forma fundamental), y dM el
elemento de volumen de la inmersion.

Luego, podemos dar la relacion entre la variacion del drea y las inmersiones de
curvatura media constante, que se resume en la siguiente proposicion

PROPOSICION 1 Sea x : M™ — N™t! una inmersién. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:
(1) x tiene curvatura media constante H,.
.. .., ’
(#i)Para toda variacion que preserve el volumen, A (ty) = 0.
(7i1) Para toda variacion ( arbitraria ), J ' (tg) =0, con

[y HdM,

J(t) = A(t) + nV (1) o

(1.4)

10



1.2. ESTABILIDAD, CURVATURA MEDIA Y PROBLEMA
ISOPERIMETRICO

donde es claro que (i) — (i7) se siguen de Lemal
Finalmente la definicion de estabilidad

DEFINICION 2 Sea z : M™ — N una inmersion de curvatura media constan-
. ., . " . sz

te. La inmersion x es estable si A (tg) > 0 para toda variacion F que preserve el

volumen.

Si se consideran todas las funciones diferenciables f : M — R, con [ v fAM =
0. Es decir todas las variaciones con velocidad normal f que preservan el volumen.
Y llamamos .7 a tal conjunto de funciones, se tiene el siguiente resultado

PROPOSICION 2 x : M™ — N"™F1 es estable si y solo si

J" (to)(f) = /M [—fAf _ (KABKAB n Rabﬁ“ﬁb>] AM >0,

VfeZz

(1.5)

donde A es el Laplaciano en la métrica inducida, K op es la segunda forma fun-
damental, n el vector normal a la inmersion y dM el elemento de volumen de
M.

Una vez que se tienen presentes estas definiciones y resultados, es importante
destacar lo siguiente.
Segun se enfatiza en [4]

» Las hipersuperficies de curvatura media constante, son puntos criticos del
problema isoperimétrico.

lo cual puede verse de (Proposicién 1.4), donde para toda inmersién con H =
cte resulta que A =0, para toda variacién que preserve volumen. Como el proble-
ma isoperimétrico consiste encontrar la hipersuperficie con la menor drea a volu-
men fijo, su solucién debe ser un minimo, y sus puntos criticos aquellas hipersuper-
ficies donde A = 0, es decir aquellas con H = cte; justificando asi la afirmacién.
La nocidn de estabilidad introducida, permite ademas afirmar lo siguiente

= Una hipersuperficie de curvatura media H constante, estrictamente estable
(J" > 0), es un minimo local del problema isoperimétrico, en el sentido
que cualquier variacion F' que preserve volumen, solo puede incrementar el
drea de tal hipersuperficie.

Por ultimo, segtn [3] es importante mencionar que

» Una hipersuperficie estable no equivale a ser solucion del problema isope-
rimétrico.

Para ello cita ejemplos donde las hipersuperficies son estables, pero no son
soluciones del problema isoperimétrico

11



1.3. FLUJO DE CURVATURA MEDIA QUE PRESERVA VOLUMEN

1.3. Flujo de curvatura media que preserva volumen

Como se menciono al comienzo de la introduccidn, la estrategia de este trabajo
es usar un flujo de curvatura media que preserva volumen.

Este flujo posee ciertos rasgos que lo sitian como herramienta predilecta para
explorar en buisqueda de hipersuperficies de curvatura media constante estables. En
lo que sigue a tales hipersuperficies las llamaremos hipersuperficies isoperimétri-
camente estables, en relacién a lo mencionado en la seccién anterior.

Los rasgos del flujo son:

= (a)_Preserva el volumen de la hipersuperficie inicial a medida que la evolu-
ciona, (V(0) = V(t) = cte).

» (b)_Reduce el drea de la hipersuperficie a medida que la evoluciona, (Al (t) < O).

» (¢)_Cuando converge a una hipersuperficie final, lo hace a una de curvatura
media constante, (H = cte).

El rasgo (c), asegura que las hipersuperficies finales halladas seran puntos criti-
cos del problema isoperimétrico. Mientras que los rasgos (a) y (b) marcan una ten-
dencia hacia la estabilidad, aunque se desconocen resultados generales que prue-
ben que el flujo converge a hipersuperficies estables en variedades Riemannianas
arbitrarias.

Por lo que parte del desafi6 de la exploracién con este flujo, sera analizar la
estabilidad de las hipersuperficies finales halladas.

Los detalles de este flujo se dardn en el (capitulo3), puesto que en (capitulo2) se
comenzara con un flujo que posee expresiones similares y servird de introduccion.

12



Capitulo 2

Flujo de curvatura media

Antes de presentar el flujo de curvatura media que preserva volumen, a manera
de introduccién se comenzara con una ecuacién de flujo similar, el flujo de curva-
tura media sobre la que se conoce el comportamiento de sus soluciones. Ademas
se dardn las definiciones y expresiones que se usaran a lo largo del texto.

2.1. Ecuacion de flujo

Sea ' : M"™ x (0,7) — N™! una familia monoparamétrica de hiper-
superficies suaves, inmersas en una variedad Riemanniana N1, Se dice que
M = F(M™,t) es solucién del flujo de curvatura media si satisface

aFa ~AQ n
W(q,t):—H(q,t)n (g, t), ge M", t>0, a=1,..,n+1

F*(q,0) = Mg (q)

2.1

donde H es la curvatura media, nn es el vector unitario normal saliente a la
hipersuperficie My, y My alguna hipersuperficie inicial.

Segin se menciona en [8], (2.1) es un sistema de ecuaciones parabdlico quasili-
neal y es sabido que para una superficie inicial cerrada y suave, la solucién siempre
existe al menos por un corto tiempo.

Para estudiar el flujo, se pueden considerar la representacién paramétrica y no-
paramétrica de hipersuperficies. Cada representacion, permite con mayor facilidad
conocer diferentes aspectos de la solucion. En este trabajo nos concentraremos en
el caso no paramétrico. Pero antes un resultado que sera util.

2.1.1. Curvatura media

En el caso Riemanniano general, se puede probar que la curvatura media es
igual a:

H =V, (2.2)

13



2.2. HIPERSUPERFICIES DEFINIDAS EN FORMA NO-PARAMETRICA
donde 7 es el vector unitario normal a la hipersuperficie.

2.2. Hipersuperficies definidas en forma no-paramétrica

En este trabajo se estudiaran hipersuperficies de dimension 2, embebidas en
una variedad Riemanniana de dimensién 3. Por lo tanto, en lo que sigue se deduci-
rén las ecuaciones para tales casos. Sin embargo, se podrd generalizar a dimensio-
nes mayores siguiendo los mismos pasos que se exponen a continuacién.

Sea M? una hipersuperficie y sea A/>*! la variedad Riemanniana donde esta
inmersa. La definicién no-paramétrica de tal hipersuperficie es:

@ (y',yhy?) =c (2.3)

donde ® es una funcién escalar, {yl, Y2, y3} son las coordenadas de N?T1,y
€ una constante.

En particular, en este trabajo solo se consideran las hipersuperficies que satis-
facen:

@ (y' % y?) =v* —u(y',y?) =0 (2.4)

donde para cada u(y*, y?) diferente, se tendrd una hipersuperficie diferente. Es-
ta observacidn resultard util, cuando se considere hipersuperficies que evolucionan
en el tiempo.

En lo que sigue a los puntos de la superficie los llamaremos ¢, y por lo tanto
q e M2

Para ambas definiciones (2.3) y (2.4), el vector normal, en sentido saliente a la
hipersuperficie, esta dado por:

ga585<1>
(97900 DO D) ?
o= (y', % y%)
a,8=1,2,3

n® (q) = e lq

(2.5)

En cuanto a €, depende del valor que toma @ (y', y?,y?) en la region interior y
exterior delimitadas por la hipersuperficie ® (yl, Y2, y3) =0.S1® > Oenlaregion
interior y ® < 0 en la exterior, e = —1.En el caso inverso € = 1. Esto es relevante,
porque una misma hipersuperficie puede definirse con ® = 0 0 —® = 0. En ambas
definiciones se tiene el mismo vector normal saliente, puesto que definen la misma
hipersuperficie. Pero la expresion operacional para determinarlo, es distinta en cada
caso, pues corresponde un e distinto.

Sin embargo, como se vera mas adelante, la expresion final de la evolucion de
la hipersuperficie, no dependera de cual de los dos tipos de definiciones se adopte.

Luego reemplazando en (2.2), se obtiene:

14



2.3. ECUACION ESCALAR DE FLUJO

BYsd
H(q) = eV <g61> lg
(gaﬁﬁcﬂ)aﬁ@)?

o= (y', v y°)
a,f=1,2,3

(2.6)

2.3. Ecuacion escalar de flujo

El objetivo de esta seccion sera obtener una ecuacion escalar, equivalente a
(2.1), para resolverla numéricamente. En (2.1), se considera una hipersuperficie
que evoluciona con t. Para introducir tal dependencia, la definiciéon no-paramétrica
de la superficie sera:

@ (y', %% t) =c (2.7)

Como se menciond en el caso anterior, en este trabajo solo se consideran hi-
persuperficies que satisfacen:

@ (y', %yt t) = v* —u(y' v’ t) =0 (2.8)

y al igual que sucede con (2.4), para cada ¢ se tiene una hipersuperficie no-
paramétrica.

Nuevamente se hard la distincion de los puntos g que pertenecen a la superficie,
por lo cual ¢ € M2,

Luego, (2.5) y (2.6) en el caso de evolucion temporal, adquieren la siguiente
expresion:

BHad

A% (g, ) = e—2— P2 |,

®=a(y', 9% 9% 1)

a,6=1,2,3

B Had

H(q,t) = eVa (M) lg,¢
d = (y'yhy't)
a,6=1,2,3

que son validas para ambas definiciones (2.7) y (2.8).
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2.3. ECUACION ESCALAR DE FLUJO

2.3.1. Deduccién (no paramétrica general)

Se deducird una expresion escalar de (2.1), aplicable a cualquier superficie de-
finida por (2.7). Luego se obtendra una para aquellas definidas por (2.8).

Comenzaremos considerando los puntos § € M? que satisfacen la definicién
(2.7). Si derivamos respecto a t

d 1.2 .3 _ d L
[dtfb(y Y ,t)} = [dtc] lg=0 @10

Luego aplicando regla de la cadena

d ) g, .. 0
|:dtq> (yl’yQ’yg’t)] |fi = {8ya [q) (y17y27y37t)] a [y ]+ a [(I)( 17y27y3>t)]} |li =0

0 0 0
|:6t(1> (yl,y2,y3,t)] |q - - {aya [(I) (ylvyz’y37t)] a [ya}}
(2.12)

notar (2.12) vale para todos los puntos ¢ que satisfacen (2.7).

El siguiente paso es tomar una superficie solucién del flujo (2.1). En tal caso,
resulta que los puntos § € M?, y por lo tanto [%ya] lgenz = —n(Q) H (q).
Luego

[aat‘l’ (yl,?f,y?’vt)] lgenrz = = { ([aiaq’ (yl,y2,y3,t)] |qu3> =7~ @H@}}
[8815‘1’ (yl,yz,yg’at)] earz = { ([00® (4" 7.6 0)] lgearp ) 137 @) H (@)}
(2.13)

por ultimo usando (2.9) y (2.10), y resumiendo notacién ®(y!, y?, 43, t) = @
se obtiene

od g*B0z® g*Boz®
o= e {0a<1> —ﬁl Va <51 |genr?
(B0, DD5®)> (9°P9, DD ®)>
0P 3 B
5= {(gaﬁaa@a@) AV <9ﬁ1 laens? (2.14)
(gaﬂaaq)é?ﬁ(b)?

®=a(y',y% 9% 1)
a,6=1,2,3
Si bien esta es la expresién escalar general de (2.1), en este trabajo solo se
consideraran hipersuperficies definidas segin (2.8). Debido a que (2.8) es un caso

particular de (2.7) con ¢ = 0, (2.14) también es valida para los puntos ¢ € M? que
satisfacen (2.8). Luego (2.14) adopta la siguiente expresion

16



2.3. ECUACION ESCALAR DE FLUJO

B 1,2 t 1 af )
“(ya’ty’) - { (go‘ﬁ@a@@ﬁ@) *Va (W) } lqgens?
(9280, 205®)> (2.15)

=2y, y% 0% ) =y’ —uly' v?t)
a,f=1,2,3
Las ecuacién (2.15), corresponde al caso Riemanniano general, y da la expre-
sién con la que se trabajard para resolver numéricamente. Segun sea el espacio

donde este embebida la hipersuperficie, y las coordenadas elegidas, proporcionard
la ecuacion final a resolver.
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2.3. ECUACION ESCALAR DE FLUJO
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Capitulo 3

Flujo de curvatura media que
preserva volumen

En este capitulo se abordara la descripcién del flujo usado para la exploracion
numérica, en busca de hipersuperficies isoperimétricamente estables.

Se mencionaran los rasgos de comportamiento relevantes de la ecuacion, que
fueron probados en diversas publicaciones. Y por ultimo se deducird una ecuacion
escalar que permitird aplicar un método numérico para su resolucion.

3.1. Ecuacion de flujo

Sea F' : M"™ x (0,T) — N™"! una familia monoparamétrica de hiper-
superficies suaves, inmersas en una variedad Riemanniana N1, Se dice que
M = F(M™,t) es solucion del flujo de curvatura media que preserva vo-
lumen si satisface

0
aFQ(q,t):[h—H(q,t)]ﬁo‘(q,t), geM™ t>0, a=1,...,n+1

Sy, HdM,
Jog, AM;
F%(q,0) = Mg
3.1)

donde H es la curvatura media, 7 es el vector unitario normal saliente a la
hipersuperficie M;, dM; el n-diferencial de volumen en la métrica inducida sobre
M; y My una hipersuperficie inicial.

En lo que se sigue, se obtendrd una ecuacion escalar equivalente, para luego
resolverla numéricamente.

19



3.2. RASGOS CARACTERISTICOS DEL FLUJO

3.2. Rasgos caracteristicos del flujo

3.2.1. Preservacion de volumen y reduccion del area

= El primer rasgo importante de (3.1) es que preserva el volumen.

Para demostrar este resultado, solo basta recurrir al (Lemal), enunciado en
el (capitulo 1). Segtin el mismo, la variacién de volumen esta dada por

dv
Eh:to = " fdMO (3-2)
0

Luego si se reemplaza en (3.2) la velocidad normal de (3.1), es decir f =
<%F,ﬁ> = (h — H). Se obtiene

dv / / fMt HdMy,
— =ty = h — H)dM;, = ——— — H)dM,
dt lt=to Mto( )d My, n( fMtO dMy, )d My,

(3.3)

= [ HdM, - | HdM, =0
M, M,

lo cual prueba que (3.1) preserva el volumen.

El segundo rasgo importante de (3.1) es que el area de la hipersuperficies M;
decrece.

Para probar este resultado, nuevamente recurrimos al (Lemal). Segtin el mis-
mo, la variacién del drea esta dada por

dA
% |t:t0 — fHthO (3.4)
My,

Luego si se reemplaza en (3.4) la velocidad normal de (3.1), es decir f =
(2 F, i) = (h— H). Se obtiene

d
A= / (h — HYHdM,,
dt Mig

(3.5)

= — H(H — h)dM;, = — / (H* — Hh)dM;,
My, My,

el siguiente paso es notar que | M, (Hh)dMy, = [ M, h2dM,,, segiin se
0 0
muestra a continuacion



3.2. RASGOS CARACTERISTICOS DEL FLUJO

Jo HAM;,
/ (Hh)dMy, = (h) | HdM, = (Mo 2y [ HaM,,
My, My fMtO thO My,

HdM, dM,
/ (Hh)dMy, = (7fMt Y / M, S, 22y
M, Jor, My g, Jaa, A,

0

/ (Hh)th = (fMtO HthO fMto Htho th (3'6)
M, 0 fMtO dMy, fMtO dM; M, 0
/ (Hh)dM,, = [h?] / dM;, = / h2dM;,
My, My, My,
/ (Hh)dM,, = h?d My,
My, My,
luego (3.5) puede escribirse como:
Ay —/ (H? — Hh)dM; = —/ (H? — 2Hh + h?)dM,;
dt M, M,
d 3.7
A:—/ (H — h)?dM; < 0
dt M,

quedando asi probado que el 4rea de las hipersuperficies M; disminuye con
t

Lo importante de ambos rasgos, el de preservacion del volumen y el de dismi-
nucién del drea, es que son validos para una variedad Riemanniana general N1,
Por lo tanto en cada exploracién numérica aplicada a una variedad Riemanniana,
las soluciones deben preservar tales rasgos.

De esta forma se cuenta con un criterio para establecer cuando una solucién
numérica se aleja de la solucién verdadera. En particular la preservacién del vo-
lumen permite una estimacién cuantitativa de la proximidad de ambas soluciones,
mientras que la disminucién del 4rea solo proporciona un criterio para descartar la
solucién numérica en caso de que el drea aumente.

3.2.2. Convergencia probada analiticamente

En [1], se menciona que por los rasgos anteriores puede esperarse que las hi-
persuperficies M; convergen a una solucién del problema isoperimétrico. Pero en
tal publicacién se considera solo el caso particular N1 = R"*! y se prueba que
para hipersuperficies iniciales uniformemente convexas, la ecuacion (3.1) tiene una
solucién suave para 0 < ¢ < ooy converge a una esfera encerrando el mismo vo-
lumen que Mj a medida que ¢ — o0, que segin [5] son ademas estables. Pues en
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3.3. ECUACION DE FLUJO ESCALAR

[5] se prueba que las Unicas superficies compactas y orientables estables inmersas
en R™*! con curvatura media constante H # 0, son las esferas S” ¢ R* 1,

En [2], se considera una variedad Riemanniana N asintoticamente plana. Y
prueba que si se toman hipersuperficies iniciales con una curvatura media acota-
da, en términos de cotas de las componentes de la métrica. Al evolucionar tales
hipersuperficies por (3.1), se tiene una solucién tnica y suave paratodot > 0. Y
a medida que ¢ — oo las hipersuperficies convergen exponencialmente a una de
curvatura media estrictamente estable.

Sin embargo, no se conoce una prueba de convergencia a hipersuperficies esta-
bles para variedades A"*! Riemannianas generales.

Parte de la dificultad radica en que la convergencia de la solucién depende tanto
de la variedad N™*! donde esta embebida la hipersuperficie, como asf también de
la forma global de la hipersuperficie M;.

3.3. [Ecuacion de Flujo escalar

A continuacion, se obtendra la expresion escalar de (3.1), siguiendo los mismos
pasos del (capitulo 2).

3.3.1. Deduccion (no paramétrica general)

Se deducird una expresion escalar de (3.1), aplicable a cualquier superficie de-
finida por (2.7). Luego se obtendra una para aquellas definidas por (2.8).

Comenzaremos considerando los puntos § € M? que satisfacen la definicién
(2.7). Si derivamos respecto a t

d d
[dt<1> (yl,yQ,y‘q’?t)} 3= [C] =0 (3.8)

Luego aplicando regla de la cadena

d B w0
[dtfb (yl,yz,y:g,t)] g = {aya (@ (', y% v, 1)] a5 W+ 5 (@ (yl,yQ,y37t)}} lg=0

0 0 0
|:8tq> (yl,y27y37t):| |i1' = - {aya [q) (Z/1>Z/2,y3,t)] a [ya}} |(7
(3.9)

notar (2.12) vale para todos los puntos ¢ que satisfacen (2.7).

El siguiente paso es tomar una superficie solucion del flujo (3.1). En tal caso,
resulta que los puntos § € M2, y por lo tanto [%ya] lgensz = 1% (q) [h — H (q)].
Luego

o (yl,yz,yi’zt)} aearz = — { (1262 (4142, 5%,8)] liersp) 2 (@) [h — H (2)]}
(3.10)
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3.3. ECUACION DE FLUJO ESCALAR

luego usando (2.9) y resumiendo notacién <I>(y1, y2, 93, t) = @ se obtiene

af
() [ )
|

ot §°B 0, DD D)2
gem?
oD 1
- Ocﬁ 2 ~

— = —€ (g 0,PI3D h—H(q
= 5 )IWE [~ H (q)]

1 / V. <w86<1>> M, "
oD 1 o5 90 DD D) 2 B9,y
A <gaﬁaaq>aﬁc1>) ’ (5700495%) — Vo (é’ﬁl
ot lgen? / M, (9°P 0, DO®)2

1 / v. ( 4°P 0,5 1) M, ;
oD 1 M, B 90 D) 2 aBY .
7:—(96“56&(1)35(1))2 t (9 B ) _va< g B -
ot lzens? / dM, (920, P03P)?

My
o =d(y', % 9% 1)
a,f=1,2,3
(.11)

Si bien esta es la expresion escalar general de (3.1), en este trabajo solo se
consideraran hipersuperficies definidas segtn (2.8). Debido a que (2.8) es un caso
particular de (2.7) con ¢ = 0, (3.11) también es valida para los puntos g € M? que
satisfacen (2.8). Luego (3.11) adopta la siguiente expresion

P95
u (y',y°, 1) 2 ) m v <(9a§8a¢;¢)%> th
S = (970,200 Vo
o / dM; (
My

=o' y% 9%t =v* —uly' v’ )
a,8=1,23
(3.12)

Las ecuacién (3.12), corresponde al caso Riemanniano general, y da la expre-
sion con la que se trabajard para resolver numéricamente. Segun sea el espacio
donde este embebida la hipersuperficie, y las coordenadas elegidas, proporcionard
la ecuacion final a resolver.
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3.3. ECUACION DE FLUJO ESCALAR

3.3.2. Diferencial de volumen sobre la hipersuperficie

Para obtener la expresion de h completamente, que aparece en la version esca-

lar de (3.1), solo resta determinar dM;.

En las coordenadas { Y, y2, y3}, la métrica de N?*! se expresa

*s = gas(y', v, v*)dy® dy”

resulta

24

3.13
a’ 5 = 17 27 3 ( )
En una hipersuperficie definida por (2.8), se tiene que v = u(y!,v%t). Y
6 1 2 t 6 1 2 t
oyl Oy?

Luego la métrica inducida sobre M? se obtiene como

ds? = g (y*, y2, y®)dy dy"

Yt u(y-,y-,t
g = Y d2
y 251 vt y

Y finalmente el elemento de volumen sobre la hipersuperficie M? resulta

dM; = /|g.|dy" A dy® (3.16)



Capitulo 4

Aplicacién a R?

Lo primero que hay que tener en cuenta, es que N' = R? es un primer paso
clave antes de considerar los casos de interés, es decir Reissner-Nordstrom super
extremo y Kerr super extremo. Porque este caso, es en donde se tiene el mayor
conocimiento sobre el comportamiento del flujo (3.1).

Resolverlo numéricamente, es importante por dos motivos. Uno es que permite
chequear los métodos numéricos, y el segundo es comenzar a familiarizarse con el
comportamiento del flujo, lo cual sera de gran importancia en los dos siguientes
capitulos.

Uno de los resultados mas importantes sobre el comportamiento del flujo es el
siguiente:

» En[1]se prueba que en N1 = R"*! si se toman hipersuperficies iniciales
uniformemente convexas, la ecuacién (3.1) tiene una solucién suave para
0 <t < oco. Y converge a una esfera encerrando el mismo volumen que M
a medida que t — oo, que segtin [5] son ademas estables.

En [5] se prueba que las tnicas hipersuperficies compactas y orientables
estables inmersas en R™t! con curvatura media constante H # 0, son las
esferas S™ ¢ R*H1.

Esto se resume, que en el caso de R3, si tomo hipersuperficies uniformemente
convexas el flujo la llevara a una esfera S2.

En el caso de que las hipersuperficies iniciales no sean uniformemente conve-
xas, el comportamiento del flujo puede ser muy diferente. Estos casos se analizaran
en mas detalle en la seccion 4.3

4.1. Ecuacion escalar de flujo en coordenadas
Considerando coordenadas esféricas, la métrica esta dada por
dszs = dr® +r2d6* + r?sin® (9) d¢? 4.1)
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4.1. ECUACION ESCALAR DE FLUJO EN COORDENADAS

En particular se tomaran hipersuperficies iniciales con simetria axial. Este tipo
de hipersuperficie inmersa en una variedad con métrica dada por (4.1), tiene una
curvatura media [ que preserva tal simetria, en el sentido que H no depende de
la coordenada ¢. Debido a como interviene la curvatura media H en la ecuacién
(3.1), resulta que la evolucion de la hipersuperficie preserva la simetria.

Por lo tanto, si las hipersuperficies iniciales tienen simetria axial, las siguientes
también la tendrdn y podemos definir la hipersuperficie en evolucién para cada ¢
como

O(p,t) =r —u(d,t) =0 4.2)

1
A continuacién se buscara obtener las expresiones de {h, H, (go‘ﬁ 8a<1>05<1>) 2 }
que figuran en expresion escalar (3.12), correspondiente al caso Riemanniano ge-
neral y por lo tanto es aplicable a este caso.

Comenzamos primero por H. Reemplazando (4.1) y (4.2), en la expresion de
la curvatura media (2.9) obtenemos

H = . {2u (0,1 <D 0ull:1)
u(,t) <u (9,t)2 i <8u(§z,t))2)
_ Pu (b, 1) <8u (0,t)>2 .
o % <u 0,1) + (%@“)2u<e,t)> @3

N (au (0,1&))2 d%u (6,1) 1

) 2
a0 00 <u 0,6 + (8U§Z’t)) > }

N

es importante notar, que si u (g — e,t) = u (g + e,t) con ¢ € (O, %), es
decir la superficie posee simetria de reflexion alrededor de 6 = 7, resulta que
H (g — €, t) =H (% + €, t), es decir la curvatura media H hereda la simetria de
reflexion de la superficie. Este rasgo permite analizar si una solucién numérica se

aleja de la solucién real.

Luego para obtener h, se debe conocer el diferencial de volumen sobre la hi-
persuperficie. Por ello determinamos la métrica inducida.

Para la hipersuperficie ® = r — u(6,t) = 0, se tiene que dr = %d@.
Reemplazando en (5.2), se obtiene su métrica inducida
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4.1. ECUACION ESCALAR DE FLUJO EN COORDENADAS

2
ds? = goedf* + gpsdd® + grr <8u(0’ t)> do?

0
ou(h,t)\>
a0

ds? = [(auéZ’t))Q +u(0,t)

2 _
ds; =

900 + Grr < d92 + g¢¢d¢2 4.4)

d6? + u (0,1)? sin® (9) d¢p?

2
V]g*| = u (6,t) sin (0)\l [<8“(§gt>> —|—u(9,t)2] (4.5)

Luego la expresion para h resulta

Sy, HaMy [y Hy/lg* (0, ¢)|d0d¢

h = =
T @i [/l (0. 9)]dbds
27 fOTF Hu (0,t)sin () \/|:(<9u(§z,t)>2 +u(9,t)2] do (4.6)
h =

27 [ w (0,t)sin (0) \/[<au{§3’t)>2 +u (6, t)z} db

1
Por ultimo solo resta conocer la expresion para (g"‘ﬁ 0o P0p <I>) 2

L 09\ 2 0%\ 2 00\ 2\ 2
af 2 _ rr [ YF 00 [ Y+ ¢ [ X F
(77 0.0950) (9 () <" (%) + (%)

e (91, t)° <8u6(‘2’ t)ﬂ |

Finalmente la ecuacién escalar de flujo (3.12), para la métrica (5.1) en las coor-
denadas {r, 6, ¢} resulta

-

4.7)

27 [oF Hu(6,t) sin(6) \/[(augz)t)) 2+u(07t)2] do

1

o _ 1 (ou.)\?]?

Eu (97t) a ll " u(@,t)Q <T> ‘| ™ . du(6,t) 2 2 -4 (9’ t)
27 [ u(6,t) sin(9) [(T) +u(6,t) ]d@

(4.8)
donde H (0, t) esta dado por (4.3).

27



4.2. VOLUMEN ENCERRADO POR LA HIPERSUPERFICIE

Es importante tener en cuenta que para resolver (4.8), se buscaran soluciones
suaves con simetria axial. El dominio en la coordenada 6 es [0, 7], luego de la
suavidad y de la simetria axial, naturalmente surge una condicién de frontera de
Neumann:

du (0,1)
0

para todo t, por lo que superficie inicial también deberd cumplir tal condicién
de contorno.

lo—o.x = 0 4.9)

4.2. Volumen encerrado por la hipersuperficie

Debido a que el flujo preserva el volumen, es importante conocer una formu-
la para luego calcularlo numéricamente. Ello permitird estimar cuanto se aleja la
solucién numérica de la verdadera.

V (to) = /Mt (\/@) drdfde

0

V (k) = /M< 4 gin? (e)) drdfds

V (ty) = /M (r?sin (0)) drdfd¢ (4.10)
T u(f,to)

V (to) =2m /0 sin (6) [ /0 (r?) dr] do

V (1) = %” /OW sin (0) u (6, to)? df

4.3. Soluciones Numéricas

En la figura 4.1 y 4.2, se toma el siguiente tipo de superficie inicial:

1
0,0) = 4.11
b ( ) cos(0) sen(0) ( )

al? b12

y en la figura 4.3 la siguiente superficie inicial:

w(6,0) = ! _ ! @.12)
cos(0) sen(6) cos(h) sen(6)
al? b12 a2? + b22
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t=0=0.37693327 1292450 A=3.06724338201412 t=0.1,=0.377000214223735 A=2.68709444346396 1=0.2,v=0.377002858016441 A=2.56003492768802
7

=0.5 w=0.37700364066 1578 A=2 52388500997960 t=0.8,\v=0.377003643468152 A=2.52375899391976 1=1,v=0.377 003843475295 A=2 52375867 383170
7

Yolumen: 08

0.376923271252459
0.377002853016441
0.377003623515691
0.377003643086619
0.377003643465152
0.377003643475295
0.377003643475428
0.377003643475430
0.377003643475431
0.377003643475431
0.377003643475431 0
Area

3.06724835201412
2.56003452765502 az
2.52485792653353 i
2 52377609344782
2.523758993915976 04
2.52375867302328
2.52375866736621
2.52375866775519 g
2 52375866775312
2.52375866775308
2.62375866775308 0B

06r-

04k

Figura 4.1: Superficie evolucionada segin (4.8). Superficie inicial dada por (4.11),
con parametros al = 1y b1 = 0,3 (Uniformemente convexa). Método de integra-
cion temporal Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ ¢;,,; = 1,0. Derivadas a cuarto
orden en 6, con kg = 0,0314. En la primera grafica la escala de colores indica el
valor de la curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda gréfica
se muestra la interseccion con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta ¢ ;,,41,
a intervalos de tiempo At = tfi'—g“l. Evolucion final: Convergencia a superficie
de curvatura media constante y estable (Lo cual se esperaba segiin el resultado
analitico mencionado en el comienzo del capitulo.)
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t=0v=16.7551606889636 A=34 6874807223259 =0.2,=16.75517 23979013 A=32.9891247201157 +=0.4 W=16.7551771988662 A=32. 2942992310385
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=1.6,v=16.7551812979642 A=31 6761783580431 +=2.0%=16.7551813479978 A=31 BE32900091938

“alumen
16.7551606885636
16.7551723575013
16.7551771988662
16.7551793573976
1675516037 22237
16.7551605651005
16.7551611102679
16.7551812343587
16.75518129759642
16.7551613300659
16.7551613475976 0
Area;

34 BO7 4807223269
32.9091247201157
32.2942992310986 o5k
31.9735550046015
31.8185463951147
31.7436742424008
31.7055754741074 AR
31.6861689450180
31.6761783580491
31.6709948110713
31.6662900091935 -5

Figura 4.2: Superficie evolucionada segin (4.8). Superficie inicial dada por (4.11),
con parametros al = 1y bl = 2,0 (Uniformemente convexa). Método de integra-
cién temporal Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ 75,4, = 2,0. Derivadas a cuarto
orden en 6, con kg = 0,0314. En la primera grafica la escala de colores indica el
valor de la curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda gréfica
se muestra la interseccion con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta ¢ ;,,4;,
a intervalos de tiempo At = tfi;é“’ Evolucion final: Convergencia a superficie
de curvatura media constante y estable (Lo cual se esperaba segin el resultado
analitico mencionado en el comienzo del capitulo.)
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t=0¥=1.01628812980096 A=5.46523556021998 1=0.2,w=1.01628131777175 A=5.29476210941587 1=0.4 W=1.01629339967 458 A=5.16793473500429

t=1.0,v=1.0162966556087 2 A=4.95806350433352 t=1.6,w=1.01629752999178 A=4.80173123030987 1=2.0 W=1.01629767528548 A=4 89251 269562191
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Figura 4.3: Superficie evolucionada segin (4.8). Superficie inicial dada por (4.12),
con parametros al = 2,0, b1 = 1,5, a2 = 1,0y b2 = 1,1 (NO-Uniformemente
convexa). Método de integracién temporal Euler Explicito x; = 0,00001, hasta
tfinar = 0,3. Derivadas a cuarto orden en 6, con k9 = 0,0314. En la primera
gréfica la escala de colores indica el valor de la curvatura media H, en cada punto
de la superficie. En la segunda gréfica se muestra la interseccién con un plano,
comenzando en t = 0 (azul), hasta t ;4. a intervalos de tiempo At = tfi—g‘”.
Evolucion final: Convergencia a superficie de curvatura media constante y

estable.
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t=0.65

=1.15

t=3.65

’i‘ﬁ‘h‘ T
N
Y,

Figura 4.4: Ejemplo extraido de [11] para R3. Este es un caso de una superficie
(NO-Uniformemente convexa) que evoluciona de una forma diferente a las ante-
riores, figuras (4.1),(4.2) y (4.3). Se observa un estrangulamiento, el cual es un
posible comportamiento del flujo.

En [11], cuando el estrangulamiento se reduce a un punto, se detiene la evolucién
numérica, se corta la superficie en dos y se continua con la evolucién. El método
numérico empleado en la publicacion es el de Elementos Finitos, y es diferente al
utilizado a lo largo de este trabajo, en donde se utiliza Diferencias Finitas.

La justificacién de porque se recurre a [11] para observar tal comportamiento es
que, para observarlo en R? se necesita partir de una superficie inicial que no puede
ser definida segtin (4.2), por lo que las ecuaciones y métodos numéricos utiliza-
dos para obtener la solucién del flujo no pueden ser utilizados sin una sustancial
modificacién. Sin embargo, es importante mencionar que el fendmeno de estran-
gulacién se observara en los casos de Reissner-Nordstrom super extremo y Kerr
super extremo.
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Capitulo 5

Aplicacion a Reissner-Nordstrom

El objetivo es comparar las soluciones numéricas del flujo, con las hipersu-
perficies isoperimétricas halladas analiticamente en [6], para el caso de Reissner-
Nordstrom.

5.1. Ecuacion escalar de flujo en coordenadas

Partiendo de la métrica de Reissner-Nordstrom

1
dsthy = md? + f(r)dr? + 12d6? + r2sen(h)dp?,
(5.1)

distinguir la coordenada ¢, del pardmetro de evolucién de flujo ¢.
En este trabajo se considerara la parte ¢ = cte, cuya métrica tridimensional
esta dada por

ds? = f(r)dr2 +7r2do* + rzsen(e)dng (5.2)

por el interés en estudiar el caso de Reissner-Nordstréom Super-Extremo, se
considerara (M 2 < QQ) donde el rango de la coordenadares 0 < r < oo, .

Siguiendo lo mencionado en los capitulos anteriores, se consideraran hipersu-
perficies definidas por (2.8).

En particular se tomaran hipersuperficies iniciales con simetria axial. Este tipo
de hipersuperficie inmersa en una variedad con métrica dada por (5.2), tiene una
curvatura media H que preserva tal simetria, en el sentido que H no depende de
la coordenada ¢. Debido a como interviene la curvatura media H en la ecuacion
(3.1), resulta que la evolucién de la hipersuperficie preserva la simetria.

Por lo tanto, si las hipersuperficies iniciales tienen simetria axial, las siguientes
también la tendrdn y podemos definir la hipersuperficie en evolucién para cada ¢
como
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5.1. ECUACION ESCALAR DE FLUJO EN COORDENADAS

O(p,t) =r—u(d,t) =0 (5.3)

A continuacién se buscara obtener las expresiones de {h, H, (go‘ﬁ 8a<1>85<1>) : }
que figuran en expresion escalar (3.12), correspondiente al caso Riemanniano ge-
neral y por lo tanto es aplicable a este caso.

Comenzamos primero por H. Reemplazando (5.2) y (5.3), en la expresion de
la curvatura media (2.9) obtenemos

3\ —1

212
H = | sen (6) u* (6,1) [u2 (0,1) — 2Mu (0,8) + Q? + <3“6()Z’ t)> ] {

+ (u® (0,t) — 2Mu (0,t) + Q%) [—u (0,t) sen(6) (W) (0, ) cos (6) <6u(§z,t)>]

2 3
—sen (0) [5Mu (0,t) — 2Q? — 3u? (8, t)] <6u0(2’ t)> —cos (0)u(6,t) ((%ég,t))

+2 [u® (0,t) — 2Mu (0,¢) + Qz]Qsen () }

(5.4)

es importante notar, que si u (3 —¢,t) = u (5 +¢€t) cone € (0,%), es

decir la superficie posee simetria de reflexion alrededor de 6 = 7, resulta que
H (g — €, t) =H (% + €, t), es decir la curvatura media H hereda la simetria de
reflexion de la superficie. Este rasgo permite analizar si una solucién numérica se
aleja de la solucién real.

Luego para obtener h, se debe conocer el diferencial de volumen sobre la hi-
persuperficie. Por ello determinamos la métrica inducida.

Para la hipersuperficie ® = r — u(6,t) = 0, se tiene que dr = %d@.
Reemplazando en (5.2), se obtiene su métrica inducida

0,t)\°
ds? = gogdf® + gpsdd® + grr <8uée, )> do?

ou(d,t)\?
ds2 = |goo + grr ( (‘(39 )> d6” + g4pdd”
i 2
ds® = [u(8,6)® + le 5 (aué% t)> d6* + u(0,t)*sen(0)d¢’
I T (T (O
(5.5
<8u(9,t))2
o0
V0g*| =u(8,¢)sen (0) , | u? (0,t) + Ty o2 (5.6)

wo.n T w260
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5.1. ECUACION ESCALAR DE FLUJO EN COORDENADAS

Luego la expresion para h resulta

Sy HdMy [y HA/ g7 (0, 6)[d0dd

T Ly o 0 0)lddo
: (52
27 fo Hu (0, ¢)sen (0) | u? (0,1) + —"~—df (5.7)
u(0,t) T u2(6,t)
: (52
2 [y w(0,¢)sen (0) , | u?(0,t) + IQM—QQdG

Tu(0,t) T u2(0,1)

N

Por ultimo solo resta conocer la expresion para (g“ﬁ 0. P0p <I>)

3 0D\ 2 0D\ 2 91\ %\ ?
(577 0u0002)" = (g” (&) o () v (5) )

oM [Q”(au@(z’t)ﬂ 2
Tuwen T w0

(5.9)

=11

Finalmente la ecuacion escalar de flujo (3.12), para la métrica (5.1) en las coor-
denadas {r, 0, ¢} resulta

du(0,t)

2
)

Gz H(6,t)d6

T u(8,8) T u2(0,t)

2 _ M
sru(0,t) = (1 — i T wE

27 fo w(0,¢) sen(8) | u?(0,t)+ <2M

“we,n T

5.9

donde H (0,t) esta dado por (5.4).

Es importante tener en cuenta que para resolver (5.9), se buscaran soluciones
suaves con simetria axial. El dominio en la coordenada 6 es [0, 7], luego de la
suavidad y de la simetria axial, naturalmente surge una condicién de frontera de
Neumann:

du (0,1)
09

para todo ¢, por lo que superficie inicial también deberd cumplir tal condicién
de contorno.

lo=0,r =0 (5.10)
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5.2. VOLUMEN ENCERRADO POR LA HIPERSUPERFICIE

5.2. Volumen encerrado por la hipersuperficie

Debido a que el flujo preserva el volumen, es importante conocer una formu-
la para luego calcularlo numéricamente. Ello permitird estimar cuanto se aleja la
solucién numérica de la verdadera.

6 qin2
\/ rsin 9) drdbds G.11)
(r r

V (to) = 27T/ Sin (9) [ryRN super extremo (0)]
0

notar que no hay problemas con el rango de integracién de r, para el calculo de

’YRN super extremo *

5.3. Resultados y Soluciones Numéricas

5.3.1. Resultados

Lo primero a tener en cuenta es que en Reissner-Nordstrom, se puede probar
analiticamente que las hipersuperficies de curvatura media constante, son aquellas
con la coordenada rr = cte. En [6], se prueba analiticamente que existe un radio cri-
tico R, = % que delimita las hipersuperficies r = cte, estables de las inestables.
Donde [(r = cte) > R. < estable] y [(r = cte) < R. <= inestable].

A partir de este conocimiento previo, se busca analizar el comportamiento del
flujo.

Se obtuvieron soluciones de la ecuacién de flujo (5.9), para los valore de M =
2,) = 3. En tal caso el radio critico R, = 3, y el volumen encerrado por tal
hipersuperficie calculado numéricamente es V. = 109,6578.

Numéricamente se observo que para hipersuperficies iniciales con volumen
menor a V., la evolucién del flujo estrangulaba o llevaba parte de la hipersuper-
ficie hacia la singularidad » = 0. Mientras que para aquellas con volumen mayor
a V., el flujo converge a una superficie de radio constante, que seglin se prueba en
[6] es estable.
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5.3. RESULTADOS Y SOLUCIONES NUMERICAS

Para hallar numéricamente la superficie limite » = R, una estrategia util es
concentrarse solo en el volumen de las hipersuperficies iniciales. Comenzando con
un volumen pequeio, e ir incrementdndolo hasta que el flujo converge. Sin embar-
go, para aplicar esta estrategia se debe tener en cuenta los siguiente:

= Hay que tener presente que la evolucién del flujo depende de la variedad
donde esta inmersa la hipersuperficie, como asi también la forma global de
la hipersuperficie. Por lo tanto no solo hay que analizar el volumen, sino
que hay que cuidar que las formas globales de las hipersuperficies no tengan
cambios drasticos. Un ejemplo de este comportamiento se puede observar en
las figuras (5.2) y (5.3), en donde ambas tienen el mismo volumen, pero tie-
nen evoluciones diferentes. Una converge a una hipersuperficie de curvatura
media constante estable, y la otra llega a la singularidad.

= Otro aspecto importante surge cuando en Reissner-Nordstrom donde hay si-
metria esférica, se toman hipersuperficies iniciales con simetria de reflexién
en § = 7. Resulta que en este caso, puede suceder que numéricamente el
flujo se estanque en una superficie de curvatura media constante inestable.
Para evitar esto, hay que considerar hipersuperficies iniciales asimétricas. Un
ejemplo de este comportamiento se observa al comparar las figuras (5.4) y
(5.5), en donde ambas hipersuperficies tienen el mismo volumen.

Este ultimo aspecto de las hipersuperficies iniciales asimétricas a utilizar,
fue advertido por Jan Metzger, que luego de consultarle generosamente su-
giri6 posibles causas por las que el comportamiento numérico del flujo podia
converger a hipersuperficies de curvatura media inestables.

5.3.2. Soluciones Numéricas

Las expresiones paramétricas de las hipersuperficies iniciales simétricas (sime-
tria de reflexion en 6 = %) son:

1 1
w(6,t =0) = - (5.12)
\/C(;sl(f) + sebnl(20) \/6252(29) + seb1;(20)
1
u(f,t =0) = (5.13)
cos(6) sen(6)
al? + b12

Para las hipersuperficies iniciales a-simétricas se usan las expresiones anterio-
res, pero se divide en dos el dominio, en § = [0, g] yenf = [%, 77]. Y para cada
parte se usan parametros diferentes.
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5.3. RESULTADOS Y SOLUCIONES NUMERICAS

t=0,=171.726902953206 A=156.703054466762 =1 v=171.726330865249, A=149.298935105280 =2, V/=171.726930119590 A=146 638621420276

+=5,=171.726944413721 A=144. 250030983676 t=8 W=171.7269451708433 A=143.966444077133 =10, v=171.726945249301 A=143 939655650269

Wolumen:

171 726902953208
171.726330885243 3
171.726935119590
171.726341677326
171.726943500133 2F
171.7269444137 21
171.726944860257
171 726945076135 1
171.726345176433
171 726945226675
171.726345249301 ak
Area
156.703054466762
1439.2598935105250
146 688621420278
145.320277539752
1446122297 14856
144.259038983678 2r
144,087 36457 2162
144 005281012718
143.966444077133 | 3|
143 845193627493
143.939655690263

Figura 5.1: Superficie evolucionada segtin (5.9). Superficie inicial dada por (5.12),
con al = 5,b1 = 4,5,a2 = 0,80138,b2 = 2,0. Método de integracion temporal
Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ ;,,; = 10. Derivadas a cuarto orden en 0,
con kg = 0,0314. En la primera gréfica la escala de colores indica el valor de la
curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda grafica se muestra
la interseccién con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta { ¢4,,4;, a intervalos

. tpg ‘. . .
de tiempo At = f{—"of”. Evolucién final: Convergencia a superficie de curvatura
media constante y estable
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t=0,%=133 402522711044 A=141 77 1466922665 t=1.6,v=133. 402647556345, A=131.990194471657 =3, W=133 402559205728 A=127 63547 4546693

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

03

t=7.5,=133.4025657 42715 A=125.509600762609

o T - N

i T .
4+ i
“olumen
133.4025622711044 a3k i
133.402647555345
133.402552205728
133.402563743352 2L |
133.402665269243
133 402565742715
133.402665863572
133.402565524562 1+ i
133.4025655936352
133.4025655935724
133.402565940685 ok _
Area

141.771466922665
131.99019447 1857
127 83547 4846893 A
126. 266134761244
126, 748163966643
125 589668762609 2r

125 542965451552
125.528442832443
125 5255865267831 ak |
126.524458726324
125.524143728798
s i
5 L 1
5 4 4 =]

Figura 5.2: Superficie evolucionada segun (5.9). Superficie inicial simétrica dada
por (5.13), con parametros al = 5y bl = 2,483605. Método de integracion tem-
poral Euler Explicito x; = 0,00001, hasta t ;,,; = 15. Derivadas a cuarto orden
en 6, con kg = 0,0314. En la primera grafica la escala de colores indica el valor
de la curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda gréfica se
muestra la interseccion con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta t f;5,q, @

. . trq .z . .
intervalos de tiempo At = £ {g‘” . Evolucion final: Convergencia a superficie de

curvatura media constante y estable
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5.3. RESULTADOS Y SOLUCIONES NUMERICAS

1530415 A7 A1 A B 200, = AT

1013 SIS Aeten REZTION]

Walumen:
133.402517489909
133.402527526717
133.402535636895
133.402542855773
133.402545359851
133.402655401587
133.402661138763
133.402666745018
133.40267 2471584
133.402678830090
133.402687412470
Area
199.782297270301
196.813918226460
192. 4446458351351
189.4215802872168
186.6B6834526175
184.1168454212158
181.729893104451
179.482291917498
177.351895290346
176.302667 353700
173.293175487954

Figura 5.3: Superficie evolucionada segtn (5.9). Superficie inicial simétrica dada
por (5.13), con pardmetros al = 10y b1 = 1,7. Método de integracién temporal
Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ ;,,; = 15. Derivadas a cuarto orden en 6,
con kg = 0,0314. En la primera gréfica la escala de colores indica el valor de la
curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda grafica se muestra
la interseccién con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta  f4,,4;, a intervalos

tf nal

de tiempo At = -LZ%. Evolucién final: Estrangulamiento.
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5.3. RESULTADOS Y SOLUCIONES NUMERICAS

+=0,W=47.31972758158363 A=78.9326302635351

=011 ,=47 3197510007877, A=75.1798400926843

o L o - omow

t=0.8,\=47. 3197627676641 A=73.4704410598441

11

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4

b Lo = ow

03

“olumen:
47.3197278158363
47.3197510007877
47.3197565350123
47 3197612607501
A7.3197622248567
47 3197625732766
A7 3197627016334
47.3197627 495876
47 3197627676641
A7.3197627745179
47 3197627771286
Area:
78.9326302635351
75.1798400926843
74.1610184447525
73.73055680851994
73.56567 90350636
73.5053831797429
73.482307 4781422
73.47 37276806725
73.47044105884M1
73.4691905964544
734687 136753385

Figura 5.4: Superficie evolucionada segtn (5.9). Superficie inicial simétrica dada
por (5.13), con parametros al = 1,5y bl = 3,0. Método de integracion temporal
Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ f;,,; = 1,3. Derivadas a cuarto orden en 0,
con kg = 0,0314. En la primera gréfica la escala de colores indica el valor de la
curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda grafica se muestra
la interseccién con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta t f;,,4;, a intervalos
de tiempo At = tfi—’é“l. Evolucion final: Converge a una superficie de curvatura
media constante y estable
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5.3. RESULTADOS Y SOLUCIONES NUMERICAS

+=0,V=47. 3196855733322 A=78.9044107 762397

=0.255 =47 3196983252422 A=76.7 105216202038

“olumen

47 3196855733322
47 3196895411920
47 3196926574496
47.3196951619553
47.3196972123412
47 3196989262422
47 3197003904536
47.31970168058232
47.3197028647051
47.3197040407220
A7 397087737230
Area:
78.8044107762337
78.2202538633353
77 7031089550448
77.2981841500129
76.8743476907303
76.7105218202038
76.4916153814340
76.3064962210521
76.1466931535943
76.00515848253250
75.87 13668515424

Figura 5.5: Superficie evolucionada segtn (5.9). Superficie inicial a-simétrica dada
por (5.13), con parametros al = 1,4, b1 = 3,0, a2 = 1,59793 y b2 = 3,0.
Método de integracion temporal Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ 75,4, = 0,51.
Derivadas a cuarto orden en 6, con xg = 0,0314. En la primera grafica la escala de
colores indica el valor de la curvatura media H, en cada punto de la superficie. En
la segunda grafica se muestra la interseccién con un plano, comenzando en ¢t = (
(azul), hasta ¢ 7,47, a intervalos de tiempo At = bt ig’” . Evolucion final: Parte de
la hipersuperficie llega a la singularidad, u (0 = 0,t) — r = 0.
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Capitulo 6

Aplicacion a Kerr super-extremo

6.1. Ecuacion escalar de flujo en coordenadas

Partiendo de la métrica de Kerr en coordendas de Boyer-Lindquist

A — a?sin? 4M -
ds2, = — <“;’mw>> a2 — E‘” sin? (0) did¢

N ((r2 + a2)2 — Ada?sin? (9)

by
s 2 2 2 2
5 )sm (0) dop* + —dr* + Xdb

(6.1)
A=1r%21+a2—-2Mr
¥ =r? + a? cos? (9)

En este trabajo se considerara la parte £ = cte, de Kerr Super Extremo (M? <
2
a“)

4s? — ( (r* + a2)2 — Aa?sin? ()
=

) sin? (0) dp? + %drz +3do*  (6.2)

Siguiendo lo mencionado en los capitulos anteriores, se consideraran hipersu-
perficies definidas por (2.8).

En particular se tomaran hipersuperficies iniciales con simetria axial. Este tipo
de hipersuperficie inmersa en una variedad con métrica dada por (6.2), tiene una
curvatura media H que preserva tal simetria, en el sentido que H no depende de
la coordenada ¢. Debido a como interviene la curvatura media H en la ecuacion
(3.1), resulta que la evolucién de la hipersuperficie preserva la simetria.

Por lo tanto, si las hipersuperficies iniciales tienen simetria axial, las siguientes
también la tendrdn y podemos definir la hipersuperficie en evolucién para cada ¢
como
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6.1. ECUACION ESCALAR DE FLUJO EN COORDENADAS

O(p,t) =r —u(d,t) =0 (6.3)

1

A continuacion se buscara obtener las expresiones de {h, H, (go‘ﬁ 8a<1>8/3(1>) 2 }

que figuran en expresion escalar (3.12), correspondiente al caso Riemanniano ge-
neral y por lo tanto es aplicable a este caso.

Comenzamos primero por H. Reemplazando (6.2) y (6.3), en la expresion de
la curvatura media (2.9) obtenemos

9%u (0,1)

H= _{A [Aa2 sin® () — (a® + 7“2)2] 962

| (@ +7%)°] (cos(0)\ (0u(8. 1))’
+2 | Ad?sin® () — 2 <sin (9) ) ( o >
19 | Aa?sin? (6) (M —r) — (a2 + r2) (a2M — 32ra2 —3r2 4+ 5Mr2)] <3u€§g,t)>2
. (a>+7)*] (cos () du(6,1)
+ 2A | Ad?sin? (9) — 9 (sin (9)) 00

+ A? [a®sin? (0) (M —r) + 2r° + 2ra?] }/

oo (22

3
2

{\/i [Aa2 sin? (0) — (a2 + r2)2} }

6.4)

es importante notar, al igual como se hizo en Reissner-Nordstrom, que si u (g — € t) =
u (% +e€t) cone € (0,5), es decir la superficie posee simetria de reflexion al-
rededor de 6 = 7, resulta que H (g — €, t) =H (% + €, t) es decir la curvatura
media H hereda la simetria de reflexion de la superficie. Este rasgo permite anali-
zar si una solucién numérica se aleja de la solucién verdadera.

Dentro de las expresiones que restan conocer esta h, para lo cual se debe co-
nocer el diferencial de volumen sobre la hipersuperficie. Por ello determinamos la

métrica inducida.

. o B . _ du(0)
Para la hipersuperficie ® = r — u(0,t) = 0, se tiene que dr = “57=df.

Reemplazando en (6.2), se obtiene su métrica inducida
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6.1. ECUACION ESCALAR DE FLUJO EN COORDENADAS

ou(6,t 2
dsz _ (900“:”(9@) do? + (g¢¢’r=u(0,t)) d¢2 + <grr‘r:u(0,t) < ( )) ) do?

o0
ou(f,t 2
dgz = [(ggg’T:u(g7t)) + (g'r'rr:u(e,t) < ég )) )

= (au 0, t)>2 s (r? + a2)? — Aa?sin? (6)

d92 + (g¢¢|r:u(9,t)) d¢2

ds? =

*

2
A\ o0 "+ >

] sin? (0) d¢?
(6.5)

g (2 + 02 — Aa2sin? (0)] (6.6)

JgTsen(e)J i3 <W>2+1

Luego la expresion para h resulta

S HaMy [y, B/ |97 (6,)]d0do
S, dMe [ /197 (0,6)|dodo

2
27 [ H sen (6) [i <%) + 1} [(r2 + a2)? — Aa? sin? (9)] df

h

27 [, sen (6) \/[i (Bug;,t))2 N 1] {(T,Q +a?)? — AaZsin? (9)}(10
6.7)

N[

Por ultimo solo resta conocer la expresion para [go‘ﬁ 0. P0p @]

1
2

(00N g (00N, (097
(ar) " <ae) o (%)

_ 1
_|A 1 (ou) i
X a0

Finalmente la ecuacion escalar de flujo (3.12), para la métrica (6.2) en las coor-
denadas {r, 0, ¢} resulta

[gaﬁaaq)ﬁgfb]; =

<

(6.8)

[ )2} Ll en [FH@ sen(@)\/[i (%)2“} [(7«2+a2)27Aa2 sin?(0)]d6 260

2 foﬂ sen(@)\/[i (%)ZJrl} [(r2+a2)27Aa2 sinQ(G)}da
(6.9)
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6.2. VOLUMEN ENCERRADO POR LA HIPERSUPERFICIE

donde H (0,t) esta dado por (6.4).

Es importante tener en cuenta que para resolver (6.9), se buscaran soluciones
suaves con simetria axial. E1 dominio en la coordenada 6 es [0, 7], luego de la
suavidad y de la simetria axial, naturalmente surge una condicidn de frontera de
Neumann:

ou (0,1)
00
para todo ¢, por lo que superficie inicial también deberd cumplir tal condicién
de contorno.

lp0,x =0 (6.10)

6.2. Volumen encerrado por la hipersuperficie

Debido a que el flujo preserva el volumen, es importante conocer una formu-
la para luego calcularlo numéricamente. Ello permitird estimar cuanto se aleja la
solucién numérica de la verdadera.

V(to) = /M (\/m> drdfde
t

0

V (k) = /Mt <\/ (2 + 42 - Aa?sin? (8)] sin? (9) i) drdfdo

u(0,to)
/0 (\/[(7’2 +a2)? — Aa? sin? (9)} i) dr

V (tO) = 27T/ Sin (9) [’Ykerrsuperexlremo (9)]
0

V (t) = 2 /0 " sin (8) 4

(6.11)

En el caso kerr super-extremo (M? < a?), A # 0, por lo que no hay problemas
con el rango de integracion de r, para el calculo de Ve super extremo-

6.3. Resultados y Soluciones Numéricas

6.3.1. Resultados

Parael caso M = 2, a = 3 se hicieron corridas tomando diferentes hipersuper-
ficies iniciales.

Los resultados de tales corridas numéricas, se resumen en que existe un vo-
lumen inicial critico V., tal que si la superficie inicial u (¢, = 0) tiene volumen
Vi=o:

= SiVi—g > V.: Elflujo converge a una superficie de curvatura media constan-
te. Que se espera ademas sea Estable, segin la evidencia del comportamiento
del flujo obtenida del caso Reissner-Nordstrom.

46



6.3. RESULTADOS Y SOLUCIONES NUMERICAS

= Si Vi—¢ < V,: La superficie se deforma hasta llegar a la singularidad r = 0.

Para determinar V., se evolucionan diferentes hipersuperficies iniciales, ha-
ciendo un barrido en el volumen. Basicamente, primero se toma una superficie
inicial que no converge y luego se toman otras de tal forma que sus volimenes van
incrementandose, hasta encontrar la primera que converge.

Por lo tanto, la precision del volumen critico depende del incremento en vo-
lumen AV usado en el barrido; y el volumen critico numérico hallado se puede
expresar como Ve = (V. £ AV).

Por ultimo, es importante mencionar que el resultado anterior solo es valido
para las superficies iniciales consideradas: algunas dentro de los tipos (esferas, es-
feroides oblatos, pseudo-esferoides oblatos, elipsoides y pseudo-elipsoides asimé-
tricos). No se puede afirmar que sea valido para todo tipo de superficie inicial. Por-
que la convergencia del flujo depende de la superficie inicial considerada, y puede
suceder como en Reissner-Nordstrom que a igual Volumen inicial, dos hipersuper-
ficies iniciales distintas evolucionen una hasta converger a una de curvatura media
constante estable y la otra llegue a la singularidad, ver figuras (5.2) y (5.3). En Kerr
super-extremo no se observo tal comportamiento, pero es posible que sea debido
al limitado conjunto de hipersuperficies iniciales consideradas.

6.3.2. Soluciones Numéricas

Las expresiones paramétricas de las hipersuperficies iniciales simétricas (sime-
tria de reflexién en 6 = 7) son:

1 1

u(f,t=0) = - (6.12)

cos(0 sen (0 cos(6 sen (60

NEoRE RN e

1
w(f,t=0) = _ _ (6.13)
cc;sl(2) + sebri(2 )

w(,t=0)=b; (6.14)

Para las hipersuperficies iniciales a-simétricas se usan las expresiones anterio-
res, pero se divide en dos el dominio, en § = [0, %] yen 6 = [, x|. Y para cada
parte se usan pardmetros diferentes.
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t=0v=93.1347061233136 A=117 477786024569 =1 v=93.1347176169794, A=115.356004737797 =2, ¥=93.1347202616424 A=114.824220357 14

t=h W=093.1347215523808 A=114.697748362577 =8 v=93.1347219207770 A=114.68577 2690876

“Wolumen

93.1347051233136
93.1347176165724
93.1347202616424
93.1347211728453
93.1347215623885
93.1347217335844
93.1347218306424
93.1347218864789
93.1347219207770
93.1347219428464
93.1347219675466
Area: 0r
117.477786524569
1156.3560847 37797
114.894220357114
114.7603009965405 | 05
114.715044743139
114.697748382677
114.6905205905822
114.6872903659656 -1r
114.686772698576
114.685033101014
114.684662837097

0aF

Figura 6.1: Superficie evolucionada segun (6.9). Superficie inicial simétrica (6.14)
b = 1,4. Método de integracién temporal Euler Explicito x; = 0,00001, y deriva-
das a cuarto orden en 6 con kg = 0,0314. La escala de colores indica el valor de la
curvatura media H, en cada punto de la superficie.Evolucién final: Convergencia
a superficie de curvatura media constante. Presumiblemente estable
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1=0,v=93. 1346944586502 A=116.5308349907 29 1=1.5 W=93.1347051 448227, A=114.949109472767 =3, V=93.1347063250186 ,A=114.77 1564716327

1=7.5 v=93.1347068905427 A=114.703182134278 =12 W=03.1347069603006 A=114.692838638207 =15, ¥=93.1347069728194 A=114 689576340153

Yolumen:
93.1346244580502
93.1347051448227
93.1347063250186 1+
93.1347 066305475
93.1347 065226600
93.1347068905427
93.1347065268531 05k
93,1347 062477693
93,1347 069603006
93.1347069630100
93.1347069728124 ol
Area:
116.5305349907 29
114.94910947 2767
114 771564716327 | gl
114.727107773160
114.711012001439
114, 703182134278
114 638465556337 RYN
114 635230413525
114 652535635207
114 651008000051
114.6B9576940153) 4 5

Figura 6.2: Superficie evolucionada segin (6.9). Superficie inicial asimétrica
(6.12), con parametros al = 1,8, a2 = 1,3, b1 = 1,302636 y b2 = 1,302636.
Método de integracién temporal Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ ¢;,q; = 15.
Derivadas a cuarto orden en #, con kg = 0,0314. En la primera grafica la escala de
colores indica el valor de la curvatura media H, en cada punto de la superficie. En
la segunda grafica se muestra la interseccion con un plano, comenzando en ¢ = 0
(azul), hasta t ¢4,4;, a intervalos de tiempo At = t"i—g‘”. Evolucion final: Conver-
gencia a superficie de curvatura media constante. Presumiblemente estable
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t=0,W=177 794623983096 ,A=147 987121326545 t=1 =177 794826535305, A=147 36A9630896591

0.5 0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

t=5, ¥=177. 734827710666, A=147.178230354053

0.5

=2, W=177 794827 264106 A=147 235930465695

25 . . . . . . . .

2r i
“aolumen:
177 7946239535896
177 TR4R2RE35385 | 1A -
177 794827 264106
177.794827538887
177 794827656178 T B
177 794827710666
177 794827737448
177 794827751075 05 i
177.794827758151
177 794827761865
177 7948277636829 o- B
Area:
147.987121326548
147.386963896591 | -05 - i
147 235930465695
147 193486450211
147.1815831795E62 - i
147.176238354053
147 1772921625603
4777024601928 165+ B
147 176948552248
147 176927443345
T 7RIS 2r 4

25 1 1 1 1 1 1 1 1
25 2 15 1 05 0 0s 1 15

Figura 6.3: Superficie evolucionada segtin (6.9). Superficie inicial simétrica (6.14),
con pardmetro b = 2,0. Método de integracién temporal Euler Explicito s
0,00001, hasta t f;p,q; = 10. Derivadas a cuarto orden en ¢, con kg = 0,0314. En
la primera gréfica la escala de colores indica el valor de la curvatura media H,
en cada punto de la superficie. En la segunda grifica se muestra la interseccién
con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta 4, a intervalos de tiempo

tri ‘2 . . .
At = et Eyolucién final: Convergencia a superficie de curvatura media

0 -
constante. Presumiblemente estable
50

25

0.45

0.4

035

0.3

0.25



6.3. RESULTADOS Y SOLUCIONES NUMERICAS

=0 ,v=1268 68289496629 A=411.378209657587 =1 v=1208 60299541265, A=411.329795764464 =2, %=1288 68299576059 A=411. 287 117033714

=5, v=1208 68299643711, A=411.249675848251

0.225

0.22

0.215

021

“Wolumen
1268 65299456629 4r
1288 68209541265
1288 65209576059
1288.65299603666
1288 65299625514
1268 652996437 11 2F
1288 68299658250
1288.68299670105
1280.60299679796
1288 65299687736
1288 65299654263 o
Arega:

411.378209657587
411.329796764464
411.297117033714
411 274962016616 2k
411.2589911218314
411.249675848251
411.242710858396
411.237960424247
411.234740623183
411.232541387071
411.231043148459

Figura 6.4: Superficie evolucionada segun (6.9). Superficie inicial simétrica (6.14),
con parametro b = 5,0. Método de integracién temporal Euler Explicito x; =
0,00001, hasta t f;,q; = 10. Derivadas a cuarto orden en ¢, con kg = 0,0314. En
la primera gréfica la escala de colores indica el valor de la curvatura media H,
en cada punto de la superficie. En la segunda grafica se muestra la interseccion
con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta ¢ f;;,4;, a intervalos de tiempo

b . . . .
At = fi—”o‘”. Evolucion final: Convergencia a superficie de curvatura media
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=0 V=1 B37 1720216468 A=126 138456566031 1=0.036 V=61 372137096351, A=117 956490733113 1=0.72, V=81 6372331333066 A=114 011 1155108633

15 15

1 1

0.5 H 0s

[1}
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81.6371720216458
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§1.6372331333056 1k
81.6372438047554
81.6372501853342
§1.6372642873019
81.637257 1728963 05
81.63725939658176
81.6372613784426
81.6372636424618
81.6372694779713
Area:
126.136468666021
117.956490733113
114.011158109693
1116715577 46742
110.651032359882
109.918276457025
109.445404175026
109.123404517708 y
108.868795549352
108.6276057 75262
108.234805551383

Rk

Figura 6.5: Superficie evolucionada segtin (6.9). Superficie inicial simétrica (6.12),
con parametros al = 2,447322, b1 = 3,5, a2 = 1,7y b2 = 1,7. Método de in-
tegracion temporal Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ ;,,; = 3,6. Derivadas a
cuarto orden en #, con kg = 0,0314. En la primera grafica la escala de colores in-
dica el valor de la curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda
gréafica se muestra la interseccion con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta
t final> @ intervalos de tiempo At = Ltinal Fyolucién final: Estrangulamiento.
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0.2
10,425 =52 480307 2457401 A=1 (0. 89BE30446754 =058 =52, 4810325251385 A=D5. 7 100855248025

T 15 . . K]
14 15
14 05 1.4
12 12

1 f 1
0.6 054 0.8
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Figura 6.6: Superficie evolucionada segin (6.9). Superficie inicial asimétrica
(6.12), con parametros al = 0,7, a2 = 0,4y bl = 1,802636. Método de inte-
gracion temporal Euler Explicito x; = 0,00001, hasta ¢ ;,,; = 0,85. Derivadas a
cuarto orden en 6, con k¢ = 0,0314. En la primera grafica la escala de colores in-
dica el valor de la curvatura media H, en cada punto de la superficie. En la segunda
gréafica se muestra la interseccion con un plano, comenzando en ¢ = 0 (azul), hasta
t final> @ intervalos de tiempo At = Lyinal Byolucién final: Estrangulamiento.
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Capitulo 7

Método Numérico

En este capitulo se detallaran las aproximaciones numéricas de diferencias fi-
nitas utilizadas.

7.1. Aproximaciones numéricas utilizadas

Para comenzar observemos (4.8), (5.9) y (6.9). En ellas hay una derivada pri-
mera en el pardmetro ¢, luego derivada primera, derivada segunda y una integral en
la coordenada 6.

Se usaron diferencias finitas para aproximar las derivadas y las integrales. Y el
dominio se discretizo segun:

tfinal
Kt

th, =rm, n=0,1,2,..,

0, = ki, i=1,2,...,Ny

(7.1)
Rt = 1075
s
= — Ny =101
K NQ’ 0

7.1.1. Derivadas en ¢

Para aproximar la derivada primera y segunda en 6, se utilizaron diferencias
centradas a cuarto orden:

ou (9, to) —Uu (9p+2, to) + 8u (0p+1, to) — 8u (prl, to) +u (HP,Q, to)

~ 4
o%u (9, to) |0 ~ U (9p+2, to) + 16u (9p+1, to) — 30u (Qp, to) + 16u (Gp_l, to) — U (ep_g, to) ) (/4;4)
T ap2 - 0
002 " 12k2
(7.2)
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7.2. ANALISIS DE PRECISION

La suavidad y simetria axial de la solucidén, con la consecuente condicion de
contorno de Neumann [8uaz ) lo=0,r = 0] de (4.8), (5.9) y (6.9), es un rasgo que
debe implementarse numéricamente.

Una manera natural de hacerlo, es mediante el uso de puntos fantasmas (7.3),

junto con (7.2).

(
T — 2Kg,t) = u(m + 2Kg, t
( 0:1) = u( 6;1) (73)
(0 — kg, t) = u(0+ kg, 1)
u(0 — 2kg,t) = u(0 + 2k, t)

notar que los puntos fantasmas (7.3), equivalen a que la derivada primera dada
por (7.2) se anule en 6 = 0, 7.

7.1.2. Integrales

Tanto las integrales que figuran en (4.8), (5.9) y (6.9), como también la integral
doble necesaria para calcular el volumen encerrado por la superficie, se aproxima-
ron mediante la Regla de Simpson Compuesta [10].

7.1.3. Integracion en el parametro ¢

Mencionadas las aproximaciones realizadas en los lados derechos de (4.8),
(5.9) vy (6.9), se obtiene la solucién aproximada usando el método de Euler Ex-
plicito para integrar en el pardmetro .

7.2. Analisis de Precision

7.2.1. Estudio de Precision

Segtin [12], si la solucién es lo suficientemente suave, y el espaciamiento kg lo
suficientemente pequeifio, el coeficiente

[ [0 (ke,t, 59, 0) — v (e, t, 52, 0)]° dO
i [v (/@t,t, %,9) —v (/@t,t, %,9)]2619

Q= (7.4)

es un indicador del orden de precision en 6. Si () = 2P, indica que la precision
en kg es de orden p.

Los resultados del test indican que la precisién en kg depende del orden de
precisién de las derivadas. Para derivadas con precisién de orden 2, se obtiene
@ =2 4. Mientras que para derivadas con precisién de orden 4, se obtiene ) = 16.
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7.2.2. Analisis de la solucion

Bésicamente se chequearon dos aspectos de la solucién numérica.

= Preservacién de volumen: Da una nocién cuantitativa de cuanto se aleja la
solucién numérica de la verdadera. En la variacion de volumen estdn inclui-
dos todos los errores numéricos. Y a fin de cuentas es el criterio que decide
que método numérico utilizar.

= Preservacién de la simetria de reflexion: Cuando se parte de una superficie
con simetria de reflexién en la coordenada 6, ambas ecuaciones (4.8), (5.9)
y (6.9) la preservan segin se discutié al dar las expresiones explicitas de
H para ambos casos. Luego se puede corroborar en la solucién numérica si
presenta tal simetria, descartando la solucién en el caso que no la tenga.

Es importante mencionar que se hicieron corridas con otros métodos de inte-
gracién temporal mas precisos. Entre ellos, Euler Mejorado (segundo orden), Run-
ge Kutta (cuarto orden) y Adams Bashforth (cuarto orden). A pesar de su mayor
precision, se encontraron evidencias de que para (5.9) mostraban rasgos de ines-
tabilidad. Entre ellos, menor preservacién de volumen (2 ordenes de magnitud de
diferencia) y de simetria de reflexion (9 ordenes de magnitud de diferencia para
algunos tiempos T) en comparacién con Euler Explicito. En el caso de (6.9), no se
hallaron tales evidencias, pero tampoco se observo una mejora en la preservacioén
de volumen, siendo Euler Explicito el que mejor lo preserva (diferencias menores
a 1 orden de magnitud).

Por tal motivo, debido a la robustez en cuanto a la estabilidad y al menor error
numérico de Euler Explicito (constatado por la menor variacién de volumen), se
escogié como el método mas confiable para integrar en el tiempo.
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Apéndice A
Formula de variacion del area

En este apéndice, para el caso particular del flujo (3.1), se recuperara la formula
del (Lemal) enunciado en el (capitulo 1).

Esta expresion resulta importante, pues revela que el flujo de curvatura media
que preserva volumen, reduce el area.

Ademas, esta demostracién permite resolver una diferencia de signo entre las
publicaciones [3] y [4].

A continuacidn se seguirdn los pasos de [7].

A.1. Demostracion para flujos en direccion normal

Sean {xi, 1=1,.., n} las coordenadas locales de la hipersuperficie M; y {y“, o = 1,
las coordenadas de N *! donde esta embebida la hipersuperficie.
La métrica ¢g* inducida sobre M, esta dada por:

: dy*(a) 9y°(q
gij(Q) = gaﬁax(i) 81’<j ),q € M, A
OF*(q) OF"(q) '
= gOé,B al’z 8x] ,q S Mt
Luego si derivamos (A.1) respecto a t:
9 . . _ 0 OF(q) 9F"(q)
9 9F*(q),] OF"(q) OF*(q) [0 OF°(q)
= — . . — | — . M,
gos [Bt( Oz ] I A R
9 9F(q),] 0F°(q) 0F*(q) [ 0 ,0F°(q)
o [8901( ot ] O o™ pyi 890]( ot )| a €M
(A.2)

a partir de (3.1) se tiene:
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%gfj(q) = Jap {;i [(h — H)ﬁo‘(q)]} 51;25,‘1) T ges 8Fazgq) {aij [(h B H)ﬁﬂ(q)} } P~
 Jos { [aii (h— H)] n%(q) + (h — H) [éiﬁa(q)} } az;igq)

o 2 ot - | a0+ (- 1) | o)

(A.3)

por ortogonalidad del vector normal 71, con los vectores tangentes { gfi =1, ... n}
a M, resulta

o OFF
Gapn” o = 0 (A4)

luego

%gi}@ = gap {(h —H) [aiiﬁa(Q)] } agigq) +gaﬁé?1;‘;§q) {(h e Lﬁjﬁﬁ(q)] }

o ., 0F%(q
:2(h—H)ga5@n (q) axg ) =2(h— H)K;;

(A.S)
donde Kj;; es la curvatura extrinseca. Hasta aqui se sigui6 parte de la demos-
tracion que figura en [7].

Por ultimo solo resta ver que el drea disminuye. El drea de una hipersuperficie
esta dada por:

A= th:/ VigHldzt A A dz™ (A.6)
M M

donde |g*| es el determinante de g*, luego

d . d — 1 n
th/Mt(at\/\g dx* A ... Adx (A7)

7] = —— 2"
V9 Ty g a”?

(A.8)

para el calculo de % |g*| solo basta con usar la formula de Jacobi para derivadas
del determinante de matrices, y el resultado de (A.5):
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d d
Zlg"1 = lg"[trz |mat(g;;ymat( - g5;)

= |g*|trz [mat(g")2(h — H)mat(K;;)] (A.9)
= |g"|2(h — H)trz [mat(gij)mat(Kij)}
= |g"2(h — H)H

reemplazando (A.9) en (A.8) se obtiene:

)
avlg*\=vlg*lﬂ(h—ﬂ) (A.10)

por ultimo si se reemplaza (A.10) en (A.7) tenemos:

d
A—/ (H(h—H)V’g*del/\.../\dxn: H(h—H)dM; (A.11)
dt M, M

donde finalmente (A.11) coincide con (3.5).
Es importante notar, que la demostracidn sigue siendo valida para cualquier

flujo con velocidad normal arbitraria. Es decir sigue siendo valido para un flujo

%—? = fn. En tal caso, siguiendo los mismos pasos se obtiene

d
—A= [ (Hf\/|g*])dz* A ... Ndz" = | HfdM, (A.12)
dt Mt Mt

Sin embargo esta demostracion se hizo solo para flujos normales. Mientras que
la formula de (Lemal) enunciado en el (capitulo 1) es valida para un flujo general.
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