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Resumen

En este trabajo se presenta una conjetura que relaciona la carga eléctrica que puede
almacenar un objeto ordinario, con alguna medida de su tamano. Nociones tales como
el volumen o el area de la superficie no representan buenas medidas de tamano si no se
asume cierta simetria. Es por ello que se abordara el estudio de esta conjetura en simetria
esférica, y se consideraran dos medidas de tamano que permiten una formulacién precisa
de la misma: el radio de area y la longitud propia geodésica.

Inicialmente se presentan algunas evidencias a favor de la conjetura que consisten en
particulares modelos de materia cargada. Finalmente, se demuestra la desigualdad para
el interior de una esfera con densidad conforme constante contenida en un dato inicial
asintoticamente plano.

Palabras Clave: Relatividad General, desigualdades geométricas, carga eléctrica,
medidas de tamario, ecuaciones elipticas, sub/super-soluciones, objetos en relatividad ge-
neral.

CLASIFICACION:
= 04.20.-q Classical general relativity;
s (02.40.-k Geometry, differential geometry, and topology;

= 41.20.Cv Electrostatics; Poisson and Laplace equations, boundary-value
problems.
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Presentacion del Problema



Capitulo 1

Desigualdades Geométricas en
Relatividad (General

1.1. Introduccion

La Relatividad General significo un cambio radical en la manera de estudiar, entender y
hacer fisica tedrica. Fue en 1905 cuando Albert Einstein (1879-1955), habiendo conseguido
un puesto de trabajo en una oficina de patentes en Berna, publicé algunos de los articulos
principales y mas relevantes de la fisica de la época, los cuales condujeron a cambiar por
completo la manera de entender el espacio y el tiempo del universo: dos conceptos que,
hasta entonces, se creian absolutos.

En su lugar, se adopté una visiéon mas geométrica del universo, en la cual se piensa
al espacio y al tiempo como un todo, conformando la idea de espaciotiempo: un conjunto
de eventos, entendidos como hechos localizados (sin extensién espacial) que ocurren en
un instante preciso (sin extension temporal). Esta idea fue formalizada con los anos y
con ayuda de la Geometria Diferencial, considerando al espaciotiempo como una variedad
diferencial de cuatro dimensiones.

Esta teoria es completamente consistente con la 6ptica y la teoria electromagnética de
Maxwell (las Ecuaciones de Maxwell contienen Relatividad). Sin embargo, la Relatividad
Especial no es compatible con los principios de gravitacién de Newton, dado que éstos
involucran nociones de influencia instantanea de campos, lo cual pareceria ir en contra
del postulado de velocidad méaxima de transmision de senales, ademés de insinuar cierto
tiempo absoluto. Esto llevé a Einstein a pensar que la presencia de materia esta intima-
mente vinculada con la estructura del espaciotiempo, de tal manera que la gravedad no
es una manifestacién de la existencia de objetos materiales, sino que es una propiedad
inherente del espaciotiempo.

Einstein propuso la teoria de la Relatividad General, pensando a la gravedad como
una manifestacion de la curvatura del espaciotiempo debido a la presencia de materia
(y energia) en él, de tal manera que las ecuaciones que describieran su estructura fueran
no lineales, convencido ademas de que la geometria euclidea no era consistente con el
Principio de Equivalencia. El primer intento de teoria fue propuesto en 1913 por Einstein
y Grossmann. Aunque no pudieron dar en acierto con las ecuaciones que propusieron, dos
anos mas tarde seria Einstein quien las reformulara tal cual las conocemos hoy:

GG

Gab - C_4Tab7 (11)
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donde G es la constante de Gravitacién Universal y ¢ la velocidad de la luz en el vacio.
Gap es un tensor (0,2) simétrico, llamado tensor de Finstein, el cual mide la curvatura
del espaciotiempo debida a una cierta distribucién de materia/energia registrada en las
componentes del tensor Ty, llamado tensor de energia-momento. Este es el problema de
la Relatividad General: entender como se curva un espaciotiempo debido a la presencia
de materia y energia localizada en él. Es un espacio de cuatro dimesiones, la ecuacion
(1.1) se trata en realidad de un sistema de diez ecuaciones diferenciales no lineales en
derivadas parciales, cuyas incognitas acopladas son las componentes del tensor métrico
del espaciotiempo en cuestion. Dada la dificultad matematica de estas ecuaciones, existen
unas pocas soluciones exactas de (1.1), las cuales son suficientes para entender muchos de
los fenémenos con los que nos deleita el universo.

1.2. Desigualdades Geométricas

Una consecuencia del teorema de unicidad de agujeros negros es que la familia de
soluciones de Kerr—Newmann esta caracterizada por sélo tres parametros que son la ma-
sa M, la carga q y el momento angular J. En general existen constantes o parametros
con los que es posible caracterizar ciertos sistemas fisicos. Muchas veces sucede que estos
parametros se relacionan por medio de desigualdades que se cumplen bajo ciertas hipdtesis
de consistencia. Llamaremos desigualdades geométricas a aquellas relaciones que vincu-
lan estos parametros fisicos de un sistema con algunas de sus propiedades geométricas.
Estas caracteristicas geométricas tienen a su vez significados fisicos precisos. Un ejemplo
relevante en Relatividad General es la

» Positividad de la masa: La masa total m de un sistema aislado es no negativa,

0 < m. (1.2)

Las primeras evidencias tedricas de este resultado fueron un aporte de Araki y Brill,
en 1959, aunque la primera prueba formal fue obtenida por los mateméaticos Schoen y
Yau en 1981 [1], utilizando principios variacionales. En ese mismo ano Witten dio una
demostracién alternativa de (1.2) en pocas lineas, utilizando técnicas espinoriales [2]. Esta
desigualdad es quiza una de las mas importantes de la fisica. La nocién que aqui se tiene
de masa total tiene un significado puramente geométrico, y vale la igualdad si y sélo si el
espaciotiempo es plano.

Si se restringe el estudio a agujeros negros en general, uno de los resultados mas
importantes (ver [3]) es la

= Desigualdad de Penrose: Considérese un dato inicial asintoticamente plano que
satisface la condicion de energia dominante. Sea m la masa y A el drea del horizonte
aparente mds externo. Se tiene entonces que, en cualquier region asintoticamente

plana,
A
>4 —. 1.
ST (1.3)
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El area A del horizonte de eventos H de un agujero negro viene dada por

A::/ v det [gas), (1.4)
H

siendo g4, las componentes del tensor métrico del espaciotiempo evaluadas sobre el hori-
zonte. Esta cantidad contiene informacion geométrica del agujero negro, y estd relacionada
con su masa, y eventualmente con su carga y momento angular. Por supuesto, todas estas
cantidades fisicas deben estar bien definidas al menos localmente, lo cual muchas veces
no sucede. La busqueda de desigualdades que vinculen estas cantidades constituye hoy
en dia un problema no trivial en fisica tedrica y éste es el problema general en el que se
enmarca este trabajo. Resulta de interés estudiar estas desigualdades dado que a partir
de ellas es posible caracterizar sistemas fisicos y predecir (o al menos decir algo sobre) su
evolucién y/o estabilidad.

A continuacion se mencionaran los resultados mas relevantes obtenidos para agujeros
negros con simetria axial, candidatos apropiados para estudiar dado que magnitudes como
q v J estan bien definidas localmente. Muchos de estos resultados estéan siendo estudiados
con el fin de encontrar expresiones analogas que valgan para objetos ordinarios.

1.2.1. Trabajos recientes

En los ultimos 10 anos, hubo interés en encontrar desigualdades explicitas entre canti-
dades fisicas y geométricas, particularmente en el caso de agujeros negros. Por ejemplo, en
[4] se demuestra que para un dato inicial axisimétrico vacio, maximal y asintGticamente
plano, se cumple que

ViJ<m, (1.5)

donde m y J corresponden a la masa y momento angular total del dato, respectivamente.
La demostracién consiste en ver que este problema variacional tiene un minimo local en la
solucion extrema de Kerr, por lo que es necesario que el dato inicial esté suficientemente
cerca del dato inicial de Kerr extremo. Mas ain, la igualdad se cumple si el dato incial
es el correspondiente a dicha solucién. La principal limitacion de este método es que la
desigualdad pudo demostrarse solo para el caso de un tnico agujero negro. Sin embar-
go, fisicamente se espera que sea valida para un nimero arbitrario de agujeros negros
dindmicos con simetria axial. Esta generalizacion es de relevancia porque estd intimamen-
te conectada con el problema de unicidad de agujeros negros con horizontes disconexos,
uno de los grandes (y aun no resueltos) problemas en Relatividad General.

El resultado anterior corresponde a agujeros negros con simetria axial. Resulta na-
tural preguntarse qué sucede si se omite dicha hipdtesis. Para ello, es necesario estudiar
desigualdades entre otras cantidades geométricas, bien definidas al menos localmente. En
[5], se demuestra la desigualdad entre area y carga, dada por

A>4r (94 + Q) , (1.6)

valida para agujeros negros dinamicos con simetria arbitraria. Aqui, A corresponde al
area del horizonte de eventos, y

1 1
- *Fa , = — Fa . 1.7
AT Js b Qu A Js b ( )

Qp :
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La integracion es sobre cualquier 2-superficie & cerrada y orientada, embebida en el
espaciotiempo. Una version de esta desigualdad se prueba para regiones donde no hay
agujeros negros, esto es, para vecindades de objetos materiales (en cuyo caso el area
corresponderia a una cierta superficie que contenga al objeto).

Por tltimo, la desigualdad entre area y momento angular para agujeros negros con
simetria axial

A > 8r|J]| (1.8)

se prueba en [6]. Aqui, J corresponde al momento angular gravitacional dado por la
integral axial de Komar correspondiente. Esta desigualdad es no trivial para el agujero
negro de Kerr-Newmann y ademas juega un rol importante en la prueba de la no existencia
de una configuracion de dos agujeros negros estacionarios.



Capitulo 2

La Conjetura

2.1. Introducciéon

En este trabajo se abordara un estudio que pretende dar cuenta de la existencia o no
de alguna relacion entre la carga eléctrica que puede almacenar un objeto o una region
arbitraria del espacio, y el tamano que ocupa. En principio no existen argumentos sélidos
que obliguen a relacionar estas dos cantidades, al menos desde la experiencia. Uno podria
ir a un laboratorio, tomar un objeto cualquiera y mediante algiin mecanismo almacenar
carga eléctrica en él sin restricciones clasicas (salvo excepciones obvias como la de un
capacitor, claro). Sin embargo, quizd puede decirse algo desde la Relatividad General.

En este capitulo se presenta el punto de partida de este trabajo. La manera de abordar-
lo es a partir del enunciado de una conjetura puesta en términos completamente generales,
sin hacer hipotesis sobre simetrias. La generalidad de la conjetura resulta una ventaja pa-
ra el problema, dado que puede ser abordado de multiples maneras. No obstante, pronto
se restringira al caso de simetria esférica, para poder obtener un enunciado mas preciso
en términos matematicos.

Se emplearan unidades geométricas tales que la constante de gravitacion universal y
la velocidad de la luz en el vacio son, respectivamente, G = ¢ = 1, salvo donde se aclare
explicitamente lo contrario.

2.2. La conjetura en general

El objetivo general de este trabajo es estudiar y encontrar evidencias (o bien un contra-
ejemplo) de la siguiente cuestién: Toda region 3—dimensional 2 que posee carga eléctrica
en su interior, cumple la relacion

CARGA < TAMANO.

La motivacién fisica de la cuestion anterior es la siguiente: si un objeto €2 posee carga
eléctrica en su interior, entonces éste debe tener necesariamente un tamano minimo, el
cual corresponde a dicha carga. La medida del tamano de €2 es lineal, y su dimensién tiene
unidad de longitud.

Definir una cantidad que en cierta forma dé cuenta del tamarno de una region del
espacio es en general una tarea no trivial y tiene muchas sutilezas. Con frecuencia suele
vincularse la nocién de tamano con conceptos geométricos tales como el volumen, o el area
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de la superficie. Sin embargo, es facil convencerse de que éstas no representan medidas
univocas de tamano: basta imaginar dos objetos de igual volumen o superficie, pero con
distinta forma. Existen multiples maneras de dar cuenta de cuan grande es una superficie
o una region arbitraria con mayor precisién, y por lo tanto con mas artefacto matematico.
En los articulos [7, 8, 9] se discuten algunas medidas de tamafio relevantes, que estan
vinculadas con la nocién de superficies minimales y atrapadas y en [10] se analizan algunos
ejemplos.

No obstante, hay casos en los que la definicion buscada es clara y univoca. Tal es el
caso, por ejemplo, de la esfera de radio r; su tamano viene dado por C = 27r. Aqui, C
representa la medida de la circunferencia maxima de la esfera, y r es el radio de area de
la esfera. El radio de area es una cantidad que en rigor esta siempre bien definida para
cualquier 2—superficie, pero no representa una medida de tamano precisa si no se tiene
simetria esférica.

La desigualdad planteada en unidades fisicas es

(CARGA)? < & x (TAMANO)Z.

Para el caso del electron, por ejemplo, la desigualdad se satisface claramente si se
elige al radio de area como medida de tamano. En efecto, el radio clasico del electron es
re & 2,82 % 10715 m, mientras que su carga tiene magnitud e ~ 1,6 x 107! C'. Recordando
que G =~ 6,67 x 1071 Nm?/kg* y ¢ ~ 3 x 10% m/s, se tiene

62

VG

La busqueda de una definiciéon apropiada de tamano ha sido de interés en Relatividad
General a partir de los afios ‘70 [11]. Si bien no se han obtenido resultados sélidos ni
demostraciones con todo detalle, existen conjeturas y evidencias que dan condiciones
para la formacion de agujeros negros luego de un colapso, asi como también son ttiles
para estudiar la Conjetura del Censor Cdosmico, uno de los problemas mas importantes
en Relatividad.

Una conjetura en la cual hay una medida de tamano involucrada, pero relacionada
con la masa en lugar de la carga es la conjetura de Hoop. Esta conjetura tiene varias
motivaciones fisicas. Es sabido que el colapso gravitacional esférico produce un horizonte
de eventos, de manera que la materia colapsante no influye en la causalidad del universo
exterior a la region de colapso. Ademas se produce una singularidad en el centro de dicha
region y sobre la cual la Relatividad deja de ser vélida, por razones cuanticas. Sin embargo,
para colapsos no esféricos, K. S. Thorne demostré que no hay necesariamente formacion
de horizontes, lo que llevé a la pregunta: ;Bajo qué condiciones se forma un horizonte de
eventos durante un colapso gravitatorio real?

Este problema, intimamente vinculado a la censura césmica, fue rotulado por Hawking
Congetura de hoop, la cual establece que Un agujero negro con horizonte de eventos se for-
ma sty solo st cierta cantidad de masa M se compacta en una region cuya circunferencia
en cualquier direccion satisface C < 4mwM.

Propuesta por Thorne en 1972 de manera bastante general, esta conjetura da una
condicion necesaria y suficiente para la formacién de un horizonte de eventos durante un
colapso gravitatorio no necesariamente esférico: si las dimensiones lineales de un objeto
masivo se contraen a un tamano suficientemente pequeno, entonces se produce un agujero
negro dinamico.

7o~ 3,11 x 10°C > e. (2.1)
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La constante 47 no juega aqui ningun rol sustancial, dado que se sdlo se pretende
comparar ordenes de magnitud. El motivo de la eleccion proviene de la solucién de Sch-
warzchild, en la que existe un horizonte de eventos en r = 2M, por lo que la circunferencia
maxima es exactamente C = 47 M. No obstante, dicha constante puede reemplazarse por
27 en caso de que haya campos electromagnéticos presentes (entendiendo a la masa co-
mo masa/energia). Esta conjetura da informacién no solo sobre agujeros negros; también
sobre objetos estaticos, mientras que, por ejemplo, la conjetura isoperimétrica es pura y
exclusivamente para agujeros negros en espaciotiempos asintéticamente planos.

A pesar de que atin no se ha encontrado una demostracién (asi como tampoco hay
contraejemplos significantes), existen varias evidencias que insinuan su veracidad: es con-
sistente con el comportamiento esperado en colapsos esféricos, cilindricos y planos, asi co-
mo también lo es con el resultado de suficientes calculos numéricos para el problema de
agujeros negros no rotantes con simetria axial. Ademas, hay varios ejemplos de solucio-
nes estaticas de las ecuaciones de campo consistentes con la conjetura. Por otro lado,
representa una forma 1til de obtener criterios aplicables a mediciones externas a la re-
gién de colapso; es posible medir circunferencias, pero no radios; asi como masa, pero no
densidades de masa; es decir, cantidades independientes del interior del horizonte.

Una formulacién un tanto mas precisa de la conjetura de hoop requiere una definicién
adecuada de tamano, asi también como de masa. En este ultimo caso, puede optarse
por considerar inicialmente la definicién global de masa ADM (Arnowitt—Deser—Misner).
Como se adelant6 mas arriba, en el préximo capitulo se discutird con mas detalle sobre
algunas medidas lineales de tamano. Para mas referencias, pueden consultarse los articulos
[11, 12, 13, 14].

2.3. La Conjetura en simetria esférica

Es natural comenzar el estudio de este problema eligiendo como medida de tamano el
radio de drea en simetria esférica aunque, por supuesto, no se trata de la eleccién mas
general bajo esta simetria.

En esta seccion se pretende dar una formulacién més precisa de la desigualdad, obte-
niendo criterios que determinen univocamente si la desigualdad es cierta o no. Para ello,
es necesario plantear el problema lo mas general posible, asumida ya la simetria esférica.
En términos geométricos, se tiene una region esférica con borde suave contenida en un
espaciotiempo con alguna métrica (que ain se desconoce). A priori, el valor del drea de
la superficie de la esfera depende exclusivamente de dicha métrica, por lo que existen dos
alternativas posibles: elegir a » como una de las coordenadas espaciales, o bien pensar a
r como funcién de alguna otra coordenada longitudinal, ¢, y considerar a r(¢) como la
Unica funcién incégnita presente en la métrica. En particular, podria elegirse a ¢ como
la longitud propia geodésica de la esfera, es decir la longitud de la curva geodésica que
parte del “centro” de la esfera y llega a algin punto del borde. En el préximo capitulo se
discuten en detalle las ecuaciones al respecto.

La carga eléctrica contenida en 2 esta dada por

1 .
0= / = — &s', 2.2
I (22)

donde se interpreta a p como la densidad de carga en el interior de la esfera, una funcion
suave y a priori dependiente sélo de (6 de £), la cual se asume de soporte compacto. El
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soporte de p puede ser toda la esfera, o parte de ésta. Ademaés, £ es la componente i del
campo eléctrico en el interior, debido a la presencia de carga.

De esta manera, se ha llegado a una formulaciéon un tanto mas precisa del problema,
ya que se asumié simetria esférica, se restringieron las regiones de interés a esferas que no
alteren la simetria, y ademas se eligié, por ejemplo, a la longitud propia geodésica como
medida de tamano. El problema en estos términos se reduce a estudiar la siguiente

Conjetura 2.3.1 Sea () una esfera contenida en un dato inicial asintoticamen-
te plano que satisface la condicion de energia dominante, cuya longitud propia
geodésica es L. Supongase que el interior de €1 contiene carga eléctrica Q. FEn-
tonces se satisface la desigualdad

Q<UL (2.3)

2.3.1. Observaciones

= Se supone que € esta contenida en un dato inicial de las ecuaciones de campo; esto
es, una 3-superficie con fuente adentro. Las ecuaciones de evolucién (1.1) necesitan
un dato inicial fisicamente consistente que determine univocamente el espaciotiempo
que evolucionara. Esta formulacion de valores iniciales se discute en detalle en el
proximo capitulo.

= Notese que se supone que el dato inicial es asintéticamente plano; esto es, el espacio
es plano en el infinito. No obstante, la conjetura podria ponerse en términos pura-
mente locales, sin asumir nada en el infinito, lo cual haria que el problema fuese
algo mas general. Imponer condiciones como la de dato inicial asintéticamente plano
restringe notablemente el campo de soluciones, pero le da sentido fisico a dichas so-
luciones, dado que dicha hipétesis esta relacionada con el hecho de que se estudian
sistemas aislados.

= Si bien pareciera que la eleccion de ¢ como medida de tamano resulta un tanto
“especial”’, se verd mas adelante que es una medida bastante natural de tamano,
dado que la idea de curva geodésica que conecte dos puntos es una nocion intuitiva
de tamano. No obstante, en el capitulo siguiente se vera que siempre resulta ¢ > r,
de manera que si la desigualdad se cumple para r, entonces automaticamente es
cierta para /.

2.4. Evidencias en geometria plana

Considérese un dato inicial plano que consiste en una esfera de radio de area R con
densidad de carga uniforme en su interior. Se quiere estudiar si existe alguna desigualdad
entre la carga y el tamaifio de la esfera, asumiendo una versién conveniente * de la conjetura
de hoop, la cual involucra la energia electrostatica de la esfera.

'Es un placer agradecer a Emanuel Gallo por el argumento eurfstico de las ecuaciones (2.7) a (2.11).
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Dentro de la esfera, la carga eléctrica es funcién del radio dado que el volumen lo es.
En efecto, si p es la densidad de carga constante dentro,

Q(r)=pV(r)=9Q <%>3, r < R. (2.4)

Para el campo eléctrico interno, la Ley de Gauss aplicada a una esfera de radio r < R
concéntrica con la region de carga implica que

. 3
7{ £-d§ = 47 Q(r) = 47 Q (1) , (2.5)
5, R
y dado que el campo eléctrico tiene s6lo component radial, se tiene que
%r, r<R
%, r>R

La energia electrostatica de la esfera es entonces

1
W= —/ E2dV
R3

81
Q2 R 7,,4 0o d?"
= -_— —d —_—
2 {/0 RS T+/R 72
30?
= ——. 2.7
F R (2.7)

Una generalizacion de la conjetura de hoop en el caso electrostatico seria asumir que,
para que no se forme un agujero negro, la energia electrostatica debe ser menor o igual a

una constante por el radio; esto es
W < R/2. (2.8)

El factor 1/2 proviene de la Solucién de Schwarzchild, en la cual vale la igualdad en (2.8).

Esta cota implica directamente que
5
0< \féR <R (2.9)

por lo que la desigualdad es cierta en geometria plana.



Capitulo 3

Formulacion de las ecuaciones

La conjetura enunciada en el capitulo anterior hace referencia a un dato inicial de las
Ecuaciones de evolucién de Einstein. Alli se definira la carga eléctrica que contendra la
region de interés, y su medida de tamano estard evidentemente relacionada con la métrica
inicial.

En este capitulo se hara una revision de la formulacién de valores iniciales y se discu-
tira en detalle la nocién de carga que se tiene en Relatividad General. Luego, se expondran
explicitamente todas las ecuaciones necesarias para el estudio de la conjetura: inicialmente
se abordard el estudio del dato inicial en coordenadas (¢, 6, ¢) y luego se empleara el méto-
do conforme para analizar el dato en coordenadas tales que la métrica es conformemente
plana.

3.1. Datos iniciales en Relatividad General

Muchos fenémenos fisicos observados en la naturaleza contienen relatividad. El estudio
de una teoria que permita justificar por qué ocurren y bajo qué condiciones volveran a
ocurrir es de suma relevancia, por lo que es necesario estudiar la viabildad de la teoria, de
tal manera de tener una formulacion correcta y consistente del problema. La Relatividad
General es una teoria bien formulada. Hoy en dia se trabaja mucho con simulaciones
numeéricas que permiten visualizar, hasta cierto orden de precision, la evolucién de sistemas
fisicos cuyas ecuaciones son casi imposibles de resolver analiticamente. La gran ventaja de
muchos de los métodos numéricos que se emplean en la actualidad es que, dado un dato
inicial fisicamente correcto, dicha simulaciéon toma en cuenta toda la fisica del problema.

La estructura del espaciotiempo y la gravedad esta completamente descripta por un
conjunto (M, gqp) que consiste en una variedad diferencial cuadridimensional M, equipa-
da con una métrica Lorentziana cuyas componentes satisfacen las Ecuaciones de Einstein.
A diferencia del problema de resolver ecuaciones diferenciales en las cuales la geometria
estd especificada a priori, las ecuaciones de Einstein dan solucion a la geometria del
espaciotiempo. Al tratarse de ecuaciones de segundo orden, es necesario especificar razo-
nablemente un dato inicial de las mismas. Esto no debiera ser una sorpresa, ya que es
sabido que si un sistema fisico (mecénico, electromagnético, cudntico) evoluciona libre-
mente, su comportamiento esta completamente determinado por sus condiciones iniciales.
De manera que, dadas condiciones iniciales para las Ecuaciones de Einstein mas, eventual-
mente, ciertas ecuaciones de estado, son éstas ecuaciones las que determinan la posterior
evolucion del sistema.

11
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La nocion de una formulacion de valores iniciales resulta entonces una parada crucial,
dado que tal formulacién garantizaria una teoria fisica viable en el sentido de que “pe-
quenos cambios” en dichos valores iniciales implicarian correspondientemente “pequenos
cambios” en la evolucién consecuente. La pregunta es: jcomo dar datos iniciales via-
bles para las Ecuaciones de Einstein? Una teoria que posee una formulacién de
valores iniciales se dice que esta bien formulada (well posed). En mecénica, por ejemplo,
se sabe que dado el valor de la posicion y la velocidad de cada componente de un sistema
fisico en algun instante de tiempo, su evolucién es unica. Esto sugiere pensar que una
solucién requiere la especificacién previa de la métrica g,, y su derivada temporal ;g4
en algin instante de tiempo. Si bien esta idea es esencialmente correcta, es posible trans-
formar este requerimiento “no covariante” en un enunicado algo mas geométrico, como se
vera a continuacion.

Para comenzar a estudiar este problema, se considera una hipersuperficie 3—dimensional
de caracter espacial, ¥y. Dicha superficie representa el espacio en un dado instante de tiem-
po, v puede ser elegida libremente. Para caracterizarla es que se escogen ciertas coordena-
das espaciales. Geométricamente, la manera de calcular distancias en ¥y esta codificada
en las seis componentes de un tensor métrico hy, definido sobre 3. Asi, es posible carac-
terizar desplazamientos tangenciales a la hipersuperficie. En términos de evolucion, hg,
sera la métrica inducida a Yy por gu, la métrica del espaciotiempo, soluciéon que pretende
encontrarse. Una manera de visualizar el espaciotiempo completo es considerar una folia-
cién por una familia monoparamétrica de hipersuperficies ¥; con parametro de foliacion
t, de manera que X|;—g = . Si n® es un vector unitario normal a Y, es posible descom-
poner a ¢q, de manera que hgp(t) = gap + nanp. Se interpreta aqui al campo vectorial ¢
como el flujo temporal a lo largo del espaciotiempo.

El lugar de la “derivada temporal” de hg, sobre ¥, estard ocupado por otro tensor
(0,2) simétrico definido sobre ¥y, llamado tensor de curvatura extrinseca, Kqp := %.fnhab,
donde £, es la derivada de Lie a lo largo de las lineas integrales de n. Este tensor da
informacion sobre la derivada de g4, en la direccion normal a . Intuitivamente, da cuenta
de como se curva Y, al estar inmersa en una variedad de dimensiéon mayor.

Un dato inicial (S, hay, Kap) de las ecuaciones de Einstein consiste entonces en una
variedad 3-dimensional S, su métrica h,, y su curvatura extrinseca, evaluadas en algin
instante de tiempo. Estas cantidades no pueden ser elegidas con total libertad, dado que
estdn sujetas a ciertas ecuaciones de vinculo. Si D, denota la derivada covariante de
Levi-Civitta respecto a hg, los vinculos vienen dados por

DK — D,K? = 87j°, (3.1)
R+ K? — KK = 16741. (3.2)
Aqui, K := Kuh™ es la traza de la curvatura extrinseca, y R el escalar de curvatura

asociado a hg,. Ademds, u es la densidad de masa/energia en S y j* contiene informacién
sobre la carga eléctrica y corrientes presentes en S. Adicionales a estas ecuaciones, pueden
pedirse ecuaciones de estado dependiendo de la configuracién y de la fisica de las fuentes
del dato inicial. Por otra parte, no deben dejarse de lado las condiciones de energia, las
cuales garantizan la positividad de la densidad de energia, o el dominio de la densidad de
energia sobre las presiones. En particular, suele pedirse la condicion de energia dominante

p=> /il

En general se supone que los sistemas fisicos de interés tienen la caracteristica de ser
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aislados. Esencialmente esto significa que los campos gravitacionales estan localizados en
regiones finitas del espaciotiempo de manera que la curvatura del mismo se incremente
en las cercanias de la fuente de gravedad, asi como también se atentie en regiones ca-
da vez mas lejanas. Esto sugiere que los sistemas aislados se tratan de espaciotiempos
asintéticamente planos. Precisamente, esto significa que para r — 0o, la métrica toma
la forma

Gab = 0ap + O (1)r), r — o0, (3.3)

mientras que sus primeras derivadas (tales como la curvatura extrinseca) decaen como
O (1/r?) para r — oc. El tensor d,;, representa la métrica euclidea en tres dimensiones.

Teniendo en cuenta estas ideas sobre cémo formular un dato inicial con sentido fisico,
en la préxima seccion se discute con detalle la nocién de carga eléctrica que se empleard en
este trabajo.

3.2. Carga eléctrica

En esta seccion se discutira la nocién de carga eléctrica presente en Relatividad.
Esté basada fundamentalmente en los libros [15] y [16]. Este es quizé uno de los con-
ceptos mas importantes en Relatividad General y Teoria de Campos, ya que engloba
no solamente la nocién de carga eléctrica, un invariante de Lorentz, sino que es posible
generalizarlo para demds cantidades conservadas (como la masa de sistemas aislados, el
momento angular en simetria axial, etc). Se ha discutido anteriormente que la solucién
de tipo agujero negro estacionario méas general esta caracterizada por tres parametros: la
masa, la carga y el momento angular. La nocién de carga eléctrica es posiblemente la mas
simple de ellas.

Las Ecuaciones de Maxwell en Relatividad General permiten relacionar las componen-
tes del tensor de campo electromagnético Fy;, (dadas esencialmente por las componentes
del campo eléctrico y magnético en todo el espaciotiempo) con las componentes del cua-
drivector corriente j$,, segin

Vo F = —Arjt ViFg =0, (3.4)

donde V. es la derivada covariante de Levi-Civita asociada al tensor métrico g, del
espaciotiempo.

Definicién 3.2.1 Sea Y una hipersuperficie espacial con métrica hqy cuyo vector normal
unitario es n®. La carga eléctrica que pasa a través de X es

Oy ::—/jgv,na\/mcz?’sz. (3.5)
P

El signo menos en (3.5) garantiza que una densidad de carga positiva en conjunto con
un vector normal temporal dirigido hacia el futuro da una carga total positiva. Via la
primera ecuacion de (3.4), es posible expresar a la carga en términos de F;,. En efecto,

1 1
Oy =— / Vo /b d*e = — / Ftynp/|x|d*z, (3.6)
47 b)) 4 Q
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en virtud del Teorema de Stokes. Se supone aqui que ) = 9% es una 2-superficie con
métrica yq v vector normal t* que apunta hacia afuera.

Utilizando el lenguaje de formas diferenciales, en el cual las ecuaciones de Maxwell
toman una forma ain mas compacta,

I'F = —4n*J; d'F =0, (3.7)

se tiene, de manera analoga al andlisis anterior,

A [ L[
/gj_47r/2d}—_47r/9}— (3.8)

Por otro lado, si €44 €s el tensor completamente antisimétrico en el espaciotiempo,

/z*j: /EGdabcjf\Z = —/En[défbc]jj‘\z = —/Ej&nagz = Oy, (3.9)
donde &>

e €s el tensor completamente antisimétrico en Y. El escalar j*n, corresponde a
la densidad de carga p medida por un observador cuya cuadrivelocidad es n®.

Comparando las expresiones (3.8) y (3.9) se llega a una expresién alternativa para la
carga contenida en >::

T 4r

O ! / *F (3.10)
P

La expresién anterior es 1til (aunque no parezca) ya que, dado que

/*fz/c‘,’anade, (3.11)
Q Q

se obtiene la ya conocida expresion para la carga eléctrica.

Una aplicacién directa de todo esto es la verificacién de que el parametro () que aparece
en la métrica de Reissner-Nordstrom corresponde a la carga eléctrica. En efecto, el tensor
de campo electromagnético en ese caso tiene sélo componente tr (y rt) no trivial, dada por
F'" = —F" = Q/r?. Empleando la identidad (3.6), por ejemplo, se obtiene que Qs = Q
para cualquier X que contenga carga ).

3.3. Ecuaciones del problema

El ejemplo més simple de un dato inicial con simetria esférica y con carga eléctrica
consiste en tomar como superficie espacial a R3. Si se supone que la segunda forma
fundamental K;; es nula, las ecuaciones de los vinculos de Gauss-Codazzi se reducen
a

R = 167y + 28°E;  DiE' = Amp. (3.12)

Aqui, R es el escalar de curvatura de la métrica y D; la derivada covariante de Levi-
Civita compatible con la métrica inducida a R3. Ademds, & son las componentes espaciales
del campo electrostatico en todo el espacio, generado por la distribucion de carga interior
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a 0y uy v p las densidades de masa y carga eléctrica de €2 respectivamente. La tnica
condicion que se le pide a la funcion py, es la condicion de energia dominante
EE;

Uy 2> — ST (3.13)

A los fines de la desigualdad (2.3), puede imponerse iy, = 0, lo que es equivalente a pensar
que se trata de una regién del espacio sin densidad de materia, sin que esto signifique una
restriccion importante. Mas adelante puede requerirse py, > 0 de manera de pensar en
un “objeto”.

Las ecuaciones (3.12)—(3.14) son generales ya que ain no se ha dicho nada sobre el
sistema de coordenadas.

3.3.1. Métrica en coordenadas (¢,0, )

Las ecuaciones de vinculo de Gauss—Codazzi en simetria esférica se discuten extensa-
mente en la serie de articulos [17], [18] y [19]. En base a éstos se escogen las coordenadas
(4,0, ) con rangos

0<fl<oo, 0<O<m 0<p<o2m (3.14)

Se equipa entonces al 3-espacio con una métrica riemanniana, cuyo elemento de linea
viene dado por

dh? = di* + r*(€)(d6* + sin® (0) dp?) (3.15)

La tnica funcién incégnita es r(¢), la cual por construccién correponde al radio de
drea en términos de £. En efecto, para una esfera S, C R? de radio r(¢),

As = /3 \/det [hij]dS = r*(0) /O7r /02” sin(0)d0dy = 4mr?(f). (3.16)

Los calculos geométricos correspondientes a la métrica (3.16) tales como los simbolos
de Christoffel, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura, asi como los operadores dife-
renciales que aqui se empleen, pueden encontrarse en el Apéndice B de este trabajo. En
particular, puede verse que el campo vectorial /97 es geodésico afin espacial, de manera
que ¢ mide la distancia propia geodésica en cada hipersuperficie espacial.

El escalar de curvatura de (3.16) estd dado por

2
2

R = (2(rr") =1 =1), (3.17)

donde ’ denota la derivada respecto de f. Reemplazando esta expresién en la ecuacién
(3.12) con gy = 0 se obtiene

—2(rr") +r* +1=r?&% (3.18)

Notar que en simetria esférica, el vector campo eléctrico E tiene s6lo componente
radial, denotada por £, de manera que

B,
E=£. (3.19)
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Calculando la divergencia de E en términos de la métrica (3.16) y utilizando el segundo
vinculo (3.13), se obtiene la ecuacién

T—12(7"25)’ = 4rp. (3.20)

Luego, la carga contenida en una esfera de radio geodésico ¢ estd dada por

Q) = 4w /é pridl = Az /5 47T1r2 (r2&)r*de = E(0)r* () — £(0)r*(0). (3.21)

La identificacién de ¢ con r debe ser globalmente valida. En efecto, tal identificacion
se quebrarfa cuando 7’(¢) = 0, condicién en la que una 2-superficie de radio de érea r es
un extremal. Pero como ¢ debe crecer mondtonamente al crecer r independientemente del
caracter de la 2—superficie en cuestion, se tiene que la identificaciéon debe ser globalmente
valida.

Al estar interesados en espaciotiempos con una nica regién asintéticamente plana,
resulta apropiado requerir que 7(0) = 0 de manera de excluir la posibilidad de existencia
de agujeros de gusano que conecten con otra regién asintoticamente plana. Ademas, la
condicién de espaciotiempo localmente plano se obtiene pidiendo que r/(0) = 1. Una
discusién més extensa sobre estas condiciones de contorno puede encontrarse en [18].

La ecuacion (3.19) se trata de una ecuacién diferencial no lineal, ordinaria y de segundo
orden para la funcién r(¢), donde se considera a la funcién € := £(¢) una funcién dada
y completamente arbitraria a priori. No obstante, al considerar sistemas aislados, debe
requerirse que E(¢) decaiga en infinito. Para ello, es necesario que p = p(f) tenga soporte
compacto. Consecuentemente, fuera del soporte de p, la winica solucién para E(¢) es

e

£="7. (3.22)
donde Q. es por ahora una constante que corresponde a la carga total del espacio-tiempo
(asumiendo que fuera de  no hay fuentes).

Es evidente entonces que la solucién r(¢) correspondiente a imponer (3.23) es la solu-
cién de Reissner—Nordstrom.

De esta forma, se ha llegado a una formulacion precisa de la conjetura (2.3) en simetria
esférica. El problema en estos términos es el siguiente: Sea £(¢) una funcion reqular en
el origen que decae en infinito y r({) la solucion de la ecuacion (3.19), con condiciones
iniciales

r(0) =0, +'(0) = 1. (3.23)
Sea
(r&) (3.24)

p=pll) = -

una funcion de soporte compacto, y Q(¢) la funcion

¢
Q) = 47r/ p(s)r*(s)ds. (3.25)
0
Entonces, para todo £ > 0 se satisface la desigualdad

Q(f) < r(0). (3.26)
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Condicién para r”

La identidad (3.22) impica que la desigualdad (3.27) es equivalente a
E)r() <1 (3.27)
para todo ¢ > 0, lo que sucede si y s6lo si
EX0Or*(0) < 1. (3.28)

Dado que r(¢) es la 4nica solucién del problema (3.19)4(3.24), demostrar (3.29) es equi-
valente a demostrar que r(¢) satisface la desigualdad

L+r2—=2(m') <1, (3.29)

para ¢ > 0. La naturaleza no lineal de la ecuacion (3.19) hace que resulte no trivial
obtener informacién del comportamiento de r(¢), por lo que resulta ltil obtener infor-
macién previa antes de resolverla explicitamente (en caso que ésto dltimo sea posible) o
eventualmente realizar calculos numéricos. Nétese que

L2 =20r") =1 =72 —2r" <1 —2r1", (3.30)

de manera que si la solucién de (3.19) es tal que 7”(¢) > 0 para todo ¢ > 0, entonces
automdaticamente se satisface (3.27).

Por otra parte, no debe olvidarse que sea cual sea la solucién, ésta debe ser continua
en todas partes, debe tener derivada continua en todas partes, y ser regular en el
origen.

Solucién exterior

Si la region esférica con carga tiene radio finito, la solucion exterior a ella debe coincidir
con la solucién de Reissner—Nordstrom. Esto tiene que ver con que fuera de la esfera, el
campo eléctrico generado por una distribucién de carga dentro coincide con el campo
generado por una carga de igual densidad pero localizada en el origen.

La 3—métrica de Reissner—Nordstrom esta dada por

dhFy = f(r)dr® +r* (d6” + sin®(0)d¢?) (3.31)
donde
oMy QLN '
flr) = (1 - ==+ 7) : (3.32)

Aqui, M, v @~ son constantes y se interpretan como la masa y la carga total del
espaciotiempo. La solucién (3.32) estd dada en coordenadas de drea. La relacién con la
coordenada geodésica ¢ es

r = . (3.33)
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Limites /{ - 0y { — o0

Dado que £({) es una funcién suave en el origen, la condicién de contorno (3.24)
inmediatamente asegura que la desigualdad se satisface para valores pequernos de [.

Para valores grandes de /, la desigualdad también se satisface. En efecto, para valores
de ¢ fuera del soporte de p, se tiene la solucién de Reissner—Nordstrom, en donde &£
estd dado por (3.23). Si ¢ es suficientemente grande, también lo es r(¢) y por el andlisis
anterior, la desigualdad se cumple.

3.3.2. Meétrica en coordenadas planas

Hasta aqui se ha abordado el estudio de la conjetura habiendo asumido simetria esféri-
ca. Inicialmente, se eligieron coordenadas (¢, 6, p) para el elemento de linea, pero clara-
mente es posible elegir coordenadas mas generales.

Un dato inicial esféricamente simétrico algo mas general es'

ds® = () [di* + 7 (d6* + sin®(0)de?) |, (3.34)

con 0 < 7 < 0o. Esta clase de métricas se llaman conformemente planas, dado que difieren
de la métrica plana por un factor conforme ®*(#), tinica funcién incégnita que aparece.
Mediante el cambio de coordenadas

((7) = /O f O (t)dt; dl = ®*(7)dr, (3.35)

se reobtiene la métrica (3.16) en coordenadas de radio de drea, si se elige
r?(0) = ®* (F(£)) 72 (0), (3.36)

donde se piensa a 7 = 7(¢) despejando de (3.36), de manera que la longitud propia
geodésica en términos del factor conforme viene dado exactamente por la formula (3.42).
Si se requiere que (3.41) sea asintdticamente plana, basta con pedir que

O(r) -1, 7 — oo (3.37)

El escalar de curvatura asociado a (3.41), viene dado en términos del factor conforme

por?

8
R =z A9, (3.38)

donde el operador A es el laplaciano de la métrica plana. La ecuacién (3.12) garantiza
que R > 0 por lo que debe ser necesariamente

AP < 0. (3.39)

Una propiedad relevante que vincula a ¢ y r se muestra en la siguiente

!Toda métrica esféricamente simétrica admite coordenadas isotrépicas tales que, en dichas coorde-
nadas, tal métrica resulta conformemente plana; esto es, que difiere de la métrica plana por un factor
conforme.

2El calculo de R puede verse en el apéndice B.



3.4. EL METODO CONFORME 19

Proposicién 3.3.1 Sea ®(7) una funcion suave tal que AP < 0. Entonces

/ f % (s)ds > 7O (7). (3.40)

Prueba: Integrando por partes, se obtiene

/ ®?(s)ds = 7P*(7) — 2/ sP(s)P'ds. (3.41)
0 0
Por otra parte, al integrar el laplaciano sobre una bola de radio r se tiene

0> / Abdo= [ V- (VO)dv=¢ V- idS = 4m2d (1), (3.42)
B(r) B(r) oB(r)

de donde se ve que debe ser ® < 0. Asumiendo ® > 0 (sin perder generalidad, dado que
el factor conforme es estricamente positivo) claramente es

—2/ s®(s)®'ds > 0, (3.43)
0

por lo que se tiene el resultado (3.41). %)
El miembro izquierdo de la desigualdad (3.41) es exactamente ¢(7), mientras que de
la ecuacion (3.37) se ve que el miembro derecho es el radio de area. De aqui se deduce la

importante relacion entre £ y r:
(3.44)

3.4. El Método Conforme

Al igual que con las Ecuaciones de Maxwell en Electromagnetismo, al considerar sis-
temas dinamicos en Relatividad General, ademés de las ecuaciones naturales de evolu-
ci6én surgen las ecuaciones de vinculo dadas por (3.1) y (3.2) que relacionan los tensores
(hap, Kap) con los que se define el dato inicial para hacer evolucionar las ecuaciones de
Einstein. La pregunta ahora es: ;cémo resolver los vinculos (3.1) y (3.2)7

El primer avance significativo a entender como resolver las ecuaciones de vinculo fue
logrado por André Lichnerowicz en el ano 1944 [20]. Para ello, se definen nuevos tensores
hay v Kap» dados por

Rap := ®*hay,  Kap := @ K. (3.45)

. —ab .
El inverso A tiene componentes

[ (3.46)
de manera que Eabﬁbc = 6. Al subir los indices de K con h, se tiene

—acs-bd—

K = hoe Ry = hohd 2Ky = & OR“R Ky = 0K, (3.47)

Ademas,
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KoK = 21C,, /0. (3.48)

. C . . - — Tab
Si se supone que K := K,,h® = 0 (dato inicial mazimal), se tiene K := Kah™ = 0.
Por lo tanto se obtiene una ecuacién eliptica para el factor conforme ® que, en lugar de
la ecuacion escalar (3.2), resulta

1= 11—
A9 — R+ Kuk "o 4 273 = 0 (3.49)

donde se ha definido 7 := ®%u. La ecuacién (3.50) se llama Ecuacién de Lichnerowicz-
York con fuentes. Otros métodos podrian haberse empleado para definir, junto con h,
un tensor simétrico interpretado como curvatura extrinseca, que sirva para resolver las
ecuaciones de los vinculos. El presente método es el més general.

3.4.1. Principio del Maximo para ecuaciones elipticas

En general, la ecuacién (3.50) es no lineal y no resulta sencillo encontrar soluciones
explicitas (més atn, en la mayoria de los casos es imposible hallarlas analiticamente). Sin
embargo, es posible estimar la soluciéon exacta punto a punto, acotandola por funciones
que satisfacen ecuaciones de Poisson lineales, y por lo tanto admiten a priori una solu-
cion explicita. Estas funciones se llaman sub y supersoluciones y podrian resultar de gran
utilidad para encontrar un contraejemplo a la conjetura carga-tamano o bien para de-
mostrarla bajo ciertas condiciones. El método de la sub y supersolucion puede estudiarse
en detalle en [21].

Definicién 3.4.1 Considérese el problema no lineal
Au = f(z,u), uloq =g, (3.50)
donde ) es acotado.
» Se dice que uy es una supersolucion de u si satisface el problema
Auy < f(xyuy), uilon =g. (3.51)
s Andlogamente, u_ se dice subsolucion de u si

Au_ > f(z,u_), u_|sa =g. (3.52)

Notar que si f < 0, la funcion u_ = 0 es siempre una subsolucién de problema. El
teorema que le da sentido a la definicién anterior es el siguiente.

Teorema 3.4.2 Sean u, yu_ supersolucion y subsolucion del problema (3.51). Entonces
existe una solucion u de (3.51) y ademds

u- <u < uy. (3.53)

Mas ain, puede verse que si f < 0, el problema (3.51) tiene solucion tnica.
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Capitulo 4

Modelo ECD

A continuacién se presenta una evidencia a favor de la desigualdad carga—tamano,
para un particular modelo de materia, que basicamente consiste en particulas de polvo
cargadas, localizadas en cierta region del espacio. Este sistema estd bien descripto por
una clase de soluciones exactas a las ecuaciones de campo, estudiada por A. Papapetrou
y S. Majumdar en 1947 [22, 23].

4.1. La clase de Papapetrou-Majumdar

Es una familia de soluciones estaticas de las Ecuaciones de Einstein con fuentes,

Ga,b = 871'Tab, Tab = PUgzUp + i (Fachc — @ Cchd> s (41)
47 4

donde Fy;, es el tensor de campo electromagnético de Maxwell, y satisface las ecuaciones
(3.4). Esta clase de soluciones describe precisamente un sistema de particulas puntuales
newtonianas (polvo), cada una con una masa igual a su carga (en unidades relativistas),
las cuales se encuentran en reposo respecto de cierto sistema inercial, permaneciendo en
equilibrio mecanico debido a que las repulsiones electrostaticas se balancean exactamente
con las interacciones gravitatorias entre ellas. Vale notar que dicho balance de fuerzas no
solo aparece en el limite newtoniano, sino también en relatividad general. El elemento de
linea espaciotemporal que describe a este sistema aislado viene dado por

d$2 _ _S—ZdtQ + 82 (de + dy2 + dzz) , (42)

donde, en el modelo de N particulas cargadas, se toma

N
S(ri) =1+ Z %, ri = (x—x)2+ (y —y)2 + (2 — %)% (4.3)
j=1 7

Aqui, m; son las masas de las particulas interactuantes, ubicadas en (z;,y;,2;). S
es una funcién armoénica (satisface la ecuacién de Laplace en tres dimensiones). Esto se
deduce de proponer una relacién lineal entre 1/S y la componente temporal del potencial
electromagnético. El primer término de 7T}, representa la energia de la paticulas de polvo
con densidad p y cuadrivelocidad u® respecto a algun referencial inercial (u%u, = —1).
Por lo tanto, la cuadricorriente es 7* = ou®, donde o es la densidad de carga eléctrica del
sistema.

22



4.2. EL MODELO DE MATERIA 23

Aunque en sus comienzos se consideraba a esta soluciéon como de poco interés fisico,
mas adelante cobraron relevancia debido a los aportes de Hawking y Hartle, quienes
demostraron que podria ser extendida analiticamente e interpretada como un sistema de
agujeros negros cargados [24]. Para el caso de un dnico agujero negro (N = 1) se obtiene
la métrica de Reissner—Nordstrom extremo en coordenadas isotrépicas.

4.2. El modelo de materia

El modelo ECD (electrically counterpoised dust) (ver por ejemplo [25, 3]) de particulas
de polvo cargadas estd descripto por la ecuacién de estado

o=c¢€p, €==l, (4.4)

donde la repulsién electrostatica entre las cargas de igual signo esté balanceada exacta-
mente por la atraccién gravitatoria dentro del fluido.

Con este modelo de materia, se vera que la desigualdad r, > Q se satisface, donde 74
corresponde al radio de area de las superficies r = const. Ademas, si A es el area de una
de dichas superficies, su radio de area viene dado por

ra=S(r)r (4.5)

Por otro lado, siendo

Q= /adv = /083d3r: /6%8%31‘ = e/u(r)dSr, u(r) := pS?®, (4.6)

la desigualdad de la conjetrua resulta

S(r)r > e / (). (47)

En este caso, puede verse que las ecuaciones de Einstein—-Maxwell resultan equivalentes

V3S = —47pS3. 4.8
P

Si ahora se realiza el cambio V := 1 — &, resulta una ecuacién de Poisson para V, dada
por
AV = 4mp. (4.9)

En este capitulo se demostrara la desigualdad (4.7) para el caso en que p(r) es contante
en una esfera de radio plano rg, y cero fuera de ella:

_ J o, T S To
ulr) = {O, r > 7. (4.10)

Para r > rg, el problema se reduce a la ecuacion de Laplace para V con condiciones de
contorno tales que ¥V — 0 para r — oo y V estd definido para todo r > 0. Como S = S(r),
VY = V(r) y la ecuacién se deduce a

1d (,,,2d_V) 0, (4.11)

r2dr dr
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es decir N
para cierta constante o a determinar.
Si r < rg, el problema se reduce a la ecuacion
1d [ ,dV
— — ) =4 . 4.13
r2dr (r dr> THo (4.13)
Poniendo ¢ := 7‘2‘% se tiene que
dd
— = dmper? 4.14
por lo que,
4
O(r) = §7T,u0’l”3. (4.15)

Notar que al pedir regularidad de V' en el origen, debe ser ®(0) = 0. Finalmente, para
r < rg se tiene que

S(r) = gﬂﬂ(ﬂ’z + C. (4.16)

Las constantes a y C' estan univocamente determinadas si se exige, como en todo problema
de electrostatica, continuidad de V y de V' en ry. En efecto, las ecuaciones que resultan
son

2 9 o)
= C=—, 4.17
37T/,L0T0 + 7’0 ( )
4 o
g’/T,uo?"o = _T_g (418)
Se obtiene entonces que C' = —2mpuorg, con lo cual

—2m g <r(2) — %) , 7 <1
V(r) = (4.19)

3
4 o
—3Tho~ 5 T > To-

Finalmente,

1—1—27?/10(7"3—%), r <o
S(r) = (4.20)

1+ dmpp
+ 3o, T > To.

Para la carga, si » > rg y al asumir € = 1, se tiene

70 4
Q= /,u(r)d3r = 47T,uo/ ridr = gWMOTS- (4.21)
0

Comparando S y Q para r > g, se ve claramente que rS(r) > V. Para r < rg, Q
depende explicitamente de r, y se tiene

Q(r) = muor”. (4.22)
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Para el radio de area,

2 4 4
rS(r) = r+ 2mpor (r% - %) > gﬂuo”g = §7W07“3 = Q(r), (4.23)

como se queria demostrar.
La discusién para el caso en que p(r) es una funcién arbitraria de soporte compacto
es similar. Se debe resolver la ecuacion

AV = 4dmpu(r), (4.24)

con condicién en infinito

M
r=lrl =00, Vr-—=0. (4.25)
r

Como V sélo es funcién de r, el problema se reduce a

— =4 4.
o wu(r), (4.26)
con .
O(r) :=r*—. 4.2
() =1 (4.27)

La regularidad de V y su derivada en r = 0 exige que ®(0) = 0, por lo que la solucién de
es

O(r) =4rm /OT u(s)sids = Q(r). (4.28)

Por construccién, ®(r) se corresponde con el valor de la carga contenida en una esfera de
radio r centrada en el origen. Esto dice que

a  Q(r)
Bl 4.2
e (4.29)
y entonces
V(r) = / Qs(j>ds +V(0). (4.30)
0
Usando la condicién en infinito, se tiene
V(0) = —/ Q(j)ds. (4.31)
o S
Finalmente,
_ [T 20s) /°° Qs) , _ /°° Q(s)
V(r) = /0 2 ds M ds = e ds, (4.32)
por lo que
S(r)=1+ / QS(;)dS. (4.33)
Asi,

Sr=r+ r/;o 2s) 4 > r/:o &) 4 (4.34)

52 52
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por lo que debe verificarse que

7‘/00 QS(;) ds > Q(r), (4.35)

o lo que es equivalente, dado que r > 0,
/ Q<28)ds _L) .y (4.36)
., S r

La igualdad se satisface si Q es constante.




Capitulo 5

Longitud propia geodésica

5.1. Introducciéon

Uno de los problemas mas importantes en Relatividad General es entender que si
suficiente cantidad de materia estd concentrada en un pequeno volumen, el sistema en
cuestion inevitablemente colapsara bajo las propias fuerzas gravitatorias, y probablemente
decaerd a un agujero negro. La solucion de Schwarzchild es un claro ejemplo en simetria
esférica. Ahora bien, estos argumentos no son del todo convincentes dado que el parametro
M en Schwarzchild corresponde a la masa total ADM; esto es, la cantidad total de materia
menos la energia de ligadura, por lo que no representa la cantidad de materia real del
sistema. Ademas, R corresponde al radio de drea de la esfera, y quiza no represente una
buena medida del tamano, especialmente cuando la curvatura del espacio es de relevancia.
Resulta interesante buscar otros criterios que indiquen si un sistema se encuentra en
colapso o no.

En este capitulo se dan algunas evidencias mas a favor de la conjetura carga—tamaino.
Como medida de tamano se considera la longitud propia geodésica en simetria esférica,
cantidad definida y estudiada en [26]. Se presenta una solucién explicita que corresponde
a un cierto modelo de materia, el cual satisface la desigualdad localmente. Asumiendo
la no existencia de superficies atrapadas en el dato inicial en cuestién, se obtiene una
condicion més debil que la desigualdad esféricamente simétrica entre ¢ y Q; mas aun, se
obtiene la desigualdad (2.9) para (.

5.2. Una solucion exacta

Recordando la identidad

i1 e ‘ e = %2 sin
D& = \/ﬁ(h)a@ (\/d t(h)é’), det(h) = OS2 sin(f), (5.1)

se tiene que

1 6,42
po20r (®°7%€) . (5.2)
La expresion anterior sugiere introducir nuevas cantidades para el campo eléctrico y la
distribucién de carga, que dependan de ciertas potencias del factor conforme presente en
la métrica. En efecto, sean las cantidades conformes

ENr) == ®OEN(F), p(7) := Op(r). (5.3)

27
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Se tiene entonces que
4rp = OOD,E!
= %af (@°72€)
20 (7).
=D&, (5.4)

donde D, es la derivada de Levi-Civita de la métrica plana, dado que la ttlima expresién
corresponde a la divergencia plana de E. Por otro lado, bajo esta transformacién, la carga
contenida en un volumen arbitrario resulta invariante. En efecto,

Q) = / pdi = / pP°di = / pds, (5:5)
V(#) V(#) V(7)

donde dv es el elemento de volumen respecto de la métrica plana. Esto demuestra que la
carga eléctrica resulta conformemente invariante.
Para el campo eléctrico,

2 i ioj EE
por lo que
, &
Por lo tanto, la primera ecuacién de vinculo en términos de (3.45) y (5.7) resulta
((32
Ad = ———. 5.8
155 (5.8)

Finalmente, se ha reducido el problema anterior a resolver las siguientes ecuaciones
para O:

D,E" = dmp, (5.9)
gz

La manera de proceder es la siguiente. Se da como dato inicial a p(7), se calcula Ea
partir de (5.9) y se inserta dicha solucién en (5.10) para calcular ®(7).

Como aplicacién de este método, se ha estudiado el caso en que se da como dato la
funcién

~fa Y o
p(?“) = W, r > O, v e R (511)

La ecuacién (5.9) tiene como solucién general

() = 2 (5.12)

= 35
Reemplazando esta solucién en (5.10), la ecuacién para ® resulta
2

,y
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Como @ depende solo de 7, la ecuacién anterior es esencialmente una ecuacion de
segundo orden no lineal y ordinaria para ®:

o4 20+ L (5.14)
r o373 ' '
Dada la forma de la ecuacién, se propone como ansatz la funcién
O(r) = pr”. (5.15)
Al reemplazar el ansatz en la ecuacién anterior se obtiene la ecuacion indicial
pv (v 4 1) #7772 4 237304 — (5.16)
Los valores de los pardmetros p y v deben ser, necesariamente,
16 1/4
= <?72> , v=-—1/4. (5.17)
La solucién para P es,
. 16 , i A—1/4
o(r) = 37 (e (5.18)

Para ver si se satisface la desigualdad Q < ¢ para todo 7, notemos que, en virtud de
las ecuaciones anteriores la densidad de carga presente en la esfera y el campo eléctrico
interno generado por ésta vienen dados por las funciones

161 %2 42
p(i) =05 = | — T2, (5.19)

3 4

. 16\ ~3/2
E(F) =0 =2 (§> 2, (5.20)

La carga contenida en S; C S, es, entonces,
Q(#) =/ pdo = 272, (5.21)
V(#)
mientras que la longitud propia de S; es
g 16
() = / O2(t)dt = 2 Eyflﬂ. (5.22)
0

Claramente, se satisface la desigualdad Q(7) < (7).

5.3. Condicion sobre el escalar de curvatura

En esta seccién se obtendra una desigualdad explicita entre ¢ y Q la cual es una
evidencia a favor de la desigualdad ¢ > Q. Para ello, se asume que el dato inicial esféri-
camente simétrico no contiene superficies atrapadas'. En [26], se prueba que si el dato
inicial contiene superficies atrapadas dentro de V(7), se tiene que

Rumaxl? () > 10. (5.23)

'El caso en que el dato inicial contiene superficies atrapadas se discute en [5].
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Las tnicas dos hipétesis fuertes presentes en el resultado son que A® < 0 y el dato
inicial admite al menos una superficie atrapada (es decir que d(7®?)/d7 < 0). Ademas, se
prueba que si no hay superficies atrapadas en V(7), al integrar R sobre V(7'), se obtiene
la desigualdad

Rdi < 16m((7) | (5.24)

V(7)

Por lo tanto, en lugar de asumir la ausencia de superficies atrapadas, se asume una
hipétesis un poco mas general para el maximo valor del escalar de curvatura, R4 En
[26] se prueba que si

Rumaxl*(7) < 10 (5.25)

en V(7), luego no hay superficies atrapadas dentro, y por lo tanto vale la desigualdad
(5.24). Este resultado motiva a preguntarse si Q%/f es igual o menor que la integral de
miembro izquierdo de (5.24). Dado que R = 2£2, se tiene que

/ E2dv < 8l(7). (5.26)
V(#)

Por otra parte, si 3(7') es el borde de la esfera V() y Oy la carga en su interior, se tiene

47TQ2(7¢) = /;(A) SdE, (527)

(L)
(L) (L)

_ < » 5%12) (7)), (5.28)

lo que implica que

167> Qz

donde se hizo uso de la Desigualdad de Holder cuya demostracion se presenta en el apéndi-
ce B de este trabajo. Ahora, como A(Y) es el drea de la superficie de X, se tiene que

A(X) = dmrfy gy < dml(F)?, (5.29)

en virtud de la Proposicion 3.3.2.1. Por lo tanto,

202

/ gy > T 280 Oy
=(7) T AR
22

167 S()
472
47TQE(T

IZ

(5.30)

por lo que

2
0 < 47T/ £24s. (5.31)
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Esta desigualdad no es exactamente la buscada, dado que la integral que aparece es
una integral sobre la superficie (7). Es decir que deberfa hallarse alguna relacién entre
dicha integral de superficie con la integral en el volumen que encierra la superficie, lo cual
a priori es no trivial. Sin embargo, haciendo uso de la ecuacién escalar de vinculo, se tiene

1 1
/ £ = = / RAY < ~Ruax / dy = %A(Z), (5.32)
() 2 Js 2 () 4

donde en el dltimo paso se emple6 la hipdtesis (5.25). Volviendo a la cota (5.31), se obtiene

5 2 5 , 807% o o
167 Qz(,:) < €—2A(E) = 1B TA(z) < 807 6(7") , (533)

6 bien

Ossy) < VBLU(7) | (5.34)




Capitulo 6

Cotas con sub y supersoluciones

Con el objetivo de encontrar un contraejemplo a la desigualdad de la conjetura, se
hara uso de una cota superior ¢, para ¢, la cual puede hallarse explicitamente, y estudiar
si existe algun valor de 7 tal que £ (7) < Q(7). Si eso fuera asi, entonces para ese valor
de 7 se tendria ¢(7) < Q(7) y la desigualdad seria falsa.

Se analizaran por separado dos casos: el problema local, en el cual no se asume ninguna
hipétesis del dato en el infinito; y el caso asintoticamente plano. Ambos problemas se
reducen a un problema eliptico de segundo orden con condicion de frontera. La diferencia
reside en la condicién de contorno que se asigna a cada problema, y si se pide algo en
el infinito o no. Por supuesto, el caso de mayor relevancia fisica corresponde a aquel
asintoticamente plano, dado que estamos interesados en datos iniciales que representen
sistemas fisicos aislados (ver discusion en Capitulo 3 de este trabajo). En ambos casos se
trabajara en coordenadas tales que el elemento de linea en el dato inicial es

ds* = ®*(r) [dr® + r* (d6” + sin®(0)de?) ], (6.1)

donde claramente la coordenada r no corresponde al radio de drea; este tltimo es r®?(r).
Bajo la transformacién (5.1) para las fuentes (con 7# = r), se resolveran las ecuaciones
planas de vinculo (5.7) y (5.8) en estas coordenadas, llamadas coordenadas planas.

6.1. EIl problema local esféricamente simétrico

El problema es hallar el factor conforme ®(r) de la métrica que describe la geometria
de un dato inicial que consiste en una esfera de radio plano r = Ry p = py constante
en su interior. Al ser un problema puramente local, los resultados obtenidos debieran ser
independientes de lo que haya fuera de la esfera, y en particular de la condicién en infinito,
por lo que no se asume nada al respecto. Dada la densidad pg, se calcula la componente
radial del campo eléctrico € y el problema se reduce a

672
43

En efecto, dado que p(r) = o, la ecuacién (5.7) implica que

A = ®|,_p = Py > 0. (6.2)

At py = 7’_128T (7’25) : (6.3)
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0 sea
~ 4
E(ry=ar, «a:= gﬂﬁo : (6.4)
Se define entonces la funcion
U= — P, (6.5)
de manera que
o2
AV=Ad= - VY,_p=0. (6.6)
4 (¥ + @)
Por el Principio del Maximo, existe ¥, tal que
0<T<Wy, (6.7)
donde V¥, satisface
a’r?
A\IJ+ = —r{)g, \I;+|r:R = 0. (68)
Pidiendo ademds que ¥ sea regular en r = 0, la tnica solucién de (6.6) es
0 (p4_ 4 0 o’
Uy(r) =09 (R*—r*), W)= 5083 | (6.9)

En virtud de la desigualdad (6.7) se tiene que, en el borde de la esfera,

:/OR¢22/OR(@+@O)2S/OR(@++¢O)2:/OR¢2+ —((R).  (6.10)

R
) = [y

_<I>R+2<I>0/ \1/++/ w2

2 0 0 9
_<I>R+5®O\If R5+E(\D ) R (6.11)

En efecto,

La invariancia (5.3) de la carga eléctrica bajo transformaciones conformes asegura que,
al ser p constante, se tiene

4
Q(R) = gwﬁoR?’ = aR?, (6.12)
de manera que resulta
by —Q 32 8 4
o (Do, R, 0Y) := +R - (W9)* RS + 5%\11334 — g”’OR2 + OF. (6.13)

Un contraejemplo explicito en este caso se tiene al imponer por ejemplo que &y = 2,
R =1y ¥4 = 1. Esta tltima condicién implica que gy = @. En efecto, en unidades
geométricas se tiene

0(2,1,1) = 3456 8V10 < (6.14)
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6.2. Caso asintéticamente plano

En este caso, el problema consiste en resolver las mismas ecuaciones (5.7) y (5.8) para
el caso en que p(r) = pp y con la condicién asintéticamente plana

lim ¢ = 1. (6.15)

T—00

Ademads, como siempre en este tipo de problemas elipticos en los que se resuelve para
todo el espacio y la fuente tiene soporte compacto, se pide continuidad de la solucion y
de su derivada en todo el espacio. Analogamente al caso anterior, se procedera primero a
calcular € en todo el espacio para luego hallar ®.

Se tiene entonces que
~ _ ﬁO7 r S R
p(r) = {O, - (6.16)

Para r < R, ya se calculd £ anteriormente, y al pedir nuevamamente que £ sea regular
en el origen, la solucién es

~ 4

Ery=ar, a:= gﬂﬁoy r<R. (6.17)
Sir> R,
1 5 5 C
ﬁ& (7"25) =0=&(r)= pox (6.18)

La continuidad de € en r = R garantiza que C' = aR?, de manera que

~ aR3

Por lo tanto, como era de esperar, el campo para todo r es
. ar, r < R
E(r) = (6.20)
ﬁ—@g, r > R.

La ecuacién para ® una vez que se tiene €(r) en todo el espacio estd dada por (6.8).

Si v es una funcién tal que
d =1+ u, (6.21)

se tiene que
£? £2
Au=A®=——o=—-———-= limu=0. (6.22)
Dado que el término derecho de la ecuacién eliptica para u es no positivo, se tiene que
u > 0. Luego, la funciéon u, que satisface el problema

E? )

Auy = 1 rlggo uy =0, (6.23)
es una supersolucion. Ademas, u, puede hallarse explicitamente y es tnica si se le pide
continuidad y continuidad de su derivada en r = R. Se define &, := 1 4+ u,. En efecto,
parar < R, uy(r < R) =:uly

2

Aus = —O‘Zr% (6.24)
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con solucién ,

ul(r) = —%r4 + C-. (6.25)

Para r > R, uy = u7 y la ecuacién a resolver es

OéQRG
4rd

A = — (6.26)

La solucion es -
ui = Cy — G o

* <y 8r2

Dado que uy — 0 para r — oo, debe ser C, = 0. La continuidad de uy en r = R

garantiza que

(6.27)

ui(R) = i (R), (6.28)

lo que implica la relacién
o’RY C.  o’RY
C. = - = — 6.29
ST 8 R 8 (6.29)

entre las constantes C. y C-. La continuidad de v/ en r = R implica que (ui)/ (R) =

(ui)/ (R), condicién que ajusta directamente el valor de C, dado por

_ 3 2 b5
Cs = —150°R. (6.30)

Reemplazando este valor en la condicién para C_, se tiene que

3

C<:1_6a

2R (6.31)
y finalmente la solucién es

%;(15]%4—7"4), r<R
uy(r) = (6.32)

o? RS 3 o?R5
812 10 r 7 >R

La funcién anterior es estrictamente decreciente en todo el espacio. En efecto,

—’;—;7“3, r<R
) () =9 , (6:3)
a 3
o (4 —5). 7> R

la cual claramente es negativa para r < R. Para r > R, R/r < 1, y por lo tanto (u,) <

o?R5
— 202 < 0.

6.2.1. Supersolucion para el radio de area

En términos del radio plano y el factor conforme, se tiene que

ra=rd%(r) < rd? =: rt, 6.34
+ A
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Figura 6.1: Gréfico de u4(r) con o« = R = 1.

donde a la funcién r}(r) corresponde a la supersolucién del radio de drea y viene dada
por

ri=r+42rug +ru’. (6.35)
En efecto, para r < R,
4 5.5
+ a9 2 pay &7 3 94 9 4ps
= — (16 + 3a*R*) —— 1+ -a*R*+ —a"R° | r. 6.36
4 () 100" (16 + 3¢°R?) 610 —|—( +8a +256a )r (6.36)

Recordando que para r < R es Q(r) = ar?, puede verse que el polinomio en (r, R, a)

+ 4 2
ry—Q a g «Q 2 4\ 4 2 9 48,3 op4
- ~ Y (16 + 3a2RY) 4 — AR 4 2a2RY 41 6.37
r sa00" ~ Gap (16 + 3R — o+ oop ot RO+ 2a’R 4 (6.37)

es siempre estrictamente positivo. En efecto, dado que r < R,

+ _ 3 9 2R4
TAT e 1+§a2R4+%a4R8—aR2— 0‘640 (16 + 3a°R*)
7 39
— 14 L a2Rt 4p8 2 .
—|—20aR +1280aR aR (6.38)

Realizando el cambio de variable z := aR?, se tiene que

LA - ° s pr) (6.39)
donde 39 .
=——zr'+ " —z+1 4
P(z) 550" —|—20x z+1, (6.40)

el cual es positivo para todo € R. En efecto, dado que P"(z) > 0,Vx € R, P(x) tiene
un tnico punto critico que correponde a un minimo local (y global). Este valor minimo
se corresponde con la unica raiz real de

Plz) = 2+ —x — 1, (6.41)
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Figura 6.2: Gréfico de P(x) vs. x.

la cual viene dada exactamente por

2 5 112
T = — 1/ 30420 + 52v/484913 — ~ 1,158... (6.42)
39 \/ 34/30420 + 52/484913

De manera que
rh—Q
,
Por lo tanto, para » < R la supersolucién del radio de &area satisface la desigualdad
rj > Q.
Para analizar el caso r > R, primero se estudiard si 7} es una funcién mondtona
creciente de r. En efecto,

> P(z) > P(Zmim) ~ 0,366... > 0. (6.43)

(rD) () = (L4 uy) [T+ ug +2r (uy)] = (L4 ug) 6(r),  0(r) == 1+ uy +2r (uy)' .

(6.44)
Para r < R, se tiene que
S(r)y=1+ ioz2R4 — 30427‘4 > 1+ ia234 >0 (6.45)
16 80 - 40 ' '
Sin embargo, para r > R,
3a’R5  3a’RS
Fr)=1-"""422 (6.46)

10r 8r2 '

la cual es positiva sélo si o?R* < %—0. Por lo tanto, r§{ no es mondtona creciente para
cualquier par (a, R). Esto sugiere que es necesario realizar el calculo de r§{ — Q andlogo
al caso r < R. En virtud de las expresiones (6.32) y (6.35), analizar el signo de 7} — Q
para r > R es equivalente a estudiar el signo del polinomio

5 25
P* (o, R, r) = 1600r* + 960a R’ (aR2 — g) ® + 1440°R° (a2 R — 5) P2y

—120a*R'"r + 250° R'2 (6.47)
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Notar que

2
PH(a, R, 1) > 17 <1600r2 + 560 R? (aR2 — 7()) r)

(40r — 20aR®)* 4 400a° R <gr - R)
0

A%

, (6.48)

por ser » > R. Por lo tanto, se ha demostrado el siguiente

Teorema 6.2.1 Sea r) una cota superior para el radio de drea calculada a partir
de uy, y Q(r) la carga interior a una esfera de radio plano r y densidad conforme
constante en su interior. Entonces se satisface la desigualdad

rk>9, Vr>0. (6.49)

Este resultado implica ademas que la supersolucion correspondiente a la longitud propia
geodésica

0y (r) = / 7 (6.50)
0
también satisface la desigualdad. En efecto, se tiene el

Lema 6.2.2 Si (, yr} son respectivamente las supersoluciones para { y ra respecto de
uy, entonces satisfacen la desigualdad

Prueba: Dado que @ es una funcién decreciente de r, se tiene directamente que

0o(r) = /0 92 (2)de > min {0, (2)?} /0 "dp = () =t (6.52)

z€[0,r]

6.2.2. Subsolucion para el radio de area

Los resultados anteriores parecen ser claras evidencias de que la desigualdad podria ser
cierta en simetria esférica. Es por ello que a continuacion se estudia una subsolucién para
el radio de area, 7, la cual permitird asegurar que la desigualdad con densidad conforme
uniforme serd cierta para radio de area, al menos si se cumple cierta condiciéon entre el
radio plano de la esfera y la carga interior.

Una subsolucion para u se presenta en el siguiente

Lema 6.2.3 Sea u_ la funcion que satisface el problema

52
Au_=————= limu_ =0, (6.53)
(1 —+ U+)3 r—00
siendo Ty el mdzimo valor que alcanza la funcion uy dada por (6.32). Entonces u_ es
subsolucion de w, y por lo tanto u_ < u.
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Prueba: Al ser uy una funciéon mondtona decreciente, se tiene que

3

Uy = uy(0) = 1—6a2R4. (6.54)
Para r < R, £(r) = ar, de manera que
2.2
AuS = ——— (6.55)
4 (]. + 1—6062R4)
Al pedir que (uL )< sea regular en r = 0, la solucion general es
2,4
u=(r) = C< — a; —3 r<R (6.56)
80 (14 £a2RY)
Para r > R, se tiene £(r) = ar—ff, por lo que la ecuacién para u” es
2R6
Aw” = — = -, (6.57)
4rt (14 £a2RY)
cuya solucién general es
C 2R6
W r) = Coo — —= — a r> R. (6.58)

r 8 (14 Za2R) 2

La condicién para r — oo implica que Cy, = 0. La continuidad de u_(r) en r = R
garantiza la ecuacién
9a? R C
= — ; 5 — . (6.59)
80 (1+ Za2R%)” R

La continuidad de v’ en » = R implica directamente que

302 R’
C. —— a -, (6.60)
10 (1+ £a2?R?)

de manera que
3a’R?
C. = a . (6.61)
16 (14 &a2RY)

Finalmente, se tiene que

u_(r) = - (6.62)
a’R 3 R
(1+%a2R4)3r (E - g) ;) > R.

Esta funcién también es mondtona decreciente. En efecto,

20273
T s r<R
( 6%

(u-)'(r) = (6.63)

2R5 R 3
(1+§a2R4)3r2 (ﬂ o E) ) T R.
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Para r» < R, la derivada es explicitamente negativa, por lo que u_ decrece. Si r > R,
R/r <1y por lo tanto

o’R° <R B 3> _ o’ RP
(1+ 2a2r)’r2 \4r 10 20 (1 + 2a2R4)’ 2

<0, (6.64)

lo que implica que u_ es decreciente para todo » > 0. Mas aun, se tiene que
3a’R? 3
3a2R4\3 < Ea
16 (1 + 2212

u_(r) <u_(0) = ‘R =1u,. (6.65)

De aqui se deduce inmediatamente que

£? £?
Au_ = — > :
" (1+w:)3 = (1+wu)¥ (6.66)

de manera que u_ es subsolucién para u. o
La correspondiente subsolucién para el radio de area como

=10 (r)? <rd(r)i=ry, O (r):=1+7_. (6.67)
Realizando el calculo de r, para r < R, se obtiene
atr? a?r® 6+ 3a’R?
6400 (1 + 2a2RY)" 640 (1 + 2a2RY)° (1+ Za2Rt)’

3 o’ R? 9 o*R8
+ 1+ + r. (6.68)
(1 o B )

TA:

La carga para r < R es Q(r) = ar®. Se quiere analizar el signo de r; — Q. expresién
A )
que se trata de un polinomio en tres variables: o, R y r. Se observa que en la expresion
anterior para 7, es posible definir una nueva constante adimensional, que fusiona a con
R:
A= o’R% (6.69)
Si bien r; — Q sigue siendo un polinomio en tres variables («, A, ), este cambio serd 1til

si se da explicitamente un valor numérico a A. En término de estas nuevas variables, se
tiene que

Ty — atr® a?rd 3A
a2 R R G
r 6400 (1+ 2A)” 640 (1+ 2A) (1+£A)
9 A? 3 A
2
—ar® + — st 3 7+ 1 (6.70)
20 (1+354)" 8(1+454)
Este cambio permite a su vez realizar la sustitucién adimensional z := ar? y como el

polinomio anterior era valido para 0 < r < R, se tiene que

0<z<VA. (6.71)
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Mediante estos cambios de variable, se ha logrado expresar a (r; — Q) /T como un poli-
nomio de dos variables, A y x:

ry—Q zt z? 3A
Pa(z) = 4 = e i g (16t ——— |+
r 6400 (1+ 2A)" 640 (1+ 2A) (14 £A)
9 A2 3 A
—T+ 5 +3 +1. (6.72)

256 (14 450)" 8 (1+550)°

6.3. Desigualdad ry — Q

Es de esperar que para ciertos valores de A > 0, el polinomio en z resultante sea
positivo al menos para 0 < z < v/A. En efecto, dicho polinomio puede ser escrito de la

o Pa(z) ! <x2 3A>2 L oA +1 (6.73)
W)= ——7-— | — — —— -z +1, .
256 (1+ 32)° \'5 40 (1 + 3)°

y dado que 0 < 2 < /A, se tiene autométicamente que

TA
PA(Z') > —3—\/K+1
20 (1+ 34)

> VA +1, (6.74)

el cual resulta positivo si vVA < 1. Esta condicién para A implica que

Q

4
aR2<1 & ?”5032 <1 & F<L (6.75)

Por lo tanto, se ha demostrado el siguiente

Teorema 6.3.1 Considérese un dato inicial asintoticamente plano de las Ecua-
ciones de Einstein-Mazwell, el cual contiene una esfera de radio plano R con
densidad conforme constante y carga eléctrica Q en su interior, tal que

R> 0. (6.76)

Entonces la desigualdad

ra(r) > Q (6.77)

se satisface parar < R.

Dado que el factor conforme ® de la 3—métrica es siempre mayor que 1, se tiene que

ra=r®%(r) >, (6.78)
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y en particular es cierto en el borde de la esfera, es decir, para r = R. De manera que
la hipétesis del teorema anterior implica que (6.77) vale en el borde. Sin embargo, no
es posible reemplazar esta hipdtesis por r4(R) > Q, dado que ésta ultima ecuacién no
implica que R > Q, esto es; la condicién r4(R) > Q es mas débil que la que aparece en
el teorema.



Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Resultados obtenidos

En este trabajo se avanzé en el estudio de una desigualdad universal que vincula la
carga eléctrica contenida en un objeto ordinario con alguna medida de su tamano, en el
caso en que se tiene simetria esférica. En general no es facil encontrar medidas de tamano
para objetos. No obstante, en simetria esférica se tienen dos de ellas: el radio de area y
la longitud propia geodésica o distancia propia. Se cree que estas son las inicas medidas
de tamano relevantes en simetria esférica. Por otra parte, se tiene que el radio de area es
menor o igual a la longitud geodésica, por lo que si la desigualdad es cierta para radio de
area, automaticamente se satisface para longitud geodésica.

Inicialmente se encontraron evidencias a favor de la desigualdad. En el Capitulo 4 se
presenté un modelo de materia de polvo cargado, cuya densidad de masa es igual a la
densidad de carga eléctrica. Si bien este modelo esta lejos de describir algun sistema fisico
concreto real, resulta particularmente interesante ya que corresponde a un caso limite en
el cual se demostré que la desigualdad con radio de area es cierta en todo el espacio.

En el Capitulo 5 se estudio la desigualdad considerando a la longitud propia geodésica
como medida de tamano. Se encontré una solucién exacta para el factor conforme de
la métrica del dato inicial, el cual no tiende a 1 en el infinito. Si bien esta soluciéon no
describe sistemas aislados, se trata de una solucién exacta a las ecuaciones de campo
la cual satisface la desigualdad. Por otro lado, se encontré una desigualdad, también
con longitud propia, que corresponde a una condiciéon mas débil que la desigualdad de la
conjetura (més ain, la desigualdad original de la conjetura implica este ultimo resultado).
Para demostrarla, se empled una hipotesis extra sobre el valor maximo del escalar de
curvatura del dato inicial, asumiendo que éste existe. A su vez, esta hipdtesis implica que
dentro de la esfera de soporte de carga no existen superficies atrapadas, lo que ademas
implica una importante relacion entre la integral del escalar de curvatura sobre una esfera
arbitraria y su longitud geodésica.

En el Capitulo 6 se obtuvieron dos cotas para el radio de area; una inferior y otra
superior. Primero se discutié un resultado puramente local, es decir, sin asumir nada
sobre la naturaleza del factor conforme, y se encontré un contraejemplo a la desigual-
dad. Este resultado consiste en resolver la ecuaciéon de vinculo para el factor conforme
con condicién de borde positiva sobre la superficie de la esfera de soporte de carga. El
contraejemplo se construyé imponiendo ademaés que dicha condiciéon en el borde fuera
constante y mayor que 1, para descartar que ésta pueda ser embebida en una cosmologia
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o en un dato asintéticamente plano. De esta manera, resulta necesario asumir que el dato
sea asintéticamente plano para que la desigualdad tenga posibilidad de ser cierta.

El resto del trabajo se refiere al caso en que el dato inicial es asintoticamente plano,
lo que adquiere mayor relevancia fisica. Con el objetivo de encontrar un contraejemplo
a la desigualdad, inspirado en el contraejemplo en el caso local anterior, se demostrd un
importante resultado: la supersoluciéon encontrada para el radio de area satisface la de-
sigualdad en todo el espacio. Si bien este resultado no es suficiente para demostrar la
desigualdad, resulta un buen indicio de que la desigualdad podria ser cierta. Es por ello
que se buscé una subsolucion para el radio de area con la cual se logré demostrar la de-
sigualdad en el interior de la esfera, asumiendo cierta condicion entre la carga total y el
radio plano del soporte. Dicha cota para el radio de drea no fue suficiente para demostrar
la desigualdad fuera de la esfera. Es por ello que el ttlimo teorema estd enunciado sélo
para r < R. Como continuacion del trabajo, restaria encontrar alguna otra cota para el
radio de area tal que la desigualdad sea cierta fuera de la esfera, 6 bien, encontrar un
contraejemplo para dicha region.

7.2. Problemas abiertos e investigacion a futuro

Este trabajo abre las puertas a continuar el estudio de la desigualdad en simetria
esférica, ya que no se ha encontrado un contraejemplo para el caso en que el dato es
asintoticamente plano y mas aun, se dieron suficientes evidencias como para dar cuenta
que la desigualdad podria ser cierta en simetria esférica. Ademas, es posible abordar este
estudio tanto de manera numérica como analitica, buscando nuevas sub/supersoluciones
para el radio de area y para la longitud propia geodésica.

Por otra parte, este problema puede generalizarse para el caso en que no se asume
simetria esférica. Este caso resulta de mayor dificultad en cédlculos y ecuaciones, asi como
también en la busqueda de una medida de tamano adecuada para el objeto en cuestion.
Por ejemplo, en [3] se discute el caso en que se tiene ECD en el interior de un elipsoide, y
se demuestra una desigualdad entre el area del elipsoide y el cuadrado de la masa de ECD
que es opuesta a la conjeturada para la carga, lo que sugiere que el area de la superficie
no representa una buena medida del tamano de objetos. Este mismo problema aparece al
querer generalizar la desigualdad entre area y momento angular para objetos, demostrada
en [6] para agujeros negros con simetria axial. Mds atn, existen definiciones alternativas
de medidas de tamano, las cuales satisfacen esta tltima desigualdad, como se presenta en
[10].
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Apéndice A

Dato inicial esféricamente simétrico

En este capitulo se exponen explicitamente todos los tensores, simbolos y operado-
res diferenciales empleados para el analisis del dato inicial esféricamente simétrico con

elemento de linea

ds* = d* + r*(0) (d6” + sin?(0)dyp?) .

— dr

Se tiene que r :=r({), y ' := 7.

A.1. Simbolos de Christoffel

Ié, = r(0)r'(0), Fiw = r(0) sin?(0)r' (¢);

r'(¢ ,
Fzg = —FZG = __r((€)>’ FZ)@ = sin(f) cos(6);
e _ 10 __r’(E) e _ 1o __COS(9>.
Poe = T4, = r(f)’ Lo Lo, = sin(6)’

A.2. Tensor de Ricci y escalar de curvatura

El tensor de Ricci es diagonal, con componentes

2r"(0)
r(f)

Rop =1 —r(O)r" () — (r"(0))%,
R, = sin®(0)Res,

R = —

El escalar de curvatura es

R = Rug" + Roog” + Rppg? = ———
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(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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A.3. Gradiente, divergencia y laplaciano

Para el campo vectorial mas general en coordenadas (¢, 6, )

0 0 0
_ “ — — A.
V(€7 97 SD) Vf(€7 97 SO) ag + V0(€7 97 90) 80 + V‘P(£7 67 90) 890’ ( 9)
el gradiente es
0 1 0 1 0
“=— — —; A.10
Vi St R0 T R0 (9) 0 (4.10)
la divergencia de V es
NV Vg r'(€) 0V, cos(f)
W=t T g : A1l
VVe=30 T30 TV T ap T sin(e) (A1)
y para un campo escalar ® se tiene su laplaciano
0?®  2r'(0) 0P 1 02 cos(f) OP 1 0*®
AP =— — — : A.12
oz " 0 ot T rwee P rosne o0 T rose@ o Y
A.4. Escalar de curvatura de la métrica (3.35)
Considérese el elemento de linea (3.41), dado por
ds® = ®*(r) [dr® + r* (d6* + sin®(0)d¢?) |, (A.13)

con g, Sus componentes tensoriales. Se quiere calcular el escalar de curvatura R asociado.
Una posible forma es calcular las componentes del tensor de Ricci R, vy contraer con la
métrica. Alternativamente, nétese que

gab - (I)4gab7 (A14)

donde g4 son las componentes de la métrica plana, cuyo escalar de curvatura es R = 0.
Empleando la ecuacién (D.9) del Apéndice D del libro de Wald [15], se tiene que, para
n =3,

R =—20"*[2V°V, (In®?) + V* (In$*) V, (Ind?)] . (A.15)
Ahora bien,
Vo (In®?) = &7%V,9* = 267'V, P, (A.16)
por lo que
ViV, (In®?) =V* (27'V,®) =2 [0'AD — &2 (VD) (V,D)] , (A.17)
y ademas
V¢ (In®?) V, (In®?) = 407 (VD) (VD). (A.18)
Reemplazando estas dos ultimas expresiones en (A.15), se obtiene
R=-20"*[4(®T'AD — &2 (VD) (V,D)) + 4072 (VD) (V,D)] , (A.19)
es decir )
R =80 °AQ, (A.20)

como se queria ver.



Apéndice B
Desigualdad de Holder

Se presenta a continuacion una demostracion de la Desigualdad de Holder. Para maés
detalles, se puede consultar en cualquier libro de medida, integraciéon y Anéalisis Funcional.

Teorema B.0.1 Sea (X, F,u) un espacio de medida, f,g: (X,F) — C funciones inte-
grables. St p,q > 1 tales que % + % =1, entonces

INE ( / \flpdu)l/p ( / rg!qdu)l/q. (B.1)

Prueba. Para probar la desigualdad anterior, se hara uso del siguiente

Lema B.0.2 Destigualdad de Young. Sean a,b > 0, p,q > 1 tales que %—i—% = 1.

Entonces
a? bl
ab < — + —. (B.2)
p q
Prueba del lema. Sea exp : R — (0, +00) la funcién exponencial. Esta funcién satisface
la particular condicién de que exp” = exp para todo x € R, y por lo tanto es una

funcion conveza. La convexidad de exp implica automaticamente que si a, f > 0 y ademas
a+ 8 =1, entonces
exp (az + By) < aexp (z) + Bexp (y) . (B.3)

De manera que la desigualdad (B.2) se obtiene trivialmente de (B.3) tomando

04:5, Bzé, r=pln(a), y=qln(b). (B.4)

En vistas del teorema a demostrar, y via el lema anterior, considérense

= (/lelpduy/p, B = </X Iglqdu)l/q~ (B.5)

Para o,8 = 0 6 o, = 00, el teorema se satisface claramente. Consideremos 0 <
a, f < oo. Definanse ahora las funciones p—(resp. ¢—) normalizadas

U= i, vi=2 (B.6)
y entonces
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1
Pdu = — Pdpu =1 B.7
[ =5 [ 1=t (B.7

1
v|?d :—/ =1, B.8
/Xll =5 Xlglu (B.8)

Notese que se esta bajo las hipotesis de la desigualdad de Young. En efecto, por la ecuacion
(B.2) para u y v se tiene

p a
luv| < Jul? + ﬂ (B.9)
p q
Integrando la desigualdad anterior vélida para todo z € X se tiene
1 1 1 1
[ vl < [ pupd [ o= %<1 (B.10)
X D Jx qJx p q
por lo que
12 [ Jusldn = [ 11gla (B.11)
= uvjap = — glap, .
X af Jx

lo que equivale a

1/p 1/q
rd 1q - d B.
(/lel #) (/Xlgl u) aﬁZ/legl 1, (B.12)

obteniendo el resultado deseado. S

Corolario B.0.3 Sea (X, F, 1) un espacio de medida, f,q: (X, F) — C funciones inte-

grables. Entonces
1/2 1/2
[ vrslan < ([ 1rPa) ([ lakan) (B.13)
X X X

Prueba. Témense p = ¢ = 2 en la ecuacion (B.1). o
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