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Abstract.

The classification of indecomposable modules of finite dimensional of a Lie algebras
non-semisimple is very difficult and such classification is not known, even for Lie algebras
of low dimensionality. By example, A. Piard in [Pi] classify some indecomposable modules
for the Lie algebra sl(2) x V(1) where V(1) is the irreducible sl(2)-module of highest
weight 1 which has great importance in the physical (see [BG]).

For know better the classification of indecomposable modules a natural estrategy is to
identify a class of indecomposable modules for which you can wait a reasonable classifi-
cation. A important class is the of uniserial modules, which play role very important in
associative algebras. In 2013, L. Cagliero and F. Szechman in [CS] classified the uniserial
modules for the family of perfect Lie algebras s[(2) x V(m) where V(m) is a irreducible
5[(2)-module of highest weight m > 1. This classification is completely determined by a
family of uniserial modules denoted Z(a,¥) and respective duals Z(a, £)*, together with
some exceptional cases. A natural question that arises of this classification is unders-
tand the monoidal category generated by these uniserial modules and in particular if the
tensor products are sum of uniserial modules.

For answer this question a natural way is to study especial especial submodules of
these tensor products as the socle and the radical. In this thesis we explicitly show the
decomposition that has the socle of the tensor products Z(a, )®Z (b, '), Z(a,)RZ(b, £')*
and Z(a,0)* @ Z(b,0")* as sl(2)-modules and their highest weight vectors, allowing us
to determine that these socles are free of multiplicity. Also, we show the socle series of
Z(a,0)* ® Z(b,£')* and in consequence we get the radical series of Z(a, ) ® Z (b, ().

On the other hand, we proof that the tensor product Z(a, ) ® Z(b,¢') is cyclic s[(2) x
V(m)-module for all m > 1, i.e., there exists v € Z(a,¥) ® Z(b,¢') such that Z(a,l) ®
Z(b,0') = U(sl(2) x V(m))v where U(sl(2) x V(m)) is universal enveloping algebra of
sl(2) x V(m). Also Z(a,0)* @ Z(b,¢')* is a cyclic sl(2) x V(1)-module, showing how to
build explicitly the highest weight vectorswith a generator vector.

Finally we show that modules Z(0,1) ® Z(a,1) are indecomposable for all a # 0 and
decomposable for a = 0, on this last case the indecomposable factors are not uniserial
modules.






Resumen.

La clasificaciéon de médulos indescomponibles de dimension finita sobre algebras de
Lie no semisimple es extremadamente complicada y no se conoce tal clasificacién, incluso
para algebras de Lie de dimensiones bajas. Por ejemplo, A. Piard en [Pi] clasifica algunos
modulos indescomponibles para el dlgebra de Lie sl(2) x V(1) donde V(1) es el sl(2)-
médulo irreducible de peso méximo 1, que tiene una gran importancia en la fisica (ver

[BG]).

Para entender mejor la clasificacién de médulos indescomponibles una estrategia na-
tural es identificar una clase distinguida de mdédulos indescomponibles para la cual se
pueda esperar una clasificacion razonable. Una de estas clases distinguidas son los médu-
los uniseriales, los cuales juegan un rol muy importante en algebras asociativas. En 2013,
L. Cagliero y F. Szechman en [CS] clasificaron los médulos uniseriales para la familia de
algebra de Lie perfectas s[(2) x V(m) donde V(m) es un s((2)-mddulo de peso maximo
m > 1. Esta clasificacién estd completamente determinada por una familia de moédulos
uniseriales denotados Z(a, ) y sus respectivos duales Z(a,¢)*, junto con algunos casos
excepcionales. Una pregunta natural que surge de esta clasificacion es entender la cate-
goria monoidal generada por estos médulos uniseriales y en particular si los productos
tensoriales se expresan en suma de uniseriales.

Para responder a esta pregunta un camino natural es estudiar submoédulos especiales
de estos productos tensoriales como lo son el zécalo y el radical, en esta tesis mostra-
mos explicitamente la descomposicion que tiene cada zdcalo de los productos tensoriales
Z(a, )@ Z(b,0'), Z(a, L)@ Z(b,0")* y Z(a,0)* @ Z(b,¢')* como sl(2)-mbdulos y los vecto-
res de peso méaximo que lo conforman, lo que nos permite determinar que estos zdcalos
son libres de multiplicidad. Ademds, mostramos la serie de zécalo de Z(a, £)* @ Z(b, ¢')*
y en consecuencia obtuvimos la serie del radical de Z(a,f) @ Z(b,?').

Por otra parte, mostramos que el producto tensorial Z(a, ) ® Z (b, ¢') es sl(2) x V(m)-
mdédulo ciclico para todo m > 1, es decir, existe v € Z(a,l) ® Z(b,¢") tal que Z(a,l) ®
Z(b,0") = U(sl(2) x V(m))v, donde U(s[(2) x V(m)) es la envolvente universal del dlgebra
de Lie sl(2) x V(m). Ademas, Z(a,0)* @ Z(b,¢')* es un sl(2) x V(1)-médulo ciclico,
mostrando como construir explicitamente los vectores de peso maximo con un vector
generador.

Finalmente demostramos que los médulos Z(0,1) ® Z(a, 1) son indescomponibles para
todo a # 0y descomponible para a = 0, en este iltimo caso los factores indescomponibles
no son moédulos uniseriales.
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1 Introduccidn y resultados obtenidos.

Sea g un algebra de Lie de dimensién finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteristica cero con descomposicién de Levi g = s x t, donde t es el radical soluble
de g. En este trabajo todos los médulos son considerados de dimensién finita.

1.1. Resultados previos relevantes a esta Tesis.

La clasificaciéon de médulos indescomponibles sobre algebras de Lie es extremadamente
complicada y en la mayoria de los casos no se conoce. En dlgebras de Lie semisimples la
clasificacién de los médulos indescomponibles de dimension finita puede ser suministrada
teniendo en cuenta que cualquier médulo indescomponible es un médulo irreducible y si el
algebra de Lie es simple los médulos irreducibles son clasificados por los pesos dominantes
del algebra. Pero cuando el algebra no es semisimple el problema de clasificacion es
mucho mas complicado, incluso para algebras de Lie de dimensiones bajas. Por ejemplo
A. Piard en [P1i] clasifica algunos médulos indescomponibles para el dlgebra de Lie ¢(2) =
sl(2) x C?, en este caso el problema de clasificacién estd muy lejos de ser entendido.

Por lo tanto en el caso en que g = s X t con t # 0, una estrategia natural para este
problema es identificar una clase distinguida de médulos indescomponibles para la cual
se pueda esperar una clasificacion razonable.

1.1.1. Moébdulos uniseriales.

Una clase distinguida de médulos indescomponibles de dimensién finita son los médu-
los uniseriales, que son aquellos médulos que solo tienen una serie de composicién, es
decir, V' es uniserial, si la serie de zdcalo:

0 =soc’(V) Csoc! (V) C ... Csoc™(V) =V

es una serie de composicién, con soc'(V)/soc’ 1 (V) = soc(V/soc'~1(V)) los cuales se
denominan factores de zdcalo y donde soc(V') es el submédulo méximal semisimple de
V', denotado de esta forma por su traduccion en inglés “socle”.

Se sabe muy poco sobre representaciones uniseriales de dlgebras de Lie (de dimensién
finita) a pesar de que en el &mbito de dlgebras asociativas las representaciones uniseriales
juegan un rol muy destacado. Por ejemplo, un resultado famoso de Nakayama (Teorema
17 de [Nal) establece que dada un algebra asociativa con unidad de dimensién finita A,
si sus médulos regulares a izquierda y derecha son uniseriales (es decir, todos los ideales
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izquierdos Ae e ideales derechos eA, donde e es un idempotente primitivo, poseen solo
una serie de composicién), entonces todos los médulos indescomponibles del dlgebra son
uniseriales (ver més detalles en . Esto no ocurre con algebras de Lie no semisimples.
Es claro que el dlgebra de Lie sl(2) x V(m), donde V(m) es el s[(2)-mddulo irreducible
de peso maximo m, es uniserial para todo m > 1 (por medio de su representacién
adjunta), en se muestra que estas algebras poseen mdédulos indescomponibles de
dimensién finita que no son uniseriales. En el caso de sl(k) x C* P. Casati en [Ca2]
muestra una familia de moédulos indescomponibles que contienen estrictamente a los
modulos uniseriales denominados médulos ciclicos perfectos, generalizando el trabajo de
A. Piard [Pi] en el caso sl(2) x C2. También los trabajos de B. Huisgen-Zimmermann
[HZ1] y [HZ2] son destacadas citas sobre la relevancia que tienen los médulos uniseriales
sobre un algebra basica de dimensién finita.

Volviendo al caso de dlgebras de Lie, en 2013 en un trabajo conjunto de L. Cagliero y
F. Szechtman [CS] se clasifican los médulos uniseriales de la familia de dlgebras de Lie
perfectas g = sl(2) x V(m) para todo m > 1 (ver [CS, Theorem 10.1. §10]), el cual esta
dado por el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea g = s[(2) x V(m) con m > 1y sea V un g-médulo uniserial de longitud
£. Entonces, salvo el orden contrario, los factores de zocalo irreducibles de V' son:

t=1. V(a).

S
I
b
<

b), donde a+b=m (mod2)y0<b—a<m<a-+b.

a+m),V(a+2m); o
m),V(c), donde ¢ =2m (mod 4) y ¢ < 2m.

(
(a),V(
(a),V(
(0), V(
( ,V(a m),V(a+2m),V(a+3m); o
(0), V(m

V(

), V(m),V(0), donde m =0 (mod 4).

¢>5. V(a),V(a+m),...,V(a+ sm), donde s > 4.

Cada una de estas sucesiones de irreducibles ocurre en una y sélo una clase de isomorfismo
de g-médulos uniseriales, excepto el caso V(0),V(m),V(m),V(0), m = 0 mdd 4. Las
clases de isomorfismos de g-moédulos uniseriales asociadas a esta tltima sucesién estan
parametrizadas por los nimeros complejos.

Una clase distinguida de los s[(2) x V(m)-médulos uniseriales son aquellos que tienen
factores de z6calo V(a),V(a + m),...,V(a + ¢m) los cuales se denotan por Z(a,l) y
sus respectivos duales Z(a,¢)* los cuales tienen factores de zécalo V(a4 ¢m),...,V(a).
Como se puede observar en el teorema anterior la clasificacion de los sl(2) x V(m)-
modulos uniseriales estd completamente determinada por Z(a,?) y Z(a,?)*, junto con
algunos otros médulos excepcionales.

En 2016, L. Cagliero, L. Gutiérrez Frez y F. Szechtman en [CGS] clasifican los médulos
uniseriales de una familia de dlgebras de Galilei conformes g = sl(2) x b,,, donde b, es el
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algebra de Heisenberg de dimension 2n+ 1, que tienen una gran importancia en la fisica,
ver por ejemplo [BG|. Esta clasificacién se da en dos partes, los médulos uniseriales no
fieles coinciden con los s[(2) x V(m)-médulos uniseriales donde m = 2n—1 y los médulos
fieles (ver [CGS|, Theorem 1.1. §1]) se dan en el siguiente teorema:

Teorema 2. Todo s[(2) x h,-mddulo uniserial fiel tiene longitud 3. Ademads, los factores
de z6calo de un sl(2) x h,-médulo uniserial fiel de longitud 3 son:

V(a),V(a+1),V(a) o V(a+1),V(a),V(a+1) cona > 0.
m=3. V(0),V(3),V(0) o V(1),V(4),V(1) o V(1),V(2),V(1) o V(4),V(3),V(4).
V(0),V(m),V(0) o V(1),V(m+1),V(1) o V(1),V(m —1),V(1).

m = 1.

m > 5.

1.1.2. Mddulos ciclicos perfectos.

Si g es un &lgebra de Lie perfecta, es decir, g coincide con su algebra derivada [g, g],
se tiene otra familia importante de g-mdédulos indescomponibles de dimension finita,
que son aquellos moédulos generados por un s-moédulo irreducible, donde s es la parte
semisimple de g. Esta familia contiene a la familia de g-médulos uniseriales (ver [Ca2,
Proposition 3.5 §3]), la cual es estudiada sistemdticamente por primera vez en 1986 por
A. Piard en [P]] el cual los denomina médulos ciclicos. En este trabajo, entre otras cosas,
Piard clasifica los s[(2) x V(1)-mddulos ciclicos obteniendo el siguiente resultado (ver
[Pi, Theoreme. §1. Pdg. 12]):

Teorema 3. Existe una aplicacién biyectiva entre las clases de equivalencia de los s[(2) x
V(1)-médulos ciclicos de dimensién finita y las sucesiones de nimeros enteros positivos
(salvo a que es un entero no negativo), (a; €1, 4o, ..., ) con ;11 < ¢; paratodo1 <i < k
y tal que k < a.

Miés recientemente, en 2017 P. Casati en [Ca2] clasifica los sl(n + 1) x C**1-mdédulos
ciclicos. Aunque en este trabajo los denomina médulos ciclicos perfectos, el resultado
obtenido es una sofisticada extensién del resultado obtenido por A. Piard y lo resumimos
en el siguiente teorema (ver [Ca2, Theorem 4.7. §4]):

Teorema 4. La clase de los sl(n + 1) x C"*1-médulos ciclicos perfectos de dimensién
finita estan en correspondencia uno a uno con la coleccién de conjuntos M, donde M es

n
la coleccién de todos los conjuntos M = {\g, M*} tales que \g = Z ALWp €S un peso
k=1
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dominante de sl(n 4 1) y M?0 es el conjunto de enteros positivos definida como sigue:

Mo =
0<ip <M
MO > 1;
MY MO (i, i) | 0 <idp < MO(in, ... ip—1),2 <k <n+1;
2<k<n+1 1< MG, .o yin—1) < 1 +1,2 <k <n+ 1
MO (g, yig1) > MG, -+ k1)
Siilﬁjl,oglgk—l,QSkﬁn—Fl

En el caso de las algebras de Lie s[(2) x V(m) con m > 2 no se conoce una clasificacién
de los mdédulos ciclicos perfectos que no sean uniseriales.

1.1.3. Preguntas.

Una pregunta natural que surge de estas clasificaciones es si el producto tensorial de
médulos uniseriales puede aportar nuevos médulos indescomponibles o si estos productos
tensoriales son suma de moédulos de este estilo, sean uniseriales o ciclicos perfectos.

En el caso del algebra de Lie s[(2) x V' (m) el producto tensorial de médulos uniseriales
no es suma de médulos uniseriales, un ejemplo notorio es el producto tensorial Z(0,1) ®
Z(0,1) para m = 2 como se muestra en la siguiente matriz sobre una base fija (ver [6.2)).

0| 2e0 —4ey 2eq

2h 2e 0 es —2eq e 0 0 eo
f 0 e 0 e —2e1 e 0 el
0 2f —2h | O 0 e2 —2e1 eo €9
4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f  —2h e
0 0 0 4f —4h
0
2h  2e 0 —2e1  2eg 0
f 0 e —e2 0 )
0 2f —2h 0 —2es  2e1
2h 2e 0
f 0 e

0 2f  —2h
Este ejemplo muestra parte de lo sofisticada que es la pregunta, pues el resultado no es

ni indescomponible, ni suma de uniseriales, ni suma de ciclicos perfectos.

Otras preguntas que surgen con el ejemplo anterior: json todos los productos tensoria-
les de médulos uniseriales son descomponibles? ;Hay productos tensoriales de moédulos
uniseriales que sean indescomponibles y de ser asi, cudl seria su estructura?

Los resultados obtenidos en esta Tesis y verificaciones computacionales nos inducen a
formular la siguiente conjetura:
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Conjetura 1.1.1. Sean a,b,?, ¢ nimeros enteros no negativos. Z(a,?) @ Z(b,0') es
descomponible siy s6losia=b=0y 'l #0,0a=by =/

1.2.  Principales resultados obtenidos.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar la categoria monoidal asociada a los
modulos uniseriales de dimensién finita en el dlgebra de Lie s[(2) x V(m) .

Sea g un algebra de Lie con descomposiciéon de Levi g = s X t, donde t es el radical

soluble de g. Si V' y W son dos g-mdédulos uniseriales con factores de zocalo Vi,...,Vpy
Wi, ..., Wy respectivamente, donde cada V; y W; son s-modulos irreducibles, entonces:
VaWs= P View, (1.1)

(2,9)€[1,6)x [1,¢']

Puesto que cada uno de estos productos tensoriales se puede descomponer como suma
de s-médulos irreducibles por el Teorema de Weyl, entonces una manera natural de
estudiar la estructura de estos productos tensoriales es:

i. Descomponer cada producto tensorial en ((1.1)) como suma de s-mdédulos.

ii. Analizar la accion de t en cada uno de estos s-moédulos irreducibles.

En el caso que s = sl(2), tenemos que existen enteros no negativos ay, ..., ag, b1, ..., by
tales que para todo 1 < ¢ < ¢y todo1l <j <V Vi=V(a)y W; =V(b;) son sl(2)-
médulos irreducibles de pesos méximos a; y b; respectivamente. Si V(i) es un sl(2)-
moédulo irreducible que aparece en la descomposicién de V(a;) ® V (b;) el Teorema de
Clebsch-Gordan (ver Teorema , nos muestra un vector de peso maximo p y por lo
tanto la descomposicién de cada producto tensorial en es conocida. Sin embargo, la
accién de v en cada uno de estos sl(2)-mddulos irreducibles es complicada y una manera
natural de encarar el punto ii es estudiando g-submddulos especiales como lo son el
zocalo y el radical de un médulo. En la se muestran propiedades de la accién de t
que reflejan las dificultades que aparecen.

Una de las propiedades especiales que cumplen las algebras de Lie sl(2) x V(m), es
que son algebras de Lie perfectas, es decir, un dlgebra de Lie g se denomina perfecta, si
g = [g,9]- El Lema nos indica que el radical soluble de un &dlgebra de Lie perfecta
actia trivialmente en los médulos irreducibles y por lo tanto actia trivialmente en el
z6calo de cualquier médulo. Si un dlgebra de Lie perfecta g tiene descomposicion de Levi
g = s X t, donde t es el radical soluble de g, la descripcién del z6calo de un g-mddulo
V', estd dada por los s-submoddulos irreducibles de V' en los cuales el radical soluble de g
actia trivialmente.

Volviendo al caso s[(2) x V(m), en el Capitulo 4| se muestra el zécalo de los productos
tensoriales de los s[(2) x V(m)-médulos uniseriales, dando explicitamente la descompo-
sicién que tiene cada zécalo como sl(2)-médulo y los vectores de peso maximo que lo
conforman. Este resultado lo resumimos como:
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Teorema 5. Sea g = sl(2) x V(m). Si a,b,¢,¢ son nimeros enteros no negativos.
Entonces:

min{¢,0'}

i. soc(Z(a, ) @ Z(b,l')) =g2) soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b, L)) & EB V(ia+b+ km).
k=1

ii. soc(Z(a, )" ® Z(b,l')*) =g 2) soc(Z(a, £)*) @ soc(Z(b,£')*).
iii.

soc(Z(a, £) @ Z(b, 1)) ~e(2)
min{¢,¢',| (b—a)/m]|+¢'}
soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b,l')*) @ @ V(b+ (¢ —k)m — a).
k=1

El teorema anterior, nos muestra que los zécalos de Z(a, )@ Z (b, t'), Z(a,£)*®Z(b, £')*
y de Z(a,l) ® Z(b,¢')* son libres de multiplicidad.

Para la demostracion del resultado anterior, utilizamos el hecho de que g = go & g1
es un &lgebra de Lie graduada, donde gy = sl(2) y g1 = V(m). Ademds, mostramos
que para todo a,b, £, ¢, tanto Z(a, ) ® Z(a,l'), Z(a,0)* @ Z(b,')* vy Z(a,0)* @ Z(b, t')*
son g-mdédulos graduados, donde un g-moédulo V' es graduado, si existen gg-submodulos

n
Vo,Vi,...,Vyde V talesque g1-V; C Vi1 paratodo0 <i<nyV = @Vi con V41 =0.
De este modo, el trabajo de determinar el zécalo de estos productos tZeI?soriales se reduce
a encontrar todos los gg-submodulos irreducibles de cada V; donde g; actiia trivialmente.

La estrategia para determinar los go-submddulos irreducibles gi-triviales es similar
en los tres casos, aunque el grado de dificultad es mucho mayor cuando V = Z(a,¥) ®
Z(b, 0.

El caso V = Z(a,0)* @ Z(b,¢')* es el mds sencillo y, gracias a lo simple que es el
resultado, logramos luego obtener toda la serie del z6calo.

Cuando V = Z(a,l) @ Z(b,?') el zbcalo resulta estar compuesto por, ademds del
producto tensorial de los zécalos, una copia diagonal de las componentes irreducibles de
Cartan (la de mayor peso en el producto tensorial) que aparecen en algunas componente
graduada. Descubrir este resultado, y luego su demostraciéon no fue tarea sencilla.

Por tltimo, cuando V = Z(a,f) ® Z(b,')* su zécalo estd compuesto por, ademds del
producto tensorial de los zécalos, una copia diagonal de las componentes irreducibles de
menor peso de ciertas componentes graduadas. Este fue un resultado inesperado y muy
laborioso para nosotros y consecuentemente su demostracién nos dio mucho trabajo.

Los z6calos de los productos tensoriales con los s[(2) x V' (m)-mddulos uniseriales excep-
cionales no se calcularon al momento de escribir este trabajo, pero estamos trabajando
en ello. Estos casos excepcionales son mucho més sencillos que el caso general que hemos
completado.
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Como ya mencionamos, gracias a la estructura que tiene el zécalo de Z(a, £)*®Z (b, ¢')*,
en §4.4] se muestra la serie de z6calo de este producto tensorial, el cual lo enunciamos
como:

Corolario. Sean g = sl(2) x V(m) y a, b, £, ¢’ nliimeros enteros no negativos. Entonces
los factores de z6calo de Z(a, 0)* @ Z(b,¢')* para cada 0 < k < ¢+ ¢’ son:

soc"(Z(a,0)* @ Z(b,0')*) [soc*(Z(a, 0)* @ Z (b, ')*) =42

P Vie+E—-iym)@V+ (¢ - j)m)
(4,9)€lk

con I, = {(i,7) € [0,4] x [0, '] :i+j =0+ —k}.
En consecuencia, tenemos :

Corolario. Los factores del radical de Z(a,¢)® Z(b,¢’), dados para cada 0 < k < £+ ¢
son:

rad®(Z(a,0) ® Z(b, (")) [rad*" (Z(a,0) ® Z(b,£))) = @ V(a+im) @V (b+ jm),
(4,4) €Lk

con rad”zl"'l(Z(a, ) ® Z(b,1') = 0.

Este corolario nos permite concluir que la longitud del radical (longitud del zécalo)
descrita en de Z(a,l) @ Z(b,l') es £+ ' + 1.

Al momento de redactarse esta tesis no sabemos la serie completa del zdécalo de
Z(a,l) @ Z(b,¢') ni de Z(a,l) @ Z(b,¢')*, ya que la estructura que tiene el zdcalo en
estos dos casos es mas complicada que en el caso Z(a,l)* ® Z(b,¢')* y debido a las di-
mensiones que se manejan, ain con el uso de computadora no se obtiene un patrén para
determinar estas series de zocalo.

Como ya dijimos, A. Piard en [Pi] considera, para el caso m = 1, una familia de médu-
los més generales que la de uniseriales a los que llama ciclicos (o ciclicos perfectos segin
[Ca2]). Estos médulos V' se caracterizan por tener un submédulo irreducible W (que
llaman espacio generador) tal que V' =W @ tV. Un paso importante en la clasificacién
de Piard establece (ver [Pi, Proposition. §1. P4g. 10]) que en todo sl(2) x V(1)-médulo
ciclico V' con espacio generador W, existe un n € N tal que:

V=wae@rmw).
t=1

El Teorema [3.5.2] extiende este resultado para toda dlgebra de Lie perfecta, en parti-
cular a todas las algebras sl(2) x V(m) para m > 1. Un g-médulo V' se denomina ciclico
(propiamente dicho), si existe v € V tal que V = U(g)v, donde U(g) es la envolvente
universal del algebra de Lie g. Si V' es un g-mdédulo ciclico perfecto sobre un algebra de
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Lie perfecta, en [Ca2, Proposition 3.6. §3] se muestra que V es ciclico y en el cual se
puede elegir un vector de peso maximo del subespacio generador que genera a todo V.

En se demuestra que Z(a,f) @ Z(b,¢') es un sl(2) x V(m)-mdédulo ciclico propia-
mente dicho, lo cual lo enunciamos como:

Teorema 6. Sean a,b, ¢, nimeros enteros no negativos. Entonces Z(a, ) ® Z(b,¢') es
un g-moddulo ciclico, con un vector generador vy ¢ el cual es la suma de todos los vectores
de peso maximo en V(a + ¢m) @ V(b + ¢'m).

El teorema anterior nos permite mostrar que el s[(2)-médulo V(a4 ¢m) @ V(b + ¢'m)
es un subespacio generador de Z(a,?) ® Z(b,¢') y que:

Y(V(a+tm)@V(b+m) = @ Via+im)@V(b+ jm)
(i,j)EIt

con Iy = {(i,j) € [0,4] x [0,¢'] :i+j =0+ —t} paratodo 0 <t <L+ (.

Ademis, en se muestra que Z(a,f)* ® Z(b,¢')* es un sl(2) x V(1)-médulo ciclico
propiamente dicho, se tiene el siguiente teorema :

Teorema 7. Sean g = sl(2) x V(1) y a, b, £, ¢ ntimeros enteros no negativos. Entonces
Z(a,0)*® Z(b,¢')* es un g-médulo ciclico, con un vector generador wy ¢ + wi + ... + V.
Donde k = min{¢, ¢'}, wg ¢ es una suma de los vectores de peso méximo en V(a) ® V(b)
y para cada 1 < t < k se tiene que w; es una suma alternada de los vectores de peso
maximo a + b+t en V(a+1i) @ V(b+ jm) tales que t = + ' — (i + j).

min{¢,¢'}
En este caso demostramos que V(a) ® V(b) ® @ Vi es un subespacio generador

t=1
del s[(2) x V(1)-médulo Z(a,?)* @ Z(b,¢')*, donde V; es un sl(2)-médulo irreducible de
peso maximo a + b + t; para el caso m > 1 no se sabe si ocurra algo similar.

En el Capitulo [6] se muestra que el médulo Z(0,1) @ Z(0,1), se descompone en dos
s[(2) x V(m)-submédulos indescomponibles para todo m > 1. A diferencia de los s[(2) x
V(m)-médulos Z(0,1) ® Z(a, 1), los cuales son indescomponibles para todo a > 1.

Para demostrar estos hechos, tenemos en cuenta que si un g-médulo V = Vi @ V,
con V; # 0 para i = 1,2, se debe de tener que V; Nsoc(V) # 0 para cada i = 1,2. En
nuestro caso V = Z(0,1) ® Z(b,1) y g = sl(2) x V(m) con b un entero no negativo,
conocemos el zdcalo el cual solo consta de dos sumandos de s[(2)-médulos irreducibles
de pesos diferentes V(b) & V(b + m), donde soc(Z(0,1)) @ soc(Z(b,1)) =2 V() ¥
ademds conocemos un subespacio generador el cual es V(m) ® V(b + m). El hecho que
soc(Z(0,1)) @ soc(Z(b, 1)) =2 2) V(b), nos permite demostrar la descomponibilidad de
Z(0,1)® Z(0,1) y la indescomponibilidad de Z(0,1) ® Z(a, 1) para todo entero positivo
a.
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Como ya mencionamos en creemos que Z(a,?) ® Z(b,¢) es descomponible si
ysolosia=b=0y W #0,0a=>by ¢ =1/{. Creemos estar cerca de demostar la
conjetura en general, en particular tenemos casi listo el caso Z(0,1) ® Z(b,¢), £ > 1.

Al momento de redactar esta tesis no tenemos conocimiento significativo sobre la

descomponibilidad de Z(a,?) @ Z(b,0)* y Z(a,0)* @ Z(b,£)*.
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2 Preliminares.

En este capitulo se daran definiciones basicas de algebras de Lie sobre el cuerpo de los
nimeros complejos. Ademas, médulos sobre un algebra de Lie y en particular médulos
irreducibles en el algebra de Lie s[(2), junto con el Teorema de Clebsch-Gordan, las cua-
les seran una herramienta fundamental en el desarrollo de este trabajo. Los resultados
en este capitulo en su mayoria fueron sacados de [H] y [J]. Todos los espacios vectoriales
considerados son de dimensién finita.

2.1. Algebras de Lie.

Dado g un espacio vectorial de dimensién finita, una aplicacién bilineal [_, | : gxg — g
que a cada pareja (z,y) € g x g se le asigna [z, y| € g, es un corchete de Lie de g, si para
todo z,y € g se tiene:

i. [z,y] = —[y, x] (antisimetria).
. [x,ly, 2]] = [[=,v], 2] + [y, [z, z]] (Identidad de Jacobi).

Denominamos a (g, [, -]) (o simplemente g) un dlgebra de Lie. Una subdlgebra de Lie
de g es un subespacio vectorial ) de g que es cerrado bajo el corchete de Lie de g, es
decir, [x,y] € h para todo z,y € b.

Dadas g y g1 algebras de Lie con corchetes de Lie |-, ] y [-,-]1 respectivamente.
Diremos que una transformacién lineal f : g — g1 es un homomorfismo de dlgebras de
Lie o simplemente un homomorfismo, si f([x,y]) = [f(z), f(y)]1 para todo z,y € g.

Ejemplos 2.1.1.

1. Sea V un espacio vectorial. Si consideramos [v,w] = 0 para todo v,w € V, entonces
(V,]-,]) es un algebra de Lie. Ademds, si g es un édlgebra de Lie tal que [z,y] = 0
para todo z,y € g, entonces g se denomina dlgebra de Lie abeliana.

2. Sea A un algebra asociativa de dimensién finita con unidad. Denotamos por Lie(A)
el dlgebra de Lie cuyo espacio vectorial asociado es A y su corchete de Lie esta dado
por [a,b] = ab — ba para todo a,b € A.

Si V' es un espacio vectorial de dimensién finita, denotamos por gl(V') el dlgebra de
Lie asociada al algebra asociativa End(V'), es decir, gl(V)) = Lie(End(V)). Por otra
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parte, si fijamos una base de V' podemos identificar a gl(V') con el conjunto de todas
las matrices de tamanio nxn con entradas en C, donde n = dim(V), la cual denotamos

por gl(n).

3. Denotamos por sl(n) la subalgebra de gl(n), cuyos elementos constan de las matrices
de tamano n X n con traza cero. Es decir:

sl(n) ={M € gl(n) : tr(M) =0}.
Definicién 2.1.2. Sea g un dlgebra de Lie. Un subespacio I de g se denomina un ideal
de g, si [x,y] € I para todo x € I y todo y € g.
En particular, si I es un ideal de g, entonces I es una subdlgebra de g.
Ejemplos 2.1.3. Sea g un édlgebra de Lie.
1. 0y g son los ideales triviales de g.

2. Si I y J son ideales de g, entonces [I,J] = span{[z,y] :x € ey € J} e [ + J son
ideales de g. El ideal [g, g] se denomina el dlgebra derivada de g.

3. El centro de un élgebra de Lie g es Z(g) = {z € g : [z,y] = 0 para todo y € g}, el
cual es un ideal de g.

Los anteriores ejemplos nos permiten definir la nocién de serie derivada de un algebra
de Lie g, la cual es una cadena descendente de ideales:

donde g(® = gy g™ = [g"= D g(»=D] para todo n > 1. Un 4lgebra de Lie g se denomina
soluble, si existe n € N tal que g(”) =0.

Ademas, definimos la serie central de un dlgebra de Lie g como la cadena descendente
de los ideales:
@D¢glD...D¢g"D...

donde g° = gy ¢" = [g,9" !]. Un dlgebra de Lie g se denomina nilpotente, si existe

n € N tal que g" = 0.

Lema 2.1.4. [H, Proposition I. §3.1]. Sean g un dlgebra de Lie, I y J ideales de g.
Entonces:

i. Si g es soluble, entonces cada subdlgebra e imagen homomdrfica de g es soluble.
it. Si I es soluble y g/I es soluble, entonces g es soluble.

it5. Si I, J son solubles, entonces I + J es soluble.
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Prueba:

0

1.

4.

114

Dados h una subdlgebra de g y ¢ : g — g1 un epimorfismo, se tiene que h® c g0

y ggi) = qﬁ(g(i)) para todo i. Puesto que g es soluble, existe n € N tal que g(™ = 0,

por lo tanto h™ =0 y ggn) = 0. Asi h y g1 son solubles.

Tomamos 7 : g — g/ la proyeccién candnica. Como 7 es un epimorfismo, entonces
m(g®W) = g /I. Al ser g/I soluble, existe n € N tal que g™ /I = 0, es decir,
g™ C I. Ya que I es soluble, existe m € N tal que I™ = 0, por lo tanto
gmtm) < 1(m) — 0. Asf g es soluble.

Puesto que (I + J)/J ~ I/(I N J), aplicando la primera parte del Lema a la
proyeccién canénica de I en I/(I N J), tenemos que I/(I N J) es soluble y por lo
tanto (I + J)/J es soluble. Ademads, como J es soluble, por la segunda parte del
lema, tenemos que I + J es soluble.

Puesto que la suma de dos ideales solubles es soluble, entonces toda algebra de Lie g
contiene un unico ideal soluble maximal, denominado el radical soluble de g y denotado
por rad(g) o simplemente por t si no se presta para confusion.

Definicién 2.1.5. Un dlgebra de Lie g no nula es semisimple, si el radical soluble de g
es cero.

Ejemplos 2.1.6.

1.

Consideremos el édlgebra de Lie s[(2), la base estandar de esta algebra de Lie es
{h,e, f}, donde:

1 0 0 1 0 0
=(0 )= (00) (1 0)
Esta base cumple con las relaciones:

[h,e] =2e, [h, f]==2f [e f]=h.

El algebra de Lie s[(2) es un &lgebra de Lie semisimple, la cual se denomina el
dlgebra lineal especial.

. Para n = 2k. Consideremos las subdlgebras de Lie de gl(n):

sp(n)={Acglin): ATJ+JA=0}yo(k)={Acgl(n): ATJ + JJA=0}

donde J = 0 | y J1 = 0 | I con I la matriz identidad de ta-
—I; | 0 I, | O

mano k x k. Estas dos subdlgebras son algebras de Lie semisimples, las cuales se
denominan el dlgebra simpléctica y el dlgebra ortogonal respectivamente.
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El Lema tiene un resultado andlogo para algebras de Lie nilpotentes, la prueba
se puede encontrar en [H, Proposition I. §3.2].

Lema 2.1.7. Sean g un dlgebra de Lie, I y J ideales de g. Entonces:

1. Si g es nilpotente, entonces cada subdlgebra e imagen homomorfica de g es nilpo-
tente.

it. Si.g/Z(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.
iti. Si g es nilpotente y no nulo, entonces Z(g) # 0.
w. Sil,J son nilpotentes, entonces I + J es nilpotente.

Puesto que la suma de dos ideales nilpotentes es nilpotente, entonces toda algebra
de Lie g contiene un tnico ideal nilpotente maximal, denominado el nilradical de g y
denotado por nilrad(g).

Nota 2.1.8. Por ser t soluble, se tiene que [t,t] es nilpotente y asi [t,t] C nilrad(g).
Ademss, si g es un algebra de Lie nilpotente, entonces g es soluble; con esto podemos
concluir que nilrad(g) C .

Un resultado importante en la teoria de algebras de Lie es el Teorema de Levi, el cual
nos permite descomponer toda algebra de Lie (de dimensién finita) como suma directa
de una subalgebra de Lie semisimple con el radical soluble del algebra. Es decir, toda
algebra de Lie g tiene una descomposicién de la forma g = s@®t como espacios vectoriales,
donde s es un algebra de Lie semisimple y t es el radical soluble de g. La demostracion
del siguiente resultado se puede encuentrar en [J, Levi’s Theorem III. §9].

Teorema 2.1.9 (Teorema de Levi). Si g es un dlgebra de Lie de dimension finita sobre
un cuerpo de caracteristica cero con radical soluble ¢, entonces existe una subdlgebra de
Lie semisimple s de g tal que g =5 D .

Puesto que s es una subalgebra semisimple de g y v es un ideal de g, denotaremos la
descomposicién dada en el teorema anterior por g = s X t denominada la descomposicion
de Levi de g.

Recordamos la caracterizacion de las algebras de Lie nilpotentes por medio del Teo-
rema de Engel. Para esto tenemos el siguiente lema:

Lema 2.1.10. [H, Theorem I. §3.3]. Sea g una subdlgebra de Lie de gl(V'), donde V
es un espacio vectorial de dimension finita tal que para todo X € g, X es nilpotente.
Entonces, existe v e V — {0} tal que X(v) =0 para todo X € g.

Prueba: Probaremos por induccién sobre dim(g).
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Si dim(g) = 1, entonces g = span{T} para algin 0 # T € gl(V') nilpotente. Puesto
que T es nilpotente, basta con ver que T tiene un vector propio de valor propio 0. En
efecto, existe n € N tal que 7"~ #£ 0 y 7" = 0. De donde, existe v; € V no nulo tal que
v=T""1(0y) £ 0y T(v) = T(T"}(0)) = T(vy) = 0.

Ahora, consideremos que dim(g) > 1. Definimos el conjunto S = {0 C L C g :

L es subdlgebra de g}, el cual es no vacio pues span(T) € S para todo T' € g. Sea K un
elemento maximal en S con respecto a la inclusion.
Afirmamos que K es un ideal de g. En efecto, tomamos ¢ : K — gl(g/K) dada por
Y(x)(g+ K) = [z,9] + K para todo x € K y g € g. Todo elemento de K es nilpotente, 1)
es un homomorfismo de dlgebras de Lie y dim(K) < dim(g). Por hipotesis de induccién,
existe g+ K € g/K — {0} tal que ¢(z)(g+ K) = 0 para todo = € K, es decir, [z,g] € K
para todo z € K. Por lo tanto g € normy(K), donde normgy(K) = {g € g : [g,2] €
K para todo z € K}. Por ser K méaximal en S, tenemos que normg(K) = g. Asi K es
un ideal de g.

Ademsds, dim(g/K) = 1, pues si dim(g/K) > 1, tomamos K’ una subdlgebra de g/K.
Por el Teorema de Correspondencia, existe K1 O K subdlgebra de g tal que K; /K ~ K'.
Por la maximalidad de K, tenemos que K; = g lo cual es absurdo.

Como dim(K) < dim(g) y K C gl(V), existe v; € V — {0} tal que Y(v1) = 0 pa-
ra todo Y € K. Consideramos W = {v € V : Y(v) = OparatodoY € K}, W es
un subespacio vectorial de V distinto de cero, pues v1 € W. Si T € g — K, entonces
Y(T(w)) =Y, T|(w) +T(Y(w)) = 0 para todo Y € K y todo w € W. Puesto que T es
nilpotente, existe v € W — {0} tal que T'(v) = 0, entonces X (v) = 0 para todo X € g.
(|

Enunciamos el Teorema de Engel descrito en [J, Engel’s Theorem II. §3].

Teorema 2.1.11 (Teorema de Engel). Sea g un dlgebra de Lie de dimensidon finita.
Entonces, g es nilpotente si y sdlo si ady : g — g con ady(y) = [z,y] es nilpotente para
todo = € g.

Prueba: Supongamos que g es nilpotente, entonces existe n € N tal que g" = 0. Puesto
que para todo x,y € g se tiene que ad”(y) = [z, [z,..., [z, [2,9]]...]] € g"!, tenemos
que ad? = 0. Asf ad, es nilpotente para todo z € g.

Reciprocamente, supongamos que ad, es nilpotente para todo = € g. Veamos que g
es nilpotente. Sea ad : g — gl(g) dada por ad(z) = ad,. La identidad de Jacobi implica
que ad es un homomorfismo de &lgebras de Lie. Consideremos ) = ad(g), la cual es una
subdlgebra de gl(g), donde cada elemento de b es nilpotente por hipotesis. Por el Lema

2.1.10] existe g € g — {0} tal que ad,(g) = 0 para todo x € g, es decir, g € Z(g). Por lo
tanto Z(g) # 0.
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Consideramos g’ = g/Z(g). Asi, dim(g’) < dim(g) y para todo T € ¢’ tenemos que adz
es nilpotente, pues cada ad, es nilpotente. Por hipotesis de induccién, g’ es nilpotente y
por el Lema tenemos que g es nilpotente. [

Como un ejemplo de algebra de Lie nilpotente tenemos el dlgebra de Heisenberg de
dimensién 2n + 1, denotada por b,, la cual tiene por base {z1,...,Zn,Y1,...,Yn, 2} ¥
estd sujeta a las relaciones:

[z, ;] = 0352,

(i, 5] = [yi, yj] = [3, 2] = [y;, 2] = 0,

para todo 1 <i,j < n.

Para caracterizar las dlgebras de Lie solubles, recordamos el Teorema de Lie. Para
esto tenemos el siguiente lemas:

Lema 2.1.12. [H, Theorem II. §4.1] Sea g una subdlgebra de Lie soluble de gl(V'), con
V' de dimension finita. Si V es no nulo, entonces existe v € V. — {0} y a € g* tal que
T(v) = a(T)v para todo T € g, donde g* es el conjunto de todas las transformaciones
lineales de g en C.

Prueba: Probaremos por induccién sobre dim(g).

Como g es soluble, tenemos que [g,g] € g. Si [g,9] = 0, g es abeliana y por ende
nilpotente. Por el Lema [2.1.10} existe v € V' — {0} tal que T'(v) = 0 para todo T' € g. En
particular, si dim(g) = 1.

Supongamos que [g, g] # 0y dim(g) > 1. Consideremos g1 = g/[g, g], que es un algebra
de Lie abeliana, de donde cualquier subespacio vectorial de g; es un ideal. Sea K un
ideal de gy con dim(gy/K) = 1. Por el Teorema de Correspondencia, existe un ideal b
de g tal que [g,g] C by b/[g,9] = K. Como g/ ~ g1/K, tenemos que dim(g/h) = 1.
Ademas, como g es soluble, por el Lema b es soluble. Por hipotesis de induccion,
existen v; € V — {0} y a1 € bh* tales que S(v1) = a1(S)v; para todo S € b.

Definimos W = {v € V : S(v) = «a;1(S)v para todo S € h}. Como v; € W, entonces
W # 0. Ademéds, si T € g, tenemos que [S,T] € h para todo S € b, pues h es un ideal de
g. Si w € W, entonces S(T'(w)) = T(S(w)) + [T, S](w). Por lo tanto:

S(T(w)) = a1(S)T(w) + a1 ([T, S])w para todo S € b. (2.1)
Afirmamos que a1([S,T]) = 0 para todo S € h y todo T € g. En efecto, fijamos w €
W —{0} y T € g. Sea n el niimero natural mas pequefio tal que {w, T (w),...,T" *(w)}

es un conjunto linealmente independiente.
Definimos Wy = 0y W; = span{w, T(w), ..., T* }(w)} para cada i € N. Por la definicién
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de n, tenemos que dim(W;) = i paracada 0 < i < ny W, = W, ;. Por la ecuacién ,
S(T(w)) — a1(S)T(w) = a1([S, T])w para todo S € h. Entonces, S(T'(w)) — a1 (S)T(w)
pertenece a Wy para todo S € .

Supongamos que S(T"%(w))—ay(S)T*(w) € W; y veamos que (T (w))—ay (S) T (w) €
W41 para todo S € h. Como:

ST (w)) = [8, TUT" (w)) + T(S(T" (w)))

y [S,T] estén en b.
Por hipotesis, existen 21,22 € W; tales que [S,T)(T"(w)) = a1 ([S,T])T*(w) + 21 y
S(TH(w)) = a1(S)T(w) + 2. De donde:

S(T (w)) = ai([S, T)T (w) + a1 (S)T (w) + 21 + T(29).
Puesto que oy ([S, T)) T (w) + 21 + T(22) € Wit1, tenemos que:
S(T (w)) — ar([S, THTH(w) € Wity

De lo anterior, tenemos que S(T%(w)) — a1([S, T))T*(w) € W; para todo i € N. As,
S|w, es una matriz triangular superior con «1(S) en la diagonal principal para todo
S € b. Por lo tanto, tr(S|w,) = na; para todo S € h. En particular, tr([S,T]|w,) =
nay ([S,T]) para todo S € h. Ya que tr([S, T]|w,) = 0, entonces a;([S,T]) = 0 para todo
S € h. Puesto que, T es un elemento de g arbitrario, hemos probado nuestra afirmacién.

Asf la ecuacién se modifica como S(T'(w)) = a1(S)T(w). Por lo tanto g-W C W.
Como dim(g/h) = 1, entonces para 71 € g — b existe v € W — {0} tal que T3 (v) = v.
Extendemos a a; : h - Caa:g— C con a(S) = a1(S) y a(T1) = X para todo S € b.
Asi o € g* y cumple que T'(v) = a(T)v para todo T € g. [

Teorema 2.1.13 (Teorema de Lie). [H, Corollary II. §4.1] Sean g un dlgebra de Lie
soluble y ¢ : g — gl(V)) un homomorfismo de dlgebras de Lie, con V de dimension
finita. Entonces, ezisten subespacios Vi con 1 < i < n = dim(V') tales que V;_1 T Vi y
¥(g)(Vi) C V; para todo g € g, donde Vi = 0.

Prueba: Como g es soluble, por el Lema 1(g) es soluble. Por lo tanto, por el Lema
existe v; € V — {0} tal que ¥(g)(v1) = a1 (¥(g9))v1 = a(g)v1 con a € g* y todo
g€ g.

Tomamos Vi = span{v1}, lo anterior implica que 1(g)(V1) C Vi.Ademas, ¢ induce un
homomorfismo de dlgebras de Lie 91 : g — gl(V/V1) con ¢1(g)(0) = 1(v). Nuevamente,
el Lema, implica que existe vo € V' — Vj tal que ¢1(g)(v2) C span{vz}. Conside-
ramos Vo = span{vi,ve}. Siguiendo de esta manera obtenemos los subespacios V; tales
que Vi1 C Vi y ¥(g)(V;) C V; para todo 1 <i < n, donde V, =0. O

La envolvente universal de un élgebra de Lie g es un par (A, ), donde A es un élgebra
asociativa con unidad e ¢ : g — A es una transformacién lineal tal que ¢([z,y]) =
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v(x)(y) — t(y)e(z) para todo z,y € g, que cumple con la siguiente propiedad universal:
Si B es un &lgebra asociativa con unidad y ¢ : g — B es una transformacién lineal
tal que ¥([z,y]) = ¥(z)Y(y) — ¢¥(y)Y(x) para todo z,y € g, entonces existe un unico

homomorfismo de &lgebras asociativas 1) : A — B tal que ¥ = 9, es decir, el siguiente

diagrama es conmutativo:
A
L —
/ lw

— B.
875

En otras palabras, (A,¢) es una envolvente universal de g, si ¢ : g — Lie(A) es un
homomorfismo de 4lgebras de Lie y cumple con la siguiente propiedad universal: Si B es
un &dlgebra asociativa y ¢ : g — Lie(B) es un homomorfismo de dlgebras de Lie, entonces
existe un tnico homomorfismo de 4lgebras asociativas ¥ : A — B tal que ¥ = .

Por la propiedad universal de la envolvente universal de un &lgebra de Lie, se tiene el
siguiente resultado:

Lema 2.1.14. [J, Theorem V.1. §1]. Sean (A,.) y (A’,!/) envolventes universales de un
dlgebra de Lie g. Entonces, A ~ A’ como dlgebras asociativas.

Prueba: Puesto que (4,:) y (A’,) cumplen con la propiedad universal de la envolvente
universal, entonces tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

/A /A,
g*/}A/ id 4 g%A idA/

L

NI N

por unicidad se tiene que 7/ =idy v /T = id4 y por lo tanto A ~ A’. O

Si g es un algebra de Lie con envolvente universal, por el Lema anterior tenemos que
esta envolvente es Unica salvo isomorfismos.

Para la construccién de la envolvente universal de un dlgebra de Lie, consideramos lo
siguiente: Sea V' un espacio vectorial, el dlgebra tensorial asociada a V', denotada por
T(V) es:

T(V)=CaePve
neN
donde VOl =V y V& = V=1 gV para todo n > 2, la cual es un espacio vectorial con
la operacién usual y con multiplicacién dada por yuxtaposicién sobre sus generadores,
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es decir, si v] ® ... Qv y W1 @ ... R Wy, estdan en T(V) con vy, ..., vp, w1,..., Wy, €V,
entonces:

(M®...U) (W R ... 0WR)=11Q... 0V, QW] Q...  Wny.

Ademés, tenemos la inclusién canénica i : V — T(V), pues V se identifica con V®!. El
par (T(V),4) cumple con la siguiente propiedad universal: Si A es un &lgebra asociativa
y f:V — A es una transformacién lineal, entonces existe un tinico homomorfismo de
algebras asociativas f : T(V) — A tal que f = fi, es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo:

T(V) (2.2)

V—— A

Si g es un dlgebra de Lie, entonces el ideal I en T(g) generado por [z,y] —z ® y +
y ® x para todo x,y € g, induce una estructura de algebra de Lie en T(g)/I y un
homomorfismo de dlgebras de Lie p : g — T(g)/I con p(x) = wi(x), donde i : g — T(g)
es la inclusién canénica y m : T'(V) — T(V)/I es la proyeccién canénica. Ademas,

tenemos que p([z,y]) = [p(z), p(y)] para todo z,y € g.

Denotamos por U(g) = T(g)/I, la cual es un dlgebra asociativa y por lo anterior
tenemos un homomorfismo de édlgebras de Lie p : g — Lie(U(g)).

Teorema 2.1.15. [J, Theorem V.2. §1]. (U(g), p) es una envolvente universal de g.

Prueba: Es suficiente probar que (U(g),p) cumple con la propiedad universal de la
envolvente universal. Consideremos B un algebra asociativa y ¢ : g — B una transfor-
macién lineal tal que ¥([z,y]) = ¥(z)Y(y) — ¥(y)¥(x). Por la propiedad universal de
T(g), existe un tinico homomorfismo de 4lgebras asociativas ¢ : T(g) — B tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

T(g)

ok

(]

Puesto que ¥([z,y]) = ¥(z)(y) — @y)@(x) =(r®y —y ®x) para todo T,y € g.

Entonces, [z,y] —2 ®y +y ® € ker(y)) para todo z,y € g, de donde I C ker(¢)). Asi,

existe una unica tranformacion lineal 1 tal que ¥ym = 1, es decir, los tridngulos interiores
del siguiente diagrama son conmutativos:

T(g) —— U(g)

S bA

8775
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Por lo tanto, E : Lie(U(g)) — Lie(B) es un homomorfismo de édlgebras de Lie tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:

U(g

p=T1 J{
B

Veamos ahora que 1) es el tinico homomorfismo que hace conmutar el diagrama an-
terior. Supongamos que existe un homomorfismo de &lgebras asociativas f : U(g) — B
con f([z,y]) = f(z)f(y) — f(y)f(z) para todo z,y € g tal que el siguiente diagrama
conmuta:

~—

<l

I\

U(g)

) lf
B

m .

N

g

Consideremos f = fr : T(g) — B, el cual es un homomorfismo de algebras asociativas.
Por la definicién de f, el siguiente diagrama es conmutativo:

T(g)

i Jf
B.

Por la unicidad de ), tenemos que f = 1. Por lo tanto, fr =1 y por la unicidad de E,

1N

obtenemos que 1) = f, demostrando el teorema. [J

Nota 2.1.16. La necesidad de definir la envolvente universal de un algebra de Lie se
verd en los Capitulos 3]y

2.2. Maddulos y representaciones de algebras de Lie.

Fijemos un dlgebra de Lie g y consideremos V' un espacio vectorial de dimensién finita.
Diremos que V' es un g-mddulo, si existe una transformacién bilineal - : g x V' — V con
(g,v) =g-vparatodo g € gy todov € V tal que [g,g1]-v =9 (g1-v) — g1 (g-v) para
todo g,g1 € g y todo v € V. Si no se presta para confusiéon escribiremos g v en lugar de
g-v.

Ya que para todo espacio vectorial V' el espacio gl(V') es un dlgebra de Lie, la condicién

[9,91]v = g(g1v) — g1 (gv) para un g-médulo V', implica que 7 : g — gl(V) dada por
7(g)(v) = gv es un homomorfismo de dlgebras de Lie.
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Reciprocamente, si p : g — gl(V') es un homomorfismo de algebras de Lie, entonces
el espacio vectorial V' tiene estructura de g-médulo, dada por gv = p(g)(v). La pareja
(V, p) se denomina representacién de g y lo anterior nos indica que podemos hablar de
g-modulo o de representacién indistintamente sea el caso que nos interese.

Si V' es un g-mdédulo, un subespacio vectorial W de V' se denomina g-submddulo de V',
si gw € W para todo g € g y todo w € W. Una transformacién lineal T': V' — W entre
dos g-médulos V' y W se denomina homomorfismo de g-mddulos, si T(gv) = g T'(v) para
todog € gytodovelV.

Ejemplos 2.2.1. Consideremos g un algebra de Lie.

1.

Todo espacio vectorial V tiene una estructura trivial de g-médulo, dada por gv =0
para todo g € g y todo v € V. En particular, si V = C.

. La transformacién lineal ad : g — gl(g), dada por ad(z)(y) = ady(y) = [z,y], es

una representacion de g y por lo tanto g es un g-médulo. Esta representacion se
le denomina la representacion adjunta de g, donde los g-submodulos de g son los
ideales de g.

. Si V,W son g-médulos, entonces:

Hom(V,W)={T:V — W : T es una transformacién lineal}

tiene estructura de g-mdédulo, dada por (¢7)(v) = ¢g(T'(v)) — T'(gv) para toda
transformacion lineal 7' de V' en W. En particular, V* = Hom(V, C) tiene estruc-
tura de g-médulo, dada por (¢7")(v) = —T'(gv) para todo g € gy todov € V. A
V* se le denomina el dual de V.

De manera semejante, el producto tensorial V ® W de dos g-moédulos tiene estruc-
tura de g-mddulo, dada por la accién sobre los generadores:

gRw)=gvuw4+vgw
paratodogeg,veVyweW.

SiT :V — W es un homomorfismo de g-mddulos, entonces ker(7') es un g-
submédulo de V' e Im(7T') es un g-submédulo de W.

. Si Wy y Wy son g-submodulos de un g-médulo V', entonces W1 N Wy y Wi + Wa

son g-submodulos de V.

Diremos que un homomorfismo de g-médulos T : V. — W es un monomorfismo, si

ker(T

) = {0} y es un epimorfismo, si Im(T) = W. Si T es tanto monomorfismo como

epimorfismo, entonces T' se denomina isomorfismo. Dos g-mdédulos V' 'y W son isomorfos,
si existe un isomorfismo 7" : V' — W y escribiremos V ~y W.
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Para cualquier submédulo V; de un g-médulo V', V/V) tiene estructura de g-médulo
por la accién gv = gv para todo g € gy todo v € V/V;. Ademas, la proyeccién candnica
7 :V — V/Vi es un homomorfismo de g-médulos.

La siguiente proposicién resume algunas propiedades basicas de los mdédulos sobre un
algebra de Lie g.

Proposicién 2.2.2.

i. SiT:V — W es un homomorfismo de g-mddulos. Entonces, V/ker(T) ~g Im(T).
Ademas, si Vi es un g-submddulo de V' contenido en ker(T), existe un inico ho-
momorfismo de g-mddulos 1 : V/Vi — W tal que vm =T, donde w : V — V/V;
es la proyeccion candnica.

it. Si Vi y Va son submddulos de un g-mddulo V' tal que Vi C Vi, entonces Vo /V7 es
un g-submodulo de V/Vi. Ademds:

(V/V1) | (Va/ V1) =g V/Va.

1. St V1 y Vo son submddulos de un g-modulo V', entonces existe un isomorfismo
natural:
(Vi +V2)/Vi = Vo / (V1 N Va).

w. Si V,W son g-mddulos, entonces tenemos que:

Hom(V,W) g V* @ W.

Prueba: La prueba de i, 7 y i las omitimos, las cuales se pueden encontrar en [H|
Proposition 1. §2.2].

Probamos iv. Consideramos {vy,...,v,} una base de V. Entonces, {v},..., v} es
una base de V*, donde v}(v;) = d;;. Definimos ¢ : V* @ W — Hom(V, W), dada
por ¢(f @ w)(v) = f(v)w para todo f € V* w € W,v € V. Ademés, consideramos

¢ : Hom(V, W) — V* ® W, dada por ¢(T Zv ® T'(v;) para todo T € Hom(V, W).
i=1

n
Dados T' € Hom(V, W) y v € V, existen escalares \i,..., A, € C tales que v = Z Ai;.
i=1
Por lo tanto:

(o) (T (ZU ® T'(v; ) (v) = Z)\iT(Ui) =T (v).

Asi o = ldHom (Vv\w)-
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n
Por otra parte, si f € V* existen escalares f31,..., 8, € C tales que f = Z,@’jv;‘, de

j=1
donde:

Y(f @ w)) Zﬂj Y(v; @ w)) Z (Zv ® v; (vg)w )—Zﬁj(v;‘@w)—f@w.
j=1

7j=1
Asi ¢¢ = idv*®W.
Adem4ds como:

(g (f@w))(w) =g f@w)(v) +¥(f @gw)(v) = (g f)(v)w+ f(v)gw

por la accién de g tenemos que 9 (g (f ® w))(v) = g (Y(f @ w)(v)) — ¢ (f ® w)(gv), por
lo tanto (g (f ®w))(v) = (9 (f ®w))(v) para todo v € V. Asi ¢ es un isomorfismo de
g-médulos y Hom(V, W) ~; V* @ W. O

Definicién 2.2.3. Un g-mddulo V no nulo se denomina irreducible, si V mno posee
submddulos propios no triviales, es decir, si los unicos g-submddulos de V son 0 y el
mismo V.

Lema 2.2.4 (Lema de Schur). [H, Schur’s Lemma II. §6.1]. Si 'V es un g-mddulo irre-
ducible de dimension finita yT : V — V es un homomorfismo de g-mddulos. Entonces,
existe A € C tal que T = Aidy .

Prueba: Puesto que T es una transformacion lineal sobre C, entonces existe A € C tal
que el subespacio vectorial ker(7"— Aidy) # 0. Afirmamos que W = ker(T" — Aidy) es
un submédulo de V. En efecto, tomemos w € W y g € g, entonces:

T(gw) =gT(w) = g(Aw) = Agw).

Por lo tanto, gw € W y asi W es un g-submoddulo de V' no nulo. Como V es irreducible,
entonces W =V y asi T'(v) = \v para todov € V. O

Definicién 2.2.5. Un g-mddulo V se denomina semisimple o completamente reducible,
si 'V es suma directa de g-submaodulos irreducibles.

Lema 2.2.6. Si V es un g-mddulo de dimension finita. Entonces, V es semisimple si y
solo si cualquier submodulo de V' tiene un complemento.

Prueba: Supongamos que V' es semisimple, es decir, existen g-submddulos irreducibles
S1,...,5,de V talesque V = 51®...®S, y sea W un g-submddulo de V. Consideremos
{Si,...,Si,, } la familia méximal de {S1,...,S5,} tal que W NV, = 0, donde V; =
Si, ® ... ®S;,. Por lo tanto, W N (Vi & Sj) # 0 para todo j & {i1,...,im}. Asi,
(W+Vi)nS; #0y S; CW + Vi, pues S; es irreducible, de donde V =W & V.
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Reciprocamente, si V' es irreducible el resultado es obvio. Supongamos ahora que V'
no es un g-moédulo irreducible y que el resultado es valido para mdédulos de dimensién
més pequena que la dimensiéon de V. Consideremos el conjunto:

S={0#W CV:W es g-submédulo de V'}.

Sea S un elemento de S de dimensién minima, por lo tanto S7 es un g-submédulo
irreducible de V', por hipdtesis S7 posee un complemento, es decir, existe un submédulo
W de V tal que V=85, @ W y dim(W) < dim(V), aplicando la hipétesis inductiva
obtenemos el resultado deseado. [

Nota: No todo g-mdédulo es semisimple sobre un algebra de Lie arbitraria. Si el dlgebra
de Lie es semisimple, entonces todo g-médulo de dimension finita es semisimple. Este
hecho es conocido como el Teorema de Weyl, el cual se puede encontrar en [H, Weyl’s
Theorem II. §6.3].

Teorema 2.2.7 (Teorema de Weyl). Sea g un dlgebra de Lie semisimple, entonces todo
g-modulo de dimension finita es semisimple.

2.3. Moédulos irreducibles de s[(2).

En esta seccién hablaremos sobre los s[(2)-mddulos irreducibles junto con el producto
tensorial de estos, que es una de las herramientas méas importantes a lo largo de este
trabajo.

Consideramos la base estdndar {h,e, f} de sl(2), la cual estd sujeta a las relaciones:

[h,e] =2e, [h,f]==2f, I[e f]=h. (2.3)

Como sl(2) es un algebra de Lie semisimple y h es una matriz diagonal, entonces h
actia diagonalmente en todo s[(2)-médulo de dimensién finita V' ([H, Corollary II. §6.4]).

Es decir:
V=@PW
AeC

con Vy ={v €V :hv=A\v} para todo A € C.
Si V) # 0, denominamos a A un peso de h en V' y V) un espacio peso. La demostracion
del siguiente lema se tiene a partir de las relaciones en la base estdndar de s[(2).

Lema 2.3.1. [H, Lemma II. §7.2]. Siv € V), entonces ev € Vyio y fv € Vy_a.

Cualquier vector no nulo v € V) tal que ev = 0, lo denominaremos vector de peso
mdzimo A. Sea V un sl(2)-mddulo irreducible y consideremos vg € V' un vector de peso
maximo A. Si tomamos v; = % ft vy para i > 0y v_y = 0, entonces las relaciones en la
base estandar de s[(2) implican que:

hv; = ()\—22')1)1-, fvi= (i+1)vi+1, ev; = ()\—i+1)vi_1.
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Por lo anterior v; esté en el espacio propio Vy_o; y el conjunto {v; : i > 0y v; # 0} es
un conjunto linealmente independiente.

Si V es irreducible y de dimensién finita, entonces existe n € NU {0} tal que v,, # 0
Yy Unt1 = 0. De donde, W = span{vg,vi,...,v,} es un sl(2)-submédulo de V. Por lo
tanto, V.= W y {vo,v1,...,v,} es una base de V. Ademds, como v, = 0, entonces
tenemos que:
0=evpt1=(A—n)v,.

Asi, A =n.
Teorema 2.3.2. Sea {h,e, f} la base estandar de s((2).

i. Dado n un entero no negativo. Consideramos V (n) el espacio vectorial de dimen-
sion n+ 1, con base {vy,...,vn}, donde sl(2) actia como:

hvg = (n — 2k)vg,
for=(k+1)vge1 para k <ny fo, =0, (2.4)
evk=Mm+1—k)vg_1 para k >0 y evg = 0.

Entonces, V(n) es un sl(2)-mddulo irreducible.
A V(n) lo denominaremos sl(2)-médulo irreducible de peso maximo n donde el
vector vg es un vector de peso mdzrimo n y v; = %fz vo para todo 0 <1 < n.

i. V(n) ~g2) V(m) siy sdlo sin=m.

iii. Cada sl(2)-mddulo irreducible de dimension finita es isomorfo a un sl(2)-mddulo
irreducible de peso mdzimo n, para algin n € NU{0}.

w. Para cadan € NU{0}, V(n) ~g@) V(n)".

Prueba: La prueba de i, i y iii se puede encontrar en [H, Theorem II. §7.2]. Asi,
probaremos soélo .

Sea {vg,v1,...,v,} labase de V(n) dada en i. Entonces tenemos la base dual {v], ..., v}}
para V(n)* donde v} (v;) = d;; para todo 0 < ¢, < n. Afirmamos que v}, es un vector
de peso méaximo n. En efecto, puesto que (hv})(v;) = —v}(hv;) y hv; = (n — 2i)v; para
todo 0 < i < n, entonces (hv})(vi) = —(n — 2i)v}(v;). Por la definicién de v}, tenemos
que (hv)(v;)) = nvl(v;) para todo 0 < i < n. Asi, hv} = nv}. De manera similar,
tenemos que ev); = 0. Por lo tanto, v} es un vector de peso maximo n en V(n)*, de
donde V(n)* contiene un sl(2)-mdédulo irreducible V'(n) generado por el vector de peso
méximo vy,. Puesto que dim(V'(n)) = dim(V (n)*) = n+1, entonces V (n) >~y V(n)*. O

La representacién asociada a V(n) estd dada por el homomorfismo de algebras de
Lie py, : sl(2) — gl(V(n)), donde las matrices asociadas a la base {vg,v1,...,v,} con
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1 .
v; = = f*vo para cada 0 < i < n son matrices de tamano (n+ 1) x (n+1) de la forma:
il

n 0 0 0 0 n 00
0 n—2 0 0 0 0 00
pn(h) = | - : : ; pn(e) = : R I
0 0 2—-n 0 0 0 0 1
0 0 0 -n 0 0 00
00 0
10 0
pn(f) = : :
00 0
0 0 0
Para simplificar la forma matricial de p,,, escribiremos las matrices:
nh ne 0 0 0
f (n—=2h (n—1e 0 0
0 2f n—4)h 0 0
A(hse, f) = . = (2.5)
0 0 0 (2—n)h e
0 0 0 nf —nh
Donde pn(h) = A(1,0,0), pn(e) = A(0,1,0) y pn(f) — A(0,0,1).
Ejemplos 2.3.3.
4h 4e 0 0 0
2h 2¢ O 3fh ?;Le 206 8 f 2h 3¢ O 0
f 0 e 0 2f —h e 0 2f 0 2e 0
0 2f —2h 0 0 3f —3h 0 0 3f —2h e
0 0 0 4f —4hn

Si consideramos la base {uvf, v, ...

,vn}, donde v = v y v* = f*ug; las relaciones

que cumple esta base con la base estdndar de s[(2) son:

hol' =

) (Tl - 21)1)2"7
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Las matrices asociadas a esta base son de la forma:

nh ne 0 0 0 0
f (n—=2)h 2(n—1)e 0 0 0
0 f (n—4)h 0 0 0
Blh,e. ) = ' - (2.6
0 0 0 (4—n)h 2(n—1)e 0
0 0 0 f (2—n)h  ne
0 0 0 0 ¥ —nh
Donde p,(h) = B(1,0,0), pn(e) = B(0,1,0) y pn(f) = B(0,0,1).
Ejemplos 2.3.4.
4h 4e 0 0 0
2h 2e¢ 0 3fh :if fe 8 f 2h 6e O 0
Fo0 2 0 fon 3 0O f 0 6e 0
0 f —2h o 0 f _;h 0 0 f —2h de
0 0 0 [ —4h

Como vimos en el Ejemplo si V'y W son sl(2)-médulos, entonces V @ W es un
s[(2)-moédulo. Puesto que s(2) es semisimple, entonces por el Teorema de Weyl (Teorema
2.2.7) tenemos que V' ® W es semisimple. En particular, si tomamos V =V (n) y W =
V(m).

Uno de los resultados que més usaremos en este trabajo es el Teorema de Clebsch-
Gordan que nos da la descomposicién del producto tensorial V(n) ® V(m) como sl(2)-
modulo.

Teorema 2.3.5 (Teorema de Clebsch-Gordan).

Sean V(n) y V(m) sl(2)-mddulos irreducibles de peso mdximo n y m respectivamente.

FEntonces:
man{n,m}

@ V(n+m —2k).

k=0

V(n) @ V(m) =)

Prueba: Consideramos las bases {vg, v, ..., v} y {vg, o]",...,vp} de V(n) y V(m)
respectivamente, donde vj es un vector de peso maximo n de V(n) y vy es un vector de
peso maximo m de V(m). Ademds, se cumple que v} = f'vf y vt = f?vg* para todo
0<i<nytodo0<j<m.

Sabemos que V' (n) @ V/(m) tiene por base {v;'®@v7" : 0 <i <ny 0 <j <m}. Fijemos
0 < k < min{n,m}. Para todo 0 < r < k, tenemos que v;’ ® vt # 0y cumplen con:

h(vp @vi',) = (n+m-—2k)v @vp",. (2.7)
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Ademas, tenemos que:
e (0 ®V,) = T+ 1= 1)y @, + (k—r)(m+1— (k=)o @, . (2.8)
En particular,
e (o ® V) = k(m+1— k)W @ty y e @) = k(n+1— k) vj_, @ off

Definimos el vector:

- ()
D I G D e = R
r=0 ( n—r )

Afirmamos que vg’m’"er_% es un vector de peso méximo n+m — 2k en V(n) @ V(m)

para todo 0 < k£ < min{n, m}. En efecto, como cada vector v’ @v}" . tiene peso n+m—2k

por (2.7), entonces vg’m’"+m_2k tiene peso n+m — 2k. Por lo tanto, es suficiente mostrar

—2k
que evg’m’n+m = 0. Puesto que:

n,m,n+m—2k _ i(_l)r (l:)r(n - (T - 1))

. e N GO
k k
E—r)(m—(k—r—1
+ (_1)7’ (r)( )((nerEc) ))U;L ® /U;:L_T_ly
r=0 n—r

por ([2.8]), aplicando propiedades de las combinatorias y teniendo en cuenta que v, =
v™ = 0 tenemos:

k—1 k _ _ _
e Ug,m,nerka _ Z(_l)r_H (r) (]f T)((Z:;i) (k 7")) UZ} ® UlT—r—l
r=0 n-—r

= LBkl (k=)
(n—i—m—k)

n—r

n m
Uy ® Vg—p—1-

—92 —2
Por lo tanto, e vy ™" ¥ =0, de donde los vectores g™ * son vectores de

peso maximo n + m — 2k en V(n) ® V(m) y estos generan sl(2)-médulos irreducibles
V(n+m—2k) en V(n)® V(m). Asi:

min{n,m}
B vin+m-2k)CcVin)eVim).
k=0
Por otro lado, como:
min{n,m}
dim | @ Vn+m=-2k) | =@n+1)(m+1)=dm(V(n) @ V(m)),
k=0

entonces tenemos la igualdad en la contenencia anterior. [

38



Nota 2.3.6. Si V(p) es un sl(2)-moédulo irreducible que aparece en la descomposicién
de V(n) ® V(m), existe 0 < k < min{n, m} tal que p =n + m — 2k. Denotaremos z,"
en lugar de k.

Ademas como vimos en la demostracién del Teorema, los vectores Ug R T

vectores de peso maximo n+m — 2z, para todo 0 < ;""" < min{n, m}. Denotaremos

n,m n,m
n,m,p __ T (:EMT' ) _ T (aj“’r ) n,m .
por A, =(-1) e = (—1) T para todo 0 <r < x,”". Por lo tanto:
(") (")
xﬁ’m
vy = Z ARyt @ ’U:f'rz,m_r.
r=0
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3 Representaciones de algebras de Lie no
semisimples.

En el capitulo anterior dimos la nocién de médulo irreducible sobre un algebra de Lie
arbitraria. Cuando el algebra de Lie es semisimple, el Teorema de Weyl nos garantiza
que todo médulo de dimension finita es suma directa de submddulos irreducibles. Pero
esto en general no es cierto, lo que motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.0.1. Sea g un dlgebra de Lie. Un g-mddulo V' se denomina indescompo-
nible, si no existen g-maodulos no triviales Vi y Vo tales que V =V, @ V.

En el caso de algebras de Lie simples, la clasificacién de los médulos indescomponibles
de dimensién finita estd dada por los pesos dominantes del algebra. Como es el caso del
algebra de Lie sl(2) visto en

3.1. Mddulos uniseriales sobre algebras de Lie perfectas.

Todos los resultados de esta seccidn excepto el Teorema y la Proposicién
se pueden encontrar en [CS]. Nuestro interés en esta seccién es estudiar los g-médulos
uniseriales de dimensién finita sobre dlgebras de Lie perfectas.

Sea g un algebra de Lie. Una serie de composicion de un g-moédulo V' de longitud n,
es una sucesion creciente de g-submodulos de V:

0O=WwcWc..cV,=V

tal que V;/V;_1, denominados factores de composicién, son g-médulos irreducibles para
todo 1 < i < n. El siguiente resultado muestra que dadas dos series de composicién de
un g-mddulo, sus longitudes son iguales.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Jordan-Hélder). Si0=Vy Cc Vi C...CV,=V y0=
WoC Wy C...CW,, =V son dos series de composicion de un g-mddulo de dimension
finita V', entonces n = m y existe una permutacion o tal que Wjp1/Wj =4 Vo (5)11/Vo(j)-

Prueba: Si n = 0, entonces V' =0 y por lo tanto m = 0.
Supongamos que n > 0 y que el resultado se cumple para longitud n — 1. Consideramos
la sucesién de submédulos de V:

o=WwWonV,_scwinvV,1Cc...CcWpnNVp_1=V,1=Wo+V,_1 C
Wi+Vp1C...CWp+ V1 =V,
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Para j < m existe una sucesién exacta:

Wit N Vpa o Wi R Wit + Vi

0—
W; N Vi W Wi+ Vo

Wit

Como es irreducible, entonces

J
Wj+1 N Vin_1 - Wj+1 o bien Wj+1 - Wj+1 + Vo1
Wj N Vp_1 o Wj Wj B Wj + Vo1 ’

y el otro cociente es cero. Ademds como V,,/V,,_1 es irreducible, existe exactamente un
t<mtalque Vo1 =W; + Vo1 C Wi+ Vi1 =V, Asi Vn/Vn—l ~ Wi+l/Wi y

0=WonVyrCcWinVp1 C...CWnNVu1 =WiiNV1 C .. CWiNV1 = Vg

es una serie de composiciéon de V,,—;. Por hipdtesis tenemos que m — 1 =n — 1 y existe
una funcién biyectiva o’ del conjunto {0,1,...,i—1,i+1,...,m—1} en {0,1,...,n—2}
tal que Wy 1/Wj =~ Vyi(jy41/Vor(;) para todo j # i. Asi tomamos o(j) =o'(j) sij#iy
o(1) = n — 1, obteniendo el resultado. [J

Este resultado junto con su prueba son iguales a la dada en [DK| Pdg. 19], para alge-
bras asociativas con unidad. La razén de esto, es que todo g-médulo es un U(g)-médulo,
donde U(g) es la envolvente universal de g, definida en §2.1, El reciproco también es
valido.

Ademas, el Teorema de Jordan-Holder muestra que todas las series de composicién
tienen la misma longitud. Por lo tanto, diremos que un g-médulo V' tiene longitud n, si
todas las series de composicién tienen longitud n.

Lema 3.1.2. [CS, Lemma 2.6. §2]. Si W es un subespacio de V, sea W° = {f € V* :
f(W) = 0}. Entonces, la asignacion W — WO es una biyeccion de los g-submddulos de
V' con los g-submddulos de V*. Ademds, si U C W son g-submddulos de V', entonces
UY/WO oy (W/U)* via f+ WO — f, donde flw + U) = f(w). En particular, si 0 =
VoCcViC...CV,=1V esuna serie de composicion de V, con factores de composicion
Xi,...,X,, entonces 0 = Vn0 C...C Vlo - VOO = V* es una serie de composicion de
V*, con factores de composicion isomorfos a X, ..., X{.

Prueba: Dado W un g-submédulo de V, afirmamos que W? es un g-submédulo de V*.
En efecto, W9 es no vacio pues 0 € W*. Ademas, si f,h € W, entonces f(w) = h(w) =0
para todo w € W. Asi, (f + h)(w) = f(w) + h(w) = 0 para todo w € W, por lo tanto
f+heWwo.

Sigecgy fe WY entonces (g f)(w) = —f(gw) = 0 para todo w € W. Por lo tanto,
gf € W%y ast WO es un g-submédulo de V*.

Si U es un g-submédulo de V*, definimos U+ = {v € V : f(v) = 0 para todo f € U}.
Afirmamos que U™ es un g-submédulo de V. En efecto, UL no es vacio pues 0 € U™+,
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Ademés, si u,v € U™, entonces f(u) = f(v) = 0 para todo f € U. De donde, f(u+v) =0
para todo f € U y asi u+v € U™L.

Sigegyue U, entonces f(gu) = —(gf)(u) = 0 para todo f € U. Por lo tanto,
gu € ULt y Ut es un g-submédulo de V.

Puesto que V tiene dimensién finita, se puede mostrar ficilmente que (W%)+ =W y
(UH)? = U para W y U g-submédulos de V y V* respectivamente. [

Puesto que la suma directa de dos g-submédulos semisimples de un g-médulo es tam-
bién semisimple, entonces todo g-modulo posee un tnico g-submédulo maximal semi-
simple. Esto da cabida a dar la siguente definicién.

Definicién 3.1.3. Sea V' un g-mddulo, el zécalo de V es el inico g-submddulo maximal
semisimple de V' y lo denotaremos por soc(V).

Las siguientes propiedades son claras de la definicién:
1. Si V es un g-médulo semisimple, entonces V = soc(V).

2. Cualquier g-submédulo irreducible de un g-médulo V' estd contenido en el zdcalo
de V.

3. Si W es un g-submoédulo no nulo de un g-médulo V', entonces soc(V) N W # 0.
4. SiT:V — W es un homomorfismo de g-mddulos, entonces T'(soc(V')) C soc(W).

5.81 T : V. — V es un homomorfismo de g-médulos y A € C, V), = {v € V :
T'(v) = Av} es un g-submédulo de V. Por lo tanto, si A es un valor propio de un
homomorfismo de g-médulos T, entonces soc(V) NV # 0. Asi, todo valor propio
de T es un valor propio de T]SOC(V).

Nota 3.1.4. Por el Lema [3.1.2] podemos definir el radical de V' como:
rad(V) = {v € V : a(v) = 0 para todo « € soc(V™*)}.
Es decir, rad(V) = soc(V*)* y soc(V) = rad(V*)°.
Algunas propiedades del radical son:
1. rad(V) es la interseccién de todos los submédulos maximales de V.
2. SiT:V — W es un homomorfismo de g-médulos, entonces T'(rad(V')) C rad(W).

De lo anterior, tenemos que tanto el zécalo como el radical de un g-mddulo son
submaddulos preservados por todo homomorfismo de g-mddulos.
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Definicién 3.1.5. La serie de zécalo de un g-mddulo V' de dimension finita, es la
sucesion creciente:

0= s0c®(V) C soc'(V) C...C soc™(V) =V

donde soc'(V))/soc =1 (V) = soc(V/soct=1(V)) para todo 1 < i < m.
Los cocientes soc'(V)/soct =1 (V) se denominan factores de zécalo de V.

Como soc(V/soc?~1(V)) es tinico en la definicién anterior para cada 1 < i < m.
Podemos definir la longitud de la serie de zdécalo de un g-médulo V, como lz(V') = m.
De manera semejante se define la serie del radical de un g-mddulo V', como la sucesion
decreciente:

V =rad’(V) Drad (V) > ... D rad®(V) D rad" (V) =0

donde rad"™ (V') = rad (rad’(V)) para todo 1 < i < n. La longitud de la serie radical de
un g-modulo V es ir(V) = n.

Un resultado importante en la Teoria de Representaciones de médulos sobre algebras
asociativas con unidad es que las longitudes de la serie de zdécalo y la longitud de la
serie radical coinciden. Esto lo resumimos en la siguiente proposicion la cual se puede
encontrar en [Al Proposition 1.3. §V.1].

Proposicién 3.1.6. Sea V un mddulo de dimension finita sobre un dlgebra asociativa
con unidad, entonces lz(V) = Ir(V).

Puesto que todo g-médulo de dimensién finita es un U(g)-mdédulo de dimensién finita,
la proposiciéon anterior es valida para g-mddulos.

Definicién 3.1.7. Un g-mddulo V' se denomina uniserial, si el conjunto de g-submaodulos
de V estd totalmente ordenado por inclusion.

De la definicién anterior se tiene que un g-médulo V es uniserial si y sélo si la serie
de zécalo es una serie de composicion, que a su vez es equivalente a que la serie radical
sea una serie de composicién de V.

Definicién 3.1.8. Un dlgebra de Lie g se denomina perfecta, si g es igual a su dlgebra
derivada, es decir, g = [g, g].

De la definicién anterior tenemos que un algebra de Lie g es perfecta si y sélo si su
radical soluble v coincide con [g, t].

Ejemplos 3.1.9.

1. Toda dlgebra de Lie semisimple es un dlgebra de Lie perfecta.
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2. Consideremos el élgebra de Lie g con descomposicién de Levi g = sl(2) x V(m),
donde V(m) es un s[(2)-médulo irreducible de peso méximo m, esta algebra de
Lie estd sujeta a las relaciones sobre la base estandar {h,e, f} de sl(2) y la base

{eg,€1,...,em} de V(m) donde e; = a feo para todo 0 < i < m:
[, ei] = (m — 2i) e, le;ei] = (m — (i — 1)) ei, (3.1)
[f.eil = (i + 1) eiva, lei, €] =0,

para todo 0 < 4,7 < m, con e_; = 0 = e,,,4+1. Puesto que una base para V(m)
es {eg,€1,...,em} y como se muestra en las relaciones (3.1]), tenemos que e; €
[g, V(m)] para todo 0 < i < m. Por lo tanto, V(m) C [g,V(m)]. Ademds, como
V(m) es un ideal de g, entonces [g, V(m)] C V(m). Asi, V(m) = [g,V(m)] y g es
un algebra de Lie perfecta.

3. Consideremos ahora el dlgebra de Lie g con descomposicién de Levi g = s[(2) x b,
donde b, es el dlgebra de Heisenberg de dimensién 2n + 1. La cual estd dada por
las relaciones sobre la base canénica {h,e, f} de s((2), la base {eg,e1,...,en} de

1 .
V(m) donde e; = — f* eg para todo 0 < i < m, {z} la base de V(0):
i!

7

[h, &) = (m — 2i) e, h,2] =0,  [ei,em—i] = (—1) <m> ,

le,eil =(m—(i—1))ei—1, [e,2] =0, [es,ej]=0conj#m—i, (3.2)
[f?e’i] :(i+1)ei+l7 [f,Z] =0 [eiaz] :Oa

para todo 0 <i<m,cone_; =0=enyi.

De manera similar al ejemplo anterior, las relaciones descritas para g = sl(2) X b,
nos muestran que los elementos de la base {eg,e1,...,en, 2} estan en [g, h,]. Por
lo tanto, b, = [g, h,] v asi g es un élgebra de Lie perfecta.

Lema 3.1.10. [CS, Lemma 2.1. §2] Sea g un dlgebra de Lie perfecta. Entonces el radical
t anula a todos los g-modulos irreducibles de dimension finita.

Prueba: Consideremos V' un g-mdédulo irreducible de dimension finita.

Puesto que t es soluble, por el Teorema de Lie existe una transformacion lineal A : v — C
tal que W = {v € V : r-v = A(r)v para todo r € t} # 0. Como t es un ideal de g, enton-
ces W es un g-submdédulo de V', por lo tanto V' = W. Ademas, tr(r) = A(r)dim(V') para
todo r € v, pero tr(r) = 0 pues v = [g, t] al ser g perfecta. Por lo tanto, 0 = A(r) dim(V)
y asi A(r) =0 para todo r € v. O

Nota 3.1.11. Si V es un g-médulo irreducible, con g un algebra de Lie perfecta, entonces
V' es un s-médulo irreducible y por el Lema |3.1.10} v actda trivialmente en V.
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Consideremos una serie de composicion de un g-médulo V:
0=WwcWicVc...cV,=V. (3.3)

Es decir, cada V; es un g-submédulo de V' y V;/V;_1 son g-médulos irreducibles para
cada 1 < ¢ < n. Puesto que los V; también son s-moédulos, entonces por el Teorema de
Weyl a (3.3) la podemos escribir como:

0o=WocCcWicWieWycCc..cWieWoed..eaW,=V
con V; = Wiy @ ... 0 W; donde los W; son s-mddulos que cumplen con lo siguiente:

1. Cada W; es un s-médulo irreducible.

2. Vi/Vie1 ~5 W

Definicién 3.1.12. Sea g un dlgebra de Lie con descomposicion de Levi g = s X t,
donde v es el radical soluble de g. Diremos que la sucesion de s-modulos irreducibles
Wi, Wa, ..., W, es una sucesién admisible, si existe un g-modulo uniserial V' tal que
V=W oWed...0 W, ysoct(V)/soc L (V) ~; W; para todo i.

Si g es un algebra de Lie perfecta con radical soluble ty V =, W1 Wy b ... W,
es como en la definicién anterior, entonces por el Lema [3.1.10| tenemos que t - W; C
Wie...eW;_1.

Nota 3.1.13. Por el Lema si V es un g-moédulo uniserial al cual se le asocia la
sucesion admisible Wy, Wo, ..., W,,, entonces V* también es un g-mddulo uniserial con

sucesion admisible W, ... W,

Consideremos ahora una representacién de g, T : g — gl(V)) y B una base de V. Si
d = dim(V'). Por Mp : g — gl(d), denotamos la correspondiente representacién matricial
de T

Por una s-base de tipo 1 de V, la entenderemos como una base de la forma B =
B U...U B, donde cada B; es una base del s-submddulo W; de V tal que:

O=WocCcWiCcWieWeC...CW1dWo...060W, =V (3.4)

es la serie de zécalo de V, es decir, soc’ (V) = Wy @ ... ® W; para todo 1 < i < n.
Igualmente, definimos una s-base de tipo 2, si (3.4)) es una serie de composicién de V.

Si B = B1U...U B, es cualquier s-base de un g-moédulo V', con B; una base fija de
W; como en (3.4). Entonces, Mp(z) es una matriz dividida en n x n bloques para todo
x € g. Donde el bloque (7, j) corresponde a los coeficientes de la imagen de la base B;
de W; por medio de la representacién 7" en la base B;.

Consideremos un algebra de Lie perfecta con descomposicién de Levi g = s X t, en-

tonces tenemos el siguiente corolario del Lema [3.1.10} el cual se puede encontrar en |CS|
Corollary 2.2. §2].
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Corolario 3.1.14. Si B es cualquier s-base de V', entonces Mp(s) vista en bloques es
diagonal y Mp(r) es una matriz estrictamente triangular superior por bloques, para todo
s €s ytodorer.

En otras palabras, si V=W ® ... ® W, como en . Entonces, para todo s € s y
todo r € ¢, tenemos que T(s)(W;) CW; y T(r)(W;) CW1 @ ... W;_1 para 1 <i <n.

Este corolario nos permite demostrar el siguiente lema:

Lema 3.1.15. [CS, Lemma 2.3. §2/. Si B es una s-base de tipo 1 de un g-mddulo V.
Entonces, ninguno de los blogques en la primera superdiagonal de Mp(r) es idénticamente
cero para todo r € t.

Es decir, el blogue (i,i + 1) de Mp(r) no es idénticamente cero para todo r € v y todo
1<i<n-1.

Prueba: Sean B, Wy,...,W,, como en (3.4). Supongamos que el bloque (i,7 + 1) de
Mp(r) es idénticamente cero. Por el Corolario [3.1.14] tenemos que:

Im(Mp(r)|lwye..aw;) CW1 & ... 0 W2

o equivalentemente t - soc’(V) C soc?2(V) para todo r € . Puesto que W; C soc'(V),
entonces:

g- (soc (V)@ W;) C soc' 3(V) @ W,

de donde soc*=2(V) @ W; es un submédulo de soc!(V). Ademéds tenemos los isomorfismos
soc!2(V) @ W; /soct=2(V) ~5 W; y soct =1 (V) /soc'=2(V') ~5 W;_1 los cuales tienen inter-
secci6n trivial. Esto es absurdo puesto que soc'™ (V) /soc'%(V) = soc (V/soc'2(V)) . O

Este resultado permite caracterizar la forma matricial que tienen los g-mddulos uni-
seriales.

Teorema 3.1.16. [CS, Theorem 2.4. §2]. Un g-mddulo V' es uniserial si y sélo si dada
cualquier s-base de tipo 2 ninguno de los bloques en la primera superdiagonal de Mp(t)
es idénticamente cero. Si g es perfecta y existe una s-base de tipo 2 tal que ninguno de
los bloques en la primera superdiagonal es idénticamente cero, entonces V es uniserial.

Prueba: Si V es uniserial, entonces toda s-base B de tipo 2 es de tipo 1 y por el Lema
3.1.15| se tiene la primera implicacion.

Reciprocamente, supongamos que V no es uniserial, entonces existe ¢ en la serie de
zécalo tal que soc!(V)/soc™ (V) no es irreducible. Por lo tanto existen V; y V2 submédu-
los de V tales que soc Y(V) € Vi € Vo C soci(V), Vi/soc'=1(V) es irreducible y
Va/Vi =g (Va/soc™Y(V))/(Vi/soct=1(V)) es irreducible. Como Vi C Va, entonces existe
un s-médulo no nulo W tal que Vo =; Vi @ W. Pero Vo/V; es irreducible, de donde t
actia de forma escalar sobre Vo/V; y por lo tanto v actiia de forma escalar sobre W.
Esto muestra que W es un g-submédulo y que para cualquier serie de composicién que
contenga a Vi y Va se tendria que Mp(t) tiene un bloque idénticamente cero, lo que
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contradice nuestro supuesto.

Supongamos ahora que g es perfecta y sea B una s-base de tipo 2 tal que ninguno
de los bloques en la primera superdiagonal de Mp(t) es idénticamente cero. Como se
indicé antes, B da lugar a una serie de s-modulos W1, Wy, ..., W, tal que es una
serie de composicion de V. Definimos los g-submédulos de V', V; = W1 @ ... & W; para
cada 1 < ¢ < n. Veamos que en efecto es la serie del zécalo. Argumentamos por
induccién, es suficiente mostrar que soc(V) = Wj. Sea U un g-submédulo no nulo de V.
Como U NV # 0, existe 1 < j < n (el més pequeno de todos) tal que U NV; # 0. Si
j =1, por la irreducibilidad de V7, se tiene que V4, = W7 y asi W7 C U.

Supongamos que 1 < j < n. Por la definicién de j, existe v € V; N U, por lo tanto
J

U= Zwi con w; € W; para 1 <14 < j, ademds w; # 0. Como g es perfecta, v-w; =0
i=1
entonces:
J
ru = eri para todo r € t.
=2
De donde ru € V;_1 para todo r € t. Por la definicién de j, ru = 0 para todo r € t lo
cual implica que tw; C V;_s.
Sea T'={v € V;/Vj_o : v = 0 para todo r € t}, como w; € T entonces T # 0. Ademds
como t es un ideal de g, tenemos que 7' es un g-submddulo de V;/V;_5. Por lo tanto
W;+V;_oCTyasit-W; CV;_3locual es absurdo. []

3.2. Clasificacion de sl(2) x V(m)-médulos uniseriales.

Todos los resultados en esta seccién se pueden encontrar en [CS].

Fijamos el dlgebra de Lie g = s[(2) x V(m) donde V' (m) es el sl(2)-médulo irreducible
de peso maximo m > 1, ademds tomamos la base de g dada por {h,e, f,eg,€1,...,em}
que cumple con las relaciones (3.1]).

Dado a un entero no negativo, consideramos la matriz H(a) la cual es una matriz
diagonal de tamano (a+ 1) x (a + 1) que consta de los elementos a,a —2,...,2 —a, —a
en su diagonal. Para a = 0 tomamos F'(a) = FE(a) =0, si a > 0 definimos F'(a) como la
matriz que en su primera diagonal inferior consta de los elementos a,a —1,...,1y E(a)
como la matriz en donde su primera diagonal superior consta de los elementos 1,2, ..., a.

Consideremos ahora las m + 1 matrices rectangulares Wy(a), Wi(a),..., Wy (a), de
tamanos (a + 1) X (a + m + 1), donde Wj(a) = (0(a+1)x(m_,~)|Ia+1\0(a+1)xi), de esta

manera podemos definir las matrices E;(a) = (—1)" (")) Wi(a) para 0 < i < m.
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Para ¢ > 0 consideramos las matrices por bloques:

H(a,l)= H(a)®H(a+m)®...® H(a+{lm),
E(a,l)= E(a)®E(a+m)®...® E(a+tm),
F(a,l)= F(a)®F(a+m)®...® F(a+{m),

junto con las matrices FEj(a,?), las cuales son matrices por bloques donde todos los
bloques son iguales a cero, excepto si £ > 1 donde los bloques en la primera superdiagonal
se constituyen por las matrices F;(a), E;(a +m),..., Ei(a+ ({ — 1)m).

Ejemplos 3.2.1. Consideramos m = 1:

20 0/00 0 O 020[0000

00 000 0 0 00 1(00 00

00 —-2/00 0 0 000[000O0
H21)=|00 0|30 0 0 |,E21)=|000/030 0|,

00 001 0 0 000[0020

00 0[00 -1 0 000[0 001

00 0[00 0 -3 000[000O0

00 0/0 000 000[0100

10 0[0 000 000[0010

02 0/0 000 000[00O0°1
F2,1)=| 00 0[0 0 0 0 |,E@1)=|000/000o0]

00 0/1 000 000[000O

00 0/0 200 000[000O0

00 0/00 30 00 0[000O0

000[-1 0 0 0

000[0 -1 0 0

000[0 0 —-10
Ex21)| 00 0/0 0 0 0

000[0 0 0 0

000[0 0 0 0

000[0 0 0 0

Lema 3.2.2. [CS, Lemma 5.1 85]. La aplicacion h — H(a,l), e — E(a,?), f — F(a,{),
ei — Ei(a,l) para todo 0 < i < m, define una representacion matricial de g que corres-
ponde a un mddulo uniserial con sucesion admisible V(a),V(a+m),...,V(a+ fm).

Prueba: Como H(a, (), E(a,!)y F(a,t) satisfacen las relaciones en (3.1]) tenemos que la
aplicaciéon h — H(a,¥), e — E(a,l) y f — F(a,f) define una representacién matricial de
5[(2), cuyo sl(2)-mdédulo asociado se descompone como V(a)®V (a+m)&...&V (a+4Im).
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Dado un nimero entero no negativo b, cosideramos U;(b) la matriz particionada en 4
bloques, en donde la entrada (1,2) esta la matriz W;(b) y todos los demés bloques 0. Se
puede mostrar directamente que se cumplen las siguientes relaciones:

[H(b) ® H(b+m),Uy(b)] = mUy(b),
[E() © E(b+m),Up(b)] = 0,
[F(b)® F(b+m),U;(b)] = (m —i)U;41(b).
Asi Up(b), Ui (D), ..., Un(b) forman una base para el s[(2)-médulo Sy, isomorfo a V(m).

Ademés tenemos que + f* Up(b) = (—1)*("7)U;(b) para 0 < i < m es una base de Sj, sobre
la cual h,e, f actia como en ({3.1]). Tenemos que:

[H(a,?),Ei(a,l)] = [H(a)® H(a+m),Us(a)|® ... [H(a+ (¢ —1)m) ® H(a+Lm),Us(a+ (£ — 1)m)],
[E(a,?),Ei(a,0)] = [E(a) ® E(a+m),Ui(a)] & ... ® [E(a+ (£ —1)m) & E(a + tm),Ui(a + (£ — 1)m)],
[F(a,0),Ei(a,0)] =[F(a) ® Fa+m),Us(a)] ® ... ® [Fla+ (¢ —1)m) & F(a+¢m),Us(a+ (£ — 1)m)]

De donde:

-

[H(a,!), Eyg(a,l)] =mEy(a,l)
[E(CL, )7 Eo(a7€)] =0
[F(a7 )7Ei(a7€)] =(m — i)Ei+1(a7£)

Por lo tanto, Ey(a,?),..., Ep(a,?) es una base de un sl(2)-médulo, en el cual actian

H(a,?),E(a,l), F(a,f) como en (3.1)).

Faltaria probar que [E;(a,?), E;(a,f)] = 0 para todo 0 < i, < m; por la forma como
actian e, f sobre Ey(a,?),..., En(a,l), es suficiente verificar que [Ey(a,¥), Epn(a, )] =0,
reduciendo el caso ademas al caso £ = 2 pero esto es:

0 Ep(a) 0 Ena) _0
0 0 "\ 0 0 o
lo cual es inmediato.

Asi tenemos una representacién matricial de un g-médulo con factores del zécalo V' (a), ..., V(a+
/m). O

Nota 3.2.3. Al sl(2) x V(m)-médulo asociado a la representacion matricial dada en

el Lema lo denominaremos Z(a, /), el cual tiene sucesién admisible V(a),V(a +

m),...,V(a+ ¢m). La representacién matricial dada en el lema anterior, corresponde
14

a la base B’ = U Bi, donde B; es la base de V(a4 im) que cumple con las relaciones
i=0
dadas en el Teorema para cada 0 <1 < /.

Damos los siguientes ejemplos para la visualizacién de estos sl(2) x V(m)-médulos
uniseriales tomando m = 1, usando la notacién dada en la ecuacién (2.5), aunque en
este caso consideramos la matriz A(h, e, f, e, e1).
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Z(0,1) Z(1,1) Z(2,1)
2h  2e 0 —e1 eo 0 0
h e —eq €o 0 f 0 e 0 —e1 €o 0
0] —e1 eo f -h 0 —e1 € 0 2f —2h 0 0 —eq eo
h e 2h 2e 0 3h 3e 0 0
f —h f 0 e f h 2e 0
0 2f —2h 0 2f —h e
0 0 3f -3h

De la Nota [3.1.13| junto con el Teorema anterior tenemos que Z(a,f)* es un g-médulo

uniserial con sucesién admisible V'(a + ¢m), ..

Usando la accién de g sobre Z(a, ¢)*

L Vi(a).

, tenemos los siguientes ejemplos:

7(0,1)* Z(1,1)* 7(2,1)*

3h 3¢ 0 0 3eo 0 0

2h  2e 0 2eo 0 f h 2e 0 e 2eo 0

h e eo f 0 e el eo 0 2f -—h e 0 2eq €o
f —h|e 0 2f —2h| 0 2 0 0 3f —3h| 0 0 3e
| 0 h e 2h 2 0

‘ b —h b 0 e
0 2f —2h

Puesto que la sucesién admisible de Z(a,?) es V(a),...
admisible de Z(a,?)* es V(a + ¢m), ...
y soélo si £ = 0.

Con estos g-médulos uniseriales, damos el Teorema de Clasificacién de los s[(2) x V (m)-
modulos uniseriales, el cual se encuentra en [CS, Theorem 10.1. §10], este se presenta
por medio de las sucesiones admisibles de los médulos uniseriales.

,V(a 4+ ¢m) y la sucesién
,V(a), entonces Z(a,?) es isomorfo a Z(a,?)* si

Teorema 3.2.4. Sea g = sl(2) x V(m) donde m > 1. Entonces, salvo el orden contrario,
las siguientes son las unicas sucesiones admisibles de g:

t=1. V(a).
t=2. V(a),V(b), dondea+b=m (mod2) y0<b—a<m<a+b.
t=3. V(a),V(ia+m),V(a+2m); o
V(0),V(m),V(c), donde c =2m (mod 4) y ¢ < 2m.
t=4. V(a),V(a+m),V(a+2m),V(a+3m); o
V(0),V(m),V(m),V(0), donde m =0 (mod 4).
¢>5. V(a),V(ia+m),...,V(a+ sm) para s > 4

Cada una de estas sucesiones de irreducibles ocurre en una y solo una clase de isomor-
fismo de g-modulos uniseriales, excepto el caso V(0),V(m),V(m),V(0), m =0 méd 4.
Las clases de isomorfismos de g-mddulos uniseriales asociadas a esta sucesion estdn
parametrizadas por los numeros complejos.
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3.3. Algebras asociativas versus algebras de Lie.

Las definiciones y ejemplos en esta seccion sobre dlgebras Asociativas fueron sacadas
de [A], al igual que de [ARS].

Consideremos A un algebra asociativa con unidad de dimensién finita. Un conjunto
{e1,...,en} de elementos de A se denomina un conjunto de idempotentes ortogonales
primitivos de A, si cumple con las siguientes condiciones:

i. (Idempotencia) Cada e; es idempotente, es decir, e? = ¢; para todo 1 < i < n.
ii. (Ortogonalidad) e;e; = 0 para todo 1 <i,j <n con i # j.

iii. (Primitivo) Cada e; no puede ser escrito como suma de dos o més idempotentes
ortogonales no nulos.

iv. 1=e1+...+te,.
Esto nos permite descomponer al dlgebra A vista como A-moédulo derecho como:
A= AD... e, A

donde cada e; A es un A-moédulo derecho indescomponible, puesto que cada e; es primi-
tivo.

Definicién 3.3.1. Un dlgebra asociativa con unidad A se denomina indescomponible,
510 y 1 son los unicos idempotentes centrales de A, donde un idempotente e se denomina
central, si ea = ae para todo a € A.

Si A es un algebra asociativa de dimensién finita la dotamos de estructura de A-médulo
derecho, entonces A admite una descomposiciéon en suma directa A = P;®...$ P,, donde

Py, ..., P, son ideales derechos indescomponibles de A. Por lo tanto, paracadal <i¢ <n
existen e; € P; tales que 1 = e1+...+e,, puesto que los e; = ere;+...+ejej+...+ene;
para 1 < j < n, entonces e; = d;je;e; y por lo tanto los e;’s son idempotentes y
ortogonales. Ademaés, como P; es indescomponible tenemos que los e;’s son primitivos y
por lo tanto P; = ¢;A para 1 < i < n. Asi, el conjunto {ej,...,e,} es un conjunto de
idempotentes ortogonales de A.

Reciprocamente, si A = e A® ... D e, A, donde {e1,...,e,} es un conjunto de idem-

potentes primitivos ortogonales, entonces los A-moédulos derechos e; A son proyectivos
indescomponibles para todo 1 < i < n. Puesto que la descomposicién de A es tnica
salvo permutaciones, tenemos que los conjuntos de idempotentes primitivos ortogonales
son unicos salvo permutaciones.

Si A es un algebra asociativa, tenemos el dlgebra opuesta A°P la cual como conjunto
coincide con A y tiene por producto a -,, b = ba para todo a,b € A.

Ademas, tenemos que {eq, ..., e,} es un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos
de A siy sélo si {eq,...,e,} es un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos de
A°P,
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Ejemplos 3.3.2. Consideremos el dlgebra asociativa

ail a2 a3
A= 0 a2 O D a11,0a12,013,a22,a33 € C
0 0 ass

Entonces un conjunto de idempotentes primitivos ortogonales de A es:

1 00 0 00 0 00
e1 = 00 0], e= 010 y e3 = 0 00
0 00 0 0O 0 01
Ademas, tenemos que:
aip a2
€1A: 0 0 0 :CL11,CL12,CL13€C R
0 0
00 0
eg A = 0 age O tag € C R
0 0 0
0 0 0
e3 A = 0 0O tagz € C
0 0 ass

Los cuales son A-mdédulos derechos proyectivos indescomponibles.

En este caso se tiene que:

ail 0 0
€1A0p: 0 0 0 :ane(C R
0 0
0 a2
ey A% = 0 a22 targ,az € Cp
0 O a3
es3 AP = 0 0 0 1 a13,a33 € C
0 0 as3

que son A°P-médulos derechos proyectivos indescomponibles.

Un éalgebra asociativa A se denomina bdsica, si e; A % e; A para todo i # j. La
siguiente definicién se puede encontrar en [Al Definition V.2.3. §V.2].

Definicién 3.3.3. Un dlgebra asociativa A se denomina serial derecha, si cada A-mdédu-
lo derecho proyectivo indescomponible es uniserial. Un dlgebra asociativa A se denomina
serial izquierda, si cada A-mddulo izquierdo proyectivo indescomponible es uniserial.
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Segun la definicién anterior un dlgebra asociativa A es serial derecha, si los A-mdédulos
derechos e; A son uniseriales para un conjunto de primitivos idempotentes ortogonales
{e1,...,en} y por lo tanto A visto como A-mdédulo derecho se descompone como su-
ma de A-médulos uniseriales. Ademds, un dlgebra asociativa A es serial derecha (resp.
izquierda) si y s6lo si AP es serial izquierda (resp. derecha).

Un algebra asociativa A de dimensién finita se denomina dlgebra de Nakayama, si A es
serial derecha y serial izquierda. Uno de los resultados que se tienen para las algebras de
Nakayama es sacado de [ARS], Theorem VI1.2.1], el cual es vélido para dlgebras Artinianas
en general.

Teorema 3.3.4. Se tiene lo siguiente para un dlgebra de Nakayama A:

i. Cada A-mddulo indescomponible es uniserial, y por lo tanto es un factor de un
modulo proyectivo indescomponible.

1. A tiene una cantidad finita de A-mddulos derechos indescomponibles.

Nota 3.3.5. En la definicién de dlgebra de Nakayama, no es necesario que el algebra A
sea de dimensién finita, en [ARS, Chapter V. §2] la definicién se da en un concepto més
general sobre dlgebra Artiniana.

Gracias a la antisimetria en las algebras de Lie, no es necesario hacer la distincion
entre médulos derechos y mddulos izquierdos. Sin embargo, el Teorema de Nakayama
mencionado recién no puede extenderse a algebras de Lie como muestra el siguiente
ejemplo.

Recordamos que el dlgebra de Lie g = sl(2) x V(m) estd descrita por la base B =
{eo,...,em,e,h, f}, con {e, h, f} la base estandar de s[(2) y {eo,...,em} es base de
V(m) donde e es un vector de peso maximo m y e; = %fz ep para cada 0 <1 < m, lo
que nos conlleva a las relaciones:

[h,e;)] = (m — 2i) e, le,e;] = (m—(i—1))ei1,
[f,ei]l = (i + 1) eiva, lei,ej] =0

para cada 0 < ¢ < m con e_; = eny1 = 0. Por lo tanto la representacién adjunta
ad : g — gl(g) estda dada por la representacion matricial en términos de la base B por:

mh me 0 0 0 —meq —meg 0

f (m—=2h (m-—1)e 0 0 —(m—1)e2 —(m—2)ex —eo

0 2f (m —4)h 0 0 —(m—2)es —(m—4)es —2e1

0 0 (m—-1)f —(m—2)h e mem (m—2)em—1 —(m—1)em—2

0 0 0 mf —mh 0 —em —Mem_1
2h 2e 0
f 0 e
0 2f —2h
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De donde g con la representacion adjunta es un g-moédulo uniserial con sucesién ad-
misible V(m), V(2) como en el Teorema

Por lo tanto tenemos un &algebra de Lie g que es uniserial como g-médulo con la
representacion adjunta. Sin embargo, los sl(2) x V' (1)-médulos ciclicos clasificados por A.
Piard en [P1i], los cuales son ejemplos de médulos indescomponibles que no son uniseriales.
Como mostraremos en el Capitulo [6, Z(0,1) ® Z(a,1) con a un entero positivo, son
s[(2) x V(m)-médulos indescomponibles que no son ni uniseriales, ni ciclicos perfectos
para todo m > 1.

Consideremos los s[(2)x V' (1)-mddulos uniseriales Z(0,1) y Z(1,1), donde Z(0, 1) =42)
V()@ V(1) y Z(1,1) =52 V(1) @ V(2) los cuales tienen representaciones matriciales
de la forma:

h e | —e1 e 0
f =h| 0 —e; ¢
y 2h  2e 0
f 0 e
0 2f —2h

respectivamente. Como se puede ver en el Apéndice Z(0,1) ® Z(1,1) es indescom-
ponible y el cual tiene representacién matricial:

h e —eq eg 0 —eq eo 0 el
f —=h 0 —eq € 0 —e1 eo eo
2h 2 0 —e1 e 0 0 [ Zer 0
f 0 e —e1 € 0 € el
0  2f —2h 0 0 —e1  eo 0 eo
2h 2e 0 —e1 eo 0 0 —eq 0
f 0 e 0 —e1 €o 0 —%eo —%el
0 2f —2h 0 0 —e1 ) 0 —ep
0 7%61 €0
3h 3e 0 0
f h 2e 0
0 2f —h e
0 0 3f -—-3h
h e
f —h

3.4. Propiedades de los s[(2) x V(1)-médulos.

En esta seccién todos los resultados se pueden encontrar en [Pi], excepto el Lema
que es una generalizacién del Lema 1 en [Pi, Lemme 1. §1. Pdg. 4] y el Lema que
es una generalizacién del Lema 2 en [Pi, Lemme 2. §1. Pég. 4].

Consideremos g un algebra de Lie con descomposiciéon de Levi g = s X t, donde t es
el radical soluble de g y V un g-médulo. Si I es un ideal de g y W es un subespacio
vectorial de V', denotamos por I(W) el subespacio vectorial de V' dado por:

I(W) =span{gw:gelyweW}.
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Si el ideal I tiene una base {g1,...,gs}, entonces I[W) =gt W + ...+ gs W.

Lema 3.4.1. Sean V un g-mddulo e I un ideal de g, si W es un s-submddulo de V.
Entonces I(W) es un s-submddulo de V.

Prueba: Dados g € I y w € W, para cada s € s tenemos s(gw) = g (sw) + [s, g] w.
Puesto que W es un s-submddulo de V', sw € W e I es un ideal de g, entonces [s, g] € I.
Por lo tanto s (gw) € I(W) para todo s € s. Asi I(W) es un s-submédulo de V. O

Puesto que I(W) es un subespacio de V, definimos I"(W) = I"~1(I(W)) para todo
n > 2.

Lema 3.4.2. Consideremos g un dlgebra de Lie perfecta con descomposicion de Levi
g = s X t, donde t es el radical soluble de g y V un g-mddulo de dimension finita.
Entonces existe n € N tal que ¢™(V) = 0.

Prueba: Consideremos una serie de composicién 0 =V Cc Vi C ... C V,, =V de V,
es decir, V;/V;_1 es irreducible para todo 1 < i < m. Tomamos B = B; U...U By, una
base de V' tal que By U...U B; es una base de V; para 1 < i < m. Puesto que g es un
algebra de Lie perfecta, por el Lema t(V;) C V;—1 para cada 1 < i < m. Por lo
tanto Mp(r) es una matriz estrictamente superior para todo r € t, donde Mp(r) denota
la representacién matricial en la base B. De donde Mp(r)? = 0 para todo r € t con
d=dim(V), asi (V) =0. O

De ahora en adelante fijamos el dlgebra de Lie g = s[(2) x t, donde v = V(1) es un
s[(2)-moédulo irreducible de peso méximo 1 con base {eg,e1} a menos que se diga lo
contrario. Si W es un subespacio de un g-médulo V', entonces v(W) = eg W + e; W.

La siguiente proposicién (ver [Pi, Porposition I. Pdg. 5]) nos muestra la estructura que
tiene v(V(a)), donde V(a) es un sl(2)-submddulo irreducible de un g-médulo V.

Proposicién 3.4.3. Sea V un g-mddulo. Si V(a) es un sl(2)-submddulo irreducible de
peso mazximo a de V' con base {vg,v1,...,v.}, donde v; = %f’ vy para todo 0 < 1 < a.
Se tiene:

i. Siegvg=ey1vg =0, entonces t(V(a)) =0.

ii. Siegvg =0 y e vg # 0, entonces v(V(a)) es un sl(2)-submddulo irreducible de V
de peso mdzimo a — 1 con base

{611)0,61 Viy.-.,€1V5,...,€1 Ua—l}
con e1v; = —egvit1 para todo 0 < i <a—1.

iti. Siegvg # 0 y egvr — aejvg = 0, entonces t(V(a)) es un sl(2)-mddulo irreducible
de peso mdzrimo a + 1 con base

a+1 a—+1
€OVYy ——— €0 U1y e vy ——————€0 V4 ..., (a+ 1)egug,e1 v,
a a—(i—1)
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1 1 .
CON T=G=1y€0 Vi = 7€1Vi-1 para todo 1 <1i<a.

iv. Siegvg # 0 yegvi—ae;vg # 0, entonces t(V(a)) ~ V(a+1)®V (a—1) donde ey vg
es un vector de peso mdzimo a+1 y eg vy —aeq vg es un vector de peso mdximo a—1.
Ademas, {egvo,...,e0Vi+€1Vi—1,...,600Va+€1Vq—1,€1 0.} €s una base de V(a+1)
en v(V(a)) y {eov1 — aervo, ..., (i + 1)egvit1 — (a — i)e1 vi,...,a€0 Va — €1Va—1}
es una base de V(a — 1) en t(V(a)).

Prueba:

1. Puesto que egv; = %(f (eovi—1) —€1Vi—1) ¥ €10; = %f(elvi,l). Por lo tanto, es
suficiente mostrar que egv; = e;v; = 0 y el resultado se sigue inductivamente.
Puesto que epv; = f(egvyg) —e1vg = 0y e;v; = f(eqvg) = 0 por hipdtesis,
entonces eg v, = 0 como queriamos probar.

i1. Como e1 vg # 0, tenemos que:

h(e1vo) = e1 (hvy) + [h,e1]vg = (a — 1)eg vg.
Ademds por hipétesis e (e1 vg) = egvg = 0, por lo tanto e; vg es un vector de peso
maximo a — 1.
Por otro lado, como f (ejv9) = ejv1, entonces para todo 0 < i < a tenemos
%f’ (e1vo) = e1 v;. Como egug = 0 se tiene que f (egvg) = 0. De donde —egv; =
€1 vg. Supongamos que —eqgv; = e1 v;—1 para 1 <1 < a. Entonces:
—eoviy1 = e1 (evir1) —e(er viy1).
Puesto que % f?(e1vo) = e1 v;, entonces de la ecuacién anterior obtenemos que:
—egvit1 = (a—i)erv; — (a — 1 —i)ejv; = eq v;.
i14. Procedemos semejante a la parte 2. Como:
h(egwvo) = eg (hvo) + [h, ep] vo = (a+ 1)egvg
y ademds es claro que e (egvg) = 0, de donde eg vy es un vector de peso maximo
a+ 1.
Por otro lado, como egv; = ae; vy, para todo 0 < ¢ < a tenemos que egvjy1 =
%61 v;, de donde:
1 a+1 a+1
—f'(egug) = ———epv; = ——eq1 V1.
z!f(()O) a—Z—l—lOZ i 1Vi—1
iv. Como en 4., ey vy es un vector de peso maximo a + 1, puesto que:

h (60 V1 — aey Uo) =eq (h 1)1) + [h, 60] V1 — a{61 (h 1)0) + [h, 61] ’Uo}
=(a —1)(egv1 — aey vp)
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y e (egv1 —aej vg) = 0, entonces ey vy — aey vy es un vector de peso maximo a — 1.
Por las relaciones que cumple la base {vg,...,v.} v {eo, e1} tenemos que:

1 .
ﬁfz (eovo) =epv; + €1 vi—1

1. . .
Efz (egv1 —aervg) =(i 4+ 1)egvip1 — (a —i)eg v;

lo cual prueba la proposiciéon. [

Para darnos una idea de lo que pasa en el proposicién anterior tenemos los siguientes

ejemplos que describen el comportamiento de los sl(2)-submdédulos irreducibles de un
g-modulo V.

Ejemplos 3.4.4. Sea V un g-mdédulo.

1. Si V(4) es un sl(2)-submdédulo de V' tal que egvg # 0y egv; — 4eg vg = 0, donde
vy es un vector de peso maximo 4, podemos representarlo graficamente como:

4 e——o §

Una representacion matricial gracias a la Proposiciéon estd dada por:

5 5¢ 0 0 0O 0 e 0 0 0 0
f 3h 4 0 0 0 | e %eo 0 0 0
0 2f h 3¢ 0 0 0 ze %eo 0 0
0 0 3f —h 2 0 | 0 0 3er 2¢ 0
0 0 0 4f -3n e | 0 0 0 zer zeg
0 0 0 O 5f —=5h[ 0 0O 0 0 e
4h 4e 0 O 0
f 2n 3¢ 0 0
0 2f 0 2 0
0 0 3f —2h e
0 0 0 4h —4h

2. Si V(4) es un sl(2)-submédulo de V tal que egvg = 0y e1vg # 0, donde vy es un
vector de peso maximo 4, podemos representarlo graficamente como:

4 e——0 3
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Y una representaciéon matricial estda dada por:

3h 3¢ O 0 e17 —ey O 0 0
f h 2e 0 0 e —e O 0
0 2f —h e 0 0 egr. —e O
0 0 3f —-3h| O 0 0 e1  —eg
4h  4de 0 0 0
f 2h  3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f —2h e
0 0 0 4f —4h

3. Si V(2) es un sl(2)-submdédulo de V' tal que egvg # 0y egvy — 4eg vg # 0, donde
Vg es un vector de peso maximo 2, podemos representarlo graficamente como:

3
2
1 .
Una representaciéon matricial estd dada por:
h e e1r —ey O
f —h 0 €1 —€0
3h 3¢ O 0 |3¢ O 0
f h 2 0 e1 2eg 0
0 2f —h e 0 2 eg
0 0 3f —-3h| O 0 3e;
2h  2e 0
f 0 e
0 2f —2h

Debido a la conmutatividad de eg con e; y a la Proposicién tenemos el siguiente
lema cuya demostracion se tiene de manera recursiva, los detalles de la demostracién se
encuentran en [Pi, Lemme 4. Lemme 5. §I. Pag. 8 y 9].

Lema 3.4.5. Sean V' un g-mddulo y V(a) un sl(2)-submddulo irreducible de V' con un
vector de peso mdximo vy.

i. Si egvg = 0, entonces existe kg € N tal que t*(V(a)) = 0 y t*(V(a)) es un
5[(2)-submddulo irreducible de peso mdzximo a — k para todo 0 < k < ko con base

{eEvg, ... ek vpii,. .. ek v}, donde ef vy = (—1)*ek v; para todo k < i < a.
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ii. Si egvi — aeyvg = 0, entonces existe ko € N tal que t*0(V(a)) = 0 y t*(V(a)) es
un sl(2)-submddulo irreducible de peso mdzimo a + k para todo 0 < k < ko donde
ek vy es un vector de peso mdzimo a + k.

Denotaremos por t4(V(a)) y t—(V(a)) los subespacios de t(V (a)) generados por eg vg
y ae1 vg — e v1 respectivamente.

Puesto que t4(V(a)) es un sl(2)-submédulo irreducible de peso méximo a + 1, don-
de egup es un vector de peso maximo a + 1. Entonces t_(v4(V(a))) es generado por
(a+1)er (egvo) —eo (f (eovp)). Ademds v—_(V (a)) es un sl(2)-mdédulo irreducible de pe-
so maximo a — 1, de donde ae; vg — egvy es un vector de peso méaximo a. Entonces
t4(t—(V(a))) generado por eg (ae; vg — egv1). Ya que [eg, e1] = 0 tenemos que:

(a+1)er (egvo) —eo (f (eovo)) = e (aer vo — egv1),

por lo tanto:
vy (- (V(a)) = v (e4(V(a)))- (3.5)

Proposicién 3.4.6. Sean V un g-modulo y V(a) un sl(2)-submddulo de V de peso
mdzimo a. Entonces existe kg € N tal que (v ot )*(V(a)) = 0 y los subespacios
(tyor )E(V(a)) conk =0,...,ko—1 generan sl(2)-mddulos irreducibles de peso mdzimo
a todos distintos.

Prueba: Puesto que (ty ot_)¥(V(a)) C t*(V) para todo k, entonces por el Lema
tenemos que existe kg € N tal que (ty ot_)*(V(a)) = 0 y para cada 0 < k < ky,
(v ot_)*(V(a)) son sl(2)-mddulos de peso méximo a. Sean vy j, vectores de peso maximo
aen (vyor_)¥(V(a)) para cada 0 < k < ko.

Supongamos que existe k1 < ko y escalares A\g, 4+1,...,Ag,—1 € C tales que:

Vb1 = Mk 4100k 41 -+ - T Akg—100,ko—1,

ko—1
por lo tanto v, € Z (ty ot )¥(V(a)), de donde:
k=k1+1
ko—1
(cror )1 (V@) C Y (vror)*(V(a)
k=k1+1
ko—1
lo que implica que (v 0t ) (V(a) € D7 (r ov R GHI(V(@), puesto que
k=k1+1

k+ko— (k1 +1) > ko para todo k1 + 1 < k < ko — 1. Entonces la suma de la derecha es
cero y ast (t; ot_)*~1(V(a)) = 0 lo cual contradice la definicién de kg, lo que finaliza
la demostracion. O

60



3.5. Clasificaciéon de los s((2) x V(1)-médulos ciclicos
perfectos.

En esta seccién todos los resultados se pueden encontrar en [Pi], excepto el Teorema
m, el cual es una generalizacién de [Pi, Proposition. §I. Pdg. 10]. Nuestro principal
interés en esta seccién es describir la clasificaciéon de los s[(2) x V(1)-médulos ciclicos
perfectos dada por A. Piard.

Sea g un algebra de Lie perfecta con descomposicion de Levi g = s X t, donde t es
el radical soluble de g. Si V' es un g-mddulo de dimensién finita, entonces el subespacio
t(V) es un s-submédulo de V. Por el Teorema de Weyl este posee un complemento.

Definicién 3.5.1. Sea V un g-mddulo de dimension finita sobre un dlgebra de Lie
perfecta. Un s-submddulo W de V' se denomina subespacio generador de V, si V =;
W eaer(V).

Un resultado que usaremos maés adelante y que nos describe la estructura que tiene
un g-modulo sobre un dlgebra de Lie perfecta por medio de un subespacio generador es
el siguiente teorema, el cual es una generalizacién cuando g = s[(2) x V(1) dada en [Pi,
Proposition. §I. Pag. 10].

Teorema 3.5.2. Sea g un dlgebra de Lie perfecta. Si W es un subespacio generador de
un g-modulo V. Entonces existe n € N tal que:

t(V) = P w).
k=1

Prueba: Dado v € V, existen wg € V' y xp € (V) tales que v = wg + zo. Por lo tanto
para cada r € t se tiene que 7 v = r wg +7 g, de donde v(V) C v(W)@t?(V). Puesto que
la otra contenencia se tiene trivialmente, entonces t(V) = t(W) @ v?(V). Procediendo
de manera recursiva, tenemos que t*(V) = *(W) @ t*+1(V) para todo k. Por lo tanto
t(V) = t(W) + (W) @ ... o F(W) @ *1(V). Por el Lema [3.4.2] existe n € N tal que
(V) =0, de donde v(V) = ¢(W) @ ?(W) @ ... " (W). O

Recordamos que U(g) denota la envolvente universal del dlgebra de Lie g vista en
La demostracién del siguiente resultado se puede encontrar en [Ca2, Lemma 3.4. §3].

Teorema 3.5.3. Si V es un g-mddulo de dimension finita sobre un dlgebra de Lie
perfecta con descomposicion de Levi g = s X t. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

i. Eziste un s-modulo irreducible W de V' tal que V=W @ U(g)(x(W)).
ii. Eziste un s-mddulo irreducible W de V tal que V- =U(g)(W).

1i1. Eriste un s-mdodulo irreducible W que es un subespacio generador de V.
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iv. V/e(V) es un s-mddulo irreducible.
Este teorema motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.5.4. Sea V un g-mddulo de dimesion finita sobre un dlgebra de Lie perfecta
con descomposicion de Levi g = s X v. Denominamos a V un g-médulo ciclico perfecto,
si existe un subespacio generador W que es un s-submddulo irreducible de V.

Nota 3.5.5. En el caso en el que la parte semisimple de g sea sl(2), si V' es un g-médulo
ciclico perfecto, entonces un espacio generador de V' es un sl(2)-médulo irreducible de
algin peso maximo. Ademads si V' es un g-médulo ciclico perfecto y v es un vector de
peso maximo en un subespacio generador de V. Entonces V = U(g)v, es decir, V es un
g-modulo ciclico propiamente dicho.

Lema 3.5.6. [Pi, Proposition. §1. Pdg. 11 ]. Sean V un s[(2)xV (1)-mddulo de dimension
finita y V(a) un sl(2)-submodulo irreducible de peso mdzrimo a de V. La sucesion de
nimeros naturales (€1, 0a,...,l); es finita, decreciente y k < a. Donde ¢; es el menor
entero tal que:

T (V(a) =0

con v (V(a)) # 0.

Prueba: La sucesién es finita ya que existe k& € N tal que t*(V(a)) = 0.
Puesto que para cada 1 < i < k, se tiene que:

N V(0) = 7 (e (2 (V (@),
, como Ty v conmutan por (3.5), entonces:
T V(@) = (T @RV (@) = 0,

por la definicién de ¢;_;. Ademé&s como ¢; es el natural més pequerio tal que tﬁf 1V (a))),
entonces ¢; < ¢; paratodo 1 <:< k. O

Proposicién 3.5.7. [Pi, Proposition. §1. Pdg. 11]. Las sucesiones correspondientes a
dos subespacios generadores V(a) y V(b) de un sl(2) x V(1)-mddulo ciclico perfecto V
son identicas.

Prueba: Puesto que V(a) y V(b) son dos subespacios generadores de V', entonces a = b.
Los sl(2)-submddulos irreducibles del mismo peso méximo a esta incluidos en V(a) @

@D, (v+ or_)¥(V(a)) por Proposicién por lo tanto:
V(b) CV(a)® @(u ot )'(V(a)).

De igual manera:

Via) C V(b)® @(t+ ot ) (V(b)).
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Por lo tanto '} (v" (V(a))) = 0 si y sélo si v (¢'_(V(b))) = 0 para todo i, asi {; = £},
donde (¢1,...,4) es la sucesién correspondiente a V(a) y (¢},...,¢}) es la sucesién co-
rrespondiente a V'(b). O

De la proposicién anterior a cada s[(2) x V(1)-médulo ciclico perfecto podemos asig-
narle la sucesién (a;¥y,...,¢;), donde a es el peso maximo de un espacio generador.
Ademds nos muestra que existe una aplicacién F' de todas las clases de isomorfismos
de sl(2) x V(1)-mbdulos ciclicos perfectos en el conjunto de sucesiones finitas de ente-
ros (a;flq,...,0), donde a es un entero no negativo, k < a y 0 < ;11 < ¢; para todo
1<i<k.

La demostracién del teorema de clasificacion de los s[(2) x V(1)-mdédulos ciclicos per-
fectos se encuentra en [Pi, Theoreme. §I. Pdg. 12].

Teorema 3.5.8. Existe una aplicacion biyectiva entre las clases de equivalencia de los
s[(2) x V(1)-mddulos ciclicos perfectos de dimensidn finita y las sucesiones de nimeros
enteros (a;l1,0a,...,0k) con a un entero no negativo, 0 < €;+1 < ¥; para todo 1 <1 <k
y tal que k < a.

Nota 3.5.9. Notar que el s[(2) x V(1)-mddulo uniserial Z(a, ¢) estd en correspondencia
con la sucesién (a+¢;0,0,...,0) con £+ 1 ceros. Ademas, s[(2) x V(1)-mddulo uniserial
Z(a,l)* estd en correspondencia con las sucesiéon (a;f).
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4 Zocalo de productos tensoriales de
s[(2) x V(m)-médulos uniseriales.

Como vimos en la clasificacién de los s[(2) x V (m)-médulos uniseriales estd dada
en su mayoria por los Z(a, ) y sus correspondientes duales Z(a, ¢)*, salvo algunos casos
excepcionales dada por L. Cagliero y F. Szechtman en [CS]. En este capitulo describire-
mos el zécalo de cada uno de los productos tensoriales Z(a, £)RZ(b, '), Z(a,£)*®Z(b, £')*
y Z(a,0) @ Z(b,l')*.

Para fijar notacién, en lo que sigue de este capitulo, g denotard el dlgebra de Lie con
descomposicién de Levi g = sl(2) x t, donde v = V(m) es el s[(2)-médulo irreducible

de peso maximo m > 1. Esta &lgebra de Lie tiene una base {h,e, f,eq,e1,...,en},
donde {h,e, f} es la base estandar de sl(2), la cual cumple con la ecuacién (2.3) y
{ep,€1,...,em} es base de t tal que ey es un vector de peso maximo my e; = %fl eg. El

algebra de Lie g cumple con las relaciones:

[h,e;] =(m — 2i)e;, le,e;] =(m— (i—1))e;—1,

[ ei] =(i +1)eita, [ei, €5] =0,
donde 0 <, <mye_1=0=ent1.
Nota 4.0.1. Puesto que g = go @ g1 como espacio vectorial, donde gy = sl(2) y g1 =
t. Las relaciones anteriores sobre el algebra de Lie g, nos indican que [go, g0] = go,

[90,91] = g1 v [91,81] = 0. Por lo tanto, g es un élgebra de Lie graduada con una
graduacién g = go D g1.

Consideramos el g-médulo uniserial Z(a, ) con a, ¢ enteros no negativos, el cual posee

sucesién admisible V(a),V(a+m),...,V(a + ¢m) (ver 3.1.12)), es decir:
soc (Z(a,€)/soc'" 1 (Z(a, 1)) =s12) V(a +im)
para todo 0 < i < /.

Para cada 0 < i < ¢, fijaremos las bases B; = {v,vi,..., v}, ;,} de V(a+ im) tales
que vy es un vector de peso maximo a +1im y v;, = f* vy para todo 0 < k < a+im. Esta
base cumple con las siguientes relaciones:

hvj, = (a + im — 2k)v}, fol =vhq, evt = k(a+im+1— k)i, (4.1)
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L
donde v* | = v! ;.. = 0. Por lo tanto, By = U B es una base de Z(a, /).
i=0
En el Lema tenemos la correspondiente representacion matricial de Z(a, £). Con
la base B, ¢ definida anteriormente tenemos que v actiia en Z(a, ) de la siguiente manera:

; m k! i1
s Ui = (_1)S(s> (S—I—k—m)!U‘Z*k—m (4.2)
paratodo0 < s < m,donde 0 < k < a+im. Ademas, si s+k—m < 0o a+im < s+k—m,

-1 _ -1 _
entonces v, =0y v, =0 para todo a.

Nota 4.0.2. Observar que t-V(a+1im) C V(a+ (i — 1)m) para todo 1 < i < ¢y que
t-V(a)=0.

Analicemos la accién de g en el médulo uniserial Z(a, £)*. Por el Teorema tene-
mos que V(a+im)* es un s[(2)-médulo irreducible de peso maximo a+im con un vector
de peso maximo (v}lﬂ-m)*, donde {(va)* e (véﬂm)*} es la base dual de B; para cada
0<i<0.

Por la Nota|3.1.13] se tiene que Z(a, £)* es un g-médulo uniserial con sucesién admisible
V(a+¢m),...,V(a). Paracada 0 <1i < £, fijamos las bases B}, = {wéﬂ, e ,wf;’(é_i)m}
de V(a+ (¢ —i)m), donde:

Wi = (DMt = m)! (o)

4
para todo 0 < k < a + (£ —4)m. Por lo tanto, B, , = U Bj_; es una base de Z(a,?)*.
i=0

Lema 4.0.3. Sean a,l enteros no negativos. Consideremos la base B , definida ante-
riormente para Z(a,l)*. Entonces:

i. Para todo 0 <1<l y0<k<a+ ({—1i)m, tenemos que:

hwt™ =(a+ (£ —i)ym — 2k)w; ",
fuy ™ =,

ewiﬁi =k(a+ (£ —i)m — (k —1))wi .

it. Para todo 0 <s<m y0 <k <a+ ({ —i)m, tenemos que

e, wﬁfi _ <m) : k!(aﬂfk_ i)m) Wit

s S+k)!(a+(€;’f;1)m) s+k

Dondewﬁ;?l:O, sist+k<0ol—i+1l<s+k Sii=0, tomamoswﬁi}gzo.
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Prueba:

1.

l—1i

=i f‘z) = —wi? ") para todo = € s[(2). Por

v
Dado v; en By_;, tenemos x w), —w, " (x v;
lo tanto:

zwl f—i) = (=D a4+ (£ —i)m)! <vﬁj(£7i)mfk) (x Uf—i).
Por lo tanto, como hvjy~* = (a + (£ — i)m)v§~". Entonces:
huf @) = () (aH (Em)t (v y,,) (o) = (om0 ).

l—i __
Puesto que fv UJH

Fug @) = = (1) (€= i)t (ol ) (D) = w0,

Adem4s, como evf ! vf ’1 Entonces:

Tenemos que:

euf () =~ @+ (= im)! (7 ,,) (57D =0

De donde, wg_i es un vector de peso méximo a + (£ —i)m en V(a + (¢ —i)m). El

conjunto {we L wﬁjj(e_i)m} es una base de V(a+ (£ —1i)m), con wi t= frawl

para todo 0 < k < a+ (£ —i)m.

Tomamos es un elemento de la base de V(m) y v/ en la base By de Z(a,?).
Entonces por definicion de los wk ' tenemos que:

(es ’wi od) = (=1) [(_1)k+z’(a + (L —i)m)! (Uf;i@—z‘)m—k>* (€s vf)} .

Puesto que cada V! cumple (4.2)), tenemos:

4 m\ tl(a+ (£ —i)m)! A * L
(eswh ) (v]) = (‘DHSH1(8>t((5—|—_k(t—773)!) (vhzlemmes) @)

de donde (eswk Nwl)#£0siysélosit =a+C—i+1)ym—(k+s)yj=~0—i+]1,
por lo tanto multiplicando y dividiendo por (a+ (¢ —i+1)m)!, sl y (s+k)! tenemos
que:

m k! (a+(€fi)m) . .
(extl ) (uf) = ( ) k) (e )
/) (s+ k)Y . sﬁl) )
7

puesto que v; es arbitrario en B, ¢, entonces:
a+(l—i)m
o—i (m> k!( k ) Wit

Es W = .
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obteniendo el resultado deseado. [

Nota 4.0.4. La parte i del lema anterior nos indica que t-V(a + (£ —i)m) C V(a +
({—i+1)m) paratodo 1 <i<{lyrt-V(a+m)=0.

Para a, £ enteros no negativos, fijaremos la base B, para Z(a, /) y la base B;’g para
Z(a,)* en lo que sigue de este trabajo.

4.1. Zébcalo de Z(a,l) @ Z(b, V).

Consideremos los g-médulos uniseriales Z(a, ¢) y Z(b,¢'). Puesto que Z(a, {)RZ(b,{') ~4
Z(b,0")® Z(a,l), podemos suponer sin perdida de generalidad en esta seccién que £ < ¢'.
El producto tensorial entre estos g-mddulos tiene la siguiente estructura como sl(2)-
modulo:

I
Z(a,0) @ Z(b,') =2) PEP V(a+im) @ V(b + jm).
i=0 j=0

Sean B, la base fija de Z(a, £), donde V (a+ im) tiene por base B; = {v}, ... ,UéJrim}
para cada 0 < i < {y By ¢ es la base fija para Z(b,¢'), donde V(b + jm) tiene por base
Bj = {wy,...,w], ..} para cada 0 < j < ¢'. Tanto By como By cumplen con las

relaciones (4.1) y (4.2)).

Recordamos que por el Teorema de Clebsch-Gordan (Teorema [2.3.5)), un s[(2)-médulo
irreducible de peso maximo u aparece en la descomposicién del producto tensorial de
V(n) con V(m), si a™ = 2= con 0 < 2™ < min{n,m} y vy"™" es un vector de
peso méximo p en V(n) ® V(m) donde:

n,m
Ty
vg’m’“ — E /\:},mﬂu U:f ® U?Z’m—r
r=0
(")
M
con A\ = (=1)"—5t—~— para 0 <r <z,

(IZ’ +H)

n—r

Fijemos (7,7) € [0, ] x [O,E’.].' Si V() aparece en la descomposicién de V(a + im) ®

V(b+jm), denotaremos por z,;’ en lugar de xZJrim’bJrjm v AP en lugar de A& HmbTImH
donde:
L a+b+(+j)m—p
H 2 ’
. (*)
At = (1) ——— (4.3)
(atims)
a+im—r
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ara todo 0 < r < x7. Ademés, denotaremos por v;”*
o ) 0

a+im,b+jm,u
Yo

el vector de peso maximo
, el cual estaria descrito con esta notacién por:

i,

Ty
’9“—2:)\”]“2} ®w” - (4.4)
r=0
En consecuencia {vj”", ..., v;*} es una base de V(u), donde vp* = fFu@?* para

todo 0 < k < p.

Analizaremos la accién de t en los vectores de peso mdximo vy”"

tensorial Z(a, ) ® Z(b,¢') con (i,7) € [0,€] x [0, ¢'].

en el producto

Fijemos nuevamente (i,7) € [0,¢] x [0, ¢']. Para todo 0 < s < m, definimos el vector
en Via+ (i —1)m) @ V(b+ jm):

- Tu (=)= (™)r! 4

2J J— 9, 1

=2 e S Ve @ W (45)
r=0

donde v7}_,, =0,si (s+7—m)<0o0 (s+r—m)>a+(i—1)m
Ademas, definimos el vector en V(a4 im) @ V(b+ (j — 1)m):

- T (—1)8 J_
updt =3 1P G 1 Nt ol @ wl : (4.6)
) ~ ((m“ 7T)+87 )1 (z? —r)+s—m
donde wl iy =08t ((z =r)+s5—m) <00 (5 —r)+5=m) > b+(j—1)m

Usando la accién de v en Z(a,?l) y Z(b,¢') dada en (4.2)) y por la accién de g en el
producto tensorial descrita en tenemos que:

es UM = i _Hbuu,
el cual pertenece a (V(a+ (i —1)m) @ V(b+jm)) & (V(a+im) @ V(b+ (j — 1)m)).

Lema 4.1.1. Si v B es un vector de peso mdzimo p en V(a+im)@V (b4jm). Entonces
vl’%‘ =0 si y solo si i =0. Ademds, 1)2’]” =0 sty solo si j =0.

@il
Prueba: Supongamos que i # 0 y que v ’j = Z(—l)m)\f:]’“ il ® wii’j—r = 0. Por lo
r=0
tanto, (—1)™\? = 0 para 0 <7 < min{a + (i — 1)m, :L‘Mj} ya que el conjunto:

o

{vf,_l ® wiﬂ"j : para todo 0 < r < min{a + (i — 1)m,xfjj}}
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es un conjunto linealmente independiente en V(a4 (i —1)m) ® V(b+ jm). En particular,
it _

EE0)
a+im

De manera semejante, si j # 0y v ’J“ = 0, implica que A\’" = 0 para todo
0 <r < min{b+ (j — 1)m,z""}. En partlcular A" =0 1o cual es absurdo. [

)\O’J #* =0 1lo cual es absurdo, puesto que Ao

Para cada 0 <t < ¢+ /', definimos los subespacios W; de Z(a,¢) @ Z(b,¢") dados por:

P Via+im)@V(b+ jm)
(4,5)EL

donde I, = {(3,5) € [0,€] x [0,¢] 1 i +5 = £+ €' —t}.

Para visualizar mejor esta situacién, los Wy son las diagonales de abajo hacia arriba
de la siguiente tabla del producto tensorial entre Z(a,¢) con Z(b,'):

b b+m b+2m b+Im b+4'm

=

Wz+e'

a+m
Wz+el 1
a+2m

a+4fm
W

040
Por lo tanto Z(a,l) @ Z(b,l') = @ W;. Por la accién en el producto tensorial de dos

t=0
g-mddulos dado en Ejemplo y por la Nota Tenemos que:
t-(Vie+im)@V(b+m)) C (Via+(i—1)m)@V(b+jm)) & (V(a+im) @V (b+ (j — 1)m)).

Ademas, si (i,j) € Iy, entonces (i — 1,7),(i,j — 1) € I;41. Por lo tanto v- Wy C Wiy
para todo 0 <t < £+ ¢ con Wy 1 = 0. Por otra parte, los W/s son s[(2)-submédulos
de Z(a,0) @ Z(b,0') y Wyyp = soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b,0)).

Por la Nota [4.0.1| y las relaciones descritas anteriormente para los W;’s, tenemos que
y p ) q
o+

Z(a,l) ® Z(b,l') es un g-médulo graduado de la forma Z(a,f) @ Z(b, V') = @ Wr.
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Proposicién 4.1.2. Sea v un vector de peso mdximo p en Wy, cont # £+ ¢ tal que
v-v=0. Entoncest >0 yu=a+b+ L+ —t)m.
Ademds, v es un maltiplo del vector de peso mdzimo a +b+ (£ + € —t)m en Wy:

W@ wgwut —ul® w(()£+£’—t)—1 4ot (_1)z+e'—tvg+eut ® wl.
Prueba: Puesto que v es un vector de peso méximo u en Wy, existen pares (ig, Jo), - - - » (in, Jn)
en I; y escalares no nulos Ag,..., A, € C tales que:
v= )\ovéo’jo’“ +...+ )\nvé"’j"’“,
donde vé’“’j’“ * son los vectores de peso méaximo p en V(a +igm) ® V(b + jrm), descritos

en para cada 0 < k < n. Por el Teorema de Clebsch-Gordan la multiplicidad de
V() en cada V(a + ixm) @ V(b + jpm) es uno, de donde (ix, jx) # (is,js) para todo
k # s.
Si n = 0. Tenemos que v = /\ovéo’jo’“, con A\g # 0. Como tv-v = 0, en particular
em v = 0. De donde:
)\ovi%o’“ + onéf;io’“ =0.

Por independencia lineal tenemos que vi?;ﬁ;o’“ = U;%{O’H = 0. Por el Lema 10 = jo =
0. Por lo tanto (0,0) € I; y asi t = £+ ¢’ lo cual es absurdo.

De lo anterior, debe pasar que n > 1. Sin pérdida de generalidad supondremos que
io < i1 < ... < ip, lo que implica que j, < j,—1 < ... < jo, puesto que si i = ipy1,
entonces jr = £+ ¢ —t —ip = jrr1 y ast (ig, Jk) = (ik+1,Jk+1), de donde V() tendria
multiplicidad 2 en el producto tensorial V' (a + ixm) @ V(b + jrm) lo que serfa absurdo.

Afirmamos que iy, = ky jr = ({ + ¢ —t) — k para todo 0 < k < n, lo que mostrarfa
040 —t
que n =0+ 0 —t you= Z )\kvlga(f-‘rf —t)_kvll.
k=0

n
En efecto, puesto que e, v = 0, entonces Z A (Uiknjzk“ + v;kﬁjlw) = 0. Donde:
k=0
Uikwylk# eVia+ (ig — 1)m) @ V(b + jxm),
vt € V(atigm) @ V(b + (g — 1)m).

Si ig # 0. Entonces existe 0 < kg < n tal que se cumple una y sélo una de las siguientes
igualdades:

£0,J0,4 kg Jho oM _

onl,m + )\kO'U17m — 07
ik 7jk 2

0Tkt )

10,J0,1
)‘Ovl,m + AkOUQ,m
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Lo que implicaria en el primer caso que g = i, y jo = Jk,, 10 que es absurdo. En el
segundo caso se tiene que ig — 1 = iy, y jo = Jji, — 1, lo que también es absurdo pues
Jo > Jko- Asi, i9 = 0y por lo tanto jo = ¢ + ¢’ —t, pues (io, jo) € 1.

De manera semejante, si j, # 0, entonces existe 0 < k,, < n tal que se cumple una y
s6lo una de las siguientes igualdades:

1
An,U;any,U» + A U kn:Jkn,l/« 0’

b 17 ? i 7
Avgiydn b 4 Aknvzlf?n]k" )

Lo que implica en el primer caso que i, =i, — 1y jn — 1 = Ji,, lo que es absurdo
pues i, > i, . En el segundo caso se tiene que i,, = i, y jn —1 = Jji, — 1, lo que también
es absurdo. Asi j, = 0 y por lo tanto i,, = £ + ¢ — t. Ademds, como 0 < jo < /'y
0<i, </ entonces ¥/ <t <l+/.

Puesto que 0 =dg < i1 < ... <ip =L+l =ty 0=jp <jn_1 <...<jo=L+{ —1t,

junto con el Lema tenemos que para todo 0 < k: < n los elementos vy k’J’“’“ y vz’“’J’“’”

son no nulos. Ademés que vo (=), £0y 4+5 ),0, 1 £0.

Como vg %H —He = 0, entonces existe 0 < ko < n tal que se cumple una y sélo una

de las sigufentes igualdades:

L+0—t), 1 Zk kg -
AOU? o o )\ koV1 '?n = 07
L+ —t), 1 Zk Tk ol
by ’1)2 0,( t) )\ ko 2 0750 — (.

La segunda igualdad no se puede dar puesto que esta implica i, = 0 = 79, lo cual es
absurdo. Por lo tanto se debe de tener la primera igualdad, la cual implica ix, = 1y
ko = L+ —1t) — 1. Puesto que 0 = ig < i1 < i, = 1, entonces kg = 1. Asi iy =1y
j1= (f—i—f’—t)—l,

Supongamos que el resultado es valido para k — 1. Es decir, i1 =k — 1y jp_1 =
(0+ 0 —t)— (k—1). Puesto que i # 0, entonces existe 0 < oy < n con oy # k tal que
se cumple una y sélo una de las siguientes igualdades:

kaylm/»l' Zak"jak’u
)\ 'U + >‘Oék 1,m O>

Loy, Joy, sk
Ak Zk?]kaﬂ_{_)\ ko 20‘71_:1 A 0‘

La primera igualdad no es posible puesto que ij # iq,. Por lo tanto, se debe de tener
la segunda igualdad la que implica iy, —1 = %, ¥ ji = Ja, — 1. Esto sélo ocurre si o, < k.
Puesto que aj, < k—1 < k, entonces iq, < ip—1 < i} = %, + 1. Por lo tanto o, = k& — 1.
Asiip =ip_1+ 1y jr = jr—1 — 1; por hipotesis obtenemos:

ik:(k—l)—l-lzk,
=+l -t)—(k—-1) 1=+l —1t)—k.
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Lo que prueba nuestra afirmacion.
40—t

Asi, tenemos que n = £+ {0 —t y v= Z AR k(=)= k” donde vk (=) —kop
k=0
es un vector de peso méximo pu en V(a+ km) @ V(b+ ((¢ + ¢ —t) — k)m) para todo

0<k</l+/{ —t. Ademss, para cada k tenemos:
ket —ty— _ atkm+b+(({+0—t)—km—p _a+b+(+Ll —t)m—pu

Afirmamos que x = 0 y por lo tanto u =a+ b+ (¢ + ¢ — t)m. En efecto, sin pérdida
de generalidad supondremos que A\g = 1. Como e, v = 0, entonces:

40—t oy (e4—)
(040 —t)—k,p k,(0+0—t)—k,p\
E Ak <U1 ™ + V', ) = 0.

De donde: /
WRACYEDR

2,m

para todo 0 < k < £+ ¢ —t.

ko  Ap1v k+1 (040" —t)—(k+1),u —0

0,04+ ~t,p _ A 1,040 —t—1

b
“w
9m V1, . Por las ecuaciones (4.5)) y ( . tenemos

En particular, v
que:

T

L0t _ my0,04+0—tu 0 044 —(t+1)
2m Z(_l) )‘7" a Uy @ Wy ’

r=0
z !/
LA —t=Lp myL0+0—t—1,pu 0 L0 —(t+1)
V1'm E (=1)™A, v @ w,” )
r=0

por independencia lineal:

! !/
)\Q,E—i—é —t,u )\1)&,[—&-6 —t—1,pn
para todo 0 < r < x.

Siz#0ycomo0<x<min{a,b+ ({+ ¢ —t)m}, entonces a # 0. Por lo tanto:

N0t N0t
0 1
AT AL == LT
' (+)
Pero A& iR — (—1)" 35— definidas en ([@.3). De donde:
(a+km—r)
(o) (1)
(") _ @)
(o) (1)
(aim)  (adm)
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Simplificando los términos, obtenemos que (x+p—(a+m)+1)a = (r+p—a+1)(a+m).
Asi (x + p+ 1)m = 0. Como m > 1, tenemos que x + = —1 lo cual es absurdo,
ya que tanto x como g son nimeros enteros no negativos. Asi, x = 0 y por lo tanto
p=a+b+ ({+0 —t)m, es decir:

0,0+0'—t,a+b+ L+ —t)m 04+0'—t,0,a+b+({+0 —t)m

v =, + o At vy
Ademaés, vg’(Hél*t)7k’a+b+(”€/7t) g kow (ZH b= k, de donde:
v=0v) @uwi T 4+ Mg 0 T @ Wl
Por otra parte, tenemos que e, vo &® w“é —tk = e w“é —tk g Uo & éM (kH).
De donde:
vt 040 —t—1 e
0=(1+A)vd@uwi ™71 4 Z (A + Aoy ok @ w0~

en consecuencia A\, = (—1)* para todo 0 < k < ¢+ /¢ —ty ast:

L0 —t

v = Z (-1)fk @ wé“e —h=k
k=0

lo que prueba la proposicién. [

El resultado principal de esta seccion es el siguiente teorema que nos describe el zécalo
del producto tensorial de los g-médulos uniseriales Z(a,?) y Z(b,¢').

Teorema 4.1.3. Sean a,b,/,{ nimeros enteros no negativos. Entonces:

man{¢,0'}
soc(Z(a,0) @ Z(b,l")) ~g2) (soc(Z(a,€)) @ soc(Z(b,1'))) @ @ V(a4 b+ km).
k=1
En particular, soc(Z(a,l) @ Z(b,l")) = soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b,l")) si y sélo si £ =0.

Prueba: Sin pérdida de generalidad, supondremos que ¢ < /.

Para determinar el soc(Z(a,l) ® Z(b,¢')) es suficiente con describir como son los g-
submdédulos irreducibles de Z(a, ¢) @ Z(b, ).

Sea V un g-submédulo irreducible de Z(a,?) @ Z(b,¢'). Entonces tenemos que V es
un sl(2)-médulo irreducible y por el Lema tenemos que t actia trivialmente en
V. Por lo tanto, existe un nimero entero no negativo u tal que V ~ V().

£+
Sea v un vector de peso maximo p en V. Puesto que Z(a,{) @ Z(b, V') = @ Wy, en-
tonces existen 0 <t, <tq 1 <...<tg <L+l yuv,v1,...,0, tales que:

V=19 + V1 + ...+ Uy
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donde vg € W;, para todo 0 < d < a. Puesto que W;, es un sl(2)-submédulo de
Z(a,l)®Z(b, "), entonces vg es un vector de peso méximo p en Wy, para todo 0 < d < a.
Ademas, como t- W; C Wy, por independencia lineal tenemos que:

t-vd:O

para todo 0 < d < a. Por lo tanto, vg es un vector de peso maximo p en Wy, tal que
t-vg =0 paratodo 0 <d < a.

Afirmamos que a = 0. En efecto, si a > 1, entonces existen to < t; < £+ y por la
Proposicién p=a+b+{l+0 —ty)myp=a+b+ £+ —ty)m, por lo cual
t1 = t9 lo que es absurdo. Asi, tenemos que a =00 o = 1.

Sia=1ycomot; <ty </{+{, entonces por la Proposicién p=a+b+ ¢+
' —t1)m >a+b. Sitg=~+{, existe un vector de peso maximo a+b+ (¢ + ' —t1)m
en Wy = V(a) @ V(b) lo que es absurdo, pues los pesos méximos de V(a) ® V(b) son
menores o iguales a a + b por el Teorema de Clebsch-Gordan.

Por lo tanto, tg como t; deben ser distintos de ¢ + ¢/, por la Proposicién W=
a+b+({l+0 —to)myp=a+b+ L+ —t1)m, lo cual implica que ty = t; lo que nos
conlleva a una contradiccién.

De lo anterior, tenemos que o« = 0 y v es un vector de peso maximo p en Wy, para
algtin 0 < tg < £+ ¢'. Sitg = £+ /', entonces V es un s[(2)-submdédulo irreducible de
soc(Z(a,l)) ®soc(Z(b,1')).

Sitg # £ + ¢, por la Proposicién tenemos que ¢ <tog < {4+, p=a+b+ ({+
0" —tg)m, por lo tanto V ~ V(a+ b+ (£ + ¢/ — to)m) para algin ¢/ < tg < £+ ¢ el cual
tiene un vector de peso maximo:

't (0 —tg)—1 " 1t
W) @ w0 — gyl @uw(TTETIITE p (C 1) ol o 0

Reparametrizando, tenemos que V ~ V(a + b + km) para algin 1 < k < ¢ con
k=/{+/{ —tyy un vector de peso maximo:

v @ wh — v @wET L (—1)Rf @ w).

Por lo tanto:

4
soc(Z(a,0) ® Z(b, ') ~ga) (soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b,{))) & @ V(a4 b+ km)
k=1

como queriamos demostrar. [
Puesto que los pesos mdximos de soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b,l')) = V(a) ® V(b), son

numeros enteros de la forma a +b,a +b—2,...,|a — b|. El teorema anterior nos indica
que soc(Z(a,l) ® Z(b,0")) es libre de multiplicidad.
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Ejemplos 4.1.4. Consideramos m = 1y los g-médulos uniseriales Z(0,1) y Z(1,1). Asi
a=0yb=/¢=1/¢ =1.Por lo tanto Z(0,1) ® Z(1,1) tiene la siguiente representacion
matricial. La cual estd separada por bloques para mostrar donde aparecen los productos
tensoriales V' (a+im) @ V(b+ jm) y donde los recuadros muestran la combinacién lineal

de los vectores de peso maximo que describen el zécalo:

v e vo) o [ |«
] [r]] [o] [-ea] [eo] | [of [-e] [eo] |
V(a) ® V(b+m) —e1  eo 0 0 leg 0
@ E] 0 —e1 =) 0 eo e1
_2h 0 0 —e1 e 0 leg
V(a+m)® V(b) E] E] —eq 2eq 0 0 —eq 0
E] 0 —ey eo 0 7%60 7%81
E] —2h 0 0 —eq ep 0 —eq
0 0 0 0 0 —Ze1  Zeo
Via+m)® V(b +m) 3h 3e 0 0
f h 2e 0
0 2f —h e
0 0 3f —3h
h e
f —h

Por lo tanto soc(Z(0,1) ® Z(1,1)) >~y V(1) ® V(2).

4.2.

Zoécalo de Z(a,0)* @ Z (b, )",

Consideramos los g-médulos uniseriales Z(a,£)* y Z(b,¢')*. Puesto que Z(a,l)* ®
Z(b,0)" ~g Z(b,l')*®Z(a,l)*, podemos suponer de nuevo sin perdida de generalidad que

¢ < {'. El producto tensorial de estos g-médulos uniseriales tiene la siguiente estructura

como sl(2)-médulos:

I
Z(a,0)* ® Z(b,0')" =gy PP V(a+ (t—i)ym) @V (b+ (' = j)m).
i=0 j=0

Sea B; , la base fija de Z(a, £)* descrita al principio del Capitulo, donde V'(a+(¢—i)m)

. x l—1i
tiene por base B;_; = {wy *,..

de Z(b,¢')*, donde V(b + (¢ — j)m) tiene por base Bj,_; = {yé/_j, .

LW

l—i
a+({—i)m

} para cada 0 <i </ y sea Bff,w la base fija

o—j
P Yt (0 —j)m

} para

cada 0 < j < ¢'. Tanto B}, como Bj, cumplen con las relaciones dadas en el Lema

4.0,

Fijamos i, 7. Si V(u) es un sl(2)-médulo irreducible de peso méaximo p que aparece en
la descomposicién del producto tensorial de V(a + (¢ — i)m) con V(b + (¢ — j)m). El
Teorema de Clebsch-Gordan (Teorema nos muestra un vector de peso maximo u
en V(ia+ (L —i)m) @V (b+ (¢’ — j)m).
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—i,0—q 0—i b(0 —7 Y
Denotaremos a:ﬁ 477 en lugar de wzﬂ i)m,b+(¢'—j)m g A i

. ’_
a+(£ z)m,b—i—(ﬁ ])mvﬂ7 donde:

en lugar de los esca-
lares A\

il =] a+b+((U+) = (i+j)m—p
£ -

(=i b —j . (" ])
AT =(-1) m (4.7)

para todo 0 < r < mﬁ_i’zl_j . Por lo tanto un vector de peso maximo u en el producto
tensorial de V (a+(¢—i)m) con V(b4 (¢'—j)m) descrito en el Teorema de Clebsch-Gordan

€sS:
e il —j

Ug—i,E’_J}M Z /\5 0,0 —j,u é i ® y e M, ; (4.8)
r=0 e
y {vi " H=in ffi’elfj’“} es una base de V() en V(a+ (¢ —i)m) @ V(b + (¢’ — j)m),
donde vz Wt _ = fk véil’z “IH para todo 0 < k < p.

Fijamos (7,7) € [0,4] x [0,¢']. Si 0 < s < m, entonces por la accién de g en Z(a,l)* ®

e
Z(b,')*, tenemos que e vi W=

Vie+U—i+1)m)Vbo+ W —jim))e Vie+ (l—i)m)@V(b+ (€ —j+1)m)).

para todo 0 < k < . Usando la accién de v en Z(a,€)* y Z(b,¢')* dada en el Lema[4.0.3]
tenemos que:

es un elemento que pertenece a:

Zﬁive/fjnu — [71"@/7]'““ Zﬁivelfjv.u‘
- Ul,s + U2,s :

es v
Donde:
af bt F(L—iymy \L—il ],
i _ uz () (HEDmy L #wﬁm@ v (4.9)
— : .
’ =R G T

el cual es un elemento que pertenece a V(a+ ({ — i+ 1)m) @ V(b + (¢ — j)m), con
ﬁ#ﬂ =0si(s+7r)<00(s+7)>a+ (¢{—i)m.Y donde:

) . . . ’_
Iﬁ—l,[,—] (m) (xﬁ—z,é’—] . 7‘)! ( bj—(ﬂ/ J_) ))\Z 0 —j,n

(—il —j,u S —j+1
Vg5 - Z 7 b+(0'—j+1)m ®ylw” Iy’
r—0 (8 —|—.’,Uﬁ Wi T) (5+ (Z z]g/ -)_T) e
(4.10)
que pertenece a V(a+ ({ —i)m) @V (b+ (¢’ — j + 1)m), con yt o jj,l e 0 si se tiene
—TrTS

(T =t s) <00 (@ T —r 4 s) <bH (U —j+1)m

‘ +1 +1 —
Ademss, w,i, =y AV 0.
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Lema 4.2.1. 5@ vg_i’ﬁl_j’“ es un vector de peso mdximo u en el producto tensorial de
V(a+ (£ —1i)m) con V(b+ (¢’ — j)m). Entonces vffoz’gl_“‘ =0 siy sélo sii =0. Ademds,

S . R
vg OZ’E I =0 siy sélo si j =0.

)

Prueba: Supongamos que i # 0 y que:

(=il —jp _ Z R N e N T A WA _
Ul,O - (a+(€7i+1)m) )‘7’ Wy ® wa;i,z’fjfr = 0.

r=0 r

. o ‘
Tenemos que (““L(Z_Zﬂ)m) M =0m — ) pues el conjunto:

o /I Y
{wf e yifive'*j—r : para todo 0 < r < a:f; it J}
w

es un conjunto linealmente independiente en V(a+ (¢ —i+1)m) @ V(b+ (¢' — j)m). En

particular Ag_iﬂ_j # =0 1o cual es absurdo. [

Para cada 0 < t < ¢ + ¢, definimos los subespacios W}* de Z(a,()* @ Z(b,¢')* dados
por:

W= Via+(—iym)@V(b+ (¢ - j)m)
(27])€It
donde I; es como en la §4.1]

Para visualizar mejor la situacién, los W} son las diagonales de arriba hacia abajo de
la siguiente tabla del producto tensorial entre Z(a,#)* con Z(b,¢')*:

A -1 0 -2 o —¢ 0

x4

{—1

*

{—2

-
Wiie—2

0

~

Nota 4.2.2. Es claro de esta definiciéon que W} ~ (Wpiy_4)*, donde Wy p_; estén
definidos en la seccién anterior.
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o+
Por lo tanto, Z(a,?)* @ Z(b,¢')* @ W{. Por la accién en el producto tensorial de

dos g-médulos dado en el Ejemplo y por el Lema Tenemos que:
v (V(a+(—i)m)Q@V (b+(¢£' —j)m)) C V(a+(l—i+1)m)QV (b+(£' —5)m)®V (a+(l—i)m)Q@V (b+(£ —j+1)m).

Ademas, si (i, 7) € Iy, entonces (i —1,75), (i,j — 1) € Iyy1. Por lo tanto, v- Wy € W,
para todo 0 <t < £+ ¢ con W, ., = 0. Por otra parte, los W;’s son sl(2)-submédulo
de Z(a,0)* @ Z(b,l')* y Wi,y = soc(Z(a,£)*) @ soc(Z(b,£')*).

Por la Nota tenemos que g es un algebra de Lie graduada y por lo descrito ante-

riormente, tenemos que Z(a, £)*® Z(b, ¢')* es un g-médulo graduado, con una graduacién
040

Z(a,0)* @ Z(b,0')* @Wt

Proposicién 4.2.3. Sea v un vector de peso mdzximo p en W tal que v-v = 0. Entonces
t=10 +4, es decir, v € soc(Z(a,l)*) @ soc(Z(b,l')*).

Prueba: Puesto que v es un vector de peso maximo p en W}, entonces existen pares
(10,70)y - - - (in, jn) en I; y escalares no nulos Ag, ..., A\, € C tales que:

I A C—in b —j
v :AOUO 20, ]07/14_‘_”._’_)\”,[}0 in, ]n#’“'

Por el Teorema de Clebsch-Gordan la multiplicidad de V(i) en el producto tensorial
de V(a + (¢ — ix)m) con V(b + (¢ — jr)m) es uno para todo 0 < k < n, de donde
(ik, ji) # (is, js) para todo k # s.

(—ig b —j .
Sin = 0, entonces v = Agvy 0,600k Pyesto que t- v = 0, en particular egv = 0. De
donde:

P
Ao vk io ' ]Ovﬂ_'_)\ovg OZM Jok — ).

Por independencia lineal, tenemos que vZ ot/ =jott Z ZO’Z Ik — (. Por el Lema[4.2.1
tenemos ig = jo = 0. Por lo tanto (0,0) € It yasit= K + ¢, de donde:

v e W)y =soc(Z(a, b)) ®soc(Z(b,)).

Veamos que n no puede ser distinto de cero. Supongamos que n > 1, sin pérdida de
generalidad supondremos que ig < ... < 1, y por lo tanto j, < ... < Jo.

Afirmamos que i =k y jr = ({ + ¢ —t) — k para todo 0 < k < n. En efecto, puesto
que eg v = 0, entonces:

n

é_iknel_jkuu' Z_Z']mz/_jkuu‘ —
E )\k(vl,o + v )=0
k=0
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Siig # 0, entonces existe 0 < kg < n, tal que se cumple una y sélo una de las siguientes
igualdades:

l—ig 0 Lol —Ghg
)\ U 10, Jo#_i_)\ko ko ko O,

_ _ @ A
)\Oviolol Jo, 1 + Ak Us Olko’ “JkgoH _ =0.

Lo que implica en el primer caso que £ —ig = £ —ig, y £ — jo = ¢’ — ji, lo que es
absurdo. En el segundo caso se tiene que £ —ig+1 =10 — iy, y ' — jo =t — jx, + 1, lo
que también es absurdo pues ji, < jo. Asi, por el Lema [4.2.1] tenemos que ig = 0 y por
lo tanto jo = £+ ¢ —t.

De manera semejante, si j, # 0, existe 0 < k,, < n tal que se cumple una y sélo una
de las siguientes igualdades:

E 7€ b
)\nvg Om,K —Jnslt + )\ o U1 Olkn —Jkom, oM 07

b—iy W s
Aty ™ I A g g I = g,

Las dos igualdades nos conducen a una contradiccién. Asi, por el Lema[£.2.T] tenemos
jn = 0y por lo tanto i, = £ + ¢ —t. Ademds, como 0 < jo < ¢ y 0 < i, </, entonces
U<t<i+7.

Puesto que 0 = ig < ix y 0 = j,, < jg. Por el Lema |4.2.1] tenemos vfz)ik’zl_jk’“ £0y

—q /_ y , —
vgo““’g Tl £ () para todo 0 < k < n. Ademds, vg’}) by ioﬁ 51 son no nulos.

Como vé’%ﬁe’“ # 0, existe 0 < kg < n tal que se cumple una y sélo una de las siguientes
igualdades:

L—ipq 0 —Jhg 1
o ,Uét L + /\ko ko ko -0,

é o
)\O'Uzt ZM —|—)\k0 Zko» .]kouu 0.
La segunda igualdad no se puede dar puesto que esta implica iy, = 0 = ig lo que
es absurdo. Por lo tanto se debe tener la primera igualdad, la cual implica i, = 1y
= ({4 —t)—1. Puesto que 0 = ig < i1 < iy, = 1, entonces ko = 1. De donde i; =1
yi={+—-1t) -1

Supongamos el resultado valido para k — 1, es decir, i1 =k —1y jr1 = ((+ ¢ —
t) — (k—1). Puesto que i # 0, entonces existe 0 < oy < n con ay, # k tal que se cumple
una y sélo una de las siguientes igualdades:

—i. 0 — l—iq 7‘6/7@ s
)\kaOZM kbt )‘akvl,oz kot el 0,

O—ip 0 =, C—iay ' —joy 1t
Ak'ULOZk ThsH + )\ko'v270 k “k = 0
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La primera igualdad no es posible pues i, # i,,. Por lo tanto se debe de tener la
segunda igualdad, la cual implica i — 1 = ia, ¥ jk = Jo, — 1. Esto ocurre si y sélo si
oy, < k. Puesto que o, < k — 1 < k, entonces i,, < ip—1 < i = iq, + 1. Por lo tanto
ap=k—1yasiiy=tr_1+1y jr = jr_1 — 1. Por hipdtesis obtenemos que:

ik=(k—1)+1=k,
Je=((+0—t)=(k=1)—1=(+ —t)— k.

Lo que prueba nuestra afirmacién.

0+0—t¢
Asi, tenemos que n = L+ 0 —ty v = Mol PR donde v TR RH og un
’ q y 0 ’ 0
k=0

vector de peso maximo pen V(a+ (£ —k)m) @V (b+ (t — €+ k)m) para todo 0 < k < n.
Ademas:

xé—k,t—@rk_a"‘([_k)m‘f‘b'i‘(t—g-f-k)m—,u a-l—b-l—tm—,u_glj
p = 5 5 =

Sin perdida de generalidad, supondremos que Ag = 1. Puesto que:

L+0—t
(—kt—l+k l—kt—0+k
esV = Z )\k(ULSv +7M+,U278, +,M>:O
k=0

para todo 0 < s < m, entonces:

Ok ttk—L, 0 (k1) b=+ (k1)

lt—C,u
2m

= — Aol PR Por las ecuaciones (4.9) y (4.10)), tenemos

En particular v 1.m

que:

bt-(t—¢
St — . (z — 7“)!( Ec—r)m) NGt gl g b=l
2,m _E : | (b+(E—+1)my\ 7T r & Yz —rtms
r=0 (:U —r+ m)( (z—r)+m )

r!(a—l—(fr—l)m) 14041
a+€m) T

r+m

NI t—0+1
wr—i—m@ya:fr .

x
=1t—0+1,pu
Ul,m _E :

" (r+ m)'(

Tenemos la siguiente igualdad:

x o b+(t—€)m
Z (CL‘ T‘)'( z—r ) )\E,tfé,,u ’UJZ ® t—f+1  _
@ (S
r=0 ‘N (z—r)+m
z a+({—1)m
7“!( )
_ )\1 r )\E—l,t—f-‘rl,u U}é ® yt7€+1.
Y] r r+m -
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Pero w§ ® yi;f;rl # 0, pues:
0<z—r<z<min{a+lm,b+ (t—0)m} <b+(t—{)m.
Entonces por independencia lineal, existe 0 < r; < z tal que:

2! (b+(t;£)m) )\Z,t—e,y

(z + m)! (L Dm) 0

1 (a+(l=1)m
7"1.( r ) 0—1t—b+1p

(r+m)! ()

V4 t—0+1 __
wy @ Yo4m — -1

y4 t+0+1
w’rl-l—m ® ymfrl .

Pero esto solo ocurre si y sélo si 71 +m = 0, lo cual es absurdo, pues 1 es un entero no
negativo y m > 1.
Asi, n =0y por lo tanto v € soc(Z(a,?)*) ® soc(Z(b,¢')*). O
El resultado principal de esta seccion es el siguiente teorema que nos describe el zécalo
del producto tensorial de los g-médulos uniseriales Z(a, £)* y Z(b,¢')*.
Teorema 4.2.4. Sean a,b,f,{' nimeros enteros no negativos. Entonces:
soc(Z(a, 0)" @ Z(b,£")") ~g2) soc(Z(a, L)) @ soc(Z (b, £)").

Prueba: Sea V un g-submédulo irreducible de Z(a, £)* ® Z(b, £')*, entonces tenemos que
V es un sl(2)-mddulo irreducible y por el Lema|3.1.10| tenemos que t actia trivialmente
en V. Por lo tanto existe un nimero entero no negativo u tal que V' ) V(). Sea v

040

un vector de peso mdximo p en V. Puesto que Z(a,?)* ® Z(b,l')" = GB W, entonces
t=0

existen 0 < to, <t 1 < ... <ty <L+/L y vectores vg,v1,..., v, tales que:

V=094 v+ ...+ vy

donde v4 es un vector de peso maximo p en W) para todo 0 < d < a.
P I D

Ademas, como v- W;* C W | por independencia lineal tenemos que:
T-Ug = 0

para todo 0 < d < a. Por lo tanto, vy es un vector de peso maximo p en W tal que
t-vg =0 para todo 0 < d < a.

Por la Proposiciéon vq es un vector de peso maximo p en el producto tensorial
soc(Z(a,€)*) ® soc(Z(b,¢')*) para todo 0 < d < a. Como la multiplicidad de V(u) en
soc(Z(a, €)*)®soc(Z(b,£')*) es uno, entonces a = 0 y v € soc(Z(a,)*)®soc(Z(b,¢')*). O

De igual manera que el zécalo del producto tensorial de Z(a, £) con Z(b,¢'), el teorema
anterior nos muestra que soc(Z(a,£)* ® Z(b,¢')*) es libre de multiplicidad.
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Ejemplos 4.2.5. Consideramos m = 1y los g-mddulos uniseriales Z(0,1)* y Z(1,1)*.

Asia=0yb=/¢=1/¢ =1, porlotanto Z( , )* Z(1,1)* tiene la siguiente representacion
matricial:

V(1) @ V(2) [o] [o0] 3eo 0 0 3eq 0 0
0 er 2e 0 e1 2eo 0
E] @ _3h 0 0 o1 0 0 o1
h E —eq =) 0 eg 2e; —2ep 0
0 —eq 2eq el 0 2eq —4eq
VD @ V(D) 2h %e 0 2eg O
f 0 2e el ep
0 f —2h 0 el
0 el eg
YOO 2h 2c 0 2e0 O
0 2e el eo
0 f —2h 0 e1

o] T R

Este producto tensorial tiene por zécalo soc(Z(0,1)* ® Z(1,1)*) =42y V(3) ® V(1).

4.3. Zébcalo de Z(a,l) @ Z(b,0')*.

Consideramos los g-médulos uniseriales Z(a, ) y Z(b,¢')*, los cuales tienen sucesiones
admisibles V(a),...,V(a + fm) y V(b + ¢'m),...,V(b) respectivamente. Puesto que
Z(a,0) @ Z(b,l')* ~4 Z(b,V')* ® Z(a,l), consideramos en esta secciéon Z(a,l) ® Z(b,{')*.
De donde:

Z(a,0) ® Z(b,0')* 5[(2@@Va+zm®‘/(b+(€ J)m).
=0 j=0

Sean B, la base de Z(a,{) descrita en la & y By la base de Z (b, 0")* descrita en
la

. . . I f—q ;. b E/_- sl
Fijamos i, j. Denotaremos xff 7 en lugar de zjt"™ HE=g)m y ALE I

(.
)\?ﬂm’ H j)m’”, donde:

en lugar de

Ll =i a+b+ (0 —j)+i)m—p

J 2 ’
i,0! —J
)\z’,ﬁ’—j,u — (_1)TM (4.11)
T .I:/ ]_"_“
(a+szr)

para todo 0 < r < xfje/_j . Por lo tanto un vector de peso maximo p en el producto
tensorial de V(a + im) con V(b + (¢ — j)m) descrito en el Teorema de Clebsch-Gordan
es:

.l .
0,00 —j
Tp

Ué:f’fj#: Z )\ZZ ]uvz ®y M/_] B (412)
r=0
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de donde {v} S M/_j "} es una base de V(u) en V(a+im) @ V(b+ (¢ — j)m)
(:onfuéZ I — = kg it J“parat0d00<k<,u

Veamos ahora como actia t en vé’gl_j’“, para esto fijamos (4,7) € [0,¢] x [0,¢]. Si

0 < s < m, entonces por la accién de g en Z(a,l) ® Z(b,¢')*, tenemos que e U,i’l/_j’“ es

un elemento que pertenece a:
(Via+ (@G —1)m)@V(b+ (' —j)m)) ® (V(a+im) @V (b+ (¢’ — j + 1)m)).
Ademas, por la ecuacién (4.2) y el Lema tenemos que:

N U R Ay N 0 —j,p
=0 + Vg

€s 1,s
donde:
le —7
UM —J _ uz: (_1)8&)\13—JN i—1 ® (4.13)
1,5 ($+7"_ )' r Vstr—m y’él iy’ '
r=0

el cual pertenece a V(a+ (i —1)m) @ V(b+ (¢' — j)m) y por:

b+(¢'—5)m

i, —j il —
Ty =) (s
’U;Z ]M Z (m) ( 1 )( LZ’ _r) A’LE ]/J‘Ul®y /J+1 (414)
S g/ : b+ (0! +1 zZ Jj_ I ‘
=0 \5/ (s +i; —T)'(SJr(xw] _):nn) e

que pertenece a V(a+im) @ V(b+ (¢’ — j + 1)m).

Una combinacién de los Lemas [I.1.1] y [f.2.T] es el siguiente lema.

Lema 4.3.1. Si véél_j“ es un vector de peso mdzimo p en V(a+im)@V (b+ (' —j)m).
Entonces vle I =) g y solo si i = 0. Ademds, U2% =0 s y solo st 5 = 0.

Prueba: Supongamos que i # 0, entonces si:

- gl .
i, —j
Tp

Ui(;njﬂ_ Z( )m)\zé—juvz 1®y1£>j‘ :0’

T_p
r=0

L
M, o paratodoOgrgmL’K J
”‘ _7"

es un conjunto linealmente independiente en V(a + (i — 1)m) @ V(b + (¢ — j)m). En
particular )\8@ 7" =0 lo que es absurdo.

tenemos que A2* ~* = 0, pues el conjunto {vZ Lg oyt

De manera semejante, supongamos que j # 0 y que:

xzé’—j (b+(Z’—j)m)

o i 8 —j
i =g _ Z I e R X Y A TR O—j+1
UQ,O = b+(f’ ]+1) )\ U ®y ZZ’ ._T = 0

r=0 ( mi,e'_fj_?_ )

W
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b+(¢'—j5)m
il —j )

xX -Tr
Entonces m LU0 — ) para todo 0 < r < mze =7 En particular, si r = 0
( il —j
T
b+(¢'—j5)m
( ™ ) il g
tenemos que m)\o’ " =0 lo cual es absurdo. [
NG )
"

Para cada 0 < t < £+ ¢ definimos los subespacios U; de Z(a,¢) ® Z(b,¢')* dados por:

P Vie+im)@V(b+ (' - j)m)
(Z7])6]t

donde Iy = {(i,7) € [0,€] x [0,¢'] :i+j =4+ ¢ —t}, paratodo 0 <t <+ /.

Para visualizar mejor la situacién, los U; son las diagonales de derecha a izquierda de
la siguiente tabla del producto tensorial entre Z(a, ) con Z(b,¢')* si £ < {':

¢ 0 -110-2 - 0

0
1

2

Upter—2

L ]

Up Up_1

L+
De lo anterior tenemos que Z(a,f) @ Z(b,¢')* @ U;. Por la accién en el producto

t= 0
tensorial de dos g-médulos dado en §2.2] Ejemplo [2 por la ecuacién ) v por el
Lema [4.0.3] Tenemos que:

v (V(a+im)QV (b+(l'—j)m)) C V(a+(i—1)m)@V (b+(¢'—j)m)®V (a+im)QV (b+ (¢ —j+1)m).
Ademds, si (i,7) € I, entonces (i — 1,7),(i,7 — 1) € I;41. Por lo tanto v U; C Uyy1 con

Upsro+1 = 0. Ademés cada U; es un sl(2)-submédulo de Z(a,?) @ Z(b,')* y Upyp es el
producto tensorial de los zécalos de Z(a,?) y Z(b,¢')*.

Al igual que Z(a,0) @ Z(b,0") y Z(a,0)* @ Z(b,¢')*, tenemos que Z(a,l) @ Z(b,l')* es
o+
un g-médulo graduado, con una graduacién Z(a, ) @ Z(b,?') @ Us.
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Proposicién 4.3.2. Sea v un vector de peso mdzximo p en Uy tal que t-v = 0, entonces
maz{l,0'} <t <L+l y se tiene:

i. Sia>b+ (t—~€)m, entonces v € soc(Z(a,l)) ® soc(Z(b,')*).

ii. Sia <b+ (t—L€)m, entonces v estd en soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b,€')*) o bien v es un
vector de peso mdazimo pu="b+ (¢’ —t)m — a, el cual es un multiplo escalar de:

Ot Lp al Lt—4+1,u -1 N al 40— te/,#
Yo (@t m)y’ REE St A oy vy e T

Prueba: Puesto que v es un vector de peso maximo p en Uy, entonces existen parejas
(10,30)s - - - (in, jn) en I; y escalares no nulos Ag, ..., A\, € C tales que:

_ N
v = )\O,U'L(Jv Jo 1 + ..+ )\nvé’m ]nv/ﬁ'

Por el Teorema de Clebsch-Gordan tenemos que la multiplicidad de V(i) en el pro-
ducto tensorial de V(a + igm) con V(b + (¢’ — jx)m) es uno para todo 0 < k < n, de
donde (ig, jr) # (is,Js) para todo k # s.

Si n = 0, entonces v = )\ovm’g —Josm
eov =0y e,v =0, de donde:

con Ay # 0. Puesto que v-v = 0 en particular

o vm’[ —J0 it + o UZo,é —Joskt __ =0,

zo,f —Jo,u i0,0' —jo,pb __

V4 4 4 4
Por independencia lineal vm’ ok — véo’ ok =0y vlo’ ok — véo’ —Jok — 0. Por el

Lema tenemos que iy = jo = 0, por lo tanto (0,0) € It y asi t = £+ ¢'. De donde:
v € Upppr = soc(Z(a,l)) @ soc(Z(b,0)").

Supongamos que v = )\gvéo’é/_jo’“ +...+ /\nvé”’gl_j"’” conn > 1y tal que (ig, ji) € Iy
con 0 < k < n. Sin pérdida de generalidad supondremos que ig < ... < iy, de donde
In < ... < Jo-

Afirmamos que iy = ky jr = ({+ ¢ —t) — k para todo 0 < k < n. En efecto, puesto
que eg v = 0, entonces:

Z)\ %»f Jk,u+vlk7f Jimu) -0

Si ig # 0, entonces existe 0 < kg < n tal que se cumple una y sélo una de las siguientes
igualdades:

lo,f —Jo,u z’Co’g —JkoH _
Aoy + Mo V1 m, =0,

Zo,ﬂ —J0,H “ﬂo’g “Jkg P _
Aoy + Ao Vs, =0.
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El primer caso implica ig = ix, y ¢’ — jo = ¢’ — jk, lo que es absurdo. En el segundo
caso se tiene que ig — 1 = ig, y ¢ — jo = ¢ — ji, + 1, lo que también es absurdo pues
Jke < Jo- Asi, por el Lema tenemos que ip = 0 y por lo tanto jo = £+ ¢/ —t.

De manera semejante, si j, # 0, entonces existe 0 < k,, < n tal que se cumple una y
s6lo una de las siguientes igualdades:

il — i, TN A TSN
)\nv2"0 A, V1o nt =,

0—j ey £ )
)\nvénd —JIn M + )\k: U2k8 ]kn 14 =0.

Las dos igualdades anteriores nos conllevan a una contradiccién. Asi, por el Lema
tenemos que j, = 0. Por lo tanto i,, = £+ ¢ —t. Ademds, como 0 < i, <Ly 0 < jo <1,
entonces max{/f,¢'} <t <{+ /(.

Puestoque():i0<i1<...<zjn,:'€+€’—tyQ:/jn<jn71<...<j0:€—|—€’—t,
por el Lema [4.3.1 tenemos que vi’f;fb IR Ly vé’j{f Il oL () para todo 0 < k < n.
Ademas, UOt ZM#O vf%_w’“#O.

Como 1126 b # 0, entonces existe 0 < kg < n tal que se cumple una y sélo una de las

siguientes igualdades:

7‘ ,Z I’
)\vOt eu"‘)\ko ko —Jkgib =0,

0,t—4,u ZICO 7£ ]k07l"/

La segunda igualdad no se puede dar, ya que implica iy, = 0 = 79 lo que es absurdo. Por
lo tanto se debe de tener la primera igualdad, la cual implica ix, = 1y jx, = ((+€' —t)—
Puesto que 0 = ip < i < i, = 1, entonces kg = 1. Dedonde i1 = 1y j; = ({+¢ —t)—1.

Supongamos el resultado vélido para k — 1, es decir, ix_1 =k — 1y jr_1 = L+ —
t)— (k—1), puesto que i), # 0, entonces existe 0 < oy < n con oy # k, tal que se cumple
una y sélo una de las siguientes igualdades:

A s Gy 0 —Jay, 1

)\ ,Ulk .]k/‘_|_)\ak 171; k 07
,f 5 ZOé 76 ]Dé 7/'1/

)\ ,UZk ]kﬂ_i_)\ak 271:1 kP — 0.

La primera igualdad no es posible, ya que i} # i,. Por lo tanto se debe de tener la
segunda igualdad, la cual implica iy — 1 = in, ¥ ji = Ja, — 1. Que ocurre si y sélo si
oy < k. Puesto que o, < k — 1 < k, entonces i,, < ir—1 < i = iq, + 1. Por lo tanto
ap=k—1. Asiipy =ip_1+ 1y jr = jr—1 — 1 por hipltesis obtenemos que:

ik=(k—-1)+1=k,
Je =+ —t)=(k=1) 1=+l —t) k.
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Lo que prueba nuestra afirmacion.

Asi tenemos que:
O4+L—t

kyt—l+k
> Ao )
k=0

donde v, es un vector de peso maximo pu en V(a + km) @ V(b + (t — £ + k)m)
para todo 0 < k <n. Ademés:

kt+k—0,p

xk,tfﬂk_a+k‘m+b+(t75+k)mfu_a+b+(t75+2kz)m—
. =

2 2

Sin perdida de generalidad supondremos que Ay = 1. Puesto que:

00—t
st = Z A (kt £+k,u+ t— Hk’”):O

para todo 0 < s < m. Entonces:

A Uk:t £+k,u+)\ k+1t L4 (k+1),1 r_ .

Ot —bp _ Alv%:(t)—€+1

En particular v, #. Por las ecuaciones (4.14]) y - tenemos que:

Ig,t—é (b—i(-)(f_—z)m)

4
0,t—4pn 2 : - 0,t—¢,u,,0 t—0+1
0270 - (b+(t Z-i—l)m) >\ Uy ® yx?jt_zfr’
r=0 gt A r

pLt—e+1
W
|
1,t—0+1 T
CF) T = Z (r—m)! /\lt LH’MUT m®yt1§+el+1
r=0 ’
De donde:
xg,tfe (b-t,(-](tt_f)m) xbtfl+l |
T 06—l , 0 cn t—L+1 Z T 1,t—+1,u 0 t—0+1
Z b+(t—L+1)m Ay v ®y Of L A1 (Tfm)!)\r r7m®y lt 041
r=0 ( Ot Y4 _r ) r=0
m
omo x min{a — {)m}, entonces v, . Por lo tanto, para
Como 0 < 2 < b+ (t t ®ytof+} 0. Por lo tanto, p

que tenga sentido la igualdad anterior se debe tener que:

x}ljt—f—i—l Ot ~L 4.
Ademds, se tiene la igualdad:
b+(t—€)m
0,t—L,p ( apt ! ) Lt—b+1
(A — | b s
Ao (b+(t t+1)m ArmiAy, :
0,t—¢

"
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Por lo tanto:
(b+(t Hm ))\Ot A

0,t—
M o= (o) . (4.15)
m! (bJr(i;fjel)m) Arlﬁt—f-i-l,u
m

0,0—t, 1£t1
“—i—)\v +

Por otro lado, como U2 #* = 0 tenemos que:

0,t—¢ 0,t—¢ b+(t—€)m
R (™ =) g ~) Ol 0 o t—041
Z Aoy ®y 0t~ =
0,t—¢ b+(t L+1)m —r+m
=0 (zy —r+m)(] 0.t 7,+m)
1 41
( )m—i—l)\ Z )\115 f—i—l,u UO ® yt1€+1)1+1 .
r=0

Tomando r = 0 al lado izquierdo de la igualdad anterior, tenemos que:

0 t—lpu (_1)m+1)\1>\1,t—€+1,u

0 .

(xg’t_é + m)( (tt Hl)m)
Ty

+m
Como :z:lljt_é+1 = x?;t_e + m y despejando A1 tenemos:
» 26 t, (b+(05€ t)?ﬂ) /\O,é—t,u
m
A =(-1) Lt b+(1£ L) my 1t (4.16)
'( 12 t+1 ))\0’ i
Ty
Igualando las ecuaciones (4.15)) y (4.16)) obtenemos:
b+(t (Z) Otfu Ote b+( ) Otéu
B b+(t C+Hlymy \Lt—l4+1 Lttt b (t—L+1)my \ 1,t—0+1,0
ml( a0t ") 8 Ty ! ot )Xo g
Simplificando obtenemos que:
0,t—¢
ym b+ (t—L+1)m—uz, AL 1t 1=
(1) 0 =\l :
m
Puesto que b+ (t — ¢+ 1)m — x,ojt_g = x}jtﬂ_e + p — a y reemplazando los valores de

)\(l)’tﬂ_g’“ v A5 dados en (4.11)), obtenemos que:

atm\ /lLtH ¢
m a m '
01—t

Como m > 1, entonces a + m = mitﬂ ¢ de donde a = :L‘Bt ‘. Ademis como Ty
min{a, b+ (t — ¢)m}, entonces lo anterior ocurre si y sélo si a < b+ (t — £)m.
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Por lo tanto, si b+ (t — £)m < a obtendriamos un absurdo, lo que implica que n = 0
obteniendo el caso ii.

Sia < b+ (t—¢)m ocurre, entonces v es un vector de peso maximo p = b+ (t—£¢)m—a.

Por otra parte, para cada 1 < k < ¢+ ¢’ —t, tenemos que xﬁ:t*@rk _ xﬁfl,tf@r(k*l) +m
y xg’t_z = a. Por lo tanto, xﬁ’Hk_é =a+ km.

Ademads, para cada 0 < k < n:

kt—L+k,u E+1t—L+(k+1),n
)‘k‘v2,s + >‘k+1vl,s =0.

Asi, tenemos que para todo 0 < s <mytodo 0 <r <a+ km:

(a+km—r)! (b+(t+’f—5)m)r!>\f,t+k—z,u

>\k+1 _ a+km—r
b 1) —l+1 e Li—tt ()
(s+a+km— r)!( Ht;faik)m_i_ )m) (r+m—s)I\ s (kt1)ope

Por los valores que toman AR tHk=tp y AR L=tk Do o 4.11]) y simplificando los

r+m—s
términos, tenemos que:
(a+ km)!

a+ (k+1)m)!
para todo 0 < k£ < n. Notar que la expresién de la derecha en la igualdad anterior no
depende de 7.

Ak+1 = (—1)( k

k

Puesto que Ao = 1, entonces A\, = (—1) i para 1 < k < n. Por lo tanto, v es un

!
(a—ﬂcm)
vector de peso maximo p = b+ (t — £)m — a y es un multiplo escalar del vector:

| |
0,t—0,u a: 1,t—+1,p 040" —t a: O 4l—t 0
v, - + ...+ (-1 —_— .
0 (a+m)! (=1) (a+(t—£0)m)°

Como queriamos demostrar. [
FEl resultado principal de esta seccién es el siguiente teorema que nos describe el zdécalo
del producto tensorial de los g-médulos uniseriales Z(a,f) y Z(b,¢')*.

Teorema 4.3.3. Sean a,b,l, ¢ nimeros enteros no negativos. Entonces:

SOC(Z(CL, ‘6) ® Z(ba 6/)*) =s1(2)
min{l,l',| (b—a)/m]|+¢'}
soc(Z(a,0)) @ soc(Z(b, ")) @ @ V(b+ (¢ —k)m — a).
k=1
En particular, soc(Z(a,l) ® Z(b,l')*) ~2) soc(Z(a, L)) @ soc(Z(b,£')*) si y sélo si
b+ (¢ —k)m < a para todo 1 < k < min{¢,('}.
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Prueba: Sea V un g-submédulo irreducible de Z(a, ¢) ® Z (b, ¢')*. Entonces tenemos que

V es un sl(2)-moédulo irreducible y por el Lema [3.1.10 v actia trivialmente en V. Por
lo tanto existe un nimero entero no negativo u tal que V' >y V(1) Sea v un vector
de peso maximo g en V.

040
Puesto que Z(a,l) ® Z(b,0')* = @ Uy, entonces existen 0 < t, < tq_1 < ... <tg <

t=0
L+ 10y vg,v1,...,0s tal que:

V=09 +V1+ ...+ Vq,

donde vq € Uy, para todo 0 < d < a.

Puesto que Uy, es un s((2)-submédulo de Z(a, f) @ Z(b,¢')*, entonces vy es un vector
de peso méximo p en U;, para todo 0 < d < a. Ademads, como t-U; C Ugq por
independencia lineal tenemos que:

t"Ud:O

para todo 0 < d < a. Si a # 0 la proposicién anterior nos indica que vg es un vector de
peso maximo pu = b+ (tg—¥€)m —a en Ui, paratodo 0 < d < a. De donde, si 0 < k,d < «
tenemos que tg = t; lo cual es absurdo.

Por lo tanto o = 0 y v = vg es un vector de peso maximo pu = b+ (tg —¢) —a en Uy,
tal que max{¢,¢'} < tg < £+ ¢'. Si tomamos s = £ + ' — to, entonces v es un vector de
peso méximo u=b+ (¢’ —s)m —a en Upyp_s tal que 1 < s <min{l,¢'}. O

Al igual que soc(Z(a,l) @ Z(b,t')) y soc(Z(a,l)* @ Z(b,l')*), el zécalo de Z(a,l) ®
Z(b,0")* es libre de multiplicidad.

Ejemplos 4.3.4. Consideramos m = 1 y los g-mddulos uniseriales Z(0,1) y Z(1,1)*.

Asia=0yb=/{¢=/{ =1, porlotanto Z(0,1)®Z(1,1)* tiene la siguiente representacion
matricial:

Vo) 8 V) [0] ] -+ e« o o o]
IR ] = & &
—2hn 0 0  —e1 e
V(0)® V(1) L] —e1 eo 0 eo
f 0 —eq 2eq el
T V) 3h 3e 0 0 3e1 0 0
f h 4e 0 ey 2eq 0
0 f —h 3e 0 el eg
0 0 f —3h 0 0 e1
7] “
V(1) ® V(1) 2h 2¢ 0
f 0 2e
0 f —2h
0

El cual tiene por zécalo soc(Z(0,1) ® Z(1,1)*) =42y V(2) ® V(1).
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4.4. Serie de zécalo de Z(a,()* ® Z(b,!')" y serie radical de
Z(a,l) ® Z(b,1').

Como dijimos en la Capitulo |3 para cada g-mddulo V', existe la serie de zocalo y la
serie del radical. En esta seccién describimos la serie del zécalo del sl(2) x V (m)-médulo
Z(a, 0)* @ Z(b,0')*.

Consideramos los s[(2)-submédulos W;* de Z(a, £)* @ Z(b,¢')*, definidos en §4.2| Su-
pongamos que V(i) es un sl(2)-submédulo irreducible en W;* tal que e; v = 0 para todo
0 <¢ < my donde v es un vector de peso maximo u. Puesto que:

ei (fv)=f(eiv) —[f,e]v=0,

tenemos que e; v; = 0 para todo 0 < i < m y todo 0 < j < p donde v; = f7v. Por lo
tanto V(u) C soc(Z(a,l)* ® Z(b,¢')*). Por el Teorema tenemos que:

soc(Z(a, 0)* ® Z(b,0')*) = W .
Lo anterior nos indica que para todo vector de peso méximo v en W;* con ¢t # £+ ¢/,

existe 0 < i <m tal que e;v # 0y e;_1v=0. Por lo tanto ey v = 0 para todo 0 < k < ¢
y ejv # 0 para todo i < j < m.

Lema 4.4.1. Sea v un vector de peso mdximo u en W con t # €+ (' tal que e;—1v =0
yeiv # 0 para algin 0 < i < m. Entonces e; v es un vector de peso mdximo p+ (m —2i)
en Wiy,

Prueba: Por la definicién de los W;*’s tenemos que e; v € Wy, |, como:
h(e;v) =e; (hv)+ [h,ej]v=(u+ (m—2i))e;v,
entonces e; v tiene peso p + (m — 2i). Ademads:
e(ejv) =e;(ev) +[e,ei]v=(m—i+1)e;_qv.

Pero e;_1 v = 0 por hipdtesis, entonces e (e; v) = 0y asi e; v es un vector de peso maximo
p+ (m—2i) en Wi . O

Tenemos el siguiente resultado para el s[(2) x V(m)-médulo Z(a,£)* @ Z(b,¢')*.

Teorema 4.4.2. Sean a,b,{, ' nimeros enteros no negativos. Entonces, los factores de
zdcalo de Z(a,l)* @ Z(b,l')* son:

soc(Z(a,0)* @ Z(b,0')*)/soc*(Z(a, 0)* @ Z(b,0')*) = W}.

para todo 0 < k < L+ /1.
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Prueba: El resultado de este teorema es equivalente a probar que para 1 <k < £+ ¢

040

sock(Z(a,ﬁ)* ® Z(b,0)") =4 @ wi'.
t=0+0'—(k—1)

Para k = 1, el resultado se tiene por el Teorema

Tomamos k£ > 1. Supongamos el resultado vélido para k — 1, es decir:

L+
soc* N Z(a, 0 @ Z(0,0))= P W
t=0+0'—(k—2)

Veamos que se cumple para k. En efecto, por la accién en el producto tensorial de dos
g-modulos dado en el Ejemplo y por el Lema tenemos que v- Wy C Wi,
para todo 0 <t < £+ ¢ con Wiy 1 = 0. En particular, v- W/

cro—-1) C Wiko_ k2>
entonces W 4y C sock(Z(a,0)* @ Z(b,¢')*). Por lo tanto:

soc* N (Z(a,0)* @ Z(b,0')*) & soc*(Z(a, 0)* @ Z(b,l')").

Ademaés:
0+

@ W C soc®(Z(a, )" @ Z(b,£))*).
=040 (k—1)

Consideremos v un vector de peso maximo p en soc*(Z(a, £)* @ Z(b,£')*). Queremos

o+
ver que v € EB W}, lo que mostraria la igualdad en la contenencia anterior.
t=04+0'—(k—1)
0+
En efecto, como v es un elemento de Z(a,f)* @ Z(b,¢')* @Wt Entonces existen
=0
w1, Wa, . .., w, vectores de peso maximo p en Wi, Wi, ..., W/ respectivamente tales

que 0 <t <ty <...<t, <L+ ysecumple que:
V=w; +wo+ ...+ wy.
Sil+/0 —(k—1)<t; </{+/{ paratodo 1 <i < n, entonces:
0+
v E @ W
=040 —(k—1)

Supongamos que existe 1 < s < n (el mas grande de todos) tal que:

0<ti<to<...<ts<l+l —(k—1) <t <...<t, <L+/.
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Entonces 0 < t; < £+ ¢ — (k —1). Por lo tanto, t; # £+ ¢' y existe 0 < i < m tal que
e; wy # 0. Por el Lema [3.1.10] tenemos que t actia trivialmente en:

soc (Z(a,0)" ® Z(b, £)" /(s0c* ™ (Z(a,0)" © Z(b,£)"))

Por lo tanto, t - soc*(Z(a, £)* @ Z(b,')*) C soc*~Y(Z(a,0)* @ Z (b, £')*).
Entonces e; v = e; w1 + ... + e; wy, que estd en sock~1(Z(a, £)* @ Z(b, ¢')*). Por hipétesis

L+
soc* Y (Z(a, 0)* @ Z(b,0')*) = @ W}, de donde:
t=0'— (k—2)
40
e, w1 € @ Wt @@Wt+l’
=00 — (k—2)

pero e; wi € Wt*lﬂ y0<t;+1</l+¢—(k—1). Por lo tanto, existe 2 < iy < s tal que
t1 +1=t;, + 1, lo que contradice la eleccién de los t;’s. Asi tenemos que:

00

v E @ %%

t=0+0—(k—1)

o+
de donde soc®(Z(a, £)* @ Z(b,£))*) =, @ wr. O
=0 (k—1)

El anterior teorema nos indica que la serie del zécalo de Z(a,¢)* @ Z(b,£)* es

0+0
We*+€/ C Wf*+f' &b WZ*+6171 C...C @ Wé:»f’ft = Z(a,f)* X Z(b, E)*
t=0
0+
con soc¥(Z(a,0)* @ Z(b,0')*) = @ Wy
t=0+0'—(k—1)

Recordamos que si U es un g-submoddulo de V*, entonces:
l:{UGV:f(U):0p3uratod0fEU}

ademds rad(V) = soc(V*)*, por lo tanto tenemos el siguiente corolario del Teorema
4.4.2)

Corolario 4.4.3. Sean a,b,?, ¢ nimeros enteros no negativos. Entonces

0+0
rad*(Z(a,0) @ Z(b, (")) @Wt
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o0
Prueba: Recordamos que Z(a,l) @ Z(b,l') = @Wt, donde:
t=0

@ V(a+im) @ V(b+ jm).
(ivj)elt

Ademés tenemos que W o~ (Wyp_4)*.

Para demostrar este corolario, usamos un resultado de dlgebras asociativas (ver demos-
tracion de [Al Corollary V.1.2. §V.1]). Este resultado nos dice que existe un isomorfismo
(sock(M))* ~ M* [rad®(M*).

Por lo tanto:
(soc¥(Z(a,0)* @ Z(b,0')*))* ~4 (Z(a,0)* @ Z(b,€')*)* /rad*((Z(a, £)* @ Z (b, £')*)*).
Puesto que Z(a,l)* @ Z(b,{')* ~4 Z(a,t) ® Z(b,{'), entonces:
(Sock(Z(a, 0 ® Z(b, ef)*))* g Z(a,0) @ Z(b, ) /rad®(Z(a, 0) @ Z(b,0')).

Por el Teorema [.4.2] tenemos que:

£+
soc®(Z(a,0)* @ Z(b,0)) = P W
t=0+0'—(k—1)
Por lo tanto:
a *
B Wi = Za.0) @ Zb,0)/rad" (Z(a, ) @ Z(b,1)).
t=040 —(k—1)
Por la Nota tenemos que W;* ~ (Wyp_;)*, entonces:
L+
@ Wire—y g Z(a,0) @ Z(b, ') /rad®(Z(a,£) @ Z(b,{')).
t=0+0' —(k—1)

Reparametrizamos, tomando s = £ + ¢/ — t:
EBW ~y Z(a,0) @ Z(b,0") /rad*(Z(a,0) @ Z(b,1")).

L0+
Asi rad®(Z(a, ) ® Z(b, 1)) @Wt

Por lo tanto, la serie del radical de Z(a,t) ® Z(b, V') es:
WoCWo Wi C...CWodW1D...0 Wy :Z(a,f)@Z(b,f,).
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5 Maddulos ciclicos de sl((2) x V(m).

La nocién general de g-médulo ciclico para cualquier dlgebra de Lie g, coincide con
la definiciéon de A-mdédulo ciclico sobre un algebra asociativa A con unidad. Su relacién
con los g-médulos ciclicos perfectos se puede observar en [Ca2l, Proposition 3.6 §3]. En
este capitulo mostraremos que Z(a,f) ® Z(b,¢') es un sl(2) x V(m)-médulo ciclico y que
Z(a,0)* @ Z(b,£')* es un sl(2) x V(1)-médulo ciclico.

Definicién 5.0.1. Sea g un dlgebra de Lie. Un g-mddulo V' se denomina g-mddulo
ciclico, si existe v € V' tal que:
V =U(g)v.

Recordamos que para cada entero no negativo a, existe un sl(2)-mdédulo irreducible
V(a), el cual es generado por un vector v§ denominado vector de peso méximo a. Una
base de V (a) estd dada por {v§,v{,...,v2}, donde v¢ = f¥v2. Esta base cumple con las
siguientes relaciones:

hop = (p—2k)v,  fug =vie1, evy =k(a—(k—1))v;_q, (5.1)
para todo 0 < k < a, donde v?; =v3, ; = 0.

Proposicién 5.0.2. SiV = V(a)) @ ... P V(ayn) es un sl(2)-mddulo tal que se tiene
a1 < ... < an. Entonces V' es un sl(2)-mddulo ciclico, con un vector generador v =
vy 4 ... +vy". Donde vy’ es un vector de peso mdzimo a; de V(a;) para todo 1 <i <mn.

Prueba: Consideremos v = vg' 4+ ... +vy" y W = U(sl(2))v que es un sl(2)-submddulo
de V. Puesto que a, > a; para todo 0 < k < n, entonces vk = f*uv* = 0 para
todo 0 < k < n. De donde f%wv = v3* € W. Para recuperar a vy" tenemos que
e vin = (a,!)?vg", por lo tanto:

1

(an!)?

Asi vy™ € W, de donde V(a,) C W.
Tomamos ahora v — vgn = 1)6” +...+ vg"_l € W. Razonando de manera similar obtene-
mos que vy* € W para todo 0 < k < n. Asi V =U(sl(2))v. O

e famu = vgn.

Combinando la proposicién anterior con el Teorema de Clebsch-Gordan tenemos que
V (k1) ® V(k2) es un sl(2)-médulo ciclico para cualquier par de enteros no negativos
ki, ks.
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5.1. Z(a,l) ® Z(b,0") es un sl(2) x V(m)-médulo ciclico.

Como vimos en el producto tensorial de Z(a, ) con Z(b,¢") tiene una descompo-
sicién en suma directa de s[(2)-médulos:

0+
Z(a,0) @ Z(b,l') = @Wt

tal que v- Wy C Wiyq. Donde W; = @ V(a+im) @ V(b+ jm) y los conjuntos Iy

(i»j)elt
constan de las parejas (i,7) € [0,¢] x [0,¢] tales que i + j = ¢ + ¢ — t para todo
0<t<i+/.

Para cada pareja (i,7) € [0, /] x [0,¢'], definimos los elementos:

min{a+im,b+jm}
i,J,a+b+(i+75)m—2k
Vij = E Yo

k=0

en V(a+im)®V (b+jm), es decir, v; ; es la suma de los vectores de peso maximo que apa-
recen en el Teorema de Clebsch-Gordan para la descomposicién de V (a+im)QV (b+jm)
como sl(2)-médulo.

Por la Proposicién tenemos que cada producto tensorial V(a +im) ® V(b+ jm)
es un sl(2)-médulo ciclico con un vector generador v; ;.

Para cada 0 < i < ¢, fijaremos las bases B; = {v}, v}, ..., v}, ;. } de V(a+im) tal que
v} es un vector de peso maximo a + im y v}; = fk v} para todo 0 < k < a + im. Por lo

¢

tanto B, = U B; es una base de Z(a,¢). Como en el Capitulo
i=0

Con la base B, ¢ definida anteriormente tenemos que v actia en Z(a, ¢) de la siguiente

manera:
i s(m k! i
es vy, = (—1) ( )(S—i—k: )] 84_2 m (5.2)

para todo 0 < s <m,donde 0 < k < a+im. Ademas, si s+k—m < 0o a+im < s+k—m,

entonces v* =0y wv,! =0 para todo a.

s—i—k m

el
Por otra parte, consideramos By ¢ = U Bj base de Z(b,¢'). Donde Bj = {w}, ..., wzﬂ-m}
j=0
para todo 0 < j < . By cumple las mismas propiedades que la base B, para Z(a, ().
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Recordamos la notacién dada en Si V(u) aparece en la descomposicién de V(a +
im) ® V(b + jm), entonces:

i a+b+(i+j)m—p

W= 5 con 0 < xj/ < min{a + im, b+ jm}, (5.3)
y (%) y
APt = (=1)"——F—— para todo 0 < r < z}/. (5.4)
( i K
at+im—r

Un vector de peso maximo p en V(a +im) @ V(b+ jm) es:

4,5
Ty

(2 (T J

vyt = E ApP oy Qwi; -
r=0 "

Proposicién 5.1.1. Para toda pareja (i,7) € [1,€] x [0,€'] con b+ jm # 0, el sl(2)-
submddulo V(a+ (i —1)m) @ V(b+jm) de Z(a,l) ® Z(b,l') estd contenido en U(g)v; ;.

Prueba: Puesto que V(a+im)®V (b+jm) = U(sl(2))v; ;, entonces V (a+im)@V (b+jm)
esta contenido en U(g)vi,j. Por lo tanto, paratodo 0 <r <a+imytodo 0 < s < b+ jm
los elementos vl ® w} estdn en U(g)v; ;.

Para determinar que V(a + (i — 1)m) ® V(b + jm) esta contenido en U(g)v; ;, es
suficiente mostrar que cada vector de peso méximo en V(a+ (i —1)m) @ V(b+ jm) estd
en Z/{(g)vi,j.

1;_]-7]'7“

Sea v, un vector de peso maximo p en V(a+ (i —1)m)® V(b+ jm). Se tiene que:

0 < <min{a+ (i — 1)m,b+ jm} < min{a+im,b+ jm}.

Casol[z}, "7 # min{a + (i — 1)m, b+ jm}]
Consideramos los elementos:

i—1,j

T xi_17j
r 1 7 7
20 = E (-1) ( . )arvr®w i1
r=0
i—1,5
Ty U+l i—1,5
T U +1 ; ;
M 7 Vi
2] = E -1 vt Qw!,
1 - ( ) < r )/BT r® 1‘; 1’]+1—T’
r=

los cuales son elementos que estan en U(g)v;; y donde cada producto tensorial involu-
crado en ambas sumas es diferente de cero.
(-1

De donde, (=1)™em 20 ¥ ——— =
(mfl) (x.“ I + 1)

em—1 21 son elementos de U(g)v; ;.
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Usando la accién de ¢ sobre V(a +im) y V(b+ jm) dada en (5.2), tenemos que:
i—1,j

Ty 4L ' '
(=1)™em 20 = Z (—1)T< i >ar vl @ wii*’j—r—i_

r
r=0 .
—1,j
zy i—1,
r(T i j—1
(1) Qr Up QW ;1 5
r=0 " -
Ademss, se tiene la siguiente igualdad:
i—1,5 o
(—1)m! R (i P
— r+ 1= J
— em—121 = E (—1) Bry1v,  Quw ;i ,; +
() (@ 7+ 1) r ai by
m—1 K r=0
—1,5
oy L
r I i Jj—1
E (—1) Bro, @y .
T IH T
r=0

Queremos determinar valores de los o.s y 8l.s de tal manera que se cumpla la siguiente

igualdad:

m—1
Y -1
vy IH = €m 20 — ( ) - Em—1%1
0 ( m )(xzfl,] + 1)
m—1 K
lo que nos lleva a lo siguiente:
i—1,5 i—1,5
Ty Ty i—1,5
i L i1 j _ " Ly i—1 J
r UV QWi = (-1 (r + Brp)vy @w’i oy, +
T, T r T, T
r=0 r=0
—y
. Ll
r4n i j—1
(_1) (ar — Br)vr QW ;1
; r T, T
r=

i—1,5
o Zp o
donde ™M = (-1 T(Z.IT’].JF), para todo 0 < r < z!; "/ dada en la ecuacién (5.2).
Y
(a+(ﬂi71)mfr

Asi, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

1
ar+Bry1 = ——m——
(e
a+(i—1)m—r
Qp — Br = 0
para todo 0 < r < xi_l’j y 6$271,j 1= 0. Las soluciones para este sistema estan dadas
por:
mffl’jfr 1
i—1,5
a=pF= Y (-1 HSW,
"
5=0 (a-l—(i—l)m—s)
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7’_17.7
para todo 0 <r <z, .

Por lo tanto, vé_l’j " estd en U(g)v; ; para todo vector de peso maximo y en el producto
tensorial de V' (a+ (i—1)m) con V (b+jm) tal que 0 < xffl’J < min{a+ (i—1)m,b+jm}.

Cabe notar que la demostracion del caso anterior es valida, si tenemos que:

mf;l’j =min{a+ (i — 1)m,b+ jm} =a+ (i—1)m
Caso[z}, '/ = min{a + (i — 1)m,b+ jm} = b+ jm)]

Para este caso consideramos los elementos:

i—1,7

Ty LimLi
_ T w % J
z20 = E (—1) ( . >arvr®wmi1,j_r,
"

r=0

i—1,5
Ty i—1,7
T +1 » ;
21 = Z (—1)r< Nr ) )5, Uy ® wiffl’j—r’
r=0

que son elementos que estan en U(g)v; ; y donde cada producto tensorial involucrado en
la suma es diferente de cero.

Procediendo de manera similar que antes, queremos que:

Wil (1Ym0 + (—=1)m-1 .
= m S —
’ (™) (7 + 1) ’
es decir:
i a7 i1,
il i1 j N i—1 j
Do e, = 07 J(er BT e F
r=0 a r=0 :
@ N A -
Z (_1)T< . >(04r _Brfl)vrf‘ ®wji_—1,j >
r=0 r e

- ) -
con Bi-15_, =0y donde \j~ ' = (=1)"———~— para todo 0 < r <z, .
Ty 1 ( 2l
a+(i—1)m—r
Asi tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

ot = e
(a+é—1)m—r>

(673 _B'r’—l =0
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para todo 0 < r < xffl’j y B—1 = 0. Las soluciones para este sistema estan dadas por:

r—1
1
ap = Broy =3 ()
5=0 (a+&—1)m—s)

para todo 1 < r < xffl’j y ag=p_1=0.

Por lo tanto de los casos anteriores tenemos que si V' (u) aparece en la descomposicién
de V(a+ (i —1)m) ® V(b+ jm), entonces V(p) esta en U(g)v; ;.
Asi, V(a+ (1 —1)m) @ V(b+ jm) C U(g)v; ;. O

El resultado anterior muestra que cualquier vector de peso maximo en el producto
tensorial V(a+(i—1)m)®V (b+jm) es generado por elementos en V(a+im) @V (b+jm)
siempre que i # 0y b+ jm # 0, quien a su vez es generado por el vector v; ;.

Procediendo de manera analoga a la proposicién anterior, cambiando los roles de a y b,
e ¢ con j tenemos el siguiente resultado que muestra que cualquier vector de peso maximo
en V(a+im)®V (b+(j—1)m) también es generado por elementos en V (a+im)®V (b+jm)
siempre que j # 0y a + im # 0.

Proposicién 5.1.2. Para toda pareja (i,7) € [0,€] x [1,0'] con a+im # 0, el sl(2)-
submddulo V(a+im) @V (b+ (j —1)m) de Z(a,l) ® Z(b, V') estd contenido en U(g)v; ;.

Nota 5.1.3. Observar que en las demostraciones de las proposiciones anteriores, se
muestra que todo vector de peso maximo pen V (a+(i—1)m)®@V (b+jm) con i(b+jm) # 0
oenV(a+im)@V(b+ (j —1)m) con j(a+im) # 0 estd en v(V(a+im) @ V(b+ jm)).

Con esto tenemos el siguiente teorema que nos muestra que el producto tensorial de
los g-mddulos uniseriales Z(a, f) y Z(b,¢') es un g-médulo ciclico.

Teorema 5.1.4. Sean a,b, ¢, ¢’ nimeros enteros no negativos. Entonces Z(a,0)® Z(b, (')
es un g-modulo ciclico con vy como un vector generador, es decir:

Z(a,t) ® Z(b, E/) = U(Q)U&g/.

Prueba: Por las Proposiciones[5.1.1]y[5.1.2] tenemos que tanto V (a+(i—1)m)@V (b+jm)
sib+m#0ei 40,y V(ia+im)@V(b+ (j—1)m)sia+im # 0y j# 0 estdn en
U(g)vi ;. Sii =0, claramente V(a+ (i —1)m) ® V(b+ jm) = 0 y por lo tanto estd en
U(g)v; j, de igual manera si j = 0, tenemos que V(a +im) @ V(b+ (j — 1)m) = 0.

Sib+jm =0y i=#0,entonces j = 0. Por lo tanto, V(a+im) @V (b+ (j —1)m) =0
yVia+(i—=1)m)@V(b+jm) =) V(a+ (i — 1)m). Ademds, tenemos que it @wy =
(—1)ep, (vi®@wy) es un vector de peso méximo a+(i—1)m en V(a+(i—1)m)@V (b+jm).
De donde, V(a+ (i — 1)m) @ V(b + jm) estd contenido en U(g)v; 0.
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De manera semejante, tenemos el caso a +im =0y j # 0.
Sia+im =0yb+jm =0,entonces i = j =0y V(ia+im)@V(b+ (j — 1)m) =
Viae+ (i —1)m)®@V(b+ jm) =0.

Afirmamos que W; C U(g)vey para todo 0 < t < £+ ¢'. En efecto, puesto que
V(a+tm) ® V(b+ ¢'m) = U(sl(2))ve,r. Entonces:

Wo=V(a+tm)@V(b+m) CU(g)vee.

Por las Proposiciones y tanto V(a4 (£ —1)m)®@ V(b4 ¢'m) como el producto
tensorial V(a4 ¢m) ® V(b+ (¢' — 1)m) estdn en U(g)ver. De donde, Wi C U(g)ve .

Supongamos que Wy C U(g)vyp para 0 <t < £+ . Afirmamos que Wiy1 C U(g)vg e
En efecto, consideremos (i, j) € It41. Es decir, V(a+im) ® V(b+ jm) C Wiy, entonces
(¢t —1,7) y/o (i,7 — 1) estdn en I;. Por las Proposiciones y tenemos que
V(a+im) @ V(b+ jm) C U(g)vi-1,; y/o V(a+im) @ V(b+ jm) C U(g)v; j—1. Pero,
U(g)vi—1,; ¥ U(g)vij—1 estan contenidos en U(g)ve, pues por hipotesis v;_1,;,vij-1 €
U(g)vee. De donde, V(a+im) @V (b+jm) C U(g)ve . Puesto que la pareja (4,7) € T4
es arbitraria, tenemos que Wiy C U(g)ve e

Asi, Wy C U(g)vee para todo 0 <t < £+ (. Por lo tanto, U(g)veey = Z(a,l)® Z(b, ).
Il

Nota 5.1.5. Por lo dicho en la Nota y en la demostracion del teorema anterior,
tenemos que V(a+ (i—1)m)@V (b+jm) y V(a+im)@V (b+ (j—1)m) estdn contenidos
en v(V(a+im)® V(b+ jm)). Por lo tanto:

t(V(a+im)@V (b+jm)) = (V(a+(i—1)m)@V (b+jm))&(V(a+im)@V (b+(j—1)m)).

Siguiendo la nocién de espacio generador dada en tenemos que Wy = V(a +
Im) @V (b+¢'m) es un subespacio generador de Z(a,?) ® Z(b,¢). Por lo tanto, tenemos
el siguiente resultado, el cual es una consecuencia inmediata de los resultados antes
obtenidos.

Corolario 5.1.6. Para todo 1 < k < {+ ', tenemos que t*(Wy) = Wy.

Prueba: Por la Notal[5.1.5] tenemos que t(Wy) = Wi. Pues, Wy = V(a+{m)®V (b+£'m)
yWi=WV(e+@GE—-1m)@V(b+ijm)) & (V(a+im) @ V(b+ (j — 1)m)).

Supongamos que t¥(Wy) = Wy, por lo tanto t*+1 (W) € W, . Paratodo 0 < ¢ < £+
tenemos:
W= @ Via+im)@V(b+ jm)
(i,9)€lt
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con Iy = {(i,7) € [0,€] x [0,0'] : i+ =L+ —t}.

SiV(a+im)®@V (b+jm) C W41, es por que (i,7) € Ix11. De donde, (i—1,7) € I y/o
(i,j—1) € Iy, es decir, V(a+(i—1)m)@V (b+jm) C Wiy V(a+im)QV (b+(j—1)m) C
Wp. Por la Nota tenemos que se cumple alguna de las dos contenencias (o ambas):

V(a+im) @V (b+ jm) Ct(V(a+im)@V(b+ (j — 1)m))
Vie+im) @ V(b+jm) Ct(V(a+ (i —1)m) @ V(b + jm))

para todo (i,j) € Iry1. Por lo tanto, V(a + im) ® V(b + jm) C v(Wy), para todo
(i,7) € Ir41. Por hipétesis, obtenemos que W1 C t*+1(Wy). Asi, t*T1(Wo) = Wiy

Podemos concluir entonces que tk(Wo) =Wy paratodo 1 <k </+/¢. O

5.2. Z(a,0)*® Z(b,l')* es un sl(2) x V(1)-médulo ciclico.

Como vimos en el producto tensorial de Z(a,f)* con Z(b,¢')* tienen una estruc-

tura de sl(2)-moédulo:
L+

Z(a, 0)* @ Z(b,0')* @Wt

tal que v- W C W{,,, donde Wy = @ V(a m) @ V(b+ (¢ — j)m) y para

(7])6115
0<t</l+/V, tenemos I; = {(i,7) € [0,€] x [0, '] :i+j =L+ —t}.

Para cada (4, 7) € [0,4] x [0, ], definimos los elementos:

min{a+({—i)m,b+(¢'—j)m}
C—i 0" —7,a+b+((0+€')—(i+7))m—2k
e, =
k=0

en V(a+ (L —1)m)@V(b+ (¢ —j)m), es decir, wy_; ¢—; es la suma de todos los vectores
de peso maximo en V(a + (¢ —i)m) ® V(b + (¢’ — j)m) que nos da el Teorema de
Clebsch-Gordan. Por la Proposicién tenemos que:

Via+({—i)m) @V (b+ (¢ = j)m) = U(sI(2))wi—; e

Para cada 0 < i </, fijaremos las bases B} , = {w - l, .. ,wf; } de V(a +

(¢ —i)m) tal que wf " es un vector de peso maximo a + (E —i)ymy wy fk ‘ para
todo 0 < k < a+ (¢ —i)m. Por lo tanto B, , = U Bj_; es una base de Z(a,¢)*. Como

i=0
en el Capitulo
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Con la base B* definida anteriormente, por el Lema - tenemos que t actua en
Z(a,0)* de la 51gu1ente manera:

+(l—i)m
(i m BT (—it+1
€s wk‘ = < > o — m U)S+k . (55)
(s + k)1 (*HE ™)

para todo 0 < s < m, donde 0 < k < a+({—i)m. Ademés si s+k < 0oa+({—i+1)m <

s + k, entonces wﬁjr?jl =0y w5t = 0 para todo a.
¢ ;. YR
Consideramos By = U B} base de Z(b,!')*. Donde B; = {5 _J,...,yggé,ij)m}
j=0

para todo 0 < 57 < /. Esta base cumple las mismas propiedades que la base B;Z para

Z(a,0)*.

Ademas, recordamos la notacién dada en §4.2| Tenemos que:

L b+ (L4 —(i+j))m—
it a+b+ (0 + : (i+j))m i3 (5.6)
()
=i/ —j (=i
Al =dn — (_1)TW para todo 0 <r <z, ne (5.7)

(a+(€—i)m—r)

Ademis:
0—i bl —j
Tp

=il —jpu E : =il —5,u, £—i
UO - /\ wy. ® y 1./ zi’ i_g
r=0

denota el vector de peso maximo pen V(a+ (£ —i)m) @ V(b+ (¢ — j)m) descrito en el
Teorema de Clebsch-Gordan.

Consideramos los elementos en W;* con 1 < ¢ < min{/, ¢'}, dados por:

wy = Z(_l)kvlg,tfk,aerthm'

Es decir, w; es la suma alternada de los vectores de peso maximo a + b + tm en el
producto tensorial de V' (a + km) con V(b+ (t — k)m) tal que (¢ — k, ¢’ + k —t) € I; de
esta definicion tenemos que w; es un vector de peso maximo a + b+ tm en W/

Puesto que la multiplicidad de V (a+b+tm) en los espacio V (a+km) @V (b+(t—k)m)
es uno tenemos el siguiente lema:

Lema 5.2.1. Consideremos los g-mddulos uniseriales Z(a,0)* y Z(b,¢')*. Entonces la
multiplicidad de V(a + b+ tm) en W} es:
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i t4+1, 510 <t < min{l,l'}.
ii. min{l,0'} + 1, si min{l,0'} <t < maz{l,0'}.
iti. (04+0 —t)+1, si maz{l,0'} <t <L+ 7.

Prueba: Como Z(a,{)* ® Z(b,l')* ~4 Z(b,¢')* ® Z(a,!')*, supondremos sin pérdida de
generalidad que ¢ < /.

i. Si0 <t < {¢. Como W tiene t + 1 sumandos en su descomposicién como sl(2)-
moédulo de la forma V(a + (¢ —i)m) @ V(b + (¢ — j)m), correspondientes a las
parejas (£, 0/ —t),(—1,0'—t+1),...,(£—t,0") en I;. Puesto que en cada sumando
V(a+km)®@V(b+ (t — k)m) la multiplicidad de V(a + b+ tm) es uno. Entonces
V(a+ b+ tm) aparece en la descomposicién de W} como s((2)-mdédulo ¢ + 1-veces.

ii. Sif <t </{.Como W/ tiene ¢ + 1 sumandos en su descomposicién como s[(2)-
médulo de la forma V (a+ (€ —i)m) @V (b+ (¢’ — j)m) correspondientes a las parejas
0,0 —t),l—1,0—t+1),...,(0,£/ —t+£) en I. Puesto que en cada sumando
V(a+km)®V(b+ (t — k)m) la multiplicidad de V' (a 4+ b + tm) es uno. Entonces
V(a+b+tm) aparece en la descomposiciéon de W;* como sl(2)-médulo £+ 1-veces.

iii. Si ¢ <t < ¢+ /. Entonces W/ tiene £ 4+ 1 sumandos en su descomposicién como
s[(2)-médulo de la forma V(a+ (¢ —i)m) @ V(b+ (¢ — j)m) correspondientes a las
parejas ((+ ¢ —t,0), ({+¢ —t—1,1),...,(0,+ ¢ +1t) en I;. Puesto que en cada
sumando V(a 4+ km) ® V(b+ (t — k)m) la multiplicidad de V' (a + b+ tm) es uno.
Entonces V' (a 4+ b+ tm) aparece en la descomposiciéon de W} como s((2)-mddulo
(0 4+ € —t) + 1-veces.

0

La siguiente proposicion la enunciamos de manera general para todo m > 1.

—q /5 L, .
Proposiciéon 5.2.2. Sea Ug HLEZGR i vector de peso mdzximo 1 en el producto tenso-

rial de V(a+ (£ —i+ 1)m) con V(b+ (¢’ — j)m) con i # 0.
Si 1< mf;_”ul_] < min{a+ (¢ —i)m,b+ ({' —j)m} o xﬁ_Hu/—] =a+ (—i)m+1.
FEntonces,

vf}”“’e e U(g)we—ip—j.

Prueba: Para simplificar notacién en esta prueba, llamaremos x a =

Como V(a+ (£ —i)m) @ V(b + (¢’ — j)m) C U(g)we—ier—;, queremos mostrar que

Ué—z—f—l,ﬂ’—j,u
0

0—it1,0'—j
" .

es puede expresar como combinacién lineal de acciones de g en vectores

deV(ia+ (L —i)m)@V(b+ (' — j)m).

Caso [1 <z <min{a+ ({ —i)m,b+ (¢’ — j)m}]
Puesto que < min{a + (¢ — i)m,b+ (¢ — j)m}. Entonces w’™ @ yg_j # 0 para todo
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0 < 5,k < x. Definimos los elemento zg y 21 en U(g)w¢—; ¢—; como:

|
—

T

20 = ®ym o
r=0
x—1

21 = Bruw,. & Z(g>ygc_(7»_i_1)
r=0

Puesto que 1 < z, los productos tensoriales en cada sumando de zg y 21 son distintos de
cero y estén en V(a+ (E i)m) @V (b+ (¢ —j)m). Usando la accién de v en los elementos
ty ym T] dada en , para cada 0 < r <z — 1 tenemos que:

= (aJr(Zr_i)m) f-itl o é —Jj - (b+w o ) 0—i O —j+1
0 = D e O Vet 4 2 o gy o O v
r=0 r =0 r—r
Ademas:
1 x (a+$,lfli)m)

L _ {—i+1 0—j
m LAt _Zr(aﬂe i+1) )57“ 10y B Yy +
r=1 r

z—1 (b+(f’—j2) )
7"+ f 7 0 ]+1
(=D )BT O Yar -

r—r

*M

Queremos determinar valores de los a,.’s y 8,-’s de tal manera que se cumpla la siguiente
igualdad:

(—i+1.0
eoz0 — —e121 = HLE=gp
m

lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones con 2z + 1 ecuaciones y 2z incognitas:

ap = )\g—’i-i-l,f/—j,p’
a+(l—i)m a+(¢ z)m
(§+(£7;+1)n)1) Qr — ((aJr(@ =y ) )5r L= NI paratodo 1 < < @ — 1,
'—j)m ' —j)m
("™ L)
(b+(g/_j+1)m) Qp — (@ T)(b+(£’—j+1)m) Br =0 para todo 0 <r <z —1,
a+(l—i)m ' .
_wﬁx p= e

x

Reemplazando, obtenemos:
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L—it10 —j,p
AO 5

g =
—i a+(l—i)m\ (b+(l'—j)m e
o = w f*iJrl,Z’fj”u, ( r—1 )( ."rf(rfl) )(:’U (T 1))057.71
(a+(€;z)m) (a+(€;z)m) (b+(ﬁ:rj)m)r
sil<r<z-1,
(b+(€’fj)m) (a: . 7")
B = xb_.:(e’—j)m a-si0<r<z-—1,
( z—(r+1) )
0
B _ _:E(a+( zZJrl)m) )\Z—i‘f‘lv[—j»ll
z—1 = (a—i—(f—i)m) z '
\ z—1
Afirmamos que las soluciones son:
o
r o (a+( TH—I)m) (CL‘ - 'I“) £7i+1,é’7j,,u
(=i g
(a ( : z)m)x
b+-(¢'—j +(l—i+1
B, = ( (zfr])m) (a ( . )m) (z—7)? 0—it1,0—jp
"= b+(0'—j +(0—i r
( xE(rJzi;n) (a (7" Z)m)x
para todo 0 < r < x — 1. En efecto, si r = 0, entonces:
o
o — )\e—z'+1,z/—j,p N (a+( S+1)m) (z — O))\Z—i—i-l,é’—j,,u
0= % - (a+([—i)m)x 0 ’
0
Supongamos el resultado cierto para a,, entonces:
+(l—it+1 (i b+(0'—j
Qi1 = (a (r—il )m) e-_yil—i_l’el_j’# (a ( r Z)m)( (r—r])m) (1‘ - T) o
+(0—i r —i b+ (0'—j :
() (M) O e

Por hipotesis y reemplazando tenemos que:

(aJr(ffiJrl)m)
r+1 £—i+1,l'

Qpyp1 = WATJrl 7j’“—|—
( r—+1 )
(MO @ =) (T @ =) e
(M (I 4 ) (T2

Por lo tanto:
™ i, L= DG )

(a—&-%:f)m) r+1 (a+££;f)m) (b:&f(’;ji;n) (r+1)x

AL =g

Qpy1 =
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at+(l—i+1)m+b+ ' —j)m—p

Puesto que x = y usando la definicion de los \,’s

2
dada en (5.7, se puede comprobar ficilmente que:

x—(r—1) )\fi:i1+1’£,_j7u __a+t (—i+ 'l)m —(r—1) )\ﬁ*iﬂl/*j,u (5.8)
T b+ (' —jm—z+r

Sustituyendo tenemos que:

(a+(€—i+1)m)
r+1 )\Zfi%»l,f/fj”u
(a+(€7i)m) r+1
r+1

Qpy1 = +

(aHEHEDmy (SHE=DmY (a4 (0= i+ 1)m —7)

T r—Tr

(D O b+ (= jym = a4+ 1)

C—it1,0'—j,
AL b

por lo tanto obtenemos que:

+(l—i+1 +(e—i+1
o (a (r—il )m) L—i+10' —5,u . (7“ + 1)(0 (r—il )m) )\Z—i—l-l,ll—j,u
Qr41 = (zH—(Z—i)m) r+1 (a—i—(f—i)m)x r+1 )
r+1 r+1

Asi sacando factor comun y simplificando tenemos que:
+(f—i+1
(a (r—il )m) (@ —(r+ 1)))\e—z’+1,é/—j,u

e

Qpy1 =

De donde nuestra afirmacion es cierta para los /., es decir:

(aHEHmy (g AL LE g
(HEDm) "

r

o =

para todo 0 < r < z — 1. Ademds reemplazando para encontrar los valores de los f.s

tenemos:
(b—l—(Z’_—j)m) (a+(€—i+1)m) (1‘ - 7“)2
e ™

)\f—i-ﬁ-li’—jw

67‘:

para todo 0 <r < x — 1.

En particular, tenemos que:

(b+(€’fj)m) (a+(£—i+1)m) ' o
,Bx—l = : a+(l—i)m o )\fﬂ:ll—i_lj o
( rz—1 )J"

(I e
o (a+(€—i)m) z ’
r—1
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Los que muestra la consistencia del sistema de ecuaciones planteado. Por lo tanto, el

[_
vector v

LI o peso maximo p estd en U(g)we—; o ;-

Caso [r =a+ ({ —i)m + 1]

Este caso ocurre s6lo cuando min{a + (¢ —#)m,b+ (¢’ — j)m} = a+ (£ — i)m.
Como z = a + (¢ — i)m + 1 consideramos los elementos:

a+({—i)m
/ 0—i o—j
z = Z oW, Q@ Yy_r,

0—i 0 —
Zi - Z Bruwy Z®yz—(Jr+1)'
r=0

Como nuestro objetivo de nuevo es conseguir valores de los a;’s y (s de tal forma que
C—it1,0—j, . . .
e 2y — %el 2 = v, HLEZIE hrocedemos de manera similar al caso anterior obteniendo

que las soluciones del sistema son:

( B (a+(577li+1)m) (JE _ 7“)
Qr = (a—i—(ﬂ—i)m):C

{—i+1,0'—37,
)\r J ,u7

(b+(€’fj)m) (a+(£—i+1)m) (:c _ T)Q
BT = s '—j)m Z —i)m )\T
(Tl ()

para todo 0 <r <a+ ({ —i)m. O

Para m = 1 tenemos el siguiente corolario de la proposicién anterior.

Corolario 5.2.3. Sean Z(a,0)* y Z(b,¢')* dos s1(2) x V(1)-mddulos uniseriales.
Si UéfHM "I es un vector de peso mdzimo pen V(a+{—i+ 1)@V (b+ € — j) con

T
i # 0 tal que fo L= # 0. Entonces
C—i+1,0'—j,
vy T eU(gwe ;.

Prueba: Sabemos que 1 < :L‘ffiﬂ’elfj <min{a+¢—i+1,b+ ¢ — j}. Puesto que se
tiene una de las siguientes igualdades:
min{a +¢—i+1,b+¢ —j} =min{a+ £ —i,b+ ' — j},
min{a +/¢—i+1,b+¢ —j} =min{a+ £ —i,b+ ¢ —j} + 1.
Simin{a+¢—i+1,b+¢ —j} = min{a+{—i,b+¢' —j}, tenemos que 1 < a:f;_iﬂ’z/_j <
min{a + ¢ —i,b+ ¢ — j}.
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Si min{fa+ /¢ —i+1,b+ ¢ — j} = min{fa+¢—i,b+ ¢ — j} + 1 lo que ocurre si y
sblosia+/l—i+1=b+0—j, entonceslﬁxff’“’eﬂ <min{a+¢—i,b+ ¢ —j}o
P i

En cualquiera de los casos, podemos aplicar la Proposicion [5.2.2] para obtener el re-
sultado deseado. [J

De manera similar a la Proposicién cambiando los roles de a y b, e ¢ vy j, tenemos
la siguiente proposicion.

g L.
Proposicién 5.2.4. Sea vg GE=ITLE yun vector de peso mdzimo 1 en el producto ten-

sorial de V(a+ (£ —i)m) con V(b+ (¢’ — j+ 1)m) con j # 0.
Si 1<, "I < minda + (€= iym,b+ (¢ — H)m} o xb PCTIT = b (0 — j)m + 1.
Entonces, o

,U(l;—z,ﬁ AR S Z/l(g)wg_wf_j.

Para el caso m = 1, tenemos el siguiente corolario de la proposicién anterior.

Corolario 5.2.5. Sean Z(a,0)* y Z(b,¢')* dos s1(2) x V(1)-mddulos uniseriales.
Si véiz’e TITLE o5 un, vector de peso mdzimo p en V(a+({—1i)) @V (b4 (€' —j+1)) con
j # 0 tal que xﬁﬂ’elﬂﬂ # 0. Entonces:

il —j
vy M e U(g)weip- .
Prueba: Sabemos que 1 < xﬁ_i’gl_jﬂ <min{a+/¢—i,b+ ¢ —j+1}.
Ademéds, min{a+¢—i,b+¢'—j+1} = min{a+£—i,b+¢'—j} o min{a+l—i, b+¢'—j+1} =
min{a + ¢ —i,b+ 0 — j} + 1.
Simin{a+/¢—i,b0+¢ —j+1} = min{a+£¢—i,b+¢' —j}, tenemos que 1 < xﬁ_i’y—jﬂ <
min{a + ¢ —i,b+ ¢ — j}.

Si min{a+ ¢ —i,b+ ¢ —j+1} = min{a+ ¢ —i,b+ ¢ — j} + 1 lo que ocurre si y
solosia+f—i=b+¥0 —j+1, entonces1§:Effl’€7wrl <min{a+/¢—i,b+¢ —j}o

:Uﬁ_i’z/_jﬂ =b+/V —j+1=min{a+¢—i,b+ ¢ —j+1}.
Aplicando la Proposicién obtenemos el resultado deseado. [J

Si v es un vector de peso maximo a + b+ tm en W} tal que eg v # 0, entonces eg v es
un vector de peso maximo a + b+ (t + 1)m en W}, |, de aqui tenemos el siguiente lema.

Lema 5.2.6. Consideremos los g-mddulos uniseriales Z(a,£)* y Z(b,€')* dos :
i. Si0<t<min{l,l'}. Entonces:

{60 vé;,t—k:,a-i—b-f—tm 0 < k < t}
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Prueba: Supondremos sin pérdida de generalidad que ¢ < ¢'. Como v,

4.

140.

es un conjunto de t + 1 wvectores linealmente independiente de vectores de peso
mdrimo a + b+ (t +1)m en Wi ,.

Si min{l,0'} <t < maz{l,l'}. Entonces:
{egupt™RATIHIM 0 < |k < min{€, 0'}}

es un conjunto de min{l,{'} + 1 vectores linealmente independiente de vectores de
peso mazimo a + b+ (t + 1)m en W ;.

St max{l,0'} <t <+ (. Entonces:
{eo vg’t_k’a+b+tm ct—max{l, '} < k < min{{,0'}}

es un conjunto de (40 —t)+1 vectores linealmente independiente de peso mdzimo
a+b+(t+1)m en WS .

k,t—k,a+b+tm

wh @ y(t)_k, entonces:

g

1.

1.

190

k,t—k,a+b+tm k+1 t—k k t—k+1
€0 Uy =wy @y "+ wy @ yg +1 (5.9)

Si 0 < ¢ < £. Entonces, I; estd conformada por los pares (¢,¢' —t),..., (¢ —t, ).
Por lo tanto los sumandos en de eg vg i-katbiim oo diferentes de cero, donde
el primer sumando estd en V(a+ (k+1)m)®V (b+(t —k)m) y el segundo sumando
estéd en V(a + km) @ V(b+ (t — k + 1)m). De donde {eqvf "= FottHim . o < | < 1}
es un conjunto con ¢ + 1 vectores linealmente independientes en W, ;.

Si¢ <t < /. Entonces, I estd conformada por los pares (¢, ¢ —t),..., (0, +{—t).
Por lo tanto los sumandos en ([5.9)) de e vg i-katbiim oo diferentes de cero excepto

en el par (0,¢' +¢—t), en cuyo caso el primer sumando de ¢ vg’t_z7a+b+tm es cero y

el segundo sumando es diferente de cero. Por lo tanto {eg U’S’tik’a%”m 0<k</{}
es un conjunto con £ + 1 sumandos linealmente independientes en W/, ;.

Si¢ <t<{+/{. Entonces, (' +¢—1t,0),(¢'+¢—t—1,1),...,(0,¢' + ¢ —t). Por

kt—k,atbtt .
lo tanto los sumandos en (5.9) de eg vy’ GO gon diferentes de cero excepto

en el par (¢ + ¢ —t,0). En cuyo caso el segundo sumando de ¢ véﬁél’él’mrb“m

cero y el primer sumando es diferente de cero. En el par (0,¢ + ¢ —t) en donde el
t—0' 0 a+b+tm
0

es

es cero y el segundo sumando es diferente de
cero. Extrayendo el par (¢ 4+ ¢ — ¢,0) tenemos que el conjunto {eg vg’tfk’a%ﬂm :
t — ¢ < k < {} correspondiente a los pares (¢/ +¢—t—1,1),...,(0,{' + ¢ —1t) es

un conjunto con (¢ + ¢ —t) + 1 vectores linealmente independiente en Wy, ,.

primer sumando de egv

Gracias al lema anterior, Corolario y Corolario [5.2.5] enunciamos el teorema
principal en esta seccion.
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Teorema 5.2.7. Sea g = sl(2) x V(1) y sean a,b,{,¢' nimeros enteros no negativos.
L

Entonces, Z(a,£)*®@Z(b,l')* es un g-mddulo ciclico conv = wgp + Z wy como un vector

t=1
generador. Es decir:

Z(a,0)* @ Z(b,0') =U(g)v.

Prueba: Supondremos de nuevo sin pérdida de generalidad que ¢ < ¢'.

Puesto que W{ es generado por el vector wyy como s[(2)-médulo. Entonces W esta
contenido en U(g)v. Por los Corolarios y todo vector de peso maximo u en
Vie+l+1)@Vb+)oenV(ia+£)@V(b+ (' +1)) talque p #a+b+ L+ +1)
pertenecen a U(g)wer C U(g)v.

Por el Lema m U(g)wese genera el vector eg vé’zl de peso méximo a+b+ (4 ¢+ 1)
en W7, el cual es linealmente independiente a w;. Ademas, por el Lema W tiene
2 vectores de peso maximo a + b+ (¢ 4 ¢' + 1). Por lo tanto W C U(g)v.

Supongamos que W;* C U(g)v para 0 < ¢t < £. Entonces por los Corolariosy
todo vector de peso maximo pen V(a+k+1)@V (b+t—k) oen V(a+k)QV (b+(t—k+1))
tal que p # a + b+ (t + 1) pertenecen a U(g)wy—r C U(g)v. Por lo tanto, todo vector
de peso maximo p # a + b+ (t + 1) en W} pertenece a U(g)v.

Por otra parte, el Lema parte i. {eg vg’tfk :0 < k <t} es un conjunto con t + 1
vectores linealmente independientes de peso maximo a+b+ (t+1) en W, | y en U(g)v.
Ademds, w1 es un vector de peso maximo a + b+ (t + 1) en Wi, y en U(g)v que
no depende del conjunto {eq vlg’t—k : 0 < k < t}. Por lo tanto, tenemos ¢ 4 2 vectores
linealmente independientes de peso maximo a + b+ (t +1) en W, | y en U(g)v. Pero el
Lema nos dice que la cantidad de vectores de peso méximo a +b+ (t+ 1) es t + 2.
Por lo tanto todo vector de peso maximo a + b+ (£ 4 1) en W} | pertenece a U(g)v, asi

Wi, cU(g)o.

Con lo anterior tenemos que Wy C U(g)v para todo 0 < ¢ < £. Por los Corolarios
y todos los vectores de peso maximo p # a + b+ (£ + 1) de W/ | pertenecen
a U(g)v. Ademads, por el Lema parte ii. {eq vlg’g_k :0 < k </} es un conjunto
con £ + 1 vectores linealmente independientes de peso maximo a + b+ (£ + 1) en W,
y en U(g)v. Por el Lema tenemos que W | tiene £ + 1 vectores de peso mdximo
a+b+ (£+1). Por lo tanto W/, C U(g)v.
Argumentando de manera similar tenemos que W;* C U(g)v para todo £ <t < /.

Puesto que Wy C U(g)v. Entonces por los Corolarios y todos los vectores
de peso maximo p # a+b+ (¢'+1) de Wi | pertenecen a U(g)v. Ademas, por el Lema

parte iii. {eg vg’é_k :1 <k </} es un conjunto con ¢ — 1 vectores linealmente
independientes de peso maximo a + b+ (¢ + 1) en Wy, | y en U(g)v. Pero el Lema
tenemos que Wy | tiene £ vectores de peso méximo a + b+ (¢ 4 1). Por lo tanto
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WZ+1 C u(g)?}
Argumentando de manera similar tenemos que W;* C U(g)v para todo ¢/ <t <+ /.

Por lo tanto W;* C U(g)v para todo 0 < ¢t < ¢+¢'. De donde Z(a, £)*®Z(b,¢') = U(g)v.
]

Puesto que wy ¢ genera a W y cada vector de peso maximo wy genera un sl(2)-médulo

irreducible V; de peso maximo a+ b+t para todo 0 < t < ¢, entonces Z(a,€)* ® Z(b,¢')*
¢

tiene espacio generador Wy & @ V.
t=1
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6 Resultados parciales de la conjetura

1.1.1.

Sea g = sl(2) x V(m) con m > 1. Nuestra conjetura basada en verificaciones compu-
tacionales y resultados obtenidos en los capitulos anteriores es:

Z(a,l) ® Z(b,l') es descomponible con ¢ < ¢’ para todo m > 1 si y sélo si
a=b=0y/l#0o0a=by(="/.

En este Capitulo mostramos que Z(0,1)® Z(0, 1) es descomponible y Z(0,1) ® Z(a, 1)
es indescomponible para todo a,m > 1.

Consideramos las bases B, para cada Z(a,!) dadas en el Capitulo {4] y recordamos
que la accién de v = V(m) en Z(a, ) esta dada por:

i s k! i—1
es vk = (=1) <5>(s+k—m)lvs+k_m (6.1)

donde {ey,...,en} es la base de t con ey vector de peso méximo m y e; = %fi €Q-

6.1. Descomponibilidad de Z(0,1) ® Z(0,1).

Puesto que Z(0,1) =42y V(0) @ V(m), entonces el producto tensorial de Z(0,1) ®
Z(0,1) lo podemos vizualizar en la siguiente tabla, donde cada bloque interior representa
los pesos méximos del sl(2)-mddulo V(im) ® V(jm) para 0 < 4,5 < 1y cada diagonal
de derecha a izquierda representa la g-graduacién de Z(0,1) ® Z(0,1):

(@] 0] m |
0|0 m
2m
2m — 2
m || m
2
0

Donde Wy =V (m) @ V(m), Wi =V(0)®@ V(m)® V(m)® V(0)y Wy =V(0) ® V(0).

1,1 .
Lema 6.1.1. Sea vy’ " un vector de peso mdzimo p en Wy. Entonces:
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S' 1,1 t .
1Ty €S par, ENLONCES:.

m—x
(—1)m=*u Lip _ 1, 1|)\171,u( O.Lm . 10m)
7( m ) emi 1 1Yy Vg s
1,1
m Jiu
que es un vector de peso mdximo m en Wi.
R I | .
i. Six,” es impar, entonces:
( 1)m_$1,1
— 2
Llp L1y y Ll 0m _ 1.0m
e Vo = (= 1)z A (g vy ),

que es un vector de peso mdximo m en Wy.

1,1 , .
Prueba: Denotaremos por z a z,;, ademds 0 < x < min{m, m} = m. Puesto que
x

v(l)’l’” = Z)\i’l’“vi ®w,_,, por la accién de v en Z(0,1) ® Z(0,1) tenemos que para

r=0
cada 0 <r < ax:

m—x
(-1) S N R : 0
el Uy QW = U, QW+, @ W,

(™)

Por lo tanto:

(== 1,1, 1,1,,.0 1 Ll 1
e vy = 2! (AL @ wh + Ay Mg @ wh).

(")

_1)x _
Ademds tenemos que Ay = ((zjzt), pero x = 2m2 K

m—x

usando la simetria de las combinatorias tenemos que:

—x=x4 pu—m, asi

AL = (= (D
m
Reemplazando %em_m vy’ Li — l)\ H(=1)*0] @ wh + v @ wl).
De donde:
(=nm* du _

1,1 :
————€m—z Uy a:')\ () @ wh + vy @ w)) si x es par,

1 m—x
= ( ) em—z vy = 2N (0h © wh — v) @ w}) si & es impar.

0,1,m 1,0,m

Puesto que vy """ = v] @ w§ y vy" ™" = v{ @ w) obtenemos el resultado buscado. [
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Gracias al Teoremal[4.1.3|tenemos que soc(Z(0,1)®Z(0,1)) = soc(Z(0,1))®soc(Z(0,1))®
V(m) donde V(m) en este caso es el sl(2)-mdédulo irreducible generado por el vector
vh @ wy — vy ® w§ de peso maximo m.

Por el Lema anterior tenemos que cualquier vector Ué’l’“ de peso maximo p = 2m — 2@1;1
en Wy con x,ljl impar generan a v} ® w§ — v ® w € soc(Z(0,1) @ Z(0,1)).
Consideramos V; el g-submédulo de Z(0,1) ® Z(0,1) generado por todos los vectores

v(l)’l’“ con :z:,ljl impar, los cuales generan al vector de peso maximo m en soc(Z(0,1) ®
Z(0,1)).

Sea V3 el g-submodulo de Z(0,1) ® Z(0,1) generado por los vectores vé’l’“ con x,ljl par,

los cuales generan a un vector de peso maximo p = 0 de soc(Z(0,1)) ® soc(Z(0,1)).
Proposicién 6.1.2. Sean g =sl(2) x V(m) y Z(0,1) el g-mddulo uniserial con sucesion

admisible V(0),V (m). Si V1, Va son los g-submddulos de Z(0,1)®Z(0, 1) definidos antes.
Entonces:

Z(0,1)® Z(0,1) =V1 @ Va.
Representamos este hecho con el siguiente diagrama si m es par:

Wo Wi W2

\%

Va
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6.2. Indescomponibilidad de Z(0,1) ® Z(a,1) con a > 1.

Puesto que Z(0,1) =42y V(0) © V(m) y Z(a,1) =g(2) V(a) @ V(a + m), entonces el
producto tensorial de Z(0,1) ® Z(a,1) lo podemos vizualizar en la siguiente tabla:

E| a | atm |
0 a a+m
a+2m
a+m a+2m —2
m a+2m—4
la —m)|
a

Donde Wy = V(m)®@V (a+m), W1 = V(0)@V (a+m)dV (m)@V(a) y Wo = V(0)®@V (a).

Tenemos el siguiente lema similar al probado en la Seccién anterior.
1,1 .
Lema 6.2.1. Sea vy un vector de peso mdzimo p en Wy. Entonces:
. S 171 .
i. Stz es par, entonces:

1,1 (a—i—m

—1ym—zy 1,1)
(-1) . v(l) Tu_ 7, 0batm

(nlt) ()

que es un vector de peso mdrimo a +m en Wi.

1,0,a+m

717/'L _ 171| 1717/1/
=z, 1A + v, ,

.. . 171 .
it. Six,” es impar, entonces:

(—1)m—$y,’ 1’1“[/, o (71) 1’1')\1,14,6
7( ) €t V0 = z, 1 A
m—x,/
que es un vector de peso mdrimo a +m en Wi.
1,1 . :
Prueba: Denotaremos por z a z,;, ademds 0 < z < min{m, a + m} = m. Puesto que
x
1,1 : 2
vy M = E Abbipl @ apl | por la accién de v en Z(0,1) ® Z(a,1) tenemos que para

r=0
cada 0 <r < x:

(—1)m=* 1 1 r! 0 1 (x—7)! 4 0
O Il v TR i s
Por lo tanto:
(=1)m== Llg 4y LLu, 0 1 L1, 1 0
7( ) em—z Uy " = zl(Ay g @ wy + Ay ug © wy).
m—x
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Ademds tenemos que ALK — ((:il)f)

asi usando la simetria de las combinatorias tenemos que:

, pero r = % de donde m—z = z+pu—(a+m),

—1)* a+m
)‘31571# = Eac-&-Z) = (=1)" (<:1)) )‘(1)71’#'
a+m x

a+m
Reemplazando %em_x vg = G <(—1)x ((;))vg ®w + v} ® w8> :
x

De donde:

— +m
—nm 1,1 1,1 ‘ .
Lem_l« vyt =aI\gH s )vg @ wp +vs @w | sizes par,

(") ()

(—pm=* 1,1 1,1 (a+m)
7)6,71,1 vy H = al\g vé ® wg -z 128 ® w(l) si x es impar.

(e ()

Puesto que 08’1’a+m =v)@udy vé’o”Hm = v§ ® wl) obtenemos el resultado buscado. [J

Supongamos que m # 1,2, entonces la multiplicidad de V' (a + 2m — 2) es uno en la
descomposicién de Z(0,1) ® Z(a,1) como s[(2)-médulo, si m = 1 la multiplicidad de
V(a) es 2 y si m = 2 la multiplicidad de V(a + 2) es 3, teniendo en cuenta esto tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicién 6.2.2. Sea g = s[(2) xt cont =V (m) con m # 1,2. El producto tensorial
de Z(0,1) ® Z(a,1) es indescomponible para todo a > 1.

Prueba: Supongamos que Z(0,1) ® Z(a,1) = V1 @ V5 tal que V; y V4 son g-submédulos
de Z(0,1) ® Z(a, 1), por el Teorema 4.1 tenemos que:

soc(Z(0,1) ® Z(a, 1)) =soc(Z(0,1)) ® soc(Z(a,1)) ® V(a+ m)

con V(a+m) el s[(2)-médulo irreducible de peso maximo a+m generado por vg’l’a+m -

vy "™, ademés soc(Z(0,1)) @ soc(Z(a,1)) = Wa que es un sl(2)-médulo irreducible

,a 0,1,a+m 1,0,a+m 0,0,a

s . 0 .
de peso maximo a generado por vy’ es decir, vy’ — ) eneran a
o » Vg 0 0

soc(Z(0,1) ® Z(a, 1)) como g-médulo.

Puesto que soc(Z(0,1) ® Z(a,1)) NV; # 0 para i = 1,2, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que soc(Z(0,1)) ® soc(Z(a,1)) C Vi y por lo tanto v(()),O,a € V1. Como
la multiplicidad de V(a + 2m) es uno en Z(0,1) ® Z(a,1) ya que m # 1,2, entonces
V(a+2m) C V4 o bien V(a + 2m) C Va. Por el Lema tenemos que:

1,1,a+2 1,1,a+2m (0,1, 1,0,a+
(—1)Pem vy T = AT (Uo g m) ; (6.2)

1,1 1,1,a+2 1,1,a+2 1
pues x5, = 0, por lo tanto €2, v’ WA — 9Ny mvg,o, € Vi, entonces V(2m + 1)

estd contenido en V;.
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Por otro lado, como la multiplicidad de V(a + 2m — 2) es uno en Z(0,1) ® Z(a, 1),
entonces V' (a+2m —2) C Vi o bien V(a+2m —2) C Va. Por el Lema tenemos que:

a+m
(—1)™ ey vy TR = b 2( - v8’1’“+m—vé’0’“+m>, (6.3)
pues $ii2m_2 =1y como a # 1, entonces (—1)" e, _ 1vé’1’a+2m > ¢ s0c(Z(0,1) ®
1,1,a+2m—-2\ _ y1,l,a+2m— 20 00,a
Z(1,1)), por lo tanto (—1)(em em—17, ) =X —uv, " € Vi, entonces
m

V(a+2m — 2) estd contenido en V;.

Puesto que V(a+2m) y V(a+ 2m — 2) estdn en Vi, entonces (6.2 i y . ) estdn en
V1, por lo tanto v = vg’l"”m + vl Qatm oy = atm 8’1’“+m — vé”“ estdn en V7, de
donde: 5

a m 1,0,a+m 1,0,a+m
— v+ w =, -y e Vi,
a+2m a+2m 0 0 !
pero vo € Vi, por lo tanto como los generadores del zécalo de Z(0,1) ® Z(a, 1) estéan

en V1, entonces soc(Z(0,1) ® Z(a,1)) C V1, asi Vo =0y Z(0,1) ® Z(a,1) es indescom-
ponible. [

Lema 6.2.3. Sea g = sl(2) x V(m) con m = 1,2. Entonces Z(0,1) ® Z(a,1) es indes-
componible.

Prueba: La demostracién del caso m = 1 es similar a la dada en el Apéndice
Caso m =2:

Supongamos que Z(0,1)® Z(a,1) = V1@V, con V; y Va g-mébdulos de Z(0,1)® Z(a, 1)
tal que soc(Z(0,1)) ® soc(Z(a,1)) C V1.
Sea v un vector de peso maximo a + 2 en Z(0,1) ® Z(a, 1), entonces existen escalares

0,1,a+2 1,0,a+2 1,1,a+
a1, ag, a3 tal que v = av, are 4 Qv are+ Q3 “
Si az # 0 afirmamos que zp = %52 8’1’3 1 03 € V1, en efecto, puesto que e,, 1 vg’l’a“ =
1,0,a+2
€m—10g = (, entonces:
-1 1
i — ﬂ 1,1,a+2 (—1 A\LLa+2 a+2 1442 1,0,a+2
(m) em_1V = (m) em—17; = (1A, o3 5 O — U .
m—1 m—1
Por lo tanto:
- Llat2
-1 (_1)m 1 (—1)61)\ ,1,
0 a3 OOa
——(emem—1v=(=1)"em | ——y=—€m—1V | = 5 e V.
(m—l) (m—l)

, Lat2  1,0,a+2
Asf v € V4 y por lo tanto zg = “T“vg’ ot _ vo’o’a+ ev.
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2 1,1,a+4 _ 2)\(1J,1,a+4v8,0,a c V17 ,1,a+4

Por otra parte como e;, v,
0,1,a+2 1,0,a+2 .
tanto z1 = vy’ ats 4 vy’ ats o V1. Ast:

entonces vcl) € V1 y por lo

1,0,a+2 0,1,a+2
Vo — vy e,

ya que Ug’o’a y Ué’o’aﬂ — U(O)’l’a+2 generan a soc(Z(0,1)® Z(a, 1)) y estdn en V;, entonces

soc(Z(0,1)® Z(a,1)) C V4 y por lo tanto Vo = 0, lo que muestra la indescomponibilidad
de Z(0,1) ® Z(a,1). O

Combinando estos resultados tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Sean g = sl(2) x V(m) y a > 1. Entonces Z(0,1) ® Z(a,1) es un
g-modulo indescomponible para todo m > 1.
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Apéndice

Ejemplo Introduccion

Sea g = s[(2) x V(2) con base {h,e, f,ep,e1,e2}, consideremos el g-mddulo uniserial
Z(0,1) que como sl(2)-médulo se descompone como V(0) & V(2).

Sean {vi}({wd}) v {vi,vi, vi}({w}, wi, wi}) bases de V(0) y V(2) respectivamente,
donde v y w) son vectores de peso maximo 0, v} y w{ son vectores de peso méximo 2
y se tiene que v,i = %fkvlg y w,ﬁ = %f’“w’g para k =1,2.

Visualizamos el producto tensorial Z(0,1) ® Z(0,1) por medio de la siguiente tabla
que muestra los pesos maximos de cada V(a4 2i) ® V(b + 2j):

(©@fo] 2 |
00
1
2 || 2 2
0

Tenemos la siguiente tabla, donde la primera columna es la base de Z(0,1) ® Z(0, 1)
correspondiente a las bases dadas antes, la segunda columna es la aplicacién de ey, la
tercera es la aplicacion de e; y la cuarta es la aplicacién de es, a cada elemento de la
base la identificamos con z; dependiendo de la posicién en la tabla.

[ Base de Z(0,1) ® Z(0,1) | o i el | e2 |
l z1=v) @ wj [ 0o 1 0 I 0 l
29 = Ug ® wé 0 0 z1
23 = v§ ® w% 0 —2z1 0
24 = vy ® w% 21 0 0
25 = U(l) ® w§ 0 0 Z1
26 = v% ® w8 0 —2z1 0
z7 = U% & wy z1 0 0
Zg:Ué®w§ 0 0 22 + 25
29 =’U%®w(1)+’l)0 ®w% 0 —2(z2 + 25) z3 + 26
z1o:U§®wé+v%®wi+vé®w§ z2+25 || —2(23 + 26) za + 27
211 :v% ®w% + v ®w% 23 + z¢ —2(z4 + 27) 0
zlzzv%@)w% z4 + 27 0 0
z13 = v] Qwi —vf @ w] 0 —2(z2 — z5) || —(23 — 26)
214 = 21}% ® wé — 21)(1] ® w% 2(z2 — 25) 0 —2(24 — 27)
215 :v%@w%fv%@w% 23 — 26 2(z4 — 27) 0
1
Z16=v§®w575v%®w}+vé®w§ 22 + 25 23 + 26 24 + 27
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Por lo tanto la representacion matricial es:

0 “ ey —2e1 eo “ ey —2e1 eo “ ‘ ‘
2h 2e 0 es —2e1 eo 0 0 —2e1 2ep 0 eo
f 0 e 0 e —2e1 €o 0 —eg 0 eo e]
0 2f —2h 0 0 e2 —2e1 eo 0 —2e9 2eq1 €2

2h 2e 0 e2 —2e; ) 0 0 2e; —2eg 0 e
f 0 e 0 €2 —2e1 €o 0 ) 0 —eg | e1
0 2f —2h 0 0 eo —2eq €o 0 2es —2e1 | es
4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f —2h e
0 0 0 4f —4h
2h 2e 0
f 0 e
0 2f —2h
0

Cambiamos los elementos de la base anterior zo por zo + 25, 23 POr 23 + 2g, 24 POr
Z4 + 27 Y 25 pOr zo — 25, 2 POT 23 — 26, 27 POr 24 — z7, los demas permanecen igual
obteniendo la matriz:

0| 22 —4dey 2eo
2h 2e 0 es —2eq eo 0 0 e
f 0 € 0 €2 7261 €0 0 €1
0 2f —2h 0 0 €2 —2e1 eo )
2h  2e 0 —2e1 2eq 0
f 0 € —€2 0 €0
0 2f —2h 0 -2 2e
4h 4de 0 0 0
£ 2h  3e 0 0
0 of 0 % 0
0 0 3f  —2h e
0 0 0 Af  —4h
2h 2e 0
f 0 e
0 2f  —2h
0
Cambiando bloque tenemos la nueva representaciéon matricial:
0| 22 —4ey 2eq
2h 2e 0 e —2eq ) 0 0 eo
f 0 e 0 e2 —2e1 eo 0 e1
0 2f —2h | O 0 €2 —2eq eo €2
4h de 0 0 0
fo2h 3 0 0
0 2f 0 % 0
0 0 3f —2h e
0 0 0 Af  —4h
0
2h 2e 0 —2e1 2eq 0
f 0 e —e2 0 e
0 2f —2n| 0 -2 2e
2h 2e 0
f 0 e
0 2f —2h
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Podemos observar que Z(0,1) ® Z(0,1) = V1 © Vo donde Vi =42y V(2) ® V(2) el cual
es un sl(2) x V(2)-médulos uniserial y Va =¢2) V(0) ® V(4) @ V(2) © V(0) el cual no es
un sl(2) x V(2)-moédulos uniserial, ni ciclico perfecto. Este hecho lo podemos representar
a través del siguiente diagrama:

Wo Wi Wo
4
2 0
0
2

209———o

Ejemplo

Consideramos los g = s[(2) x V(1)-mddulos uniseriales Z(0,1) y Z(1,1), de donde
2(0,1) =) V(0) & V(1) y Z(1,1) =g V(1) & V/(2).

Sean v, v§ vectores de peso méximo 0 y 1 en Z(0, 1) respectivamente y wy, w} vectores
de peso maximo 1y 2 en Z(1,1) respectivamente.

Siguiendo la notacién dada en el Capitulo [4| tenemos que vé’j # es un vector de peso
méximo pen V(ia+4) @ V(b+j) con0<i,j <1=¢=1/¢,dondea=0yb=1.
Visualizamos el producto tensorial Z(0,1) ® Z(1,1) por medio de la siguiente tabla que
muestra los pesos méaximos de cada V(a4 i) @ V(b + j):

(6] 1 [ 2|
0 1
12()31

Supongamos que Z(0,1) ® Z(1,1) = V; @& V5 con Vi, Va5 g-submédulos. Puesto que
Z(0,1) ® Z(1,1) posee vectores de peso méximo 1, podemos suponer que V; posee un

(ot . 0,0,1

vector v de peso maximo 1, por lo tanto existen escalares oy, as tal que v = vy +
1,1,1
Qv

Afirmamos que vg’o’l € V1. En efecto, si as = 0 no hay nada que demostrar, supongamos

que g # 0, puesto que vg’o’l € soc(Z(0,1) ® Z(1,1)) y como soc(Z(0,1) ® Z(1,1)) =

soc(Z(0,1)) ®soc(Z(1,1)) & V(2) donde V (2) es el sl(2)-mbdulo generado por el vector
1

(o 1,11
de peso méximo 08 ®wé —Ué ®v8 (ver ) y como vy = vé ®w% - %v} ®wé, entonces:

1
eov = ag(vg ® w — §v8 @wp) €Wy
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que es un vector de peso maximo 2, ademas:

1
O%eleovziagvf})@wgevl,

por lo tanto 08’0’1 = 08 %y w8 e V.

Lo anterior también nos muestra que todos los vectores de peso méximo 1 en Z(0,1) ®
Z(1,1) estédn en Vj.

Por otra parte, como vé’l’?’ es el unico vector de peso maximo 3 en Z(0,1) ® Z(1,1)

. 1,1 1,1
este esta en V; o V2. Supongamos que vy’ € Va, puesto que vy’ 3 = 4} ® w§ entonces:
1,1,3
e1vy 0 =g @ wy + vy @ wj € Va.
. 1,1 o1
Ademis €3 vy’ S = 20 @ w) € V4 lo cual es absurdo, asf vy’ 3 = v} ® wl € V4. Como

1,1,3 1,1,1
0

Z(0,1) ® Z(1,1) es ciclico y es generado por el vector v1 1 = vy " + vy (ver Capitulo

5)), entonces Z(0,1) ® Z(1,1) = V4.

Podemos observar lo anterior demostrado siguiendo el diagrama donde cada columna
representa los pesos maximo que aparecen en cada W; definidos en el Capitulo

Wo Wi Wy
2
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