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Abstract.

The classification of indecomposable modules of finite dimensional of a Lie algebras
non-semisimple is very difficult and such classification is not known, even for Lie algebras
of low dimensionality. By example, A. Piard in [Pi] classify some indecomposable modules
for the Lie algebra sl(2) n V (1) where V (1) is the irreducible sl(2)-module of highest
weight 1 which has great importance in the physical (see [BG]).

For know better the classification of indecomposable modules a natural estrategy is to
identify a class of indecomposable modules for which you can wait a reasonable classifi-
cation. A important class is the of uniserial modules, which play role very important in
associative algebras. In 2013, L. Cagliero and F. Szechman in [CS] classified the uniserial
modules for the family of perfect Lie algebras sl(2)n V (m) where V (m) is a irreducible
sl(2)-module of highest weight m ≥ 1. This classification is completely determined by a
family of uniserial modules denoted Z(a, `) and respective duals Z(a, `)∗, together with
some exceptional cases. A natural question that arises of this classification is unders-
tand the monoidal category generated by these uniserial modules and in particular if the
tensor products are sum of uniserial modules.

For answer this question a natural way is to study especial especial submodules of
these tensor products as the socle and the radical. In this thesis we explicitly show the
decomposition that has the socle of the tensor products Z(a, `)⊗Z(b, `′), Z(a, `)⊗Z(b, `′)∗

and Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ as sl(2)-modules and their highest weight vectors, allowing us
to determine that these socles are free of multiplicity. Also, we show the socle series of
Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ and in consequence we get the radical series of Z(a, `)⊗ Z(b, `′).

On the other hand, we proof that the tensor product Z(a, `)⊗Z(b, `′) is cyclic sl(2)n
V (m)-module for all m ≥ 1, i.e., there exists v ∈ Z(a, `) ⊗ Z(b, `′) such that Z(a, `) ⊗
Z(b, `′) = U(sl(2) n V (m))v where U(sl(2) n V (m)) is universal enveloping algebra of
sl(2) n V (m). Also Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ is a cyclic sl(2) n V (1)-module, showing how to
build explicitly the highest weight vectorswith a generator vector.
Finally we show that modules Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) are indecomposable for all a 6= 0 and
decomposable for a = 0, on this last case the indecomposable factors are not uniserial
modules.
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Resumen.

La clasificación de módulos indescomponibles de dimensión finita sobre álgebras de
Lie no semisimple es extremadamente complicada y no se conoce tal clasificación, incluso
para álgebras de Lie de dimensiones bajas. Por ejemplo, A. Piard en [Pi] clasifica algunos
módulos indescomponibles para el álgebra de Lie sl(2) n V (1) donde V (1) es el sl(2)-
módulo irreducible de peso máximo 1, que tiene una gran importancia en la f́ısica (ver
[BG]).

Para entender mejor la clasificación de módulos indescomponibles una estrategia na-
tural es identificar una clase distinguida de módulos indescomponibles para la cual se
pueda esperar una clasificación razonable. Una de estas clases distinguidas son los módu-
los uniseriales, los cuales juegan un rol muy importante en álgebras asociativas. En 2013,
L. Cagliero y F. Szechman en [CS] clasificaron los módulos uniseriales para la familia de
álgebra de Lie perfectas sl(2) n V (m) donde V (m) es un sl(2)-módulo de peso máximo
m ≥ 1. Esta clasificación está completamente determinada por una familia de módulos
uniseriales denotados Z(a, `) y sus respectivos duales Z(a, `)∗, junto con algunos casos
excepcionales. Una pregunta natural que surge de esta clasificación es entender la cate-
goŕıa monoidal generada por estos módulos uniseriales y en particular si los productos
tensoriales se expresan en suma de uniseriales.

Para responder a esta pregunta un camino natural es estudiar submódulos especiales
de estos productos tensoriales como lo son el zócalo y el radical, en esta tesis mostra-
mos expĺıcitamente la descomposición que tiene cada zócalo de los productos tensoriales
Z(a, `)⊗Z(b, `′), Z(a, `)⊗Z(b, `′)∗ y Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗ como sl(2)-módulos y los vecto-
res de peso máximo que lo conforman, lo que nos permite determinar que estos zócalos
son libres de multiplicidad. Además, mostramos la serie de zócalo de Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗

y en consecuencia obtuvimos la serie del radical de Z(a, `)⊗ Z(b, `′).

Por otra parte, mostramos que el producto tensorial Z(a, `)⊗Z(b, `′) es sl(2)nV (m)-
módulo ćıclico para todo m ≥ 1, es decir, existe v ∈ Z(a, `) ⊗ Z(b, `′) tal que Z(a, `) ⊗
Z(b, `′) = U(sl(2)nV (m))v, donde U(sl(2)nV (m)) es la envolvente universal del álgebra
de Lie sl(2) n V (m). Además, Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ es un sl(2) n V (1)-módulo ćıclico,
mostrando como construir expĺıcitamente los vectores de peso máximo con un vector
generador.
Finalmente demostramos que los módulos Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) son indescomponibles para
todo a 6= 0 y descomponible para a = 0, en este último caso los factores indescomponibles
no son módulos uniseriales.
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1 Introducción y resultados obtenidos.

Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
de caracteŕıstica cero con descomposición de Levi g = sn r, donde r es el radical soluble
de g. En este trabajo todos los módulos son considerados de dimensión finita.

1.1. Resultados previos relevantes a esta Tesis.

La clasificación de módulos indescomponibles sobre álgebras de Lie es extremadamente
complicada y en la mayoŕıa de los casos no se conoce. En álgebras de Lie semisimples la
clasificación de los módulos indescomponibles de dimensión finita puede ser suministrada
teniendo en cuenta que cualquier módulo indescomponible es un módulo irreducible y si el
álgebra de Lie es simple los módulos irreducibles son clasificados por los pesos dominantes
del álgebra. Pero cuando el álgebra no es semisimple el problema de clasificación es
mucho más complicado, incluso para álgebras de Lie de dimensiones bajas. Por ejemplo
A. Piard en [Pi] clasifica algunos módulos indescomponibles para el álgebra de Lie e(2) =
sl(2) nC2, en este caso el problema de clasificación está muy lejos de ser entendido.

Por lo tanto en el caso en que g = s n r con r 6= 0, una estrategia natural para este
problema es identificar una clase distinguida de módulos indescomponibles para la cual
se pueda esperar una clasificación razonable.

1.1.1. Módulos uniseriales.

Una clase distinguida de módulos indescomponibles de dimensión finita son los módu-
los uniseriales, que son aquellos módulos que solo tienen una serie de composición, es
decir, V es uniserial, si la serie de zócalo:

0 = soc0(V ) ⊂ soc1(V ) ⊂ . . . ⊂ socn(V ) = V

es una serie de composición, con soci(V )/soci−1(V ) = soc(V/soci−1(V )) los cuales se
denominan factores de zócalo y donde soc(V ) es el submódulo máximal semisimple de
V , denotado de esta forma por su traducción en inglés “socle”.

Se sabe muy poco sobre representaciones uniseriales de álgebras de Lie (de dimensión
finita) a pesar de que en el ámbito de álgebras asociativas las representaciones uniseriales
juegan un rol muy destacado. Por ejemplo, un resultado famoso de Nakayama (Teorema
17 de [Na]) establece que dada un álgebra asociativa con unidad de dimensión finita A,
si sus módulos regulares a izquierda y derecha son uniseriales (es decir, todos los ideales
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izquierdos Ae e ideales derechos eA, donde e es un idempotente primitivo, poseen solo
una serie de composición), entonces todos los módulos indescomponibles del álgebra son
uniseriales (ver más detalles en §3.3). Esto no ocurre con álgebras de Lie no semisimples.
Es claro que el álgebra de Lie sl(2) n V (m), donde V (m) es el sl(2)-módulo irreducible
de peso máximo m, es uniserial para todo m ≥ 1 (por medio de su representación
adjunta), en §6.2 se muestra que estas álgebras poseen módulos indescomponibles de
dimensión finita que no son uniseriales. En el caso de sl(k) n Ck, P. Casati en [Ca2]
muestra una familia de módulos indescomponibles que contienen estrictamente a los
módulos uniseriales denominados módulos ćıclicos perfectos, generalizando el trabajo de
A. Piard [Pi] en el caso sl(2) n C2. También los trabajos de B. Huisgen-Zimmermann
[HZ1] y [HZ2] son destacadas citas sobre la relevancia que tienen los módulos uniseriales
sobre un álgebra básica de dimensión finita.

Volviendo al caso de álgebras de Lie, en 2013 en un trabajo conjunto de L. Cagliero y
F. Szechtman [CS] se clasifican los módulos uniseriales de la familia de álgebras de Lie
perfectas g = sl(2)n V (m) para todo m ≥ 1 (ver [CS, Theorem 10.1. §10]), el cual esta
dado por el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea g = sl(2)nV (m) con m ≥ 1 y sea V un g-módulo uniserial de longitud
`. Entonces, salvo el orden contrario, los factores de zócalo irreducibles de V son:

` = 1. V (a).

` = 2. V (a), V (b), donde a+ b ≡ m (mod 2) y 0 ≤ b− a ≤ m ≤ a+ b.

` = 3. V (a), V (a+m), V (a+ 2m); o

V (0), V (m), V (c), donde c ≡ 2m (mod 4) y c ≤ 2m.

` = 4. V (a), V (a+m), V (a+ 2m), V (a+ 3m); o

V (0), V (m), V (m), V (0), donde m ≡ 0 (mod 4).

` ≥ 5. V (a), V (a+m), . . . , V (a+ sm), donde s ≥ 4.

Cada una de estas sucesiones de irreducibles ocurre en una y sólo una clase de isomorfismo
de g-módulos uniseriales, excepto el caso V (0), V (m), V (m), V (0), m ≡ 0 mód 4. Las
clases de isomorfismos de g-módulos uniseriales asociadas a esta última sucesión están
parametrizadas por los números complejos.

Una clase distinguida de los sl(2)n V (m)-módulos uniseriales son aquellos que tienen
factores de zócalo V (a), V (a + m), . . . , V (a + `m) los cuales se denotan por Z(a, `) y
sus respectivos duales Z(a, `)∗ los cuales tienen factores de zócalo V (a+ `m), . . . , V (a).
Como se puede observar en el teorema anterior la clasificación de los sl(2) n V (m)-
módulos uniseriales está completamente determinada por Z(a, `) y Z(a, `)∗, junto con
algunos otros módulos excepcionales.

En 2016, L. Cagliero, L. Gutiérrez Frez y F. Szechtman en [CGS] clasifican los módulos
uniseriales de una familia de álgebras de Galilei conformes g = sl(2)nhn, donde hn es el
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álgebra de Heisenberg de dimensión 2n+1, que tienen una gran importancia en la f́ısica,
ver por ejemplo [BG]. Esta clasificación se da en dos partes, los módulos uniseriales no
fieles coinciden con los sl(2)nV (m)-módulos uniseriales donde m = 2n−1 y los módulos
fieles (ver [CGS, Theorem 1.1. §1]) se dan en el siguiente teorema:

Teorema 2. Todo sl(2)nhn-módulo uniserial fiel tiene longitud 3. Además, los factores
de zócalo de un sl(2) n hn-módulo uniserial fiel de longitud 3 son:

m = 1. V (a), V (a+ 1), V (a) o V (a+ 1), V (a), V (a+ 1) con a ≥ 0.

m = 3. V (0), V (3), V (0) o V (1), V (4), V (1) o V (1), V (2), V (1) o V (4), V (3), V (4).

m ≥ 5. V (0), V (m), V (0) o V (1), V (m+ 1), V (1) o V (1), V (m− 1), V (1).

1.1.2. Módulos ćıclicos perfectos.

Si g es un álgebra de Lie perfecta, es decir, g coincide con su álgebra derivada [g, g],
se tiene otra familia importante de g-módulos indescomponibles de dimensión finita,
que son aquellos módulos generados por un s-módulo irreducible, donde s es la parte
semisimple de g. Esta familia contiene a la familia de g-módulos uniseriales (ver [Ca2,
Proposition 3.5 §3]), la cual es estudiada sistemáticamente por primera vez en 1986 por
A. Piard en [Pi] el cual los denomina módulos ćıclicos. En este trabajo, entre otras cosas,
Piard clasifica los sl(2) n V (1)-módulos ćıclicos obteniendo el siguiente resultado (ver
[Pi, Theoreme. §1. Pág. 12]):

Teorema 3. Existe una aplicación biyectiva entre las clases de equivalencia de los sl(2)n
V (1)-módulos ćıclicos de dimensión finita y las sucesiones de números enteros positivos
(salvo a que es un entero no negativo), (a; `1, `2, . . . , `k) con `i+1 ≤ `i para todo 1 ≤ i ≤ k
y tal que k ≤ a.

Más recientemente, en 2017 P. Casati en [Ca2] clasifica los sl(n+ 1) nCn+1-módulos
ćıclicos. Aunque en este trabajo los denomina módulos ćıclicos perfectos, el resultado
obtenido es una sofisticada extensión del resultado obtenido por A. Piard y lo resumimos
en el siguiente teorema (ver [Ca2, Theorem 4.7. §4]):

Teorema 4. La clase de los sl(n + 1) n Cn+1-módulos ćıclicos perfectos de dimensión
finita están en correspondencia uno a uno con la colección de conjuntos M, donde M es

la colección de todos los conjuntos M = {λ0,Mλ0} tales que λ0 =

n∑
k=1

λkwk es un peso
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dominante de sl(n+ 1) y Mλ0 es el conjunto de enteros positivos definida como sigue:

Mλ0 =
Mλ0

1 ,Mλ0
k (i1, . . . , ik−1)

2 ≤ k ≤ n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ i1 ≤Mλ0
1

Mλ0
1 ≥ 1;

0 ≤ ik < Mλ0
k (i1, . . . , ik−1), 2 ≤ k ≤ n+ 1;

1 ≤Mλ0
k (i1, . . . , ik−1) ≤ µk−1 + 1, 2 ≤ k ≤ n+ 1;

Mλ0
k (i1, . . . , ik−1) ≥Mλ0

k (j1, . . . jk−1)
si il ≤ jl, 0 ≤ l ≤ k − 1, 2 ≤ k ≤ n+ 1


.

En el caso de las álgebras de Lie sl(2)nV (m) con m ≥ 2 no se conoce una clasificación
de los módulos ćıclicos perfectos que no sean uniseriales.

1.1.3. Preguntas.

Una pregunta natural que surge de estas clasificaciones es si el producto tensorial de
módulos uniseriales puede aportar nuevos módulos indescomponibles o si estos productos
tensoriales son suma de módulos de este estilo, sean uniseriales o ćıclicos perfectos.

En el caso del álgebra de Lie sl(2)nV (m) el producto tensorial de módulos uniseriales
no es suma de módulos uniseriales, un ejemplo notorio es el producto tensorial Z(0, 1)⊗
Z(0, 1) para m = 2 como se muestra en la siguiente matriz sobre una base fija (ver 6.2).

0 2e2 −4e1 2e0
2h 2e 0 e2 −2e1 e0 0 0 e0
f 0 e 0 e2 −2e1 e0 0 e1
0 2f −2h 0 0 e2 −2e1 e0 e2

4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f −2h e
0 0 0 4f −4h

0

2h 2e 0 −2e1 2e0 0
f 0 e −e2 0 e0
0 2f −2h 0 −2e2 2e1

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h



.

Este ejemplo muestra parte de lo sofisticada que es la pregunta, pues el resultado no es
ni indescomponible, ni suma de uniseriales, ni suma de ćıclicos perfectos.

Otras preguntas que surgen con el ejemplo anterior: ¿son todos los productos tensoria-
les de módulos uniseriales son descomponibles? ¿Hay productos tensoriales de módulos
uniseriales que sean indescomponibles y de ser aśı, cuál seŕıa su estructura?

Los resultados obtenidos en esta Tesis y verificaciones computacionales nos inducen a
formular la siguiente conjetura:
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Conjetura 1.1.1. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Z(a, `) ⊗ Z(b, `′) es
descomponible si y sólo si a = b = 0 y `′` 6= 0, o a = b y ` = `′.

1.2. Principales resultados obtenidos.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar la categoŕıa monoidal asociada a los
módulos uniseriales de dimensión finita en el álgebra de Lie sl(2) n V (m) .

Sea g un álgebra de Lie con descomposición de Levi g = s n r, donde r es el radical
soluble de g. Si V y W son dos g-módulos uniseriales con factores de zócalo V1, . . . , V` y
W1, . . . ,W`′ respectivamente, donde cada Vi y Wj son s-módulos irreducibles, entonces:

V ⊗W =s

⊕
(i,j)∈[1,`]×[1,`′]

Vi ⊗Wj . (1.1)

Puesto que cada uno de estos productos tensoriales se puede descomponer como suma
de s-módulos irreducibles por el Teorema de Weyl, entonces una manera natural de
estudiar la estructura de estos productos tensoriales es:

i. Descomponer cada producto tensorial en (1.1) como suma de s-módulos.

ii. Analizar la acción de r en cada uno de estos s-módulos irreducibles.

En el caso que s = sl(2), tenemos que existen enteros no negativos a1, . . . , a`, b1, . . . , b`′

tales que para todo 1 ≤ i ≤ ` y todo 1 ≤ j ≤ `′, Vi = V (ai) y Wj = V (bj) son sl(2)-
módulos irreducibles de pesos máximos ai y bj respectivamente. Si V (µ) es un sl(2)-
módulo irreducible que aparece en la descomposición de V (ai) ⊗ V (bj) el Teorema de
Clebsch-Gordan (ver Teorema 2.3.5), nos muestra un vector de peso máximo µ y por lo
tanto la descomposición de cada producto tensorial en (1.1) es conocida. Sin embargo, la
acción de r en cada uno de estos sl(2)-módulos irreducibles es complicada y una manera
natural de encarar el punto ii es estudiando g-submódulos especiales como lo son el
zócalo y el radical de un módulo. En la §3.4 se muestran propiedades de la acción de r
que reflejan las dificultades que aparecen.

Una de las propiedades especiales que cumplen las álgebras de Lie sl(2) n V (m), es
que son álgebras de Lie perfectas, es decir, un álgebra de Lie g se denomina perfecta, si
g = [g, g]. El Lema 3.1.10 nos indica que el radical soluble de un álgebra de Lie perfecta
actúa trivialmente en los módulos irreducibles y por lo tanto actúa trivialmente en el
zócalo de cualquier módulo. Si un álgebra de Lie perfecta g tiene descomposición de Levi
g = s n r, donde r es el radical soluble de g, la descripción del zócalo de un g-módulo
V , está dada por los s-submódulos irreducibles de V en los cuales el radical soluble de g
actúa trivialmente.

Volviendo al caso sl(2)nV (m), en el Caṕıtulo 4 se muestra el zócalo de los productos
tensoriales de los sl(2) n V (m)-módulos uniseriales, dando expĺıcitamente la descompo-
sición que tiene cada zócalo como sl(2)-módulo y los vectores de peso máximo que lo
conforman. Este resultado lo resumimos como:
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Teorema 5. Sea g = sl(2) n V (m). Si a, b, `, `′ son números enteros no negativos.
Entonces:

i. soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) =sl(2) soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′))⊕
min{`,`′}⊕
k=1

V (a+ b+ km).

ii. soc(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =sl(2) soc(Z(a, `)∗)⊗ soc(Z(b, `′)∗).

iii.

soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗) 'sl(2)

soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)∗)⊕
min{`,`′,b(b−a)/mc+`′}⊕

k=1

V (b+ (`′ − k)m− a).

El teorema anterior, nos muestra que los zócalos de Z(a, `)⊗Z(b, `′), Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗

y de Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗ son libres de multiplicidad.

Para la demostración del resultado anterior, utilizamos el hecho de que g = g0 ⊕ g1
es un álgebra de Lie graduada, donde g0 = sl(2) y g1 = V (m). Además, mostramos
que para todo a, b, `, `′, tanto Z(a, `)⊗Z(a, `′), Z(a, `)∗ ⊗Z(b, `′)∗ y Z(a, `)∗ ⊗Z(b, `′)∗

son g-módulos graduados, donde un g-módulo V es graduado, si existen g0-submódulos

V0, V1, . . . , Vn de V tales que g1·Vi ⊂ Vi+1 para todo 0 ≤ i ≤ n y V =
n⊕
i=0

Vi con Vn+1 = 0.

De este modo, el trabajo de determinar el zócalo de estos productos tensoriales se reduce
a encontrar todos los g0-submódulos irreducibles de cada Vi donde g1 actúa trivialmente.

La estrategia para determinar los g0-submódulos irreducibles g1-triviales es similar
en los tres casos, aunque el grado de dificultad es mucho mayor cuando V = Z(a, `) ⊗
Z(b, `′)∗.

El caso V = Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ es el más sencillo y, gracias a lo simple que es el
resultado, logramos luego obtener toda la serie del zócalo.

Cuando V = Z(a, `) ⊗ Z(b, `′) el zócalo resulta estar compuesto por, además del
producto tensorial de los zócalos, una copia diagonal de las componentes irreducibles de
Cartan (la de mayor peso en el producto tensorial) que aparecen en algunas componente
graduada. Descubrir este resultado, y luego su demostración no fue tarea sencilla.

Por último, cuando V = Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗ su zócalo está compuesto por, además del
producto tensorial de los zócalos, una copia diagonal de las componentes irreducibles de
menor peso de ciertas componentes graduadas. Este fue un resultado inesperado y muy
laborioso para nosotros y consecuentemente su demostración nos dio mucho trabajo.

Los zócalos de los productos tensoriales con los sl(2)nV (m)-módulos uniseriales excep-
cionales no se calcularon al momento de escribir este trabajo, pero estamos trabajando
en ello. Estos casos excepcionales son mucho más sencillos que el caso general que hemos
completado.
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Como ya mencionamos, gracias a la estructura que tiene el zócalo de Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗,
en §4.4 se muestra la serie de zócalo de este producto tensorial, el cual lo enunciamos
como:

Corolario. Sean g = sl(2)nV (m) y a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces
los factores de zócalo de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ para cada 0 ≤ k ≤ `+ `′ son:

sock+1(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗)/sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =sl(2)⊕
(i,j)∈Ik

V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m)

con Ik = {(i, j) ∈ [0, `]× [0, `′] : i+ j = `+ `′ − k}.
En consecuencia, tenemos :

Corolario. Los factores del radical de Z(a, `)⊗Z(b, `′), dados para cada 0 ≤ k ≤ `+`′
son:

radk(Z(a, `) ⊗ Z(b, `′))/radk+1(Z(a, `) ⊗ Z(b, `′)) =
⊕

(i,j)∈Ik

V (a + im) ⊗ V (b + jm),

con rad`+`
′+1(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) = 0.

Este corolario nos permite concluir que la longitud del radical (longitud del zócalo)
descrita en §3.1 de Z(a, `)⊗ Z(b, `′) es `+ `′ + 1.

Al momento de redactarse esta tesis no sabemos la serie completa del zócalo de
Z(a, `) ⊗ Z(b, `′) ni de Z(a, `) ⊗ Z(b, `′)∗, ya que la estructura que tiene el zócalo en
estos dos casos es mas complicada que en el caso Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ y debido a las di-
mensiones que se manejan, aún con el uso de computadora no se obtiene un patrón para
determinar estas series de zócalo.

Como ya dijimos, A. Piard en [Pi] considera, para el caso m = 1, una familia de módu-
los más generales que la de uniseriales a los que llama ćıclicos (o ćıclicos perfectos según
[Ca2]). Estos módulos V se caracterizan por tener un submódulo irreducible W (que
llaman espacio generador) tal que V = W ⊕ rV . Un paso importante en la clasificación
de Piard establece (ver [Pi, Proposition. §1. Pág. 10]) que en todo sl(2) n V (1)-módulo
ćıclico V con espacio generador W , existe un n ∈ N tal que:

V = W ⊕
n⊕
t=1

rt(W ).

El Teorema 3.5.2 extiende este resultado para toda álgebra de Lie perfecta, en parti-
cular a todas las álgebras sl(2)nV (m) para m ≥ 1. Un g-módulo V se denomina ćıclico
(propiamente dicho), si existe v ∈ V tal que V = U(g)v, donde U(g) es la envolvente
universal del álgebra de Lie g. Si V es un g-módulo ćıclico perfecto sobre un álgebra de
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Lie perfecta, en [Ca2, Proposition 3.6. §3] se muestra que V es ćıclico y en el cual se
puede elegir un vector de peso máximo del subespacio generador que genera a todo V .

En §5.1 se demuestra que Z(a, `)⊗ Z(b, `′) es un sl(2) n V (m)-módulo ćıclico propia-
mente dicho, lo cual lo enunciamos como:

Teorema 6. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces Z(a, `)⊗Z(b, `′) es
un g-módulo ćıclico, con un vector generador v`,`′ el cual es la suma de todos los vectores
de peso máximo en V (a+ `m)⊗ V (b+ `′m).

El teorema anterior nos permite mostrar que el sl(2)-módulo V (a+ `m)⊗ V (b+ `′m)
es un subespacio generador de Z(a, `)⊗ Z(b, `′) y que:

rt(V (a+ `m)⊗ V (b+ `′m)) =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ im)⊗ V (b+ jm)

con It = {(i, j) ∈ [0, `]× [0, `′] : i+ j = `+ `′ − t} para todo 0 ≤ t ≤ `+ `′.

Además, en §5.2 se muestra que Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ es un sl(2) n V (1)-módulo ćıclico
propiamente dicho, se tiene el siguiente teorema :

Teorema 7. Sean g = sl(2) n V (1) y a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces
Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗ es un g-módulo ćıclico, con un vector generador w`,`′ +w1 + . . .+ vk.
Donde k = min{`, `′}, w`,`′ es una suma de los vectores de peso máximo en V (a)⊗ V (b)
y para cada 1 ≤ t ≤ k se tiene que wt es una suma alternada de los vectores de peso
máximo a+ b+ t en V (a+ i)⊗ V (b+ jm) tales que t = `+ `′ − (i+ j).

En este caso demostramos que V (a)⊗ V (b)⊕
min{`,`′}⊕
t=1

Vt es un subespacio generador

del sl(2) n V (1)-módulo Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗, donde Vt es un sl(2)-módulo irreducible de
peso máximo a+ b+ t; para el caso m > 1 no se sabe si ocurra algo similar.

En el Caṕıtulo 6 se muestra que el módulo Z(0, 1) ⊗ Z(0, 1), se descompone en dos
sl(2)nV (m)-submódulos indescomponibles para todo m ≥ 1. A diferencia de los sl(2)n
V (m)-módulos Z(0, 1)⊗ Z(a, 1), los cuales son indescomponibles para todo a ≥ 1.

Para demostrar estos hechos, tenemos en cuenta que si un g-módulo V = V1 ⊕ V2
con Vi 6= 0 para i = 1, 2, se debe de tener que Vi ∩ soc(V ) 6= 0 para cada i = 1, 2. En
nuestro caso V = Z(0, 1) ⊗ Z(b, 1) y g = sl(2) n V (m) con b un entero no negativo,
conocemos el zócalo el cual solo consta de dos sumandos de sl(2)-módulos irreducibles
de pesos diferentes V (b) ⊕ V (b + m), donde soc(Z(0, 1)) ⊗ soc(Z(b, 1)) 'sl(2) V (b) y
además conocemos un subespacio generador el cual es V (m) ⊗ V (b + m). El hecho que
soc(Z(0, 1)) ⊗ soc(Z(b, 1)) 'sl(2) V (b), nos permite demostrar la descomponibilidad de
Z(0, 1)⊗Z(0, 1) y la indescomponibilidad de Z(0, 1)⊗Z(a, 1) para todo entero positivo
a.
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Como ya mencionamos en §1.1.3, creemos que Z(a, `) ⊗ Z(b, `) es descomponible si
y solo si a = b = 0 y ``′ 6= 0, o a = b y ` = `′. Creemos estar cerca de demostar la
conjetura en general, en particular tenemos casi listo el caso Z(0, 1)⊗ Z(b, `), ` > 1.

Al momento de redactar esta tesis no tenemos conocimiento significativo sobre la
descomponibilidad de Z(a, `)⊗ Z(b, `)∗ y Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `)∗.
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2 Preliminares.

En este caṕıtulo se darán definiciones básicas de álgebras de Lie sobre el cuerpo de los
números complejos. Además, módulos sobre un álgebra de Lie y en particular módulos
irreducibles en el álgebra de Lie sl(2), junto con el Teorema de Clebsch-Gordan, las cua-
les serán una herramienta fundamental en el desarrollo de este trabajo. Los resultados
en este caṕıtulo en su mayoŕıa fueron sacados de [H] y [J]. Todos los espacios vectoriales
considerados son de dimensión finita.

2.1. Álgebras de Lie.

Dado g un espacio vectorial de dimensión finita, una aplicación bilineal [ , ] : g×g→ g
que a cada pareja (x, y) ∈ g× g se le asigna [x, y] ∈ g, es un corchete de Lie de g, si para
todo x, y ∈ g se tiene:

i. [x, y] = −[y, x] (antisimetŕıa).

ii. [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]] (Identidad de Jacobi).

Denominamos a (g, [ , ]) (o simplemente g) un álgebra de Lie. Una subálgebra de Lie
de g es un subespacio vectorial h de g que es cerrado bajo el corchete de Lie de g, es
decir, [x, y] ∈ h para todo x, y ∈ h.

Dadas g y g1 álgebras de Lie con corchetes de Lie [ , ] y [ , ]1 respectivamente.
Diremos que una transformación lineal f : g → g1 es un homomorfismo de álgebras de
Lie o simplemente un homomorfismo, si f([x, y]) = [f(x), f(y)]1 para todo x, y ∈ g.

Ejemplos 2.1.1.

1. Sea V un espacio vectorial. Si consideramos [v, w] = 0 para todo v, w ∈ V , entonces
(V, [ , ]) es un álgebra de Lie. Además, si g es un álgebra de Lie tal que [x, y] = 0
para todo x, y ∈ g, entonces g se denomina álgebra de Lie abeliana.

2. Sea A un álgebra asociativa de dimensión finita con unidad. Denotamos por Lie(A)
el álgebra de Lie cuyo espacio vectorial asociado es A y su corchete de Lie esta dado
por [a, b] = ab− ba para todo a, b ∈ A.

Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, denotamos por gl(V ) el álgebra de
Lie asociada al álgebra asociativa End(V ), es decir, gl(V ) = Lie(End(V )). Por otra
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parte, si fijamos una base de V podemos identificar a gl(V ) con el conjunto de todas
las matrices de tamaño n×n con entradas en C, donde n = dim(V ), la cual denotamos
por gl(n).

3. Denotamos por sl(n) la subálgebra de gl(n), cuyos elementos constan de las matrices
de tamaño n× n con traza cero. Es decir:

sl(n) = {M ∈ gl(n) : tr(M) = 0} .

Definición 2.1.2. Sea g un álgebra de Lie. Un subespacio I de g se denomina un ideal
de g, si [x, y] ∈ I para todo x ∈ I y todo y ∈ g.

En particular, si I es un ideal de g, entonces I es una subálgebra de g.

Ejemplos 2.1.3. Sea g un álgebra de Lie.

1. 0 y g son los ideales triviales de g.

2. Si I y J son ideales de g, entonces [I, J ] = span{[x, y] : x ∈ I e y ∈ J} e I + J son
ideales de g. El ideal [g, g] se denomina el álgebra derivada de g.

3. El centro de un álgebra de Lie g es Z(g) = {x ∈ g : [x, y] = 0 para todo y ∈ g}, el
cual es un ideal de g.

Los anteriores ejemplos nos permiten definir la noción de serie derivada de un álgebra
de Lie g, la cual es una cadena descendente de ideales:

g(0) ⊇ g(1) ⊇ . . . ⊇ g(n) ⊇ . . .

donde g(0) = g y g(n) = [g(n−1), g(n−1)] para todo n ≥ 1. Un álgebra de Lie g se denomina
soluble, si existe n ∈ N tal que g(n) = 0.

Además, definimos la serie central de un álgebra de Lie g como la cadena descendente
de los ideales:

g0 ⊇ g1 ⊇ . . . ⊇ gn ⊇ . . .

donde g0 = g y gn = [g, gn−1]. Un álgebra de Lie g se denomina nilpotente, si existe
n ∈ N tal que gn = 0.

Lema 2.1.4. [H, Proposition I. §3.1]. Sean g un álgebra de Lie, I y J ideales de g.
Entonces:

i. Si g es soluble, entonces cada subálgebra e imagen homomórfica de g es soluble.

ii. Si I es soluble y g/I es soluble, entonces g es soluble.

iii. Si I, J son solubles, entonces I + J es soluble.
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Prueba:

i. Dados h una subálgebra de g y φ : g→ g1 un epimorfismo, se tiene que h(i) ⊂ g(i)

y g
(i)
1 = φ(g(i)) para todo i. Puesto que g es soluble, existe n ∈ N tal que g(n) = 0,

por lo tanto h(n) = 0 y g
(n)
1 = 0. Aśı h y g1 son solubles.

ii. Tomamos π : g→ g/I la proyección canónica. Como π es un epimorfismo, entonces
π(g(i)) = g(i)/I. Al ser g/I soluble, existe n ∈ N tal que g(n)/I = 0, es decir,
g(n) ⊂ I. Ya que I es soluble, existe m ∈ N tal que I(m) = 0, por lo tanto
g(n+m) ⊂ I(m) = 0. Aśı g es soluble.

iii. Puesto que (I + J)/J ' I/(I ∩ J), aplicando la primera parte del Lema a la
proyección canónica de I en I/(I ∩ J), tenemos que I/(I ∩ J) es soluble y por lo
tanto (I + J)/J es soluble. Además, como J es soluble, por la segunda parte del
lema, tenemos que I + J es soluble.

�

Puesto que la suma de dos ideales solubles es soluble, entonces toda álgebra de Lie g
contiene un único ideal soluble máximal, denominado el radical soluble de g y denotado
por rad(g) o simplemente por r si no se presta para confusión.

Definición 2.1.5. Un álgebra de Lie g no nula es semisimple, si el radical soluble de g
es cero.

Ejemplos 2.1.6.

1. Consideremos el álgebra de Lie sl(2), la base estándar de esta álgebra de Lie es
{h, e, f}, donde:

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
.

Esta base cumple con las relaciones:

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

El álgebra de Lie sl(2) es un álgebra de Lie semisimple, la cual se denomina el
álgebra lineal especial.

2. Para n = 2k. Consideremos las subálgebras de Lie de gl(n):

sp(n) = {A ∈ gl(n) : ATJ + JA = 0} y o(k) = {A ∈ gl(n) : ATJ1 + J1A = 0}

donde J =

(
0 Ik
−Ik 0

)
y J1 =

(
0 Ik
Ik 0

)
con Ik la matriz identidad de ta-

maño k × k. Estas dos subálgebras son álgebras de Lie semisimples, las cuales se
denominan el álgebra simpléctica y el álgebra ortogonal respectivamente.
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El Lema 2.1.4 tiene un resultado análogo para álgebras de Lie nilpotentes, la prueba
se puede encontrar en [H, Proposition I. §3.2].

Lema 2.1.7. Sean g un álgebra de Lie, I y J ideales de g. Entonces:

i. Si g es nilpotente, entonces cada subálgebra e imagen homomórfica de g es nilpo-
tente.

ii. Si g/Z(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

iii. Si g es nilpotente y no nulo, entonces Z(g) 6= 0.

iv. Si I, J son nilpotentes, entonces I + J es nilpotente.

Puesto que la suma de dos ideales nilpotentes es nilpotente, entonces toda álgebra
de Lie g contiene un único ideal nilpotente máximal, denominado el nilradical de g y
denotado por nilrad(g).

Nota 2.1.8. Por ser r soluble, se tiene que [r, r] es nilpotente y aśı [r, r] ⊂ nilrad(g).
Además, si g es un álgebra de Lie nilpotente, entonces g es soluble; con esto podemos
concluir que nilrad(g) ⊂ r.

Un resultado importante en la teoŕıa de álgebras de Lie es el Teorema de Levi, el cual
nos permite descomponer toda álgebra de Lie (de dimensión finita) como suma directa
de una subálgebra de Lie semisimple con el radical soluble del álgebra. Es decir, toda
álgebra de Lie g tiene una descomposición de la forma g = s⊕r como espacios vectoriales,
donde s es un álgebra de Lie semisimple y r es el radical soluble de g. La demostración
del siguiente resultado se puede encuentrar en [J, Levi’s Theorem III. §9].

Teorema 2.1.9 (Teorema de Levi). Si g es un álgebra de Lie de dimensión finita sobre
un cuerpo de caracteŕıstica cero con radical soluble r, entonces existe una subálgebra de
Lie semisimple s de g tal que g = s⊕ r.

Puesto que s es una subálgebra semisimple de g y r es un ideal de g, denotaremos la
descomposición dada en el teorema anterior por g = sn r denominada la descomposición
de Levi de g.

Recordamos la caracterización de las álgebras de Lie nilpotentes por medio del Teo-
rema de Engel. Para esto tenemos el siguiente lema:

Lema 2.1.10. [H, Theorem I. §3.3]. Sea g una subálgebra de Lie de gl(V ), donde V
es un espacio vectorial de dimensión finita tal que para todo X ∈ g, X es nilpotente.
Entonces, existe v ∈ V − {0} tal que X(v) = 0 para todo X ∈ g.

Prueba: Probaremos por inducción sobre dim(g).
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Si dim(g) = 1, entonces g = span{T} para algún 0 6= T ∈ gl(V ) nilpotente. Puesto
que T es nilpotente, basta con ver que T tiene un vector propio de valor propio 0. En
efecto, existe n ∈ N tal que Tn−1 6= 0 y Tn = 0. De donde, existe v1 ∈ V no nulo tal que
v = Tn−1(v1) 6= 0 y T (v) = T (Tn−1(v1)) = Tn(v1) = 0.

Ahora, consideremos que dim(g) > 1. Definimos el conjunto S = {0 ( L ( g :
L es subálgebra de g}, el cual es no vaćıo pues span(T ) ∈ S para todo T ∈ g. Sea K un
elemento máximal en S con respecto a la inclusión.
Afirmamos que K es un ideal de g. En efecto, tomamos ψ : K → gl(g/K) dada por
ψ(x)(g+K) = [x, g] +K para todo x ∈ K y g ∈ g. Todo elemento de K es nilpotente, ψ
es un homomorfismo de álgebras de Lie y dim(K) < dim(g). Por hipotesis de inducción,
existe g+K ∈ g/K −{0} tal que ψ(x)(g+K) = 0 para todo x ∈ K, es decir, [x, g] ∈ K
para todo x ∈ K. Por lo tanto g ∈ normg(K), donde normg(K) = {g ∈ g : [g, x] ∈
K para todo x ∈ K}. Por ser K máximal en S, tenemos que normg(K) = g. Aśı K es
un ideal de g.

Además, dim(g/K) = 1, pues si dim(g/K) > 1, tomamos K ′ una subálgebra de g/K.
Por el Teorema de Correspondencia, existe K1 ⊃ K subálgebra de g tal que K1/K ' K ′.
Por la maximalidad de K, tenemos que K1 = g lo cual es absurdo.

Como dim(K) < dim(g) y K ⊂ gl(V ), existe v1 ∈ V − {0} tal que Y (v1) = 0 pa-
ra todo Y ∈ K. Consideramos W = {v ∈ V : Y (v) = 0 para todo Y ∈ K}, W es
un subespacio vectorial de V distinto de cero, pues v1 ∈ W . Si T ∈ g − K, entonces
Y (T (w)) = [Y, T ](w) + T (Y (w)) = 0 para todo Y ∈ K y todo w ∈ W . Puesto que T es
nilpotente, existe v ∈ W − {0} tal que T (v) = 0, entonces X(v) = 0 para todo X ∈ g.
�

Enunciamos el Teorema de Engel descrito en [J, Engel’s Theorem II. §3].

Teorema 2.1.11 (Teorema de Engel). Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita.
Entonces, g es nilpotente si y sólo si adx : g → g con adx(y) = [x, y] es nilpotente para
todo x ∈ g.

Prueba: Supongamos que g es nilpotente, entonces existe n ∈ N tal que gn = 0. Puesto
que para todo x, y ∈ g se tiene que adnx(y) = [x, [x, . . . , [x, [x, y]] . . .]] ∈ gn+1, tenemos
que adnx = 0. Aśı adx es nilpotente para todo x ∈ g.

Rećıprocamente, supongamos que adx es nilpotente para todo x ∈ g. Veamos que g
es nilpotente. Sea ad : g→ gl(g) dada por ad(x) = adx. La identidad de Jacobi implica
que ad es un homomorfismo de álgebras de Lie. Consideremos h = ad(g), la cual es una
subálgebra de gl(g), donde cada elemento de h es nilpotente por hipotesis. Por el Lema
2.1.10, existe g ∈ g− {0} tal que adx(g) = 0 para todo x ∈ g, es decir, g ∈ Z(g). Por lo
tanto Z(g) 6= 0.
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Consideramos g′ = g/Z(g). Aśı, dim(g′) < dim(g) y para todo x ∈ g′ tenemos que adx
es nilpotente, pues cada adx es nilpotente. Por hipotesis de inducción, g′ es nilpotente y
por el Lema 2.1.7, tenemos que g es nilpotente. �

Como un ejemplo de álgebra de Lie nilpotente tenemos el álgebra de Heisenberg de
dimensión 2n + 1, denotada por hn, la cual tiene por base {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z} y
está sujeta a las relaciones:

[xi, yj ] = δi,jz,

[xi, xj ] = [yi, yj ] = [xi, z] = [yj , z] = 0,

para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

Para caracterizar las álgebras de Lie solubles, recordamos el Teorema de Lie. Para
esto tenemos el siguiente lema:

Lema 2.1.12. [H, Theorem II. §4.1] Sea g una subálgebra de Lie soluble de gl(V ), con
V de dimensión finita. Si V es no nulo, entonces existe v ∈ V − {0} y α ∈ g∗ tal que
T (v) = α(T )v para todo T ∈ g, donde g∗ es el conjunto de todas las transformaciones
lineales de g en C.

Prueba: Probaremos por inducción sobre dim(g).

Como g es soluble, tenemos que [g, g] ( g. Si [g, g] = 0, g es abeliana y por ende
nilpotente. Por el Lema 2.1.10, existe v ∈ V −{0} tal que T (v) = 0 para todo T ∈ g. En
particular, si dim(g) = 1.

Supongamos que [g, g] 6= 0 y dim(g) > 1. Consideremos g1 = g/[g, g], que es un álgebra
de Lie abeliana, de donde cualquier subespacio vectorial de g1 es un ideal. Sea K un
ideal de g1 con dim(g1/K) = 1. Por el Teorema de Correspondencia, existe un ideal h
de g tal que [g, g] ⊂ h y h/[g, g] = K. Como g/h ' g1/K, tenemos que dim(g/h) = 1.
Además, como g es soluble, por el Lema 2.1.4, h es soluble. Por hipotesis de inducción,
existen v1 ∈ V − {0} y α1 ∈ h∗ tales que S(v1) = α1(S)v1 para todo S ∈ h.

Definimos W = {v ∈ V : S(v) = α1(S)v para todo S ∈ h}. Como v1 ∈ W , entonces
W 6= 0. Además, si T ∈ g, tenemos que [S, T ] ∈ h para todo S ∈ h, pues h es un ideal de
g. Si w ∈W , entonces S(T (w)) = T (S(w)) + [T, S](w). Por lo tanto:

S(T (w)) = α1(S)T (w) + α1([T, S])w para todo S ∈ h. (2.1)

Afirmamos que α1([S, T ]) = 0 para todo S ∈ h y todo T ∈ g. En efecto, fijamos w ∈
W −{0} y T ∈ g. Sea n el número natural mas pequeño tal que {w, T (w), . . . , Tn−1(w)}
es un conjunto linealmente independiente.
Definimos W0 = 0 y Wi = span{w, T (w), . . . , T i−1(w)} para cada i ∈ N. Por la definición
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de n, tenemos que dim(Wi) = i para cada 0 ≤ i ≤ n y Wn = Wn+1. Por la ecuación (2.1),
S(T (w))− α1(S)T (w) = α1([S, T ])w para todo S ∈ h. Entonces, S(T (w))− α1(S)T (w)
pertenece a W1 para todo S ∈ h.
Supongamos que S(T i(w))−α1(S)T i(w) ∈Wi y veamos que S(T i+1(w))−α1(S)T i+1(w) ∈
Wi+1 para todo S ∈ h. Como:

S(T i+1(w)) = [S, T ](T i(w)) + T (S(T i(w)))

y [S, T ] están en h.
Por hipotesis, existen z1, z2 ∈ Wi tales que [S, T ](T i(w)) = α1([S, T ])T i(w) + z1 y
S(T i(w)) = α1(S)T i(w) + z2. De donde:

S(T i+1(w)) = α1([S, T ])T i(w) + α1(S)T i+1(w) + z1 + T (z2).

Puesto que α1([S, T ])T i(w) + z1 + T (z2) ∈Wi+1, tenemos que:

S(T i+1(w))− α1([S, T ])T i+1(w) ∈Wi+1.

De lo anterior, tenemos que S(T i(w)) − α1([S, T ])T i(w) ∈ Wi para todo i ∈ N. Aśı,
S|Wn es una matriz triangular superior con α1(S) en la diagonal principal para todo
S ∈ h. Por lo tanto, tr(S|Wn) = nα1 para todo S ∈ h. En particular, tr([S, T ]|Wn) =
nα1([S, T ]) para todo S ∈ h. Ya que tr([S, T ]|Wn) = 0, entonces α1([S, T ]) = 0 para todo
S ∈ h. Puesto que, T es un elemento de g arbitrario, hemos probado nuestra afirmación.

Aśı la ecuación (2.1) se modifica como S(T (w)) = α1(S)T (w). Por lo tanto g ·W ⊂W .
Como dim(g/h) = 1, entonces para T1 ∈ g − h existe v ∈ W − {0} tal que T1(v) = λv.
Extendemos a α1 : h→ C a α : g→ C con α(S) = α1(S) y α(T1) = λ para todo S ∈ h.
Aśı α ∈ g∗ y cumple que T (v) = α(T )v para todo T ∈ g. �

Teorema 2.1.13 (Teorema de Lie). [H, Corollary II. §4.1] Sean g un álgebra de Lie
soluble y ψ : g → gl(V ) un homomorfismo de álgebras de Lie, con V de dimensión
finita. Entonces, existen subespacios Vi con 1 ≤ i ≤ n = dim(V ) tales que Vi−1 ( Vi y
ψ(g)(Vi) ⊂ Vi para todo g ∈ g, donde V0 = 0.

Prueba: Como g es soluble, por el Lema 2.1.4, ψ(g) es soluble. Por lo tanto, por el Lema
2.1.12, existe v1 ∈ V − {0} tal que ψ(g)(v1) = α1(ψ(g))v1 = α(g)v1 con α ∈ g∗ y todo
g ∈ g.
Tomamos V1 = span{v1}, lo anterior implica que ψ(g)(V1) ⊂ V1.Además, ψ induce un
homomorfismo de álgebras de Lie ψ1 : g→ gl(V/V1) con ψ1(g)(v) = ψ(v). Nuevamente,
el Lema 2.1.12, implica que existe v2 ∈ V − V1 tal que ψ1(g)(v2) ⊂ span{v2}. Conside-
ramos V2 = span{v1, v2}. Siguiendo de esta manera obtenemos los subespacios Vi tales
que Vi−1 ⊂ Vi y ψ(g)(Vi) ⊂ Vi para todo 1 ≤ i ≤ n, donde V0 = 0. �

La envolvente universal de un álgebra de Lie g es un par (A, ι), donde A es un álgebra
asociativa con unidad e ι : g → A es una transformación lineal tal que ι([x, y]) =
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ι(x)ι(y)− ι(y)ι(x) para todo x, y ∈ g, que cumple con la siguiente propiedad universal:
Si B es un álgebra asociativa con unidad y ψ : g → B es una transformación lineal
tal que ψ([x, y]) = ψ(x)ψ(y) − ψ(y)ψ(x) para todo x, y ∈ g, entonces existe un único
homomorfismo de álgebras asociativas ψ : A → B tal que ψ = ψι, es decir, el siguiente
diagrama es conmutativo:

A

ψ
��

g

ι

??

ψ
// B.

En otras palabras, (A, ι) es una envolvente universal de g, si ι : g → Lie(A) es un
homomorfismo de álgebras de Lie y cumple con la siguiente propiedad universal: Si B es
un álgebra asociativa y ψ : g→ Lie(B) es un homomorfismo de álgebras de Lie, entonces
existe un único homomorfismo de álgebras asociativas ψ : A→ B tal que ψ = ψι.

Por la propiedad universal de la envolvente universal de un álgebra de Lie, se tiene el
siguiente resultado:

Lema 2.1.14. [J, Theorem V.1. §1]. Sean (A, ι) y (A′, ι′) envolventes universales de un
álgebra de Lie g. Entonces, A ' A′ como álgebras asociativas.

Prueba: Puesto que (A, ι) y (A′, ι′) cumplen con la propiedad universal de la envolvente
universal, entonces tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

A

ι′
��

idA

��

g

ι

??

ι′
//

ι
��

A′

ι
��

A

A′

ι
��

idA′

��

g ι
//

ι′
??

ι′ ��

A

ι′
��

A′

por unicidad se tiene que ιι′ = idA′ y ι′ι = idA y por lo tanto A ' A′. �

Si g es un álgebra de Lie con envolvente universal, por el Lema anterior tenemos que
esta envolvente es única salvo isomorfismos.

Para la construcción de la envolvente universal de un álgebra de Lie, consideramos lo
siguiente: Sea V un espacio vectorial, el álgebra tensorial asociada a V , denotada por
T(V ) es:

T(V ) = C⊕
⊕
n∈N

V ⊗n

donde V ⊗1 = V y V ⊗n = V ⊗n−1⊗V para todo n ≥ 2, la cual es un espacio vectorial con
la operación usual y con multiplicación dada por yuxtaposición sobre sus generadores,
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es decir, si v1 ⊗ . . .⊗ vn y w1 ⊗ . . .⊗wm están en T(V ) con v1, . . . , vn, w1, . . . , wm ∈ V ,
entonces:

(v1 ⊗ . . .⊗ vn)(w1 ⊗ . . .⊗ wm) = v1 ⊗ . . .⊗ vn ⊗ w1 ⊗ . . .⊗ wm.

Además, tenemos la inclusión canónica i : V → T(V ), pues V se identifica con V ⊗1. El
par (T(V ), i) cumple con la siguiente propiedad universal: Si A es un álgebra asociativa
y f : V → A es una transformación lineal, entonces existe un único homomorfismo de
álgebras asociativas f : T(V ) → A tal que f = fi, es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo:

T(V )

f
��

V

i
<<

f
// A.

(2.2)

Si g es un álgebra de Lie, entonces el ideal I en T(g) generado por [x, y] − x ⊗ y +
y ⊗ x para todo x, y ∈ g, induce una estructura de álgebra de Lie en T(g)/I y un
homomorfismo de álgebras de Lie ρ : g→ T(g)/I con ρ(x) = πi(x), donde i : g→ T(g)
es la inclusión canónica y π : T (V ) → T (V )/I es la proyección canónica. Además,
tenemos que ρ([x, y]) = [ρ(x), ρ(y)] para todo x, y ∈ g.

Denotamos por U(g) = T(g)/I, la cual es un álgebra asociativa y por lo anterior
tenemos un homomorfismo de álgebras de Lie ρ : g→ Lie(U(g)).

Teorema 2.1.15. [J, Theorem V.2. §1]. (U(g), ρ) es una envolvente universal de g.

Prueba: Es suficiente probar que (U(g), ρ) cumple con la propiedad universal de la
envolvente universal. Consideremos B un álgebra asociativa y ψ : g → B una transfor-
mación lineal tal que ψ([x, y]) = ψ(x)ψ(y) − ψ(y)ψ(x). Por la propiedad universal de
T(g), existe un único homomorfismo de álgebras asociativas ψ : T(g) → B tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

T(g)

ψ
��

g

i
>>

ψ
// B.

Puesto que ψ([x, y]) = ψ(x)ψ(y) − ψ(y)ψ(x) = ψ(x ⊗ y − y ⊗ x) para todo x, y ∈ g.
Entonces, [x, y] − x ⊗ y + y ⊗ x ∈ ker(ψ) para todo x, y ∈ g, de donde I ⊂ ker(ψ). Aśı,

existe una única tranformación lineal ψ tal que ψπ = ψ, es decir, los triángulos interiores
del siguiente diagrama son conmutativos:

T(g)

ψ
��

π // U(g)

ψ{{

g

i
>>

ψ
// B.
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Por lo tanto, ψ : Lie(U(g))→ Lie(B) es un homomorfismo de álgebras de Lie tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:

U(g)

ψ
��

g

ρ=πi
>>

ψ
// B.

Veamos ahora que ψ es el único homomorfismo que hace conmutar el diagrama an-
terior. Supongamos que existe un homomorfismo de álgebras asociativas f : U(g) → B
con f([x, y]) = f(x)f(y) − f(y)f(x) para todo x, y ∈ g tal que el siguiente diagrama
conmuta:

U(g)

f

��

g

πi
>>

ψ
// B.

Consideremos f = fπ : T (g)→ B, el cual es un homomorfismo de álgebras asociativas.
Por la definición de f , el siguiente diagrama es conmutativo:

T(g)

f
��

g

i
>>

ψ
// B.

Por la unicidad de ψ, tenemos que f = ψ. Por lo tanto, fπ = ψ y por la unicidad de ψ,

obtenemos que ψ = f , demostrando el teorema. �

Nota 2.1.16. La necesidad de definir la envolvente universal de un álgebra de Lie se
verá en los Caṕıtulos 3 y 5.

2.2. Módulos y representaciones de álgebras de Lie.

Fijemos un álgebra de Lie g y consideremos V un espacio vectorial de dimensión finita.
Diremos que V es un g-módulo, si existe una transformación bilineal · : g× V → V con
·(g, v) = g · v para todo g ∈ g y todo v ∈ V tal que [g, g1] · v = g · (g1 · v)− g1 · (g · v) para
todo g, g1 ∈ g y todo v ∈ V . Si no se presta para confusión escribiremos g v en lugar de
g · v.

Ya que para todo espacio vectorial V el espacio gl(V ) es un álgebra de Lie, la condición
[g, g1] v = g (g1 v) − g1 (g v) para un g-módulo V , implica que π : g → gl(V ) dada por
π(g)(v) = g v es un homomorfismo de álgebras de Lie.
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Rećıprocamente, si ρ : g → gl(V ) es un homomorfismo de álgebras de Lie, entonces
el espacio vectorial V tiene estructura de g-módulo, dada por g v = ρ(g)(v). La pareja
(V, ρ) se denomina representación de g y lo anterior nos indica que podemos hablar de
g-módulo o de representación indistintamente sea el caso que nos interese.

Si V es un g-módulo, un subespacio vectorial W de V se denomina g-submódulo de V ,
si g w ∈W para todo g ∈ g y todo w ∈W . Una transformación lineal T : V →W entre
dos g-módulos V y W se denomina homomorfismo de g-módulos, si T (g v) = g T (v) para
todo g ∈ g y todo v ∈ V .

Ejemplos 2.2.1. Consideremos g un álgebra de Lie.

1. Todo espacio vectorial V tiene una estructura trivial de g-módulo, dada por g v = 0
para todo g ∈ g y todo v ∈ V . En particular, si V = C.

2. La transformación lineal ad : g → gl(g), dada por ad(x)(y) = adx(y) = [x, y], es
una representación de g y por lo tanto g es un g-módulo. Esta representación se
le denomina la representación adjunta de g, donde los g-submódulos de g son los
ideales de g.

3. Si V,W son g-módulos, entonces:

Hom(V,W ) = {T : V →W : T es una transformación lineal}

tiene estructura de g-módulo, dada por (g T )(v) = g (T (v)) − T (g v) para toda
transformación lineal T de V en W . En particular, V ∗ = Hom(V,C) tiene estruc-
tura de g-módulo, dada por (g T )(v) = −T (g v) para todo g ∈ g y todo v ∈ V . A
V ∗ se le denomina el dual de V .

De manera semejante, el producto tensorial V ⊗W de dos g-módulos tiene estruc-
tura de g-módulo, dada por la acción sobre los generadores:

g (v ⊗ w) = g v ⊗ w + v ⊗ g w

para todo g ∈ g, v ∈ V y w ∈W .

4. Si T : V → W es un homomorfismo de g-módulos, entonces ker(T ) es un g-
submódulo de V e Im(T ) es un g-submódulo de W .

5. Si W1 y W2 son g-submódulos de un g-módulo V , entonces W1 ∩W2 y W1 + W2

son g-submódulos de V .

Diremos que un homomorfismo de g-módulos T : V → W es un monomorfismo, si
ker(T ) = {0} y es un epimorfismo, si Im(T ) = W . Si T es tanto monomorfismo como
epimorfismo, entonces T se denomina isomorfismo. Dos g-módulos V y W son isomorfos,
si existe un isomorfismo T : V →W y escribiremos V 'g W .
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Para cualquier submódulo V1 de un g-módulo V , V/V1 tiene estructura de g-módulo
por la acción g v = g v para todo g ∈ g y todo v ∈ V/V1. Además, la proyección canónica
π : V → V/V1 es un homomorfismo de g-módulos.
La siguiente proposición resume algunas propiedades básicas de los módulos sobre un
álgebra de Lie g.

Proposición 2.2.2.

i. Si T : V →W es un homomorfismo de g-módulos. Entonces, V/ker(T ) 'g Im(T ).
Además, si V1 es un g-submódulo de V contenido en ker(T ), existe un único ho-
momorfismo de g-módulos ψ : V/V1 → W tal que ψπ = T , donde π : V → V/V1
es la proyección canónica.

ii. Si V1 y V2 son submódulos de un g-módulo V tal que V1 ⊂ V2, entonces V2/V1 es
un g-submódulo de V/V1. Además:

(V/V1) / (V2/V1) 'g V/V2.

iii. Si V1 y V2 son submódulos de un g-módulo V , entonces existe un isomorfismo
natural:

(V1 + V2)/V1 'g V2/(V1 ∩ V2).

iv. Si V,W son g-módulos, entonces tenemos que:

Hom(V,W ) 'g V
∗ ⊗W.

Prueba: La prueba de i, ii y iii las omitimos, las cuales se pueden encontrar en [H,
Proposition I. §2.2].

Probamos iv. Consideramos {v1, . . . , vn} una base de V . Entonces, {v∗1, . . . , v∗n} es
una base de V ∗, donde v∗i (vj) = δi,j . Definimos ψ : V ∗ ⊗ W → Hom(V,W ), dada
por ψ(f ⊗ w)(v) = f(v)w para todo f ∈ V ∗, w ∈ W, v ∈ V . Además, consideramos

φ : Hom(V,W )→ V ∗ ⊗W , dada por φ(T ) =

n∑
i=1

v∗i ⊗ T (vi) para todo T ∈ Hom(V,W ).

Dados T ∈ Hom(V,W ) y v ∈ V , existen escalares λ1, . . . , λn ∈ C tales que v =
n∑
i=1

λivi.

Por lo tanto:

(ψφ)(T )(v) = ψ

(
n∑
i=1

v∗i ⊗ T (vi)

)
(v) =

n∑
i=1

λiT (vi) = T (v).

Aśı ψφ = idHom(V,W ).
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Por otra parte, si f ∈ V ∗ existen escalares β1, . . . , βn ∈ C tales que f =
n∑
j=1

βjv
∗
j , de

donde:

φψ(f ⊗ w)) =

n∑
j=1

βjφ(ψ(v∗j ⊗ w)) =

n∑
j=1

βj

(
n∑
i=1

v∗i ⊗ v∗j (vi)w

)
=

n∑
j=1

βj(v
∗
j ⊗ w) = f ⊗ w.

Aśı φψ = idV ∗⊗W .

Además como:

ψ(g (f ⊗ w))(v) = ψ(g f ⊗ w)(v) + ψ(f ⊗ g w)(v) = (g f)(v)w + f(v)g w,

por la acción de g tenemos que ψ(g (f ⊗ w))(v) = g (ψ(f ⊗ w)(v))− ψ(f ⊗ w)(g v), por
lo tanto ψ(g (f ⊗w))(v) = (g ψ(f ⊗w))(v) para todo v ∈ V . Aśı ψ es un isomorfismo de
g-módulos y Hom(V,W ) 'g V

∗ ⊗W . �

Definición 2.2.3. Un g-módulo V no nulo se denomina irreducible, si V no posee
submódulos propios no triviales, es decir, si los únicos g-submódulos de V son 0 y el
mismo V .

Lema 2.2.4 (Lema de Schur). [H, Schur’s Lemma II. §6.1]. Si V es un g-módulo irre-
ducible de dimensión finita y T : V → V es un homomorfismo de g-módulos. Entonces,
existe λ ∈ C tal que T = λidV .

Prueba: Puesto que T es una transformación lineal sobre C, entonces existe λ ∈ C tal
que el subespacio vectorial ker(T − λ idV ) 6= 0. Afirmamos que W = ker(T − λ idV ) es
un submódulo de V . En efecto, tomemos w ∈W y g ∈ g, entonces:

T (g w) = g T (w) = g (λw) = λ(g w).

Por lo tanto, g w ∈W y aśı W es un g-submódulo de V no nulo. Como V es irreducible,
entonces W = V y aśı T (v) = λv para todo v ∈ V . �

Definición 2.2.5. Un g-módulo V se denomina semisimple o completamente reducible,
si V es suma directa de g-submódulos irreducibles.

Lema 2.2.6. Si V es un g-módulo de dimensión finita. Entonces, V es semisimple si y
sólo si cualquier submódulo de V tiene un complemento.

Prueba: Supongamos que V es semisimple, es decir, existen g-submódulos irreducibles
S1, . . . , Sn de V tales que V = S1⊕. . .⊕Sn y sea W un g-submódulo de V . Consideremos
{Si1 , . . . , Sim} la familia máximal de {S1, . . . , Sn} tal que W ∩ V1 = 0, donde V1 =
Si1 ⊕ . . . ⊕ Sin . Por lo tanto, W ∩ (V1 ⊕ Sj) 6= 0 para todo j /∈ {i1, . . . , im}. Aśı,
(W + V1) ∩ Sj 6= 0 y Sj ⊂W + V1, pues Sj es irreducible, de donde V = W ⊕ V1.
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Rećıprocamente, si V es irreducible el resultado es obvio. Supongamos ahora que V
no es un g-módulo irreducible y que el resultado es valido para módulos de dimensión
más pequeña que la dimensión de V . Consideremos el conjunto:

S = {0 6= W ⊂ V : W es g-submódulo de V }.

Sea S1 un elemento de S de dimensión mı́nima, por lo tanto S1 es un g-submódulo
irreducible de V , por hipótesis S1 posee un complemento, es decir, existe un submódulo
W de V tal que V = S1 ⊕ W y dim(W ) < dim(V ), aplicando la hipótesis inductiva
obtenemos el resultado deseado. �

Nota: No todo g-módulo es semisimple sobre un álgebra de Lie arbitraria. Si el álgebra
de Lie es semisimple, entonces todo g-módulo de dimensión finita es semisimple. Este
hecho es conocido como el Teorema de Weyl, el cual se puede encontrar en [H, Weyl’s
Theorem II. §6.3].

Teorema 2.2.7 (Teorema de Weyl). Sea g un álgebra de Lie semisimple, entonces todo
g-módulo de dimensión finita es semisimple.

2.3. Módulos irreducibles de sl(2).

En esta sección hablaremos sobre los sl(2)-módulos irreducibles junto con el producto
tensorial de estos, que es una de las herramientas más importantes a lo largo de este
trabajo.

Consideramos la base estándar {h, e, f} de sl(2), la cual está sujeta a las relaciones:

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h. (2.3)

Como sl(2) es un álgebra de Lie semisimple y h es una matriz diagonal, entonces h
actúa diagonalmente en todo sl(2)-módulo de dimensión finita V ([H, Corollary II. §6.4]).
Es decir:

V =
⊕
λ∈C

Vλ,

con Vλ = {v ∈ V : h v = λ v} para todo λ ∈ C.
Si Vλ 6= 0, denominamos a λ un peso de h en V y Vλ un espacio peso. La demostración
del siguiente lema se tiene a partir de las relaciones en la base estándar de sl(2).

Lema 2.3.1. [H, Lemma II. §7.2]. Si v ∈ Vλ, entonces e v ∈ Vλ+2 y f v ∈ Vλ−2.

Cualquier vector no nulo v ∈ Vλ tal que e v = 0, lo denominaremos vector de peso
máximo λ. Sea V un sl(2)-módulo irreducible y consideremos v0 ∈ V un vector de peso
máximo λ. Si tomamos vi = 1

i!f
i v0 para i ≥ 0 y v−1 = 0, entonces las relaciones en la

base estándar de sl(2) implican que:

h vi = (λ− 2i) vi, f vi = (i+ 1) vi+1, e vi = (λ− i+ 1) vi−1.
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Por lo anterior vi está en el espacio propio Vλ−2i y el conjunto {vi : i ≥ 0 y vi 6= 0} es
un conjunto linealmente independiente.

Si V es irreducible y de dimensión finita, entonces existe n ∈ N ∪ {0} tal que vn 6= 0
y vn+1 = 0. De donde, W = span{v0, v1, . . . , vn} es un sl(2)-submódulo de V . Por lo
tanto, V = W y {v0, v1, . . . , vn} es una base de V . Además, como vn+1 = 0, entonces
tenemos que:

0 = e vn+1 = (λ− n)vn.

Aśı, λ = n.

Teorema 2.3.2. Sea {h, e, f} la base estándar de sl(2).

i. Dado n un entero no negativo. Consideramos V (n) el espacio vectorial de dimen-
sión n+ 1, con base {v0, . . . , vn}, donde sl(2) actúa como:

h vk = (n− 2k)vk,
f vk = (k + 1)vk+1 para k < n y f vn = 0,
e vk = (n+ 1− k)vk−1 para k > 0 y e v0 = 0.

(2.4)

Entonces, V (n) es un sl(2)-módulo irreducible.
A V (n) lo denominaremos sl(2)-módulo irreducible de peso máximo n donde el
vector v0 es un vector de peso máximo n y vi = 1

i! f
i v0 para todo 0 ≤ i ≤ n.

ii. V (n) 'sl(2) V (m) si y sólo si n = m.

iii. Cada sl(2)-módulo irreducible de dimensión finita es isomorfo a un sl(2)-módulo
irreducible de peso máximo n, para algún n ∈ N ∪ {0}.

iv. Para cada n ∈ N ∪ {0}, V (n) 'sl(2) V (n)∗.

Prueba: La prueba de i, ii y iii se puede encontrar en [H, Theorem II. §7.2]. Aśı,
probaremos sólo iv.

Sea {v0, v1, . . . , vn} la base de V (n) dada en i. Entonces tenemos la base dual {v∗1, . . . , v∗n}
para V (n)∗ donde v∗i (vj) = δi,j para todo 0 ≤ i, j ≤ n. Afirmamos que v∗n es un vector
de peso máximo n. En efecto, puesto que (h v∗n)(vi) = −v∗n(h vi) y h vi = (n− 2i)vi para
todo 0 ≤ i ≤ n, entonces (h v∗n)(vi) = −(n− 2i)v∗n(vi). Por la definición de v∗n, tenemos
que (h v∗n)(vi) = nv∗n(vi) para todo 0 ≤ i ≤ n. Aśı, h v∗n = nv∗n. De manera similar,
tenemos que e v∗n = 0. Por lo tanto, v∗n es un vector de peso máximo n en V (n)∗, de
donde V (n)∗ contiene un sl(2)-módulo irreducible V (n) generado por el vector de peso
máximo v∗n. Puesto que dim(V (n)) = dim(V (n)∗) = n+1, entonces V (n) 'sl(2) V (n)∗. �

La representación asociada a V (n) está dada por el homomorfismo de álgebras de
Lie ρn : sl(2) → gl(V (n)), donde las matrices asociadas a la base {v0, v1, . . . , vn} con
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vi =
1

i!
f i v0 para cada 0 ≤ i ≤ n son matrices de tamaño (n+ 1)× (n+ 1) de la forma:

ρn(h)→


n 0 . . . 0 0
0 n− 2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 2− n 0
0 0 . . . 0 −n

 ; ρn(e)→


0 n . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0

 ;

ρn(f)→


0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 0
0 0 . . . n 0

 .

Para simplificar la forma matricial de ρn, escribiremos las matrices:

A(h, e, f) =



nh ne 0 . . . 0 0
f (n− 2)h (n− 1)e . . . 0 0

0 2f (n− 4)h
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0
. . . (2− n)h e

0 0 0 . . . nf −nh


. (2.5)

Donde ρn(h)→ A(1, 0, 0), ρn(e)→ A(0, 1, 0) y ρn(f)→ A(0, 0, 1).

Ejemplos 2.3.3.

n = 2 n = 3 n = 4 2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h




3h 3e 0 0
f h 2e 0
0 2f −h e
0 0 3f −3h




4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f −2h e
0 0 0 4f −4h

 .

Si consideramos la base {vn0 , vn1 , . . . , vnn}, donde vn0 = v0 y vni = f i vn0 ; las relaciones
que cumple esta base con la base estándar de sl(2) son:

h vni = (n− 2i)vni , f vni = vni+1, e vni = k(n+ 1− i)vni−1
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Las matrices asociadas a esta base son de la forma:

B(h, e, f) =



nh ne 0 . . . 0 0 0
f (n− 2)h 2(n− 1)e . . . 0 0 0

0 f (n− 4)h
. . . 0 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . (4− n)h 2(n− 1)e 0

0 0 0 . . . f (2− n)h ne
0 0 0 . . . 0 f −nh


. (2.6)

Donde ρn(h)→ B(1, 0, 0), ρn(e)→ B(0, 1, 0) y ρn(f)→ B(0, 0, 1).

Ejemplos 2.3.4.
n = 2 n = 3 n = 4 2h 2e 0

f 0 2e
0 f −2h




3h 3e 0 0
f h 4e 0
0 f −h 3e
0 0 f −3h




4h 4e 0 0 0
f 2h 6e 0 0
0 f 0 6e 0
0 0 f −2h 4e
0 0 0 f −4h

 .

Como vimos en el Ejemplo 2.2.1, si V y W son sl(2)-módulos, entonces V ⊗W es un
sl(2)-módulo. Puesto que sl(2) es semisimple, entonces por el Teorema de Weyl (Teorema
2.2.7) tenemos que V ⊗W es semisimple. En particular, si tomamos V = V (n) y W =
V (m).

Uno de los resultados que más usaremos en este trabajo es el Teorema de Clebsch-
Gordan que nos da la descomposición del producto tensorial V (n) ⊗ V (m) como sl(2)-
módulo.

Teorema 2.3.5 (Teorema de Clebsch-Gordan).
Sean V (n) y V (m) sl(2)-módulos irreducibles de peso máximo n y m respectivamente.
Entonces:

V (n)⊗ V (m) 'sl(2)

min{n,m}⊕
k=0

V (n+m− 2k).

Prueba: Consideramos las bases {vn0 , vn1 , . . . , vnn} y {vm0 , vm1 , . . . , vmm} de V (n) y V (m)
respectivamente, donde vn0 es un vector de peso máximo n de V (n) y vm0 es un vector de
peso máximo m de V (m). Además, se cumple que vni = f i vn0 y vmj = f j vm0 para todo
0 ≤ i ≤ n y todo 0 ≤ j ≤ m.

Sabemos que V (n)⊗V (m) tiene por base {vni ⊗vmj : 0 ≤ i ≤ n y 0 ≤ j ≤ m}. Fijemos
0 ≤ k ≤ min{n,m}. Para todo 0 ≤ r ≤ k, tenemos que vnr ⊗ vmk−r 6= 0 y cumplen con:

h (vnr ⊗ vmk−r) = (n+m− 2k) vnr ⊗ vmk−r. (2.7)
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Además, tenemos que:

e (vnr ⊗ vmk−r) = r(n+ 1− r) vnr−1 ⊗ vmk−r + (k − r)(m+ 1− (k − r)) vnr ⊗ vmk−r−1. (2.8)

En particular,

e (vn0 ⊗ vmk ) = k(m+ 1− k) vn0 ⊗ vmk−1 y e (vnk ⊗ vm0 ) = k(n+ 1− k) vnk−1 ⊗ vm0 .

Definimos el vector:

vn,m,n+m−2k0 =
k∑
r=0

(−1)r
(
k
r

)(
n+m−k
n−r

)vnr ⊗ vmk−r.
Afirmamos que vn,m,n+m−2k0 es un vector de peso máximo n+m−2k en V (n)⊗V (m)

para todo 0 ≤ k ≤ min{n,m}. En efecto, como cada vector vnr ⊗vmk−r tiene peso n+m−2k

por (2.7), entonces vn,m,n+m−2k0 tiene peso n+m−2k. Por lo tanto, es suficiente mostrar

que e vn,m,n+m−2k0 = 0. Puesto que:

e vn,m,n+m−2k0 =

k∑
r=0

(−1)r
(
k
r

)
r(n− (r − 1))(
n+m−k
n−r

) vnr−1 ⊗ vmk−r

+

k∑
r=0

(−1)r
(
k
r

)
(k − r)(m− (k − r − 1))(

n+m−k
n−r

) vnr ⊗ vmk−r−1,

por (2.8), aplicando propiedades de las combinatorias y teniendo en cuenta que vn−1 =
vm−1 = 0 tenemos:

e vn,m,n+m−2k0 =
k−1∑
r=0

(−1)r+1

(
k
r

)
(k − r)(m+ 1− (k − r))(

n+m−k
n−r

) vnr ⊗ vmk−r−1

+

k−1∑
r=0

(−1)r
(
k
r

)
(k − r)(m+ 1− (k − r))(

n+m−k
n−r

) vnr ⊗ vmk−r−1.

Por lo tanto, e vn,m,n+m−2k0 = 0, de donde los vectores vn,m,n+m−2k0 son vectores de
peso máximo n + m − 2k en V (n) ⊗ V (m) y estos generan sl(2)-módulos irreducibles
V (n+m− 2k) en V (n)⊗ V (m). Aśı:

min{n,m}⊕
k=0

V (n+m− 2k) ⊂ V (n)⊗ V (m).

Por otro lado, como:

dim

min{n,m}⊕
k=0

V (n+m− 2k)

 = (n+ 1)(m+ 1) = dim(V (n)⊗ V (m)),

entonces tenemos la igualdad en la contenencia anterior. �
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Nota 2.3.6. Si V (µ) es un sl(2)-módulo irreducible que aparece en la descomposición
de V (n)⊗ V (m), existe 0 ≤ k ≤ min{n,m} tal que µ = n+m− 2k. Denotaremos xn,mµ
en lugar de k.

Además como vimos en la demostración del Teorema, los vectores v
n,m,n+m−2xn,mµ
0 son

vectores de peso máximo n+m− 2xn,mµ para todo 0 ≤ xn,mµ ≤ min{n,m}. Denotaremos

por λn,m,µr = (−1)r
(
xn,mµ
r

)(
n+m−xn,mµ

n−r
) = (−1)r

(
xn,mµ
r

)(
xn,mµ +µ
n−r

) para todo 0 ≤ r ≤ xn,mµ . Por lo tanto:

vn,m,µ0 =

xn,mµ∑
r=0

λn,m,µr vnr ⊗ vmxn,mµ −r.
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3 Representaciones de álgebras de Lie no
semisimples.

En el caṕıtulo anterior dimos la noción de módulo irreducible sobre un álgebra de Lie
arbitraria. Cuando el álgebra de Lie es semisimple, el Teorema de Weyl nos garantiza
que todo módulo de dimensión finita es suma directa de submódulos irreducibles. Pero
esto en general no es cierto, lo que motiva la siguiente definición.

Definición 3.0.1. Sea g un álgebra de Lie. Un g-módulo V se denomina indescompo-
nible, si no existen g-módulos no triviales V1 y V2 tales que V = V1 ⊕ V2.

En el caso de álgebras de Lie simples, la clasificación de los módulos indescomponibles
de dimensión finita está dada por los pesos dominantes del álgebra. Como es el caso del
álgebra de Lie sl(2) visto en §2.3.

3.1. Módulos uniseriales sobre álgebras de Lie perfectas.

Todos los resultados de esta sección excepto el Teorema 3.1.1 y la Proposición 3.1.6
se pueden encontrar en [CS]. Nuestro interés en esta sección es estudiar los g-módulos
uniseriales de dimensión finita sobre álgebras de Lie perfectas.

Sea g un álgebra de Lie. Una serie de composición de un g-módulo V de longitud n,
es una sucesión creciente de g-submódulos de V :

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn = V

tal que Vi/Vi−1, denominados factores de composición, son g-módulos irreducibles para
todo 1 ≤ i ≤ n. El siguiente resultado muestra que dadas dos series de composición de
un g-módulo, sus longitudes son iguales.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Jordan-Hölder). Si 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn = V y 0 =
W0 ⊂W1 ⊂ . . . ⊂Wm = V son dos series de composición de un g-módulo de dimensión
finita V , entonces n = m y existe una permutación σ tal que Wj+1/Wj 'g Vσ(j)+1/Vσ(j).

Prueba: Si n = 0, entonces V = 0 y por lo tanto m = 0.
Supongamos que n > 0 y que el resultado se cumple para longitud n− 1. Consideramos
la sucesión de submódulos de V :

0 = W0 ∩ Vn−1 ⊂W1 ∩ Vn−1 ⊂ . . . ⊂Wm ∩ Vn−1 = Vn−1 = W0 + Vn−1 ⊂
W1 + Vn−1 ⊂ . . . ⊂Wm + Vn−1 = Vn
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Para j < m existe una sucesión exacta:

0→ Wj+1 ∩ Vn−1
Wj ∩ Vn−1

→ Wj+1

Wj
→ Wj+1 + Vn−1

Wj + Vn−1
→ 0.

Como
Wj+1

Wj
es irreducible, entonces

Wj+1 ∩ Vn−1
Wj ∩ Vn−1

' Wj+1

Wj
o bien

Wj+1

Wj
' Wj+1 + Vn−1

Wj + Vn−1
,

y el otro cociente es cero. Además como Vn/Vn−1 es irreducible, existe exactamente un
i < m tal que Vn−1 = Wi + Vn−1 ⊂Wi+1 + Vn−1 = Vn. Aśı Vn/Vn−1 'Wi+1/Wi y

0 = W0∩Vn−1 ⊂W1∩Vn−1 ⊂ . . . ⊂Wi∩Vn−1 = Wi+1∩Vn−1 ⊂ . . . ⊂Wm∩Vn−1 = Vn−1

es una serie de composición de Vn−1. Por hipótesis tenemos que m− 1 = n− 1 y existe
una función biyectiva σ′ del conjunto {0, 1, . . . , i−1, i+1, . . . ,m−1} en {0, 1, . . . , n−2}
tal que Wj+1/Wj ' Vσ′(j)+1/Vσ′(j) para todo j 6= i. Aśı tomamos σ(j) = σ′(j) si j 6= i y
σ(i) = n− 1, obteniendo el resultado. �

Este resultado junto con su prueba son iguales a la dada en [DK, Pág. 19], para álge-
bras asociativas con unidad. La razón de esto, es que todo g-módulo es un U(g)-módulo,
donde U(g) es la envolvente universal de g, definida en §2.1. El rećıproco también es
válido.

Además, el Teorema de Jordan-Hölder muestra que todas las series de composición
tienen la misma longitud. Por lo tanto, diremos que un g-módulo V tiene longitud n, si
todas las series de composición tienen longitud n.

Lema 3.1.2. [CS, Lemma 2.6. §2]. Si W es un subespacio de V , sea W 0 = {f ∈ V ∗ :
f(W ) = 0}. Entonces, la asignación W → W 0 es una biyección de los g-submódulos de
V con los g-submódulos de V ∗. Además, si U ⊂ W son g-submódulos de V , entonces
U0/W 0 'g (W/U)∗ via f + W 0 → f̃, donde f̃(w + U) = f(w). En particular, si 0 =
V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn = V es una serie de composición de V , con factores de composición
X1, . . . , Xn, entonces 0 = V 0

n ⊂ . . . ⊂ V 0
1 ⊂ V 0

0 = V ∗ es una serie de composición de
V ∗, con factores de composición isomorfos a X∗n, . . . , X

∗
1 .

Prueba: Dado W un g-submódulo de V , afirmamos que W 0 es un g-submódulo de V ∗.
En efecto, W 0 es no vacio pues 0 ∈W ∗. Además, si f, h ∈W 0, entonces f(w) = h(w) = 0
para todo w ∈ W . Aśı, (f + h)(w) = f(w) + h(w) = 0 para todo w ∈ W , por lo tanto
f + h ∈W 0.
Si g ∈ g y f ∈ W 0, entonces (g f)(w) = −f(g w) = 0 para todo w ∈ W . Por lo tanto,
g f ∈W 0 y aśı W 0 es un g-submódulo de V ∗.

Si U es un g-submódulo de V ∗, definimos U⊥ = {v ∈ V : f(v) = 0 para todo f ∈ U}.
Afirmamos que U⊥ es un g-submódulo de V . En efecto, U⊥ no es vacio pues 0 ∈ U⊥.
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Además, si u, v ∈ U⊥, entonces f(u) = f(v) = 0 para todo f ∈ U . De donde, f(u+v) = 0
para todo f ∈ U y aśı u+ v ∈ U⊥.
Si g ∈ g y u ∈ U⊥, entonces f(g u) = −(g f)(u) = 0 para todo f ∈ U . Por lo tanto,
g u ∈ U⊥ y U⊥ es un g-submódulo de V .

Puesto que V tiene dimensión finita, se puede mostrar fácilmente que (W 0)⊥ = W y
(U⊥)0 = U para W y U g-submódulos de V y V ∗ respectivamente. �

Puesto que la suma directa de dos g-submódulos semisimples de un g-módulo es tam-
bién semisimple, entonces todo g-módulo posee un único g-submódulo maximal semi-
simple. Esto da cabida a dar la siguente definición.

Definición 3.1.3. Sea V un g-módulo, el zócalo de V es el único g-submódulo maximal
semisimple de V y lo denotaremos por soc(V ).

Las siguientes propiedades son claras de la definición:

1. Si V es un g-módulo semisimple, entonces V = soc(V ).

2. Cualquier g-submódulo irreducible de un g-módulo V está contenido en el zócalo
de V .

3. Si W es un g-submódulo no nulo de un g-módulo V , entonces soc(V ) ∩W 6= 0.

4. Si T : V →W es un homomorfismo de g-módulos, entonces T (soc(V )) ⊂ soc(W ).

5. Si T : V → V es un homomorfismo de g-módulos y λ ∈ C, Vλ = {v ∈ V :
T (v) = λv} es un g-submódulo de V . Por lo tanto, si λ es un valor propio de un
homomorfismo de g-módulos T , entonces soc(V ) ∩ Vλ 6= 0. Aśı, todo valor propio
de T es un valor propio de T |soc(V ).

Nota 3.1.4. Por el Lema 3.1.2, podemos definir el radical de V como:

rad(V ) = {v ∈ V : α(v) = 0 para todo α ∈ soc(V ∗)}.

Es decir, rad(V ) = soc(V ∗)⊥ y soc(V ) = rad(V ∗)◦.

Algunas propiedades del radical son:

1. rad(V ) es la intersección de todos los submódulos máximales de V .

2. Si T : V →W es un homomorfismo de g-módulos, entonces T (rad(V )) ⊂ rad(W ).

De lo anterior, tenemos que tanto el zócalo como el radical de un g-módulo son
submódulos preservados por todo homomorfismo de g-módulos.
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Definición 3.1.5. La serie de zócalo de un g-módulo V de dimensión finita, es la
sucesión creciente:

0 = soc0(V ) ⊂ soc1(V ) ⊂ . . . ⊂ socm(V ) = V

donde soci(V )/soci−1(V ) = soc(V/soci−1(V )) para todo 1 ≤ i ≤ m.
Los cocientes soci(V )/soci−1(V ) se denominan factores de zócalo de V .

Como soc(V/soci−1(V )) es único en la definición anterior para cada 1 ≤ i ≤ m.
Podemos definir la longitud de la serie de zócalo de un g-módulo V , como lz(V ) = m.
De manera semejante se define la serie del radical de un g-módulo V , como la sucesión
decreciente:

V = rad0(V ) ⊃ rad1(V ) ⊃ . . . ⊃ radn(V ) ⊃ radn+1(V ) = 0

donde radi+1(V ) = rad
(
radi(V )

)
para todo 1 ≤ i ≤ n. La longitud de la serie radical de

un g-módulo V es lr(V ) = n.

Un resultado importante en la Teoŕıa de Representaciones de módulos sobre álgebras
asociativas con unidad es que las longitudes de la serie de zócalo y la longitud de la
serie radical coinciden. Esto lo resumimos en la siguiente proposición la cual se puede
encontrar en [A, Proposition 1.3. §V.1].

Proposición 3.1.6. Sea V un módulo de dimensión finita sobre un álgebra asociativa
con unidad, entonces lz(V ) = lr(V ).

Puesto que todo g-módulo de dimensión finita es un U(g)-módulo de dimensión finita,
la proposición anterior es válida para g-módulos.

Definición 3.1.7. Un g-módulo V se denomina uniserial, si el conjunto de g-submódulos
de V está totalmente ordenado por inclusión.

De la definición anterior se tiene que un g-módulo V es uniserial si y sólo si la serie
de zócalo es una serie de composición, que a su vez es equivalente a que la serie radical
sea una serie de composición de V .

Definición 3.1.8. Un álgebra de Lie g se denomina perfecta, si g es igual a su álgebra
derivada, es decir, g = [g, g].

De la definición anterior tenemos que un álgebra de Lie g es perfecta si y sólo si su
radical soluble r coincide con [g, r].

Ejemplos 3.1.9.

1. Toda álgebra de Lie semisimple es un álgebra de Lie perfecta.
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2. Consideremos el álgebra de Lie g con descomposición de Levi g = sl(2) n V (m),
donde V (m) es un sl(2)-módulo irreducible de peso máximo m, esta álgebra de
Lie está sujeta a las relaciones sobre la base estandar {h, e, f} de sl(2) y la base

{e0, e1, . . . , em} de V (m) donde ei =
1

i!
f i e0 para todo 0 ≤ i ≤ m:

[h, ei] = (m− 2i) ei, [e, ei] = (m− (i− 1)) ei−1, (3.1)

[f, ei] = (i+ 1) ei+1, [ei, ej ] = 0,

para todo 0 ≤ i, j ≤ m, con e−1 = 0 = em+1. Puesto que una base para V (m)
es {e0, e1, . . . , em} y como se muestra en las relaciones (3.1), tenemos que ei ∈
[g, V (m)] para todo 0 ≤ i ≤ m. Por lo tanto, V (m) ⊂ [g, V (m)]. Además, como
V (m) es un ideal de g, entonces [g, V (m)] ⊂ V (m). Aśı, V (m) = [g, V (m)] y g es
un álgebra de Lie perfecta.

3. Consideremos ahora el álgebra de Lie g con descomposición de Levi g = sl(2)n hn
donde hn es el álgebra de Heisenberg de dimensión 2n+ 1. La cual está dada por
las relaciones sobre la base canónica {h, e, f} de sl(2), la base {e0, e1, . . . , em} de

V (m) donde ei =
1

i!
f i e0 para todo 0 ≤ i ≤ m, {z} la base de V (0):

[h, ei] = (m− 2i) ei, [h, z] = 0, [ei, em−i] = (−1)i
(
m

i

)
z,

[e, ei] = (m− (i− 1)) ei−1, [e, z] = 0, [ei, ej ] = 0 con j 6= m− i, (3.2)

[f, ei] = (i+ 1) ei+1, [f, z] = 0 [ei, z] = 0,

para todo 0 ≤ i ≤ m, con e−1 = 0 = em+1.
De manera similar al ejemplo anterior, las relaciones descritas para g = sl(2)n hn,
nos muestran que los elementos de la base {e0, e1, . . . , em, z} están en [g, hn]. Por
lo tanto, hn = [g, hn] y aśı g es un álgebra de Lie perfecta.

Lema 3.1.10. [CS, Lemma 2.1. §2] Sea g un álgebra de Lie perfecta. Entonces el radical
r anula a todos los g-módulos irreducibles de dimensión finita.

Prueba: Consideremos V un g-módulo irreducible de dimensión finita.
Puesto que r es soluble, por el Teorema de Lie existe una transformación lineal λ : r→ C
tal que W = {v ∈ V : r ·v = λ(r)v para todo r ∈ r} 6= 0. Como r es un ideal de g, enton-
ces W es un g-submódulo de V , por lo tanto V = W . Además, tr(r) = λ(r)dim(V ) para
todo r ∈ r, pero tr(r) = 0 pues r = [g, r] al ser g perfecta. Por lo tanto, 0 = λ(r) dim(V )
y aśı λ(r) = 0 para todo r ∈ r. �

Nota 3.1.11. Si V es un g-módulo irreducible, con g un álgebra de Lie perfecta, entonces
V es un s-módulo irreducible y por el Lema 3.1.10, r actúa trivialmente en V .
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Consideremos una serie de composición de un g-módulo V :

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn = V. (3.3)

Es decir, cada Vi es un g-submódulo de V y Vi/Vi−1 son g-módulos irreducibles para
cada 1 ≤ i ≤ n. Puesto que los Vi también son s-módulos, entonces por el Teorema de
Weyl a (3.3) la podemos escribir como:

0 = W0 ⊂W1 ⊂W1 ⊕W2 ⊂ . . . ⊂W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wn = V

con Vi =s W1 ⊕ . . .⊕Wi donde los Wi son s-módulos que cumplen con lo siguiente:

1. Cada Wi es un s-módulo irreducible.

2. Vi/Vi−1 's Wi.

Definición 3.1.12. Sea g un álgebra de Lie con descomposición de Levi g = s n r,
donde r es el radical soluble de g. Diremos que la sucesión de s-módulos irreducibles
W1,W2, . . . ,Wn es una sucesión admisible, si existe un g-módulo uniserial V tal que
V =s W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wn y soci(V )/soci−1(V ) 's Wi para todo i.

Si g es un álgebra de Lie perfecta con radical soluble r y V =s W1 ⊕W2 ⊕ . . . ⊕Wn

es como en la definición anterior, entonces por el Lema 3.1.10 tenemos que r · Wi ⊂
W1 ⊕ . . .⊕Wi−1.

Nota 3.1.13. Por el Lema 3.1.2, si V es un g-módulo uniserial al cual se le asocia la
sucesión admisible W1,W2, . . . ,Wn, entonces V ∗ también es un g-módulo uniserial con
sucesión admisible W ∗n , . . . ,W

∗
1 .

Consideremos ahora una representación de g, T : g → gl(V ) y B una base de V . Si
d = dim(V ). Por MB : g→ gl(d), denotamos la correspondiente representación matricial
de T .

Por una s-base de tipo 1 de V , la entenderemos como una base de la forma B =
B1 ∪ . . . ∪Bn donde cada Bi es una base del s-submódulo Wi de V tal que:

0 = W0 ⊂W1 ⊂W1 ⊕W2 ⊂ . . . ⊂W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wn = V (3.4)

es la serie de zócalo de V , es decir, soci(V ) = W1 ⊕ . . . ⊕ Wi para todo 1 ≤ i ≤ n.
Igualmente, definimos una s-base de tipo 2, si (3.4) es una serie de composición de V .

Si B = B1 ∪ . . . ∪ Bn es cualquier s-base de un g-módulo V , con Bi una base fija de
Wi como en (3.4). Entonces, MB(x) es una matriz dividida en n× n bloques para todo
x ∈ g. Donde el bloque (i, j) corresponde a los coeficientes de la imagen de la base Bi
de Wi por medio de la representación T en la base Bj .

Consideremos un álgebra de Lie perfecta con descomposición de Levi g = s n r, en-
tonces tenemos el siguiente corolario del Lema 3.1.10, el cual se puede encontrar en [CS,
Corollary 2.2. §2].
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Corolario 3.1.14. Si B es cualquier s-base de V , entonces MB(s) vista en bloques es
diagonal y MB(r) es una matriz estrictamente triangular superior por bloques, para todo
s ∈ s y todo r ∈ r.
En otras palabras, si V = W1 ⊕ . . . ⊕Wn como en (3.4). Entonces, para todo s ∈ s y
todo r ∈ r, tenemos que T (s)(Wi) ⊂Wi y T (r)(Wi) ⊂W1 ⊕ . . .⊕Wi−1 para 1 ≤ i ≤ n.

Este corolario nos permite demostrar el siguiente lema:

Lema 3.1.15. [CS, Lemma 2.3. §2]. Si B es una s-base de tipo 1 de un g-módulo V .
Entonces, ninguno de los bloques en la primera superdiagonal de MB(r) es idénticamente
cero para todo r ∈ r.
Es decir, el bloque (i, i + 1) de MB(r) no es idénticamente cero para todo r ∈ r y todo
1 ≤ i ≤ n− 1.

Prueba: Sean B, W1, . . . ,Wn como en (3.4). Supongamos que el bloque (i, i + 1) de
MB(r) es idénticamente cero. Por el Corolario 3.1.14 tenemos que:

Im(MB(r)|W1⊕...⊕Wi) ⊂W1 ⊕ . . .⊕Wi−2

o equivalentemente r · soci(V ) ⊂ soci−2(V ) para todo r ∈ r. Puesto que Wi ⊂ soci(V ),
entonces:

g · (soci−2(V )⊕Wi) ⊂ soci−2(V )⊕Wi,

de donde soci−2(V )⊕Wi es un submódulo de soci(V ). Además tenemos los isomorfismos
soci−2(V )⊕Wi/soci−2(V ) 's Wi y soci−1(V )/soci−2(V ) 's Wi−1 los cuales tienen inter-
sección trivial. Esto es absurdo puesto que soci−1(V )/soci−2(V ) = soc

(
V/soci−2(V )

)
. �

Este resultado permite caracterizar la forma matricial que tienen los g-módulos uni-
seriales.

Teorema 3.1.16. [CS, Theorem 2.4. §2]. Un g-módulo V es uniserial si y sólo si dada
cualquier s-base de tipo 2 ninguno de los bloques en la primera superdiagonal de MB(r)
es idénticamente cero. Si g es perfecta y existe una s-base de tipo 2 tal que ninguno de
los bloques en la primera superdiagonal es idénticamente cero, entonces V es uniserial.

Prueba: Si V es uniserial, entonces toda s-base B de tipo 2 es de tipo 1 y por el Lema
3.1.15 se tiene la primera implicación.

Rećıprocamente, supongamos que V no es uniserial, entonces existe i en la serie de
zócalo tal que soci(V )/soci−1(V ) no es irreducible. Por lo tanto existen V1 y V2 submódu-
los de V tales que soci−1(V ) ( V1 ( V2 ⊂ soci(V ), V1/soci−1(V ) es irreducible y
V2/V1 'g (V2/soci−1(V ))/(V1/soci−1(V )) es irreducible. Como V1 ( V2, entonces existe
un s-módulo no nulo W tal que V2 =s V1 ⊕W . Pero V2/V1 es irreducible, de donde r
actúa de forma escalar sobre V2/V1 y por lo tanto r actúa de forma escalar sobre W .
Esto muestra que W es un g-submódulo y que para cualquier serie de composición que
contenga a V1 y V2 se tendŕıa que MB(r) tiene un bloque idénticamente cero, lo que
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contradice nuestro supuesto.

Supongamos ahora que g es perfecta y sea B una s-base de tipo 2 tal que ninguno
de los bloques en la primera superdiagonal de MB(r) es idénticamente cero. Como se
indicó antes, B da lugar a una serie de s-módulos W1,W2, . . . ,Wn tal que (3.4) es una
serie de composición de V . Definimos los g-submódulos de V , Vi = W1 ⊕ . . .⊕Wi para
cada 1 ≤ i ≤ n. Veamos que (3.4) en efecto es la serie del zócalo. Argumentamos por
inducción, es suficiente mostrar que soc(V ) = W1. Sea U un g-submódulo no nulo de V .
Como U ∩ V 6= 0, existe 1 ≤ j ≤ n (el más pequeño de todos) tal que U ∩ Vj 6= 0. Si
j = 1, por la irreducibilidad de V1, se tiene que V1 = W1 y aśı W1 ⊂ U .

Supongamos que 1 < j ≤ n. Por la definición de j, existe u ∈ Vj ∩ U , por lo tanto

u =

j∑
i=1

wi con wi ∈ Wi para 1 ≤ i ≤ j, además wj 6= 0. Como g es perfecta, r · w1 = 0

entonces:

r u =

j∑
i=2

r wi para todo r ∈ r.

De donde r u ∈ Vj−1 para todo r ∈ r. Por la definición de j, r u = 0 para todo r ∈ r lo
cual implica que rwj ⊂ Vj−2.
Sea T = {v ∈ Vj/Vj−2 : r v = 0 para todo r ∈ r}, como wj ∈ T entonces T 6= 0. Además
como r es un ideal de g, tenemos que T es un g-submódulo de Vj/Vj−2. Por lo tanto
Wj + Vj−2 ⊂ T y aśı r ·Wj ⊂ Vj−2 lo cual es absurdo. �

3.2. Clasificación de sl(2) n V (m)-módulos uniseriales.

Todos los resultados en esta sección se pueden encontrar en [CS].

Fijamos el álgebra de Lie g = sl(2)nV (m) donde V (m) es el sl(2)-módulo irreducible
de peso máximo m ≥ 1, además tomamos la base de g dada por {h, e, f, e0, e1, . . . , em}
que cumple con las relaciones (3.1).

Dado a un entero no negativo, consideramos la matriz H(a) la cual es una matriz
diagonal de tamaño (a+ 1)× (a+ 1) que consta de los elementos a, a− 2, . . . , 2− a,−a
en su diagonal. Para a = 0 tomamos F (a) = E(a) = 0, si a > 0 definimos F (a) como la
matriz que en su primera diagonal inferior consta de los elementos a, a− 1, . . . , 1 y E(a)
como la matriz en donde su primera diagonal superior consta de los elementos 1, 2, . . . , a.

Consideremos ahora las m + 1 matrices rectangulares W0(a),W1(a), . . . ,Wm(a), de
tamaños (a + 1) × (a + m + 1), donde Wi(a) =

(
0(a+1)×(m−i)|Ia+1|0(a+1)×i

)
, de esta

manera podemos definir las matrices Ei(a) = (−1)i
(
m
i

)
Wi(a) para 0 ≤ i ≤ m.
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Para ` ≥ 0 consideramos las matrices por bloques:

H(a, `) = H(a)⊕H(a+m)⊕ . . .⊕H(a+ `m),

E(a, `) = E(a)⊕ E(a+m)⊕ . . .⊕ E(a+ `m),

F (a, `) = F (a)⊕ F (a+m)⊕ . . .⊕ F (a+ `m),

junto con las matrices Ei(a, `), las cuales son matrices por bloques donde todos los
bloques son iguales a cero, excepto si ` ≥ 1 donde los bloques en la primera superdiagonal
se constituyen por las matrices Ei(a), Ei(a+m), . . . , Ei(a+ (`− 1)m).

Ejemplos 3.2.1. Consideramos m = 1:

H(2, 1) =



2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −2 0 0 0 0

0 0 0 3 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 −3


, E(2, 1) =



0 2 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0


,

F (2, 1) =



0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 3 0


, E0(2, 1) =



0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


,

E1(2, 1)



0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0



Lema 3.2.2. [CS, Lemma 5.1 §5]. La aplicación h 7→ H(a, `), e 7→ E(a, `), f 7→ F (a, `),
ei 7→ Ei(a, `) para todo 0 ≤ i ≤ m, define una representación matricial de g que corres-
ponde a un módulo uniserial con sucesión admisible V (a), V (a+m), . . . , V (a+ `m).

Prueba: Como H(a, `), E(a, `) y F (a, `) satisfacen las relaciones en (3.1) tenemos que la
aplicación h 7→ H(a, `), e 7→ E(a, `) y f 7→ F (a, `) define una representación matricial de
sl(2), cuyo sl(2)-módulo asociado se descompone como V (a)⊕V (a+m)⊕. . .⊕V (a+`m).
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Dado un número entero no negativo b, cosideramos Ui(b) la matriz particionada en 4
bloques, en donde la entrada (1, 2) está la matriz Wi(b) y todos los demás bloques 0. Se
puede mostrar directamente que se cumplen las siguientes relaciones:

[H(b)⊕H(b+m), U0(b)] = mU0(b),

[E(b)⊕ E(b+m), U0(b)] = 0,

[F (b)⊕ F (b+m), Ui(b)] = (m− i)Ui+1(b).

Aśı U0(b), U1(b), . . . , Um(b) forman una base para el sl(2)-módulo Sb isomorfo a V (m).
Además tenemos que 1

i!f
i U0(b) = (−1)i

(
m
i

)
Ui(b) para 0 ≤ i ≤ m es una base de Sb sobre

la cual h, e, f actúa como en (3.1). Tenemos que:

[H(a, `), Ei(a, `)] = [H(a)⊕H(a+m), Ui(a)]⊕ . . .⊕ [H(a+ (`− 1)m)⊕H(a+ `m), Ui(a+ (`− 1)m)],

[E(a, `), Ei(a, `)] = [E(a)⊕ E(a+m), Ui(a)]⊕ . . .⊕ [E(a+ (`− 1)m)⊕ E(a+ `m), Ui(a+ (`− 1)m)],

[F (a, `), Ei(a, `)] = [F (a)⊕ F (a+m), Ui(a)]⊕ . . .⊕ [F (a+ (`− 1)m)⊕ F (a+ `m), Ui(a+ (`− 1)m)]

De donde:

[H(a, `), E0(a, `)] =mE0(a, `)

[E(a, `), E0(a, `)] =0

[F (a, `), Ei(a, `)] =(m− i)Ei+1(a, `)

Por lo tanto, E0(a, `), . . . , Em(a, `) es una base de un sl(2)-módulo, en el cual actúan
H(a, `), E(a, `), F (a, `) como en (3.1).

Faltaŕıa probar que [Ei(a, `), Ej(a, `)] = 0 para todo 0 ≤ i, j ≤ m; por la forma como
actúan e, f sobre E0(a, `), . . . , Em(a, `), es suficiente verificar que [E0(a, `), Em(a, `)] = 0,
reduciendo el caso además al caso ` = 2 pero esto es:[(

0 E0(a)
0 0

)
,

(
0 Em(a)
0 0

)]
= 0

lo cual es inmediato.
Aśı tenemos una representación matricial de un g-módulo con factores del zócalo V (a), . . . , V (a+
`m). �

Nota 3.2.3. Al sl(2) n V (m)-módulo asociado a la representación matricial dada en
el Lema 3.2.2, lo denominaremos Z(a, `), el cual tiene sucesión admisible V (a), V (a +
m), . . . , V (a + `m). La representación matricial dada en el lema anterior, corresponde

a la base B′ =
⋃̀
i=0

B′i, donde B′i es la base de V (a + im) que cumple con las relaciones

dadas en el Teorema 2.3.2 para cada 0 ≤ i ≤ `.

Damos los siguientes ejemplos para la visualización de estos sl(2) n V (m)-módulos
uniseriales tomando m = 1, usando la notación dada en la ecuación (2.5), aunque en
este caso consideramos la matriz A(h, e, f, e0, e1).
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Z(0, 1) Z(1, 1) Z(2, 1)

 0 −e1 e0
h e
f −h




h e −e1 e0 0
f −h 0 −e1 e0

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h





2h 2e 0 −e1 e0 0 0
f 0 e 0 −e1 e0 0
0 2f −2h 0 0 −e1 e0

3h 3e 0 0
f h 2e 0
0 2f −h e
0 0 3f −3h



De la Nota 3.1.13 junto con el Teorema anterior tenemos que Z(a, `)∗ es un g-módulo
uniserial con sucesión admisible V (a+ `m), . . . , V (a).

Usando la acción de g sobre Z(a, `)∗, tenemos los siguientes ejemplos:

Z(0,1)∗ Z(1,1)∗ Z(2,1)∗

 h e e0
f −h e1

0




2h 2e 0 2e0 0
f 0 e e1 e0
0 2f −2h 0 2e1

h e
f −h





3h 3e 0 0 3e0 0 0
f h 2e 0 e1 2e0 0
0 2f −h e 0 2e1 e0
0 0 3f −3h 0 0 3e1

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h



Puesto que la sucesión admisible de Z(a, `) es V (a), . . . , V (a + `m) y la sucesión
admisible de Z(a, `)∗ es V (a + `m), . . . , V (a), entonces Z(a, `) es isomorfo a Z(a, `)∗ si
y sólo si ` = 0.

Con estos g-módulos uniseriales, damos el Teorema de Clasificación de los sl(2)nV (m)-
módulos uniseriales, el cual se encuentra en [CS, Theorem 10.1. §10], este se presenta
por medio de las sucesiones admisibles de los módulos uniseriales.

Teorema 3.2.4. Sea g = sl(2)nV (m) donde m ≥ 1. Entonces, salvo el orden contrario,
las siguientes son las únicas sucesiones admisibles de g:

` = 1. V (a).

` = 2. V (a), V (b), donde a+ b ≡ m (mod 2) y 0 ≤ b− a ≤ m ≤ a+ b.

` = 3. V (a), V (a+m), V (a+ 2m); o

V (0), V (m), V (c), donde c ≡ 2m (mod 4) y c ≤ 2m.

` = 4. V (a), V (a+m), V (a+ 2m), V (a+ 3m); o

V (0), V (m), V (m), V (0), donde m ≡ 0 (mod 4).

` ≥ 5. V (a), V (a+m), . . . , V (a+ sm) para s ≥ 4

Cada una de estas sucesiones de irreducibles ocurre en una y sólo una clase de isomor-
fismo de g-módulos uniseriales, excepto el caso V (0), V (m), V (m), V (0), m ≡ 0 mód 4.
Las clases de isomorfismos de g-módulos uniseriales asociadas a esta sucesión están
parametrizadas por los números complejos.
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3.3. Álgebras asociativas versus álgebras de Lie.

Las definiciones y ejemplos en esta sección sobre álgebras Asociativas fueron sacadas
de [A], al igual que de [ARS].

Consideremos A un álgebra asociativa con unidad de dimensión finita. Un conjunto
{e1, . . . , en} de elementos de A se denomina un conjunto de idempotentes ortogonales
primitivos de A, si cumple con las siguientes condiciones:

i. (Idempotencia) Cada ei es idempotente, es decir, e2i = ei para todo 1 ≤ i ≤ n.

ii. (Ortogonalidad) ei ej = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n con i 6= j.

iii. (Primitivo) Cada ei no puede ser escrito como suma de dos o más idempotentes
ortogonales no nulos.

iv. 1 = e1 + . . .+ en.

Esto nos permite descomponer al álgebra A vista como A-módulo derecho como:

A = e1A⊕ . . .⊕ enA

donde cada eiA es un A-módulo derecho indescomponible, puesto que cada ei es primi-
tivo.

Definición 3.3.1. Un álgebra asociativa con unidad A se denomina indescomponible,
si 0 y 1 son los únicos idempotentes centrales de A, donde un idempotente e se denomina
central, si e a = a e para todo a ∈ A.

Si A es un álgebra asociativa de dimensión finita la dotamos de estructura de A-módulo
derecho, entonces A admite una descomposición en suma directa A = P1⊕. . .⊕Pn, donde
P1, . . . , Pn son ideales derechos indescomponibles de A. Por lo tanto, para cada 1 ≤ i ≤ n
existen ei ∈ Pi tales que 1 = e1+ . . .+en, puesto que los ej = e1ej + . . .+eiej + . . .+enej
para 1 ≤ j ≤ n, entonces ej = δij eiej y por lo tanto los ei’s son idempotentes y
ortogonales. Además, como Pi es indescomponible tenemos que los ei’s son primitivos y
por lo tanto Pi = eiA para 1 ≤ i ≤ n. Aśı, el conjunto {e1, . . . , en} es un conjunto de
idempotentes ortogonales de A.

Rećıprocamente, si A = e1A⊕ . . .⊕ enA, donde {e1, . . . , en} es un conjunto de idem-
potentes primitivos ortogonales, entonces los A-módulos derechos eiA son proyectivos
indescomponibles para todo 1 ≤ i ≤ n. Puesto que la descomposición de A es única
salvo permutaciones, tenemos que los conjuntos de idempotentes primitivos ortogonales
son únicos salvo permutaciones.

Si A es un álgebra asociativa, tenemos el álgebra opuesta Aop la cual como conjunto
coincide con A y tiene por producto a ·op b = b a para todo a, b ∈ A.
Además, tenemos que {e1, . . . , en} es un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos
de A si y sólo si {e1, . . . , en} es un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos de
Aop.
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Ejemplos 3.3.2. Consideremos el álgebra asociativa

A =


 a11 a12 a13

0 a22 0
0 0 a33

 : a11, a12, a13, a22, a33 ∈ C

 .

Entonces un conjunto de idempotentes primitivos ortogonales de A es:

e1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , e2 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 y e3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

Además, tenemos que:

e1A =


 a11 a12 a13

0 0 0
0 0 0

 : a11, a12, a13 ∈ C

 ,

e2A =


 0 0 0

0 a22 0
0 0 0

 : a22 ∈ C

 ,

e3A =


 0 0 0

0 0 0
0 0 a33

 : a33 ∈ C

 .

Los cuales son A-módulos derechos proyectivos indescomponibles.

En este caso se tiene que:

e1A
op =


 a11 0 0

0 0 0
0 0 0

 : a11 ∈ C

 ,

e2A
op =


 0 a12 0

0 a22 0
0 0 0

 : a12, a22 ∈ C

 ,

e3A
op =


 0 0 a13

0 0 0
0 0 a33

 : a13, a33 ∈ C


que son Aop-módulos derechos proyectivos indescomponibles.

Un álgebra asociativa A se denomina básica, si eiA 6' ej A para todo i 6= j. La
siguiente definición se puede encontrar en [A, Definition V.2.3. §V.2].

Definición 3.3.3. Un álgebra asociativa A se denomina serial derecha, si cada A-módu-
lo derecho proyectivo indescomponible es uniserial. Un álgebra asociativa A se denomina
serial izquierda, si cada A-módulo izquierdo proyectivo indescomponible es uniserial.
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Según la definición anterior un álgebra asociativa A es serial derecha, si los A-módulos
derechos eiA son uniseriales para un conjunto de primitivos idempotentes ortogonales
{e1, . . . , en} y por lo tanto A visto como A-módulo derecho se descompone como su-
ma de A-módulos uniseriales. Además, un álgebra asociativa A es serial derecha (resp.
izquierda) si y sólo si Aop es serial izquierda (resp. derecha).

Un álgebra asociativa A de dimensión finita se denomina álgebra de Nakayama, si A es
serial derecha y serial izquierda. Uno de los resultados que se tienen para las álgebras de
Nakayama es sacado de [ARS, Theorem VI.2.1], el cual es válido para álgebras Artinianas
en general.

Teorema 3.3.4. Se tiene lo siguiente para un álgebra de Nakayama A:

i. Cada A-módulo indescomponible es uniserial, y por lo tanto es un factor de un
módulo proyectivo indescomponible.

ii. A tiene una cantidad finita de A-módulos derechos indescomponibles.

Nota 3.3.5. En la definición de álgebra de Nakayama, no es necesario que el álgebra A
sea de dimensión finita, en [ARS, Chapter V. §2] la definición se da en un concepto más
general sobre álgebra Artiniana.

Gracias a la antisimetŕıa en las álgebras de Lie, no es necesario hacer la distinción
entre módulos derechos y módulos izquierdos. Sin embargo, el Teorema de Nakayama
mencionado recién no puede extenderse a álgebras de Lie como muestra el siguiente
ejemplo.

Recordamos que el álgebra de Lie g = sl(2) n V (m) está descrita por la base B =
{e0, . . . , em, e, h, f}, con {e, h, f} la base estándar de sl(2) y {e0, . . . , em} es base de
V (m) donde e0 es un vector de peso máximo m y ei = 1

i! f
i e0 para cada 0 ≤ i ≤ m, lo

que nos conlleva a las relaciones:

[h, ei] = (m− 2i) ei, [e, ei] = (m− (i− 1)) ei−1,

[f, ei] = (i+ 1) ei+1, [ei, ej ] = 0

para cada 0 ≤ i ≤ m con e−1 = em+1 = 0. Por lo tanto la representación adjunta
ad : g→ gl(g) está dada por la representación matricial en términos de la base B por:



mh me 0 . . . 0 0 −me1 −me0 0
f (m− 2)h (m− 1)e . . . 0 0 −(m− 1)e2 −(m− 2)e1 −e0
0 2f (m− 4)h 0 0 −(m− 2)e3 −(m− 4)e2 −2e1

.

..
. . .

.

..
.
..

..

.
...

...
0 0 . . . (m− 1)f −(m− 2)h e mem (m− 2)em−1 −(m− 1)em−2

0 0 . . . 0 mf −mh 0 −em −mem−1

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h


.
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De donde g con la representación adjunta es un g-módulo uniserial con sucesión ad-
misible V (m), V (2) como en el Teorema 3.2.4.

Por lo tanto tenemos un álgebra de Lie g que es uniserial como g-módulo con la
representación adjunta. Sin embargo, los sl(2)nV (1)-módulos ćıclicos clasificados por A.
Piard en [Pi], los cuales son ejemplos de módulos indescomponibles que no son uniseriales.
Como mostraremos en el Caṕıtulo 6, Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) con a un entero positivo, son
sl(2) n V (m)-módulos indescomponibles que no son ni uniseriales, ni ćıclicos perfectos
para todo m ≥ 1.

Consideremos los sl(2)nV (1)-módulos uniseriales Z(0, 1) y Z(1, 1), donde Z(0, 1) =sl(2)

V (0) ⊕ V (1) y Z(1, 1) =sl(2) V (1) ⊕ V (2) los cuales tienen representaciones matriciales
de la forma:  0 −e1 e0

h e
f −h

 y


h e −e1 e0 0
f −h 0 −e1 e0

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h


respectivamente. Como se puede ver en el Apéndice 6.2, Z(0, 1) ⊗ Z(1, 1) es indescom-
ponible y el cual tiene representación matricial:



h e −e1 e0 0 −e1 e0 0 e1
f −h 0 −e1 e0 0 −e1 e0 e0

2h 2e 0 −e1 e0 0 0 1
2
e1 0

f 0 e −e1 e0 0 e0 e1
0 2f −2h 0 0 −e1 e0 0 1

2
e0

2h 2e 0 −e1 e0 0 0 −e1 0
f 0 e 0 −e1 e0 0 − 1

2
e0 − 1

2
e1

0 2f −2h 0 0 −e1 e0 0 −e0
0 − 1

2
e1

1
2
e0

3h 3e 0 0
f h 2e 0
0 2f −h e
0 0 3f −3h

h e
f −h



3.4. Propiedades de los sl(2) n V (1)-módulos.

En esta sección todos los resultados se pueden encontrar en [Pi], excepto el Lema 3.4.1
que es una generalización del Lema 1 en [Pi, Lemme 1. §1. Pág. 4] y el Lema 3.4.2 que
es una generalización del Lema 2 en [Pi, Lemme 2. §1. Pág. 4].

Consideremos g un álgebra de Lie con descomposición de Levi g = s n r, donde r es
el radical soluble de g y V un g-módulo. Si I es un ideal de g y W es un subespacio
vectorial de V , denotamos por I(W ) el subespacio vectorial de V dado por:

I(W ) = span{g w : g ∈ I y w ∈W}.
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Si el ideal I tiene una base {g1, . . . , gs}, entonces I(W ) = g1W + . . .+ gsW .

Lema 3.4.1. Sean V un g-módulo e I un ideal de g, si W es un s-submódulo de V .
Entonces I(W ) es un s-submódulo de V .

Prueba: Dados g ∈ I y w ∈ W , para cada s ∈ s tenemos s (g w) = g (sw) + [s, g]w.
Puesto que W es un s-submódulo de V , sw ∈W e I es un ideal de g, entonces [s, g] ∈ I.
Por lo tanto s (g w) ∈ I(W ) para todo s ∈ s. Aśı I(W ) es un s-submódulo de V . �

Puesto que I(W ) es un subespacio de V , definimos In(W ) = In−1(I(W )) para todo
n ≥ 2.

Lema 3.4.2. Consideremos g un álgebra de Lie perfecta con descomposición de Levi
g = s n r, donde r es el radical soluble de g y V un g-módulo de dimensión finita.
Entonces existe n ∈ N tal que rn(V ) = 0.

Prueba: Consideremos una serie de composición 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vm = V de V ,
es decir, Vi/Vi−1 es irreducible para todo 1 ≤ i ≤ m. Tomamos B = B1 ∪ . . . ∪ Bm una
base de V tal que B1 ∪ . . . ∪ Bi es una base de Vi para 1 ≤ i ≤ m. Puesto que g es un
álgebra de Lie perfecta, por el Lema 3.1.10 r(Vi) ⊂ Vi−1 para cada 1 ≤ i ≤ m. Por lo
tanto MB(r) es una matriz estrictamente superior para todo r ∈ r, donde MB(r) denota
la representación matricial en la base B. De donde MB(r)d = 0 para todo r ∈ r con
d = dim(V ), aśı rd(V ) = 0. �

De ahora en adelante fijamos el álgebra de Lie g = sl(2) n r, donde r = V (1) es un
sl(2)-módulo irreducible de peso máximo 1 con base {e0, e1} a menos que se diga lo
contrario. Si W es un subespacio de un g-módulo V , entonces r(W ) = e0W + e1W .

La siguiente proposición (ver [Pi, Porposition I. Pág. 5]) nos muestra la estructura que
tiene r(V (a)), donde V (a) es un sl(2)-submódulo irreducible de un g-módulo V .

Proposición 3.4.3. Sea V un g-módulo. Si V (a) es un sl(2)-submódulo irreducible de
peso máximo a de V con base {v0, v1, . . . , va}, donde vi = 1

i! f
i v0 para todo 0 ≤ i ≤ a.

Se tiene:

i. Si e0 v0 = e1 v0 = 0, entonces r(V (a)) = 0.

ii. Si e0 v0 = 0 y e1 v0 6= 0, entonces r(V (a)) es un sl(2)-submódulo irreducible de V
de peso máximo a− 1 con base

{e1 v0, e1 v1, . . . , e1 vi, . . . , e1 va−1}

con e1 vi = −e0 vi+1 para todo 0 ≤ i ≤ a− 1.

iii. Si e0 v0 6= 0 y e0 v1 − ae1 v0 = 0, entonces r(V (a)) es un sl(2)-módulo irreducible
de peso máximo a+ 1 con base{

e0 v0,
a+ 1

a
e0 v1, . . . ,

a+ 1

a− (i− 1)
e0 vi, . . . , (a+ 1)e0 va, e1 va

}
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con 1
a−(i−1)e0 vi = 1

i e1 vi−1 para todo 1 ≤ i ≤ a.

iv. Si e0 v0 6= 0 y e0 v1−ae1 v0 6= 0, entonces r(V (a)) ' V (a+1)⊕V (a−1) donde e0 v0
es un vector de peso máximo a+1 y e0 v1−ae1 v0 es un vector de peso máximo a−1.
Además, {e0 v0, . . . , e0 vi+e1 vi−1, . . . , e0 va+e1 va−1, e1 va} es una base de V (a+1)
en r(V (a)) y {e0 v1 − ae1 v0, . . . , (i + 1)e0 vi+1 − (a − i)e1 vi, . . . , ae0 va − e1 va−1}
es una base de V (a− 1) en r(V (a)).

Prueba:

i. Puesto que e0 vi = 1
i (f (e0 vi−1)− e1 vi−1) y e1 vi = 1

i f(e1vi−1). Por lo tanto, es
suficiente mostrar que e0 v1 = e1 v1 = 0 y el resultado se sigue inductivamente.
Puesto que e0 v1 = f (e0 v0) − e1 v0 = 0 y e1 v1 = f(e1v0) = 0 por hipótesis,
entonces e0 v1 = 0 como queŕıamos probar.

ii. Como e1 v0 6= 0, tenemos que:

h (e1 v0) = e1 (h v0) + [h, e1] v0 = (a− 1)e1 v0.

Además por hipótesis e (e1 v0) = e0 v0 = 0, por lo tanto e1 v0 es un vector de peso
máximo a− 1.
Por otro lado, como f (e1 v0) = e1 v1, entonces para todo 0 ≤ i ≤ a tenemos
1
i!f

i (e1 v0) = e1 vi. Como e0 v0 = 0 se tiene que f (e0 v0) = 0. De donde −e0 v1 =
e1 v0. Supongamos que −e0 vi = e1 vi−1 para 1 ≤ i < a. Entonces:

−e0 vi+1 = e1 (evi+1)− e (e1 vi+1).

Puesto que 1
i!f

i (e1 v0) = e1 vi, entonces de la ecuación anterior obtenemos que:

−e0 vi+1 = (a− i)e1 vi − (a− 1− i)e1vi = e1 vi.

iii. Procedemos semejante a la parte ii. Como:

h (e0 v0) = e0 (h v0) + [h, e0] v0 = (a+ 1)e0 v0

y además es claro que e (e0 v0) = 0, de donde e0 v0 es un vector de peso máximo
a+ 1.
Por otro lado, como e0 v1 = ae1 v0, para todo 0 ≤ i ≤ a tenemos que e0 vi+1 =
a−i
i+1e1 vi, de donde:

1

i!
f i (e0 v0) =

a+ 1

a− i+ 1
e0 vi =

a+ 1

i
e1 vi−1.

iv. Como en iii., e0 v0 es un vector de peso máximo a+ 1, puesto que:

h (e0 v1 − ae1 v0) =e0 (h v1) + [h, e0] v1 − a{e1 (h v0) + [h, e1] v0}
=(a− 1)(e0 v1 − ae1 v0)
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y e (e0 v1 − ae1 v0) = 0, entonces e0 v1 − ae1 v0 es un vector de peso máximo a− 1.
Por las relaciones que cumple la base {v0, . . . , va} y {e0, e1} tenemos que:

1

i!
f i (e0 v0) =e0 vi + e1 vi−1

1

i!
f i (e0 v1 − ae1 v0) =(i+ 1)e0 vi+1 − (a− i)e1 vi

lo cual prueba la proposición. �

Para darnos una idea de lo que pasa en el proposición anterior tenemos los siguientes
ejemplos que describen el comportamiento de los sl(2)-submódulos irreducibles de un
g-módulo V .

Ejemplos 3.4.4. Sea V un g-módulo.

1. Si V (4) es un sl(2)-submódulo de V tal que e0 v0 6= 0 y e0 v1 − 4e1 v0 = 0, donde
v0 es un vector de peso máximo 4, podemos representarlo gráficamente como:

4 5 .

Una representación matricial gracias a la Proposición 3.4.3 está dada por:

5h 5e 0 0 0 0 e0 0 0 0 0
f 3h 4e 0 0 0 1

5e1
4
5e0 0 0 0

0 2f h 3e 0 0 0 2
5e1

3
5e0 0 0

0 0 3f −h 2e 0 0 0 3
5e1

2
5e0 0

0 0 0 4f −3h e 0 0 0 4
5e1

1
5e0

0 0 0 0 5f −5h 0 0 0 0 e1
4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f −2h e
0 0 0 4h −4h



.

2. Si V (4) es un sl(2)-submódulo de V tal que e0 v0 = 0 y e1 v0 6= 0, donde v0 es un
vector de peso máximo 4, podemos representarlo gráficamente como:

4 3 .
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Y una representación matricial está dada por:

3h 3e 0 0 e1 −e0 0 0 0
f h 2e 0 0 e1 −e0 0 0
0 2f −h e 0 0 e1 −e0 0
0 0 3f −3h 0 0 0 e1 −e0

4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f −2h e
0 0 0 4f −4h


.

3. Si V (2) es un sl(2)-submódulo de V tal que e0 v0 6= 0 y e0 v1 − 4e1 v0 6= 0, donde
v0 es un vector de peso máximo 2, podemos representarlo gráficamente como:

2

1

3

.

Una representación matricial está dada por:

h e e1 −e0 0
f −h 0 e1 −e0

3h 3e 0 0 3e0 0 0
f h 2e 0 e1 2e0 0
0 2f −h e 0 2e1 e0
0 0 3f −3h 0 0 3e1

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h


.

Debido a la conmutatividad de e0 con e1 y a la Proposición 3.4.3 tenemos el siguiente
lema cuya demostración se tiene de manera recursiva, los detalles de la demostración se
encuentran en [Pi, Lemme 4. Lemme 5. §I. Pág. 8 y 9].

Lema 3.4.5. Sean V un g-módulo y V (a) un sl(2)-submódulo irreducible de V con un
vector de peso máximo v0.

i. Si e0 v0 = 0, entonces existe k0 ∈ N tal que rk0(V (a)) = 0 y rk(V (a)) es un
sl(2)-submódulo irreducible de peso máximo a − k para todo 0 ≤ k < k0 con base
{ek0 vk, . . . , ek0 vk+i, . . . , ek0 va}, donde ek0 vk+i = (−1)kek1 vi para todo k ≤ i ≤ a.
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ii. Si e0 v1 − ae1 v0 = 0, entonces existe k0 ∈ N tal que rk0(V (a)) = 0 y rk(V (a)) es
un sl(2)-submódulo irreducible de peso máximo a+ k para todo 0 ≤ k < k0 donde
ek0 v0 es un vector de peso máximo a+ k.

Denotaremos por r+(V (a)) y r−(V (a)) los subespacios de r(V (a)) generados por e0 v0
y ae1 v0 − e0 v1 respectivamente.

Puesto que r+(V (a)) es un sl(2)-submódulo irreducible de peso máximo a + 1, don-
de e0 v0 es un vector de peso máximo a + 1. Entonces r−(r+(V (a))) es generado por
(a+ 1)e1 (e0 v0)− e0 (f (e0 v0)). Además r−(V (a)) es un sl(2)-módulo irreducible de pe-
so máximo a − 1, de donde ae1 v0 − e0 v1 es un vector de peso máximo a. Entonces
r+(r−(V (a))) generado por e0 (ae1 v0 − e0 v1). Ya que [e0, e1] = 0 tenemos que:

(a+ 1)e1 (e0v 0)− e0 (f (e0 v0)) = e0 (ae1 v0 − e0 v1),

por lo tanto:
r+(r−(V (a))) = r−(r+(V (a))). (3.5)

Proposición 3.4.6. Sean V un g-módulo y V (a) un sl(2)-submódulo de V de peso
máximo a. Entonces existe k0 ∈ N tal que (r+ ◦ r−)k0(V (a)) = 0 y los subespacios
(r+◦r−)k(V (a)) con k = 0, . . . , k0−1 generan sl(2)-módulos irreducibles de peso máximo
a todos distintos.

Prueba: Puesto que (r+ ◦ r−)k(V (a)) ⊂ rk(V ) para todo k, entonces por el Lema 3.4.2
tenemos que existe k0 ∈ N tal que (r+ ◦ r−)k0(V (a)) = 0 y para cada 0 ≤ k < k0,
(r+◦r−)k(V (a)) son sl(2)-módulos de peso máximo a. Sean v0,k vectores de peso máximo
a en (r+ ◦ r−)k(V (a)) para cada 0 ≤ k < k0.

Supongamos que existe k1 < k0 y escalares λk1+1, . . . , λk0−1 ∈ C tales que:

v0,k1 = λk1+1v0,k1+1 + . . .+ λk0−1v0,k0−1,

por lo tanto v0,k1 ∈
k0−1∑

k=k1+1

(r+ ◦ r−)k(V (a)), de donde:

(r+ ◦ r−)k1(V (a)) ⊂
k0−1∑

k=k1+1

(r+ ◦ r−)k(V (a))

lo que implica que (r+ ◦ r−)k0−1(V (a)) ⊂
k0−1∑

k=k1+1

(r+ ◦ r−)k+k0−(k1+1)(V (a)), puesto que

k+ k0− (k1 + 1) ≥ k0 para todo k1 + 1 ≤ k ≤ k0− 1. Entonces la suma de la derecha es
cero y aśı (r+ ◦ r−)k0−1(V (a)) = 0 lo cual contradice la definición de k0, lo que finaliza
la demostración. �
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3.5. Clasificación de los sl(2) n V (1)-módulos ćıclicos
perfectos.

En esta sección todos los resultados se pueden encontrar en [Pi], excepto el Teorema
3.5.2, el cual es una generalización de [Pi, Proposition. §I. Pág. 10]. Nuestro principal
interés en esta sección es describir la clasificación de los sl(2) n V (1)-módulos ćıclicos
perfectos dada por A. Piard.

Sea g un álgebra de Lie perfecta con descomposición de Levi g = s n r, donde r es
el radical soluble de g. Si V es un g-módulo de dimensión finita, entonces el subespacio
r(V ) es un s-submódulo de V . Por el Teorema de Weyl este posee un complemento.

Definición 3.5.1. Sea V un g-módulo de dimensión finita sobre un álgebra de Lie
perfecta. Un s-submódulo W de V se denomina subespacio generador de V , si V =s

W ⊕ r(V ).

Un resultado que usaremos más adelante y que nos describe la estructura que tiene
un g-módulo sobre un álgebra de Lie perfecta por medio de un subespacio generador es
el siguiente teorema, el cual es una generalización cuando g = sl(2) n V (1) dada en [Pi,
Proposition. §I. Pág. 10].

Teorema 3.5.2. Sea g un álgebra de Lie perfecta. Si W es un subespacio generador de
un g-módulo V . Entonces existe n ∈ N tal que:

r(V ) =

n⊕
k=1

rk(W ).

Prueba: Dado v ∈ V , existen w0 ∈ V y x0 ∈ r(V ) tales que v = w0 + x0. Por lo tanto
para cada r ∈ r se tiene que r v = r w0 +r x0, de donde r(V ) ⊂ r(W )⊕ r2(V ). Puesto que
la otra contenencia se tiene trivialmente, entonces r(V ) = r(W ) ⊕ r2(V ). Procediendo
de manera recursiva, tenemos que rk(V ) = rk(W ) ⊕ rk+1(V ) para todo k. Por lo tanto
r(V ) = r(W ) + r2(W )⊕ . . .⊕ rk(W )⊕ rk+1(V ). Por el Lema 3.4.2, existe n ∈ N tal que
rn(V ) = 0, de donde r(V ) = r(W )⊕ r2(W )⊕ . . .⊕ rn(W ). �

Recordamos que U(g) denota la envolvente universal del álgebra de Lie g vista en §2.1.
La demostración del siguiente resultado se puede encontrar en [Ca2, Lemma 3.4. §3].

Teorema 3.5.3. Si V es un g-módulo de dimensión finita sobre un álgebra de Lie
perfecta con descomposición de Levi g = s n r. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

i. Existe un s-módulo irreducible W de V tal que V = W ⊕ U(g)(r(W )).

ii. Existe un s-módulo irreducible W de V tal que V = U(g)(W ).

iii. Existe un s-módulo irreducible W que es un subespacio generador de V .

61



iv. V/r(V ) es un s-módulo irreducible.

Este teorema motiva la siguiente definición.

Definición 3.5.4. Sea V un g-módulo de dimesión finita sobre un álgebra de Lie perfecta
con descomposición de Levi g = sn r. Denominamos a V un g-módulo ćıclico perfecto,
si existe un subespacio generador W que es un s-submódulo irreducible de V .

Nota 3.5.5. En el caso en el que la parte semisimple de g sea sl(2), si V es un g-módulo
ćıclico perfecto, entonces un espacio generador de V es un sl(2)-módulo irreducible de
algún peso máximo. Además si V es un g-módulo ćıclico perfecto y v es un vector de
peso máximo en un subespacio generador de V . Entonces V = U(g)v, es decir, V es un
g-módulo ćıclico propiamente dicho.

Lema 3.5.6. [Pi, Proposition. §I. Pág. 11 ]. Sean V un sl(2)nV (1)-módulo de dimensión
finita y V (a) un sl(2)-submódulo irreducible de peso máximo a de V . La sucesión de
números naturales (`1, `2, . . . , `k); es finita, decreciente y k ≤ a. Donde `i es el menor
entero tal que:

r`i+(ri−1− (V (a))) = 0

con ri−1− (V (a)) 6= 0.

Prueba: La sucesión es finita ya que existe k ∈ N tal que rk(V (a)) = 0.
Puesto que para cada 1 < i ≤ k, se tiene que:

r
`i−1
+ (ri−1− (V (a))) = r

`i−1
+ (r−(ri−2− (V (a)))),

, como r− y r+ conmutan por (3.5), entonces:

r
`i−1
+ (ri−1− (V (a))) = r−(r

`i−1
+ (ri−2− (V (a)))) = 0,

por la definición de `i−1. Además como `i es el natural más pequeño tal que r`i+(ri−1− (V (a))),
entonces `i ≤ `i para todo 1 ≤ i ≤ k. �

Proposición 3.5.7. [Pi, Proposition. §I. Pág. 11]. Las sucesiones correspondientes a
dos subespacios generadores V (a) y V (b) de un sl(2) n V (1)-módulo ćıclico perfecto V
son identicas.

Prueba: Puesto que V (a) y V (b) son dos subespacios generadores de V , entonces a = b.
Los sl(2)-submódulos irreducibles del mismo peso máximo a está incluidos en V (a) ⊕⊕

i(r+ ◦ r−)i(V (a)) por Proposición 3.4.6, por lo tanto:

V (b) ⊂ V (a)⊕
⊕
i

(r+ ◦ r−)i(V (a)).

De igual manera:

V (a) ⊂ V (b)⊕
⊕
i

(r+ ◦ r−)i(V (b)).
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Por lo tanto rn+(ri−(V (a))) = 0 si y sólo si rn+(ri−(V (b))) = 0 para todo i, aśı `i = `′i,
donde (`1, . . . , `k) es la sucesión correspondiente a V (a) y (`′1, . . . , `

′
k) es la sucesión co-

rrespondiente a V (b). �

De la proposición anterior a cada sl(2) n V (1)-módulo ćıclico perfecto podemos asig-
narle la sucesión (a; `1, . . . , `k), donde a es el peso máximo de un espacio generador.
Además nos muestra que existe una aplicación F de todas las clases de isomorfismos
de sl(2) n V (1)-módulos ćıclicos perfectos en el conjunto de sucesiones finitas de ente-
ros (a; `1, . . . , `k), donde a es un entero no negativo, k ≤ a y 0 < `i+1 ≤ `i para todo
1 ≤ i ≤ k.

La demostración del teorema de clasificación de los sl(2)n V (1)-módulos ćıclicos per-
fectos se encuentra en [Pi, Theoreme. §I. Pág. 12].

Teorema 3.5.8. Existe una aplicación biyectiva entre las clases de equivalencia de los
sl(2) n V (1)-módulos ćıclicos perfectos de dimensión finita y las sucesiones de números
enteros (a; `1, `2, . . . , `k) con a un entero no negativo, 0 < `i+1 ≤ `i para todo 1 ≤ i ≤ k
y tal que k ≤ a.

Nota 3.5.9. Notar que el sl(2)nV (1)-módulo uniserial Z(a, `) está en correspondencia
con la sucesión (a+ `; 0, 0, . . . , 0) con `+ 1 ceros. Además, sl(2)nV (1)-módulo uniserial
Z(a, `)∗ está en correspondencia con las sucesión (a; `).
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4 Zócalo de productos tensoriales de
sl(2) n V (m)-módulos uniseriales.

Como vimos en §3.2, la clasificación de los sl(2)nV (m)-módulos uniseriales está dada
en su mayoŕıa por los Z(a, `) y sus correspondientes duales Z(a, `)∗, salvo algunos casos
excepcionales dada por L. Cagliero y F. Szechtman en [CS]. En este caṕıtulo describire-
mos el zócalo de cada uno de los productos tensoriales Z(a, `)⊗Z(b, `′), Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗

y Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗.

Para fijar notación, en lo que sigue de este caṕıtulo, g denotará el álgebra de Lie con
descomposición de Levi g = sl(2) n r, donde r = V (m) es el sl(2)-módulo irreducible
de peso máximo m ≥ 1. Esta álgebra de Lie tiene una base {h, e, f, e0, e1, . . . , em},
donde {h, e, f} es la base estándar de sl(2), la cual cumple con la ecuación (2.3) y
{e0, e1, . . . , em} es base de r tal que e0 es un vector de peso máximo m y ei = 1

i!f
i e0. El

álgebra de Lie g cumple con las relaciones:

[h, ei] =(m− 2i)ei, [e, ei] =(m− (i− 1))ei−1,

[f, ei] =(i+ 1)ei+1, [ei, ej ] =0,

donde 0 ≤ i, j ≤ m y e−1 = 0 = em+1.

Nota 4.0.1. Puesto que g = g0 ⊕ g1 como espacio vectorial, donde g0 = sl(2) y g1 =
r. Las relaciones anteriores sobre el álgebra de Lie g, nos indican que [g0, g0] = g0,
[g0, g1] = g1 y [g1, g1] = 0. Por lo tanto, g es un álgebra de Lie graduada con una
graduación g = g0 ⊕ g1.

Consideramos el g-módulo uniserial Z(a, `) con a, ` enteros no negativos, el cual posee
sucesión admisible V (a), V (a+m), . . . , V (a+ `m) (ver 3.1.12), es decir:

soc
(
Z(a, `)/soci−1(Z(a, `))

)
=sl(2) V (a+ im)

para todo 0 ≤ i ≤ `.

Para cada 0 ≤ i ≤ `, fijaremos las bases Bi = {vi0, vi1, . . . , via+im} de V (a + im) tales
que vi0 es un vector de peso máximo a+ im y vik = fk vi0 para todo 0 ≤ k ≤ a+ im. Esta
base cumple con las siguientes relaciones:

h vik = (a+ im− 2k)vik, f vik = vik+1, e vik = k(a+ im+ 1− k)vik−1 (4.1)
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donde vi−1 = via+im+1 = 0. Por lo tanto, Ba,` =
⋃̀
i=0

Bi es una base de Z(a, `).

En el Lema 3.2.2, tenemos la correspondiente representación matricial de Z(a, `). Con
la base Ba,` definida anteriormente tenemos que r actúa en Z(a, `) de la siguiente manera:

es v
i
k = (−1)s

(
m

s

)
k!

(s+ k −m)!
vi−1s+k−m (4.2)

para todo 0 ≤ s ≤ m, donde 0 ≤ k ≤ a+im. Además, si s+k−m < 0 o a+im < s+k−m,
entonces vi−1s+k−m = 0 y v−1α = 0 para todo α.

Nota 4.0.2. Observar que r · V (a + im) ⊂ V (a + (i − 1)m) para todo 1 ≤ i ≤ ` y que
r · V (a) = 0.

Analicemos la acción de g en el módulo uniserial Z(a, `)∗. Por el Teorema 2.3.2, tene-
mos que V (a+ im)∗ es un sl(2)-módulo irreducible de peso máximo a+ im con un vector
de peso máximo

(
via+im

)∗
, donde

{(
vi0
)∗
, . . . ,

(
via+im

)∗}
es la base dual de Bi para cada

0 ≤ i ≤ `.

Por la Nota 3.1.13, se tiene que Z(a, `)∗ es un g-módulo uniserial con sucesión admisible
V (a+`m), . . . , V (a). Para cada 0 ≤ i ≤ `, fijamos las bases B∗`−i = {w`−i0 , . . . , w`−ia+(`−i)m}
de V (a+ (`− i)m), donde:

w`−ik = (−1)k+i(a+ (`− i)m)!
(
v`−ia+(`−i)m−k

)∗
para todo 0 ≤ k ≤ a+ (`− i)m. Por lo tanto, B∗a,` =

⋃̀
i=0

B∗`−i es una base de Z(a, `)∗.

Lema 4.0.3. Sean a, ` enteros no negativos. Consideremos la base B∗a,` definida ante-
riormente para Z(a, `)∗. Entonces:

i. Para todo 0 ≤ i ≤ ` y 0 ≤ k ≤ a+ (`− i)m, tenemos que:

hw`−ik =(a+ (`− i)m− 2k)w`−ik ,

f w`−ik =w`−ik+1,

e w`−ik =k(a+ (`− i)m− (k − 1))w`−ik−1.

ii. Para todo 0 ≤ s ≤ m y 0 ≤ k ≤ a+ (`− i)m, tenemos que

esw
`−i
k =

(
m

s

)
k!
(a+(`−i)m

k

)
(s+ k)!

(a+(`−i+1)m
s+k

)w`−i+1
s+k .

Donde w`−i+1
s+k = 0, si s+ k < 0 o `− i+ 1 < s+ k. Si i = 0, tomamos w`+1

s+k = 0.
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Prueba:

i. Dado v`−ij en B`−i, tenemos xw`−ik (v`−ij ) = −w`−ik (x v`−ij ) para todo x ∈ sl(2). Por
lo tanto:

xw`−ik (v`−ij ) = −(−1)k+i(a+ (`− i)m)!
(
v`−ia+(`−i)m−k

)∗
(x v`−ij ).

Por lo tanto, como h v`−i0 = (a+ (`− i)m)v`−i0 . Entonces:

hw`−i0 (v`−ij ) = −(−1)i(a+(`−i)m)!
(
v`−ia+(`−i)m

)∗
(h v`−ij ) = (a+(`−i)m)w`−i0 (v`−ij ).

Puesto que f v`−ij = v`−ij+1. Tenemos que:

f w`−ik (v`−ij ) = −(−1)k+i(a+ (`− i)m)!
(
v`−ia+(`−i)m−k

)∗
(v`−ij+1) = w`−ik+1(v

`−i
j ).

Además, como e v`−ij = v`−ij−1. Entonces:

ew`−i0 (v`−ij ) = −(−1)i(a+ (`− i)m)!
(
v`−ia+(`−i)m

)∗
(v`−ij−1) = 0,

pues v`−ia+(`−i)m+1 = 0.

De donde, w`−i0 es un vector de peso máximo a+ (`− i)m en V (a+ (`− i)m). El
conjunto {w`−i0 , . . . , w`−ia+(`−i)m} es una base de V (a+(`− i)m), con w`−ik = fk w`−i0

para todo 0 ≤ k ≤ a+ (`− i)m.

ii. Tomamos es un elemento de la base de V (m) y vjt en la base Ba,` de Z(a, `).
Entonces por definición de los w`−ik tenemos que:

(esw
`−i
k )(vjt ) = (−1)

[
(−1)k+i(a+ (`− i)m)!

(
v`−ia+(`−i)m−k

)∗
(es v

j
t )
]
.

Puesto que cada vjs cumple (4.2), tenemos:

(esw
`−i
k )(vjt ) = (−1)k+s+i−1

(
m

s

)
t!(a+ (`− i)m)!

(s+ t−m)!

(
v`−ia+(`−i)m−k

)∗
(vj−1s+t−m),

de donde (esw
`−i
k )(vjt ) 6= 0 si y sólo si t = a+ (`− i+ 1)m− (k+ s) y j = `− i+ 1,

por lo tanto multiplicando y dividiendo por (a+(`−i+1)m)!, s! y (s+k)! tenemos
que:

(esw
`−i
k )(vjt ) =

(
m

s

)
k!
(a+(`−i)m

k

)
(s+ k)!

(a+(`−i+1)m
s+k

)(w`−i+1
s+k )(vjt )

puesto que vjt es arbitrario en Ba,`, entonces:

esw
`−i
k =

(
m

s

)
k!
(a+(`−i)m

k

)
(s+ k)!

(a+(`−i+1)m
s+k

)w`−i+1
s+k
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obteniendo el resultado deseado. �

Nota 4.0.4. La parte ii del lema anterior nos indica que r · V (a + (` − i)m) ⊂ V (a +
(`− i+ 1)m) para todo 1 ≤ i ≤ ` y r · V (a+ `m) = 0.

Para a, ` enteros no negativos, fijaremos la base Ba,` para Z(a, `) y la base B∗a,` para
Z(a, `)∗ en lo que sigue de este trabajo.

4.1. Zócalo de Z(a, `)⊗ Z(b, `′).

Consideremos los g-módulos uniseriales Z(a, `) y Z(b, `′). Puesto que Z(a, `)⊗Z(b, `′) 'g

Z(b, `′)⊗Z(a, `), podemos suponer sin perdida de generalidad en esta sección que ` ≤ `′.
El producto tensorial entre estos g-módulos tiene la siguiente estructura como sl(2)-
módulo:

Z(a, `)⊗ Z(b, `′) =sl(2)

⊕̀
i=0

`′⊕
j=0

V (a+ im)⊗ V (b+ jm).

Sean Ba,` la base fija de Z(a, `), donde V (a+ im) tiene por base Bi = {vi0, . . . , via+im}
para cada 0 ≤ i ≤ ` y Bb,`′ es la base fija para Z(b, `′), donde V (b+ jm) tiene por base

Bj = {wj0, . . . , w
j
b+jm} para cada 0 ≤ j ≤ `′. Tanto Ba,` como Bb,`′ cumplen con las

relaciones (4.1) y (4.2).

Recordamos que por el Teorema de Clebsch-Gordan (Teorema 2.3.5), un sl(2)-módulo
irreducible de peso máximo µ aparece en la descomposición del producto tensorial de
V (n) con V (m), si xn,mµ = n+m−µ

2 con 0 ≤ xn,mµ ≤ min{n,m} y vn,m,µ0 es un vector de
peso máximo µ en V (n)⊗ V (m) donde:

vn,m,µ0 =

xn,mµ∑
r=0

λn,m,µr vnr ⊗ vmxn,mµ −r

con λn,m,µr = (−1)r
(
xn,mµ
r

)(
xn,mµ +µ
n−r

) para 0 ≤ r ≤ xn,mµ .

Fijemos (i, j) ∈ [0, `] × [0, `′]. Si V (µ) aparece en la descomposición de V (a + im) ⊗
V (b+jm), denotaremos por xi,jµ en lugar de xa+im,b+jmµ y λi,j,µr en lugar de λa+im,b+jm,µr ,
donde:

xi,jµ =
a+ b+ (i+ j)m− µ

2
,

λi,j,µr = (−1)r
(
xi,jµ
r

)( xi,jµ +µ
a+im−r

) (4.3)
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para todo 0 ≤ r ≤ xi,jµ . Además, denotaremos por vi,j,µ0 el vector de peso máximo

va+im,b+jm,µ0 , el cual estaŕıa descrito con esta notación por:

vi,j,µ0 =

xi,jµ∑
r=0

λi,j,µr vir ⊗ w
j

xi,jµ −r
. (4.4)

En consecuencia {vi,j,µ0 , . . . , vi,j,µµ } es una base de V (µ), donde vi,j,µk = fk vi,j,µ0 para
todo 0 ≤ k ≤ µ.

Analizaremos la acción de r en los vectores de peso máximo vi,j,µ0 en el producto
tensorial Z(a, `)⊗ Z(b, `′) con (i, j) ∈ [0, `]× [0, `′].

Fijemos nuevamente (i, j) ∈ [0, `] × [0, `′]. Para todo 0 ≤ s ≤ m, definimos el vector
en V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm):

vi,j,µ1,s =

xi,jµ∑
r=0

(−1)s
(
m
s

)
r!

(r + s−m)!
λi,j,µr vi−1s+r−m ⊗ w

j

xi,jµ −r
, (4.5)

donde vi−1s+r−m = 0, si (s+ r −m) < 0 o (s+ r −m) > a+ (i− 1)m.
Además, definimos el vector en V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m):

vi,j,µ2,s =

xi,jµ∑
r=0

(−1)s
(
m
s

)
(xi,jµ − r)!

((xi,jµ − r) + s−m)!
λi,j,µr vir ⊗ w

j−1
(xi,jµ −r)+s−m

, (4.6)

donde wj−1
(xi,jµ −r)+s−m

= 0, si ((xi,jµ − r) + s−m) < 0 o ((xi,jµ − r) + s−m) > b+ (j− 1)m.

Usando la acción de r en Z(a, `) y Z(b, `′) dada en (4.2) y por la acción de g en el
producto tensorial descrita en §2.2, tenemos que:

es v
i,j,µ
0 = vi,j,µ1,s + vi,j,µ2,s ,

el cual pertenece a (V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm))⊕ (V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m)).

Lema 4.1.1. Si vi,j,µ0 es un vector de peso máximo µ en V (a+im)⊗V (b+jm). Entonces

vi,j,µ1,m = 0 si y sólo si i = 0. Además, vi,j,µ2,m = 0 si y sólo si j = 0.

Prueba: Supongamos que i 6= 0 y que vi,j,µ1,m =

xi,jµ∑
r=0

(−1)mλi,j,µr vi−1r ⊗ wj
xi,jµ −r

= 0. Por lo

tanto, (−1)mλi,jr = 0 para 0 ≤ r ≤ min{a+ (i− 1)m,xi,jµ }, ya que el conjunto:{
vi−1r ⊗ wj

xi,jµ −r
: para todo 0 ≤ r ≤ min{a+ (i− 1)m,xi,jµ }

}
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es un conjunto linealmente independiente en V (a+(i−1)m)⊗V (b+ jm). En particular,

λi,j,µ0 = 0 lo cual es absurdo, puesto que λi,j,µ0 =
1(xi,jµ +µ

a+im

) .

De manera semejante, si j 6= 0 y vi,j,µ2,m = 0, implica que λi,j,µr = 0 para todo

0 ≤ r ≤ min{b+ (j − 1)m,xi,j,µµ }. En particular, λi,j,µ0 = 0 lo cual es absurdo. �

Para cada 0 ≤ t ≤ `+ `′, definimos los subespacios Wt de Z(a, `)⊗Z(b, `′) dados por:

Wt =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ im)⊗ V (b+ jm)

donde It = {(i, j) ∈ [0, `]× [0, `′] : i+ j = `+ `′ − t}.

Para visualizar mejor esta situación, los Wt son las diagonales de abajo hacia arriba
de la siguiente tabla del producto tensorial entre Z(a, `) con Z(b, `′):

W0
. . .W`−1. . .W`′

...

W`+`′−2

W`+`′−1

W`+`′

a+`m

b+`m

a+2m

b+2m

a+m

b+m
a
b

...

. . . . . .

. . .

b+`′m

...

. . .

.

Por lo tanto Z(a, `)⊗ Z(b, `′) =
`+`′⊕
t=0

Wt. Por la acción en el producto tensorial de dos

g-módulos dado en §2.2, Ejemplo 2.2.1 y por la Nota 4.0.2. Tenemos que:

r · (V (a+ im)⊗ V (b+ jm)) ⊂ (V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm))⊕ (V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m)).

Además, si (i, j) ∈ It, entonces (i − 1, j), (i, j − 1) ∈ It+1. Por lo tanto r ·Wt ⊂ Wt+1

para todo 0 ≤ t ≤ `+ `′ con W`+`′+1 = 0. Por otra parte, los W ′ts son sl(2)-submódulos
de Z(a, `)⊗ Z(b, `′) y W`+`′ = soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)).

Por la Nota 4.0.1 y las relaciones descritas anteriormente para los Wt’s, tenemos que

Z(a, `)⊗ Z(b, `′) es un g-módulo graduado de la forma Z(a, `)⊗ Z(b, `′) =
`+`′⊕
t=0

Wt.
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Proposición 4.1.2. Sea v un vector de peso máximo µ en Wt, con t 6= ` + `′ tal que
r · v = 0. Entonces t ≥ `′ y µ = a+ b+ (`+ `′ − t)m.
Además, v es un múltiplo del vector de peso máximo a+ b+ (`+ `′ − t)m en Wt:

v00 ⊗ w`+`
′−t

0 − v10 ⊗ w
(`+`′−t)−1
0 + . . .+ (−1)`+`

′−tv`+`
′−t

0 ⊗ w0
0.

Prueba: Puesto que v es un vector de peso máximo µ enWt, existen pares (i0, j0), . . . , (in, jn)
en It y escalares no nulos λ0, . . . , λn ∈ C tales que:

v = λ0v
i0,j0,µ
0 + . . .+ λnv

in,jn,µ
0 ,

donde vik,jk,µ0 son los vectores de peso máximo µ en V (a+ ikm)⊗ V (b+ jkm), descritos
en (4.4) para cada 0 ≤ k ≤ n. Por el Teorema de Clebsch-Gordan la multiplicidad de
V (µ) en cada V (a + ikm) ⊗ V (b + jkm) es uno, de donde (ik, jk) 6= (is, js) para todo
k 6= s.

Si n = 0. Tenemos que v = λ0v
i0,j0,µ
0 , con λ0 6= 0. Como r · v = 0, en particular

em v = 0. De donde:

λ0v
i0,j0,µ
1,m + λ0v

i0,j0,µ
2,m = 0.

Por independencia lineal tenemos que vi0,j0,µ1,m = vi0,j0,µ2,m = 0. Por el Lema 4.1.1, i0 = j0 =
0. Por lo tanto (0, 0) ∈ It y aśı t = `+ `′ lo cual es absurdo.

De lo anterior, debe pasar que n ≥ 1. Sin pérdida de generalidad supondremos que
i0 < i1 < . . . < in, lo que implica que jn < jn−1 < . . . < j0, puesto que si ik = ik+1,
entonces jk = ` + `′ − t − ik = jk+1 y aśı (ik, jk) = (ik+1, jk+1), de donde V (µ) tendŕıa
multiplicidad 2 en el producto tensorial V (a+ ikm)⊗ V (b+ jkm) lo que seŕıa absurdo.

Afirmamos que ik = k y jk = (` + `′ − t) − k para todo 0 ≤ k ≤ n, lo que mostraŕıa

que n = `+ `′ − t y v =

`+`′−t∑
k=0

λkv
k,(`+`′−t)−k,µ
0 .

En efecto, puesto que em v = 0, entonces

n∑
k=0

λk(v
ik,jk,µ
1,m + vik,jk,µ2,m ) = 0. Donde:

vik,jk,µ1,m ∈ V (a+ (ik − 1)m)⊗ V (b+ jkm),

vik,jk,µ2,m ∈ V (a+ ikm)⊗ V (b+ (jk − 1)m).

Si i0 6= 0. Entonces existe 0 < k0 ≤ n tal que se cumple una y sólo una de las siguientes
igualdades:

λ0v
i0,j0,µ
1,m + λk0v

ik0 ,jk0 ,µ

1,m = 0,

λ0v
i0,j0,µ
1,m + λk0v

ik0 ,jk0 ,µ

2,m = 0.
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Lo que implicaŕıa en el primer caso que i0 = ik0 y j0 = jk0 , lo que es absurdo. En el
segundo caso se tiene que i0 − 1 = ik0 y j0 = jk0 − 1, lo que también es absurdo pues
j0 > jk0 . Aśı, i0 = 0 y por lo tanto j0 = `+ `′ − t, pues (i0, j0) ∈ It.

De manera semejante, si jn 6= 0, entonces existe 0 ≤ kn < n tal que se cumple una y
sólo una de las siguientes igualdades:

λnv
in,jn,µ
2,m + λknv

ikn ,jkn ,µ
1,m = 0,

λnv
in,jn−1,µ
2,m + λknv

ikn ,jkn ,µ
2,m = 0.

Lo que implica en el primer caso que in = ikn − 1 y jn − 1 = jkn , lo que es absurdo
pues in > ikn . En el segundo caso se tiene que in = ikn y jn−1 = jkn−1, lo que también
es absurdo. Aśı jn = 0 y por lo tanto in = ` + `′ − t. Además, como 0 ≤ j0 ≤ `′ y
0 ≤ in ≤ `, entonces `′ ≤ t < `+ `′.

Puesto que 0 = i0 < i1 < . . . < in = `+ `′ − t y 0 = jn < jn−1 < . . . < j0 = `+ `′ − t,
junto con el Lema 4.1.1, tenemos que para todo 0 < k < n los elementos vik,jk,µ1,m y vik,jk,µ2,m

son no nulos. Además que v
0,(`+`′−t),µ
2,m 6= 0 y v

(`+`′−t),0,µ
1,m 6= 0.

Como v
0,(`+`′−t),µ
2,m 6= 0, entonces existe 0 < k0 ≤ n tal que se cumple una y sólo una

de las siguientes igualdades:

λ0v
0,(`+`′−t),µ
2,m + λk0v

ik0 ,jk0 ,µ

1,m = 0,

λ0v
0,(`+`′−t),µ
2,m + λk0v

ik0 ,jk0 ,µ

2,m = 0.

La segunda igualdad no se puede dar puesto que esta implica ik0 = 0 = i0, lo cual es
absurdo. Por lo tanto se debe de tener la primera igualdad, la cual implica ik0 = 1 y
jk0 = (` + `′ − t) − 1. Puesto que 0 = i0 < i1 ≤ ik0 = 1, entonces k0 = 1. Aśı i1 = 1 y
j1 = (`+ `′ − t)− 1.

Supongamos que el resultado es válido para k − 1. Es decir, ik−1 = k − 1 y jk−1 =
(`+ `′ − t)− (k − 1). Puesto que ik 6= 0, entonces existe 0 ≤ αk ≤ n con αk 6= k tal que
se cumple una y sólo una de las siguientes igualdades:

λkv
ik,jk,µ
1,m + λαkv

iαk ,jαk ,µ

1,m = 0,

λkv
ik,jk,µ
1,m + λk0v

iαk ,jαk ,µ

2,m = 0.

La primera igualdad no es posible puesto que ik 6= iαk . Por lo tanto, se debe de tener
la segunda igualdad la que implica ik−1 = iαk y jk = jαk−1. Esto sólo ocurre si αk < k.
Puesto que αk ≤ k− 1 < k, entonces iαk ≤ ik−1 < ik = iαk + 1. Por lo tanto αk = k− 1.
Aśı ik = ik−1 + 1 y jk = jk−1 − 1; por hipótesis obtenemos:

ik =(k − 1) + 1 = k,

jk =((`+ `′ − t)− (k − 1))− 1 = (`+ `′ − t)− k.
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Lo que prueba nuestra afirmación.

Aśı, tenemos que n = ` + `′ − t y v =
`+`′−t∑
k=0

λkv
k,(`+`′−t)−k,µ
0 , donde v

k,(`+`′−t)−k,µ
0

es un vector de peso máximo µ en V (a + km) ⊗ V (b + ((` + `′ − t) − k)m) para todo
0 ≤ k ≤ `+ `′ − t. Además, para cada k tenemos:

x = xk,(`+`
′−t)−k

µ =
a+ km+ b+ ((`+ `′ − t)− k)m− µ

2
=
a+ b+ (`+ `′ − t)m− µ

2
.

Afirmamos que x = 0 y por lo tanto µ = a+ b+ (`+ `′ − t)m. En efecto, sin pérdida
de generalidad supondremos que λ0 = 1. Como em v = 0, entonces:

`+`′−t∑
k=0

λk

(
v
k,(`+`′−t)−k,µ
1,m + v

k,(`+`′−t)−k,µ
2,m

)
= 0.

De donde:
λkv

k,(`+`′−t)−k,µ
2,m + λk+1v

k+1,(`+`′−t)−(k+1),µ
1,m = 0

para todo 0 ≤ k < `+ `′ − t.

En particular, v0,`+`
′−t,µ

2,m = −λ1v1,`+`
′−t−1,µ

1,m . Por las ecuaciones (4.5) y (4.6), tenemos
que:

v0,`+`
′−t,µ

2,m =
x∑
r=0

(−1)mλ0,`+`
′−t,µ

r v0r ⊗ w
`+`′−(t+1)
x−r ,

v1,`+`
′−t−1,µ

1,m =
x∑
r=0

(−1)mλ1,`+`
′−t−1,µ

r v0r ⊗ w
`+`′−(t+1)
x−r ,

por independencia lineal:

−λ0,`+`′−t,µr = λ1λ
1,`+`′−t−1,µ
r

para todo 0 ≤ r ≤ x.

Si x 6= 0 y como 0 ≤ x ≤ min{a, b+ (`+ `′ − t)m}, entonces a 6= 0. Por lo tanto:

− λ0,`+`
′−t,µ

0

λ1,`+`
′−t−1,µ

0

= λ1 = − λ0,`+`
′−t,µ

1

λ1,`+`
′−t−1,µ

1

.

Pero λk,`+`
′−t−k,µ

r = (−1)r
(
x
r

)(
x+µ

a+km−r
) definidas en (4.3). De donde:

(
x
0

)(
x+µ
a

)(
x
0

)(
x+µ
a+m

) =

(
x
1

)(
x+µ
a−1
)(

x
1

)(
x+µ

a+m−1
) .
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Simplificando los términos, obtenemos que (x+µ−(a+m)+1)a = (x+µ−a+1)(a+m).
Aśı (x + µ + 1)m = 0. Como m ≥ 1, tenemos que x + µ = −1 lo cual es absurdo,
ya que tanto x como µ son números enteros no negativos. Aśı, x = 0 y por lo tanto
µ = a+ b+ (`+ `′ − t)m, es decir:

v = v
0,`+`′−t,a+b+(`+`′−t)m
0 + . . .+ λ`+`′−t v

`+`′−t,0,a+b+(`+`′−t)m
0 .

Además, v
k,(`+`′−t)−k,a+b+(`+`′−t)m
0 = vk0 ⊗ w

(`+`′−t)−k
0 , de donde:

v = v00 ⊗ w`+`
′−t

0 + . . .+ λ`+`′−t v
`+`′−t
0 ⊗ w0

0.

Por otra parte, tenemos que em v
k
0 ⊗w

`+`′−t−k
0 = vk−10 ⊗w`+`′−t−k0 + vk0 ⊗w

`+`′−t−(k+1)
0 .

De donde:

0 = (1 + λ1)v
0
0 ⊗ w

(`+`′−t)−1
0 +

`+`′−t−1∑
k=1

(λk + λk+1)v
k
0 ⊗ w

(`+`′−t)−(k+1)
0 ,

en consecuencia λk = (−1)k para todo 0 ≤ k ≤ `+ `′ − t y aśı:

v =

`+`′−t∑
k=0

(−1)kvk0 ⊗ w
(`+`′−t)−k
0

lo que prueba la proposición. �

El resultado principal de esta sección es el siguiente teorema que nos describe el zócalo
del producto tensorial de los g-módulos uniseriales Z(a, `) y Z(b, `′).

Teorema 4.1.3. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces:

soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) 'sl(2)

(
soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′))

)
⊕

min{`,`′}⊕
k=1

V (a+ b+ km).

En particular, soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) = soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)) si y sólo si ` = 0.

Prueba: Sin pérdida de generalidad, supondremos que ` ≤ `′.

Para determinar el soc(Z(a, `) ⊗ Z(b, `′)) es suficiente con describir como son los g-
submódulos irreducibles de Z(a, `)⊗ Z(b, `′).

Sea V un g-submódulo irreducible de Z(a, `) ⊗ Z(b, `′). Entonces tenemos que V es
un sl(2)-módulo irreducible y por el Lema 3.1.10, tenemos que r actúa trivialmente en
V . Por lo tanto, existe un número entero no negativo µ tal que V ' V (µ).

Sea v un vector de peso máximo µ en V . Puesto que Z(a, `)⊗ Z(b, `′) =

`+`′⊕
t=0

Wt, en-

tonces existen 0 ≤ tα < tα−1 < . . . < t0 ≤ `+ `′ y v0, v1, . . . , vα tales que:

v = v0 + v1 + . . .+ vα
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donde vd ∈ Wtd para todo 0 ≤ d ≤ α. Puesto que Wtd es un sl(2)-submódulo de
Z(a, `)⊗Z(b, `′), entonces vd es un vector de peso máximo µ en Wtd para todo 0 ≤ d ≤ α.
Además, como r ·Wt ⊂Wt+1, por independencia lineal tenemos que:

r · vd = 0

para todo 0 ≤ d ≤ α. Por lo tanto, vd es un vector de peso máximo µ en Wtd tal que
r · vd = 0 para todo 0 ≤ d ≤ α.

Afirmamos que α = 0. En efecto, si α > 1, entonces existen t2 < t1 < ` + `′ y por la
Proposición 4.1.2 µ = a + b + (` + `′ − t1)m y µ = a + b + (` + `′ − t2)m, por lo cual
t1 = t2 lo que es absurdo. Aśı, tenemos que α = 0 o α = 1.

Si α = 1 y como t1 < t0 ≤ `+ `′, entonces por la Proposición 4.1.2, µ = a+ b+ (`+
`′ − t1)m > a+ b. Si t0 = `+ `′, existe un vector de peso máximo a+ b+ (`+ `′ − t1)m
en W`+`′ = V (a)⊗ V (b) lo que es absurdo, pues los pesos máximos de V (a)⊗ V (b) son
menores o iguales a a+ b por el Teorema de Clebsch-Gordan.

Por lo tanto, t0 como t1 deben ser distintos de ` + `′, por la Proposición 4.1.2, µ =
a+ b+ (`+ `′ − t0)m y µ = a+ b+ (`+ `′ − t1)m, lo cual implica que t0 = t1 lo que nos
conlleva a una contradicción.

De lo anterior, tenemos que α = 0 y v es un vector de peso máximo µ en Wt0 para
algún 0 ≤ t0 ≤ ` + `′. Si t0 = ` + `′, entonces V es un sl(2)-submódulo irreducible de
soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)).

Si t0 6= `+ `′, por la Proposición 4.1.2 tenemos que `′ ≤ t0 < `+ `′, µ = a+ b+ (`+
`′ − t0)m, por lo tanto V ' V (a+ b+ (`+ `′ − t0)m) para algún `′ ≤ t0 < `+ `′ el cual
tiene un vector de peso máximo:

v00 ⊗ w
`+`′−t0
0 − v10 ⊗ w

(`+`′−t0)−1
0 + . . .+ (−1)`+`

′−t0v`+`
′−t0

0 ⊗ w0
0.

Reparametrizando, tenemos que V ' V (a + b + km) para algún 1 ≤ k ≤ ` con
k = `+ `′ − t0 y un vector de peso máximo:

v00 ⊗ wk0 − v10 ⊗ wk−10 + . . .+ (−1)kvk0 ⊗ w0
0.

Por lo tanto:

soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) 'sl(2)

(
soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′))

)
⊕
⊕̀
k=1

V (a+ b+ km)

como queŕıamos demostrar. �

Puesto que los pesos máximos de soc(Z(a, `)) ⊗ soc(Z(b, `′)) = V (a) ⊗ V (b), son
números enteros de la forma a+ b, a+ b− 2, . . . , |a− b|. El teorema anterior nos indica
que soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) es libre de multiplicidad.
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Ejemplos 4.1.4. Consideramos m = 1 y los g-módulos uniseriales Z(0, 1) y Z(1, 1). Aśı
a = 0 y b = ` = `′ = 1. Por lo tanto Z(0, 1) ⊗ Z(1, 1) tiene la siguiente representacion
matricial. La cual está separada por bloques para mostrar donde aparecen los productos
tensoriales V (a+ im)⊗V (b+ jm) y donde los recuadros muestran la combinación lineal
de los vectores de peso máximo que describen el zócalo:



V (a)⊗ V (b) h e −e1 e0 0 −e1 e0 0 e1

f −h 0 −e1 e0 0 −e1 e0 e0

V (a)⊗ V (b +m) 2h 2e 0 −e1 e0 0 0 1
2
e1 0

f 0 e 0 −e1 e0 0 e0 e1

0 2f −2h 0 0 −e1 e0 0 1
2
e0

V (a +m)⊗ V (b) 2h e 0 −e1 2e0 0 0 −e1 0

f 0 e 0 −e1 e0 0 − 1
2
e0 − 1

2
e1

0 2f −2h 0 0 −e1 e0 0 −e0
0 0 0 0 0 − 1

2
e1

1
2
e0

V (a +m)⊗ V (b +m) 3h 3e 0 0
f h 2e 0
0 2f −h e
0 0 3f −3h

h e
f −h



.

Por lo tanto soc(Z(0, 1)⊗ Z(1, 1)) 'sl(2) V (1)⊕ V (2).

4.2. Zócalo de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗.

Consideramos los g-módulos uniseriales Z(a, `)∗ y Z(b, `′)∗. Puesto que Z(a, `)∗ ⊗
Z(b, `′)∗ 'g Z(b, `′)∗⊗Z(a, `)∗, podemos suponer de nuevo sin perdida de generalidad que
` ≤ `′. El producto tensorial de estos g-módulos uniseriales tiene la siguiente estructura
como sl(2)-módulos:

Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ =sl(2)

⊕̀
i=0

`′⊕
j=0

V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m).

Sea B∗a,` la base fija de Z(a, `)∗ descrita al principio del Caṕıtulo, donde V (a+(`−i)m)

tiene por base B∗`−i = {w`−i0 , . . . , w`−ia+(`−i)m} para cada 0 ≤ i ≤ ` y sea B∗b,`′ la base fija

de Z(b, `′)∗, donde V (b+ (`′ − j)m) tiene por base B∗`′−j = {y`
′−j
0 , . . . , y`

′−j
b+(`′−j)m} para

cada 0 ≤ j ≤ `′. Tanto B∗a,` como B∗b,`′ cumplen con las relaciones dadas en el Lema
4.0.3.

Fijamos i, j. Si V (µ) es un sl(2)-módulo irreducible de peso máximo µ que aparece en
la descomposición del producto tensorial de V (a + (` − i)m) con V (b + (`′ − j)m). El
Teorema de Clebsch-Gordan (Teorema 2.3.5) nos muestra un vector de peso máximo µ
en V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m).
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Denotaremos x`−i,`−jµ en lugar de x
a+(`−i)m,b+(`′−j)m
µ y λ`−i,`

′−j,µ
r en lugar de los esca-

lares λ
a+(`−i)m,b+(`′−j)m,µ
r , donde:

x`−i,`
′−j

µ =
a+ b+ ((`+ `′)− (i+ j))m− µ

2

λ`−i,`
′−j,µ

r =(−1)r
(
x`−i,`

′−j
µ
r

)
( x`−i,`′−jµ +µ
a+(`−i)m−r

) (4.7)

para todo 0 ≤ r ≤ x`−i,`
′−j

µ . Por lo tanto un vector de peso máximo µ en el producto
tensorial de V (a+(`−i)m) con V (b+(`′−j)m) descrito en el Teorema de Clebsch-Gordan
es:

v`−i,`
′−j,µ

0 =

x`−i,`
′−j

µ∑
r=0

λ`−i,`
′−j,µ

r w`−ir ⊗ y`
′−j
x`−i,`

′−j
µ −r

(4.8)

y {v`−i,`
′−j,µ

0 , . . . , v`−i,`
′−j,µ

µ } es una base de V (µ) en V (a+ (`− i)m)⊗V (b+ (`′− j)m),

donde v`−i,`
′−j,µ

k = fk v`−i,`
′−j,µ

0 para todo 0 ≤ k ≤ µ.

Fijamos (i, j) ∈ [0, `]× [0, `′]. Si 0 ≤ s ≤ m, entonces por la acción de g en Z(a, `)∗ ⊗
Z(b, `′)∗, tenemos que es v

`−i,`′−j,µ
k es un elemento que pertenece a:

(V (a+ (`− i+ 1)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m))⊕ (V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j + 1)m)).

para todo 0 ≤ k ≤ µ. Usando la acción de r en Z(a, `)∗ y Z(b, `′)∗ dada en el Lema 4.0.3
tenemos que:

es v
`−i,`′−j,µ
0 = v`−i,`

′−j,µ
1,s + v`−i,`

′−j,µ
2,s .

Donde:

v`−i,`
′−j,µ

1,s =

x`−i,`
′−j

µ∑
r=0

(
m
s

)
r!
(
a+(`−i)m

r

)
λ`−i,`

′−j,µ
r

(s+ r)!
(
a+(`−i+1)m

s+r

) w`−i+1
s+r ⊗ y`

′−j
x`−i,`

′−j
µ −r

, (4.9)

el cual es un elemento que pertenece a V (a + (` − i + 1)m) ⊗ V (b + (`′ − j)m), con
w`−i+1
s+r = 0 si (s+ r) < 0 o (s+ r) > a+ (`− i)m. Y donde:

v`−i,`
′−j,µ

2,s =

x`−i,`
′−j

µ∑
r=0

(
m
s

)
(x`−i,`

′−j
µ − r)!

( b+(`′−j)m
x`−i,`

′−j
µ −r

)
λ`−i,`

′−j,µ
r

(s+ x`−i,`
′−j

µ − r)!
( b+(`′−j+1)m

s+x`−i,`
′−j

µ −r

) w`−ir ⊗ y`
′−j+1

x`−i,`
′−j

µ −r+s
,

(4.10)

que pertenece a V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′− j + 1)m), con y`
′−j+1

x`−i,`
′−j

µ −r+s
= 0 si se tiene

(x`−i,`
′−j

µ − r + s) < 0 o (x`−i,`
′−j

µ − r + s) < b+ (`′ − j + 1)m.

Además, w`+1
s+r = y`

′+1

x`−i,`
′−j

µ −r+s
= 0.
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Lema 4.2.1. Si v`−i,`
′−j,µ

0 es un vector de peso máximo µ en el producto tensorial de

V (a+(`− i)m) con V (b+(`′− j)m). Entonces v`−i,`
′−j,µ

1,0 = 0 si y sólo si i = 0. Además,

v`−i,`
′−j,µ

2,0 = 0 si y sólo si j = 0.

Prueba: Supongamos que i 6= 0 y que:

v`−i,`
′−j,µ

1,0 =

x`−i,`
′−j

µ∑
r=0

(
a+(`−i)m

r

)(
a+(`−i+1)m

r

)λ`−i,`′−j,µr w`−i+1
r ⊗ y`

′−j
x`−i,`

′−j
µ −r

= 0.

Tenemos que
(
a+(`−i+1)m

r

)
λ`−i,`

′−j,µ
r = 0, pues el conjunto:{

w`−i+1
r ⊗ y`

′−j
x`−i,`

′−j
µ −r

: para todo 0 ≤ r ≤ x`−i,`′−jµ

}
es un conjunto linealmente independiente en V (a+ (`− i+ 1)m)⊗ V (b+ (`′− j)m). En

particular λ`−i,`
′−j,µ

0 = 0 lo cual es absurdo. �

Para cada 0 ≤ t ≤ ` + `′, definimos los subespacios W ∗t de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ dados
por:

W ∗t =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m)

donde It es como en la §4.1.

Para visualizar mejor la situación, los W ∗t son las diagonales de arriba hacia abajo de
la siguiente tabla del producto tensorial entre Z(a, `)∗ con Z(b, `′)∗:

W ∗0. . .W ∗`−1
. . .W ∗`′

...

W ∗`+`′−2

W ∗`+`′−1

W ∗`+`′

0

`′ − `

`− 2

`′ − 2

`− 1

`′ − 1
`
`′

...

. . . . . .

. . .

0

...

. . .

.

Nota 4.2.2. Es claro de esta definición que W ∗t ' (W`′+`−t)
∗, donde W`+`′−t están

definidos en la sección anterior.
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Por lo tanto, Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ =
`+`′⊕
t=0

W ∗t . Por la acción en el producto tensorial de

dos g-módulos dado en el Ejemplo 2.2.1 y por el Lema 4.0.3. Tenemos que:

r·(V (a+(`−i)m)⊗V (b+(`′−j)m)) ⊂ V (a+(`−i+1)m)⊗V (b+(`′−j)m)⊕V (a+(`−i)m)⊗V (b+(`′−j+1)m).

Además, si (i, j) ∈ It, entonces (i − 1, j), (i, j − 1) ∈ It+1. Por lo tanto, r ·W ∗t ⊂ W ∗t+1

para todo 0 ≤ t ≤ `+ `′ con W ∗`+`′+1 = 0. Por otra parte, los W ∗t ’s son sl(2)-submódulo
de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ y W ∗`+`′ = soc(Z(a, `)∗)⊗ soc(Z(b, `′)∗).

Por la Nota 4.0.1, tenemos que g es un álgebra de Lie graduada y por lo descrito ante-
riormente, tenemos que Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗ es un g-módulo graduado, con una graduación

Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ =

`+`′⊕
t=0

W ∗t .

Proposición 4.2.3. Sea v un vector de peso máximo µ en W ∗t tal que r ·v = 0. Entonces
t = `′ + `, es decir, v ∈ soc(Z(a, `)∗)⊗ soc(Z(b, `′)∗).

Prueba: Puesto que v es un vector de peso máximo µ en W ∗t , entonces existen pares
(i0, j0), . . . , (in, jn) en It y escalares no nulos λ0, . . . , λn ∈ C tales que:

v = λ0v
`−i0,`′−j0,µ
0 + . . .+ λnv

`−in,`′−jn,µ
0 .

Por el Teorema de Clebsch-Gordan la multiplicidad de V (µ) en el producto tensorial
de V (a + (` − ik)m) con V (b + (`′ − jk)m) es uno para todo 0 ≤ k ≤ n, de donde
(ik, jk) 6= (is, js) para todo k 6= s.

Si n = 0, entonces v = λ0v
`−i0,`′−j0,µ
0 . Puesto que r · v = 0, en particular e0 v = 0. De

donde:

λ0v
`−i0,`′−j0,µ
1,0 + λ0v

`−i0,`′−j0,µ
2,0 = 0.

Por independencia lineal, tenemos que v`−i0,`
′−j0,µ

1,0 = v`−i0,`
′−j0,µ

2,0 = 0. Por el Lema 4.2.1,
tenemos i0 = j0 = 0. Por lo tanto (0, 0) ∈ It y aśı t = `+ `′, de donde:

v ∈W ∗`+`′ = soc(Z(a, `)∗)⊗ soc(Z(b, `′)∗).

Veamos que n no puede ser distinto de cero. Supongamos que n ≥ 1, sin pérdida de
generalidad supondremos que i0 < . . . < in y por lo tanto jn < . . . < j0.

Afirmamos que ik = k y jk = (`+ `′ − t)− k para todo 0 ≤ k < n. En efecto, puesto
que e0 v = 0, entonces:

n∑
k=0

λk(v
`−ik,`′−jk,µ
1,0 + v`−ik,`

′−jk,µ
2,0 ) = 0
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Si i0 6= 0, entonces existe 0 < k0 ≤ n, tal que se cumple una y sólo una de las siguientes
igualdades:

λ0v
`−i0,`′−j0,µ
1,0 + λk0v

`−ik0 ,`
′−jk0 ,µ

1,0 = 0,

λ0v
`−i0,`′−j0,µ
1,0 + λk0v

`−ik0 ,`
′−jk0 ,µ

2,0 = 0.

Lo que implica en el primer caso que ` − i0 = ` − ik0 y `′ − j0 = `′ − jk0 lo que es
absurdo. En el segundo caso se tiene que `− i0 + 1 = `− ik0 y `′ − j0 = `′ − jk0 + 1, lo
que también es absurdo pues jk0 < j0. Aśı, por el Lema 4.2.1, tenemos que i0 = 0 y por
lo tanto j0 = `+ `′ − t.

De manera semejante, si jn 6= 0, existe 0 ≤ kn < n tal que se cumple una y sólo una
de las siguientes igualdades:

λnv
`−in,`′−jn,µ
2,0 + λknv

`−ikn ,`′−jkn ,µ
1,0 = 0,

λnv
`−in,`′−jn,µ
2,0 + λknv

`−ikn ,`′−jkn ,µ
2,0 = 0.

Las dos igualdades nos conducen a una contradicción. Aśı, por el Lema 4.2.1, tenemos
jn = 0 y por lo tanto in = ` + `′ − t. Además, como 0 ≤ j0 ≤ `′ y 0 ≤ in ≤ `, entonces
`′ ≤ t ≤ `+ `′.

Puesto que 0 = i0 < ik y 0 = jn < jk. Por el Lema 4.2.1, tenemos v`−ik,`
′−jk,µ

1,0 6= 0 y

v`−ik,`
′−jk,µ

2,0 6= 0 para todo 0 < k < n. Además, v`,t−`,µ2,0 y vt−`
′,`′,µ

1,0 son no nulos.

Como v`,t−`,µ2,0 6= 0, existe 0 < k0 ≤ n tal que se cumple una y sólo una de las siguientes
igualdades:

λ0v
`,t−`,µ
2,0 + λk0v

`−ik0 ,`
′−jk0 ,µ

1,0 = 0,

λ0v
`,t−`,µ
2,0 + λk0v

`−ik0 ,`
′−jk0 ,µ

2,0 = 0.

La segunda igualdad no se puede dar puesto que esta implica ik0 = 0 = i0 lo que
es absurdo. Por lo tanto se debe tener la primera igualdad, la cual implica ik0 = 1 y
jk0 = (`+ `′− t)−1. Puesto que 0 = i0 < i1 ≤ ik0 = 1, entonces k0 = 1. De donde i1 = 1
y j1 = (`+ `′ − t)− 1.

Supongamos el resultado válido para k − 1, es decir, ik−1 = k − 1 y jk−1 = (` + `′ −
t)− (k− 1). Puesto que ik 6= 0, entonces existe 0 ≤ αk ≤ n con αk 6= k tal que se cumple
una y sólo una de las siguientes igualdades:

λkv
`−ik,`′−jk,µ
1,0 + λαkv

`−iαk ,`
′−jαk ,µ

1,0 = 0,

λkv
`−ik,`′−jk,µ
1,0 + λk0v

`−iαk ,`
′−jαk ,µ

2,0 = 0.
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La primera igualdad no es posible pues ik 6= iαk . Por lo tanto se debe de tener la
segunda igualdad, la cual implica ik − 1 = iαk y jk = jαk − 1. Esto ocurre si y sólo si
αk < k. Puesto que αk ≤ k − 1 < k, entonces iαk ≤ ik−1 < ik = iαk + 1. Por lo tanto
αk = k − 1 y aśı ik = ik−1 + 1 y jk = jk−1 − 1. Por hipótesis obtenemos que:

ik =(k − 1) + 1 = k,

jk =((`+ `′ − t)− (k − 1))− 1 = (`+ `′ − t)− k.

Lo que prueba nuestra afirmación.

Aśı, tenemos que n = ` + `′ − t y v =
`+`′−t∑
k=0

λkv
`−k,t−`+k,µ
0 , donde v`−k,t−`+k,µ0 es un

vector de peso máximo µ en V (a+ (`− k)m)⊗V (b+ (t− `+ k)m) para todo 0 ≤ k ≤ n.
Además:

x`−k,t−`+kµ =
a+ (`− k)m+ b+ (t− `+ k)m− µ

2
=
a+ b+ tm− µ

2
= x.

Sin perdida de generalidad, supondremos que λ0 = 1. Puesto que:

es v =
`+`′−t∑
k=0

λk

(
v`−k,t−`+k,µ1,s + v`−k,t−`+k,µ2,s

)
= 0

para todo 0 ≤ s ≤ m, entonces:

λk v
`−k,t+k−`,µ
2,m + λk+1 v

`−(k+1),t−`+(k+1),µ
1,m = 0.

En particular v`,t−`,µ2,m = −λ1v`−1,t−`+1,µ
1,m . Por las ecuaciones (4.9) y (4.10), tenemos

que:

v`,t−`,µ2,m =
x∑
r=0

(x− r)!
(
b+(t−`)m
x−r

)
(x− r +m)!

(b+(t−`+1)m
(x−r)+m

)λ`,t−`,µr w`r ⊗ yt−`+1
x−r+m,

v`−1,t−`+1,µ
1,m =

x∑
r=0

r!
(
a+(`−1)m

r

)
(r +m)!

(
a+`m
r+m

)λ`−1,t−`+1,µ
r w`r+m ⊗ yt−`+1

x−r .

Tenemos la siguiente igualdad:

x∑
r=0

(x− r)!
(
b+(t−`)m
x−r

)
(x− r +m)!

(b+(t−`+1)m
(x−r)+m

)λ`,t−`,µr w`r ⊗ yt−`+1
x−r+m =

− λ1
x∑
r=0

r!
(
a+(`−1)m

r

)
(r +m)!

(
a+`m
r+m

)λ`−1,t−`+1,µ
r w`r+m ⊗ yt−`+1

x−r .
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Pero w`0 ⊗ y
t−`+1
x+m 6= 0, pues:

0 ≤ x− r ≤ x ≤ min{a+ `m, b+ (t− `)m} ≤ b+ (t− `)m.

Entonces por independencia lineal, existe 0 ≤ r1 ≤ x tal que:

x!
(
b+(t−`)m

x

)
(x+m)!

(
b+(t−`+1)m

x+m

)λ`,t−`,µ0 w`0 ⊗ yt−`+1
x+m = −λ1

r1!
(
a+(`−1)m

r1

)
(r1 +m)!

(
a+`m
r1+m

)λ`−1,t−`+1,µ
r1

w`r1+m ⊗ y
t+`+1
x−r1 .

Pero esto solo ocurre si y sólo si r1 +m = 0, lo cual es absurdo, pues r1 es un entero no
negativo y m ≥ 1.

Aśı, n = 0 y por lo tanto v ∈ soc(Z(a, `)∗)⊗ soc(Z(b, `′)∗). �

El resultado principal de esta sección es el siguiente teorema que nos describe el zócalo
del producto tensorial de los g-módulos uniseriales Z(a, `)∗ y Z(b, `′)∗.

Teorema 4.2.4. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces:

soc(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) 'sl(2) soc(Z(a, `)∗)⊗ soc(Z(b, `′)∗).

Prueba: Sea V un g-submódulo irreducible de Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗, entonces tenemos que
V es un sl(2)-módulo irreducible y por el Lema 3.1.10 tenemos que r actúa trivialmente
en V . Por lo tanto existe un número entero no negativo µ tal que V 'sl(2) V (µ). Sea v

un vector de peso máximo µ en V . Puesto que Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ =

`+`′⊕
t=0

W ∗t , entonces

existen 0 ≤ tα < tα−1 < . . . < t0 ≤ `+ `′ y vectores v0, v1, . . . , vα tales que:

v = v0 + v1 + . . .+ vα

donde vd es un vector de peso máximo µ en W ∗td para todo 0 ≤ d ≤ α.

Además, como r ·W ∗t ⊂W ∗t+1 por independencia lineal tenemos que:

r · vd = 0

para todo 0 ≤ d ≤ α. Por lo tanto, vd es un vector de peso máximo µ en W ∗td tal que
r · vd = 0 para todo 0 ≤ d ≤ α.

Por la Proposición 4.2.3, vd es un vector de peso máximo µ en el producto tensorial
soc(Z(a, `)∗) ⊗ soc(Z(b, `′)∗) para todo 0 ≤ d ≤ α. Como la multiplicidad de V (µ) en
soc(Z(a, `)∗)⊗soc(Z(b, `′)∗) es uno, entonces α = 0 y v ∈ soc(Z(a, `)∗)⊗soc(Z(b, `′)∗). �

De igual manera que el zócalo del producto tensorial de Z(a, `) con Z(b, `′), el teorema
anterior nos muestra que soc(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) es libre de multiplicidad.
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Ejemplos 4.2.5. Consideramos m = 1 y los g-módulos uniseriales Z(0, 1)∗ y Z(1, 1)∗.
Aśı a = 0 y b = ` = `′ = 1, por lo tanto Z(0, 1)∗⊗Z(1, 1)∗ tiene la siguiente representacion
matricial:



V (1)⊗ V (2) 3h 3e 0 0 3e0 0 0 3e0 0 0

f h 4e 0 e1 2e0 0 e1 2e0 0

0 f −h 3e 0 e1 e0 0 e1 e0

0 0 f −3h 0 0 e1 0 0 e1

h e −e1 e0 0 e0 2e1 −2e0 0

f −h 0 −e1 2e0 e1 0 2e1 −4e0

V (1)⊗ V (1) 2h 2e 0 2e0 0
f 0 2e e1 e0
0 f −2h 0 e1

0 e1 e0

V (0)⊗ V (2) 2h 2e 0 2e0 0
f 0 2e e1 e0
0 f −2h 0 e1

V (0)⊗ V (1) h e
f −h



.

Este producto tensorial tiene por zócalo soc(Z(0, 1)∗ ⊗ Z(1, 1)∗) =sl(2) V (3)⊕ V (1).

4.3. Zócalo de Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗.

Consideramos los g-módulos uniseriales Z(a, `) y Z(b, `′)∗, los cuales tienen sucesiones
admisibles V (a), . . . , V (a + `m) y V (b + `′m), . . . , V (b) respectivamente. Puesto que
Z(a, `)⊗Z(b, `′)∗ 'g Z(b, `′)∗⊗Z(a, `), consideramos en esta sección Z(a, `)⊗Z(b, `′)∗.
De donde:

Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗ =sl(2)

⊕̀
i=0

`′⊕
j=0

V (a+ im)⊗ V (b+ (`′ − j)m).

Sean Ba,` la base de Z(a, `) descrita en la §4.1 y B∗b,`′ la base de Z(b, `′)∗ descrita en
la §4.2.

Fijamos i, j. Denotaremos xi,`−jµ en lugar de x
a+im,b+(`′−j)m
µ y λi,`

′−j,µ
r en lugar de

λ
a+im,b+(`′−j)m,µ
r , donde:

xi,`
′−j

µ =
a+ b+ ((`′ − j) + i)m− µ

2
,

λi,`
′−j,µ

r = (−1)r
(
xi,`
′−j

µ
r

)
(xi,`′−jµ +µ
a+im−r

) (4.11)

para todo 0 ≤ r ≤ xi,`
′−j

µ . Por lo tanto un vector de peso máximo µ en el producto
tensorial de V (a+ im) con V (b+ (`′ − j)m) descrito en el Teorema de Clebsch-Gordan
es:

vi,`
′−j,µ

0 =

xi,`
′−j

µ∑
r=0

λi,`
′−j,µ

r vir ⊗ y
`′−j
xi,`
′−j

µ −r
(4.12)
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de donde {vi,`
′−j,µ

0 , . . . , vi,`
′−j,µ

µ } es una base de V (µ) en V (a + im) ⊗ V (b + (`′ − j)m)

con vi,`
′−j,µ

0 = fk vi,`
′−j,µ

0 para todo 0 ≤ k ≤ µ.

Veamos ahora como actúa r en vi,`
′−j,µ

0 , para esto fijamos (i, j) ∈ [0, `] × [0, `′]. Si

0 ≤ s ≤ m, entonces por la acción de g en Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗, tenemos que es v
i,`′−j,µ
k es

un elemento que pertenece a:

(V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m))⊕ (V (a+ im)⊗ V (b+ (`′ − j + 1)m)).

Además, por la ecuación (4.2) y el Lema 4.0.3, tenemos que:

es v
i,`′−j,µ
0 = vi,`

′−j,µ
1,s + vi,`

′−j,µ
2,s

donde:

vi,`
′−j,µ

1,s =

xi,`
′−j

µ∑
r=0

(−1)s
r!
(
m
s

)
(s+ r −m)!

λi,`
′−j,µ

r vi−1s+r−m ⊗ y
`′−j
xi,`
′−j

µ −r
, (4.13)

el cual pertenece a V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m) y por:

vi,`
′−j,µ

2,s =

xi,`
′−j

µ∑
r=0

(
m

s

) (xi,`
′−j

µ − r)!
(b+(`′−j)m
xi,`
′−j

µ −r

)
(s+ xi,`

′−j
µ − r)!

(b+(`′−j+1)m

s+xi,`
′−j

µ −r

)λi,`′−j,µr vir ⊗ y
`′−j+1

xi,`
′−j

µ −r+s
, (4.14)

que pertenece a V (a+ im)⊗ V (b+ (`′ − j + 1)m).

Una combinación de los Lemas 4.1.1 y 4.2.1 es el siguiente lema.

Lema 4.3.1. Si vi,`
′−j,µ

0 es un vector de peso máximo µ en V (a+ im)⊗V (b+(`′−j)m).

Entonces vi,`
′−j,µ

1,m = 0 si y sólo si i = 0. Además, vi,`
′−j,µ

2,0 = 0 si y sólo si j = 0.

Prueba: Supongamos que i 6= 0, entonces si:

vi,`
′−j,µ

1,m =

xi,`
′−j

µ∑
r=0

(−1)mλi,`
′−j,µ

r vi−1r ⊗ y`
′−j
xi,`
′−j

µ −r
= 0,

tenemos que λi,`
′−j,µ

r = 0, pues el conjunto

{
vi−1r ⊗ y`

′−j
xi,`
′−j

µ −r
: para todo 0 ≤ r ≤ xi,`

′−j
µ

}
es un conjunto linealmente independiente en V (a + (i − 1)m) ⊗ V (b + (`′ − j)m). En

particular λi,`
′−j,µ

0 = 0 lo que es absurdo.

De manera semejante, supongamos que j 6= 0 y que:

vi,`
′−j,µ

2,0 =

xi,`
′−j

µ∑
r=0

(b+(`′−j)m
xi,`
′−j

µ −r

)
(b+(`′−j+1)m

xi,`
′−j

µ −r

)λi,`′−j,µr vir ⊗ y
`′−j+1

xi,`
′−j

µ −r
= 0.
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Entonces

(b+(`′−j)m
xi,`
′−j

µ −r

)
(b+(`′−j+1)m

xi,`
′−j

µ −r

)λi,`′−j,µr = 0 para todo 0 ≤ r ≤ xi,`
′−j

µ . En particular, si r = 0

tenemos que

(b+(`′−j)m
xi,`
′−j

µ

)
(b+(`′−j+1)m

xi,`
′−j

µ

)λi,`′−j,µ0 = 0 lo cual es absurdo. �

Para cada 0 ≤ t ≤ `+ `′ definimos los subespacios Ut de Z(a, `)⊗Z(b, `′)∗ dados por:

Ut =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ im)⊗ V (b+ (`′ − j)m)

donde It = {(i, j) ∈ [0, `]× [0, `′] : i+ j = `+ `′ − t}, para todo 0 ≤ t ≤ `+ `′.

Para visualizar mejor la situación, los Ut son las diagonales de derecha a izquierda de
la siguiente tabla del producto tensorial entre Z(a, `) con Z(b, `′)∗ si ` ≤ `′:

U0
. . .U`−1. . .U`′

...

U`+`′−2

U`+`′−1

U`+`′

`

`′ − `

2

`′ − 2

1

`′ − 1
0
`′

...

. . . . . .

. . .

0

...

. . .

De lo anterior tenemos que Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗ =
`+`′⊕
t=0

Ut. Por la acción en el producto

tensorial de dos g-módulos dado en §2.2 Ejemplo 2.2.1, por la ecuación (4.2) y por el
Lema 4.0.3. Tenemos que:

r·(V (a+im)⊗V (b+(`′−j)m)) ⊂ V (a+(i−1)m)⊗V (b+(`′−j)m)⊕V (a+im)⊗V (b+(`′−j+1)m).

Además, si (i, j) ∈ It, entonces (i− 1, j), (i, j − 1) ∈ It+1. Por lo tanto r ·Ut ⊂ Ut+1 con
U`+`′+1 = 0. Además cada Ut es un sl(2)-submódulo de Z(a, `) ⊗ Z(b, `′)∗ y U`+`′ es el
producto tensorial de los zócalos de Z(a, `) y Z(b, `′)∗.

Al igual que Z(a, `)⊗ Z(b, `′) y Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗, tenemos que Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗ es

un g-módulo graduado, con una graduación Z(a, `)⊗ Z(b, `′) =
`+`′⊕
t=0

Ut.
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Proposición 4.3.2. Sea v un vector de peso máximo µ en Ut tal que r · v = 0, entonces
max{`, `′} ≤ t ≤ `+ `′ y se tiene:

i. Si a > b+ (t− `)m, entonces v ∈ soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)∗).

ii. Si a ≤ b+ (t− `)m, entonces v está en soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)∗) o bien v es un
vector de peso máximo µ = b+ (`′ − t)m− a, el cual es un multiplo escalar de:

v0,t−`,µ0 − a!

(a+m)!
v1,t−`+1,µ
0 + . . .+ (−1)`

′+`−t a!

(a+ (t− `)m)!
v`
′+`−t,`′,µ
0 .

Prueba: Puesto que v es un vector de peso máximo µ en Ut, entonces existen parejas
(i0, j0), . . . , (in, jn) en It y escalares no nulos λ0, . . . , λn ∈ C tales que:

v = λ0v
i0,`′−j0,µ
0 + . . .+ λnv

in,`′−jn,µ
0 .

Por el Teorema de Clebsch-Gordan tenemos que la multiplicidad de V (µ) en el pro-
ducto tensorial de V (a + ikm) con V (b + (`′ − jk)m) es uno para todo 0 ≤ k ≤ n, de
donde (ik, jk) 6= (is, js) para todo k 6= s.

Si n = 0, entonces v = λ0v
i0,`′−j0,µ
0 con λ0 6= 0. Puesto que r · v = 0 en particular

e0 v = 0 y em v = 0, de donde:

λ0v
i0,`′−j0,µ
1,0 + λ0v

i0,`′−j0,µ
2,0 = 0,

λ0v
i0,`′−j0,µ
1,m + λ0v

i0,`′−j0,µ
2,m = 0.

Por independencia lineal vi0,`
′−j0,µ

1,0 = vi0,`
′−j0,µ

2,0 = 0 y vi0,`
′−j0,µ

1,m = vi0,`
′−j0,µ

2,m = 0. Por el
Lema 4.3.1 tenemos que i0 = j0 = 0, por lo tanto (0, 0) ∈ It y aśı t = `+ `′. De donde:

v ∈ U`+`′ = soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)∗).

Supongamos que v = λ0v
i0,`′−j0,µ
0 + . . .+ λnv

in,`′−jn,µ
0 con n ≥ 1 y tal que (ik, jk) ∈ It

con 0 ≤ k ≤ n. Sin pérdida de generalidad supondremos que i0 < . . . < in, de donde
jn < . . . < j0.

Afirmamos que ik = k y jk = (`+ `′ − t)− k para todo 0 ≤ k < n. En efecto, puesto
que es v = 0, entonces:

n∑
k=0

λk(v
ik,`
′−jk,µ

1,s + vik,`
′−jk,µ

2,s ) = 0

Si i0 6= 0, entonces existe 0 < k0 ≤ n tal que se cumple una y sólo una de las siguientes
igualdades:

λ0v
i0,`′−j0,µ
1,m + λk0v

ik0 ,`
′−jk0 ,µ

1,m = 0,

λ0v
i0,`′−j0,µ
1,m + λk0v

ik0 ,`
′−jk0 ,µ

2,m = 0.
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El primer caso implica i0 = ik0 y `′ − j0 = `′ − jk0 lo que es absurdo. En el segundo
caso se tiene que i0 − 1 = ik0 y `′ − j0 = `′ − jk0 + 1, lo que también es absurdo pues
jk0 < j0. Aśı, por el Lema 4.3.1, tenemos que i0 = 0 y por lo tanto j0 = `+ `′ − t.

De manera semejante, si jn 6= 0, entonces existe 0 ≤ kn < n tal que se cumple una y
sólo una de las siguientes igualdades:

λnv
in,`′−jn,µ
2,0 + λknv

ikn ,`
′−jkn ,µ

1,0 = 0,

λnv
in,`′−jn,µ
2,0 + λknv

ikn ,`
′−jkn ,µ

2,0 = 0.

Las dos igualdades anteriores nos conllevan a una contradicción. Aśı, por el Lema 4.3.1
tenemos que jn = 0. Por lo tanto in = `+ `′− t. Además, como 0 ≤ in ≤ ` y 0 ≤ j0 ≤ `′,
entonces max{`, `′} ≤ t ≤ `+ `′.

Puesto que 0 = i0 < i1 < . . . < in = `+ `′ − t y 0 = jn < jn−1 < . . . < j0 = `+ `′ − t,
por el Lema 4.3.1 tenemos que vik,`

′−jk,µ
1,m 6= 0 y vik,`

′−jk,µ
2,0 6= 0 para todo 0 < k < n.

Además, v0,t−`,µ2,0 6= 0 y v`+`
′−t,`′,µ

1,m 6= 0.

Como v0,t−`,µ2,0 6= 0, entonces existe 0 < k0 ≤ n tal que se cumple una y sólo una de las
siguientes igualdades:

λ0v
0,t−`,µ
2,0 + λk0v

ik0 ,`
′−jk0 ,µ

1,0 = 0,

λ0v
0,t−`,µ
2,0 + λk0v

ik0 ,`
′−jk0 ,µ

2,0 = 0.

La segunda igualdad no se puede dar, ya que implica ik0 = 0 = i0 lo que es absurdo. Por
lo tanto se debe de tener la primera igualdad, la cual implica ik0 = 1 y jk0 = (`+`′−t)−1.
Puesto que 0 = i0 < i1 ≤ ik0 = 1, entonces k0 = 1. De donde i1 = 1 y j1 = (`+`′−t)−1.

Supongamos el resultado válido para k − 1, es decir, ik−1 = k − 1 y jk−1 = (` + `′ −
t)− (k−1), puesto que ik 6= 0, entonces existe 0 ≤ αk ≤ n con αk 6= k, tal que se cumple
una y sólo una de las siguientes igualdades:

λkv
ik,`
′−jk,µ

1,m + λαkv
iαk ,`

′−jαk ,µ
1,m = 0,

λkv
ik,`
′−jk,µ

1,m + λαkv
iαk ,`

′−jαk ,µ
2,m = 0.

La primera igualdad no es posible, ya que ik 6= iαk . Por lo tanto se debe de tener la
segunda igualdad, la cual implica ik − 1 = iαk y jk = jαk − 1. Que ocurre si y sólo si
αk < k. Puesto que αk ≤ k − 1 < k, entonces iαk ≤ ik−1 < ik = iαk + 1. Por lo tanto
αk = k − 1. Aśı ik = ik−1 + 1 y jk = jk−1 − 1 por hipótesis obtenemos que:

ik =(k − 1) + 1 = k,

jk =((`+ `′ − t)− (k − 1))− 1 = (`+ `′ − t)− k.

87



Lo que prueba nuestra afirmación.

Aśı tenemos que:

v =

`′+`−t∑
k=0

λkv
k,t−`+k,µ
0 ,

donde vk,t+k−`,µ0 es un vector de peso máximo µ en V (a + km) ⊗ V (b + (t − ` + k)m)
para todo 0 ≤ k ≤ n. Además:

xk,t−`+kµ =
a+ km+ b+ (t− `+ k)m− µ

2
=
a+ b+ (t− `+ 2k)m− µ

2
.

Sin perdida de generalidad supondremos que λ0 = 1. Puesto que:

es v =
`+`′−t∑
k=0

λk

(
vk,t−`+k,µ1,s + vk,t−`+k,µ2,s

)
= 0

para todo 0 ≤ s ≤ m. Entonces:

λkv
k,t−`+k,µ
2,s + λk+1v

k+1,t−`+(k+1),µ
1,s = 0.

En particular v0,t−`,µ2,0 = −λ1v1,t−`+1,µ
1,0 . Por las ecuaciones (4.14) y (4.13), tenemos que:

v0,t−`,µ2,0 =

x0,t−`µ∑
r=0

(b+(t−`)m
x0,t−`µ −r

)
(b+(t−`+1)m

x0,t−`µ −r

)λ0,t−`,µr v0r ⊗ yt−`+1

x0,t−`µ −r
,

v1,t−`+1,µ
1,0 =

x1,t−`+1
µ∑
r=0

r!

(r −m)!
λ1,t−`+1,µ
r v0r−m ⊗ yt−`+1

x1,t−`+1
µ −r

.

De donde:

x0,t−`µ∑
r=0

(b+(t−`)m
x0,t−`µ −r

)
(b+(t−`+1)m

x0,t−`µ −r

)λ0,t−`,µr v0r⊗yt−`+1

x0,t−`µ −r
= −λ1

x1,t−`+1
µ∑
r=0

r!

(r −m)!
λ1,t−`+1,µ
r v0r−m⊗yt−`+1

x1,t−`+1
µ −r

.

Como 0 ≤ x0,t−`µ ≤ min{a, b+ (t− `)m}, entonces v0r ⊗ yt−`+1

x0,t−`µ −r
6= 0. Por lo tanto, para

que tenga sentido la igualdad anterior se debe tener que:

x1,t−`+1
µ = x0,t−`µ +m.

Además, se tiene la igualdad:

λ0,t−`,µ0

(b+(t−`)m
x0,t−`µ

)
(b+(t−`+1)m

x0,t−`µ

) = −λ1m!λ1,t−`+1,µ
m .
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Por lo tanto:

λ1 = (−1)

(b+(t−`)m
x0,t−`µ

)
λ0,t−`,µ0

m!
(b+(t−`+1)m

x0,t−`µ

)
λ1,t−`+1,µ
m

. (4.15)

Por otro lado, como v0,`−t,µ2,m + λ1v
1,`−t+1,µ
1,m = 0 tenemos que:

x0,t−`µ∑
r=0

(x0,t−`µ − r)!
(b+(t−`)m
x0,t−`µ −r

)
(x0,t−`µ − r +m)!

(b+(t−`+1)m

x0,t−`µ −r+m

)λ0,t−`,µr v0r ⊗ yt−`+1

x0,t−`µ −r+m
=

(−1)m+1λ1

x1,t−`+1
µ∑
r=0

λ1,t−`+1,µ
r v0r ⊗ yt−`+1

x1,t−`+1
µ −r

.

Tomando r = 0 al lado izquierdo de la igualdad anterior, tenemos que:

x0,t−`µ !
(b+(t−`)m

x0,t−`µ

)
(x0,t−`µ +m)!

(b+(t−`+1)m

x0,t−`µ +m

)λ0,t−`,µ0 = (−1)m+1λ1λ
1,t−`+1,µ
0 .

Como x1,t−`+1
µ = x0,t−`µ +m y despejando λ1 tenemos:

λ1 = (−1)m+1
x0,`−tµ !

(b+(`−t)m
x0,`−tµ

)
λ0,`−t,µ0

x1,`−t+1
µ !

(b+(`−t+1)m

x1,`−t+1
µ

)
λ1,`+1−t,µ
0

. (4.16)

Igualando las ecuaciones (4.15) y (4.16) obtenemos:

(−1)

(b+(t−`)m
x0,t−`µ

)
λ0,t−`,µ0

m!
(b+(t−`+1)m

x0,t−`µ

)
λ1,t−`+1,µ
m

= (−1)m+1
x0,t−`µ !

(b+(t−`)m
x0,t−`µ

)
λ0,t−`,µ0

x1,t−`+1
µ !

(b+(t−`+1)m

x1,t−`+1
µ

)
λ1,t−`+1,µ
0

.

Simplificando obtenemos que:

(−1)m
(
b+ (t− `+ 1)m− x0,t−`µ

m

)
λ1,t+1−`,µ
0 = λ1,t+1−`,µ

m .

Puesto que b + (t − ` + 1)m − x0,t−`µ = x1,t+1−`
µ + µ − a y reemplazando los valores de

λ1,t+1−`,µ
0 y λ1,t+1−`,µ

m dados en (4.11), obtenemos que:(
a+m

m

)
=

(
x1,t+1−`
µ

m

)
.

Como m ≥ 1, entonces a + m = x1,t+1−`
µ , de donde a = x0,t−`µ . Además como x0,t−`µ ≤

min{a, b+ (t− `)m}, entonces lo anterior ocurre si y sólo si a ≤ b+ (t− `)m.
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Por lo tanto, si b+ (t− `)m < a obtendriamos un absurdo, lo que implica que n = 0
obteniendo el caso ii.

Si a ≤ b+(t−`)m ocurre, entonces v es un vector de peso máximo µ = b+(t−`)m−a.

Por otra parte, para cada 1 ≤ k ≤ `+ `′ − t, tenemos que xk,t−`+kµ = x
k−1,t−`+(k−1)
µ +m

y x0,t−`µ = a. Por lo tanto, xk,t+k−`µ = a+ km.

Además, para cada 0 ≤ k ≤ n:

λkv
k,t−`+k,µ
2,s + λk+1v

k+1,t−`+(k+1),µ
1,s = 0.

Aśı, tenemos que para todo 0 ≤ s ≤ m y todo 0 ≤ r ≤ a+ km:

λk+1 =
(a+ km− r)!

(b+(t+k−`)m
a+km−r

)
r!λk,t+k−`,µr

(s+ a+ km− r)!
(b+(t+(k+1)−`+1)m

s+a+km−r
)
(r +m− s)!λk+1,t−`+(k+1),µ

r+m−s
.

Por los valores que toman λk,t+k−`,µr y λ
k+1,t−`+(k+1),µ
r+m−s en (4.11) y simplificando los

términos, tenemos que:

λk+1 = (−1)
(a+ km)!

(a+ (k + 1)m)!
λk

para todo 0 ≤ k ≤ n. Notar que la expresión de la derecha en la igualdad anterior no
depende de r.

Puesto que λ0 = 1, entonces λk = (−1)k a!
(a+km)! para 1 ≤ k ≤ n. Por lo tanto, v es un

vector de peso máximo µ = b+ (t− `)m− a y es un múltiplo escalar del vector:

v0,t−`,µ0 − a!

(a+m)!
v1,t−`+1,µ
0 + . . .+ (−1)`+`

′−t a!

(a+ (t− `)m)!
v`
′+`−t,`′,µ
0 .

Como queŕıamos demostrar. �

El resultado principal de esta sección es el siguiente teorema que nos describe el zócalo
del producto tensorial de los g-módulos uniseriales Z(a, `) y Z(b, `′)∗.

Teorema 4.3.3. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces:

soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗) 'sl(2)

soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)∗)⊕
min{`,`′,b(b−a)/mc+`′}⊕

k=1

V (b+ (`′ − k)m− a).

En particular, soc(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗) 'sl(2) soc(Z(a, `))⊗ soc(Z(b, `′)∗) si y sólo si
b+ (`′ − k)m < a para todo 1 ≤ k ≤ min{`, `′}.
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Prueba: Sea V un g-submódulo irreducible de Z(a, `)⊗Z(b, `′)∗. Entonces tenemos que
V es un sl(2)-módulo irreducible y por el Lema 3.1.10, r actúa trivialmente en V . Por
lo tanto existe un número entero no negativo µ tal que V 'sl(2) V (µ). Sea v un vector
de peso máximo µ en V .

Puesto que Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗ =
`+`′⊕
t=0

Ut, entonces existen 0 ≤ tα < tα−1 < . . . < t0 ≤

`+ `′ y v0, v1, . . . , vα tal que:

v = v0 + v1 + . . .+ vα,

donde vd ∈ Utd para todo 0 ≤ d ≤ α.

Puesto que Utd es un sl(2)-submódulo de Z(a, `)⊗ Z(b, `′)∗, entonces vd es un vector
de peso máximo µ en Utd para todo 0 ≤ d ≤ α. Además, como r · Ut ⊂ Ut+1 por
independencia lineal tenemos que:

r · vd = 0

para todo 0 ≤ d ≤ α. Si α 6= 0 la proposición anterior nos indica que vd es un vector de
peso máximo µ = b+(td−`)m−a en Utd para todo 0 ≤ d ≤ α. De donde, si 0 ≤ k, d ≤ α
tenemos que td = tk lo cual es absurdo.

Por lo tanto α = 0 y v = v0 es un vector de peso máximo µ = b+ (t0 − `)− a en Ut0
tal que max{`, `′} ≤ t0 < `+ `′. Si tomamos s = `+ `′ − t0, entonces v es un vector de
peso máximo µ = b+ (`′ − s)m− a en U`+`′−s tal que 1 ≤ s ≤ min{`, `′}. �

Al igual que soc(Z(a, `) ⊗ Z(b, `′)) y soc(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗), el zócalo de Z(a, `) ⊗
Z(b, `′)∗ es libre de multiplicidad.

Ejemplos 4.3.4. Consideramos m = 1 y los g-módulos uniseriales Z(0, 1) y Z(1, 1)∗.
Aśı a = 0 y b = ` = `′ = 1, por lo tanto Z(0, 1)⊗Z(1, 1)∗ tiene la siguiente representacion
matricial:



V (0)⊗ V (2) 2h 2e 0 2e0 0 −e1 e0 0 0 2e0 0

f 0 2e e1 e0 0 −e1 e0 0 e1 e0

0 f −2h 0 e1 0 0 −e1 e0 0 e1

V (0)⊗ V (1) h e −e1 e0 0 e0

f −h 0 −e1 2e0 e1

V (1)⊗ V (2) 3h 3e 0 0 3e1 0 0
f h 4e 0 e1 2e0 0
0 f −h 3e 0 e1 e0
0 0 f −3h 0 0 e1

h e e0

f −h e1

V (1)⊗ V (1) 2h 2e 0
f 0 2e
0 f −2h

0



.

El cual tiene por zócalo soc(Z(0, 1)⊗ Z(1, 1)∗) =sl(2) V (2)⊕ V (1).
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4.4. Serie de zócalo de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ y serie radical de
Z(a, `)⊗ Z(b, `′).

Como dijimos en la Caṕıtulo 3, para cada g-módulo V , existe la serie de zócalo y la
serie del radical. En esta sección describimos la serie del zócalo del sl(2)nV (m)-módulo
Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗.

Consideramos los sl(2)-submódulos W ∗t de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗, definidos en §4.2. Su-
pongamos que V (µ) es un sl(2)-submódulo irreducible en W ∗t tal que ei v = 0 para todo
0 ≤ i ≤ m y donde v es un vector de peso máximo µ. Puesto que:

ei (f v) = f (ei v)− [f, ei] v = 0,

tenemos que ei vj = 0 para todo 0 ≤ i ≤ m y todo 0 ≤ j ≤ µ donde vj = f j v. Por lo
tanto V (µ) ⊂ soc(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗). Por el Teorema 4.2.4 tenemos que:

soc(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) = W ∗`+`′ .

Lo anterior nos indica que para todo vector de peso máximo v en W ∗t con t 6= `+ `′,
existe 0 ≤ i ≤ m tal que ei v 6= 0 y ei−1 v = 0. Por lo tanto ek v = 0 para todo 0 ≤ k < i
y ej v 6= 0 para todo i ≤ j ≤ m.

Lema 4.4.1. Sea v un vector de peso máximo µ en W ∗t con t 6= `+ `′ tal que ei−1 v = 0
y ei v 6= 0 para algún 0 ≤ i ≤ m. Entonces ei v es un vector de peso máximo µ+(m−2i)
en W ∗t+1.

Prueba: Por la definición de los W ∗t ’s tenemos que ei v ∈W ∗t+1, como:

h (ei v) = ei (h v) + [h, ei] v = (µ+ (m− 2i))ei v,

entonces ei v tiene peso µ+ (m− 2i). Además:

e (ei v) = ei (e v) + [e, ei] v = (m− i+ 1)ei−1 v.

Pero ei−1 v = 0 por hipótesis, entonces e (ei v) = 0 y aśı ei v es un vector de peso máximo
µ+ (m− 2i) en W ∗t+1. �

Tenemos el siguiente resultado para el sl(2) n V (m)-módulo Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗.

Teorema 4.4.2. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces, los factores de
zócalo de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ son:

sock+1(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗)/sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) = W ∗k .

para todo 0 ≤ k ≤ `+ `′.
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Prueba: El resultado de este teorema es equivalente a probar que para 1 ≤ k ≤ `+ `′:

sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =g

`+`′⊕
t=`+`′−(k−1)

W ∗t .

Para k = 1, el resultado se tiene por el Teorema 4.2.4.

Tomamos k > 1. Supongamos el resultado válido para k − 1, es decir:

sock−1(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =
`+`′⊕

t=`+`′−(k−2)

W ∗t .

Veamos que se cumple para k. En efecto, por la acción en el producto tensorial de dos
g-módulos dado en el Ejemplo 2.2.1 y por el Lema 4.0.3, tenemos que r ·W ∗t ⊂ W ∗t+1

para todo 0 ≤ t ≤ `+ `′ con W ∗`+`′+1 = 0. En particular, r ·W ∗`+`′−(k−1) ⊂ W ∗`+`′−(k−2),

entonces W ∗`+`′−(k−1) ⊂ sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗). Por lo tanto:

sock−1(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) ( sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗).

Además:
`+`′⊕

t=`+`′−(k−1)

W ∗t ⊂ sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗).

Consideremos v un vector de peso máximo µ en sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗). Queremos

ver que v ∈
`+`′⊕

t=`+`′−(k−1)

W ∗t , lo que mostraŕıa la igualdad en la contenencia anterior.

En efecto, como v es un elemento de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ =

`+`′⊕
t=0

W ∗t . Entonces existen

w1, w2, . . . , wn vectores de peso máximo µ en W ∗t1 ,W
∗
t2 , . . . ,W

∗
tn respectivamente tales

que 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ `+ `′ y se cumple que:

v = w1 + w2 + . . .+ wn.

Si `+ `′ − (k − 1) ≤ ti ≤ `+ `′ para todo 1 ≤ i ≤ n, entonces:

v ∈
`+`′⊕

t=`+`′−(k−1)

W ∗t .

Supongamos que existe 1 ≤ s ≤ n (el más grande de todos) tal que:

0 ≤ t1 < t2 < . . . < ts < `+ `′ − (k − 1) ≤ ts+1 < . . . < tn ≤ `+ `′.
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Entonces 0 ≤ t1 < ` + `′ − (k − 1). Por lo tanto, t1 6= ` + `′ y existe 0 ≤ i ≤ m tal que
eiw1 6= 0. Por el Lema 3.1.10, tenemos que r actúa trivialmente en:

soc
(
Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗/(sock−1(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗))

)
.

Por lo tanto, r · sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) ⊂ sock−1(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗).
Entonces ei v = eiw1 + . . .+ eiwn que está en sock−1(Z(a, `)∗ ⊗Z(b, `′)∗). Por hipótesis

sock−1(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =

`+`′⊕
t=`+`′−(k−2)

W ∗t , de donde:

eiw1 ∈
`+`′⊕

t=`+`′−(k−2)

W ∗t ⊕
s⊕
i=2

W ∗ti+1,

pero eiw1 ∈W ∗t1+1 y 0 ≤ t1 + 1 ≤ `+ `′− (k− 1). Por lo tanto, existe 2 ≤ i0 ≤ s tal que
t1 + 1 = ti0 + 1, lo que contradice la elección de los ti’s. Aśı tenemos que:

v ∈
`+`′⊕

t=`+`′−(k−1)

W ∗t

de donde sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =g

`+`′⊕
t=`+`′−(k−1)

W ∗t . �

El anterior teorema nos indica que la serie del zócalo de Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `)∗ es:

W ∗`+`′ ⊂W ∗`+`′ ⊕W ∗`+`′−1 ⊂ . . . ⊂
`+`′⊕
t=0

W ∗`+`′−t = Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `)∗

con sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =
`+`′⊕

t=`+`′−(k−1)

W ∗t .

Recordamos que si U es un g-submódulo de V ∗, entonces:

U⊥ = {v ∈ V : f(v) = 0 para todo f ∈ U}

además rad(V ) = soc(V ∗)⊥, por lo tanto tenemos el siguiente corolario del Teorema
4.4.2

Corolario 4.4.3. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces

radk(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) =

`+`′⊕
t=k

Wt.
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Prueba: Recordamos que Z(a, `)⊗ Z(b, `′) =
`+`′⊕
t=0

Wt, donde:

Wt =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ im)⊗ V (b+ jm).

Además tenemos que W ∗t ' (W`+`′−t)
∗.

Para demostrar este corolario, usamos un resultado de álgebras asociativas (ver demos-
tracion de [A, Corollary V.1.2. §V.1]). Este resultado nos dice que existe un isomorfismo
(sock(M))∗ 'M∗/radk(M∗).

Por lo tanto:

(sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗))∗ 'g (Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗)∗/radk((Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗)∗).

Puesto que Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ 'g Z(a, `)⊗ Z(b, `′), entonces:(
sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗)

)∗
'g Z(a, `)⊗ Z(b, `′)/radk(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)).

Por el Teorema 4.4.2, tenemos que:

sock(Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗) =g

`+`′⊕
t=`+`′−(k−1)

W ∗t .

Por lo tanto: `+`′⊕
t=`+`′−(k−1)

W ∗t

∗ 'g Z(a, `)⊗ Z(b, `′)/radk(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)).

Por la Nota 4.2.2, tenemos que W ∗t ' (W`+`′−t)
∗, entonces:

`+`′⊕
t=`+`′−(k−1)

W`+`′−t 'g Z(a, `)⊗ Z(b, `′)/radk(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)).

Reparametrizamos, tomando s = `+ `′ − t:
k−1⊕
s=0

Ws 'g Z(a, `)⊗ Z(b, `′)/radk(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)).

Aśı radk(Z(a, `)⊗ Z(b, `′)) =

`+`′⊕
t=k

Wt. �

Por lo tanto, la serie del radical de Z(a, `)⊗ Z(b, `′) es:

W0 ⊂W0 ⊕W1 ⊂ . . . ⊂W0 ⊕W1 ⊕ . . .⊕W`+`′ = Z(a, `)⊗ Z(b, `′).
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5 Módulos ćıclicos de sl(2) n V (m).

La noción general de g-módulo ćıclico para cualquier álgebra de Lie g, coincide con
la definición de A-módulo ćıclico sobre un álgebra asociativa A con unidad. Su relación
con los g-módulos ćıclicos perfectos se puede observar en [Ca2, Proposition 3.6 §3]. En
este caṕıtulo mostraremos que Z(a, `)⊗Z(b, `′) es un sl(2)nV (m)-módulo ćıclico y que
Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ es un sl(2) n V (1)-módulo ćıclico.

Definición 5.0.1. Sea g un álgebra de Lie. Un g-módulo V se denomina g-módulo
ćıclico, si existe v ∈ V tal que:

V = U(g)v.

Recordamos que para cada entero no negativo a, existe un sl(2)-módulo irreducible
V (a), el cual es generado por un vector va0 denominado vector de peso máximo a. Una
base de V (a) está dada por {va0 , va1 , . . . , vaa}, donde vak = fk va0 . Esta base cumple con las
siguientes relaciones:

h vak = (µ− 2k)vak , f vak = vak+1, e vak = k(a− (k − 1))vak−1, (5.1)

para todo 0 ≤ k ≤ a, donde va−1 = vaa+1 = 0.

Proposición 5.0.2. Si V = V (a1)
⊕
. . .
⊕
V (an) es un sl(2)-módulo tal que se tiene

a1 < . . . < an. Entonces V es un sl(2)-módulo ćıclico, con un vector generador v =
va10 + . . .+ van0 . Donde vai0 es un vector de peso máximo ai de V (ai) para todo 1 ≤ i ≤ n.

Prueba: Consideremos v = va10 + . . .+ van0 y W = U(sl(2))v que es un sl(2)-submódulo
de V . Puesto que an > ak para todo 0 ≤ k < n, entonces vakan = fanvak0 = 0 para
todo 0 ≤ k < n. De donde fanv = vanan ∈ W . Para recuperar a van0 tenemos que
eanvanan = (an!)2van0 , por lo tanto:

1

(an!)2
eanfanv = van0 .

Aśı van0 ∈W , de donde V (an) ⊂W .
Tomamos ahora v− van0 = va10 + . . .+ v

an−1

0 ∈W . Razonando de manera similar obtene-
mos que vak0 ∈W para todo 0 ≤ k ≤ n. Aśı V = U(sl(2))v. �

Combinando la proposición anterior con el Teorema de Clebsch-Gordan tenemos que
V (k1) ⊗ V (k2) es un sl(2)-módulo ćıclico para cualquier par de enteros no negativos
k1, k2.
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5.1. Z(a, `)⊗ Z(b, `′) es un sl(2) n V (m)-módulo ćıclico.

Como vimos en §4.3 el producto tensorial de Z(a, `) con Z(b, `′) tiene una descompo-
sición en suma directa de sl(2)-módulos:

Z(a, `)⊗ Z(b, `′) =
`+`′⊕
t=0

Wt

tal que r · Wt ⊂ Wt+1. Donde Wt =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ im)⊗ V (b+ jm) y los conjuntos It

constan de las parejas (i, j) ∈ [0, `] × [0, `′] tales que i + j = ` + `′ − t para todo
0 ≤ t ≤ `+ `′.

Para cada pareja (i, j) ∈ [0, `]× [0, `′], definimos los elementos:

vi,j =

min{a+im,b+jm}∑
k=0

v
i,j,a+b+(i+j)m−2k
0

en V (a+im)⊗V (b+jm), es decir, vi,j es la suma de los vectores de peso máximo que apa-
recen en el Teorema de Clebsch-Gordan para la descomposición de V (a+im)⊗V (b+jm)
como sl(2)-módulo.

Por la Proposición 5.0.2 tenemos que cada producto tensorial V (a+ im)⊗ V (b+ jm)
es un sl(2)-módulo ćıclico con un vector generador vi,j .

Para cada 0 ≤ i ≤ `, fijaremos las bases Bi = {vi0, vi1, . . . , via+im} de V (a+ im) tal que
vi0 es un vector de peso máximo a + im y vik = fk vi0 para todo 0 ≤ k ≤ a + im. Por lo

tanto Ba,` =
⋃̀
i=0

Bi es una base de Z(a, `). Como en el Caṕıtulo 4.

Con la base Ba,` definida anteriormente tenemos que r actúa en Z(a, `) de la siguiente
manera:

es v
i
k = (−1)s

(
m

s

)
k!

(s+ k −m)!
vi−1s+k−m (5.2)

para todo 0 ≤ s ≤ m, donde 0 ≤ k ≤ a+im. Además, si s+k−m < 0 o a+im < s+k−m,
entonces vi−1s+k−m = 0 y v−1α = 0 para todo α.

Por otra parte, consideramosBb,`′ =
`′⋃
j=0

Bj base de Z(b, `′). DondeBj = {wj0, . . . , w
j
b+jm}

para todo 0 ≤ j ≤ `′. Bb,`′ cumple las mismas propiedades que la base Ba,` para Z(a, `).
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Recordamos la notación dada en §4.1. Si V (µ) aparece en la descomposición de V (a+
im)⊗ V (b+ jm), entonces:

xi,jµ =
a+ b+ (i+ j)m− µ

2
con 0 ≤ xi,jµ ≤ min{a+ im, b+ jm}, (5.3)

λi,j,µr = (−1)r
(
xi,jµ
r

)( xi,jµ +µ
a+im−r

) para todo 0 ≤ r ≤ xi,jµ . (5.4)

Un vector de peso máximo µ en V (a+ im)⊗ V (b+ jm) es:

vi,j,µ0 =

xi,jµ∑
r=0

λi,j,µr vir ⊗ w
j

xi,jµ −r
.

Proposición 5.1.1. Para toda pareja (i, j) ∈ [1, `] × [0, `′] con b + jm 6= 0, el sl(2)-
submódulo V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm) de Z(a, `)⊗Z(b, `′) está contenido en U(g)vi,j.

Prueba: Puesto que V (a+im)⊗V (b+jm) = U(sl(2))vi,j , entonces V (a+im)⊗V (b+jm)
está contenido en U(g)vi,j . Por lo tanto, para todo 0 ≤ r ≤ a+ im y todo 0 ≤ s ≤ b+ jm

los elementos vir ⊗ w
j
s están en U(g)vi,j .

Para determinar que V (a + (i − 1)m) ⊗ V (b + jm) está contenido en U(g)vi,j , es
suficiente mostrar que cada vector de peso máximo en V (a+ (i− 1)m)⊗V (b+ jm) está
en U(g)vi,j .

Sea vi−1,j,µ0 un vector de peso máximo µ en V (a+ (i−1)m)⊗V (b+ jm). Se tiene que:

0 ≤ xi−1,jµ ≤ min{a+ (i− 1)m, b+ jm} ≤ min{a+ im, b+ jm}.

Caso[xi−1,jµ 6= min{a+ (i− 1)m, b+ jm}]
Consideramos los elementos:

z0 =

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
αr v

i
r ⊗ w

j

xi−1,j
µ −r

,

z1 =

xi−1,j
µ +1∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ + 1

r

)
βr v

i
r ⊗ w

j

xi−1,j
µ +1−r

,

los cuales son elementos que están en U(g)vi,j y donde cada producto tensorial involu-
crado en ambas sumas es diferente de cero.

De donde, (−1)mem z0 y
(−1)m−1(

m
m−1

)
(xi−1,jµ + 1)

em−1 z1 son elementos de U(g)vi,j .
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Usando la acción de r sobre V (a+ im) y V (b+ jm) dada en (5.2), tenemos que:

(−1)mem z0 =

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
αr v

i−1
r ⊗ wj

xi−1,j
µ −r

+

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
αr v

i
r ⊗ w

j−1
xi−1,j
µ −r

Además, se tiene la siguiente igualdad:

(−1)m−1(
m
m−1

)
(xi−1,jµ + 1)

em−1z1 =

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r+1

(
xi−1,jµ

r

)
βr+1 v

i−1
r ⊗ wj

xi−1,j
µ −r

+

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
βr v

i
r ⊗ w

j−1
xi−1,j
µ −r

.

Queremos determinar valores de los α′rs y β′rs de tal manera que se cumpla la siguiente
igualdad:

vi−1,j,µ0 = em z0 −
(−1)m−1(

m
m−1

)
(xi−1,jµ + 1)

em−1z1

lo que nos lleva a lo siguiente:

xi−1,j
µ∑
r=0

λi−1,j,µr vi−1r ⊗ wj
xi−1,j
µ −r

=

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
(αr + βr+1)v

i−1
r ⊗ wj

xi−1,j
µ −r

+

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
(αr − βr)vir ⊗ w

j−1
xi−1,j
µ −r

,

donde λi−1,jr = (−1)r
(
xi−1,j
µ
r

)( xi−1,j
µ +µ

a+(i−1)m−r
) , para todo 0 ≤ r ≤ xi−1,jµ , dada en la ecuación (5.2).

Aśı, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
αr + βr+1 =

1( xi−1,j
µ +µ

a+(i−1)m−r
)

αr − βr = 0

para todo 0 ≤ r ≤ xi−1,jµ y β
xi−1,j
µ +1

= 0. Las soluciones para este sistema están dadas
por:

αr = βr =

xi−1,j
µ −r∑
s=0

(−1)x
i−1,j
µ −r+s 1( xi−1,j

µ +µ
a+(i−1)m−s

) ,
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para todo 0 ≤ r ≤ xi−1,jµ .

Por lo tanto, vi−1,j,µ0 está en U(g)vi,j para todo vector de peso máximo µ en el producto

tensorial de V (a+(i−1)m) con V (b+jm) tal que 0 ≤ xi−1,jµ < min{a+(i−1)m, b+jm}.

Cabe notar que la demostración del caso anterior es valida, si tenemos que:

xi−1,jµ = min{a+ (i− 1)m, b+ jm} = a+ (i− 1)m

Caso[xi−1,jµ = min{a+ (i− 1)m, b+ jm} = b+ jm]

Para este caso consideramos los elementos:

z0 =

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
αr v

i
r ⊗ w

j

xi−1,j
µ −r

,

z1 =

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ + 1

r + 1

)
βr v

i
r+1 ⊗ w

j

xi−1,j
µ −r

,

que son elementos que están en U(g)vi,j y donde cada producto tensorial involucrado en
la suma es diferente de cero.

Procediendo de manera similar que antes, queremos que:

vi−1,j,µ0 = (−1)mem z0 +
(−1)m−1(

m
m−1

)
(xi−1,jµ + 1)

em−1 z1,

es decir:

xi−1,j
µ∑
r=0

λi−1,j,µr vi−1r ⊗ wj
xi−1,j
µ −r

=

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
(αr + βr)v

i−1
r ⊗ wj

xi−1,j
µ −r

+

xi−1,j
µ∑
r=0

(−1)r
(
xi−1,jµ

r

)
(αr − βr−1)vir ⊗ w

j−1
xi−1,j
µ −r

,

con β
xi−1,j
µ −1 = 0 y donde λi−1,jr = (−1)r

(
xi−1,j
µ
r

)( xi−1,j
µ +µ

a+(i−1)m−r
) para todo 0 ≤ r ≤ xi−1,jµ .

Aśı tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
αr + βr =

1( xi−1,j
µ +µ

a+(i−1)m−r
)

αr − βr−1 = 0
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para todo 0 ≤ r ≤ xi−1,jµ y β−1 = 0. Las soluciones para este sistema están dadas por:

αr = βr−1 =

r−1∑
s=0

(−1)r+s
1( xi−1,j

µ +µ
a+(i−1)m−s

)
para todo 1 ≤ r ≤ xi−1,jµ y α0 = β−1 = 0.

Por lo tanto de los casos anteriores tenemos que si V (µ) aparece en la descomposición
de V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm), entonces V (µ) está en U(g)vi,j .
Aśı, V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm) ⊂ U(g)vi,j . �

El resultado anterior muestra que cualquier vector de peso máximo en el producto
tensorial V (a+(i−1)m)⊗V (b+jm) es generado por elementos en V (a+im)⊗V (b+jm)
siempre que i 6= 0 y b+ jm 6= 0, quien a su vez es generado por el vector vi,j .

Procediendo de manera análoga a la proposición anterior, cambiando los roles de a y b,
e i con j tenemos el siguiente resultado que muestra que cualquier vector de peso máximo
en V (a+im)⊗V (b+(j−1)m) también es generado por elementos en V (a+im)⊗V (b+jm)
siempre que j 6= 0 y a+ im 6= 0.

Proposición 5.1.2. Para toda pareja (i, j) ∈ [0, `] × [1, `′] con a + im 6= 0, el sl(2)-
submódulo V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m) de Z(a, `)⊗Z(b, `′) está contenido en U(g)vi,j.

Nota 5.1.3. Observar que en las demostraciones de las proposiciones anteriores, se
muestra que todo vector de peso máximo µ en V (a+(i−1)m)⊗V (b+jm) con i(b+jm) 6= 0
o en V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m) con j(a+ im) 6= 0 está en r(V (a+ im)⊗ V (b+ jm)).

Con esto tenemos el siguiente teorema que nos muestra que el producto tensorial de
los g-módulos uniseriales Z(a, `) y Z(b, `′) es un g-módulo ćıclico.

Teorema 5.1.4. Sean a, b, `, `′ números enteros no negativos. Entonces Z(a, `)⊗Z(b, `′)
es un g-módulo ćıclico con v`,`′ como un vector generador, es decir:

Z(a, `)⊗ Z(b, `′) = U(g)v`,`′ .

Prueba: Por las Proposiciones 5.1.1 y 5.1.2 tenemos que tanto V (a+(i−1)m)⊗V (b+jm)
si b + jm 6= 0 e i 6= 0, y V (a + im) ⊗ V (b + (j − 1)m) si a + im 6= 0 y j 6= 0 están en
U(g)vi,j . Si i = 0, claramente V (a + (i − 1)m) ⊗ V (b + jm) = 0 y por lo tanto está en
U(g)vi,j , de igual manera si j = 0, tenemos que V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m) = 0.

Si b+ jm = 0 y i 6= 0, entonces j = 0. Por lo tanto, V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m) = 0
y V (a+ (i−1)m)⊗V (b+ jm) 'sl(2) V (a+ (i−1)m). Además, tenemos que vi−10 ⊗w0

0 =
(−1)mem (vi0⊗w0

0) es un vector de peso máximo a+(i−1)m en V (a+(i−1)m)⊗V (b+jm).
De donde, V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm) está contenido en U(g)vi,0.
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De manera semejante, tenemos el caso a+ im = 0 y j 6= 0.
Si a + im = 0 y b + jm = 0, entonces i = j = 0 y V (a + im) ⊗ V (b + (j − 1)m) =
V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm) = 0.

Afirmamos que Wt ⊂ U(g)v`,`′ para todo 0 ≤ t ≤ ` + `′. En efecto, puesto que
V (a+ `m)⊗ V (b+ `′m) = U(sl(2))v`,`′ . Entonces:

W0 = V (a+ `m)⊗ V (b+ `′m) ⊂ U(g)v`,`′ .

Por las Proposiciones 5.1.1 y 5.1.2, tanto V (a+ (`−1)m)⊗V (b+ `′m) como el producto
tensorial V (a+ `m)⊗ V (b+ (`′ − 1)m) están en U(g)v`,`′ . De donde, W1 ⊂ U(g)v`,`′ .

Supongamos que Wt ⊂ U(g)v`,`′ para 0 < t < `+ `′. Afirmamos que Wt+1 ⊂ U(g)v`,`′ .
En efecto, consideremos (i, j) ∈ It+1. Es decir, V (a+ im)⊗V (b+ jm) ⊂Wt+1, entonces
(i − 1, j) y/o (i, j − 1) están en It. Por las Proposiciones 5.1.1 y 5.1.2, tenemos que
V (a + im) ⊗ V (b + jm) ⊂ U(g)vi−1,j y/o V (a + im) ⊗ V (b + jm) ⊂ U(g)vi,j−1. Pero,
U(g)vi−1,j y U(g)vi,j−1 están contenidos en U(g)v`,`′ , pues por hipotesis vi−1,j , vi,j−1 ∈
U(g)v`,`′ . De donde, V (a+ im)⊗V (b+jm) ⊂ U(g)v`,`′ . Puesto que la pareja (i, j) ∈ It+1

es arbitraria, tenemos que Wt+1 ⊂ U(g)v`,`′ .

Aśı, Wt ⊂ U(g)v`,`′ para todo 0 ≤ t ≤ `+`′. Por lo tanto, U(g)v`,`′ = Z(a, `)⊕Z(b, `′).

�

Nota 5.1.5. Por lo dicho en la Nota 5.1.3 y en la demostración del teorema anterior,
tenemos que V (a+(i−1)m)⊗V (b+jm) y V (a+ im)⊗V (b+(j−1)m) están contenidos
en r(V (a+ im)⊕ V (b+ jm)). Por lo tanto:

r(V (a+im)⊗V (b+jm)) = (V (a+(i−1)m)⊗V (b+jm))⊕(V (a+im)⊗V (b+(j−1)m)).

Siguiendo la noción de espacio generador dada en §3.4, tenemos que W0 = V (a +
`m)⊗V (b+ `′m) es un subespacio generador de Z(a, `)⊗Z(b, `′). Por lo tanto, tenemos
el siguiente resultado, el cual es una consecuencia inmediata de los resultados antes
obtenidos.

Corolario 5.1.6. Para todo 1 ≤ k ≤ `+ `′, tenemos que rk(W0) = Wk.

Prueba: Por la Nota 5.1.5, tenemos que r(W0) = W1. Pues, W0 = V (a+`m)⊗V (b+`′m)
y W1 = (V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm))⊕ (V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m)).

Supongamos que rk(W0) = Wk, por lo tanto rk+1(W0) ⊂Wk+1. Para todo 0 ≤ t ≤ `+`′
tenemos:

Wt =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ im)⊗ V (b+ jm)
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con It = {(i, j) ∈ [0, `]× [0, `′] : i+ j = `+ `′ − t}.

Si V (a+im)⊗V (b+jm) ⊂Wk+1, es por que (i, j) ∈ Ik+1. De donde, (i−1, j) ∈ Ik y/o
(i, j−1) ∈ Ik, es decir, V (a+(i−1)m)⊗V (b+jm) ⊂Wk y V (a+im)⊗V (b+(j−1)m) ⊂
Wk. Por la Nota 5.1.5, tenemos que se cumple alguna de las dos contenencias (o ambas):

V (a+ im)⊗ V (b+ jm) ⊂ r(V (a+ im)⊗ V (b+ (j − 1)m))

V (a+ im)⊗ V (b+ jm) ⊂ r(V (a+ (i− 1)m)⊗ V (b+ jm))

para todo (i, j) ∈ Ik+1. Por lo tanto, V (a + im) ⊗ V (b + jm) ⊂ r(Wk), para todo
(i, j) ∈ Ik+1. Por hipótesis, obtenemos que Wk+1 ⊂ rk+1(W0). Aśı, rk+1(W0) = Wk+1

Podemos concluir entonces que rk(W0) = Wk para todo 1 ≤ k ≤ `+ `′. �

5.2. Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ es un sl(2) n V (1)-módulo ćıclico.

Como vimos en §4.2, el producto tensorial de Z(a, `)∗ con Z(b, `′)∗ tienen una estruc-
tura de sl(2)-módulo:

Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ =

`+`′⊕
t=0

W ∗t

tal que r ·W ∗t ⊂ W ∗t+1, donde W ∗t =
⊕

(i,j)∈It

V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m) y para

0 ≤ t ≤ `+ `′, tenemos It = {(i, j) ∈ [0, `]× [0, `′] : i+ j = `+ `′ − t}.

Para cada (i, j) ∈ [0, `]× [0, `′], definimos los elementos:

w`−i,`′−j =

min{a+(`−i)m,b+(`′−j)m}∑
k=0

v
`−i,`′−j,a+b+((`+`′)−(i+j))m−2k
0

en V (a+ (`− i)m)⊗V (b+ (`′− j)m), es decir, w`−i,`′−j es la suma de todos los vectores
de peso máximo en V (a + (` − i)m) ⊗ V (b + (`′ − j)m) que nos da el Teorema de
Clebsch-Gordan. Por la Proposición 5.0.2, tenemos que:

V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m) = U(sl(2))w`−i,`′−j .

Para cada 0 ≤ i ≤ `, fijaremos las bases B∗`−i = {w`−i0 , w`−i1 , . . . , w`−ia+(`−i)m} de V (a+

(`− i)m) tal que w`−i0 es un vector de peso máximo a+ (`− i)m y w`−ik = fk w`−i0 para

todo 0 ≤ k ≤ a + (` − i)m. Por lo tanto B∗a,` =
⋃̀
i=0

B∗`−i es una base de Z(a, `)∗. Como

en el Caṕıtulo 4.

104



Con la base B∗a,` definida anteriormente, por el Lema 4.0.3 tenemos que r actúa en
Z(a, `)∗ de la siguiente manera:

esw
`−i
k =

(
m

s

)
k!
(a+(`−i)m

k

)
(s+ k)!

(a+(`−i+1)m
s+k

)w`−i+1
s+k . (5.5)

para todo 0 ≤ s ≤ m, donde 0 ≤ k ≤ a+(`−i)m. Además si s+k < 0 o a+(`−i+1)m <
s+ k, entonces w`−i+1

s+k = 0 y w`+1
α = 0 para todo α.

Consideramos B∗b,`′ =
`′⋃
j=0

B∗j base de Z(b, `′)∗. Donde Bj = {y`
′−j
0 , . . . , y`

′−j
b+(`′−j)m}

para todo 0 ≤ j ≤ `′. Esta base cumple las mismas propiedades que la base B∗a,` para
Z(a, `)∗.

Además, recordamos la notación dada en §4.2. Tenemos que:

x`−i,`
′−j

µ =
a+ b+ (`+ `′ − (i+ j))m− µ

2
, (5.6)

λ`−i,`
′−j,µ

r = (−1)r
(
x`−i,`

′−j
µ
r

)
( x`−i,`′−jµ +µ
a+(`−i)m−r

) para todo 0 ≤ r ≤ x`−i,`′−jµ . (5.7)

Además:

v`−i,`
′−j,µ

0 =

x`−i,`
′−j

µ∑
r=0

λ`−i,`
′−j,µ

r w`−ir ⊗ y`−j
x`−i,`

′−j
µ −r

.

denota el vector de peso máximo µ en V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m) descrito en el
Teorema de Clebsch-Gordan.

Consideramos los elementos en W ∗t con 1 ≤ t ≤ min{`, `′}, dados por:

wt =
t∑

k=0

(−1)kvk,t−k,a+b+tm0 .

Es decir, wt es la suma alternada de los vectores de peso máximo a + b + tm en el
producto tensorial de V (a+ km) con V (b+ (t− k)m) tal que (`− k, `′ + k − t) ∈ It; de
esta definición tenemos que wt es un vector de peso máximo a+ b+ tm en W ∗t .

Puesto que la multiplicidad de V (a+b+tm) en los espacio V (a+km)⊗V (b+(t−k)m)
es uno tenemos el siguiente lema:

Lema 5.2.1. Consideremos los g-módulos uniseriales Z(a, `)∗ y Z(b, `′)∗. Entonces la
multiplicidad de V (a+ b+ tm) en W ∗t es:
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i. t+ 1, si 0 ≤ t ≤ min{`, `′}.

ii. min{`, `′}+ 1, si min{`, `′} < t ≤ max{`, `′}.

iii. (`+ `′ − t) + 1, si max{`, `′} < t ≤ `+ `′.

Prueba: Como Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ 'g Z(b, `′)∗ ⊗ Z(a, `′)∗, supondremos sin pérdida de
generalidad que ` ≤ `′.

i. Si 0 ≤ t ≤ `. Como W ∗t tiene t + 1 sumandos en su descomposición como sl(2)-
módulo de la forma V (a + (` − i)m) ⊗ V (b + (`′ − j)m), correspondientes a las
parejas (`, `′− t), (`−1, `′− t+1), . . . , (`− t, `′) en It. Puesto que en cada sumando
V (a+ km)⊗ V (b+ (t− k)m) la multiplicidad de V (a+ b+ tm) es uno. Entonces
V (a+ b+ tm) aparece en la descomposición de W ∗t como sl(2)-módulo t+ 1-veces.

ii. Si ` < t ≤ `′. Como W ∗t tiene ` + 1 sumandos en su descomposición como sl(2)-
módulo de la forma V (a+(`−i)m)⊗V (b+(`′−j)m) correspondientes a las parejas
(`, `′ − t), (` − 1, `′ − t + 1), . . . , (0, `′ − t + `) en It. Puesto que en cada sumando
V (a+ km)⊗ V (b+ (t− k)m) la multiplicidad de V (a+ b+ tm) es uno. Entonces
V (a+ b+ tm) aparece en la descomposición de W ∗t como sl(2)-módulo `+ 1-veces.

iii. Si `′ < t ≤ ` + `′. Entonces W ∗t tiene ` + 1 sumandos en su descomposición como
sl(2)-módulo de la forma V (a+ (`− i)m)⊗V (b+ (`′− j)m) correspondientes a las
parejas (`+ `′ − t, 0), (`+ `′ − t− 1, 1), . . . , (0, `+ `′ + t) en It. Puesto que en cada
sumando V (a+ km)⊗ V (b+ (t− k)m) la multiplicidad de V (a+ b+ tm) es uno.
Entonces V (a + b + tm) aparece en la descomposición de W ∗t como sl(2)-módulo
(`′ + `− t) + 1-veces.

�

La siguiente proposición la enunciamos de manera general para todo m ≥ 1.

Proposición 5.2.2. Sea v`−i+1,`′−j,µ
0 un vector de peso máximo µ en el producto tenso-

rial de V (a+ (`− i+ 1)m) con V (b+ (`′ − j)m) con i 6= 0.

Si 1 ≤ x`−i+1,`′−j
µ ≤ min{a + (` − i)m, b + (`′ − j)m} o x`−i+1,`′−j

µ = a + (` − i)m + 1.
Entonces,

v`−i+1,`′−j,µ
0 ∈ U(g)w`−i,`′−j .

Prueba: Para simplificar notación en esta prueba, llamaremos x a x`−i+1,`′−j
µ .

Como V (a + (` − i)m) ⊗ V (b + (`′ − j)m) ⊂ U(g)w`−i,`′−j , queremos mostrar que

v`−i+1,`′−j,µ
0 es puede expresar como combinación lineal de acciones de g en vectores

de V (a+ (`− i)m)⊗ V (b+ (`′ − j)m).

Caso [1 ≤ x ≤min{a+ (`− i)m, b+ (`′ − j)m}]
Puesto que x ≤ min{a + (` − i)m, b + (`′ − j)m}. Entonces w`−is ⊗ y`

′−j
k 6= 0 para todo
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0 ≤ s, k ≤ x. Definimos los elemento z0 y z1 en U(g)w`−i,`′−j como:

z0 =
x−1∑
r=0

αrw
`−i
r ⊗ y`

′−j
x−r ,

z1 =
x−1∑
r=0

βrw
`−i
r ⊗ y`

′−j
x−(r+1).

Puesto que 1 ≤ x, los productos tensoriales en cada sumando de z0 y z1 son distintos de
cero y están en V (a+(`− i)m)⊗V (b+(`′−j)m). Usando la acción de r en los elementos

w`−ir y y`
′−j
x−r dada en (5.5), para cada 0 ≤ r ≤ x− 1 tenemos que:

e0 z0 =

x−1∑
r=0

(
a+(`−i)m

r

)(
a+(`−i+1)m

r

)αrw`−i+1
r ⊗ y`

′−j
x−r +

x−1∑
r=0

(
b+(`′−j)m

x−r
)(

b+(`′−j+1)m
x−r

)αrw`−ir ⊗ y`
′−j+1
x−r .

Además:

1

m
e1 z1 =

x∑
r=1

(
a+(`−i)m

r−1
)

r
(
a+(`−i+1)m

r

)βr−1w`−i+1
r ⊗ y`

′−j
x−r +

x−1∑
r=0

(b+(`′−j)m
x−(r+1)

)
(x− r)

(
b+(`′−j+1)m

x−r
)βrw`−ir ⊗ y`

′−j+1
x−r .

Queremos determinar valores de los αr’s y βr’s de tal manera que se cumpla la siguiente
igualdad:

e0 z0 −
1

m
e1 z1 = v`−i+1,`′−j,µ

0

lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones con 2x+ 1 ecuaciones y 2x incognitas:

α0 = λ`−i+1,`′−j,µ
0 ,

(
a+(`−i)m

r

)(
a+(`−i+1)m

r

)αr − (
a+(`−i)m

r−1
)

r
(
a+(`−i+1)m

r

)βr−1 = λ`−i+1,`′−j,µ
r para todo 1 ≤ r ≤ x− 1,

(
b+(`′−j)m

x−r
)(

b+(`′−j+1)m
x−r

)αr −
(b+(`′−j)m
x−(r+1)

)
(x− r)

(
b+(`′−j+1)m

x−r
)βr = 0 para todo 0 ≤ r ≤ x− 1,

−
(
a+(`−i)m

x−1
)

x
(
a+(`−i+1)m

x

)βx−1 = λ`−i+1,`′−j,µ
x

Reemplazando, obtenemos:
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α0 = λ`−i+1,`′−j,µ
0 ,

αr =

(
a+(`−i+1)m

r

)(
a+(`−i)m

r

) λ`−i+1,`′−j,µ
r +

(
a+(`−i)m

r−1
)(b+(`′−j)m

x−(r−1)
)
(x− (r − 1))(

a+(`−i)m
r

)(
b+(`′−j)m

x−r
)
r

αr−1

si 1 ≤ r ≤ x− 1,

βr =

(
b+(`′−j)m

x−r
)
(x− r)(b+(`′−j)m

x−(r+1)

) αr si 0 ≤ r ≤ x− 1,

βx−1 = −
x
(
a+(`−i+1)m

x

)(
a+(`−i)m

x−1
) λ`−i+1,`′−j,µ

x .

Afirmamos que las soluciones son:

αr =

(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)(

a+(`−i)m
r

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r ,

βr =

(
b+(`′−j)m

x−r
)(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)2(b+(`′−j)m

x−(r+1)

)(
a+(`−i)m

r

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r

para todo 0 ≤ r ≤ x− 1. En efecto, si r = 0, entonces:

α0 = λ`−i+1,`′−j,µ
0 =

(
a+(`−i+1)m

0

)
(x− 0)(

a+(`−i)m
0

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
0 .

Supongamos el resultado cierto para αr, entonces:

αr+1 =

(
a+(`−i+1)m

r+1

)(
a+(`−i)m

r+1

) λ`−i+1,`′−j,µ
r+1 +

(
a+(`−i)m

r

)(
b+(`′−j)m

x−r
)
(x− r)(

a+(`−i)m
r+1

)(b+(`′−j)m
x−(r+1)

)
(r + 1)

αr.

Por hipotesis y reemplazando tenemos que:

αr+1 =

(
a+(`−i+1)m

r+1

)(
a+(`−i)m

r+1

) λ`−i+1,l′−j,µ
r+1 +(

a+(`−i)m
r

)(
b+(`′−j)m

x−r
)
(x− r)

(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)(

a+(`−i)m
r+1

)(b+(`′−j)m
x−(r+1)

)
(r + 1)

(
a+(`−i)m

r

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r .

Por lo tanto:

αr+1 =

(
a+(`−i+1)m

r+1

)(
a+(`−i)m

r+1

) λ`−i+1,`′−j,µ
r+1 +

(
b+(`′−j)m

x−r
)
(x− r)

(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)(

a+(`−i)m
r+1

)(b+(`′−j)m
x−(r+1)

)
(r + 1)x

λ`−i+1,`′−j,µ
r .
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Puesto que x =
a+ (`− i+ 1)m+ b+ (`′ − j)m− µ

2
y usando la definición de los λr’s

dada en (5.7), se puede comprobar fácilmente que:

x− (r − 1)

r
λ`−i+1,`′−j,µ
r−1 = −a+ (`− i+ 1)m− (r − 1)

b+ (`′ − j)m− x+ r
λ`−i+1,`′−j,µ
r (5.8)

Sustituyendo tenemos que:

αr+1 =

(
a+(`−i+1)m

r+1

)(
a+(`−i)m

r+1

) λ`−i+1,`′−j,µ
r+1 +(

a+(`−i+1)m
r

)(
b+(`′−j)m

x−r
)
(x− r)(a+ (`− i+ 1)m− r)(

a+(`−i)m
r+1

)(b+(`′−j)m
x−(r+1)

)
x(b+ (`′ − j)m− x+ r + 1)

λ`−i+1,`′−j,µ
r ,

por lo tanto obtenemos que:

αr+1 =

(
a+(`−i+1)m

r+1

)(
a+(`−i)m

r+1

) λ`−i+1,`′−j,µ
r+1 −

(r + 1)
(
a+(`−i+1)m

r+1

)(
a+(`−i)m

r+1

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r+1 .

Aśı sacando factor común y simplificando tenemos que:

αr+1 =

(
a+(`−i+1)m

r+1

)
(x− (r + 1))(

a+(`−i)m
r+1

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r+1 .

De donde nuestra afirmación es cierta para los α′rs, es decir:

αr =

(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)(

a+(`−i)m
r

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r

para todo 0 ≤ r ≤ x − 1. Además reemplazando para encontrar los valores de los β′rs
tenemos:

βr =

(
b+(`′−j)m

x−r
)(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)2(b+(`′−j)m

x−(r+1)

)(
a+(`−i)m

r

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r

para todo 0 ≤ r ≤ x− 1.

En particular, tenemos que:

βx−1 =

(
b+(`′−j)m

1

)(
a+(`−i+1)m

x−1
)(

a+(`−i)m
x−1

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
x−1

= −
(
a+(`−i+1)m

x

)
x(

a+(`−i)m
x−1

) λ`−i+1,`′−j,µ
x .
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Los que muestra la consistencia del sistema de ecuaciones planteado. Por lo tanto, el

vector v`−i+1,`′−j,µ
0 de peso máximo µ está en U(g)w`−i,`′−j .

Caso [x = a+ (`− i)m+ 1]
Este caso ocurre sólo cuando min{a+ (`− i)m, b+ (`′ − j)m} = a+ (`− i)m.
Como x = a+ (`− i)m+ 1 consideramos los elementos:

z′0 =

a+(`−i)m∑
r=0

αrw
`−i
r ⊗ y`

′−j
x−r ,

z′1 =

a+(`−i)m∑
r=0

βrw
`−i
r ⊗ y`

′−j
x−(r+1).

Como nuestro objetivo de nuevo es conseguir valores de los αr’s y β′rs de tal forma que

e0 z
′
0− 1

me1 z
′
1 = v`−i+1,`′−j,µ

0 , procedemos de manera similar al caso anterior obteniendo
que las soluciones del sistema son:

αr =

(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)(

a+(`−i)m
r

)
x

λ`−i+1,`′−j,µ
r ,

βr =

(
b+(`′−j)m

x−r
)(
a+(`−i+1)m

r

)
(x− r)2(b+(`′−j)m

x−(r+1)

)(
a+(`−i)m

r

)
x

λr

para todo 0 ≤ r ≤ a+ (`− i)m. �

Para m = 1 tenemos el siguiente corolario de la proposición anterior.

Corolario 5.2.3. Sean Z(a, `)∗ y Z(b, `′)∗ dos sl(2) n V (1)-módulos uniseriales.

Si v`−i+1,`′−j,µ
0 es un vector de peso máximo µ en V (a + ` − i + 1) ⊗ V (b + `′ − j) con

i 6= 0 tal que x`−i+1,`′−j
µ 6= 0. Entonces

v`−i+1,`′−j,µ
0 ∈ U(g)w`−i,`′−j .

Prueba: Sabemos que 1 ≤ x`−i+1,`′−j
µ ≤ min{a + ` − i + 1, b + `′ − j}. Puesto que se

tiene una de las siguientes igualdades:

min{a+ `− i+ 1, b+ `′ − j} =min{a+ `− i, b+ `′ − j},
min{a+ `− i+ 1, b+ `′ − j} =min{a+ `− i, b+ `′ − j}+ 1.

Si min{a+`−i+1, b+`′−j} = min{a+`−i, b+`′−j}, tenemos que 1 ≤ x`−i+1,`′−j
µ ≤

min{a+ `− i, b+ `′ − j}.
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Si min{a + ` − i + 1, b + `′ − j} = min{a + ` − i, b + `′ − j} + 1 lo que ocurre si y

sólo si a+ `− i+ 1 = b+ `′ − j, entonces 1 ≤ x`−i+1,`′−j
µ ≤ min{a+ `− i, b+ `′ − j} o

x`−i+1,`′−j
µ = a+ `− i+ 1.

En cualquiera de los casos, podemos aplicar la Proposición 5.2.2 para obtener el re-
sultado deseado. �

De manera similar a la Proposición 5.2.2, cambiando los roles de a y b, e i y j, tenemos
la siguiente proposición.

Proposición 5.2.4. Sea v`−i,`
′−j+1,µ

0 un vector de peso máximo µ en el producto ten-
sorial de V (a+ (`− i)m) con V (b+ (`′ − j + 1)m) con j 6= 0.

Si 1 ≤ x`−i,`
′−j+1

µ ≤ min{a+ (`− i)m, b+ (`′ − j)m} o x`−i,`
′−j+1

µ = b+ (`′ − j)m+ 1.
Entonces,

v`−i,`
′−j+1,µ

0 ∈ U(g)w`−i,`′−j .

Para el caso m = 1, tenemos el siguiente corolario de la proposición anterior.

Corolario 5.2.5. Sean Z(a, `)∗ y Z(b, `′)∗ dos sl(2) n V (1)-módulos uniseriales.

Si v`−i,`
′−j+1,µ

0 es un vector de peso máximo µ en V (a+ (`− i))⊗V (b+ (`′− j+ 1)) con

j 6= 0 tal que x`−i,`
′−j+1

µ 6= 0. Entonces:

v`−i,`
′−j+1,µ

0 ∈ U(g)w`−i,`′−j .

Prueba: Sabemos que 1 ≤ x`−i,`
′−j+1

µ ≤ min{a+ `− i, b+ `′ − j + 1}.
Además, min{a+`−i, b+`′−j+1} = min{a+`−i, b+`′−j} o min{a+`−i, b+`′−j+1} =
min{a+ `− i, b+ `′ − j}+ 1.

Si min{a+`−i, b+`′−j+1} = min{a+`−i, b+`′−j}, tenemos que 1 ≤ x`−i,`
′−j+1

µ ≤
min{a+ `− i, b+ `′ − j}.

Si min{a + ` − i, b + `′ − j + 1} = min{a + ` − i, b + `′ − j} + 1 lo que ocurre si y

sólo si a+ `− i = b+ `′ − j + 1, entonces 1 ≤ x`−i,`
′−j+1

µ ≤ min{a+ `− i, b+ `′ − j} o

x`−i,`
′−j+1

µ = b+ `′ − j + 1 = min{a+ `− i, b+ `′ − j + 1}.

Aplicando la Proposición 5.2.4 obtenemos el resultado deseado. �

Si v es un vector de peso máximo a+ b+ tm en W ∗t tal que e0 v 6= 0, entonces e0 v es
un vector de peso máximo a+ b+ (t+ 1)m en W ∗t+1, de aqúı tenemos el siguiente lema.

Lema 5.2.6. Consideremos los g-módulos uniseriales Z(a, `)∗ y Z(b, `′)∗ dos :

i. Si 0 ≤ t < min{`, `′}. Entonces:

{e0 vk,t−k,a+b+tm0 : 0 ≤ k ≤ t}
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es un conjunto de t + 1 vectores linealmente independiente de vectores de peso
máximo a+ b+ (t+ 1)m en W ∗t+1.

ii. Si min{`, `′} ≤ t < max{`, `′}. Entonces:

{e0 vk,t−k,a+b+tm0 : 0 ≤ k ≤ min{`, `′}}

es un conjunto de min{`, `′}+ 1 vectores linealmente independiente de vectores de
peso máximo a+ b+ (t+ 1)m en W ∗t+1.

iii. Si max{`, `′} ≤ t < `+ `′. Entonces:

{e0 vk,t−k,a+b+tm0 : t−max{`, `′} < k ≤ min{`, `′}}

es un conjunto de (`+`′−t)+1 vectores linealmente independiente de peso máximo
a+ b+ (t+ 1)m en W ∗t+1.

Prueba: Supondremos sin pérdida de generalidad que ` ≤ `′. Como vk,t−k,a+b+tm0 =
wk0 ⊗ y

t−k
0 , entonces:

e0 v
k,t−k,a+b+tm
0 = wk+1

0 ⊗ yt−k0 + wk0 ⊗ yt−k+1
0 . (5.9)

i. Si 0 ≤ t < `. Entonces, It está conformada por los pares (`, `′ − t), . . . , (` − t, `′).
Por lo tanto los sumandos en (5.9) de e0 v

k,t−k,a+b+tm
0 son diferentes de cero, donde

el primer sumando está en V (a+(k+1)m)⊗V (b+(t−k)m) y el segundo sumando

está en V (a+ km)⊗ V (b+ (t− k + 1)m). De donde {e0 vk,t−k,a+b+tm0 : 0 ≤ k ≤ t}
es un conjunto con t+ 1 vectores linealmente independientes en W ∗t+1.

ii. Si ` ≤ t < `′. Entonces, It está conformada por los pares (`, `′−t), . . . , (0, `′+`−t).
Por lo tanto los sumandos en (5.9) de e0 v

k,t−k,a+b+tm
0 son diferentes de cero excepto

en el par (0, `′+ `− t), en cuyo caso el primer sumando de e0 v
`,t−`,a+b+tm
0 es cero y

el segundo sumando es diferente de cero. Por lo tanto {e0 vk,t−k,a+b+tm0 : 0 ≤ k ≤ `}
es un conjunto con `+ 1 sumandos linealmente independientes en W ∗t+1.

iii. Si `′ ≤ t < `+ `′. Entonces, (`′ + `− t, 0), (`′ + `− t− 1, 1), . . . , (0, `′ + `− t). Por

lo tanto los sumandos en (5.9) de e0 v
k,t−k,a+b+tm
0 son diferentes de cero excepto

en el par (`′ + ` − t, 0). En cuyo caso el segundo sumando de e0 v
t−`′,`′,a+b+tm
0 es

cero y el primer sumando es diferente de cero. En el par (0, `′ + `− t) en donde el

primer sumando de e0 v
t−`′,`′,a+b+tm
0 es cero y el segundo sumando es diferente de

cero. Extrayendo el par (`′ + ` − t, 0) tenemos que el conjunto {e0 vk,t−k,a+b+tm0 :
t − `′ < k ≤ `} correspondiente a los pares (`′ + ` − t − 1, 1), . . . , (0, `′ + ` − t) es
un conjunto con (`+ `′ − t) + 1 vectores linealmente independiente en W ∗t+1.

�

Gracias al lema anterior, Corolario 5.2.3 y Corolario 5.2.5 enunciamos el teorema
principal en esta sección.
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Teorema 5.2.7. Sea g = sl(2) n V (1) y sean a, b, `, `′ números enteros no negativos.

Entonces, Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗ es un g-módulo ćıclico con v = w`,`′ +
∑̀
t=1

wt como un vector

generador. Es decir:
Z(a, `)∗ ⊗ Z(b, `′)∗ = U(g)v.

Prueba: Supondremos de nuevo sin pérdida de generalidad que ` ≤ `′.

Puesto que W ∗0 es generado por el vector w`,`′ como sl(2)-módulo. Entonces W ∗0 está
contenido en U(g)v. Por los Corolarios 5.2.3 y 5.2.5 todo vector de peso máximo µ en
V (a+ `+ 1)⊗ V (b+ `′) o en V (a+ `)⊗ V (b+ (`′ + 1)) tal que µ 6= a+ b+ (`+ `′ + 1)
pertenecen a U(g)w`,`′ ⊂ U(g)v.

Por el Lema 5.2.6, U(g)w`+`′ genera el vector e0 v
`,`′

0 de peso máximo a+ b+ (`+ `′+ 1)
en W ∗1 , el cual es linealmente independiente a w1. Además, por el Lema 5.2.1, W ∗1 tiene
2 vectores de peso máximo a+ b+ (`+ `′ + 1). Por lo tanto W ∗1 ⊂ U(g)v.

Supongamos que W ∗t ⊂ U(g)v para 0 ≤ t < `. Entonces por los Corolarios 5.2.3 y 5.2.5
todo vector de peso máximo µ en V (a+k+1)⊗V (b+t−k) o en V (a+k)⊗V (b+(t−k+1))
tal que µ 6= a + b + (t + 1) pertenecen a U(g)wk,t−k ⊂ U(g)v. Por lo tanto, todo vector
de peso máximo µ 6= a+ b+ (t+ 1) en W ∗t pertenece a U(g)v.

Por otra parte, el Lema 5.2.6 parte i. {e0 vk,t−k0 : 0 ≤ k ≤ t} es un conjunto con t+ 1
vectores linealmente independientes de peso máximo a+ b+ (t+ 1) en W ∗t+1 y en U(g)v.
Además, wt+1 es un vector de peso máximo a + b + (t + 1) en W ∗t+1 y en U(g)v que

no depende del conjunto {e0 vk,t−k0 : 0 ≤ k ≤ t}. Por lo tanto, tenemos t + 2 vectores
linealmente independientes de peso máximo a+ b+ (t+ 1) en W ∗t+1 y en U(g)v. Pero el
Lema 5.2.1 nos dice que la cantidad de vectores de peso máximo a+ b+ (t+ 1) es t+ 2.
Por lo tanto todo vector de peso máximo a+ b+ (t+ 1) en W ∗t+1 pertenece a U(g)v, aśı
W ∗t+1 ⊂ U(g)v.

Con lo anterior tenemos que W ∗t ⊂ U(g)v para todo 0 ≤ t ≤ `. Por los Corolarios
5.2.3 y 5.2.5 todos los vectores de peso máximo µ 6= a+ b+ (`+ 1) de W ∗`+1 pertenecen

a U(g)v. Además, por el Lema 5.2.6 parte ii. {e0 vk,`−k0 : 0 ≤ k ≤ `} es un conjunto
con ` + 1 vectores linealmente independientes de peso máximo a + b + (` + 1) en W ∗`+1

y en U(g)v. Por el Lema 5.2.1, tenemos que W ∗`+1 tiene ` + 1 vectores de peso máximo
a+ b+ (`+ 1). Por lo tanto W ∗`+1 ⊂ U(g)v.
Argumentando de manera similar tenemos que W ∗t ⊂ U(g)v para todo ` < t ≤ `′.

Puesto que W`′ ⊂ U(g)v. Entonces por los Corolarios 5.2.3 y 5.2.5 todos los vectores
de peso máximo µ 6= a+ b+ (`′+ 1) de W ∗`′+1 pertenecen a U(g)v. Además, por el Lema

5.2.6 parte iii. {e0 vk,`−k0 : 1 ≤ k ≤ `′} es un conjunto con `′ − 1 vectores linealmente
independientes de peso máximo a + b + (`′ + 1) en W ∗`′+1 y en U(g)v. Pero el Lema
5.2.1 tenemos que W ∗`′+1 tiene ` vectores de peso máximo a + b + (`′ + 1). Por lo tanto
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W ∗`′+1 ⊂ U(g)v.
Argumentando de manera similar tenemos que W ∗t ⊂ U(g)v para todo `′ < t ≤ `+ `′.

Por lo tanto W ∗t ⊂ U(g)v para todo 0 ≤ t ≤ `+`′. De donde Z(a, `)∗⊗Z(b, `′) = U(g)v.
�

Puesto que w`,`′ genera a W ∗0 y cada vector de peso máximo wt genera un sl(2)-módulo
irreducible Vt de peso máximo a+ b+ t para todo 0 ≤ t ≤ `, entonces Z(a, `)∗⊗Z(b, `′)∗

tiene espacio generador W ∗0 ⊕
⊕̀
t=1

Vt.
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6 Resultados parciales de la conjetura
1.1.1.

Sea g = sl(2) n V (m) con m ≥ 1. Nuestra conjetura basada en verificaciones compu-
tacionales y resultados obtenidos en los caṕıtulos anteriores es:

Z(a, `)⊗ Z(b, `′) es descomponible con ` ≤ `′ para todo m ≥ 1 si y sólo si
a = b = 0 y ` 6= 0 o a = b y ` = `′.

En este Caṕıtulo mostramos que Z(0, 1)⊗Z(0, 1) es descomponible y Z(0, 1)⊗Z(a, 1)
es indescomponible para todo a,m ≥ 1.

Consideramos las bases Ba,` para cada Z(a, `) dadas en el Caṕıtulo 4 y recordamos
que la acción de r = V (m) en Z(a, `) está dada por:

es v
i
k = (−1)s

(
m

s

)
k!

(s+ k −m)!
vi−1s+k−m (6.1)

donde {e0, . . . , em} es la base de r con e0 vector de peso máximo m y ei = 1
i!f

i e0.

6.1. Descomponibilidad de Z(0, 1)⊗ Z(0, 1).

Puesto que Z(0, 1) =sl(2) V (0) ⊕ V (m), entonces el producto tensorial de Z(0, 1) ⊗
Z(0, 1) lo podemos vizualizar en la siguiente tabla, donde cada bloque interior representa
los pesos máximos del sl(2)-módulo V (im) ⊗ V (jm) para 0 ≤ i, j ≤ 1 y cada diagonal
de derecha a izquierda representa la g-graduación de Z(0, 1)⊗ Z(0, 1):

⊗ 0 m

0 0 m

m m

2m
2m− 2

. . .

2
0

.

Donde W0 = V (m)⊗ V (m), W1 = V (0)⊗ V (m)⊕ V (m)⊗ V (0) y W2 = V (0)⊗ V (0).

Lema 6.1.1. Sea v1,1,µ0 un vector de peso máximo µ en W0. Entonces:
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i. Si x1,1µ es par, entonces:

(−1)m−x
1,1
µ( m

m−x1,1µ

) e
m−x1,1µ v1,1,µ0 = x1,1µ !λ1,1,µ0 (v0,1,m0 + v1,0,m0 ),

que es un vector de peso máximo m en W1.

ii. Si x1,1µ es impar, entonces:

(−1)m−x
1,1
µ( m

m−x1,1µ

) e
m−x1,1µ v1,1,µ0 = (−1)x1,1µ !λ1,1,µ0 (v0,1,m0 − v1,0,m0 ),

que es un vector de peso máximo m en W1.

Prueba: Denotaremos por x a x1,1µ , además 0 ≤ x ≤ min{m,m} = m. Puesto que

v1,1,µ0 =

x∑
r=0

λ1,1,µr v1r ⊗ w1
x−r, por la acción de r en Z(0, 1) ⊗ Z(0, 1) tenemos que para

cada 0 ≤ r ≤ x:

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1
r ⊗ w1

x−r =
r!

(r − x)!
v0r−x ⊗ w1

x−r +
(x− r)!
(−r)!

v1r ⊗ w0
−r.

Por lo tanto:

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1,1,µ
0 = x!(λ1,1,µx v00 ⊗ w1

0 + λ1,1,µ0 v10 ⊗ w0
0).

Además tenemos que λ1,1,µx = (−1)x

(x+µm−x)
, pero x = 2m−µ

2 de donde m − x = x + µ −m, aśı

usando la simetŕıa de las combinatorias tenemos que:

λ1,1,µx =
(−1)x(
x+µ
m

) = (−1)xλ1,1,µ0 .

Reemplazando (−1)m−x

( m
m−x)

em−x v
1,1,µ
0 = x!λ1,1,µ0 ((−1)xv00 ⊗ w1

0 + v10 ⊗ w0
0).

De donde:

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1,1,µ
0 = x!λ1,1,µ0 (v00 ⊗ w1

0 + v10 ⊗ w0
0) si x es par,

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1,1,µ
0 = x!λ1,1,µ0 (v10 ⊗ w0

0 − v00 ⊗ w1
0) si x es impar.

Puesto que v0,1,m0 = v00 ⊗ w1
0 y v1,0,m0 = v10 ⊗ w0

0 obtenemos el resultado buscado. �
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Gracias al Teorema 4.1.3 tenemos que soc(Z(0, 1)⊗Z(0, 1)) = soc(Z(0, 1))⊗soc(Z(0, 1))⊕
V (m) donde V (m) en este caso es el sl(2)-módulo irreducible generado por el vector
v10 ⊗ w0

0 − v00 ⊗ w1
0 de peso máximo m.

Por el Lema anterior tenemos que cualquier vector v1,1,µ0 de peso máximo µ = 2m−2x1,1µ
en W2 con x1,1µ impar generan a v10 ⊗ w0

0 − v00 ⊗ w1
0 ∈ soc(Z(0, 1)⊗ Z(0, 1)).

Consideramos V1 el g-submódulo de Z(0, 1) ⊗ Z(0, 1) generado por todos los vectores
v1,1,µ0 con x1,1µ impar, los cuales generan al vector de peso máximo m en soc(Z(0, 1) ⊗
Z(0, 1)).
Sea V2 el g-submodulo de Z(0, 1)⊗Z(0, 1) generado por los vectores v1,1,µ0 con x1,1µ par,
los cuales generan a un vector de peso máximo µ = 0 de soc(Z(0, 1))⊗ soc(Z(0, 1)).

Proposición 6.1.2. Sean g = sl(2)nV (m) y Z(0, 1) el g-módulo uniserial con sucesión
admisible V (0), V (m). Si V1, V2 son los g-submódulos de Z(0, 1)⊗Z(0, 1) definidos antes.
Entonces:

Z(0, 1)⊗ Z(0, 1) = V1 ⊕ V2.

Representamos este hecho con el siguiente diagrama si m es par:

W0 W1 W2

V2

V1

...

...

0

m

4

2m− 4

2m

2

m

6

2m− 6

2m− 2

0

.
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6.2. Indescomponibilidad de Z(0, 1)⊗ Z(a, 1) con a ≥ 1.

Puesto que Z(0, 1) =sl(2) V (0) ⊕ V (m) y Z(a, 1) =sl(2) V (a) ⊕ V (a + m), entonces el
producto tensorial de Z(0, 1)⊗ Z(a, 1) lo podemos vizualizar en la siguiente tabla:

⊗ a a+m

0 a a+m

m

a+m
. . .

|a−m|

a+ 2m
a+ 2m− 2

a+ 2m− 4
. . .

a

.

Donde W0 = V (m)⊗V (a+m), W1 = V (0)⊗V (a+m)⊕V (m)⊗V (a) y W2 = V (0)⊗V (a).

Tenemos el siguiente lema similar al probado en la Sección anterior.

Lema 6.2.1. Sea v1,1,µ0 un vector de peso máximo µ en W0. Entonces:

i. Si x1,1µ es par, entonces:

(−1)m−x
1,1
µ( m

m−x1,1µ

) e
m−x1,1µ v1,1,µ0 = x1,1µ !λ1,1,µ0

(a+mx1,1µ

)( m
x1,1µ

) v0,1,a+m0 + v1,0,a+m0

 ,

que es un vector de peso máximo a+m en W1.

ii. Si x1,1µ es impar, entonces:

(−1)m−x
1,1
µ( m

m−x1,1µ

) e
m−x1,1µ v1,1,µ0 = (−1)x1,1µ !λ1,1,µ0

(a+mx1,1µ

)( m
x1,1µ

) v0,1,a+m0 − v1,0,a+m0

 ,

que es un vector de peso máximo a+m en W1.

Prueba: Denotaremos por x a x1,1µ , además 0 ≤ x ≤ min{m, a + m} = m. Puesto que

v1,1,µ0 =

x∑
r=0

λ1,1,µr v1r ⊗ w1
x−r, por la acción de r en Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) tenemos que para

cada 0 ≤ r ≤ x:

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1
r ⊗ w1

x−r =
r!

(r − x)!
v0r−x ⊗ w1

x−r +
(x− r)!
(−r)!

v1r ⊗ w0
−r.

Por lo tanto:

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1,1,µ
0 = x!(λ1,1,µx v00 ⊗ w1

0 + λ1,1,µ0 v10 ⊗ w0
0).
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Además tenemos que λ1,1,µx = (−1)x

(x+µm−x)
, pero x = a+2m−µ

2 de donde m−x = x+µ−(a+m),

aśı usando la simetŕıa de las combinatorias tenemos que:

λ1,1,µx =
(−1)x(
x+µ
a+m

) = (−1)x
(
a+m
x

)(
m
x

) λ1,1,µ0 .

Reemplazando (−1)m−x

( m
m−x)

em−x v
1,1,µ
0 = x!λ1,1,µ0

(
(−1)x

(
a+m
x

)(
m
x

) v00 ⊗ w1
0 + v10 ⊗ w0

0

)
.

De donde:

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1,1,µ
0 = x!λ1,1,µ0

((
a+m
x

)(
m
x

) v00 ⊗ w1
0 + v10 ⊗ w0

0

)
si x es par,

(−1)m−x(
m

m−x
) em−x v

1,1,µ
0 = x!λ1,1,µ0

(
v10 ⊗ w0

0 −
(
a+m
x

)(
m
x

) v00 ⊗ w1
0

)
si x es impar.

Puesto que v0,1,a+m0 = v00 ⊗w1
0 y v1,0,a+m0 = v10 ⊗w0

0 obtenemos el resultado buscado. �

Supongamos que m 6= 1, 2, entonces la multiplicidad de V (a + 2m − 2) es uno en la
descomposición de Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) como sl(2)-módulo, si m = 1 la multiplicidad de
V (a) es 2 y si m = 2 la multiplicidad de V (a+ 2) es 3, teniendo en cuenta esto tenemos
la siguiente proposición.

Proposición 6.2.2. Sea g = sl(2)n r con r = V (m) con m 6= 1, 2. El producto tensorial
de Z(0, 1)⊗ Z(a, 1) es indescomponible para todo a ≥ 1.

Prueba: Supongamos que Z(0, 1)⊗Z(a, 1) = V1⊕V2 tal que V1 y V2 son g-submódulos
de Z(0, 1)⊗ Z(a, 1), por el Teorema 4.1 tenemos que:

soc(Z(0, 1)⊗ Z(a, 1)) = soc(Z(0, 1))⊗ soc(Z(a, 1))⊕ V (a+m)

con V (a+m) el sl(2)-módulo irreducible de peso máximo a+m generado por v0,1,a+m0 −
v1,0,a+m0 , además soc(Z(0, 1)) ⊗ soc(Z(a, 1)) = W2 que es un sl(2)-módulo irreducible

de peso máximo a generado por v0,0,a0 , es decir, v0,1,a+m0 − v1,0,a+m0 y v0,0,a0 generan a
soc(Z(0, 1)⊗ Z(a, 1)) como g-módulo.

Puesto que soc(Z(0, 1)⊗Z(a, 1))∩ Vi 6= 0 para i = 1, 2, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que soc(Z(0, 1)) ⊗ soc(Z(a, 1)) ⊂ V1 y por lo tanto v0,0,a0 ∈ V1. Como
la multiplicidad de V (a + 2m) es uno en Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) ya que m 6= 1, 2, entonces
V (a+ 2m) ⊂ V1 o bien V (a+ 2m) ⊂ V2. Por el Lema 6.2.1 tenemos que:

(−1)mem v
1,1,a+2m
0 = λ1,1,a+2m

0

(
v0,1,a+m0 + v1,0,a+m0

)
, (6.2)

pues x1,1a+2m = 0, por lo tanto e2m v
1,1,a+2m
0 = 2λ1,1,a+2m

0 v0,0,10 ∈ V1, entonces V (2m + 1)
está contenido en V1.
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Por otro lado, como la multiplicidad de V (a + 2m − 2) es uno en Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1),
entonces V (a+2m−2) ⊂ V1 o bien V (a+2m−2) ⊂ V2. Por el Lema 6.2.1 tenemos que:

(−1)m−1em−1 v
1,1,a+2m−2
0 = −λ1,1,a+2m−2

0

(
a+m

m
v0,1,a+m0 − v1,0,a+m0

)
, (6.3)

pues x1,1a+2m−2 = 1 y como a 6= 1, entonces (−1)m−1em−1 v
1,1,a+2m−2
0 /∈ soc(Z(0, 1) ⊗

Z(1, 1)), por lo tanto (−1)(em em−1 v
1,1,a+2m−2
0 ) = λ1,1,a+2m−2

0

a

m
v0,0,a0 ∈ V1, entonces

V (a+ 2m− 2) está contenido en V1.

Puesto que V (a + 2m) y V (a + 2m − 2) están en V1, entonces (6.2) y (6.3) están en
V1, por lo tanto v = v0,1,a+m0 + v1,0,a+m0 y w = a+m

m v0,1,a+m0 − v1,0,a+m0 están en V1, de
donde:

− a

a+ 2m
v +

2m

a+ 2m
w = v1,0,a+m0 − v1,0,a+m0 ∈ V1,

pero v0,0,a0 ∈ V1, por lo tanto como los generadores del zócalo de Z(0, 1)⊗ Z(a, 1) están
en V1, entonces soc(Z(0, 1)⊗ Z(a, 1)) ⊂ V1, aśı V2 = 0 y Z(0, 1)⊗ Z(a, 1) es indescom-
ponible. �

Lema 6.2.3. Sea g = sl(2) n V (m) con m = 1, 2. Entonces Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) es indes-
componible.

Prueba: La demostración del caso m = 1 es similar a la dada en el Apéndice 6.2.

Caso m = 2 :

Supongamos que Z(0, 1)⊗Z(a, 1) = V1⊕V2 con V1 y V2 g-módulos de Z(0, 1)⊗Z(a, 1)
tal que soc(Z(0, 1))⊗ soc(Z(a, 1)) ⊂ V1.
Sea v un vector de peso máximo a + 2 en Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1), entonces existen escalares
α1, α2, α3 tal que v = α1v

0,1,a+2
0 + α2v

1,0,a+2
0 + α3v

1,1,a+2
0 .

Si α3 6= 0 afirmamos que z0 = a+2
2 v0,1,30 −v1,0,30 ∈ V1, en efecto, puesto que em−1 v

0,1,a+2
0 =

em−1 v
1,0,a+2
0 = 0, entonces:

(−1)m−1(
m
m−1

) em−1 v =
(−1)m−1(

m
m−1

) em−1 v
1,1,a+2
0 = (−1)λ1,1,a+2

0 α3

(
a+ 2

2
v0,1,a+2
0 − v1,0,a+2

0

)
.

Por lo tanto:

−1(
m
m−1

)(em em−1 v = (−1)mem

(
(−1)m−1(

m
m−1

) em−1 v

)
=

(−1)aλ1,1,a+2
0 α3

2
v0,0,a0 ∈ V1.

Aśı v ∈ V1 y por lo tanto z0 = a+2
2 v0,1,a+2

0 − v1,0,a+2
0 ∈ V1.
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Por otra parte como e2m v
1,1,a+4
0 = 2λ1,1,a+4

0 v0,0,a0 ∈ V1, entonces v1,1,a+4
0 ∈ V1 y por lo

tanto z1 = v0,1,a+2
0 + v1,0,a+2

0 ∈ V1. Aśı:

v1,0,a+2
0 − v0,1,a+2

0 ∈ V1,

ya que v0,0,a0 y v1,0,a+2
0 − v0,1,a+2

0 generan a soc(Z(0, 1)⊗Z(a, 1)) y están en V1, entonces
soc(Z(0, 1)⊗Z(a, 1)) ⊂ V1 y por lo tanto V2 = 0, lo que muestra la indescomponibilidad
de Z(0, 1)⊗ Z(a, 1). �

Combinando estos resultados tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2.4. Sean g = sl(2) n V (m) y a ≥ 1. Entonces Z(0, 1) ⊗ Z(a, 1) es un
g-módulo indescomponible para todo m ≥ 1.
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Apéndice

Ejemplo Introducción

Sea g = sl(2) n V (2) con base {h, e, f, e0, e1, e2}, consideremos el g-módulo uniserial
Z(0, 1) que como sl(2)-módulo se descompone como V (0)⊕ V (2).

Sean {v00}({w0
0}) y {v10, v11, v12}({w1

0, w
1
1, w

1
2}) bases de V (0) y V (2) respectivamente,

donde v00 y w0
0 son vectores de peso máximo 0, v10 y w1

0 son vectores de peso máximo 2
y se tiene que v1k = 1

k!f
k vk0 y w1

k = 1
k!f

k wk0 para k = 1, 2.

Visualizamos el producto tensorial Z(0, 1) ⊗ Z(0, 1) por medio de la siguiente tabla
que muestra los pesos máximos de cada V (a+ 2i)⊗ V (b+ 2j):

⊗ 0 2

0 0 2

2 2
4

2
0

.

Tenemos la siguiente tabla, donde la primera columna es la base de Z(0, 1)⊗ Z(0, 1)
correspondiente a las bases dadas antes, la segunda columna es la aplicación de e0, la
tercera es la aplicación de e1 y la cuarta es la aplicación de e2, a cada elemento de la
base la identificamos con zi dependiendo de la posición en la tabla.

Base de Z(0, 1)⊗ Z(0, 1) e0 e1 e2

z1 = v00 ⊗ w0
0 0 0 0

z2 = v00 ⊗ w1
0 0 0 z1

z3 = v00 ⊗ w1
1 0 −2z1 0

z4 = v00 ⊗ w1
2 z1 0 0

z5 = v10 ⊗ w0
0 0 0 z1

z6 = v11 ⊗ w0
0 0 −2z1 0

z7 = v12 ⊗ w0
0 z1 0 0

z8 = v10 ⊗ w1
0 0 0 z2 + z5

z9 = v11 ⊗ w1
0 + v10 ⊗ w1

1 0 −2(z2 + z5) z3 + z6
z10 = v12 ⊗ w1

0 + v11 ⊗ w1
1 + v10 ⊗ w1

2 z2 + z5 −2(z3 + z6) z4 + z7
z11 = v12 ⊗ w1

1 + v11 ⊗ w1
2 z3 + z6 −2(z4 + z7) 0

z12 = v12 ⊗ w1
2 z4 + z7 0 0

z13 = v11 ⊗ w1
0 − v10 ⊗ w1

1 0 −2(z2 − z5) −(z3 − z6)
z14 = 2v12 ⊗ w1

0 − 2v10 ⊗ w1
2 2(z2 − z5) 0 −2(z4 − z7)

z15 = v12 ⊗ w1
1 − v11 ⊗ w1

2 z3 − z6 2(z4 − z7) 0

z16 = v12 ⊗ w1
0 −

1

2
v11 ⊗ w1

1 + v10 ⊗ w1
2 z2 + z5 z3 + z6 z4 + z7

.
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Por lo tanto la representación matricial es:

0 e2 −2e1 e0 e2 −2e1 e0

2h 2e 0 e2 −2e1 e0 0 0 −2e1 2e0 0 e0
f 0 e 0 e2 −2e1 e0 0 −e2 0 e0 e1
0 2f −2h 0 0 e2 −2e1 e0 0 −2e2 2e1 e2

2h 2e 0 e2 −2e1 e0 0 0 2e1 −2e0 0 e0
f 0 e 0 e2 −2e1 e0 0 e2 0 −e0 e1
0 2f −2h 0 0 e2 −2e1 e0 0 2e2 −2e1 e2

4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f −2h e
0 0 0 4f −4h

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h

0



.

Cambiamos los elementos de la base anterior z2 por z2 + z5, z3 por z3 + z6, z4 por
z4 + z7 y z5 por z2 − z5, z6 por z3 − z6, z7 por z4 − z7, los demas permanecen igual
obteniendo la matriz:

0 2e2 −4e1 2e0
2h 2e 0 e2 −2e1 e0 0 0 e0
f 0 e 0 e2 −2e1 e0 0 e1
0 2f −2h 0 0 e2 −2e1 e0 e2

2h 2e 0 −2e1 2e0 0
f 0 e −e2 0 e0
0 2f −2h 0 −2e2 2e1

4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f −2h e
0 0 0 4f −4h

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h

0



.

Cambiando bloque tenemos la nueva representación matricial:



0 2e2 −4e1 2e0
2h 2e 0 e2 −2e1 e0 0 0 e0
f 0 e 0 e2 −2e1 e0 0 e1
0 2f −2h 0 0 e2 −2e1 e0 e2

4h 4e 0 0 0
f 2h 3e 0 0
0 2f 0 2e 0
0 0 3f −2h e
0 0 0 4f −4h

0

2h 2e 0 −2e1 2e0 0
f 0 e −e2 0 e0
0 2f −2h 0 −2e2 2e1

2h 2e 0
f 0 e
0 2f −2h



.
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Podemos observar que Z(0, 1)⊗Z(0, 1) = V1⊕ V2 donde V1 =sl(2) V (2)⊕ V (2) el cual
es un sl(2)n V (2)-módulos uniserial y V2 =sl(2) V (0)⊕ V (4)⊕ V (2)⊕ V (0) el cual no es
un sl(2)nV (2)-módulos uniserial, ni ćıclico perfecto. Este hecho lo podemos representar
a través del siguiente diagrama:

W0 W1 W2

4

2 0

0

2

2
2

.

Ejemplo §3.3

Consideramos los g = sl(2) n V (1)-módulos uniseriales Z(0, 1) y Z(1, 1), de donde
Z(0, 1) =sl(2) V (0)⊕ V (1) y Z(1, 1) =sl(2) V (1)⊕ V (2).
Sean v00, v

1
0 vectores de peso máximo 0 y 1 en Z(0, 1) respectivamente y w0

0, w
1
0 vectores

de peso máximo 1 y 2 en Z(1, 1) respectivamente.

Siguiendo la notación dada en el Caṕıtulo 4 tenemos que vi,j,µ0 es un vector de peso
máximo µ en V (a + i) ⊗ V (b + j) con 0 ≤ i, j ≤ 1 = ` = `′, donde a = 0 y b = 1.
Visualizamos el producto tensorial Z(0, 1)⊗Z(1, 1) por medio de la siguiente tabla que
muestra los pesos máximos de cada V (a+ i)⊗ V (b+ j):

⊗ 1 2

0 1 2

1
2

0
3

1

.

Supongamos que Z(0, 1) ⊗ Z(1, 1) = V1 ⊕ V2 con V1, V2 g-submódulos. Puesto que
Z(0, 1) ⊗ Z(1, 1) posee vectores de peso máximo 1, podemos suponer que V1 posee un
vector v de peso máximo 1, por lo tanto existen escalares α1, α2 tal que v = α1v

0,0,1
0 +

α2v
1,1,1
0 .

Afirmamos que v0,0,10 ∈ V1. En efecto, si α2 = 0 no hay nada que demostrar, supongamos

que α2 6= 0, puesto que v0,0,10 ∈ soc(Z(0, 1) ⊗ Z(1, 1)) y como soc(Z(0, 1) ⊗ Z(1, 1)) =
soc(Z(0, 1))⊗ soc(Z(1, 1))⊕ V (2) donde V (2) es el sl(2)-módulo generado por el vector
de peso máximo v00⊗w1

0−v10⊗v00 (ver 4.3)) y como v1,1,10 = v10⊗w1
1− 1

2v
1
1⊗w1

0, entonces:

e0 v = α2(v
1
0 ⊗ w0

0 −
1

2
v00 ⊗ w1

0) ∈ V1
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que es un vector de peso máximo 2, además:

0 6= e1 e0 v =
1

2
α2 v

0
0 ⊗ w0

0 ∈ V1,

por lo tanto v0,0,10 = v00 ⊗ w0
0 ∈ V1.

Lo anterior también nos muestra que todos los vectores de peso máximo 1 en Z(0, 1)⊗
Z(1, 1) están en V1.

Por otra parte, como v1,1,30 es el único vector de peso máximo 3 en Z(0, 1) ⊗ Z(1, 1)

este está en V1 o V2. Supongamos que v1,1,30 ∈ V2, puesto que v1,1,30 = v10 ⊗ w1
0 entonces:

e1 v
1,1,3
0 = v10 ⊗ w0

0 + v00 ⊗ w1
0 ∈ V2.

Además e21 v
1,1,3
0 = 2v00 ⊗ w0

0 ∈ V1 lo cual es absurdo, aśı v1,1,30 = v10 ⊗ w1
0 ∈ V1. Como

Z(0, 1)⊗Z(1, 1) es ćıclico y es generado por el vector v1,1 = v1,1,30 + v1,1,10 (ver Caṕıtulo
5), entonces Z(0, 1)⊗ Z(1, 1) = V1.

Podemos observar lo anterior demostrado siguiendo el diagrama donde cada columna
representa los pesos máximo que aparecen en cada Wi definidos en el Caṕıtulo 4.

W0 W1 W2

0

1
11

2

1

3
2

.
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