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Resumen

Los nudos, tal cual aparecen en nuestra vida cotidiana, son un objeto de
estudio en la Matemaética. La Teoria de Nudos es la rama de la Matematica
que se encarga de su estudio. Un problema central es el de poder decir si
dos nudos dados son equivalentes o no. Los matemaéticos, en la biisqueda de
responder esta pregunta, entre otras, han desarrollado diversas técnicas y
herramientas en esta area de estudio. En este trabajo se hace un recorrido
en el estudio de la Teoria de Nudos, comenzando con las definiciones mas
elementales, hasta llegar a estudiar herramientas sofisticadas como el poli-
nomio de Alexander, el grupo de un nudo y las matrices de Seifert, entre
otros. En los dos ultimos capitulos se investigan los dos temas siguientes:
nudos virtuales y presentaciones de Wirtinger. En este ultimo se hace un
aporte, dando una nueva familia infinita de presentaciones de Wirtinger no
geométricas.






Abstract

The knots we usually see in our lifes are studied in mathematics in the
branch called Knot Theory. A main problem is to decide whether two knots
are equivalent or not. Many tools and techniques have been developed by
mathematicians in order to answer this and other related questions.

In this work, we study Knot Theory from the beginning, with definitions
and elementary notions, until some sophisticated concepts and tools like the
Alexander polynomial, the knot group and Seifert matrices, among others.
In the last two chapters, we work on the following two particular subjects:
virtual knots and Wirtinger presentations. In this last one, we made a small
contribution by presenting a new infinite family of Wirtinger presentations
which are not geometric.
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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de Nudos es el estudio de nudos matematicos. Intuitivamente,
un nudo matematico es una cuerda cerrada, es decir, sin cabos sueltos, siendo
el mas simple de todos el anillo. Los nudos de la vida real inspiraron esta
teoria, comenzandose su estudio con los trabajos pioneros de Vandermonde,
Gauss y Tait.

Una pregunta natural que uno puede hacerse es, si dados dos nudos,
estos son el mismo nudo o no. Es decir, si tomamos uno de los nudos y
deforméndolo con las manos (sin romperlo) podemos llegar a obtener el otro
nudo.

En términos mas matematicos, decimos que dos nudos en el espacio
euclideo se consideran equivalentes, si se puede ir deformando uno en el otro
en forma continua, mediante homeomorfismos. Por ejemplo en la Figura 1.1
los tres nudos que aparecen son todos distintos. El estudio de los nudos tomo
impulso hacia finales del siglo XIX, cuando P. G. Tait se propuso enumerar-
los, y desde entonces ha habido numerosas contribuciones fundamentales,
donde aparecen nombres reconocidos como los de Dehn, Alexander, Reide-
meister, Seifert, Jones, Conway, Thurston, Yau, entre otros.

OO®

Figura 1.1: Tres nudos distintos.
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14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

En el proceso de dar una clasificacién, lo mas dificil es distinguir los nudos
entre si. Con este objetivo, se desarrollan invariantes asociados a los nudos,
es decir funciones que tienen por dominio a los nudos, llegando a cierto
conjunto, y que son constantes en las clases de equivalencia de nudos. En
este punto, la teoria se relaciona con otras areas de la matemaética, como el
algebra, la combinatoria y la geometria. Invariantes muy efectivos resultaron
ser los polinomios de Alexander - Conway - Jones.

En este trabajo proponemos estudiar los nudos desde el comienzo, de
modo que haremos un largo recorrido por la teoria, hasta llegar a los dos
capitulos finales, que es donde estudiamos en profundidad los articulos de
investigaciéon [DS] y [Ro], y mediante algunos ejemplos, logramos hacer un
pequeno aporte al ultimo, que se presenta en el Capitulo 8.

En la primera parte, se desarrollan los ingredientes bésicos de la teoria,
siendo el Capitulo 2, los Preliminares, y dedicando los Capitulos 3, 4 y 5,
respectivamente, a cada una de las tres técnicas esenciales en este estudio:
la combinatoria, la geométrica y la algebraica. En el Capitulo 6, es donde
logramos conectar estas técnicas estudiadas.

Si tomamos la proyeccién de un nudo sobre un plano, donde a lo sumo
dos puntos van a parar al mismo punto de la proyeccion, obtenemos una
sombra del nudo. Y si ahora en cada punto de la sombra con dos preimage-
nes decimos qué arco pasa por arriba y qué arco por debajo, obtenemos lo
que se llama un diagrama del nudo (ver Figura 1.1 para ejemplos de dia-
gramas de nudos). Tenemos acé una identificacién del nudo con el diagrama
obtenido de este. Reidemeister se dio cuenta que la equivalencia de nudos
se corresponde con una equivalencia entre los diagramas de nudos (la cual
viene dada por los movimientos de Reidemeister). Esto iltimo es muy im-
portante ya que entonces podemos trabajar con los diagramas de nudos y la
equivalencia entre estos. Efectivamente asi lo haremos en los Capitulos 3, 4
y 5. Veremos mas en detalle en los Preliminares la asociaciéon de los nudos
con los diagramas.

Usando los diagramas de nudos, presentaremos el primer invariante de
nudo de este trabajo. Este es el ser coloreable. Se trata de pintar cada arco
del diagrama del nudo con un color, donde los colores disponibles son rojo,
amarillo y verde; por supuesto cumpliéndose ciertas reglas de coloreo, a
saber, usar al menos dos colores y que en cada cruce se pinten los tres arcos
de un solo color o cada arco se pinte con un color distinto. Si el diagrama
del nudo se puede colorear, decimos que el nudo es coloreable. La prueba
de que ser coloreable es un invariante de nudo, la hacemos mediante la
equivalencia de los diagramas de nudos. Por ejemplo, con este invariante,
podemos distinguir los dos nudos de la izquierda en la Figura 1.1, aunque
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no podemos distinguir el tercer nudo del primero en la misma figura.

Aunque los nudos son objetos unidimensionales, los podemos ver dentro
de objetos bidimensionales. Herbert Seifert demostré que todo nudo es el
borde de una superficie con borde, conexa, compacta y orientable; la cual
llamaremos superficie de Seifert del nudo. Este gran hallazgo impulsé a
estudiar los nudos desde un punto de vista mas geométrico. Por ejemplo,
dado que tales superficies tienen definido el género, podemos definir el género
de un nudo como el minimo de los géneros de todas las superficies de Seifert
del nudo. Con las superficies de Seifert también podemos definir la Matriz de
Seifert, la cual es muy 1til para probar varios resutados respecto a nudos y
también nos da pie a definir otros invariantes de nudo, entre ellos el polinomio
de Alexander, muy importante en la teoria de nudos. La primera definicién
que daremos de dicho polinomio, en el Capitulo 3, es mas combinatoria.
A lo largo de este trabajo estudiaremos el polinomio de Alexander y sus
relaciones con otros invariantes.

Dado que el nudo estd en el espacio euclideo, uno puede considerar el
complemento del nudo en dicho espacio. Es razonable preguntarse si el com-
plemento de un nudo lo caracteriza. El Teorema de Gordon-Luecke lo afirma,
con la siguiente sentencia: Si el complemento de dos nudos son homeomor-
fos mediante un homeomorfismo que preserva orientacién, entonces los dos
nudos son equivalentes. Aunque nosotros no estudiaremos el Teorema de
Gordon-Luecke, si estudiaremos el grupo fundamental del espacio comple-
mento del nudo, que se llama el grupo nudo. En el Capitulo 5, daremos una
introduccién de este grupo de manera algebraica, definida por generadores
y relaciones. Luego veremos la interpretacién geométrica de este grupo; en
particular destacaremos sus Presentaciones de Wirtinger, las cuales pue-
den ser obtenidas a partir de diagramas del nudo. Con estas presentaciones
particulares trabajaremos mucho en el Capitulo 8.

En el Capitulo 7, estudiamos los nudos virtuales, primero en forma ge-
neral, siguiendo los trabajos de Kaufmann [Ka] y Manturov [MI], luego en
forma particular, analizando detalles de un trabajo de Peter Doyle junto
a Shikhin Sethi (ver [DS]). Asi como consideramos los nudos en el espacio
euclideo, podemos también considerar los nudos en otros tipos de varieda-
des tridimensionales. Los nudos virtuales son las clases de equivalencia de
nudos viviendo en las variedades tridimensionales M, x I, donde M, es la
esfera con g manijas y I el intervalo unitario. Para un nudo virtual también
tenemos un diagrama asociado, llamado diagrama virtual. Un diagrama vir-
tual es parecido a un diagrama clésico, solo que en algunos cruces no tiene
necesariamente el cruce clasico, sino que puede tener otro tipo de cruce,
llamado cruce virtual. Por ejemplo los diagramas cldsicos son ejemplos de
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diagramas virtuales. La relacion de equivalencia entre diagramas virtuales
viene dada por los movimientos de Reidemeister generalizados. En este pun-
to uno puede pensar que al tener mas movimientos disponibles para usar,
dos diagramas clasicos que antes no eran equivalentes (con los movimien-
tos de Reidemeister clésicos) ahora si lo sean, Kuperberg viene a responder
esta pregunta crucial, afirmando que la equivalencia de los diagramas clasi-
cos sigue siendo la misma considerando a estos diagramas como diagramas
virtuales. En el articulo [DS], se trata de dar una prueba alternativa del
Teorema de Kuperberg. También se encaran varios problemas interesantes
sobre nudos virtuales, entre los cuales, destacamos el juego entre Cldsico y
Virtual, que trataremos en detalle al final del Capitulo 7.

Por dltimo, en el Capitulo 8, estudiamos grupos particulares, que vienen
dados por una presentaciéon de Wirtinger, llamando presentacion de Wir-
tinger abstracta, al grupo junto con la presentacién. En el articulo [Ro| se
asocia a cada presentacion de Wirtinger abstracta un grafo dirigido llamado
presentacion de intervalo. Ahora bien, recordemos que todo grupo de un nu-
do admite presentacion de Wirtinger, luego el grupo de un nudo, junto con
una presentacién de Wirtinger, es un ejemplo de presentacién de Wirtinger
abstracta. En el articulo [Ro] se estudian dos preguntas naturales: La prime-
ra, dada una presentaciéon de Wirtinger abstracta ;es este grupo, el grupo
de un nudo? y la segunda, dada una presentacién de Wirtinger abstracta
ies esta la presentacién de Wirtinger obtenida de algin diagrama de nudo?
Respecto a la dltima pregunta, si una presentacion de Wirtinger abstracta
se puede obtener como la presentacion de Wirtinger de algin diagrama de
nudo, decimos que esta presentacion es geométrica. Nosotros nos enfocare-
mos mas en la segunda pregunta. En [Ro], se obtiene un resultado que dice
que si una presentacién de Wirtinger abstracta cumple ciertas condiciones
entonces no puede ser una presentaciéon geométrica. También se muestra
una familia infinita de ejemplos de este tipo. Nosotros aqui contribuimos
mostrando otra familia de presentaciones no geométricas. A diferencia de
la familia de ejemplos que aparece en [Ro], las presentaciones que damos
tienen polinomio de Alexander no simétrico. Un ejemplo de esta familia es
el siguiente:

P = (y1,y2,y3,y4,y5| Y2 = ysy1y5 "
Ys = y1 Yy
Ya = Ysysys
Y5 = y1y4y1_1> -
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Asociada a tal presentacién tenemos la presentacién de intervalo:

5 1 5 1
o— < o——o ° °

1 2 3 4 5

y a partir de este ejemplo, en el Capitulo 8 se construye la familia mencio-
nada pegando el intervalo de presentacién del 2n-torus knot.

Notas: a lo largo de este trabajo, el lector encontrara varios problemas,
la mayoria de ellos propuestos en el libro de Livingston, [Li] y resueltos aqui.
Estan enunciados en forma de proposiciones, lemas, ejemplos, etc., y entre
paréntesis se indica el nimero del problema en [Li].

Para hacer este trabajo, se estudiaron en forma completa el libro Knot
Theory, de Charles Livingston, [Li], y en forma parcial los libros de Bonahon
[Bo|, Weeks [We] y Manturov et al. [MI]. También se ley6 bibliografia com-
plementaria, como [Az], [Ve], [Ka2], [Ku], y en forma profunda y completa
los articulos [DS] y [Ro].
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Generalidades

Supéngase que usted tiene una cuerda y hace un amarre con ella, por
ejemplo los amarres que hacemos con las cuerdas de nuestros zapatos, ahora
una los dos extremos de la cuerda, usted tendré entonces un nudo de los que
se estudian en la Teoria de Nudos. Si usted hubiera hecho el procedimiento
anterior pero con otro tipo de amarre, cabe preguntarse si lo dos nudos ob-
tenidos son “iguales” o no; que sean iguales significa que uno puede obtener
uno a partir del otro, haciendo algunos movimientos con las manos, pero, y
esto es muy importante, sin cortar la cuerda. La teoria de nudos trata de
responder esta pregunta entre otras.

Una definicién formal de nudo es la de un embedding (o incrustacion,
en castellano) suave de la circunferencia S! en el espacio euclideo R?. En la
Figura 2.1 se pueden ver algunos ejemplos de nudos, llamados: unknot, trefoil
knot y figure-eight knot (o nudo desanudado, nudo trébol y nudo de la figura
ocho, en castellano). Definimos también un link (o enlace, en castellano)
de n componentes, como un embedding suave de la uniéon disjunta de n
circunferencias S' en el espacio euclideo R3.

Nosotros trabajaremos con otra definicion més sencilla; que es la de
considerar un nudo como una curva poligonal simple cerrada en el espacio
euclideo R3, asi entonces a un nudo K lo podemos identificar con una suce-
sién finita de puntos (po, p1, ..., Pn), con p; un punto en el espacio euclideo
R3 para todo i, ddndose a entender que K = popr UPpipz U - - - U Pnpo. Y si
el punto p; es tal que p;—1p; no estd en la misma linea que P;p;+1 entonces
decimos que p; es un vértice. Puede ser que dos nudos sean el mismo conjun-
to pero que estén representados de manera distinta, los pensaremos como

19
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&

Figura 2.1: Los nudos unknot, trefoil y eight figure.

iguales sin hacernos mucho problema. Curvas poligonales correspondientes
a nudos, podrian ser las de la Figura 2.2.

De todas formas siempre dibujaremos al nudo suave y no la curva poli-
gonal, simplemente por cuestiones de estética.

Ahora bien, uno podria tener dos nudos que en apariencia parezcan dis-
tintos pero que en realidad sean el mismo nudo. Es necesaria entonces la
nocién de equivalencia de nudos, donde uno entiende que un nudo es equi-
valente a otro si se puede deformar el primero en el segundo fisicamente. La
definicién en un contexto mas general usa el concepto de Isotopia Ambiental,
que la damos enseguida:

Definicién 2.1.1. (Homotopia) Sean X e Y dos espacios topolégicos. A una
funcién continua h : X x I — Y le llamamos una homotopia. Y denotamos
hi(z) := h(z,t), para todo z € X y para todo t € I

Definicién 2.1.2. (Isotopia ambiental) Sea X un espacio topolégico. Una
homotopia h; del espacio X, se dice una isotopia ambiental, si: hg = Idx, y
h: es un homeomorfismo para todo t.

Asi entonces un nudo K se dice equivalente a otro nudo J —considerando
un nudo como un subconjunto homeomorfo a S, ambos viviendo en X =
R3—, si existe una isotopia ambiental hy, tal que hi(K) = J. Existen otras
definiciones que permiten dar una nocién de equivalencia entre nudos, que
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LS

Figura 2.2: Nudos vistos como curvas poligonales simples cerradas.

son equivalentes a esta definicién cuando X = R?. Nosotros también daremos
una definiciéon de equivalencia de nudos més basica.

La cdpsula conveza de tres puntos no alineados es el tridngulo (lleno) que
forman estos tres puntos. Supongamos un nudo K dado por (pg, pi, ..., Pn)s
lo cambiamos por otro nudo (pg, p1, ..., Pn, Pnt1) donde a la arista [py,, po] la
cambiamos por las dos nuevas aristas [pn, pn+ti1] ¥ [Pn+1, o] donde el nudo
K no interseca a la capsula convexa de los tres puntos pg, pn, pny1- A tal
movimiento y su operacién inversa las llamaremos deformaciones elementa-
les. Asi entonces dos nudos se dicen equivalentes, si se puede obtener uno
del otro mediante una secuencia finita de deformaciones elementales (ver un
ejemplo en la Figura 2.3).

Definicién 2.1.3. (Invariante de nudo) Un invariante de nudo es una pro-
piedad que se preserva por equivalencia de nudos.

Veremos ahora una herramienta muy importante en la teoria de nudos,
que es el diagrama de nudo.

Supéngase que se tiene un nudo K en el espacio euclideo R?, podemos
entonces tomar la proyeccién de éste sobre el plano xy. Diremos que la
proyeccion es una proyeccion regular, si en cada punto de la proyeccion a
los més dos puntos del nudo son proyectados sobre este. Puede ser que el
nudo no admita proyeccién regular sobre el plano xy, pero seguro que si lo
deformamos un poco, obtenemos un nudo (equivalente al primero) que si
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—,

(R |

/\/
AN

Figura 2.3: Ejemplo de deformacién elemental. Notar que el nudo no atra-
viesa la cadpsula convexa del tridngulo de vértices pg, Prn ¥ Prnt1-

admite proyecciéon regular sobre el plano zy. A un punto de la proyeccion
tal que la preimagen consista de dos puntos lo llamamos punto doble. Si
ademads sobre cada punto doble indicamos qué arco pasa por arriba y qué
arco por debajo (donde arriba es que la coordenada z sea mayor), tenemos
lo que se llama un diagrama regular de nudo, y en adelante simplemente
diremos diagrama de nudo. Ver por ejemplo la Figura 2.1 para ejemplos de
diagramas de nudos.

2.2. Movimientos de Reidemeister

Supéngase que tenemos un diagrama de nudo para cierto nudo K; te-
niendo en mente que el diagrama de nudo estd en el plano zy y el nudo K
estd en el espacio R?. Entonces uno puede deformar un poco el nudo K, por
ejemplo moviendo un poco el nudo, y pudiendo obtener asi, otro diagrama
del nudo K. No queda claro que relaciéon pueda tener el diagrama después
del movimiento, con el diagrama antes del movimiento.

En particular uno puede aplicar los movimientos de la Figura 2.4 al
diagrama del nudo K, y obtener asi un nudo equivalente, el lector debe
convencerse de esto —por ejemplo, en el segundo movimiento, de izquierda
a derecha, uno pasa un arco por encima del otro, y este nuevo nudo es
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Figura 2.4: Los tres movimientos de Reidemeister se pueden aplicar en ambas
direcciones.

equivalente al anterior—. Los movimientos que se muestran en la Figura 2.4
son seis, tres de izquierda a derecha, y tres de derecha a izquierda; cada uno
de los cuales modifica el diagrama pero el nudo obtenido es equivalente.

La pregunta es si dados dos nudos equivalentes, uno puede hacer mo-
dificaciones a un diagrama de uno de los nudos—donde cada modificacion
aplicado a un diagrama es tal que el nudo obtenido del diagrama modificado,
sea equivalente al nudo antes de la modificacién— tal que después de unas
cuantas modificaciones, podamos obtener el diagrama del otro nudo. Reide-
meister respondié afirmativamente, y ademéas demostré que sélo hacen falta
los seis movimientos mostrados en la Figura 2.4, llamados los movimientos
de Reidemeister. El siguiente teorema asi lo anuncia.

Teorema 2.2.1. (Reidemeister, 1927) Dos nudos son equivalentes si y solo
st sus diagramas requlares pueden obtenerse uno del otro por medio de una
sucesion finita de movimientos de Reidemeister.

La prueba completa de este teorema incluye varios casos, pero las ideas
principales son bastantes simples y la damos a continuacion. La vuelta fue
observada y discutida antes de este teorema; para la ida, consideremos dos
nudos K y J, (ambos con proyecciones regulares; y esto lo suponemos siem-
pre, ya que sino lo tiene, basta con mover un poco el nudo para que tenga una
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Figura 2.5: El trefoil orientado de las dos formas posibles

proyeccion regular), tales que podemos obtener uno del otro por una secuen-
cia de deformaciones elementales (i.e. son nudos equivalentes); queremos ver
que podemos obtener el diagrama de J a partir de aplicar movimientos de
Reidemeister al diagrama de K. Notemos que basta ver esto ultimo para
el caso cuando aplicamos un sola deformacién elemental. Supongamos en-
tonces que J se obtiene de K, por aplicar una sola deformacion elemental;
y podemos suponer que ésta operacién elemental consiste de cambiar una
arista en K por dos nuevas aristas, formando estas tres aristas un triangulo.
La proyeccion de éste tridngulo forma nuevos cruces en el diagrama de K; y
uno puede dividir el triangulo en tridngulos pequenos de manera que cada
uno de estos triangulos contenga a lo sumo un cruce. Entonces uno puede
obtener la deformacién elemental como una secuencia de deformaciones ele-
mentales pequenas. La prueba culmina con notar que solo movimientos de
Reidemeister han sido aplicados.

Asi entonces, si queremos ver si una propiedad de nudo es un invariante
de nudo, una forma posible es ver que es invariante por aplicar un solo
movimiento de Reidemeister, para cada uno de los seis posibles movimientos
de Reidemeister. Y efectivamente asi lo haremos en diversas pruebas que
vienen mas adelante.

2.3. Orientacion de un nudo
Dado un nudo K en el espacio R3, uno puede darle dos orientaciones

a K. Si K esta dada por la curva poligonal simple cerrada (pg,p1,--.,Dn)
(donde cada p; es un vértice del nudo, es decir, p; no pertenece al interior de
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ningin segmento de la curva), las dos posibles orientaciones de K pueden
representarse por (po,p1;---,Pn) Y (PnsPn—1,---,P0)-

Definiciéon 2.3.1. En el contexto anterior, un nudo orientado consiste del
nudo K junto con alguna de las dos posibles orientaciones (po, pi,...,Pn) O

(PrsPr—1,---,P0)-

Definicion 2.3.2. Dos nudos orientados son llamados equivalentemente
orientados si existen una cantidad finita de deformaciones elementales que
llevan un nudo orientado al otro.

Si dos nudos orientados son equivalentemente orientados, entonces son
también nudos equivalentes —es decir, prescindiendo de la orientacién—.
Pero puede pasar que dos nudos sean equivalentes, y no sean nudos equi-
valentemente orientados; en el Capitulo 5 veremos un ejemplo particular de
esto, junto con un invariante para los nudos orientados.

Dado un nudo orientado K, podemos considerar el mismo nudo pero
con la otra orientacion (la orientacion opuesta); a este nudo orientado se le
suele llamar el nudo reverse (o reverso, en castellano) del nudo K, y se lo
denota K". Ademds un nudo K se dice reversible, si los dos nudos orientados
obtenidos de darle a K las dos posibles orientaciones, son equivalentemente
orientados.

2.4. El “mirror image”de un nudo

Sea K un nudo en el espacio euclideo R3, y consideremos (sin pérdida
de generalidad) que el nudo vive en el semiespacio abierto {(z,y, z)|z > 0}.
Entonces uno puede considerar el nuevo nudo que se obtiene de multiplicar
la coordenada z de cada punto del nudo K por —1 (o lo que es lo mismo,
aplicar la funcién ¢,, a K; donde ¢,y es la reflexién por el plano zy, es
decir, multiplicar por —1 la coordenada z de cada punto en R?). El nudo asf
obtenido se llama el mirror image de K (o imagen espejo, en castellano), y
lo denotamos K. Ademds si dos nudos K y J son equivalentes, entonces
K™ y J™ son también equivalentes; pues si J se obtiene de K por aplicar
una sola deformacién elemental (basta con ver solo este caso), entonces J™
también se obtiene de K™ por aplicar una sola deformacion elemental; esta
deformacién elemental se obtiene de aplicar ¢,, a la deformacién elemental
que lleva K a J. Luego podemos hablar del mirror image de un nudo, salvo
equivalencia.
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Notemos en particular que el diagrama del nudo K™, es el mismo dia-
grama de K, solo que debemos hacer un cambio en cada cruce; esto es, a la
curva que pasa por arriba, hacerla pasar debajo de la otra curva.

Supéngase ahora que se tiene un diagrama del nudo K en R? (para esta
parte conviene pensar que el nudo vive en {(z,y,z)[x > 0,y > 0,z > 0} y
por tanto su diagrama en {(z,y)|z > 0,y > 0}), y que lo reflejamos por una
recta en el plano, por ejemplo reflejando sobre el eje z, (z,y) — (x,—y).
Entonces obtenemos el diagrama de nudo correspondiente al nudo obtenido
de reflejar por el plano zz al nudo K, es decir, ¢,,(K). El siguiente problema
nos dice que el nudo ¢, (K) es equivalente al nudo mirror image K™. Este
resultado nos serd de utilidad méas adelante.

Problema 2.4.1. (Prob. 5.6. Cap 2. [Li]) El nudo ¢, (K) es equivalente al nudo
K™,

Solucion. Debemos ver que ¢,,(K) y K™ son equivalentes. Sea R, la rota-
cién de 180° alrededor del eje z. Recordemos que K™ = ¢, (K); notemos
que vale la siguiente igualdad:

¢xz(K) =Rro ¢xy(K)a

y dado que la rotacion es una isotopia, obtenemos lo deseado. La igualdad
de funciones se puede corroborar sin dificultades. ]

Mencionamos por ultimo una definicién més. Si a un nudo orientado K,
le calculamos el mirror image y luego le cambiamos la orientacion, obtenemos
un nuevo nudo orientado; el cual es llamado, el nudo inverso de K.



Capitulo 3

Técnicas combinatorias

En este capitulo vamos a presentar invariantes de nudos, como el coloreo,
la cantidad de colores con las que se puede colorear un nudo, el determinante
del nudo, los invariantes de torsién del nudo, y por tltimo el polinomio de
Alexander de un nudo, obtenido de manera combinatoria.

3.1. Coloreo

Supoéngase que tenemos el diagrama de un nudo K, y que queremos
pintar cada arco con uno de los tres colores R, A,V correspondientes a
Rojo, Amarillo y Verde respectivamente, cumpliéndose los dos requisitos
siguientes:

(a) se deben usar al menos dos colores,

(b) en cada cruce, cada vez que se usen mas de dos colores, entonces
deben usarse los tres colores.

Si un diagrama de nudo se puede colorear cumpliéndose las dos condi-
ciones anteriores, se dice que el diagrama de nudo es coloreable.

Dado que en cada cruce del diagrama tenemos un overcrossing (tam-
bién llamado arco superior, en castellano), correspondiente al arco que no
termina en ese cruce, y dos undercrossing (también llamado arco inferior,
en castellano), correspondiente a un arco que termina en ese cruce —donde
quizé, dos o mas de ellos sean el mismo arco—, la condicién (b) nos dice que
debemos pintar el overcrossing y los dos undercrossing con un solo color, o
bien, usar los tres colores para pintar el overcrossing y los dos undercros-
sing, de alguna manera. Tenemos como consecuencia, junto con (a), que si un
diagrama se puede colorear, entonces se deben haber usado los tres colores.

27
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Figura 3.1: Un posible coloreo al aplicar el primer movimiento de Reide-
meister.

Figura 3.2: Un posible coloreo al aplicar el segundo movimiento de Reide-
meister.

Teorema 3.1.1. Si un diagrama de nudo es coloreable, entonces todo otro
diagrama del nudo es coloreable.

Demostracion. Dado que dos diagramas del mismo nudo difieren por una
cantidad finita de movimientos de Reidemeister, basta ver lo enunciado cuan-
do aplicamos un solo movimiento de Reidemeister, es decir, debemos ver que
si un diagrama del nudo es coloreable, entonces el diagrama obtenido por
aplicar un movimiento de Reidemeister a este diagrama, es también colorea-
ble.

Tenemos entonces dos diagramas en cuestién; el primero que por hipote-
sis es coloreable, y el segundo que debemos ver que es coloreable. Debemos
ver entonces que el segundo diagrama cumple las dos condiciones de coloreo.

Veamos el caso en que aplicamos el segundo movimiento de Reidemeister
(el movimiento de ida) a un diagrama, donde el arco izquierdo estd pintado
con color rojo, y el arco derecho esta pintado con color amarillo, como se
muestra en la Figura 3.2. Al aplicar este movimiento el arco izquierdo del
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Figura 3.3: Un posible coloreo al aplicar el tercer movimiento de Reidemeis-
ter.

diagrama permanece (aunque interactia con dos nuevos cruces), pero el
arco derecho desaparece y en su lugar aparecen tres nuevos arcos. Debemos
pintar los arcos del nuevo diagrama; a todos los arcos que sean distintos de
los cuatro arcos antes mencionados, los pintaremos como estaban pintados
en el primer diagrama. A los cuatro arcos los pintaremos como se muestran
en la Figura 3.2. Notemos que estos cuatro arcos necesariamente deben estar
pintados de esta forma, en efecto, el arco izquierdo debe estar pintado con
rojo para que no haya problemas en otros cruces en el que este participa;
andlogamente el arco derecho superior y el arco derecho inferior, deben estar
pintados con color amarillo; el problema esta en que el arco del medio debe
estar pintado con un color talque se cumpla la segunda condicién en los
dos cruces en los que participa, pero esto se da si pintamos este arco con
color verde. Luego la segunda condicién se cumple en el nuevo diagrama.
La primera condicién también se cumple, pues los colores que se usaron
en el primer diagrama también fueron usados en el segundo diagrama, y
por tanto, también se usaron al menos dos colores en colorear los arcos del
segundo diagrama. Luego el segundo diagrama es coloreable.

Los otros movimientos de Reidemeister, junto con los respectivos casos
de coloreo, se tratan de manera analoga a lo hecho recién. En las Figu-
ras 3.1, 3.2, y 3.3 se ven algunos escenarios posibles. ]

De este teorema se desprende, que el ser coloreable es un invariante
de nudo. Asi por ejemplo dado que el unknot no es coloreable y el trefoil
si lo es (ver Figura 3.4), se deduce que el trefoil y el unknot no son nudos
equivalentes. Pero dado que al nudo de la figura ocho, no lo podemos colorear,
no podemos distinguirlo del unknot, volveremos con este ejemplo después.

Esta nocién de coloreo se puede generalizar. Supongamos que tenemos
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Figura 3.4: Un posible coloreo para el trefoil.

{0,1,...,p — 1} colores (donde p numero primo) para colorear cada arco, y
también pedimos las siguientes dos condiciones:

(a) se debe usar al menos dos colores.

(b) en cada cruce, si x es el overcrossing e ¥y, z los undercrossings, vale
la siguiente igualdad: 2z —y — 2 =0 mdd (p).

Si tal coloreo es posible para un nudo, decimos que el nudo es coloreable
mddulo (p).

Como una generalizacién del Teorema 3.1.1, tenemos el siguiente teore-
ma:

Teorema 3.1.2. Si el diagrama de un nudo es coloreable mddulo (p), en-
tonces todo otro diagrama del mismo nudo es también coloreable maodulo

(p)-

Demostracion. La demostraciéon es andloga a la del Teorema 3.1.1. O

Tenemos entonces que el ser coloreable modulo p, es un invariante de
nudo.

Problema 3.1.3. (Prob. 3.2. Cap 3. [Li]) El nudo trefoil es coloreable médulo
(p) solamente cuando p = 3.

Solucion. Consideremos el diagrama del trefoil de la Figura 2.1, etiquete-
mos los arcos con las variables x1, 9,3, entonces tenemos las siguientes
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Figura 3.5: Los nudos 31, 41, 52 coloreados médulo (p), con p = 3,5,7,
respectivamente.

ecuaciones médulo (p):

2x1 —x0 —x3 =0,
2%2—%3—$1:0,

2%3—%1—%2:0.

Las cuentas a continuacién son hechas médulo (p). Si p # 3, de las dos
primeras ecuaciones, se deduce que xr; = x2 y reemplazando en la primera
ecuacién se tiene que r3 = x9 = x1; pero tal coloreo no cumple con la
condicién (a) del coloreo. Ademés dado que el trefoil es coloreable médulo
(3), se sigue que la tnica forma de que el trefoil sea coloreable médulo (p),
es cuando p = 3. ]

En la Figura 3.5 se pueden ver a los nudos 31, 41 y 52 coloreados médulo
p, con p =3, 5y 7 respectivamente.

Notemos que para resolver el problema anterior etiquetamos los arcos con
x1, T2, T3 para luego ver qué valores pueden tomar estas variables. Tomemos
ahora un diagrama cualquiera (salvo el diagrama estdndar del unknot) y
etiquetemos los arcos con variables x1, .., x,. Por cada cruce tenemos una
ecuacién, obtenemos entonces un sistema de ecuaciones homogéneo con n
ecuaciones y con n incégnitas.
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Figura 3.6: Etiquetamos los arcos con variables x;, y enumeramos los cruces.
Obteniendo una ecuacién por cada cruce.

Hagamos esto para el nudo de la Figura 3.6. La matriz asociada al sistema
homogéneo obtenida de tal diagrama esta dada por:

2 -1 -1 0 O
-1 0o 2 -1 0
-1 0o 0 2 -1

0 -1 0 -1 2

0o 2 -1 0 -1

Entonces buscamos las soluciones a tal sistema en el cuerpo Fj,, para
cada natural primo p con p > 2. Pero las soluciones deben ser con no todas
las entradas iguales, ya que todas las n-uplas con todas las entradas iguales
son soluciones de tales sistemas de ecuaciones, pero justamente queremos
que haya al menos dos colores distintos. Notemos que dada una solucién

(x1,22,...,2y) con no todas las entradas iguales, la podemos llevar a una
solucion con la n-ésima entrada igual a cero, pues le sumo el vector columna
(—Zpy, —Tn, ..., —xy). Asi entonces podemos pensar en buscar soluciones no

triviales con la dltima entrada igual a cero. Pero esto es equivalente a resolver
el sistema de ecuaciones correspondiente a la matriz con la dltima columna
eliminada:
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-1 0 0 2
0 -1 0 -1
0O 2 -1 0

Entonces buscamos ahora las soluciones no nulas del anterior sistema de
ecuaciones. Se puede ver que las filas de esta matriz suman cero, multiplican-
do por (—1) a algunas filas segiin convenga, entonces resolver el sistema es
equivalente a resolver el sistema eliminando una fila, por ejemplo la ultima
fila. Entonces el problema de ver si un nudo es coloreable, se reduce a ver
si el sistema homogéneo asociado a la siguiente matriz, admite solucién no
nula.

2 -1 -1 0
-1 0o 2 -1
-1 0o 0 2

0 -1 0 -1

Y dado que un sistema homogéneo admite solucién no trivial si y sélo si
su determinante es nulo, entonces el nudo es coloreable médulo (p) si y sélo
si el determinante de la tltima matriz es divisible por p. El valor absoluto
de tal determinante resulta ser un invariante de nudo, como se enuncia en
el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4. Sea A la matriz obtenida del diagrama de un nudo K,
enumerando los cruces y etiquetando los arcos con variables x; de alguna
forma. Sea A" la matriz obtenida a partir de eliminar una fila y una colum-
na cualesquiera de A. Entonces, independientemente de como se realice el
proceso anterior, el numero |det(A’)| es un invariante de nudo.

Demostracion. Para la prueba de este teorema se deben ver varias cosas.
Primero notar que al cambiar las etiquetas x; de los arcos y la enumeracion
de los cruces, el determinante del nudo no cambia (pues estos se correspon-
den a permutaciones de filas y columnas), y un argumento de dlgebra lineal
muestra que tampoco importa la fila o columna que se elimine. Por otro la-
do, se debe ver también que el determinante del nudo no cambia cuando se
considera otro diagrama posible de este. Este ultimo punto basta verlo para
cada uno de los movimientos de Reidemeister; por ejemplo, si uno aplica
el primer movimiento de Reidemeister —yendo de izquierda a derecha— al
diagrama, se obtiene una matriz de tamano (n+1) x (n+1) —pues hay una
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incognita mas, y una ecuaciéon mas— y eliminando una fila y una columna
correspondientemente —a saber, la columna correspondiente a la variable
x;, siendo este arco el modificado al aplicar el movimiento, y cualquier fila 7,
con j entre 1 y n. Todo esto se ve mejor cuando armamos la matriz después
del primer movimiento de Reidemeister— se ve que el determinante a lo
sumo cambia de signo. Los casos correspondientes a los otros movimientos
de Reidemeister son dejados para el lector. O

Notemos que en particular todo nudo admite una cantidad finita de
posibles coloreos, ya que hay finitos primos que dividen a det(A’). Dado que
esta matriz tiene coeficientes enteros, podemos llevarla a su forma normal de
Smith, aplicando operaciones elementales por filas y columnas, obteniendo
asi una matriz diagonal con entradas di,ds,...,d, con di|ds|...|dp—1|dy ¥
el determinante a lo sumo es afectado por un cambio de signo, entonces
det(A’) = didsy...dy. Lo bueno de la forma normal de Smith es que las
entradas de la matriz dicen la dimensién del nticleo moédulo p, por ejemplo,
si uno quiere saber cudl es la dimensién del nicleo de la matriz médulo (3),
uno solo debe ver cuantas entradas en la matriz son divisibles por 3, puesto
que estos dos numeros son iguales. Si uno tiene otro diagrama de nudo y
hace otros célculos para, al final, obtener la matriz (n—1) x (n—1) y después
hacer el cédlculo de la forma normal de Smith, resulta ser que uno obtiene la
misma matriz en forma normal de Smith, lo cual se resume en el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.5. Aplicando el procedimiento anterior de otra forma obte-
nemos una matriz diagonal cuyas entradas consisten de los dy,da,...,dy, y
de quizd algunos +1.

Demostracion. La prueba tiene el mismo argumento que la prueba del Teo-
rema 3.1.4, se da aqui un posible escenario. Por ejemplo, al aplicar el primer
movimiento de Reidemeister —de izquierda a derecha— el tamano de la ma-
triz se incrementa en 1, y se puede aplicar operaciones elementales por filas y
columnas de manera que se obtengan las mismas entradas en las diagonales
y una entrada consistiendo de un +1. ]

A las entradas de la matriz diagonal se las llama invariantes de torsion
del nudo (considerandolos por supuesto en valor absoluto).

Una informacién importante respecto a la dimensién del niicleo médulo
p, es la relacién que tiene este niimero con el ntmero de coloreos médulo
p (la cantidad de formas posibles para colorear el nudo médulo p). Esto lo
vemos en el siguiente problema:
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Proposicién 3.1.6. (Prob. 4.6. Cap 3. [Li]) El nimero de coloreos Cp(K) de
un nudo K cumple: C,(K) = p(p™ — 1) donde m = dim(ker,(K)).

Demostracidn. Sea A’ la matriz (n — 1) X (n — 1) obtenida a partir de A
como se explicé antes. Notemos que el numero de coloreos médulo (p) para
el nudo K, es igual al numero de soluciones —con no todas las entradas
iguales— del sistema Ax = 0. Ademds si (z1,z2,...,2,) es una de estas
soluciones, entonces (r1 — Zpn, ..., Tn—1 — Tn,0) es también una de las solu-
ciones que queremos (pues (Zp,Zp,...,Ty) es solucién del sistema Az = 0,
y algin z; es distinto de x,,); luego cada una de las soluciones que queremos
tiene un representante de la forma (z1,z2,...,2,-1,0) y este representan-
te es unico para cada una de dichas soluciones; ademds cada representante
representa a p soluciones como las que queremos (incluyendo al represen-
tante). El conjunto de representantes esta en biyeccién con el conjunto de
las soluciones no nulas del sistema A’z = 0. Sabemos que m = dim(ker(A’))
(viendo a A’ como una transformacion lineal de F;}_l en si mismo), entonces
sl aq, 9, ..., am; es una base del ker(A’), el numero de soluciones no nulas
del sistema A’z = 0 es igual a p* — 1 (pues hay p escalares posibles por cada
a;, y no debemos contar la combinacién lineal trivial). Dado que por cada
representante hay p soluciones como las que queremos, entonces el numero
de coloreo médulo (p) del nudo K es igual a p(p™ — 1). O

3.2. El polinomio de Alexander

El polinomio de Alexander asociado a un nudo es un muy buen invarian-
te de nudo, el cual resulta tener conexiones profundas con otros aspectos
topolégicos ademds de los nudos. Acé nosotros introduciremos una defini-
cién combinatoria siguiendo y utilizando lo hecho hasta ahora. Més adelante
en el Capitulo 6 veremos otra posible definicién del polinomio de Alexander
junto con algunas de sus propiedades. En el Capitulo 5 veremos una forma
més de obtener el polinomio de Alexander.

Consideremos un diagrama orientado de un nudo K, de nuevo armemos
nuestro sistema de ecuaciones como lo hacifamos antes, sélo que ahora en
cada cruce, etiquetamos al overcrossing con 1 —t y a los arcos de la derecha
y la izquierda del overcrossing los etiquetamos con —1 y t respectivamente.
Obtenemos asi una matriz dependiente de ¢. También eliminemos una fila y
una columna (cualesquiera) como hacfamos antes. A esta matriz se la suele
llamar la matriz de Alexander, la denotaremos por A(t). El polinomio de
Alexander es definido como A(t) := det(A(t)) (frecuentemente usaremos la
notacién Ag(t) para referirnos al polinomio de Alexander correspondiente
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Figura 3.7: Para el calculo del polinomio de Alexander del trefoil.

al nudo K). El polinomio asf solo no es invariante de nudo, pero lo es salvo
multiplos de +¢!, con [ entero.

Calculemos a modo de ejemplo, el polinomio de Alexander para el trefoil;
con el diagrama estandar, ver Figura 3.7.

La matriz obtenida de tal diagrama es

eliminando (por ejemplo) la tltima fila y la dltima columna, obtenemos el
polinomio de Alexander para el trefoil:

Az (t) =t —t+1.

El polinomio asi solo no es invariante de nudo, pero lo es salvo multiplos
de +t!, con [ entero. Antes de enunciar el teorema, veamos una parte esencial
de la prueba de este teorema, que es el cambio de orientacion en el diagrama.

Proposicién 3.2.1. (Prob. 5.7. Cap 3. [Li]) Dado un diagrama de nudo, con los
arcos y los cruces ya etiquetados, sean a(t) y B(t) los dos polinomios de Alexander
obtenidos con las dos posibles orientaciones. Entonces 3(t) = £t'a(1/t) para cierto
entero [.
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Demostracion. Sean A(t) y B(t) la matrices asociadas a «a(t) y 3(t) respec-
tivamente. Supongamos que la primera fila de A(t) estd dada de la siguiente
forma: 1—¢ —1 ¢t 0 0 ... 0, es decir, x1 es el overcrossing, xo estd a
la derecha segun la orientacién para A(t) y x3 estd a la izquierda del over-
crossing x1. Entonces notemos que la primera fila de B(t) estd dado por
1—tt —1 0 ...0, ya que el cdlculo de ésta difiere de la otra solo en
la orientacién. Factoricemos ahora —t de la primera fila de A(t), nos queda
entonces una matriz A;(t) que es igual a A(t) s6lo que en la primera fila
tenemos 1 — 1/t 1/t —1 0 ... 0, que notemos es igual a la primera
fila de B(t) sélo que evaluado en 1/t. Esto lo podemos hacer en cada fila
de A(t) (son solamente operaciones elementales por filas, a saber, multipli-
car por un escalar) obteniendo matrices A;(t), A2(t), ..., Ap(t) para cierto
natural m (el nimero de cruces del diagrama menos uno) y vale que el
det(A(t)) = (—t)" det(A,,(t)) donde ademads det(A,,(t)) = det(B(1/t)), es
decir, a(t) = (—t)™pB(1/t), lo que prueba el enunciado. O

Enunciamos ahora el Teorema de invariancia del polinomio de Alexander.

Teorema 3.2.2. Sean «(t) y B(t) dos polinomios de Alexander obtenidos
como mds arriba, es decir, numerando los cruces, etiquetando los arcos,
eligiendo una orientacién, etc. Entonces vale que B(t) = £t'a(t) para cierto
l entero.

Demostracion. Los argumentos son parecidos a la prueba de invariancia
del determinante (usando los movimientos de Reidemeister y demds) pe-
ro hay un punto delicado, y es la parte de la orientacién. En el problema
anterior vimos que si cambiamos la orientacién del nudo obtenemos que
a(t) = (—=t)™B(1/t), lo cual es casi parecido a lo que se desea, s6lo que esta-
mos evaluando en 1/t y no en t. Se puede ver que el polinomio de Alexander
es simétrico —esta propiedad de simetria serd discutida en el Capitulo 6;
el lector puede encontrar més detalles al respecto en [Li], Capitulo 6—, y
entonces ((t) = tP3(1/t), con p el grado de F(t) (pensamos que $(0) no es
nulo). Se sigue entonces lo enunciado en el Teorema. O

Calculemos el polinomio de Alexander para algunos nudos maés. Por ejem-
plo el del (2,n)-torus knot (o nudo toro, en castellano), con el diagrama y
etiquetas que se muestran en la Figura 3.8. El lector puede corroborar que
la matriz obtenida es:
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1—-¢t -1 0 0 0
t 1—¢t -1 0 0
0 t 1—t -1 0
: t 1—-t -1
0 0 t 1—t

Eliminando la ultima fila y la ultima columna, se puede ver que el poli-
nomio de Alexander obtenido es: A(t) = "1 — "2 4 ... —t 4+ 1.

Aqui cabe notar que en particular esto da una prueba del hecho esperable
que es

existen infinitos nudos no equivalentes,

ya que todos estos polinomios no son equivalentes, es decir, para dos valores
de n distintos, no se puede obtener un polinomio del otro multiplicando por
+¢! para ninguin entero .

Calculemos ahora el polinomio de Alexander del mirror image del trefoil,
etiquetando como en la Figura 3.9, la matriz obtenida es:
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Figura 3.9: Calculando el polinomio de Alexander del mirror image del tre-
foil.

Entonces, si por ejemplo eliminamos la segunda fila y la segunda colum-
na, obtenemos el polinomio de Alexander, Asm (t) =% — ¢ + 1.

Notemos en el iltimo ejemplo que el polinomio de Alexander del mirror
image del trefoil es el mismo que el del trefoil comun (el mismo, en el sentido
que son polinomios equivalentes, como en la definicién). Esto no es casual,
como se demuestra en el siguiente problema.

Problema 3.2.3. (Prob. 5.6. Cap 3. [Li]) Sea K un nudo y K™ su mirror image.
Mostrar que sus polinomios de Alexander son equivalentes.

Solucion. Recordemos que una forma de obtener el mirror image de un nudo
es reflejando el diagrama del nudo por una recta en el plano, como un espejo
al otro lado de la recta (ver Figura 3.10).

Como se indica en la Figura 3.10, podemos etiquetar los arcos de K™
como en el dibujo de la derecha, dado que K estéd etiquetado como en el
dibujo de la izquierda, solo que ahora vamos a cambiar de orientacién (en
el dibujo sélo mostramos la orientacién del overcrossing, ya que ésta es la
unica que hace falta para dar las ecuaciones de ese cruce). Entonces notemos
que la fila correspondiente al cruce para ambas matrices de Alexander es la
misma, a saber, 1 —¢t ¢t —1 0... 0. Estolo podemos hacer para cada
cruce y obtenemos entonces las mismas matrices; notar que obviamente el
cambio de orientacién viene bien para todos los cruces. Se obtiene por lo
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Figura 3.10: Para este calculo reflejamos el diagrama a través de una recta
en el plano, como si de un espejo se tratara.

tanto el mismo polinomio de Alexander, como se deseaba. O



Capitulo 4

Técnicas geométricas

Este capitulo comienza con el estudio de superficies, y mas concretamente
superficies con borde. Luego se veran los nudos como bordes de superficies,
las asi llamadas superficies de Seifert, lo que da pie a definir el género de un
nudo, que como veremos serd un invariante de nudo. Pasaremos entonces a
hablar de la suma conexa de nudos, y por tltimo enunciaremos el Teorema
de Descomposicién Prima de Nudos, andlogo al Teorema Fundamental de la
Aritmética con enteros primos.

4.1. Superficies

Las superficies que generalmente uno tiene en mente son superficies sua-
ves, asi como la esfera, una porcién del plano, paraboloides, toros con agu-
jeros, etc. Algunos ejemplos son ilustrados en la Figura 4.1.

Un hecho destacable es que las superficies suaves (viviendo en el espacio
R3) se pueden triangularizar, es decir, para una superficie suave se pue-
de construir una superficie consistiendo de tridngulos pegados (bajo ciertas
reglas) que se aproxima a la superficie suave; la superficie consistiendo de
tridngulos, se la puede construir de manera que se aproxime tanto como
uno quiera a la superficie en cuestién. Algunos ejemplos pueden verse en la
Figura 4.2.

La superficie triangulable, por supuesto, no es suave (en el sentido de geo-
metria diferencial), pero nos da una manera mas manejable de trabajar con
ellas. Acd cabe remarcar que nos importan més las propiedades topoldgicas
de las superficies y no tanto las propiedades geométricas, como la curvatura,
longitud de arco, etc, por lo que triangularizar viene bien.

Definicién 4.1.1. Una superficie poliedral es un subconjunto de R3 que

41
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Figura 4.1: La esfera S? y el doble toro T?*#1T?2.

i\

v\

W\
\

Figura 4.2: El primero es una poligonalizacion del disco, y el segundo lo es
de un cilindro con bordes.
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Figura 4.3: El disco y el toro.

esté formado por una cantidad finita de tridngulos pegados, con las siguiente
reglas:

(i) Dos tridngulos cualesquiera, o son disjuntos, o tienen un lado o un
vértice en comun.

(ii) En un lado no pueden intersecar més de dos tridngulos.

(iii) La unién de los lados que estan exactamente en un tridngulo, forman
una coleccién disjunta de curvas poligonales simples. A tales curvas se
las llama el borde de la superficie.

Notemos que tales curvas poligonales son necesariamente cerradas.

Con esta definicién estamos considerando las superficies con y sin borde,
que no se vayan hacia el infinito, como el plano R? por ejemplo. Dicho de
otro modo estamos considerando las superficies suaves compactas en R3. Ver
por ejemplo Figura 4.3.

Dos superficies poliedrales S, So se dicen homeomorfas, si existe una
funcién biyectiva que lleva los vértices de una a la otra, tal que, si tres
vértices acotan un triangulo en S7 entonces los tres vértices correspondientes
en Sy también acotan un tridngulo. Por supuesto, esta definicién coincide
con la definicién usual de topologia. Asi por ejemplo las dos superficies de
la Figura 4.4 son homeomorfas.
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Figura 4.4: El primero la cinta, y el segundo la cinta cortada y luego dada
una vuelta, pegada de nuevo.

4.2. La clasificacion de superficies
Sea S una superficie, se define la caracteristica de Euler de S como:
X(S) = Fcaras — #lados + #vértices,

se puede ver que x(S) es invariante por homeomorfismos (i.e. es un invariante
topolégico).

Calculemos la caracteristica de Euler para el disco y el cilindro, con la
triangularizaciéon dada en la Figura 4.5. Para el disco tenemos x(disco) =
#caras — #lados + #vértices = 1 — 3 + 3 = 1. Para el cilindro tenemos
x(cilindro) = #caras — #lados + #vértices = 6 — 12 + 6 = 0.

Notemos también que el nimero de componentes borde de una superficie
S (ntimero al cual denotamos B(S)) es un invariante de homeomorfismo.
Esto es asi pues si un lado tiene solo un tridngulo que lo tiene como lado
en una superficie, asi también pasa en la otra superficie, entonces una curva
poligonal simple cerrada que es una componente del borde de la superficie,
también lo sera en la otra superficie, y viceversa. Por lo tanto, tenemos una
biyeccion de los conjuntos de componentes conexas de los bordes.

Otro concepto que usaremos es el de orientabilidad. Una superficie poli-
edral se dice orientable, si se puede orientar el borde de cada tridngulo de la
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Figura 4.5: La esfera S? y el doble toro T?#T?2.

superficie, de tal manera que si un lado es comun a dos tridngulos, las dos
orientaciones en ese lado son opuestas.

Generalmente hablaremos de una superficie refiriéndonos a una superficie
poliedral y salvo homeomorfismo. Las anteriores observaciones nos permiten
dar la siguiente definicién.

Definicion 4.2.1. Sea S una superficie conexa y orientable. Se define el

género de S como g(S) = %2—3(5)'

Dado que tanto x(S) como B(S) se preservan salvo homeomorfismo,
resulta también que g(S) se preserva salvo homeomorfismo.

Pasamos ahora a enunciar una serie de teoremas, con sus respectivas
pruebas, referentes a la caracteristica de Euler de una superficie, el género
de una superficie y mas. Estos nos seran de mucha utilidad més adelante.

Teorema 4.2.2. Si dos superficies se intersecan en una coleccion de arcos
del borde, entonces la caracteristica de Fuler de la union de las superficies
es igual a la suma de las caracteristicas de Fuler de cada una de ellas menos
el numero de arcos de la interseccion.

En simbolos, x(S1 U S2) = x(S1) + x(S2) — #arcos.

Demostracion. Entendemos por arco a una curva poligonal conexa no ce-
rrada. Pensemos primero cuando se intersecan en solamente un arco, re-
cordemos que el borde estd formado por una coleccién disjunta de curvas
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Figura 4.6: El arco pintado con rojo es el arco de interseccién de dos com-
ponentes bordes, una por cada superficie

poligonales simples cerradas. Teniendo esto en cuenta, pasemos a calcular
la caracteristica de Euler de la unién.

El nimero de caras de la unién es igual a la suma de las caras de cada
una, el nimero de lados es igual a la suma de todos los lados de ambas
superficies menos el nimero de lados en comun, llamémosle h; el nimero
de vértices es igual a la suma de todos los vértices de las superficies menos
h + 1. Haciendo la cuenta obtenemos que x(S1 U Ss2) = x(S1) + x(S2) — 1.

Un razonamiento similar se puede hacer para el caso en que las superficies
lleguen a intersecarse en [ arcos, y se ve que cada arco resta en uno a la suma
de las caracteristicas de Euler de las superficies, obteniéndose lo deseado. [

Usando este teorema, calculemos la caracteristica de Euler de la super-
ficie que consiste de n discos y m bandas, donde las bandas se pegan en los
bordes de los discos, pegando dos arcos de cada banda en los discos, cada
arco en un cierto disco (posiblemente los dos arcos se peguen en el mismo
disco), por supuesto que los dos arcos no pueden pegarse en el mismo arco
de un disco. Ejemplos de estos discos con bandas pegadas se pueden ver en
la Figura 4.7.

Si llamamos S7 a los discos y 59 a las bandas, usando el teorema anterior
obtenemos que: x(S1US2) = x(S1)+ x(S2) —# de arcos comunes, dado que
por cada banda tenemos dos arcos que se pegan entre S; y Sz, el nimero
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Figura 4.7: Ejemplos de discos pegados con bandas.

de arcos comunes es 2x(S2). Entonces x(S1US2) = x(S1) — x(S2) =n —m.
Este calculo nos serd de mucha utilidad a lo largo de esta seccion.

Del teorema anterior se sigue el siguiente corolario.

Corolario 4.2.3. Si dos superficies conezas, orientables, se intersecan en
un solo arco de sus respectivos bordes, entonces el género de la union de las
dos superficies es igual a la suma de los géneros de cada una.

Demostracidén. Por el Teorema 4.2.2 vale que: x(S1US2) = x(S1)+x(S2)—1.
Ademds notemos que B(S1 U Sy) = B(Sy) + B(S2) — 1, pues al pegar los
arcos, dos componentes bordes -uno por cada superficie- se unen, y en la
unién cuentan ambos como una sola componente borde.

Teniendo esto en cuenta calculemos el género de la unién:

2—=x(51US2) —B(S1US
o(51U ) = 2 XU 2 BEU5)

Reemplazando lo dicho anteriormente, tenemos
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2 — (x(51) + x(S2) = 1) = (B(S1) + B(S2) — 1)

g(S1U82) = 5
_ 2= x(51) = x(52) +1 = B(S51) — B(S) +1
2
_ (2= x(51) = B(51)) + (2 = x(52) — B(S2))
2

= 9(51) + 9(S2)-
O

El siguiente resultado también se sigue de lo anterior, pero dada su im-
portancia lo enunciamos como teorema.

Teorema 4.2.4. Si una superficie orientable conexa estd formada por atar
bandas a una coleccion de discos, entonces el género de la superficie resul-
tante estd dado por

2 — Fdiscos + #bandas — #componentes borde
5 .

Demostracion. Se sigue de los comentarios siguientes al Teorema 4.2.2, pues-
to que si consideramos como la superficie S; a los discos y como Sy las
bandas, entonces

2 — X(Sl U Sg) — B(Sl U SQ)

g(S’l U 52) = 9
2 — (#discos — #bandas) — B(S1 U S2)
B 2
2 — #£discos + #bandas — #componentes borde

2
U

El siguiente es un resultado que vamos a necesitar mas adelante. Dado
que tenemos las herramientas necesarias, lo enunciamos y lo probamos ahora.

Teorema 4.2.5. Si dos superficies se intersecan en una coleccion de circu-
los en sus bordes, la caracteristica de Fuler de la union es la suma de las
caracteristicas de Euler de cada una.

Demostracion. La demostracion se trata de manera similar a la demostra-
cion del Teorema 4.2.2. Consideremos el caso en que la interseccion es sélo
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Figura 4.8: Con rojo pintado la interseccién de los bordes de la superficie.

un circulo. Denotamos con h a la cantidad de lados que tienen en comun las
superficies (que es el numero de lados que tiene el circulo), y dado que es un
circulo, el numero de vértices en comun es también h.

Con esta observacién pasamos a hacer las cuentas,

X(S1 U S2) = #caras(S1 U Sa) — #lados(S1 U Sa) + #vértices(S1 U Sa)
= F#caras(S1) + #caras(Sy) — (#lados(S1) + #lados(S3) — h) +
+ (#vértices(S1) + #vértices(S2) — h)
= x(51) + x(52).

En el caso que la interseccién sea mas de un circulo, la cuenta es esen-
cialmente la misma. O

Ahora vamos a enunciar el teorema de clasificaciéon de superficies con
borde, que nos serd de mucha utilidad en el resto del trabajo.

El teorema andlogo para superficies sin borde es bien conocido en la
comunidad matemaética.

Teorema 4.2.6. Sea S una superficie conexa, orientable, sin borde. Enton-
ces S es homeomorfa a una suma conezxa de n toros, para cierto n. Mds ain
tal n es unico.

El n del enunciado también puede ser 0, y en este caso tenemos la esfera
S2. Ejemplos de estas superficies se muestran en la Figura 4.9.
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Figura 4.9: Las tres primeras superficies compactas y orientables.

El resultado que pretendemos enunciar ahora es similar a éste, solo que
la superficie S si tiene borde. Lo enunciamos en dos teoremas, aunque no
haremos las pruebas diremos algunos comentarios respecto a las mismas.

Teorema 4.2.7. Sea S una superficie conexa con borde. Entonces S es
homeomorfa a un disco con bandas atadas.

Una parte importante de la prueba consiste en deformar la superficie
S —formada por tridngulos— en una superficie que consiste de discos con
bandas atadas, y lo mds importante a remarcar es que tal deformacién es
una isotopia. Otra parte importante de la prueba y que ademés nos serd
muy util mas adelante, estd plasmada en el siguiente problema.

Problema 4.2.8. (Prob. 2.7. Cap 4. [Li]) Si una superficie se obtiene de atar
bandas a discos, entonces la superficie se puede deformar isotopicamente en una
superficie que consiste de un solo disco con bandas atadas.

Solucion. Se dard la idea de la prueba. Veamos primero lo siguiente. Supon-
gamos que tenemos dos discos con una banda que los une, entonces es claro
que esta superficie es isotépica a un disco, pues independientemente de las
vueltas que dé la banda al unir los dos discos, uno puede girar uno de los
discos hasta que queden los dos discos con la banda que los une sin vueltas,
es decir, un disco. Esto se ilustra en la Figura 4.10.

Ahora supongamos, como en el enunciado, que tenemos una coleccién de
discos con bandas atadas —posiblemente pegdndose una banda dos veces en
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Figura 4.10: Dando vuelta uno de los discos, vemos que al final nos queda
un solo disco.

el mismo disco— y ahora hagamos lo recién dicho con dos discos que estan
unidos por una banda, tomamos uno de ellos y le damos tantas vueltas
como sean necesarias para que queden unidas por esa banda sin ninguna
vuelta, es decir, los dos discos con la banda ahora forman un solo disco.
En este proceso puede ser que las otras bandas que estaban pegadas al
disco que giré —o quizé otras bandas uniendo a los dos discos— se hayan
enredado mas, pero eso no importa. Entonces al final obtenemos la misma
superficie, pero con un disco menos. Haciendo este proceso tantas veces como
sea necesario, obtenemos lo deseado. Notemos también que todo este proceso
es una isotopia. O

Teorema 4.2.9. Sean S1 y Sy superficies consistiendo cada una de un disco
con bandas atadas. Entonces las dos superficies son homeomorfas si y sélo
si se cumplen las siguientes tres condiciones:

(a) La cantidad de bandas es la misma.

(b) El nimero de componentes borde es el mismo.

(¢) Ambas son orientables o ambas son no orientables.

(Ver [Li, §4.2] para més informacién sobre este Teorema.) Un hecho im-
portante a notar es que, si una superficie consiste de un disco con bandas
atadas es orientable entonces el niimero de semivueltas de una banda no
puede ser impar, pues si asi fuera, entonces esta banda producira una banda
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de Moebius dentro de la superficie. Es un resultado bien conocido que, una
superficie es orientable si y sélo si no existe un embedding de la banda de
Moebius en tal superficie. Entonces todas las bandas de una tal superficie
dan una cantidad par de semivueltas. He aqui una caracteristica necesaria
y suficiente de las superficies orientables.

Una consecuencia de esto es que de una tal superficie, si le quito una
banda, la superficie resultante también es orientable, pues todas las bandas
restantes dan una cantidad par de semivueltas. Con estas observaciones,
pasamos a probar resultados esperables del género de una superficie.

Proposicién 4.2.10. (Prob. 2.8. Cap 4. [Li]) El género de una superficie conezxa,
orientable, es no negativo.

Demostracion. Dado que toda superficie es homeomorfa a una superficie
consistente de un disco con bandas atadas, y que el género es un invariante
topolégico, basta probar esto para superficies consistentes de un disco con
bandas atadas. Lo haremos por induccién en el niimero de bandas.

Caso base: En el caso base tenemos solamente un disco sin ninguna banda
atada. Se tiene que:

9(8) = g(disco)
_2- x(disco) — B(disco)

2
2 — x(tridngulo) — 1
B 2
1—(1-3+3)

2
=0,

por lo tanto vale el caso base.

Caso inductivo: Supongamos entonces que el enunciado vale para todas
las superficies que consisten de un disco pegado con n bandas. Queremos
ver que vale para las superficies que consisten de un disco con n + 1 bandas.

Sea S el disco con n + 1 bandas. Llamemos S7 a una banda fija, elegida
de las n 4+ 1 bandas y Sy a la superficie que se obtiene de quitarle la banda
S1 a S. Entonces S = Sy U S, donde Sy v Sp se pegan a lo largo de dos
arcos. Dado que S es orientable, también lo es Sy y entonces vale la hipdtesis
inductiva para Sy pues tiene n bandas. Pasemos al cdlculo del género de S.

i) - 278 BS)
2 — X(So U Sl) — B(So U Sl)
5 .




4.2. LA CLASIFICACION DE SUPERFICIES 53

Acé notemos que tenemos dos casos distintos. Uno cuando la banda .S;
pega los dos arcos en la misma componente borde, y otro cuando pega los
dos arcos en dos distintas componentes borde, una por cada borde.

(i) Caso cuando se pegan en la misma componente borde:

2 — (x(S0) + x(51) = 2) = (B(S0) + B(51))
2
2= x(S0) = B(S) | 2= x(51) = B(S1)
2 2
= 9(50) +9(51).

g(5) =

Como ¢(Sp) es no negativo y g(S1) es cero, se tiene en este caso que el
género es no negativo.
(i) Caso cuando se pegan en distintas componentes bordes:

2 — (x(So) + x(51) — 2) — (B(S0) + B(51) — 2)
2
2 x(50) = B(S)) , 2 x($1) = B(S)
2 2
= g(So) + ¢g(S1) + 1.

+1

Por la misma razén que recién, en este caso tenemos que g(S) > 1> 0.

Con esto queda comprobada la hipdtesis inductiva y obtenemos lo deseado.
O

Proposicién 4.2.11. (Prob. 2.9. Cap 4. [Li]) El género de una superficie coneza,
orientable es un entero.

Demostracion. Procederemos de la misma manera en que hicimos antes,
haciendo induccién en el ntimero de bandas:

Caso base: En este caso tenemos 0 manijas, es decir, S es el disco. Que
como se vio antes, este tiene género 0, cumpliéndose el caso base.

Caso inductivo: Supongamos que vale el enunciado para un disco con
n manijas, y queremos ver que vale para un disco con n + 1 manijas. Sea
entonces S un disco con n 4+ 1 manijas.

Como hicimos en la solucién al problema anterior, S se puede obtener
como la unién de dos superficies Sy y S1. Recordemos Sy es la superficie
que se obtiene de quitarle a S la manija S;. Realicemos el calculo del género
de S.
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IPERCE.C
_ 2 — X(So U Sl) — B(So U Sl)
5 .

Recordemos también que el borde tiene dos posibilidades—en la prueba
anterior—, cada una de las cuales analizamos a continuacion.
(i) Caso cuando se pegan en la misma componente borde

2 — (x(So) +x(S1) — 2) = (B(So) + B(51))
2
2 —x(50) — B(S0) n (2 = x(51) — B(51)
2 2
= g(So) + g(S1).

En este caso, dado que g(.Sp) es entero no negativo y g(.S1) es cero, resulta
que g(S) es entero no negativo. Resta ver el otro caso posible.
(74) Caso cuando se pegan en distintas componentes bordes

9(S) =

4(8) = 2 — (x(S0) + x(S1) — 2) — (B(So) + B(S1) — 2)
2
_ 2—x(S0) — B(5) N 2 — x(S1) — B(S)
2 2
= g(So) + g(S1) + 1.

+1

En este caso, por la misma razén anterior, y ademas notando que ahora
se suma el género de S en 1, se sigue también que ¢(S) es un entero no
negativo.

Queda entonces demostrado lo enunciado. ]

4.3. Superficies de Seifert y el género de un nudo

Son de interés para nosotros las superficies con borde, ya que un nudo
puede ser visto como borde de alguna superficie. De hecho, las superficies
que estamos estudiando (las superficies poliedrales), o no tienen borde, o
tienen como borde a una coleccién disjunta de nudos, es decir, un enlace.

Resulta inmediatamente una pregunta: ;Es todo nudo el borde de una
superficie? La respuesta es afirmativa, y ademas siempre es posible encontrar
una tal superficie, que sea orientable. El siguiente teorema es debido a Seifert.
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Figura 4.11: A la izquierda el diagrama del nudo, a la derecha los discos de
Seifert obtenidos.

Teorema 4.3.1. Todo nudo puede ser obtenido como el borde de una su-
perficie conexa orientable.

Demostracion. Consideremos para ello un diagrama del nudo, y démosle una
orientacién. Entonces apliquemos el siguiente procedimiento. Comenzando
en un arco y siguiendo la orientacién elegida avancemos hasta llegar a un
cruce, y solo un poco antes de llegar al cruce doblemos a la izquierda o a la
derecha segin nos diga la orientacién del (de los) arco(s), pasando luego a
estar en otro arco. Ahora seguimos haciendo lo mismo. Notar que en algin
momento vuelvo al punto de partida (i.e., al arco donde comencé). Si nos
quedaron arcos por recorrer, apliquemos el procedimiento anterior a otro
arco no recorrido. Y asi sucesivamente, hasta que no quede arco sin recorrer.
Al terminar este proceso, obtenemos circulos orientados no intersecandose —
los llamados circulos de Seifert— y quiza algunos circulos viviendo dentro de
otros circulos. Se dejan los detalles para el lector. Todo esto queda ilustrado
para el nudo de la Figura 4.11.

A los discos acotados por estos circulos los llamaremos discos de Seifert,
cada disco ademads tiene paredes, las cuales se encuentran justamente en
cada cruce.

La superficie se obtiene de pegar una banda a estos discos de Seifert,
cada banda pegando dos paredes de dos discos distintos, doblandolo segin
indique el cruce. Si un disco esté dentro de otro disco, pensamos al primero
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Figura 4.12: La superficie obtenida de aplicar el algoritmo de Seifert.
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levantado mas arriba del segundo, como si se encontrase en el primer piso, y
las bandas se pegarian como se dijo recién, ver por ejemplo la Figura 4.12.

Tenemos entonces una superficie que consta de discos con bandas pega-
das, que notemos, tiene como borde el nudo de partida. Ademés es conexa,
esto se debe a que estando en un disco se puede ir a cualquier otro disco
recorriendo el nudo. Quedd ver entonces que es orientable. Esto lo probamos
en el problema que viene a continuacién. ]

Proposicién 4.3.2. (Prob. 3.5. Cap 4. [Li]) La superficie obtenida por el algo-
ritmo de Seifert es orientable.

Demostracion. Para hacer esto notemos que un disco de Seifert tiene una
orientaciéon que esta dada por la orientacién del borde de dicho disco; por
lo que cada disco tiene, o una orientacién horaria, o una orientacién anti-
horaria. Pintemos con blanco la cara superior de aquellos discos que tienen
la orientacién antihoraria y a la cara inferior la pintemos con negro; pinte-
mos con negro la cara superior de aquellos discos que tienen la orientacién
horaria y a la cara inferior la pintemos con blanco.

Entonces si una hormiga vive sobre la cara blanca de un disco, al pasarse
de este disco a otro disco vecino, la hormiga vivird sobre la cara blanca
del disco vecino; pues dos discos que se conectan por una banda tienen
orientaciones opuestas. Por lo tanto, no importa el recorrido que la hormiga
realice sobre la superficie, la hormiga siempre vivird sobre la cara blanca
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Figura 4.13: Las superficies obtenidas de aplicar el procedimiento checker-
boarding.

de la superficie. En particular si se realiza un lazo comenzando en una cara
blanca, al terminar el lazo la hormiga volvera sobre la cara blanca y no sobre
la negra; se deduce entonces que la superficie es orientable. ]

Definicion 4.3.3. Dado un nudo K, llamaremos superficie de Seifert de K,
a toda superficie conexa, orientable, cuyo borde sea K.

Hay otra forma de obtener una superficie cuyo borde sea un nudo dado,
tal procedimiento se llama checkerboarding (o tablero de damas, en caste-
llano). Este procedimiento se explica a continuacién.

Supéngase que se tiene un diagrama del nudo, y le damos también una
orientacion. Comenzamos desde un punto de algtin arco siguiendo la orien-
tacion y pintando con blanco el lado izquierdo de tal arco y con negro el
derecho, cuando nos encontremos con un cruce hacemos al revés, es decir,
una vez que pasamos un cruce, pintamos con blanco el lado derecho y con
negro el lado izquierdo. Asi seguimos hasta volver al punto de partida. Se
obtiene entonces una parte —correspondiente a un color— acotada y una
parte no acotada —correspondiente a otro color—, la parte acotada forma
una superficie cuyo borde es el nudo. Esto se ilustra en los ejemplos de la
Figura 4.13.

Notemos que en el ultimo caso la superficie obtenida no es orientable,
mientras que en el primero si. Nos interesa que sea orientable para hablar
del género de la superficie. En este sentido nos es mas util el algoritmo de
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Seifert que el proceso de checkerboarding. La siguiente definiciéon avala lo
dicho anteriormente.

Definicién 4.3.4. Sea K un nudo. Se define el género de K, g(K), como el
minimo de todos los géneros de todas la superficies de Seifert de K.

Probamos anteriormente que el género de una superficie orientable co-
nexa es un entero no negativo; esto junto con la existencia de las superficies
de Seifert de un nudo K, nos da la buena definiciéon del género de un nudo.

Tenemos aqui un invariante de nudo, pues si dos nudos —no necesa-
riamente distintos— tienen género nudo distintos, entonces tales nudos son
distintos, es decir, no equivalentes.

El género resulta ser un buen invariante de nudo, pero el calculo de tal
namero es frecuentemente dificil. El género de la superficie obtenida por el
algoritmo de Seifert no es necesariamente el minimo y encontrar la superficie
que realice tal minimo es usualmente una tarea dificil. Mas adelante veremos
algunos resultados que nos ayudaran a calcular el género.

Calculemos el género de algunos nudos. Para el unknot tenemos por
ejemplo la superficie del disco; y dado que esta superficie tiene género 0,
al tener toda superficie género no negativo, se deduce que el género del
unknot es cero, g(unknot) = 0. Para el trefoil podemos tomar la superficie
obtenida de aplicar el algoritmo de Seifert al diagrama estandar. Y dado
que el género de tal superficie es 1 —un simple calculo que el lector debe
hacer—, se deduce que ¢(31) < 1.

Como vimos, el género del unknot es 0, pero el género del trefoil, en
principio, puede ser 0. Esto queda descartado por el siguiente problema.

Proposicion 4.3.5. El unico nudo de género cero es el unknot.

Demostracion. Sea K un nudo con género cero. Eso significa que existe una
superficie de Seifert S para K, con g(S) = 0. Sabemos que tal superficie
se puede llevar isotopicamente a una superficie consistente de un disco con
bandas atadas —en particular, el borde de la superficie, que es el nudo K,
no cambia de equivalencia—. De la férmula del género tenemos:

2 —x(S)— B(S
() = 22X = BE),
como el borde es el nudo K, tenemos que B(S) = 1, y la caracteristica

de Euler queda en términos de la cantidad de discos y de bandas; al ser
solamente un disco, tenemos
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_ 2 — (# discos — # bandas) — 1

0 2
1 — (1 — # bandas)
B 2
= # bandas.

Resulta entonces que no hay ninguna banda, y por lo tanto S es isotépica
al disco. En particular, nuestro nudo K —es el borde de S— es isotépico al
borde del disco, que es el unknot, como se deseaba. ]

Ahora estudiemos un poco qué pasa con el género cuando hacemos una
cirugia a esta superficie. No procederemos con mucho detalle en esta parte.

Sea S una superficie y sea D un disco (ambos viviendo en R3) cuya in-
terseccién con S es sélo el borde del disco. Consideremos un entorno cerrado
del borde del disco dentro de la superficie .S, se suele llamar a tal entorno
un anillo, denotemos a este anillo con A.

El proceso de cirugia consiste en eliminar el interior de este anillo en
la superficie, queddndonos el borde del anillo —dos circulos— adn viviendo
en la superficie. Entonces pegamos dos discos, uno por cada circulo, ob-
teniéndose una nueva superficie con quizd dos componentes conexas; aqui
termina el proceso de cirugia. El proceso queda ilustrado en la Figura 4.14.

3

Figura 4.14: El proceso de cirugia en una superficie.

El siguiente teorema nos dice qué pasa con el género después de haber
realizado cirugia.
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Teorema 4.3.6. Sea S una superficie conexa orientable, y sea F la su-
perficie obtenida de haber aplicado cirugia. Entonces, si F' tiene una sola
componente conezxa, g(F) = g(S) — 1, y si tiene dos componentes conezas,

51,52, 9(S) = 9(S1) + g(S2)

Demostracion. El proceso de cirugia podemos dividirlo en dos partes. El
primero que consiste en eliminar el anillo, obteniéndose una superficie a la
que llamaremos S’, y el segundo que consiste en pegar los dos discos a esta
ultima superficie, a la que llamaremos S”; la superficie F' del enunciado es
la superficie S”.

Trabajaremos con la caracteristica de Euler, ya que en el proceso de
cirugia puede haber superficies con méas de una componente conexa, y el
género no estd definido para tales superficies, mientras que la caracteristica
de Euler si.

Dado que: S = S" U anillo, por el Teorema 4.2.5, x(S) = x(5') +
x(anillo), y el anillo es simplemente un disco con una banda atada, se sigue
que x(anillo) = 0, y entonces x(S) = x(5’). Haciendo lo mismo para S” se
tiene que x(S”) = x(5") + x(discor) + x(discos), y dado que x(disco) = 1
se tiene que x(S”) = x(S’) + 2, reemplazando por x(S) obtenemos, x(S”) =
x(S) + 2.

Aqui tenemos dos casos posibles sobre S”, pues puede tener una sola
componente conexa o puede tener dos componentes conexas. Hacemos el
calculo por separado. Pero primero notemos la siguiente formula —para una
superficie conexa— obtenida de la definicién de género

X(8) =2 —2g(5) — B(S).

(i) Caso S” con una sola componente conexa. En este caso se puede re-
emplazar directamente la férmula anterior

X(8") =x(9) +2,
2 —29(8") = B(S") = (2—29(S) — B(S)) + 2,
dado que B(S") = B(S), resulta

9(8") =g(8) - 1.

(1) Caso S” con dos componentes conexas. Sean S, 52 las componentes
conexas de S”, entonces vale que: x(S”) = x(S1) + x(S2). Y como ambas
S1, 52 son conexas podemos calcularle el género.

x(58") = x(5) +2
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Figura 4.15: Suma conexa de dos nudos.

X(S1) + x(S2) = x(S) +2
(2 —2g(51) — B(S1)) + (2 —29(S2) — B(S52)) = (2 — 29(5) — B(S)) +2
g(8S) = g(S1) + g(S2).

Esto concluye la prueba. O

4.4. Suma conexa de nudos y la descomposicién
prima de nudos

Supoéngase que tenemos dos nudos, K1 y Ko separados en el espacio. Para
cada nudo tomemos un intervalo pequenio y externo del nudo (esto tltimo es
que el intervalo este lejos del resto del nudo). Ahora cortemos estos interva-
los, quedando dos puntos extremos para cada uno. A continuacién entonces
pegamos un punto extremo de K; a un punto extremo de Ky, y también
pegamos los otros dos puntos extremos restantes. Esto se ilustra en la Fi-
gura 4.15. La independencia del intervalo escogido se justifica porque uno
puede trasladar un intervalo del nudo a otro intervalo cualquiera, haciendo
un movimiento continuo dentro del mismo nudo.

Hay un solo problema en la construccién anterior. Al pegar los puntos
extremos tenemos dos posibilidades; pues un punto extremo del nudo K3
tiene dos puntos extremos posibles para pegarse con Ks, y una vez que se
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Figura 4.16: El nudo 8;7.

pega con un punto extremo, el otro punto extremo de K; se pegard con el
otro punto extremo de Ks. Resulta que los dos nudos que se pueden obtener
de esta forma no necesariamente son equivalentes.

Para arreglar esta situacién, consideraremos nudos orientados en lugar
de considerar solamente nudos. Entonces existe una sola forma de pegar los
extremos de manera que el nudo resultante tenga un orientaciéon consistente
con la orientacién de los dos nudos. El nudo orientado asi obtenido queda
entonces bien definido y lo llamamos la suma coneza de los nudos orientados
K1y Ko, lo denotamos K1# K.

Se puede probar que dado un nudo orientado K, si este no es reversible,
entonces el nudo K# K no es equivalente a K# K" ni siquiera como nudos
—es decir, sin considerar la orientacién—. Notemos que justo estos dos nu-
dos asi obtenidos, son los dos que se obtienen por hacer el proceso de suma
conexa explicado al principio de la secciéon. Esto nos da muchos ejemplos
que muestran que la suma conexa para nudos —sin considerar la orienta-
cién— no estd bien definida. Por ejemplo el nudo 817 (ver Figura 4.16) no
es reversible (ver el trabajo de Akio Kawauchi, [Kaw]), y entonces, por lo
dicho anteriormente, 817#817 no es equivalente a 817#85.

Con la suma conexa cuidadosamente definida, podemos dar la definicién
de nudo primo junto con el Teorema de Descomposicion Prima.

Definicion 4.4.1. Un nudo K se dice que es un nudo primo, si para cual-
quier descomposiciéon como suma conexa, uno de los factores es el unknot.

Notemos que en la definiciéon anterior escribimos nudo y no nudo orien-
tado, esto se justifica a continuaciéon. Sea K un nudo orientado y sea K"
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el nudo reverso de K. Supongamos que K es un nudo orientado primo, i.e.
para cualquier descomposicién de K como suma conexa de dos nudos orien-
tados, uno de los factores es el unknot; queremos ver que K" es también un
nudo orientado primo. Pues si no lo fuera, existiria una descomposicion de
K" como suma conexa, digamos K" = J#L, con J y L nudos orientados,
y ninguno de ellos equivalente al unknot. Notemos ahora que el cambio en
la orientaciéon de K", da un cambio en la orientaciéon de J y L; y ademés
vale que K = J"#L", se deduce entonces que K no es un nudo orientado
primo, contradiciendo al hecho de que K es un nudo orientado primo. Por lo
tanto K" es también un nudo orientado primo. Luego podemos hablar de un
nudo primo, ya que ésta es una propiedad independiente de la orientacion
del nudo; queda entonces justificada la definicién anterior.

Una pregunta que aparece respecto a la suma conexa de nudos, es jqué
pasa con el género de la suma conexa? El siguiente teorema responde a esta
cuestion.

Teorema 4.4.2. (aditividad del género de nudos) Dados dos nudos Ky y
Ka, vale que g(K1#K2) = g(K1) + g(K>)

Una prueba de este teorema se puede encontrar en [Li], pagina 79.

La pregunta que nos hicimos respecto al comportamiento del género
cuando hacemos la suma conexa de nudos, la podemos hacer también res-
pecto a otros invariantes de nudos, tales como el determinante del nudo, el
nuamero de coloreo del nudo, entre otros. Volveremos con esto més adelante.

Un corolario inmediato de lo anterior es el siguiente.

Corolario 4.4.3. Si K es no trivial, entonces no existe nudo J, tal que,
KH#J sea trivial.

Demostracion. Supongamos que tal J existe. Dado que K#J es trivial, se
sigue que g(K#J) = 0. Por la aditividad del género de nudo, vale que
g(K#J) = g(K) + g(J), al ser K no trivial, tenemos que g(K) > 0 —pues
el tinico con género 0, es el unknot—.

Se tiene entonces que:

0 <g(K)+g(J) =g(K#J) =0,
lo que es un absurdo. Se sigue que tal J no puede existir. ]

Otro hecho a notar es que todos los nudos de género 1, son primos.

Lema 4.4.4. Si g(K) =1 entonces K es primo.
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Demostracion. Si K = K1# Ko, por la aditividad del género, se tiene que:
9(K) = g(K1)+g(K3). Notemos que no pueden ambos factores tener género
positivo, pues g(K) = 1. Debe ser entonces que algun factor debe tener

género 0, y por lo tanto este debe ser equivalente al unknot, i.e. K es primo.
O

La siguiente proposiciéon —de la cual no daremos la prueba— nos dice
las propiedades algebraicas de la operacion suma conexa.

Proposicion 4.4.5. La suma conexa es asociativa y conmutativa. Escrito
en formulas

(1) (K1#K2)# K3 = K1#(Ka# K3)

(i1) K1# Ko = Ko# K.

Ahora si enunciaremos el Teorema de Descomposicién Prima para nudos,
el cual notemos es andlogo al Teorema Fundamental de la Aritmética, sélo
que debemos reemplazar la palabra numero por nudo, y en lugar de producto
tenemos la suma conexa.

Teorema 4.4.6. (Teorema de descomposicion prima) Todo nudo puede ser
descompuesto como suma conexa de nudos primos no triviales. Si K =
K\ #Ko# ... #K, y K = Ji#Jo# ... #Jm, con cada nudo no trivial, en-
tonces n = m y después de un reordenamiento K; es equivalente a J; para
cada i.

Demostracion. Solamente probaremos la existencia. La prueba de la unici-
dad es parecida a la prueba de la aditividad del género de nudos. Como esta
no nos serda de mucho aporte, no la haremos aqui.

Para probar la existencia usaremos el Teorema de la aditividad del género
de nudos. Consideraremos K no trivial-si es trivial, la cantidad de nudos
primos que necesito es 0—. La prueba serd por induccién fuerte en el género
del nudo.

Caso base: Supongamos que g(K) = 1, entonces por el Lema 4.4.4 K es
primo, y tenemos una descomposiciéon prima de K.

Caso inductivo: Supongamos que g(K) =n+ 1, y que todo nudo J con
g(J) < n+1 admite una descomposicién prima, queremos ver que K admite
una descomposicién prima.

Tenemos dos casos posibles, o K es un nudo primo, con lo cual ya es-
tarfa, o bien K no es primo. Si K no es primo, deben existir nudos K y
K5, ninguno de ellos trivial, tal que K = K;#K>. Como ambos factores
no son triviales, entonces ambos tienen género positivo, y podemos aplicar
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la hipdtesis de induccién fuerte sobre estos dos, obteniéndose una descom-
posicién primaria para cada uno de los factores, es decir, se obtiene una
descomposicién primaria para K, como se deseaba. ]

Que los factores sean nudos primos es importante, asi se ilustra en el
siguiente problema.

Problema 4.4.7. (Prob. 5.2. Cap 4. [Li]) Usar la suma conexa de tres nudos
distintos para encontrar un ejemplo de un nudo que pueda ser descompuesto como
una suma conexa en dos formas distintas.

Solucion. Consideremos los nudos (2, 3)—torus knot (recuerde que este es el
trefoil), (2,5)—torus knot y (2,7)—torus knot, a los cuales los denotaremos
con 31, 51 y 71 respectivamente (esta notacién es conocida en la teorfa de nu-
dos y esta hecha en general para todos los nudos, una tabla con los primeros
nudos se puede encontrar en [Li], Apéndice 1). Sea K = 31#51#71, donde
los tres nudos tienen alguna orientacién fija. Entonces K se puede escribir
como una suma conexa de dos formas distintas, a saber, K = (31#51)#71,
y K = 31#(51#71). Son distintas pues, por ejemplo, el nudo 7; no es equi-
valente ni a 31 ni a 51 #7;. O

Problema 4.4.8. (Prob. 5.3. Cap 4. [Li]) Probar que un nudo de género n es la
suma conexa de a lo sumo n nudos no triviales.

Solucion. Sea K = Ki#Ko# ...#K,, con cada K; nudo no trivial, quere-
mos ver que m < n.

Notemos primero que g(Ki1#Ko# ... #Kp) = g(K1) + g(K2) + -+ +
9(K,,) —pues aplicamos la aditividad del género de dos en dos—. Dado que
cada nudo K; es no trivial por hipdtesis, tenemos que g(K;) > 1, entonces,
g(KG\#Ko# ... #K,,) > m —por lo notado anteriormente— y por otro lado
g(KG#Ko# ... #K,,) = g(K) = n, de donde, n > m, como se deseaba. [
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Capitulo 5

Técnicas algebraicas

Un invariante topolégico bien conocido es el llamado grupo fundamental,
esto es, una estructura algebraica definida sobre un espacio topoldgico, que
se preserva por homeomorfismos. La rama de la matemadtica que estudia
estas relaciones de la topologia con el dlgebra se llama topologia algebraica.

Los nudos no quedan fuera de esta relacién, y a un nudo también le
podemos asociar un grupo, al cual llamaremos el grupo nudo.

En este capitulo estudiaremos céomo los grupos nos pueden servir para
distinguir nudos, en particular daremos un invariante de nudos orientados
—hasta ahora no hemos dado ninguno—. Todo lo hecho entonces convergera
a la definicién de grupo nudo.

5.1. Etiquetando con un grupo

Recordemos cémo etiquetamos los arcos de los diagramas de nudo con
elementos de Z,. Ahora queremos hacer lo mismo, sélo que nuestras etiquetas
seran elementos de un grupo arbitrario.

Sea G un grupo y sea K un nudo, y consideremos un diagrama orientado
del nudo. Decimos que G etiqueta al nudo K, si se puede etiquetar cada arco
del diagrama con un elemento de G, tal que se cumplan las siguientes dos
condiciones:

Consistencia: En cada cruce vale la siguiente condicién: k = ghg™ ",
donde g, k, h estdn dadas como se indica en la Figura 5.1

Generacion: El conjunto de los elementos de G que etiquetan los arcos
del diagrama, deben generar el grupo G.

Como el lector debe esperar, el etiquetar con un grupo a un nudo resulta
ser un invariante. Esto queda plasmado en el siguiente teorema.

67
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N

= ghd

Figura 5.1: La relaciéon de consistencia que se debe cumplir en cada cruce.

Teorema 5.1.1. Sea K un nudo y G un grupo. Si un diagrama del nudo
K puede ser etiquetado con G, entonces todo otro diagrama del nudo puede
ser etiquetado con GG, independientemente de la orientacion.

Demostracion. Dado que dos diagramas de nudo difieren por una secuencia
finita de movimientos de Reidemeister, basta ver lo enunciado cuando apli-
camos un solo movimiento de Reidemeister. Debemos ver entonces cuando
aplicamos cada uno de los seis posibles movimientos de Reidemeister; acd
solamente lo haremos para el segundo movimiento de Reidemeister.

Como ilustra la Figura 5.2, si queremos ir de izquierda a derecha, la
etiquetacién es clara; y analogamente si se va de derecha a izquierda. Tam-
bién se debe ver el caso en que las orientaciones de los arcos sea distinta,
pero como notara el lector esto no es ningin problema. De manera similar
debemos analizar con los otros movimientos de Reidemeister.

Ya que en lo hecho anteriormente se dio la invariancia cuando conside-
ramos la misma orientacién, debemos ver que si cambiamos la orientacién
del diagrama, el nuevo diagrama orientado se puede etiquetar con el mismo
grupo G.

Supdngase entonces que un diagrama de nudo (con cierta orientacion)
se puede etiquetar con un grupo G, digamosle el primer diagrama. Conside-
remos ahora el mismo diagrama solo que con la otra orientacién, queremos
ver que también podemos etiquetarlo con el grupo G, digamosle el segundo
diagrama. Lo que haremos es etiquetar cada arco —que esté etiquetado con
[ en el primer diagrama— con [~ en el segundo diagrama. Entonces en cada
cruce del primer diagrama se transforma a otro cruce del segundo diagrama,
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N > \\ N

Figura 5.2: Un posible etiquetamiento para el segundo movimiento de Reide-
meister.

asi como se indica en la Figura 5.3.
Del primer diagrama se tiene que

k= ghg™,
aplicando el inverso, obtenemos
kL= ghlgt
g 'kTlg=h"1

Esta udltima ecuacién es la condicién de consistencia que se pide en ese
cruce; verificandose la condicién de consistencia.

Resta ver que estas etiquetas generan el grupo G. Si {g1,92,...,9n}
son las etiquetas del primer diagrama, sé que el generado por este con-
junto es G —pues este conjunto etiqueta el primer diagrama—; entonces
{97 L 9y L g, 1} son las etiquetas del segundo diagrama, y ademds ge-
neran el grupo, pues {gi,g2,...,9n} generan el grupo G. Por lo tanto se
cumple la condicién de generacién.

Como se cumplen las dos condiciones, se obtiene lo deseado. ]

Algunos ejemplos de nudos etiquetados —con el grupo simétrico S3— se
ven en la Figura 5.4.

Aunque el etiquetamiento parezca simple, encontrar tales etiquetas pue-
de ser una tarea dificil. Aqui hace falta remarcar una importante obser-
vacion. En un cruce, si el overcrossing es conocido y algunos de los arcos



70 CAPITULO 5. TECNICAS ALGEBRAICAS

N /9
\ < H'\/
Ve \k.,

9

Figura 5.3: A la izquierda el nudo orientado etiquetado; a la derecha el mis-
mo nudo con la orientacion invertida y etiquetado con los correspondientes
inversos.

SE (12)
(23)
(2 23 (13)
(23l
\_/ (12)
2 (13)

7 R

Figura 5.4: Los nudos 74 y 31 etiquetados con el grupo simétrico Ss.
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laterales también lo es, entonces el otro arco también es conocido, debido a
la relacién de consistencia.

El etiquetamiento de un nudo con un grupo es una herramienta muy
util. Thistlethwaite clasificd todos los nudos primos hasta 13 cruces, con la
ayuda de etiquetamientos con grupos y Perko probé que si un nudo admite
etiquetamiento con el grupo S3, entonces tal nudo admite etiquetamiento
con el grupo Sy (ver pag. 94 en [Li] y referencias ahi).

Problema 5.1.2. (Prob. 2.7. Cap 5. [Li]) Supongamos que a un nudo K lo pode-
mos etiquetar con un grupo G, y consideremos un etiquetamiento posible. Entonces,
si consideramos un elemento arbitrario g de G, y cambiamos cada etiqueta, j, por
gjg~!, obtenemos un nuevo etiquetamiento del nudo con el grupo G.

Solucion. Veamos que valen las dos condiciones.

Consistencia: Consideremos un cruce arbitrario de un diagrama orien-
tado; donde el overcrossing esta etiquetado con [, el arco a la izquierda de [
esta etiquetado con h y el arco a la derecha de [ esta etiquetado con k. Con-
siderando la misma orientacion y cambiando cada etiqueta por el conjugado
por g, debemos ver que se cumple la condicién de consistencia en este cruce
con estos cambios efectuados,

(glg~")(ghg ) (glg™") " = glhl'g~"
= gkg ™',

dado que [hi™! = k.

Como esto vale para cada cruce arbitrario, se verifica la condicién de
consistencia.

Generacion: Tenemos que g1, 9o, ..., g, genera el grupo G. Queremos
ver que ggig~ ', 9929 ", ..., ggng” ' también genera al grupo G. Este es un
problema elemental de Algebra.

Sea ¢ : G — G, la funcién dada por ¢(h) = ghg~!. Estd funcién es
un homomorfismo de grupos y tiene inversa a, dada por a(h) = g~ 'hg. En-

tonces ¢ resulta un automorfismo de G, y la imagen de g1, g2, . . ., gn POT @ €s
9919~ ", 9929, ... g9ng ™. Entonces el conjunto gg1g~", 9929~ ", ..., ggng "
debe generar G. 0

Notemos que en la prueba del Teorema 5.1.1, cuando hacemos un movi-
miento de Reidemeister, el nuevo diagrama no sélo se puede etiquetar con
el mismo grupo del primer diagrama, sino que también se puede etiquetar
con la misma clase de conjugacion del primer diagrama. También notemos
que cuando cambiamos de orientacién, las etiquetas que le damos al nuevo
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diagrama —con la orientacién invertida— no necesariamente esté en la mis-
ma clase de conjugacién de las etiquetas del primer diagrama. Esto se debe
a que la clase de conjugacién de los inversos ¢! —donde ¢ es una etiqueta
del primer diagrama— no tienen por qué ser la misma clase de conjugacion
de los g.

La observacién anterior nos hace notar que etiquetar el nudo con una
clase de conjugacion es un invariante de nudo orientado. Se sigue entonces
el siguiente teorema.

Teorema 5.1.3. Si un diagrama de un nudo orientado puede ser etiquetado
con una clase de conjugacion de un grupo G, entonces cualquier otro dia-
grama de este nudo orientado también puede ser etiquetado con la misma
clase de conjugacion del grupo G.

Demostracion. Cuando etiquetamos los arcos de un diagrama, todas estas
etiquetas son conjugadas; es decir, estdn en la misma clase de conjugacién.
Y como vimos en la prueba del Teorema 5.1.1; al aplicar un movimiento
de Reidemeister a un diagrama orientado, las etiquetas del nuevo diagrama
son de la misma clase de conjugacién del diagrama de partida, como se
deseaba. O

5.2. Ecuaciones en grupos y el grupo de un nudo

Si tenemos un grupo G, con el que queremos etiquetar un diagrama de
un nudo K, podemos etiquetar ciertos arcos del diagrama —no todos— y
tratar a partir de alli, etiquetar todos los arcos restantes. Esto lo hacemos
justamente gracias a la relacién de consistencia.

Supoéngase por ejemplo que tenemos el diagrama mostrado en la Figu-
ra 5.5 y que etiquetamos los tres arcos superiores, con tres elementos fijos
de G, llamémosle x1, x2, x3, estos elementos ademas deben generar el grupo,
pues todas las otras etiquetas quedaran en funcién de éstas. Entonces no-
temos que con la relacién de consistencia voy obteniendo etiquetas para los
arcos restantes. Nos aparecen de inmediato ciertas ecuaciones debido a que
algunos arcos llegan a tener dos etiquetas, que para que el grupo G etiquete
K, estas dos etiquetas deben ser iguales. En este caso particular, se obtienen
tres ecuaciones:

lzxy_1$yx_12_1xy_1

1

:Cy:c_l =yx

1 1 1 1

za;yila;yxfl :yxflyflzy:cy* zflyzyafly* zilya:y*
yx_ly_lzy:):y_l :z_ly_lzyxy_lz_lyz.

Ty xilyaf
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-
X .
A \/ SRESEY

XY X 2XG XIR

Figura 5.5: La relacién de consistencia nos ayuda a descubrir los posibles
valores de los otros arcos.

Siempre estuvimos pensando en un grupo G abstracto. Entonces notemos
que si un grupo G etiqueta al nudo K, G debe estar generado con las tres
etiquetas de los tres arcos superiores y ademads estos tres elementos deben
cumplir las tres ecuaciones que se obtuvieron recién. La reciproca también
vale, es decir, si un grupo G estd generado por tres elementos tales que
cumplen esas tres relaciones, entonces G etiqueta al nudo K. Esto es muy
importante porque caracteriza a todos los grupos que etiquetan al nudo K.

Un resultado bien conocido en la teoria de grupos, es que todo grupo se
puede escribir como el grupo dado por generadores y relaciones. Un grupo
se dice de presentacion finita si el conjunto de generadores es finito y el
conjunto de relaciones es también finito.

Volviendo a nuestro caso, tendriamos que el grupo G etiqueta al nudo K,
si y solo si existe un epimorfismo sobre G del grupo dado por generadores y
relaciones (en esta doble implicacién usamos el Teorema de Van Dyck)

P = (z,y,z|zyz~ ' =yz 2y toys eyt

1 1 1 1

zxyilxyxfl :yxflyflzyxyflzilyzyafly* zflyxyf

ywilyflzyacyfl = zilyflzyacy*lzfly@ .

Ty aflyaf

En particular el grupo definido dado por tales generadores y relaciones
etiqueta al nudo K. Supongamos que este mismo proceso lo pudiera ha-
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cer de otra forma —quizd con numero distinto de generadores o distintas
relaciones— se sabe que el grupo obtenido asi, definido por generadores y
relaciones, es isomorfo al grupo anterior —el que estd definido por los tres
generadores y las tres relaciones—.

Todo lo dicho anteriormente se lo puede hacer a cualquier nudo K, y
el proceso es independiente del diagrama orientado a considerar. Tenemos
entonces un grupo asociado a un nudo K, llamado el grupo nudo de K.

Asi por ejemplo el grupo nudo del unknot es el grupo dado por un gene-
rador y ninguna relacién, luego el grupo nudo del unknot es el grupo ciclico
infinito Z.

En el ejemplo que viene a continuacién daremos el grupo nudo del trefoil.
Para ello definiremos antes una familia de grupos. Sea n numero natural
con n > 2, el grupo de trenzas B, se define como el grupo dado por los

generadores 01, ...,0,—1 y las relaciones
00410 = 0410041 para todo i € {1, e, — 2},
0i0j = 0;0; para todo par 4, j tal que |i — j| > 1.

Ejemplo 5.2.1. El grupo nudo del trefoil es el grupo de trenzas Bs. Para
ver esto consideremos el diagrama dado en la Figura 3.7. El grupo nudo del
trefoil estd dado por tres generadores y tres relaciones como sigue

G(31) = (x1, 72, 73| 72 = 237123 "
Tr3 = xlxgml_l
T = x2x3x2_1> .

Notemos que la tercera ecuacién se puede obtener de las dos primeras,
por lo que esta ecuacion es redundante; ademéds en la segunda ecuacién la
variable z3 queda en funciéon de las otras dos, las variables x1 y g, re-
emplazando la variable z3 en la primera ecuacién, obtenemos la siguiente
ecuacion

xgajlxgxl_l = xlwgzcl_lafl = x1T9,

de la cual obtenemos la siguiente ecuacién:
ToX1XQ = T1X2I1.
Entonces se tiene la siguiente presentacién para el grupo G(31):

G(31) = (z1, x| x2x122 = T12277) ,

el cual es justamente el grupo de trenzas Bs.



5.2. ECUACIONES EN GRUPOS Y EL GRUPO DE UN NUDO 75

Figura 5.6: Estos tres lazos cumplen la condiciéon de consistencia.

5.2.1. Presentacién de Wirtinger del grupo nudo

Ahora daremos una interpretacién mas geométrica del grupo nudo. No-
temos primero que para un nudo K viviendo en el espacio euclideo R3, un
grupo naturalmente aparece, a saber, el grupo fundamental del complemen-
to del nudo, 71 (R? — K'). Veremos que este grupo coincide con el grupo antes
obtenido por etiquetas.

Consideremos un diagrama orientado de K. Pensemos al diagrama del
nudo sobre el plano zy en el espacio euclideo R3, donde en cada cruce el
overcrossing esté ligeramente levantado sobre el arco inferior —obteniéndo-
se un nudo isotépico a K—. Consideremos ahora un punto exterior a este,
digamos el punto p = (0,0, 1), ahora por cada arco del diagrama conside-
remos un lazo orientado en p, que da una vuelta a dicho arco de manera
que la orientacién del lazo dé la orientacién del arco. Esto se ilustra en la
Figura 5.6.

Sean x1,x2,...,%y, los lazos obtenidos de esta manera. En cada cruce
tres lazos entran en juego (ver Figura 5.6), llamémosles z;, x;, x; donde z;
es el overcrossing. Notemos entonces que la relacion de consistencia se da
aqui, es decir, el lazo x; se obtiene de conjugar a xj, por ;.

Wirtinger mostré que el grupo fundamental del complemento del nudo
en el espacio euclideo, es el grupo definido por los generadores x1, xo, ..., Ty,
y las relaciones obtenidas de los cruces, digamos ri,72,...,7r, (ver [Rol]).
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Asi entonces,

m(R3 — K) =< @1, 20, ..., Tn|r1, 72, .. T > .

Notemos ahora que esta misma presentacién la podemos obtener median-
te las etiquetas, pues simplemente etiquetamos los arcos con las variables x;
segun corresponda, y la relaciones r1, 79, ..., ry, aparecen naturalmente. Asi
entonces una presentacién del grupo nudo es justamente

< T, T2y e ey Tp|T1, T2y e ey T >

Es decir, el grupo fundamental del complemento del nudo de K es iso-
morfo al grupo nudo de K.

Proposicién 5.2.2. Todo grupo nudo tiene la siguiente presentacion:

< T,y e ey T |T1, 725+ - oy T >,
donde cada r; : x4 = :U:r(é))mlm;é(;) Aqui (i) es un entero entre 1 yn + 1
ye(i)esl o —1.

Demostracion. Consideremos un diagrama para el nudo K, y sea n + 1 el
ntmero de arcos de tal diagrama —en particular, el nimero de cruces es
igual a n + 1, a menos que sea el unknot, para el cual tal presentacién ya
existe—. Ahora orientemos el diagrama con alguna orientaciéon. Llamemos
x1 a un arco cualquiera (fijo), entonces siguiendo la orientacién del nudo,
llamemos xo al arco que le sigue a z;, siguiendo asi vamos etiquetando
todos los arcos del diagrama. Adema&s numeramos los cruces de la siguiente
forma, llamamos el cruce 1, al cruce donde termina el arco x1, el cruce 2, al
cruce donde termina el arco s, y asi sucesivamente. Entonces la relacion r;
se obtiene del cruce i, y por lo que vimos anteriormente el grupo definido
< X1, L2y oy Tt 1|71, 725« oy Ty Pp1 > €8 el grupo nudo de K.

Queda entonces ver que nos podemos deshacer de la relacién n + 1; y
para ello citamos al lector a ver [Rol]. O



Capitulo 6

Matrices de Seifert y
aplicaciones

Seifert mostro la construccién de una matriz a partir de un diagrama del
nudo, mediante una superficie de Seifert para el nudo. Esta matriz resulta
ser un invariante de nudos y es de mucha utilidad para probar diversos
resultados sobre la suma conexa de nudos. También se puede calcular el
polinomio de Alexander a través de esta matriz. Por 1ltimo nos da pie a
construir un invariante de nudos, que nos sirve para distinguir a un nudo de
su mirror image, se probara en particular que el nudo 3; y su mirror image

7" son nudos distintos.

En este capitulo veremos todo lo anterior y ademés otros invariantes
como el crossing number.

6.1. Matriz de Seifert y las S-equivalencias

Primero nos dedicaremos a aprender a calcular una matriz de Seifert de
un nudo K. Para ello consideremos una superficie de Seifert de K, llamémos-
le S a tal superficie, podemos pensar ademéds que tal S consiste de un disco
con bandas atadas (ver el Problema 4.2.8, y los comentarios anteriores a
éste). Conviene pensar en un ejemplo particular; pensemos en que K es el
nudo trefoil, calculemos entonces una matriz de Seifert para el trefoil a partir
de la superficie de Seifert dada en la Figura 6.1.

Dado que x(S) = #discos — #bandas y que el borde tiene una sola
componente conexa, tenemos

7
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[
[

el

Figura 6.1: Una superficie de Seifert para el trefoil, sobre la cual calculamos
la matriz de Seifert.

2 —x(S)— B(S
o(5) = 28 = B
2 — (#discos — #bandas) — 1
B 2
2 — (1 — #bandas) — 1
B 2
_ #tbandas
-

De donde #bandas = 2¢(S). Por comodidad sea g = g(S). Ahora bien,
por cada banda consideremos una curva cerrada viviendo en .S, que comience
en el interior del disco y dé una vuelta a lo largo de la banda, para finalmente
retornar al punto de inicio. Llamemos a tales curvas z; con i =1,2,...,2g.
Ahora para cada una de estas curvas, sea x; la curva cerrada que vive
apenas por encima de la superficie y que va a lo largo de curva x;, —aqui
necesitamos darle una orientacion a S, asi tenemos una cara superior y una
cara inferior— como se ilustra en la Figura 6.2. Tenemos asi 2g curvas del
tipo «. El linking number (o nidmero de enlace, en castellano) de dos nudos
K y J, lk(K,J), estd definido como la suma de los signos de los puntos
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Figura 6.2: Las curvas x; y ] obtenidas de la superficie de Seifert dado para
el trefoil.

cruces en el diagrama en el que K cruza sobre J. El signo del cruce es 1
si es de mano derecha, esto es, si J cruza debajo de K de la derecha a la
izquierda. El signo es -1 si el cruce es de mano izquierda. Se puede probar
que este numero es un invariante de link (de dos componentes) orientados.
A la matriz V, de tamano 2g x 2g, donde V (i,j) = lk(mi,x;), para
1 < 4,5 < 2¢, la lamamos una Matriz de Seifert para el nudo K. Dis-
tintas elecciones en la construccién de tal matriz, como las superficies de
Seifert pueden dar otra matriz de Seifert —incluso hasta el tamano puede
cambiar, ya que el género de la superficie puede cambiar— sin embargo fre-
cuentemente hablaremos de la matriz de Seifert cuando quede claro en el
contexto. Mds adelante veremos la justificacion de este convencién, por una
relacién de equivalencia dada sobre las matrices de Seifert de un nudo.

Ejemplo 6.1.1. (Prob. 1.1. Cap 6. [Li]) En este ejemplo calcularemos matrices de
Seifert para el trefoil y su mirror image usando las superficies de las Figuras 6.1,6.3;
también mostraremos que estas dos matrices cumplen la relacion Vam = — 3tf.

Calculemos la matriz de Seifert para el trefoil con los links de la Figura 6.2.

Vi — lk(z1,27) k(zq,25) \ [ —1 1
BT\ Ik(xg, 2%)  lk(zg,x3) ) T 0o -1 ’
Calculemos ahora la matriz de Seifert para el mirror image del trefoil, el 37".
Para ello consideremos la superficie de Seifert ilustrada en la Figura 6.3.
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BVV\
D= >
Figura 6.3: Una superficie de Seifert para el 37".

Considerando la cara superior de la superficie, con los x; orientados en sentido
antihorario, obtenemos la siguiente matriz de Seifert para el 37".

Vi — lk(x1,27) lk(zy,235) \ 1 0
T\ k(g 2t) lk(xg,23) )~ \ -1 1 )"
Un simple cdlculo muestra que se cumple la relacién: Vam = — 3’51’”

Fl siguiente problema nos serd de mucha utilidad méas adelante.

Proposicién 6.1.2. (Prob. 1.7. Cap 6. [Li]) Las superficies de Seifert de dos
nudos K1 y Ko pueden ser usadas para formar una superficie de Seifert de la suma
conexa K1#Ks. Entonces una matriz de Seifert para la suma coneza estd dada por

la siguiente matriz:
i 0
0o V)’

donde V1 y Va son matrices de Seifert de K1 y Ko respectivamente.

Demostracion. Sean Sy 'y S las superficies de Seifert (cada una de las cuales
consiste de un disco con bandas atadas) para dos nudos K7 y K3 respectiva-
mente. Sea S la superficie obtenida de pegar —a lo largo de un intervalo—
éstas dos superficies, como se muestra en la Figura 6.4. Entonces la superficie
S es una superficie de Seifert para Ki# K.

Sean Vj y Vs las matrices de Seifert para K1 y Ko, obtenidas de S y Ss
respectivamente. Entonces la matriz de Seifert para K1# Ks obtenida de la
superficie S, estd dada por:
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i . Y |
/ /

Figura 6.4: Una superficie de Seifert para Ki# K.

i 0
0 Vu )’

esto se debe a que las bandas de la superficie Sy y las bandas de la superficie
So estdn alejadas y no se enlazan de ninguna forma. O

Vimos que es posible obtener distintas matrices de Seifert para un nudo
—incluso el tamafno de la matriz de Seifert puede cambiar—. Asi entonces
la matriz de Seifert no parece ser un invariante de nudo por si solo. Sin
embargo veremos que si es un invariante bajo cierta equivalencia, a saber,
la S-equivalencia de matrices.

La construccién de la matriz de Seifert depende de varias elecciones, tales
como la superficie de Seifert para el nudo, la orientaciéon de cada x;, entre
otros. A continuacién trataremos dos procedimientos que se le pueden hacer
a una superficie de Seifert que consiste de un disco con bandas atadas, que
resultan ser cruciales y dan la relacion entre las matrices de Seifert.

En lo que sigue S sera una superficie de Seifert para el nudo K y V serd
una matriz de Seifert para K obtenida a través de la superficie S.

Movimientos de bandas: Tomemos un arco de intersecciéon de una banda
con el disco, podemos entonces deslizar este arco a través de otra banda,
hasta que vuelva a conectarse con el disco. La superficie obtenida es isotépica
a la primera. El efecto de esta operacién es hacer simultdneamente una
operacion por fila y columna a la matriz de Seifert V', esto es, si para algin
1y j, un multiplo de la i-esima fila es sumada a la j-esima fila entonces
el mismo multiplo de la i-esima columna es sumada a la j-esima columna.
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Figura 6.5: La nueva superficie obtenida con el proceso de estabilizacion.

Realizando esta operacion varias veces llegamos a que la matriz de Seifert de
la nueva superficie es igual a MV M!, donde M es una matriz con coeficientes
enteros, inversible en Z.

Estabilizacion: El proceso consiste en agregar dos bandas nuevas a S (es
decir, pegar estas dos bandas a .S) de la siguiente manera: una primera banda
que no de semivueltas, ni esté doblada ni anudada a las otras bandas de S,
y una segunda banda que puede dar semivueltas y puede estar enlazada o
anudada a las otras bandas de S. Esto queda ilustrado en la Figura 6.5. Cabe
notar que la segunda banda no debe dar una cantidad impar de semivueltas,
pues esto hard que haya una banda de Moebius incrustrado en la nueva
superficie, obteniéndose una superficie no orientable que no es lo que se
desea.

Problema 6.1.3. Mostrar que el resultado de aplicar el proceso de estabi-
lizacién antes descrito da una nueva superficie de Seifert para el nudo K.

Solucién. Llamemos S’ a la superficie obtenida de aplicar estabilizacién.
Sabemos por construccién que S’ es orientable —y por supuesto conexa, ya
que S lo es—. Resta ver entonces que el borde de S’ es el nudo K. Para
ver esto conviene dibujar el borde de la superficie S’ y prestar atencién a
las dos bandas anadidas. Se puede ver que el borde de estas dos bandas
se transforman es solamente un arco, por lo cual el borde de la superficie
S’ resulta ser igual al borde de la superficie S, que es K. El lector puede
visualizar esto a partir de la Figura 6.5. O

Sea V' la matriz de Seifert obtenida de S’. Se puede ver que V' tiene la
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siguiente formas:

* 0

Vi %0
* 0

* ok % x 1
0 0 0 0O

Definicion 6.1.4. Dos matrices son llamadas S-equivalentes si ellas difieren
por una sucesién de los dos pasos descritos anteriormente. Es decir, multi-
plicar a izquierda por una matriz entera inversible, y a la derecha por la
traspuesta de esta, y anadir (o eliminar) dos filas y columnas como en la
matriz anterior.

Un argumento geométrico dificil muestra que para dos superficies de
Seifert cualesquiera de un nudo K, se les pueden aplicar estabilizaciones
a cada una de manera que una se puede deformar —isotépicamente, con
movimientos de bandas— en la otra. Esto da como resultado el siguiente
teorema (del cual no incluimos la demostracion).

Teorema 6.1.5. Sean M; y My dos matrices de Seifert para un nudo K.
Entonces My es S-equivalente a M.

Se puede ver que estas dos operaciones matriciales también incluyen los
cambios que ocurren en la matriz de Seifert si las bandas son reordenadas,
o reorientadas, etc.

Tenemos entonces un nuevo invariante de nudos: Dados dos nudos K3
y Ko con matrices de Seifert M; y My respectivamente, entonces si K
es equivalente a Ky implica que M; es S-equivalente a M. Lo ultimo es
solamente una frase parafraseada del enunciado del teorema. La matriz de
Seifert resulta ser muy 1til para muchos cdlculos —y muchas pruebas salen
con esta herramienta— por ello pasamos ahora a mostrar el poder de esta
herramienta.

6.1.1. El polinomio de Alexander obtenido a través de la
matriz de Seifert

Comenzamos con los siguientes dos teoremas:

Teorema 6.1.6. Sea V una matriz de Seifert para K. El polinomio de
Alexander estd dado por el determinante det(V — tV'").
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La prueba de este teorema es un resultado profundo, y no la veremos
aqui. El teorema siguiente nos da la posibilidad de definir el polinomio de
Alexander como este determinante.

Teorema 6.1.7. Si Vi y Vo son dos matrices de Seifert para un nudo K, en-
tonces los polinomios det(Vy —tV{") y det(Vo—tVI") difieren por un multiplo
de £t', con 1 entero.

Demostracion. Dado que ambas matrices son matrices de Seifert del mismo
nudo, sabemos del Teorema 6.1.5 que una se obtiene de la otra por aplicar
una sucesion finita de las dos operaciones bésicas de la S-equivalencia. Basta
ver el enunciado cuando se aplica una de estas operaciones basicas.

Si aplicamos la primera operacién bésica, tenemos que Vo = MV, M|y
haciendo los célculos:

det (Vo — tVy") = det (MViM" — (tMVIM'™)™)
= det(MVyM"™ — MtV}"" M™)
= det (M (V4 — tV;"")M™")
= det(M) det(Vy — tV4"") det(M'™)
= det(V; — tV}'"),

usamos que det(M) = det(M) = &1, para concluir que el determinante no
cambia.

Veamos ahora cuando aplicamos la segunda operacién béasica. Tenemos
entonces que Vs tiene la siguiente forma:

*

1% *

*
* * * *

0 0 0 O

o= O OO

y haciendo el cdlculo de V3 — tVI", y calculando el determinante adecuada-
mente, se ve que det(Vy — tVJ") = tdet(Vy — tV]")), obteniéndose lo desea-
do. O

Del siguiente corolario se deduce en particular que el polinomio de Ale-
xander es simétrico (que recordemos es un resultado que nos hacia falta para
probar que el polinomio de Alexander obtenido de manera combinatoria es-
taba bien definido).
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Corolario 6.1.8. El polinomio de Alexander de un nudo K satisface
Ak (t) = t'Ag(1/t),
para algun entero no negativo i.

Demostracion. Recordemos de Algebra lineal que el determinante de la tras-
puesta de una matriz es igual al determinante de la matriz. Luego,

det(V — tV?) = det((V — tV'")") = det(V?" — tV) = det(tV — V'),

la dltima igualdad se debe a que toda matriz de Seifert es de tamafo par.
Siguiendo obtenemos:

det(tV — V) = det(t(V — (1/t)V")) = 2 det(V — (1/t)V"),

donde g es el género de la superficie de Seifert con la que se calculé la matriz
de Seifert. Se obtiene entonces lo que se deseaba. O

Proposiciéon 6.1.9. El polinomio de Alexander de un nudo K es simétrico.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la relaciéon dada en el Corola-
rio 6.1.8. Como Ak (t) = t!Ag(1/t), notemos que el polinomio de la derecha
de la igualdad, tiene necesariamente los coeficientes del polinomio de la iz-
quierda sélo que con los grados de los monomios invertidos. ]

Problema 6.1.10. (Prob. 2.5. Cap 6. [Li]) Demostrar que el polinomio de Ale-
xander de la suma conexa de nudos es el producto de los polinomios de Alexander
individuales.

Solucion. Sean My y My dos matrices de Seifert para los nudos K7 y Ko
respectivamente, obtenidos a través de las superficies de Seifert S7 y S5. Por
la Proposicién 6.1.2 la matriz de Seifert M para K;# K5 tiene la siguiente

forma:
(M O
u=( )

entonces M — tM' tiene la siguiente forma

M,y — tMr 0
0 My —tMfr )’

de donde el polinomio de Alexander de K1# K5 es el determinante de esta
ultima matriz

AKl#KQ (t) = A, () Ak, (1),

como se deseaba. O
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Problema 6.1.11. (Prob. 2.6. Cap 6. [Li]) El polinomio de Alexander de un nudo
puede ser normalizado, en el sentido que no hay potencias negativas y el término
constante es no nulo. Demostrar que el grado del polinomio resultante es par.

Solucion. Recordemos que el polinomio de Alexander es simétrico. Quere-
mos ver que el grado del polinomio es par.

Si el grado del polinomio fuera impar, entonces tendriamos una cantidad
par de sumandos, y entonces Ag(—1) serfa par —esto se debe a que el
polinomio de Alexander es simétrico— pero recordemos que Ag(—1) debe
ser necesariamente impar —pues si fuera par, el nudo admitiria un coloreo
moédulo 2 no trivial, pero los tnicos coloreos mdédulo 2 son los triviales—.
Llegamos entonces a una contradiccion, debe ser entonces que el grado del
polinomio de Alexander es necesariamente par, como se deseaba. ]

Problema 6.1.12. (Prob. 2.7. Cap 6. [Li]) Mostrar que si el determinante de
una matriz de Seifert M de tamano 2g X 2¢g es no nulo, entonces el polinomio de
Alexander tiene grado 2¢g y el coeficiente constante del polinomio es no nulo.

Solucion. Sea Ak(t) el polinomio de Alexander de un nudo K obtenido a
través de M. Se asume que g = ¢g(.5), donde S es la superficie de Seifert de
donde obtenemos M.

Sabemos que el tamano de la matriz M es 2g X 2g —por construccién
de la matriz de Seifert— como A (t) = det(M —tM'), y sin = gr(Ak(t)),
por algebra tenemos que 2g > n.

Notemos que

Ag(0) = det(M — 0M'™) = det(M),
y éste dltimo es no nulo por hipdtesis.

Ahora bien, recordemos la relacién Ak (t) = t29Ag(1/t), entonces si
Ak (t) tiene la siguiente forma

Ag(t) = ant" + -+ + ait + ao,
con ag no nulo. De la relacion tenemos:
Ag(t) =t Ar(t™)
=129 (ap,(t )" 4+ - + a1t + ag)
= apt® "+ -+ art? T+ agt?.

Este dltimo polinomio debe ser igual al polinomio de Alexander, en par-
ticular 2g = n; pues el polinomio de Alexander A (t) tiene parte constante
no nula, luego el grado mas bajo de este tltimo polinomio debe ser cero, im-
plicando que 2g — n = 0, y como n es el grado del polinomio de Alexander,
se obtiene n = 2g. O
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6.2. Signatura de un nudo

Veremos aca otra utilidad de la matriz de Seifert, y notando cémo con
ella podemos construir otros invariantes, en particular este invariante es el
primero —que vimos hasta ahora— que puede distinguir un nudo de su
mirror image.

La signatura es bien conocida para matrices reales simétricas, dado que
una matriz asi se puede llevar a una matriz diagonal aplicando operaciones
elementales por filas y columnas simultdneamente. Aunque no probaremos
este hecho, ilustramos el procedimiento en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.2.1. Consideremos la siguiente matriz

(V%)

El procedimiento para diagonalizar la matriz consiste en aplicar operaciones
elementales por filas y columnas simultaneamente, i.e. si aplico una opera-
cién elemental por fila a la matriz, se debe luego aplicar esa misma operacion
pero por columnas a la matriz ya modificada. Asi lo hacemos a continuacion:

(7 5)

Fy+— B+ 37

Cy (—)CQ—F%Cl

(o %)

La signatura de una matriz A simétrica real, estd definida como el nime-
ro de las entradas positivas menos el nimero de las entradas negativas de la
matriz diagonal obtenida, y es denotada o(A).

En nuestro caso, una matriz de Seifert M de un nudo K, no necesaria-
mente es simétrica, pero si lo es M + M'". Se define la signatura del nudo
K como o(K) = o(M + M"). El préximo teorema avala la buena definicién
de la signatura de un nudo.

Teorema 6.2.2. Para un nudo K, el valor o(K) no depende de la eleccion
de la matriz de Seifert, y por lo tanto es un invariante de nudo bien definido.
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Demostracion. Dado que dos matrices de Seifert difieren en una sucesién
finita de pasos aplicando las dos operaciones basicas de la S-equivalencia,
basta ver el enunciado para cuando aplicamos las dos operaciones bésicas
de la S-equivalencia.

Sean V' y W dos matrices de Seifert. Primero veamos que si W =
MV M, con M matriz entera inversible, la signatura no cambia. El Teo-
rema de Sylvester asegura que para dos matrices simétricas, A y B con
B = UAU" y U inversible, entonces la signatura de ambas coinciden. Te-
nemos que:

W + Wtr — MVMtT + MvtTMtr — M(V + Vtr)Mtr

Se tiene entonces que la signatura de W + W% y V + V! no cambia,
gracias al Teorema de Sylvester.

Veamos ahora el caso cuando W se obtiene de V por anadir dos nue-
vas filas y dos nuevas columnas —como en el proceso de estabilizacién—,
podemos pensar que W tiene la siguiente forma

aq 0
v .
. an 0 )
b1 bn & 1
0 0 0 O

luego, W + W' tendrd la siguiente forma

a1 +b; 0
V 4+ Vi ;
an+b, 0 |’
a1 + b1 an + by, 2¢ 1
0 0 1 0

aplicando operaciones elementales por filas y columnas simultaneamente,
usando la dltima fila y la dltima columna, se obtiene la siguiente matriz

0 0
V 4+ Vi
o0 0 |
0 0 2¢ 1
0 0 1 0
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a continuacion damos los pasos a seguir para obtener la matriz diagonal
buscada:

0 0
Vv
.0 0|’
0 . 0 2¢ 1
0 0 1 0
Foy1 <= Fup1 + (—¢)Fuyo
0 0
V4V
o0 0 |
0 0 ¢ 1
0 0O 1 0
Cny1 < Cpg1 + (—¢)Cry2
0 0
V 4+ Vvir
. . O 0 b)
0 0O 0 1
0 0 1 0
Fpp1 <= Fop1 + (1/2)Fogo
0 O
Vvt
0 0|’
0 ... 0 1/2 1
0 0 1 0

Cny1 < Cny1 +(1/2)Crpo
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0 0
Vvt
. o’
0 0O 1 1
0 0O 1 O
Foyo < Fopo+ (—=1)Fop
0 O
V4 Vi
0 o0 |’
0 0o 1 1
0 0O 0 -1
Cry2 «— Cpgo2 + (-1)Cpp
0 O
Vv
.. 0 0
0 0O 1 0
0 0O 0 -1

A la dltima matriz le podemos aplicar operaciones por filas y columnas
simultdneamente, de manera que llevemos la submatriz V +V" a una matriz
diagonal —las dos nuevas filas y columnas no se ven afectadas, pues estan
llenas de ceros—. Una vez hecho esto podemos calcular la signatura de W +
W notemos que tiene una entrada positiva adicional en la diagonal, pero
también tiene una entrada negativa adicional en la diagonal, dando como
resultado que:

o(W4+W") =o(V+VT) +1-1=0(V+ V"),

de donde:
o(W + W”) =o(V+ V”).

Luego la signatura no cambia cuando aplicamos cualquiera de las dos
operaciones bésicas de la S-equivalencia, por tanto la signatura de nudo es
un invariante de nudo. O
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Problema 6.2.3. Por medio del calculo de las matrices de Seifert para el
31 y el 31" hecho anteriormente, mostrar que las signaturas de estos son -2
y 2 respectivamente. Y por tanto el 31 y el 37" son nudos distintos.

Solucidn. Se calculé con anterioridad las matrices de Seifert para los nudos
31 y 37". Utilizando estas matrices de Seifert calculamos las matrices:

-2 1

v [ 2 -1

Aplicando operaciones por filas y columnas simultdneamente, obtenemos
las siguientes matrices diagonales para 3; y 37" respectivamente:

(0 )
(%0 ap )

de donde las signaturas son: o(3;) = —2 y o(3]") = 2. Dado que la signatura
es un invariante de nudo, se sigue que los nudos 3; y 37" son nudos distintos.
O

Problema 6.2.4. (Prob. 3.4. Cap 6. [Li]) Mostrar que para una matriz de Seifert
V, el det(V + V') es no nulo. Concluir que la signatura de un nudo es siempre par.

Solucion. Notemos que Ag(—1) = det(V + V'), y como |[Ag(—1)| =
det(K), resulta que det(V + V") es no nulo, pues si asi fuera, det(K) = 0
y entonces det(K) es divisible por 2, lo que no puede ser pues ningin nudo
es coloreable médulo 2.

Sea D la matriz diagonal que se obtiene de V + V" aplicando operaciones
elementales por filas y columnas simultdneamente. Tenemos que det(D) es no
nulo, ya que V + V" tiene determinante no nulo, luego todas las entradas de
la diagonal de D son distintas de cero. Como V tiene tamanio par (a saber,
2g X 2g) entonces D tiene tamano par. Sea entonces p la cantidad de las
entradas positivas de la diagonal de D y n la de entradas negativas de la
diagonal de D, vale que p +n = 2g, luego p y n tienen la misma paridad, y
la resta p — n que es la signatura del nudo, es también par, obteniéndose lo
que se deseaba. ]
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6.3. Invariantes de nudo y la suma conexa

En esta seccién veremos cémo se comportan los diversos invariantes de
nudos con respecto a la suma conexa de nudos. Para ello notara el lector la
gran utilidad que tiene la matriz de Seifert estudiada en este capitulo.

Veamos los invariantes uno por uno, en lo que sigue de la seccién.

Género: Como se enuncié en el Teorema 4.4.2 el género es aditivo con
respecto a la suma conexa, en efecto g(K1#K2) = g(K1) + g(K2). Recor-
demos también que la prueba del Teorema de Descomposicién Prima usé
fuertemente la aditividad del género.

Rango mddulo (p): Recordemos que el rango médulo (p), es la dimensién
del ntcleo de la matriz obtenida por etiquetamientos de coloreos. El rango
médulo (p) resulta ser aditiva bajo la suma conexa, asi se demuestra en el
siguiente problema.

Problema 6.3.1. (Prob. 1.1. Cap 7. [Li]) El rango médulo (p) es aditivo bajo la
suma conexa, es decir, Ranky,(K1#K2) = Rank, (K1) + Rank,(K2).

Solucion. Sabemos que el nimero de coloreos —no triviales— de un nudo
K es igual a p(p" — 1), donde n = Rank,(K) (ver la Proposicién 3.1.6).
Si Col,(K) = p(p™ — 1), sea Colt,(K) = p(p" — 1) +p = p"*, Colt,(K)
cuenta los coloreos no triviales del nudo K mas los coloreos triviales del
nudo K —es decir que sélo cumplan la condicién de consistencia— , que son
exactamente p. Los llamaremos coloreostriv.

Tenemos entonces, para los nudos K y K», que se cumple Colt,(K7) =
pmtl y Colt,(K3) = p™2 1 respectivamente. Queremos calcular entonces
el COltp(Kl#Kg).

Consideremos dos diagramas de los nudos K; y K» respectivamente, y
pensemos en la suma conexa de estos dos, como se ilustra en la Figura 4.15.
Entonces para cada coloreostriv de K tenemos p™2*1 /p coloreostriv de Ko,
pues el arco de K5 sobre el que se hace la suma conexa debe tener el mismo
color del arco de K7 sobre el que se hace la suma conexa, teniéndose entonces:

COltp(Kl#Kg) == COltp(Kl)M

no—+1
1P

p
ni+na+1

=D

=p

Entonces Rank,(K1#K2) = n1 + ny = Rank, (K1) + Rank,(K3), como
se deseaba. O
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Polinomio de Alexander: Vimos en el Problema 6.1.10 que el polinomio
de Alexander de la suma conexa de nudos es igual al producto de los polino-
mios de Alexander. Dicho en ecuaciones: Ag, 4k, (t) = Ak, (t)Ak, (). Los
dos invariantes que vienen a continuacién se siguen de este.

Determinante: Para un nudo K, vale que det(K) = |[Ax(—1)|. Entonces
det(K1#K2) = [Agpr, (=1 = [Ar, (=1)[|AK, (=1)] = det(K7) det(Ky).

Es decir, el determinante es multiplicativo respecto a la suma conexa.

Grado del polinomio de Alexander: Si Ak (t) es el polinomio de Alexander
de K, uno puede calcular la resta del grado més alto menos el grado mas
bajo del polinomio. Esta diferencia es justamente el grado del polinomio de
Alexander si la parte constante del polinomio es no nula, y es ademds un
invariante. Resulta ser que éste niimero es multiplicativo respecto a la suma
conexa, asi se demuestra en la siguiente cuenta.

gr(Arip () = gr(Ar, (A, (1) = gr(Ak, (1) + 9r(AK, (1))-

Signatura de un nudo: Sean V7, Vs las matrices de Seifert de K1 y Ko res-
pectivamente. Recordemos que la matriz de Seifert V para el nudo K1# Ko,
es una matriz diagonal en bloques, formada por las dos matrices V1 y V5; la
matriz V y V 4+ V! se muestran a continuacion:

A
V‘(O Vz)
Vi+ V" 0
tr 1 1
ey _( 0 Vz+V5’“)

Al aplicar operaciones elementales por filas y columnas simultdneamente,
se lo puede hacer tanto para Vi + V" como para V5 + V4" de manera inde-
pendiente, llegando asi a una matriz diagonal D, formada por dos matrices
diagonales Dy y Ds correspondientes a Vi + V" y Va + VJ" respectivamente.

Se desprende entonces que la signatura es aditiva respecto a la suma
conexa de nudos, es decir: o(K1#K3) = o(K1) + 0(Ka).

Crossing number: En un diagrama de nudo, uno puede calcular el nimero
de cruces de dicho diagrama, lo llamaremos el crossing number del diagra-
ma (o numero de cruces del diagrama, en castellano). Puede pasar que si
elegimos otro diagrama para ese nudo, y calculamos el crossing number del
nuevo diagrama, el niimero sea distinto.
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Se define el crossing number de un nudo K (o el numero de cruces de
un nudo), como el minimo de todos los crossing number de cada diagrama
del nudo, y lo denotamos cr(K). Se sigue inmediatamente de la definicién
que el crossing number de un nudo es un invariante de nudo.

Respecto a este niimero, uno también puede preguntarse cémo se com-
porta respecto a la suma conexa de nudos. De la definiciéon de suma conexa
se sigue que cr(K1#K2) < cr(K1) 4 cr(K2), pues al hacer el diagrama de la
suma conexa, uno obtiene un diagrama de K;# K con cr(K;)+cr(Ks) cru-
ces, por tanto cr(K1#K2) debe ser menor o igual al nimero anterior. Uno
puede esperar que se dé la igualdad, pero esto es todavia una conjetura.

Se sabe que cr(K1#K2) = cr(K1) + cr(K2) para nudos alternantes; un
nudo se dice alternante si admite un diagrama tal que si uno recorre ese dia-
grama en alguna direccién, uno pasa por un overcrossing y un undercrossing
alternadamente. Pero para mostrar el presente estado de ignorancia, uno no
puede descartar la posibilidad que el crossing number de la suma conexa sea
menor que el de cada uno de sus factores.

El siguiente problema muestra una linda relacién entre el género de un
nudo y el crossing number del nudo.

Problema 6.3.2. Mostrar que para un nudo K distinto del unknot, vale
que 2g9(K) < er(K) — 1.

Solucion. Consideremos un diagrama para K, tal que el crossing number
del diagrama sea igual a cr(K). Calculemos para tal diagrama la superficie
de Seifert asociada, llamémosle S.

Desarrollemos un poco la férmula del género de S

2—x(S)—-B(S
() = 2 2 BE)
como el borde es K, debe ser B(S) = 1, de donde
1—x(S

Dado que S consiste de discos atados con bandas, tenemos

1 — (#discos — #bandas)
B 2
#bandas — #discos + 1
2
cr(K) — #discos + 1
5 .

9(S)
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La ultima igualdad se debe a que en nuestro caso resulta que #bandas =
cr(K), pues por cada cruce del diagrama hay exactamente una banda, y
estamos considerando un diagrama cuyo crossing number es cr(K).

La férmula
cr(K) — #discos + 1

9(S) = 5 ,

la podriamos haber obtenido antes, en el Capitulo 4—sdlo que deberiamos
cambiar cr(K) por el crossing number del diagrama—.

Ahora bien, notemos que #discos > 1 si K no es el unknot —pues las
bandas en la superficie de Seifert siempre son entre dos discos distintos—,
entonces
cr(K) — #discos+1  cr(K)

2 < 2 7

9(S) =

de donde se sigue que:

y entonces

como se deseaba. O

6.4. El grupo nudo y el polinomio de Alexander

En el Capitulo 5 vimos que podemos obtener una presentacion finita del
grupo nudo a través de etiquetaciones; una de ellas muy particular es la pre-
sentacion de Wirtinger. En la Proposicién 5.2.2 vimos que la presentacion de
Wirtinger estd dada por n generadores y n— 1 relaciones; es verdad también
que toda presentacién del grupo nudo —obtenida de manera combinatoria
como en el Capitulo 5— estd dada por m generadores y m — 1 relaciones
(para algin entero positivo m); si se tienen mas relaciones, uno puede ver
que en realidad basta con m — 1 de esas relaciones (para més referencia ver
[Li]). Resulta ser que el polinomio de Alexander puede ser calculado a través
de una presentacién finita como se dijo recién, en forma algoritmica, lo cual
haremos. Este algoritmo fue descubierto por Fox (ver [CF]). También es
posible calcular el polinomio usando cualquier presentacién del grupo, aun-
que en este caso se debe usar un algoritmo generalizado. Para una mayor
referencia ver [Li] y [CF].
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6.4.1. Derivadas de Fox

Para realizar el algoritmo necesitamos antes introducir las asi llamadas
derivadas de Foz. Estas son derivadas parciales formales definidas en mono-
mios de variables no conmutativas. En nuestro caso estos monomios seran
las palabras que definen el grupo nudo. La definicién de la derivada comienza
con dos reglas bésicas, las cuales después determinan la derivada en general.
Fox probd que estas reglas dan una operacién bien definida en el conjunto
de palabras. Para mayor detalles al respecto ver [CF].

Las dos reglas bésicas estan dadas sobre las variables (letras) y son las
siguientes:

1. (8/8%:)(xs) = 1, (8/0w)(x;) = 0, (8/0z)(1) = 0.

2. (0/0z;)(wz) = (0/0z;)(w) + w(0/0x;)(z), donde w y z son palabras
en las variables {x;, x]_l}

Una consecuencia inmediata es que
(0/0m:)(w; ") = ;7
esto se sigue de los céleulos (9/0;)(zx; ) = (8/0x;)(1) = 0, y usando la

regla 2, (0/0z;)(zix; ') = 14 x;(8/02;)(x; ). Por comodidad denotaremos
0; a 0/0x;, para cada i; esto nos serd 1til mas adelante.

Ejemplo 6.4.1. Calculemos las derivadas parciales de Fox de la palabra

1 1

TYTYy x_ly_ .

Calculemos primero 0/0zx.

(0/0x)(zyzy 'z~ y ™) = 1+ 2(0/0x) (yay 'a~ "y ")
=14 2(0+y(8/0z)(xy Lz~ ty™1))
=1+azy(l+ x(a/ax)(y_lx_ly_l))
=1+ 2y(1+z(0+y 1(9/02)(xz 'y 1))
=1+ay(l+ay (= +271(0/0z)(y™ "))
=1+ay(l+ay (-2 ")
=1+zy(l-— :cyflel)

=1+ay—aycy ‘a7t
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Ahora calculemos la derivada 0/0y.

(0/0y)(wyxy~ o™ y™) = 0+ 2(9/0y) (yxy 2™y ™)
= 2(1+y(0/0y)(xy~ 'z "y 1))
—$(1+y(0+$(3/3y)(y a7y )
::v+xyx(—y +y 1(3/331)(96 y 1)
=z +ayr(—y " +y 'O+ (0/9y) (¥ 1))
=z + ayz(—y —l—y Lyt ( ))
=z +ayz(—y -y a7y

1 -1

=z —ayzy ' —ayzy tzty L

6.4.2. Usando las derivadas de Fox para el calculo del poli-
nomio de Alexander

He aqui el algoritmo para el cdlculo del polinomio de Alexander. Conside-
remos cualquier presentacion del grupo nudo obtenida como en el Capitulo 5,
entonces tal presentacion consiste de n generadores {x1,z2,...,2,} yn—1
relaciones {R1, Ry, ..., R,—1}, para algin n. A continuacién calculamos la
matriz Jacobiana, la cual consiste de todas las derivadas parciales de las
ecuaciones (relaciones), para luego eliminar cualquier columna de la matriz
Jacobiana. En la siguiente matriz eliminamos la dltima columna

O Ry O Ry e Opn1 Ry
O Ry 02 R On—1R2
O Ry1 OoRy—1 ... Op—1Rp

por ultimo reemplazamos cada variable x; por la variable ¢. Entonces el
polinomio de Alexander es el determinante de la matriz asi obtenida.

Por ejemplo, en el problema anterior, la presentacién dada corresponde
al grupo nudo del trefoil —y esta presentacion se puede obtener etiquetando
dos arcos—. Dado que este consiste de dos generadores y una relacion, la
matriz que se obtiene después de eliminar una columna es de tamano 1 x 1,
y corresponde, a saber, a la derivada parcial de alguna de las dos coorde-
nadas. Entonces el polinomio de Alexander se puede obtener reemplazando
la variable ¢ en cada una de las variables, en una (cualquiera) de las dos
derivadas parciales. Reemplazando t obtenemos los dos polinomios % — ¢+ 1
y —t> +t — 1, correspondientes a cada derivada parcial, como sabfamos de
antes.
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En el Capitulo 5 analizamos un ejemplo (ver Figura 5.5) cuya presenta-
cién es:

P = (x1, 29, x3| wyz ! =y~ ey taya e eyt
xy_lx_lyx_lzfcy_lxyx_l :yfc_ly_lzy:ny_lz_lyzyx_ly_lz_lyxy_l;
y:z_ly_lzya:y_l = z_ly_lzyazy_lz_lyz> .

Se puede ver que cualquiera de las tres relaciones se puede obtener de
las otras dos. Asi entonces destacamos las dos relaciones correspondientes a,
la primera y la tercera ecuacién.

Ry = yz tzay eyl eyt Lp=t,

1

Ty~

1 1

Ry = z_ly_lzy:ny_ z_lyzyzz;_ly_ z_lywy_ .

Si en la matriz Jacobiana correspondiente eliminamos la segunda colum-
na, que es la correspondiente a la 9/0y la matriz resultante es de tamano
2 x 2. Sustituyendo ¢ por cada una de las variables z; obtenemos la siguiente

matriz.

—t2 44t —2 —t+1
—t+2 1-3t714+¢t2 )"

Tomando el determinante, el polinomio de Alexander obtenido es

—2t72 4+ 10t — 15+ 10t~ — 2t 2.

6.4.3. ;Por qué funciona?

La prueba de que este procedimiento da el polinomio de Alexander es
larga y técnica. Para una mayor referencia el lector puede ver [Li], [CF]. Sin
embargo aqui explicaremos las ideas basicas.

Consideremos un diagrama del nudo donde etiquetamos cada arco con
una variable x; con ¢ = 1,...,n y para cada cruce tenemos una relacién R;
coni=1,...,n—1—esto es asi, salvo para el diagrama trivial del unknot—.
Entonces notemos que cada relacién va a venir dada por la ecuacién xp =
mxja:;l para un cruce donde x; sea el overcrossing, y que con la orientacién
dada, el xj esté a la derecha y el x; a la izquierda. Esta es la ecuacion que
se obtiene en general salvo ecuaciones triviales, como la que se obtiene de
aplicar el primer movimiento de Reidemeister, pero estos casos no traerdn
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1 1

problemas. Entonces uno puede obtener relaciones R del tipo x;z;z; z) .

Notemos ahora que las derivadas parciales de esta relacién R son

GR=1+ xixj(—:ci_l),
8jR = Ty,

O R = "Zfi"lfjxi_l(_x];l)v

y evaluando en ¢ obtenemos

OiR(t) =1—t,
0;R(t) =t,
OxR(t) = —1

Armando la matriz Jacobiana (correspondiente a los n generadores y
las n — 1 relaciones) al eliminar una columna nos queda exactamente una
matriz de Alexander, definida en el Capitulo 3. Luego queda claro que el
determinante de tal matriz dara el polinomio de Alexander del nudo.

Se puede ver que obtener otra presentacién del grupo nudo (de manera
combinatoria como en el Capitulo 5) corresponde con hacerle operaciones
a la matriz antes obtenida. Un cuidadoso calculo muestra que ninguna de
estas operaciones afecta al determinante final.



100 CAPITULO 6. MATRICES DE SEIFERT Y APLICACIONES



Capitulo 7

Nudos Virtuales

Los Nudos Virtuales son una generalizacién natural de los nudos clési-
cos. Considerdndolos como diagramas (los asi llamados diagramas virtuales),
estos tienen la misma estructura de un diagrama clasico con un elemento
adicional, el llamado cruce virtual, que es un cruce en el que no se establece
qué arco pasa por arriba y qué arco por debajo. Ver Figura 7.1.

Los nudos virtuales aparecen por varios motivos dentro de la matemati-
ca. Uno de ellos tiene que ver con los Codigos de Gauss, ya que hay una
biyeccién natural entre estos y los diagramas virtuales. También se tiene
una interpretaciéon mas geométrica del diagrama virtual, que es que a todo
diagrama virtual se lo puede ver como el diagrama correspondiente a un
nudo viviendo en cierta superficie engrosada, a saber, la variedad tridimen-
sional My x I, donde I = [0,1] y M, es la superficie que consiste de la esfera
S? con ¢ manijas. Esto tltimo es similar al caso clasico, donde el nudo vive
en la variedad tridimensional R? y le asociamos un diagrama en el plano, el
diagrama de nudo.

En este capitulo estudiaremos la interpretacion geométrica de los diagra-
mas virtuales dando la definicién de los nudos virtuales. También definiremos
el género de un nudo virtual a través del Teorema de Kuperberg. En toda
esta parte daremos més las ideas y los métodos en cuestién, para un estudio
més detallado ver [MI]. Por otro lado estudiaremos un problema particular
referente a diagramas virtuales, que tiene conexién cercana con el Teorema
de Kuperberg. En esta tltima parte nos basaremos en el trabajo Fzcursions
through virtual knot space, de Peter Doyle y Shikhin Sethi, [DS].

101
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Figura 7.1: Representacion grafica de un cruce virtual.

Figura 7.2: Ejemplos de diagramas virtuales.

7.1. Diagramas Virtuales

Comenzamos nuestro estudio de los nudos virtuales con los diagramas
virtuales. Todos los diagramas que venimos estudiando hasta ahora son los
diagramas clasicos. Estos se caracterizan porque en cada cruce se dice qué
arco pasa por arriba y qué arco por debajo. Si ademas a estos diagramas
les permitimos tener cruces, en los que no se diga qué arco pasa por arriba
y qué arco por debajo —a estos cruces los llamaremos cruces virtuales, ver
Figura 7.1— obtenemos lo que se llama un diagrama virtual. Para ejemplos
de diagramas virtuales ver Figura 7.2.

Como veremos mas adelante, en la interpretacién geométrica de los dia-



7.1. DIAGRAMAS VIRTUALES 103

\ q

Figura 7.3: Los movimientos de Reidemeister clasicos también son movi-
mientos vélidos para los diagramas virtuales.

gramas virtuales, los cruces virtuales no guardan informacién de qué arco
pasa por arriba y qué arco por debajo, sino mas bien otro tipo de informa-
cién.

Asi como para los diagramas cldsicos tenemos la equivalencia de estos
por los movimientos de Reidemeister, para los diagramas virtuales también
tenemos la equivalencia dada por ciertos movimientos en los diagramas, a
saber, los Movimientos de Reidmeister Generalizados. Estos movimientos
son siete, contando como uno solo los movimientos de ida y vuelta para
cada uno de ellos. Los primeros tres son exactamente los movimientos de
Reidemeister ya conocidos; notemos entonces que estos solamente se aplican
a porciones del diagrama virtual que solamente consistan de cruces clasi-
cos. Después tenemos tres movimientos que son analogos a los movimientos
clésicos de Reidemeister, solo que en cada cruce, en lugar de tener un cruce
clasico se tiene un cruce virtual. A estos tres movimientos los llamamos mo-
vimientos virtuales. Por ultimo tenemos el movimiento llamado movimiento
semivirtual, que relaciona tanto cruces clasicos como virtuales. Todos estos
movimientos se pueden ver en las Figuras 7.3, 7.4 y 7.5.

Se muestra un ejemplo en la Figura 7.6, donde se puede ver cémo un
diagrama con cruces virtuales esta en la misma clase de equivalencia que el
unknot.
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(4)
=

)
Y)

(©)
y =

Figura 7.4: Los movimientos virtuales.

"X

Figura 7.5: El movimiento semiclésico. Este relaciona los dos tipos de cruces.
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Figura 7.6: Desanudando con los movimientos de Reidemeister generaliza-
dos.

7.2. Nudos Virtuales

Asi como los diagramas cldsicos son diagramas obtenidos de los nudos
viviendo en el espacio euclideo R?; los diagramas virtuales son también los
diagramas correspondientes a nudos viviendo en la variedad tridimensional
My x I, donde M, es la esfera con g manijas, e I el intervalo unitario [0, 1].

Recordemos que en el espacio euclideo R3, dos nudos son equivalentes si
existe una isotopia ambiental que lleve un nudo en el otro. Esta definiciéon
es equivalente a la siguiente definicién.

Definicién 7.2.1. Dos nudos en el espacio euclideo R? se dicen equivalentes,
si existe un difeomorfismo, positivamente orientado, de R? en sf mismo, de
manera que lleve un nudo en el otro.

En general estas dos definiciones no tienen por qué ser equivalentes. En el
caso del espacio euclideo son equivalentes. También son equivalentes cuando
el espacio a considerar son las variedades My x I (ver por ejemplo [MI]). En
este capitulo trabajaremos con esta tltima definicion.

Definicion 7.2.2. Diremos que dos nudos viviendo ambos en una variedad
Mgy x I son Mg-equivalentes, si existe un difeomorfismo de la variedad en si
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misma, de manera que lleve un nudo en el otro y ademds M, x {1} en si
mismo.

Definicion 7.2.3. Un nudo virtual es una clase de equivalencia de los em-
beddings de S' en los espacios Mg x I, salvo estabilizacion/desestabilizacion.

Con respecto a esta definicion debemos aclarar tanto estabilizacion como
desestabilizacion.

Por desestabilizacion queremos decir lo siguiente: Sea S un circulo no
contractil en la superficie M, para el cual existe un anillo (vertical) C' ho-
motdpico al anillo S x I, y no intersecando al nudo (durante el proceso de
homotopia asumimos que la interseccion del anillo con el borde de M, x I
coincide con el borde del anillo). Entonces la desestabilizacién es cortar la
variedad M, x I a lo largo del anillo y pegar las nuevas componentes por
platos (discos engrosados) D? x I. Por estabilizacion entendemos el proceso
inverso de la desestabilizacién. A grosso modo, la desestabilizacion consiste
en deshacerse de una manija de la variedad tridimensional, siempre que esta
manija no contenga parte del nudo. La estabilizacién es anadir una manija.

Supongamos entonces que se tienen dos nudos K y J viviendo en Mg x I
y Mj x I respectivamente. Entonces estos son equivalentes si después de
hacer unas cuantas desestabilizaciones (estabilizaciones) —llegando asi a
vivir ambos nudos en la misma variedad tridimensional, digamos M, x I-—
son g-equivalentes.

Por ejemplo, un circulo principal en el toro M; (viéndolo en el engrosado
My x I) (ver Figura 7.7), es un nudo equivalente a un circulo en la esfera
(también viendolo en su engrosado, My x I'), ya que podemos hacer desesta-
bilizaciéon en M; x I, a lo largo del circulo pintado de negro mostrado en la
Figura 7.7. Es un buen ejercicio de imaginacion ver este proceso, y se dejan
los detalles para el lector.

7.2.1. Diagrama de un nudo virtual

Como dijimos en la introduccién del capitulo, el diagrama de un nudo
virtual es un diagrama virtual. Reciprocamente dado un diagrama virtual
podemos construir un nudo virtual. Entonces el teorema esperado dice que
dos nudos en las M;s son equivalentes si y sélo si sus diagramas virtua-
les correspondientes son equivalentes como diagramas, i.e., por medio de
movimientos de Reidemeister generalizados.

En esta parte trataremos de dar el método para obtener un diagrama
virtual a partir de un nudo virtual, y viceversa. En una variedad M, x I
diremos que un punto (z,y) estd arriba de (z,z), si y > z; asi la cara
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Figura 7.7: Aplicando desestabilizacién a través del circulo pintado de negro.
El circulo rojo pasa de estar en el toro a estar en la esfera.

inferior es My x {0} y la cara superior es M, x {1}. Entonces dado un nudo
en una variedad M, x I, podemos obtener un diagrama de este nudo en
M, x {%} haciendo la proyeccion de cada punto del nudo en esta superficie
M, x {%}, e indicando en cada punto doble qué arco pasa por arriba y qué
arco por debajo. Resulta ser que la equivalencia de estos diagramas son los
movimientos de Reidemeister (los tres movimientos clasicos de siempre) pero
aplicados a estos diagramas que ahora viven en una superficie M. Dado un
diagrama en una superficie My, no es dificil armar el nudo correspondiente
a este diagrama.

Lo que se hace para obtener un diagrama en el plano es tomar la proyec-
cién de este diagrama (que vive en un M,) sobre el plano, donde cada vez
que se tenga un cruce clasico en la superficie M, tenemos un cruce clasico
en el diagrama en el plano; otro cruce que se puede obtener al proyectar,
es cuando un arco pasa por detras de una manija y el otro arco pasa por
encima de la manija, estos tipos de cruces son los cruces virtuales. En la
Figura 7.8, se ve un ejemplo de cémo obtener el diagrama en el plano.

El procedimiento para obtener un nudo virtual de un diagrama virtual
es como sigue. Dado un diagrama virtual, considere el diagrama viviendo en
la superficie de la esfera. Para cada cruce virtual del diagrama, anadimos
una manija en ese cruce de manera que, dados los dos arcos que pasan por
el cruce, levantamos uno de ellos haciendo que pase por la manija y el otro
queda como estaba, pasando por la esfera. Haciendo este proceso para cada
cruce virtual, obtenemos un diagrama cldsico viviendo en cierta superficie
M,. Y de acd, como indicamos antes, obtenemos el nudo viviendo en la
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Figura 7.8: Proyectando un diagrama en el toro a un diagrama virtual.

superficie engrosada M, x I.

Como se advirtié antes, los diagramas planares obtenidos al proyectar
como recién, son los diagramas virtuales. El siguiente teorema relaciona la
equivalencia de los nudos virtuales con la equivalencia de los diagramas
virtuales.

Teorema 7.2.4. Dos nudos virtuales son equivalentes si y solo si sus dia-
gramas virtuales correspondientes son equivalentes.

Para una prueba de esto ver [MI].

7.3. El Teorema de Kuperberg

Sean K y J dos nudos viviendo en las superficies engrosadas Mg X I y
My x I respectivamente, y supongamos que son nudos equivalentes. Podemos
hacer desestabilizacién (siempre que se pueda) varias veces a ambos, hasta
que lleguemos a un limite donde ya no se podra més; cada uno de estos
se llamardn representantes minimos. La pregunta es si estas dos superficies
engrosadas, a las que llegamos haciendo desestabilizacién, tienen el mismo
género (el género de una superficie engrosada es el género de la superficie en
cuestién). La respuesta es afirmativa, y es un teorema debido a Kuperberg

([Ku]).
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Teorema 7.3.1. (Kuperberg) Para todo nudo virtual K C M x I su re-
presentante minimo es unico salvo difeomorfismo del par (M x I, K) en si
mismo llevando la componente borde superior M x {1} en si misma.

Para una prueba completa de este teorema ver [MI]. Una consecuencia
importante es que, si dos nudos clasicos no son equivalentes por movimien-
tos de Reidemeister, entonces no lo seran con movimientos de Reidemeister
generalizados. Pues si asi fuera, tendriamos un nudo virtual, para el cual
haciendo desestabilizaciéon de una forma nos dé un nudo clasico, y desesta-
bilizando de otra forma nos dé otro nudo clasico, distinto al primero. Pero el
Teorema de Kuperberg dice que estos nudos clasicos jdeben ser isotépicos!
Por lo tanto el agregar movimientos virtuales y el semivirtual no cambia
las relaciones de equivalencia (dada por los movimientos de Reidemeister
solamente) de nudos clasicos. Por ello, a veces se suele conocer este teorema
como Teorema fundamental de Kuperberg.

La definicién de género de un nudo virtual es como sigue.

Definicién 7.3.2. El género de un nudo virtual es el género de la superficie
engrosada en la que vive un representante minimo del nudo virtual.

7.4. Nudos clasicos y nudos semiclasicos

En esta seccién seguiremos el articulo [DS]. También nos enfocaremos
mas en los diagramas de los nudos virtuales.

Sea V. el grafo definido de la siguiente forma. Los nodos del grafo son
diagramas virtuales y las aristas son movimientos de Reidemeister genera-
lizados (cada arista es solo un movimiento de Reidemeister generalizado).
Asi entonces las componentes conexas de este grafo son los nudos virtuales.
El género de un diagrama virtual es el género de la superficie asociada a
tal diagrama. Definimos V;; como todos los diagramas del grafo cuyo género
es menor o igual a g. Entonces Vj consiste exactamente de los diagramas
cldsicos (i.e. sin ningtin cruce virtual) pues estos diagramas pueden ser todos
dibujados en la esfera y un cruce virtual necesariamente exige la existencia
de al menos una manija en la esfera. Definimos V;, como todos los diagramas
del grafo V que estén a un movimiento de Reidemeister generalizado de
algiin diagrama que esté en Vj. Por ejemplo el diagrama de la izquierda de
la Figura 7.2 est4 en Vp, y el diagrama de la derecha de la misma figura
no estd en Vy. A los diagramas del subgrafo V; los llamaremos diagramas
semicldsicos.

En el articulo [DS], se estudian en particular dos problemas. El primero
trata de responder la pregunta: ;El embedding natural del grafo clasico en el
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grafo virtual es una isometria? Respecto a esta pregunta el articulo, aunque
no la responde, muestra que para todo camino que conecte dos diagramas
clésicos, donde cada nodo intermedio del camino es un diagrama en V.,
existe otro camino conectando estos dos diagramas cldsicos, donde cada nodo
intermedio es un diagrama clésico. Y el camino que va siempre por nodos
clasicos es de longitud mayor que el camino que va por nodos viviendo en V;
si se lograra que las longitudes de ambos caminos fueran iguales, tendriamos
entonces la isometria deseada. Este resultado lleva a una prueba alternativa
del Teorema de Kuperberg, ver el Teorema 7.3.1 y los comentarios debajo
de este.

El segundo problema que trata este articulo es el siguiente. ;Fxiste una
retraccién con distancia decreciente (la distancia de dos nodos es la longitud
del camino més corto) del grafo semiclasico en el grafo cldsico?. En el articulo
se demuestra que esto no es posible. En realidad lo que se prueba es que hay
un camino (particular) para el cual no hay una retraccion online. Esto ultimo
se entiende mejor con el siguiente juego.

El juego entre Cldsico y Virtual: Ambos comienzan con el mismo diagra-
ma clasico, elegido por Virtual. Ellos alternan movimientos yendo Virtual
primero. En cada paso Virtual se mueve a algiin diagrama en V; vecino del
diagrama en el que se encuentra; una vez que se mueve Virtual, Clasico
también se mueve a un diagrama clasico vecino del diagrama en el que se
encuentra. Entonces si Virtual vuelve a un diagrama clésico, Clasico debe
volver a reunirse con Virtual en su siguiente movimiento. Si Clasico lo puede
hacer entonces Cléasico gana, sino, Virtual gana. Si Clasico puede volver a
reunirse con Virtual decimos que hay una retraccion online para el camino
que eligié Virtual.

Sucede que si hubiera una retraccion con distancia decreciente, del grafo
semiclésico en el grafo clasico, entonces Clésico siempre ganaria. Pues para
cualquier diagrama donde comiencen a jugar los dos, y para cualquier camino
que escoja Virtual, el camino que debe elegir Clasico es el de tomar la
proyeccién (dada por la retraccién) de cada nodo que vaya tomando Virtual,
y entonces cuando Virtual vuelva a un nodo clasico, Clésico se volverd a
reunir con Virtual. Por lo tanto para ver que no hay una retraccién del
grafo semiclédsico en el grafo clésico, basta con ver que Virtual tiene una
estrategia ganadora. Es decir un camino que tome Virtual por los nodos
semiclasicos, donde haga lo que haga Clasico, cuando Virtual regrese a un
nodo clésico, Clédsico no pueda reunirse con Virtual. En el articulo [DS] se
da un tal camino para Virtual.

En la Figura 7.9 se ilustra un camino con la cual Virtual tiene una es-
trategia ganadora. Antes de comenzar a analizar este camino, hacemos unas
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Figura 7.9: El juego de Virtual y Clasico, de [DS].
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aclaraciones respecto a la Figura 7.9. A los dos puntos pintados con rojo,
llamados A y B, los pensamos a cada uno como un lazo, como se lo hace en
[DS]. Si por ejemplo trivializamos el lazo B, el camino no es de estrategia
ganadora para Virtual. Se espera que si pensamos a A y a B méas complejos
que un lazo, entonces el camino sigue siendo de estrategia ganadora para
Virtual. Por tltimo, siguiendo la notacién de la Figura 7.9, llamaremos a
los cinco diagramas en la columna izquierda «y, ..., a4, siendo g el de méas
arriba, ay el segundo de mas arriba y asi sucesivamente hasta ay; andlo-
gamente hacemos con los diagramas de la columna derecha, denotandolos
507 s )ﬁ4'

Procedemos ahora a explicar cémo se realiza este juego, siempre miran-
do la Figura 7.9. Primero Virtual tiene que elegir un diagrama clésico, y
elige Bp. Ahora tanto Clasico como Virtual estan en este diagrama. Virtual
en su primer movimiento elige moverse a 31, que notemos es un diagrama
semiclasico que no es clasico. Virtual amenaza en la siguiente jugada mover-
se a a1, entonces clasico seguro que en su primer movimiento debe ir a un
diagrama clasico que esté a lo sumo a un movimiento de a1, pues en caso
contrario perderd. Se puede probar que la Unica opcion que puede elegir
Clasico es aq, osea que Clésico estd obligado a moverse a este diagrama. El
juego sigue con Virtual moviéndose al diagrama (2 como su segundo mo-
vimiento, amenazando con moverse a «ag. De nuevo se puede probar que
Clasico esta obligado a moverse a «1. En el tercer movimiento Virtual se
mueve a (3, amenazando a ag. Cldsico de nuevo obligado, se mueve a «s.
Entonces Virtual se mueve a (4, y este ltimo diagrama jes cldsico! Clésico
deberia estar a un movimiento de B4, y recordemos Cléasico esta en as. Se
puede probar que as y (B4 estan a mas de un movimiento de Reidemeister
clasico. Luego Virtual gana.

Las pruebas de los detalles del argumento anterior, como las jugadas
obligadas que tiene que hacer Clasico, estan en [DS].

Dado que Virtual tiene una estrategia ganadora, eligiendo el camino
por los diagramas semiclésicos de la Figura 7.9, no se cumple la retraccién
online para todo camino, y luego no hay retraccién. Esto contesta el segundo
problema antes planteado.



Capitulo 8

Presentaciones de Wirtinger

En este capitulo seguiremos la linea de estudio del articulo de Rosebrock,
[Ro]. Alli se dan, entre otras cosas, ejemplos de grupos con presentacion de
Wirtinger, tal que no son grupos nudos; también se trata de hallar grupos
asi, que no sean geométricos (esto es, que no puedan obtenerse a partir de un
diagrama de nudo). Estos ultimos ejemplos son los que més nos interesan.

Veremos los resultados necesarios para encontrar tales ejemplos (dare-
mos solamente los enunciados de los teoremas, para luego usarlos y dar
con los ejemplos del articulo). Estos ejemplos tienen polinomio de Alexan-
der simétrico. Finalmente daremos una familia de ejemplos propios (distin-
tos a los del articulo) de grupos con presentacién de Wirtinger que no son
geométricos, cuyos polinomios de Alexander no son simétricos. Por consultas
sobre este tema, el lector puede dirigirse a [Ro].

8.1. Planteando el problema

Sea K un nudo, y sea P el grupo nudo de K. Dado un diagrama del
nudo K, uno puede obtener una presentacion de Wirtinger para P, de la
siguiente forma:

P=<z,z9,... ,:En+1’R1,R2, v, Ry >,
donde R; : wj11 = x:(i)xix;éi), para i = 1,2,...,n. Ver la Proposicién 5.2.2.
Definicion 8.1.1. Decimos que una presentacion

P < 371,1'2,...,.%'n_;,_l‘Rl,RQ,...,Rn >,
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es una Presentacion de Wirtinger Abstracta, si cada relacién R(i) es de la
forma:

o €
Tipl = T Tl ()

Entonces surge la pregunta: Dada una presentacién de Wirtinger abs-
tracta, jes este grupo isomorfo a algiin grupo nudo?; similarmente podemos
hacernos también otra pregunta: Dada una presentacién de Wirtinger abs-
tracta, jes ésta la presentacion de Wirtinger obtenida de algin diagrama de
un nudo? En este ultimo caso, si la respuesta es afirmativa, diremos que la
presentacién es geométrica; entonces la ultima pregunta se replantea de la
siguiente forma: ;Es esta presentacién de Wirtinger abstracta, geométrica?.

Claramente si P no es isomorfo a un grupo nudo, entonces no sera
geométrica. Sin embargo, no vale la reciproca, es decir, no toda presen-
tacién de Wirtinger abstracta que sea isomorfa a un cierto grupo nudo se
puede obtener como una presentacion de Wirtinger del diagrama de un nu-
do. De hecho hay muchos ejemplos de presentaciones no geométricas, pero
si isomorfas a un grupo nudo.

Dada una presentacion de Wirtinger abstracta P, se le puede asociar un
intervalo de presentacion Ip el cual consiste de un grafo lineal con n + 1
vértices y n aristas, cada arista i etiquetada con (i), el cual va a tener
una orientacién apuntando a la izquierda si y soélo si ¢; = 1. Hablaremos de
la presentacion P y de su intervalo de presentacién Ip indistinguidamente,
dado que teniendo una se puede conseguir la otra.

8.2. Presentaciones no geométricas y no isomorfas
a grupos nudos

En [Ro] se da una familia de presentaciones de Wirtinger abstractas no
geométricas. Se utilizan los siguientes resultados.

Teorema 8.2.1. Sea P un intervalo de presentacion con n > 3 relaciones.
Sea g una funcion peso para Wp con:

1. Los siete pesos mads pequenos 71 < --- < 77 son todos menores o iguales
a2/3.

2. La desigualdad g(f) > 2 vale para cada circuito orientado f : I — Wp.

3. La desigualdad

7
T =2
> gly) <2+ Z“nTZ ,

yET2
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vale para cada 2-célula 0 € Kp (la suma de la izquierda va sobre

todos las esquinas v en o?). Entonces P no es una presentacion de
Wirtinger geométrica.

Una prueba de este teorema se puede encontrar en [Ro]. De este teorema
(acompanado de otros resultados més) se desprende el siguiente corolario
muy util:

Corolario 8.2.2. Sea P un intervalo de presentacion. Si P satisface las
condiciones C(4) y T'(4) entonces P no es una presentacion de Wirtinger
geométrica.

El ltimo corolario nos da una herramienta para ver si una presentacién
de Wirtinger P es geométrica o no. Aunque no damos la definicién de C'(4)
y T(4), damos acd una equivalencia 1til para nuestro caso; se sabe que una
presentacién de intervalo es C(4) y T'(4) si y sélo si esta presentacion es
reducida (esto es, que cada relacién consiste de tres generadores diferentes
y ninguno de las dos aristas adyacentes en Ip a un vértice, que estan ambos
o saliendo o entrando a dicho vértice tienen el mismo etiquetado), y su
correspondiente intervalo Ip no contiene ninguna de las tres configuraciones
mostradas a continuacién.

i j i j k i i
j i j k i j
J
Problema 8.2.3. Consideremos la presentacién dada por el intervalo Ip
del siguiente diagrama. Para k > 2,

k+1 k+2 n n+1 1 k-1
- & 6. . & & o @ o ... e— o
1 2 3 n—k n—k+1 n—k+2 n—k+3 n n+1

n > 3k y cualquier orientacién de sus aristas. Mostrar que esta presentacion
es C(4), T(4) y es por lo tanto una familia de presentaciones de Wirtinger
no geométricas.

Solucion. Notemos que tal presentacién es reducida, pues cada relacién con-
siste de tres generadores distintos y dos aristas contiguas tienen diferentes
etiquetas.

Debemos ver ahora que ninguna de las tres configuraciones pasan dentro
del intervalo de presentacién. Para este objetivo definiremos dos funciones:

r:{l,...,n} = {1,...,n+1}
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r(i) =k +1,
1:{2,....n+1} = {1,...,n+1}
1(i) =k+i—1,

donde consideramos los nimeros médulo (n + 1).

Entonces, por ejemplo, ver que la primera configuracion no sucede en el
intervalo de presentacién se traduce en ver que no pueden pasar los siguientes
casos:

casor(i)=k+iyr(k+1i) =1

Esto no puede ser pues, 2k +i = r(k 4+ i) = ¢ méd (n + 1); de donde
2k 4+1i =14 méd (n+ 1), es decir, 2k = 0 méd (n + 1) luego 3k > 2k >
n + 1 > n, deduciendo que 3k > n contradiciendo la hipétesis que n > 3k.

casor(i) =k+1 yl(k+1i) =1

Si asi fuera, 2k +i—1=1(k+1i) =4 méd (n+1). Luego 2k —1 =0
méd (n + 1), y entonces 3k > 2k > 2k — 1 > n + 1; de nuevo 3k > n
contradiciendo las hipdtesis del teorema.

Faltan ver dos casos, ambos considerando [(i) = k + ¢ — 1 en lugar de
r(i) = k + i. Pero los cédlculos son igual de sencillos como recién.

Por tdltimo se deben ver también las otras dos configuraciones. Con la
misma idea de recién, pasando las configuraciones a ecuaciones, se puede
ver que estas dos configuraciones tampoco se pueden dar en el intervalo de
presentacién. O

Ahora vamos a dar la familia de ejemplos de presentaciones de Wirtinger
abstractas que no son grupos nudos. El siguiente teorema es muy util para
este propdsito.

Teorema 8.2.4. Sea P una presentacion finita del grupo G. Si Kp tiene
una funcion peso g que satisface las siguientes dos condiciones, entonces G
es un grupo hiperbdlico:

1. Para cada circuito f: I — Wp:

9(f) > 2.
2. Para cada 2-célula D de Kp:

S g(y) < d(D) ~2.

yeD

Para més detalles respecto a este teorema ver [Ro.
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Ahora bien, es sabido que ningin grupo hiperbdlico tiene a Z X Z como
subgrupo, y sin embargo los grupos nudos (no triviales) tienen a este co-
mo subgrupo (este hecho se puede probar considerando un meridiano y una
longitud en un cruce del diagrama del nudo). Tenemos acd una herramien-
ta para probar que una presentacién no es grupo nudo. Efectivamente asi
enuncia el siguiente teorema.

Teorema 8.2.5. Sea P un intervalo de presentacion para el grupo G. Si P
es C(4),T(4) y cada circuito de longitud cuatro es ordinario, entonces G no
es un grupo nudo.

Para la prueba y més detalles de este teorema ver [Ro].

Dentro de la familia de ejemplos que vimos en el Problema 8.2.3, pode-
mos encontrar una familia de ejemplos que no son grupos nudos. Asi se lo
hace en el siguiente problema.

Problema 8.2.6. Consideremos la presentacion de intervalo P dado en el
Problema 8.2.3 con n > 4k, k > 2 y cualquier orientacién de sus aristas.
Esta nueva familia de grupos no son grupos nudos.

El lector podra encontrar los detalles de la solucién a este problema en
[Ro].

8.3. Presentaciones de Wirtinger con polinomio
de Alexander no simétrico

Consideremos la siguiente presentaciéon de Wirtinger abstracta P dada
por:

P = (y1,y2, Y3, Y4, ys| Y2 = ysy1ys "
Y3 = y; Y2y
Y4 = Ysysys |
Ys = y1y4y1_1> .

Asociada a tal presentacién tenemos la presentacién de intervalo Ip, que
en nuestro caso es:

) 1 ) 1
o< oo ° °

1 2 3 4 5
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Ahora bien, de tal presentacién, como se vio antes podemos calcular el
polinomio de Alexander mediante las derivadas de Fox. Para esto conside-
ramos las siguientes relaciones (obtenidas de las ecuaciones que definen a

P)

Ry = ysylyglygl
Ry =y 'yayys
Rs = ysysys vy
Ry = yiyay; 'ys

De la siguiente matriz debemos eliminar una columna (cualquiera) para
asi obtener la matriz jacobiana

o Ry
O Rs
01 R3
01 Ry

O Ry
02 Ro
02 R3
02 Ry

O3 R
03Rs
03 R3
03Ry

01 R1
04 Ro
O4R3
OsRy

05 Ry
05 Ry
05 R3
05 Ry

A nosotros nos convendrd eliminar la tltima fila, mas adelante veremos

porqué

O Ry
01 Ry
01 R3
01 Ry

Oa Ry
02 Ry
02 R3
02 Ry

O3 Ry
03Rs
03 R3
03Ry

04y
04 Ro
O4R3
04 Ry

Calculando las derivadas de Fox, obtenemos la siguiente matriz

) Ys ) *y5y1y§ly51
=y Ty Y2 (7
0 0
1— yryay; ' 0

0 0

—y1 yeyys ! 0
Ys —Ysy3Ys Ya
0 a1

Ahora bien; como recordaré el lector, debemos reemplazar cada variable
x; por t. La matriz obtenida asi es:

t

1-1¢

-1
1
0
0

0
-1 0
-1
t

t
0

0

Por 1ltimo, calculamos el determinante, que es justamente el polinomio

de Alexander asociado
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_

Figura 8.1: El trefoil con el diagrama estandar de los torus knots.

Ap(t) =2t — 2t + 1.

Notemos que tal polinomio jno es simétrico! Entonces tal presentacién
no puede ser una presentacién geométrica; pues si asi fuera, tal polinomio
debe ser simétrico, como se vio en la Proposicién 6.1.9.

Tratemos ahora de construir una familia infinita de presentaciones de
Wirtinger (distintas entre si) que tengan polinomio de Alexander no simétri-
co, y por lo tanto entonces ninguno de ellos serd una presentacion geométrica.

Para este objetivo, consideramos los nudos (2, n)-torus knots (n copri-
mo con 2). Tales nudos como se vio en el Capitulo 3 tienen polinomio de
Alexander

Aty =t "2 ot 1,

para cada n natural. A partir de acd trabajamos con el trefoil (que es el (2,3)-
torus knot), y todos los calculos hechos a continuacién se pueden hacer de
manera similar para los otros torus knots.

Considerando el diagrama mostrado en la Figura 8.1 para el trefoil —
diagrama que sigue el modelo estandar de un torus knot—, la presentacion
de Wirtinger y el intervalo de presentacién, obtenidos para el grupo nudo
del trefoil, esta dado por:

1
P3, = (21,22, 13| 12 = 237123

—1
XT3 = X127 >
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1 2 3
De nuevo usando las derivadas de Fox, hacemos las cuentas para obtener
el polinomio de Alexander. Las relaciones son
Ry = 1'35611'51%2_1
Ry = myxomy 257,
de donde obtenemos la siguiente matriz

81R1 62R1 33R1
81R2 82R2 63R2 .

La matriz jacobiana entonces es:
82R1 83R1
OaRy O3Ry )

—$3ZL‘1.CU3_11,‘2_1 1-— xgxlxgl
1 —xlxgzvl_lxgl ’

reemplazamos por t cada variable x;,

-1 1—t
t -1 ’
el determinante de la 1iltima matriz es el polinomio de Alexander del trefoil;
el cual nos da: Ag, (t) =12 —t + 1.

Ahora consideremos el siguiente intervalo de presentacion, al cual llama-
remos P(3).

5 1 ) 1 7 )
o—<—o—H—e ° ° < o L4

1 2 3 4 5 6 7

Este se obtuvo “pegando” dos intervalos de presentacién —a saber, el
intervalo de presentacién de P y el del trefoil—, a este método lo llamaremos
el método de pegado de intervalos. La presentacion abstracta de este intervalo
de presentacién esta dada por

P(3) = (v1, v2, T3, T4, T5, T6, T7| T2 = $5$1$§1
T3 = azflxgml
Ty = x5x3x51
T5 = m1x4m1_1
Tg = x7x5$7_1

-1
T7 = T52T6T5 > )
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nuevamente haciendo las cuentas usando las derivadas de Fox, calculamos

el polinomio de Alexander asociada a tal presentacién

"Ry OR;
01 Ry 02Rs
O1R3 02R3
O Ry O2Ry
O Rs 02Rs
R 02Rg
5 —x;,xlxgla:;l
—a:fl—l—xflxg :Efl
0 0
1-— m1x4mf1 0
0 0
0 0

—1,.—1
Ry = x51125 24,

—1 —1
Ry = x "womi23 ",

-1,.—1
R3 = x52305 "4,

—1,..-1
Ry = miz4y] x5,

-1, -1
Rs = x50y "2g 7,

—1,.-1
R¢ = x51605 77,

03y
O3 Rs
O3R3
03R4
03Rs
03 Rg

0

T5
0
0
0

04y
04 Ro
043
N
04 R
04 Rg

-1 -1

05y
O5Rs
053
O5 R4
05 Rs
05 Rg

0
0

s 1
OgRo
Og RR3
Og R4
Og RR5
06 Rg

—Z’5x3$5_15621

1
0
0

—a:7x5x7_1x6_1

07’y
O7Rs
O7R3
O7R4
07 Rs
07 Rg

0
0
0
0

T5

0
0
0
0
1 -1
—X7T5Ty
f:c5x6xg1x7f

Aqui hay un paso importante a notar; la columna que eliminamos es la
quinta (por eso en el calculo del polinomio de Alexander para P eliminamos
la quinta columna, y para el trefoil eliminamos la primera columna), y asi nos
queda una matriz diagonal por bloques, donde el primer bloque corresponde
a la presentacién P vista al comienzo de la seccion, y el segundo bloque
corresponde al trefoil. Esto mismo sucede cuando consideramos un torus

knot general en lugar del trefoil.

t

1—¢t1

-1
41

0
-1

S O O o+

0
0

t
0
0

1

o O O O

-1 1-—t¢

t

o O O

0

—1

1
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El polinomio de Alexander de la presentacién P(3) es el determinante
de esta matriz; que como el lector puede adivinar es justamente el producto
de los polinomios de Alexander de P y del trefoil antes obtenidos.

Apa(t) = (27 =2t + 1)(t* — t + 1) = Ap(t)As, ().

Como podemos notar el coeficiente principal es 2, y el coeficiente del
sumando constante es 1, luego no es simétrico y por tanto tal presentacion
de Wirtinger no es geométrica.

Esto mismo lo podemos hacer para los otros torus knots, obteniendo la
presentacién de Wirtinger P(n), para cada n natural impar; y también sigue
cumpliéndose que el coeficiente del grado més alto es 2 y el coeficiente del
grado méas bajo es 1. Ademas todos estos polinomios obtenidos, para cada
torus knots, no son equivalentes entre si (pues tienen distintos grados) y
por tanto los grupos correspondientes no son isomorfos (usamos el mismo
resultado que se usa en [Ro]). Como resultado obtenemos una familia de
grupos no isomorfos entre si, y todos no geométricos.

En la seccién anterior se obtuvo una familia de presentaciones no geo-
métricas pero con el polinomio de Alexander simétrico. Acd obtenemos otra
familia (distinta) pero con el polinomio de Alexander no simétrico.

Notar también que para la construccion de tal familia de polinomios solo
necesito de un polinomio no simétrico y después se pueden obtener infinitas
con la ayuda de los torus knots (usando el método de pegar intervalos). Asi
entonces tenemos un método para construir muchas familias (infinitas) de
presentaciones de Wirtinger abstracta, que no son presentaciones geométri-
cas.
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fe que el presente ejemplar impreso se corresponde con el aprobado por este
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