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Abstract

Se estudia la construccion de una base de operadores tensoriales esféricos irreducibles
para un espacio de Hilbert de dimensién finita asociado a un sistema cudntico de n
espines. Para lograr esto objetivo se usaran herramientas de la teoria de representaciones
del grupo de rotaciones y del grupo simétrico.

In this thesis we construct a base of irreducible spherical tensor operators for a finite
dimensional Hilbert space associated to a quantum system of n spins. To achieve this
objective we use tools of representation theory of the rotation and the symmetric group.
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Capitulo 1

Introduccion

Trataremos el problema de la construccion de una base de Operadores Tensoriales Esféri-
cos Irreducibles (OTESI) para un espacio de Hilbert de dimensién finita B(H,,). Este es
interpretado fisicamente como el espacio de las observables (o propiedades dindmicas) de un
sistema fisico. Matematicamente B (#,,) es el espacio de operadores lineales que actian en
H, = (C25+1)®n, este tltimo representa los estados puros dicho sistema (compuesto por n
objetos cudnticos con spin idéntico s).

Los OTESI expanden espacios irreducibles V;, | € Zs, de la accién unitaria del grupo
de rotaciones SO(3) en B(H,,). Por lo que éste se descompone como suma directa de tales
espacios:

B(MH.) = @ N(,n)V. (1.1)

lGZzO

La multiplicidad N(I,n) con la que aparecen también serd objeto de estudio de la tesis. En
particular proveeremos dos formas alternativas de calcularlas, una mediante algebra lineal
basica y otra a través de la dualidad de Schur representando SU(2)x Sy, en (C?)®2". También
se demostrard que la suma (1.1) se realiza sobre los enteros (no hay representaciones semi-
enteras), aunque esto ya fue previamente probado de modo diferente en [14].

El problema surge explicitamente en la tesis doctoral de C.J Bonin [I7] que construye
una base con esta propiedad para 4 spin % (cuatro protones magnéticamente “activos” en la
RMN de un cristal liquido molecular). Las multiplicidades para un sistema de n particulas
con spin % fue calculada por primera vez en un seminario [12] dictado por G.R. Raggio; que
luego se elabora y generaliza a spin arbitrario en la tesis de licenciatura [I4], que sirve como
principal antecedente de este trabajo.

La arquitectura con la se organiza el contenido principal de la tesis es la siguiente:

1. En el capitulo 2 se explicita el marco matematico bajo el cual se desarrolla el problema,
éste consiste en la teoria de representaciones de grupos y algebras de Lie. Luego se
introduce la definicion de OTESI. Finalmente se construye y demuestra un algoritmo
que los calcula explicitamente.

2. En el capitulo 3 se introducen las herramientas basicas de representaciones del grupo
simétrico S,,. Sus representaciones irreducibles, dimensiones de las irrep, etc. Es un
capitulo auxiliar para el siguiente.
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3. En el capitulo 4 se aborda el problema de la descomposicién (1.1) desde la dualidad de
Schur y se reobtienen los resultados expuestos en el capitulo dos. Es decir, se propone
otro método que sistematiza la construccion de OTESI y calcula las multiplicidades
que aparecen (1.1).

4. En el capitulo 5 tratamos brevemente las aplicaciones directa a la fisica. Se proveen
formulas explicitas para las multiplicidades y en particular para calcular la cantidad
de operadores escalares.

5. Se incluye también un apéndice donde se resume brevemente los conceptos y fun-
damentos matematicos del trabajo. Principalmente se trata y comenta la teoria de
representaciones de SU(2) y SO(3), este contenido es estandar y se lo puede encon-
trar en cualquier libro introductorio a la teoria de representaciones de grupos de Lie.
Finalmente se presenta una tabla con los OTESI calculados para n = 2, 3, 4.



Capitulo 2

Reduccion del Sistema de n Particulas
con Spin s

2.1. Accién Lineal del Grupo SO(3) en Espacios de Hil-
bert Asociados a Sistemas Simples

El espacio de Hilbert H asociado a un sistema de una particula con spin s que se mueve
en R? es el producto tensorial entre L*(R?), que describe la parte espacial del sistema, y un
espacio vectorial de dimensién finita V, = C?***!, que representa la parte spin. Es decir:

Espacial Spin

—~N
H=LRH® V,,

donde V; lleva una accion lineal irreducible del grupo de rotaciones SO(3)E|.

En términos matematicos el spin s de la particula es el autovalor de peso maximo de la
tercera componente del momento angular. Este tiene como conjunto de autovalores la lista
s,s—1,...,—s, donde s puede tomar valores positivos enteros o semi-enteros. En la literatura
en fisica, por lo tanto, s es el nimero que parametriza la representacion irreducible del grupo
de rotaciones asociada al sistema El La parametrizacion de las representaciones irreducibles
de SO(3) difiere de la usual que aparece en la literatura matemadtica, en particular en la
demostracion del Teorema D.3.2, porque se la construye a partir de una base ligeramente
distinta, es clave tener en cuenta que ambas construcciones terminan siendo equivalentes.
Las representaciones irreducibles semi-enteras se corresponden con las impares y las enteras
con las pares, ademas se denomina fermiones a las particulas con spin semi-entero y bosones
a las que poseen spin entero.

Concretamente si o : 50(3) — gl(V;) es la representacion irreducible inducida por ¥ :
SO(3) — GL(V;), entonces Y (e*) = ¢7(X) para toda X € s0(3). Si escribimos X como
combinacién lineal de la base usual de s0(3), luego X = 2/ F yﬁ

IEstrictamente la representacién irreducible queda definida sélo cuando s es entero, para

el caso semi-entero se define una representacion irreducible proyectiva.
2Asi como también las irreducibles de su(2), SU(2) y s((2;C)
3 Adoptamos notacién de Einstein, suma sobre indices repetidos.
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2 (¢71) = e )

— el'ja's(Fj)‘
El trio de operadores L; = ios(F};) con j = 1,2,3 satisface [L;, L;] = i€;juLg, por lo que
define el momento angular del sistema, L = (Ly, Lo, L3). Finalmente, multiplicando y divi-
diendo por i y expresando las coordenadas 27 de X en coordenadas esféricasﬁ tenemos que
la representacion toma la forma:

Ss(g) = ettt (2.1)
para toda g € SO(3). Esta dltima expresién es la versién fisica de la representacién irre-
ducible en cuestién, el interés de multiplicar por ¢ surge de la necesidad de interpretar las
variables dinamicas del sistema a partir de operadores autoadjuntos en el espacio de Hilbert.
Ademas, la expresion para X, posee informacién explicita sobre qué rotacion estamos im-
plementando; pues es la que se obtiene de rotar una cantidad « alrededor del eje dado por
los angulos azimutales y polares 6 y ¢, respectivamente. También es facil verificar que acttia
unitariamente en H; (3;(9)v, Xs(g)v) = (¥, 1), para toda g € SO(3) y ¢ € H.

Es posible promover esta representacion al espacio de las propiedades dinamicas del
sistema B(H), que consiste en todos los operadores lineales que actian en H y constituye un
espacio de Hilbert con el producto interno de Hilbert-Schimdt (Ver A.4). Para esto usamos
la representacion adjunta compuesta con la representacion irreducible recién mencionada;

¢ =Ado ¥, : SO(3) = GL(B(H)), g — ®(g) = Ads,(,), donde

Adgs(g) . B(H) — B(H)
A Y (g7HASL(g).

Nuevamente, por Teorema D.2.1 , (®,B(H)) induce una representacién (¢, B(H)) del
algebra de Lie del grupo. Se sigue que ¢ = ad o 05 : 50(3) = gl(B(H)), X — ad,(x), donde

ad, (x) : B(H) = B(H)
A Jog(X), A

Luego, como ¢ es, en efecto, una representacion del dlgebra de Lie de SO(3) debe preservar
las constantes de estructuras de la base elegida. Es decir que ad,, (), j = 1,2, 3 satisfacen
[i ang(Fi),iadgs(Fj)] = i €jjrads, (). Con esto podemos escribir a ® de forma idéntica a la
expresion 3.1,

B(g) = e 00 (2.2)
donde J = i(ads,(m), ade, (m), ads, (Fy))- Estos ltimos, en el contexto de la resonancia magnéti-
ca nuclear, se conocen como “super-operadores”. Esquematicamente resumimos todo lo ex-
puesto anteriormente en el siguiente diagrama:

17 = afsinfcosy, sinfsing, cosh) = aey,,, donde « es la norma del vector.
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g———> Zs(g) - Zs(gil) ’ Zs(g)

SO(3) —> GL(H) —24= GL(gl(H))

exp ] exp T exp /y

50(3) — = gl(H) — 4 gl(gl(H))

X ——0,(X) [o4(X), ]

Por ultimo, es importante mencionar que la representacion ® es reducibleﬂ En las siguien-
tes secciones se propone un método que realiza esta reduccién y calcula las multiplicidades
asociadas a cada subespacio.

2.2.  Accién Lineal del Grupo SO(3) en Espacios de Hil-
bert Asociados a Sistemas Compuestos

Para un sistema compuesto por n particulas, el espacio de Hilbert asociado se obtiene de
tomar el producto tensorial del espacio de cada subsistema:

H, = (H)*".

En este trabajo nos ocupamos sélo de la parte de spin, por lo que reducimos el espacio de
interésﬂ aH, = (Vi)®m.

Si consideramos la representacion irreducible (g, V) de SO(3) asociada con cada subsis-
tema, entonces es natural extender la representacion del grupo al sistema compuesto como el
producto de representaciones (X, H,), esto es ¥ = (3,)®™. Esta tltima es reducible y por lo
tanto descompone como suma directa representaciones irreducibles. La reduccién se realiza
con la serie de Clebsh-Gordan que, ademaés, a partir de la base producto, provee una forma
de construir una base de cada subespacio irreducible.

Igualmente, es posible usar la representacién (2.2) para construir una representacién &,
en el espacio B(H,) ~ (V, ® V,)®" ~ (V,)®*

n-veces

——
P, =0R---0. (2.3)
La representacién del dlgebra de Lie asociada ¢, = (¢)®™ satisface
(X)) =0(X)® .01+ ... +I®..® ¢(X),

para toda X € s0(3). Esta representacién es altamente reducible, la reduccion y el célculo de
las multiplicidades de las irreducibles que aparecen en la descomposicion es el tema central
de este trabajo.

°El subespacio generado por la identidad es invariante, por lo tanto contiene al menos un

subespacio no trivial invariante.
6V — (C25+1
= .
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2.3. Operadores Tensoriales Esféricos Irreducibles

Diremos que el conjunto de 2l + 1 operadores, con [ semientero o entero no negativo,
Tl = {Tl] € B(H,) :m = —1,—1l+1,....1} definen un conjunto de operadores tensoria-
les esféricos irreducibles (OTEST’s) si y solamente si satisfacen alguna de las siguientes
condiciones condiciones equivalentes:

1. (Wigner)

) = Y DT

m=—I

donde DU(g)z, . = (thn, L1(9)*¥m), es el elemento de matriz m’,m de ¥y(g) en la
base que diagonaliza io;(F3) = Ls.

2. (Racah)

[Ls, TU] =mT
(Lo, T =\/I(1 + 1) — m(m £ )T,

m

La condicién de Wigner nos indica que los OTESI’s rotan con una matriz ordinaria
de rotacién, en este hecho reside su importancia como herramienta descriptiva de sistemas
fisicos que involucran rotaciones. Por otro lado, la condicién de Racah afirma que los OTESI
expanden los subespacios irreducibles que aparecen en la descomposicién de B(H,) (ver
Teorema D.3.3).

La notacion de la definicién de Racalﬂ corresponde con los operadores definidos por
¢n(Li,3)a L:I:73 = Js<0i,3)-

Un hecho notable, para s arbitrario, de la descomposicién en irreducibles

D) =P N n) (2.4)

1eNp

es que los valores de [ son siempre enteros, es decir j = 2[ es siempre par y por lo tanto
dim(V;) = j + 1 es siempre impar. Por lo que la “desproyectiviza”.

Teorema 2.3.1. Los pardmetros s = % que aparecen en la descomposicion en irreducibles
como representacion de SO(3) en B((Vs)®"), con V; = C'*1, son enteros no negativos (por
lo que l es par).

Demostracion:

Las representaciones irreducibles V; quedan caracterizdas por el autovalor de peso maxi-

mo j de
1 0
o=(0 )

7L3,i en la definicién de Racah es un abuso de notacién. Este trio esta caraterizado por la representacién
derivada ¢, actuando en la base estdndar de s[(2,C), constituida por las matrices o3+ definidas en el
apéndice D.3 pag.65
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representado en V;. H es la notacién que usamos en esta prueba para el tercer elemento de
la base usual de s[(2,C)f

Nuestra estrategia sera estudiar la paridad de estos autovalores en nuestro espacio de
interés. Demostraremos que sélo aparecen autovalores pares; lo que es equivalente a demos-
trar que, en la notacién de fisicos, no aparecen representaciones irreducibles semi-enteras
(proyectivas) en la descomposicién en irreducibles.

Sea V; = C/*! la representacion irreducible de sl(2,C) de peso maximo j y dimensiénﬂ
dim(V;) = j+1. Los autovalores de H en V; serdn {j,j—2,...,—j}, luego si j es par entonces
H tiene sélo autovalores pares en Vj, igualmente para el caso de j impar tendra todos sus
autovalores impares. Sean entonces j,j — 2, ..., —j los autovalores que tienen asociados los
autovectores {e;, e;_a,...,e_;}.

Ahora consideremos V' = (V;)®"; y la base de V' dada por elementos de la forma e; ®
Qe =7,]—2,...,—]. Estos dltimos son claramente autovectores de la representacion

n
derivada con autovalores dados por las sumas de la forma A = ) i;.

=1
Se sigue que:

1. Si j es par; entonces los autovalores A, seran sumas de niimeros pares y por lo tanto
par, cualquiera sea n.

2. Si j es impar, entonces hay dos casos. Si n es par; tendremos para cualquier A, una
suma par de numeros impares, y por lo tanto un resultado par. Y si n es impar;
obtenemos una suma impar de numeros impares, de lo que resulta solo autovalores
impares.

Por lo que la paridad de los autovalores es la misma en el caso del producto tensorial
también.

Nos interesa discutir qué sucedera con los autovalores de H en B((V;)®"), investiguemos
por lo tanto qué sucede en B(V;) primero. Fijamos una base 5 de V; de autovectores de H,

=L

Luego, sabemos que H actia en B(V;) por ¢ = ad o o,. Por lo tanto si T' € B(V}),

( )( ):[Us< )7 ]
=[H][T)s — [H][T -

Sea T;; el operador que tiene la matriz de la forma [T};]5 tal que todos sus componentes son
nulos salvo el elemento en el lugar (ij) que toma el valor 1, entonces:

8Ver Teorema D.3.2.
95=2s, donde s es el spin. Trabajamos en la base de los mateméticos en la demostracién

de este teorema.
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)\1 1,']'

Ly )
: T@J][ﬁ]

Los autovalores que encontramos (\; — \;) son siempre pares, porque son resta (o suma)
de niimeros que tienen la misma paridad. Luego la representacién derivada de H en B((V;)®")
tendra como autovalores sumas de nimeros pares y por lo tanto serdn pares; que es lo que
queriamos demostrar. Q.E.D.

Del Teorema D.3.4, sabemos que si el pardametro que clasifica a la representacion irre-
ducible de su(2) es par [} entonces las representaciones irreducibles de SU(2) estédn en
correspondencia automatica con las de SO(3), via el isomorfismo natural entre sus algebras
de Lie (SU(2) es el cubrimiento universal de SO(3)).

Por otro lado, demostramos en el Teorema 2.3.1 que en la descomposicion en irreducibles
de ®,, s6lo aparecen subespacios irreducibles de dimensién par. De lo que se concluye que, en
nuestro caso en particular, podemos estudiar directamente el grupo SU(2). En este sentido
SU(2) funciona como un auxiliar matematico de la teorfa. Es una herramienta que usamos
para investigar las representaciones de SO(3), que es el que tiene interés fisico en mecanica
cuantica.

2.4. Algoritmo de Reduccién para Sistemas de spin s

El objetivo de esta tesis es descomponer el espacio de la propiedades dindmicas del sistema
de n particulas cudnticas con spin s, B(H,), en suma de subespacios irreducibles del grupo
de rotaciones SO(3). Sabemos que estos subespacios quedan caracterizados por los OTESI’s
de distinto rango que apareceran en tal descomposicion, queremos encontrar estas bases e
establecer un criterio para conocer la multiplicidad de cada espacio. Es decir:

= N, n); (2.5)

1€eNg

donde V; es un subespacio irreducible de la representacién inducida ®,, de SO(3) actuando
en B(H)®" y N(I,n) es la multiplicidad con la que cada uno de estos espacios aparecen en
la descomposicion.

Consideramos la definicién de OTESI de Racah que afirma que los operadores T satis-
facen:

[Ls, TU] =m1l (2.6)
(Lo, T =\/I(1+ 1) — m(m £ )T, (2.7)

m

190 lo que es equivalente en fisica a que el spin sea entero.
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]

En primer lugar la ecuacién (3.7) indica que si conocemos un elemento maximal Tz[ :

luego podemos obtener el resto a través de ¢, (L_) actuando sucesivamente en Tl[l], por lo
que el problema se reduce a encontrar tales operadores maximales. Ademas, se verifica que
¢n(L+)(Tl[l]) = 0, por lo que los elementos maximales que buscamos deben estar contenidos

en el nucleo de ¢, (L), Tl[l] € Nu{¢,(L;)}. Notaremos al nicleo de la siguiente manera:

Nu{gn(Ly)} = Wy

A continuaciéon veremos que no sélo los maximales estan en W, , sino que también son
base de este.

Teorema 2.4.1. El conjunto de OTESI’s mazimales en B(H,) son base del nicleo del
operador ¢, (L) € B(B(H,)) definido por la representacion derivada del dlgebra de Lie del
grupo de rotaciones,

On(Ly) =Ly, ]®...001+...4+1®...Q [Ly,].
Demostracion:

Tomemos un elemento arbitrario, 7" € W,. Luego, como los OTESI’s son base de B(H,,),
podemos escribir a T' como combinacién lineal de estos:

Imaz N(l 7’L l

T-3Y Y

=0 i=1 m=-1

donde 4, €s el maximo entero no negativo que aparece en la descomposicion y el superindice
i distingue los subespacios con mismo [ (indexa la multiplicidad). Como T' € W, se cumple
que:

On(Ly)T =0 (2.8)
On(L:)(D_ a1 T}) =0 (29)
li,m

> (L) (T}) =0 (2.10)

li,m
> a0, m) T, =0 (2.11)

l,i,m
con Q(l,m) = /(1 + 1) + 1) dado por la definicién de Racah. (I, m) = 0 solamente

Cuando m = [. Por lo que si m 7£ [, y como los OTESI’s son linealmente independientes,
entonces los productos a! Q(l,m) de (3.11) implican forzosamente que ai = 0 para todo
m # 1. De lo que se concluye que cualquier elemento 7" que pertenezca al nicleo se escribe
necesariamente como combinacién lineal de OTESI’s maximales.
Q.E.D.
El siguiente paso es verificar que ¢,(Ls)|w, es invariante, circunstancia a partir de la
cual obtendremos una condicién extra para encontrar la base de maximales.
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Proposicién 2.4.2. W, es un subespacio invariante de ¢, (L3).
Demostracion:

Sea T € W,.. Luego, por Teorema 3.4.1,
iyirpll
T= Z(al) Tz[]
Li

Y ¢,(L3) actuando en T

por lo que ¢, (L3)T € W,.
Q.E.D.
Finalmente la condicién (3.6) de la definicién de Racah afirma que los T son autovectores
a autovalor m del operador ¢, (L3) € B(B(H.,)).
De esto se sigue que los OTESI’s maximales Tlm seran autovectores a autovalores [, con
1=0,1,2, ..., Lo,
On(La) T} = 1T}

Por lo que la estrategia se reduce a resolver el problema de autovectores para la restriccion
de ¢,,(L3) al nicleo de ¢, (L), ¢n(Ls)|w, . La dimensién de cada autoespacio & asociado a
los autovalores [ indicara la multiplicidad de cada subespacio irreducible.

Computacionalmente, lo mencionado en el parrafo anterior, es equivalente a resolver el
sistema lineal y homogéneo de (2s + 1)*" ecuaciones dado por la matriz que representa a
¢n(L4) en una base dada. Luego escribir ¢, (Ls)|w, en términos de la base encontrada para
W y finalmente resolver el problema de autovectores a autovalor conocido.

Es claro el algoritmo es costoso en término de operaciones, en la siguiente seccién pre-
sentamos resultados para s = 1/2.

2.5. Reduccién de un Sistema de n Particulas con spin
s=1/2

2.5.1. Sistema Simple: n = 1.

Para el caso s = 1/2 tenemos que el espacio de estados puros de spin de un sistema
simple, n = 1, es:
H = C2%
Y el espacio de la propiedades dinamicas:

B(C?) ~ C*2,
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Elegimos como base 3 de B(C?) a los operadores 8 = {I, L, L_, L3}, que satisfacen la
siguientes reglas de conmutacion:

(L., L_]=2L, (2.12)
(L3, L] ==+ Ly (2.13)

Luego usamos directamente estas reglas de conmutacién para expresar ¢(L,) en la base

000 O
000 —1
[(b([“r)]ﬁ - 000 0
002 0
Resolvemos el sistema de ecuaciones para calcular W, :
000 O T 0
000 —1 2 | | O
000 O z3 | | O
002 0 Ty 0

La base 8’ més obvia que sugiere este sistema para el nicleo W, es la constituida por
los operadores Uy = Iy Uy = L. Nos queda restringir ¢,(Ls)|w, y resolver el problema
de autovectores a autovalor conocido 1=0,1,..../,,.2, proceso que realizamos hasta agotar la
dimension de W,.

ottalwl = (o 1)

[6(Ls)|w,]p ya es diagonal en esta base, por lo que no hace falta diagonalizar. Los
autovalores que aparecen en la descomposicién son [ =0y [ = 1 (con multiplicidad 1):

B(C) =V, W

Las bases, no normalizadas, de V y V] estan dadas por un OTESI escalar

T =1
y otros tres OTESI’s vectoriales
Tl[l] :L+
1 —2
i — L o 22
0 \/5[ 1 } \/5 3
1

1 1

respectivamente.

2.5.2. Sistemas Compuestos n > 1.

Para estos sistemas, n > 1, las dimensiones de los espacios se vuelven enormes por lo
que es conveniente tratarlos computacionalmente. Al final del trabajo exponen los resultados
obtenidos para n = 2,3,4 con el algoritmo programado en C** .



Capitulo 3

Grupo Simétrico y Representacion en

B(Hn)

En este capitulo expondremos conceptos y herramientas bésicas sobre el grupo de per-
mutaciones S,. Seguimos textualmente las notas [15].

Es vital entender que los subespacios irreducibles de S,,, que es completamente reducible,
estan en correspondencia uno a uno con los diagramas de Young asociados a las particiones
que dividen el grupo en clases de conjugacion. La féormula conocida como “Hook Length
Formula” provee una forma relativamente sencilla de calcular, dada la parametrizacién por
los resepectivos diagramas de Young, la dimensién de cada subespacio irreducible.

3.1. Grupo Simétrico

El grupo simétrico S, es el conjunto de todas las biyecciones 7 : {1,...,n} — {1,...,n}
con la composicion de funciones como multiplicacién. Sus elementos son llamados permu-
taciones.

Una permutacion queda descripta por su tabla de valores

_ 1 2 ..on
T\ r) 72 .. w(n)
Una permutacién 7 se dice k-ciclo si fija todos los elementos de {1,...,n} salvo los de

un subconjunto {ay,...,ar} C {1,...,n} para los cuales m(a;) = a;11 y 7(ax) = a1, con
1t =1,..., k. Los 2-ciclos se llaman trasposiciones.

Teorema 3.1.1. Toda permutacion se factoriza de manera unica, salvo por el orden, como
producto de ciclos disjuntos. Ademds, toda permutacion se factoriza como producto de tras-
posiciones (no necesariamente disjuntas). Esta factorizacion no es unica, pero la paridad de
la cantidad de transposiciones que aparecen en la factorizacion de una permutacion si lo es.

Por ejemplo:

(1234
T™=\1 3429

se factoriza como 7 = (1)(234), un ciclo de longitud uno y otro de longitud tres.

16
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3.2. Particiones y Clases de Conjugacion

Una particion A\, es una sucesion finita debilmente decreciente de ntimeros enteros no
negativos A = (A1, Ag, ...). Los niimeros \; se llaman partes de A.

Por ejemplo (6,3,2,2,1) es una particién de 14 y de profundidad 5.

Las particiones también se pueden describir en notacién exponencial: si P = (A1, Ag, ...)
es una particién de n, y r, es la cantidad de veces que aparece « en (A, Ao, ...) escribimos
P = [1"2™..n"7] omitiendo los nimeros cuyos exponente es 0. Por ejemplo (4,2,1,1) =
[12 21 41].

En general, en un grupo G, dos elementos =,y € G se dicen conjugados si existe un
elemento g € G tal que y = grg~'. La conjugacién es una relacién de equivalencia y por lo
tanto G queda descompuesto como union disjunta de sus clases de conjugacion.

El Teorema 3.1.1 permite definir el tipo de una permutacién de S,, como la particion
de n que resulta de considerar las longitudes de los ciclos que aparecen en su factoriza-
cién incluyendo los punto fijos como ciclos de longitud 1. Por ejemplo o = (1283)(57) =
(1283)(57)(4)(6) es una permutacién de tipo (4,2,1,1) = [12 2 41].

Teorema 3.2.1. Dos permutaciones estan en la misma clase de conjugacion si y solo si
son del mismo tipo. Ademds, si o € S, es de tipo A = [1"2"..n"™] entonces la clase de
conjugacion de tipo A = [1"2"2..n""| tiene

n!

1y 12r209! |
elementos.

Ademas, dada un particion A definimos:

e Tamano n de A, como la suma de las partes que la componen: n = > \;. Denotamos
con P(n) al conjunto de particiones de tamano n.

e Profundidad r de A\ al nimero que indexa la ltima parte no nula A, de ésta. Deno-
taremos con P, al conjunto particiones de profundidad r.

Finalmente denotamos con:
Prn)={M>X>... 2N >0:NE€Zyy » A =n}
al conjunto de particiones de tamano n con profundidad r. Y:
P<r = U;_;P; las particiones de profundidad a lo sumo r.

P<r(n) = U;_;P;(n) las particiones de n y profundidad de a lo sumo r.

3.3. Representaciones del Grupo Simétrico

Como vimos en el Teorema C.3.4, S, es completamente reducible cuando se lo representa
sobre un espacio vectorial complejo. A continuacién se enuncia un teorema que afirma que
las representaciones irreducibles que aparecen en la descomposicion estan caracterizadas por
las clases de conjugacion que definimos en la secciéon anterior.
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Teorema 3.3.1. El numero de clases de isomorfismos de representaciones irreducibles de
dimension finita de S, sobre C es igual a la cantidad de clases de conjugacion de S,,.

Es decir que las representaciones irreducibles de S, estan en correspondencia con sus
clases de conjugacion.

3.4. Formula de Hook; Diagramas y Tablas de Young

Dada una particién A = (A1, Ag, ...), el diagrama de Young de ) es el dibujo que consiste
en filas de cuadraditos alineados a izquierda, donde la i-ésima fila tiene \; cuadraditos. Por
ejemplo, si A = (3,2,2,1) su diagrama es:

Dada una particiéon A = (A, , ..., A.), una tabla de tipo A\ es una asignacién biyectiva de
los ntmeros {1, 2, ...,n} a los cuadraditos del diagrama. Por ejemplo,

i

4
3
1

‘OA\][\DOO

es una tabla de tipo (3,2,2,1). Denotamos con t;; el nimero que tiene el cuadradito de la
fila ¢ y la columna j, asimismo cada cuadradito tiene coordenadas (7, 7). En el ejemplo de
recién t3’2 =1

Por lo tanto, por el Teorema 4.3.1, podemos afirmar que las representaciones irreducibles
de dimensién finita de S,,, Sy con A € P(n), sobre C estan parametrizadas por los diagramas
de Young de cada particién.

Por ejemplo las clases de conjugacién de S3 quedan determinadas por las particiones de
n=3:[3'], [1* 2'] y [1%]. Por lo que las representaciones irreducibles estdn parametrizadas
por los diagramas, como se muestra en el siguiente cuadro:
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Clase Representacion irrducible  Diagrama de Young
conjugacion SH

(1)(2)(3) Sny) @

(12)(3), (13)(2), Siir o] |

(123), (132) S| [(T1]

Otro resultado conocido de la teoria de representaciones de S,, es que la dimensién de
cada subespacio irreducible, dimS%, se calcula con la formula conocida como “Hook Lenght
Foérmula”.

La “Hook Lenght Férmula”para dimS). Sea A una particion de n y para cada (i,7)
definimos h; ; como la longitud del codo (hook) que tiene como vértice al cuadradito (i, j)
del diagrama de A y se extiende hacia la derecha y hacia abajo. En el siguiente ejemplo
hemos rellenado el diagrama con los valores de h; ;.

411]
2
1

—

‘»—nooq;cn

Luego,
|
n!

Hi,j hij '

Calculemos por ejemplo la dimensién de los espacios irreduibles de Ss. Si Sj31) la tabla

dimSy = (3.1)

es:
y dimSjzy = 3?;—'1 = 1, es facil ver que cualquier representacion irreducible parametrizada
con un diagrama horizontal tendra dimension 1. Si Sp1 917 la tabla queda:

3[1]

1

y dimSp1 91) = 355 = 2. Y Si Spa) la tabla queda:

1
|

y dimSps) = 33? = 1, de la misma manera toda irrep asociada a un diagrama vertical es de

dimension 1.
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3.5. Representacién del Grupo Simétrico en B(H,)

Definimos la representacién (V, B(H,)) de S,, como

V(?T)(Al RAR...® An) = Aﬂfl(l) (029 Aﬂ71(2) o ® Aﬂfl(n), (32)
donde Ay,..., A, € B(H)y m € S,.

Es inmediato verificar que V:
1. Es unitaria.

2. Es reducible, pues el subesapcio generado por el operador AQ A®...® A es invariante
no trivial.

3. Conmuta con ®,, ®,(g)V (1) =V (m)P,(g) para toda g €SO(3) y ™ € Sy.



Capitulo 4

Representacion de SU(2) x S,
Multiplicidades

El propdsito de este trabajo es calcular las bases y multiplicidades de la descomposicion
en irrep de SO(3) (como rep. de SU(2)) cuando actia en B(H,) ~ (C*T1)®2". Consideramos
en el desarrollo de este capitulo s = 1/2:

(C)**" = P N(.n)V,

ZGZZO

En el capitulo 2 proveimos una solucion para este problema particular, planteando un
algoritmo que calcula las multiplicidades N(I,n) y las bases de OTESI’s asociadas a cada
subespacio irreducible, V;, de SU(2). Este método resulté ser eficaz en resolver el problema
pero costoso numéricamente.

En el presente capitulo explotaremos resultados conocidos de la teoria de grupos para
calcular, de manera alternativa, las multiplicidades de tal descomposicién. Los ingredientes
necesarios para tal emprendimiento se exponen en las siguientes secciones.

4.1. Representacion de Grupos compactos G; X Gs

Si G es un grupo de Lie compacto entonces toda representacion de dimension finita es
unitaria y se descompone como suma directa de irreducibles. Si GG; y Ga son dos grupos de
Lie compacto entonces (G1 X G5 es compacto. Luego, sean G1 y Gg las clases de equivalencia
de representaciones irreducibles de cada uno, respectivamente. Se verifica que:

Teorema 4.1.1. St G es un grupo de Lie compacto entonces toda respresentacion de dimen-
sion finita es unitaria y se descompone como suma directa de irreducibles.

Teorema 4.1.2. 51 Gy y G5 son grupos de Lie compactos y @1 Y @2 sus clases de equivalencia
de representaciones irreducibles, respectivamente. Entonces:

1. G1 x Gy es un grupo de Lie compacto.

Lo que se expondrd también vale para grupos finitos, si estos tienen la propiedad de reducibilidad
completa como es el caso de S,,.

21
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2. Toda representacion irreducible de G x G es un producto tensorial de una irreducible
de G por una irreducible de Gy:

Gl/X\GQ = {7'('1 ®7T2 M E éz}

3. Dada una representacion de dimension finita p : G; X Go — GL(V) se tiene:

V= B mmm)V, @V, (4.1)
(m1,m2)€G1x G
donde m(my,m2) es la multiplicidad con la que cada una de estas aparece y Vy, 11 =1,2
son los espacios irreducibles.

Para ciertos grupos la descomposicién (4.1) no involucra sumar sobre todo el conjunto
de clases de equivalencias de irrep G; X Gs. Si existe una funcién biyectiva f : Gy — G,
m +— f(m) = me de modo que la suma en (4.1) se reduzca a:

V=P mlm, f(m2))Va, @ Vimy) (4.2)
7T1EG1

entonces diremos que hay una dualidad entre los grupos G; y Gs.
A continuacién veremos que para V = (C?)®?" G = U(2) y Gy = S, hay tal dualidad.
Incluso mas, la descomposicién (4.2) es libre de multiplicidades ﬂ

4.2. Parametrizacion de las Irrep de U(2), SU(2) y S,

Para estos tres grupos son conocidos los siguientes resultados:

1. Las representaciones irreducibles de .S, estdn parametrizadas por los diagramas de
Young de tamano n, es decir por P(n) (las particiones de n). Denotamos con Sy la
representacion irreducible de S, correspondiente a Y € P(n).

2. Las representaciones irreducibles del grupo U(2) estdn parametrizadas por P<s, las
particiones de profundidad de a lo sumo 2 (éste es un conjunto infinito). Denotamos
con Ty la representacién irreducible de U(2) correspondiente a Y € P<s.

3. Las representaciones irreducibles de SU(2) estan parametrizadas por P.o, particiones
de profundidad 1. Es decir con niimeros enteros (Teorema D.3.2).

4.3. Dualidad de Schur

Teorema 4.3.1. Sea C? la representacion candnica de U(2). Entonces U(2) x S, actia en
((C2)®n y su descomposicion en irreducibles es:

(CQ ®n = @ Ty (24 Sy (43)

Y€EP<2(n)

2Esto es m(my,m2) es 1 0 0 para todo par (71, m) € Gy x Ga
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En particular:

(C2)®n = @ dim(Sy )my. Como representacion de U(2) (4.4)
YeP<2

= @ dim(my )Sy. Como representacion de S, (4.5)
YGPSQ

De (4.3) vemos que existe una dualidad, la suma es sobre los elementos correspondientes
a la "diagonal” (Y,Y'). Ademas, la descomposicion es libre de multiplicidades.

En (4.4) se afirma que las multiplicidades de la descomposicién en irreducible de la accién
de U(2) en (C?)®" se calcula usando la Hook-Lenght formula (3.1) en el diagrama de Young
Y que parametrice la respectiva representacion irreducible Sy.

4.3.1. Ejemplo n=3

Usamos la dualidad de Schur para calcular las multiplicidades de la descomposicién en
irreducibles de U(2) actuando en (C?)®3. Calculemos primero la descomposicién de U(2)x Ss,
las particiones de 3 de profundidad a los sumo 2 son: (3) y (2,1):

(CH)® = (q® S) @ (ij ® SBj>
Luego, por (4.4):
(C*)®3 = dim (S) 77 @ dim <SBI) dnm

De donde se sigue que la multiplicidad de w717 es dim(S17) = 1y de ﬂBj es dim (SB:‘) =
2.

4.4. Relaciéon entre las Representaciones Irreducibles
de U(2) y SU(2)

Sea 7y una representacién irreducible, Y € P<y, de U(2). Entonces:

1. Se cumple que la accién del grupo permanece irreducible al restringir a SU(2)CU(2).
Por lo que toda representacion irreducible 7y caracteriza (o se le puede corresponder)
una representacion irreducible 7y [gy(2) de SU(2).

2. Y es el diagrama de Young correspondiente a una particién de tipo (¢,p) de U(2).
Definimos la cola de Y como el diagrama de Young Y asociado a una particién de tipo
(7) que se obtiene de Y poniendo j =t — p > 0 cuadraditos en su tunica fila. Luego, el
diagrama de Young Y’ € P, que parametriza a 7y [sy(2) se obtiene de truncar la cola
del diagrama de Young Y asociado a la particion:
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Y: . e . e _>Y/:

Esto es consistente con lo expuesto en la seccion 4.2.

4. Dada una representacion irreducible Vy de SU(2) parametrizada por Y’ € P_,, existen
infinitas Y € P<, que parametrizan una irrep de U(2) tales que my|gy(2) = Vy. Aunque

la reciproca no es cierta, a cada irrep de U(2) le corresponde una tinica irrep de SU(2).

Por ejemplo el diagrama se puede obtener como cola de U - ‘, UJ‘ - ‘, - ‘,

etc.

4.5. Dualidad de Schur con Restriccion a SU(2)

De los incisos presentados la seccién anterior y del hecho que la Dualidad de Schur (4.3)
se sostiene al restringir a SU(2)CU(2) podemos formular una versién del teorema adaptada
a la necesidad de nuestro problema.

Construimos, por lo tanto, un funcion biyectiva que prescriba la dualidad.

Sea:

Fy "P<a(n) — U1 Pa(i)
(t,p) = F[(t,p)] = (t —p) = (j)

la funcién que toma el diagrama asociado a la particién (¢,p), con t + p = n, y devuelve el
diagrama ”cola” asociado a la particién (j), donde j =t —p. Y,

Fn_l . U?:l P<2(Z) — ng(n)
(7) = F7H()] = (m+ j,m)

es la inversa que toma el diagrama asociado a (j) y devuelve el (m + j,m) de modo que
n=2m-+j.

Observemos que, dado n, podemos construir todos los diagramas de Young asociados a
las particiones que estdn en P<o(n) de la siguiente manera: primero tomamos el diagrama
horizontal asociado a la particién (n) y extraemos el ultimo cuadradito para ubicarlo debajo
del primero, asi generamos el diagrama asociado a (n — 1, 1). Luego repetimos con (n —1,1)
para obtener (n—2,2), y asi sucesivamente. Esta serie obviamente se trunca cuando logramos
un diagrama de la forma (m,m) si n es par o (m + 1,m) si n es impar. Donde m = § para
el caso par o m = "T_l en el caso impar. Finalmente es claro que la cola de cada diagrama
disminuye de dos en dos en cada paso, por lo que F;, preserva la paridad de n. Es decir, si n
es par o impar entonces la imagen de F), sera un diagrama horizontal con una cantidad par
o impar de cuadraditos, respectivamente.

Habiendo considerado lo anterior, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.5.1. Sea V = C2. Y sea LL,, el conjunto que tiene al 0 y los niimeros pares hasta
n si n es par; o los impares hasta n si n es impar. Entonces SU(2) x S,, actia en VO™ y su
descomposicion en irreducibles es:

v @D VoS (4.6)

Ye U P<2(d)
1€Ln
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En particular:

Ven — @ dim (SFgl(y)> Vy-. Como representacion de SU(2). (4.7)
Ye U P<2(d)
1€Ln
Ademas dado un elemento maximaEl correspondiente a Vi, todos los demds mazimales (tan-
tos como multiplicidad tenga Vy ) se obtienen a través de la accion de S, en el elemento

dado.
Automaticamente se obtiene el resultado demostrado en el Teorema 2.3.1.

Corolario 4.5.2. Si n es par sélo aparecerdn irrep con pardmetros pares (spin entero)
en la descomposicion (4.7). De la misma manera si n es impar sélo aparecerdn irrep con
pardmetros impares.

4.6. Constantes de movimiento y aplicaciones a mecani-
ca cuantica

En la formulacion de Heisenberg de la mecanica cuantica, la fisica se obtiene de evolu-
cionar los operadores autoadjuntos que representan las propiedades dinamicas del sistema y
pensar los estados puros como constantes. Asi, si A es un operador autoadjunto y H es el
Hamiltoniano del sistema:

A A(t) = et Ae—iHt (4.8)

Luego, se verifica que la ecuacién de evolucién para las observables en la formulacion de

Heisenberg es:

d 1 . 0
AWM = Z[A®), H] + 5 A1), (4.9)

Si A es independiente del tiempo el ultimo termino es 0. En tal caso, diremos que A(t)
es una constante de movimiento si conmuta con el Hamiltoniano H,
d .
ﬁA(t) =0 < [A(t),H] =0 (4.10)
Lo que es equivalente a que A = A(t).
Luego para sistemas como los que estudiamos en este trabajo H = (V)
teorema.

“" vale el siguiente

Teorema 4.6.1. Sea V = C?. Y sea H = V" el espacio de Hilbert asociado a la parte spin
de un sistema fisico de n particulas con spin s = % Si H es el Hamiltoniano del sistema
y pertenece a la imagen de la representacion derivada del dlgebra de Lie s0(3) construida a
partir del producto tensorial de la representacion irreducible ¥ /5 de SO(3) actuando en H,

n veces

L o A . m
(Z12)¥"(g) = e el @e et g e SO(3). (4.11)

3Esta tarea siempre se puede realizar usando CG por ejemplo.
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Y si ®,, es la representacion levantada de (4.11) actuando en el espacio de las propiedades

dindmicas B(H.,),

(I)n<g) — e*i&éé,@-i‘@ o ®‘67iaé9,w'§’ g c 50(3) (412>

Entonces,

1. La transformacion unitaria que evoluciona los estados y las observables es una rotacion.

2. La cantidad de constantes de movimiento linealmente independientes es iqual a la mul-
tiplicidad de Vi en la descomposicion en irreducibles de (4.12). Es decir que hay tan-
tas constantes de movimientos linealmente independientes como operadores tensoriales
esféricos irreducibles de rango 0 (OTESI’s escalares).

3. La multiplicidad, N(0,n), de Vi estd dada por la formula:

(2n)!

NO,n) = —5—
(0.m) (n+1)In!

4. Todos los operadores escalares se calculan de la accion de S, en la identidad de B(H)
a través del isomorfismo natural que identifica B(V®") = V®2",

Demostracion:

Los puntos 1,2 y 4 son automaticos de la definicion de la representacion y por el Teorema
4.5.1. Ademas de que es evidente que los OTESI’s escalares cumplen que son constantes de
movimiento linealmente independientes. Para demostrar 3 basta con calcular las multiplici-
dades dadas por las dimensiones de los diagramas rectangulares de profundidad 2 genéricos,
que son los que se corresponden con OTESI’s escalares.

Probamos la férmula que aparece en 3 por induccién (de nimeros pares), usando la
féormula de hook en los diagramas de tipo (n,n) y tamano n’ = 2n. Es decir, queremos
demostrar que la férmula de hook es equivalente a

(5 + DI

para el conjunto de nimeros pares.
Verifiquemos que vale para el primer nimero par, P(2) = 1. Si n’ = 2, la tabla es

y la multiplicidad de N (0, = 1) es 1. Ahora probamos que vale para el siguiente, P(4) = 2.
Si n' = 4, tenemos la tabla asociada al diagrama de tipo (2, 2):

312
2|1

Y

y de la férmula de hook N(0,2) = 2. Entonces vale para el primer par y para el segundo.
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Ahora suponemos que si vale para algun k par entonces vale para el siguiente k + 2
también: Si P(k) = P(k + 2). La férmula de hook para el diagrama asociado a la particion
Yiro = (1,1) tal que k + 2 = 2[ es:

: ~(B+2)!
dimSy, ,, = W (4.13)
_ KE+1)(E+2) (4.14)

ti1tor Hm-:g t;j

R\ k1) (E+2)
- (H tij> (4.15)

i j=2 t11l21

R+ 1)k +2)
IRCEROS

(4.16)

donde para pasar de (4.16) a (4.17) usamos la hipétesis inductiva. Luego es facil notar que
tn=1+1=542yty =1=541 Ash:

, B (k +2)!
Sy = T IEE + 2 E+ 1) (4.17)
v ﬁ’;;(fi 5 = PlE+2) (4.18)
Q.E.D..

El resultado obtenido en 3 se puede generalizar facilmente para calcular las multiplicida-
des N (I, n) asociadas a los subespacios irreducibles V; de la descomposicion (4.7), es suficiente
con considerar la férmula de hook en diagramas de tipo (m,m + 1) tal que n = 2m + . De
calculo directo se tiene que:

BV =@ N(.n)V;

l€Ly

s 2n)!(1 + 1) -
- l
e \ (524! ()

Donde V = C? y s = 1/2 (para volver a la notacién de fisica V).




Capitulo 5

Conclusiones

Se desarrollaron dos métodos diferentes para construir bases de OTESI. El método alge-
braico es conceptualmente sencillo para calcular explicitamente los OTESI, aunque costoso
numéricamente. Queda abierta la pregunta sobre la descomposicién para sistemas de spin
no idénticos.

Por otro lado, la teoria de representaciones proveyé un método sofisticado que permite
calcular las multiplicidades con mucha facilidad. También implica, posiblemente, la ventaja
de reducir el costo computacional de calcular los OTESI a través de la accion del grupo de
permutaciones en un maximal de cada tipo. Aunque como el grupo S,, contiene n! elementos
y puede volverse igualmente costoso. Queda para trabajos posteriores encontrar la mejor
forma elegir las permutaciones que actian en cada maximal. También postergamos la tarea
de construir una base de OTESI adaptada al intercambio de particulas.
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Apéndice A
Algebra Lineal

En este apéndice hay un resumen de los elementos y resultados de dlgebras que se utilizan
en el desarrollo de la tesis.

A.1. Autovectores, Autovalores y Polinomio Caracteristi-
co

Si A es cualquier matriz en el conjunto de matrices complejas n x n denotado por M, (C),
luego un vector v # 0 en C" se llama autovector de A si existe algtin nimero complejo A de

modo que:
Av = v (A.1)

Un autovalor de A es un nimero complejo A para el cual existe un v # 0 en C” tal que
Av = Mv. Por lo tanto, A es un autovalor de A si la ecuacién (A.1), o equivalentemente la
ecuacion

(A—XHv=0

tiene una solucién distinta de cero v. Esto sucede exactamente cuando A — A falla en ser
invertible, que es es precisamente cuando det(A — AI) = 0. Para cualquier A € M, (C),
definimos el polinomio caracteristico p de A como

p(A) =det(A— M), e C

Este es un polinomio de grado n. Luego, los autovalores son sus raices.

Nos interesa considerar espacios vectoriales. Un espacio vectorial es una 4-tupla (V, +, K, -)
donde V' es un conjunto no vacio cuyos elementos llamaremos vectores, K es un cuerpo cuyos
elementos llamaremos escalares, +: V' x V' — V es una ley de composicién interna (suma) y
- KxV — V es una ley de composicién externa (producto por escalar). La suma es asocia-
tiva, conmutativa, con elemento neutro (elemento nulo) y existencia de opuesto. El producto
es asociativo; distributivo respecto de la suma de vectores; distributivo respecto de la suma
de escalares; y cualquier vector u en V' multiplicado por el neutro multiplicativo e del cuerpo
K, es si mismo. Esta tesis se desarrolla en modelos de espacios vectoriales donde se interpre-
ta matemdticamente -a través de isomorfismos- p ((V, +,K, -)) — (C", 4, C, -). La definicién
anterior claramente establece las pautas minimas para que los primitivos semanticos de la
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estructura tengan sentido en el contexto de una teoria algebraica, cualquier interpretacion
matematica de éstos produce un modelo de tal estructura.

Un operador lineal en un espacio vectorial V' (también llamado transformacion lineal)
es un mapa A de V en si mismo que satisface

A(u+v) = Au + Av,
A(du) = NAu

para todo uy v en V y todo A en C. Si A € M,(C), luego el mapa que envia el vector u
en C" al vector Au (definido como el producto entre la matriz n X n y la matriz u n x 1) es
un operador lineal, y , dada una base del espacio, a todo operador lineal en C" se le puede
asociar de forma unica una matriz A. Esto se llama representacion matricial del operador en
cuestion.

Si A es un operador lineal en un espacio vectorial V' y A es un autovalor de A, luego
el autoespacio A, denotado V), es el conjunto de todos los vectores v € V' que satisfacen
Av = Xv. V), es un subespacio de V' y su dimension se llama multiplicidad geométrica
de ).

Proposiciéon A.1.1. Sea A un operador lineal de un espacio vectorial V' y vy, ..., vs autovec-
tores con distintos autovalores A\, ..., \p. Entonces, vy, ..., v, son linealmente independien-
tes.

Demostracién: Lo probaremos por induccién. Para el caso n = 1 vale automaticamente,
puesto que por definicién de autovector v; # 0. Para n = 2 tenemos lo siguiente:

1V + QU = 0

A(oqvl + Oéng) = )\10&11}1 + /\20[21)2 =0

Como los autovalores son distintos por hipétesis, entonces no pueden ser ambos cero. Supo-

nemos, sin perder generalidad, que Ay # 0. Luego, agvy = —’\glvl. Reemplazando
A1
041(1—)\—)1)1—(), 1117&0:>041—042—0
2

por lo que son li. Ahora suponemos que si vale la proposicién para k entonces vale también
para k + 1. Armamos nuevamente las combinaciones lineales nulas:

k

E QU + g1V =0
=1

k
E AUy + A1 Qg1 Vg1 = 0
=1

Suponemos que A,y # 0y despejando: ay1vp1 = — Zle /\:ﬁalvl. Reemplazando y usando
la hipdtesis inductiva se llega a
A
a(1— l Ju=0,l=1,...,k yu#0=>a;=..=ap1 =0
Akt 1

Por lo tanto, vale para cualquier n natural.

Q.E.D.
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Proposiciéon A.1.2. Todo operador lineal A en un espacio vectorial complejo de dimension
finita tiene al menos un autovector.

Esto ultimo se sigue del teorema fundamental del algebra, que dice que todo polinomio
complejo tiene al menos una raiz compleja.

A.2. Diagonalizaciéon

Dos matrices A, B € M,(C) son semejantes si existe una matriz invertible C' de forma
que

A=CBC™!

luego, B = C7'AC. La operacién en la cual B — C~'BC se llama conjugacién de B
por C. Una matriz A se dice diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. Una
matriz es diagonalizable si y sélo si hay n autovectores linealmente independientes de A.
Especificamente, si vy, ..., v; son tales autovectores, y C' es una matriz cuya k* columna es
vg. Luego, C es invertible y

A1
A=C : c!

An

donde A4, ..., A, son los autovalores asociados a los autovectores v, ..., v,, en ese orden.

Si A € M,(C) tiene n autovalores distintos, entonces A es automaticamente diagona-
lizable (por proposicién A.1.1). Si el polinomio caracteristico de A tiene raices repetidas,
entonces A puede o no ser diagonalizable.

Para una matriz A € M, (C), la matriz adjunta de A, denotada A*, es su transpuesta
conjugada

(A" ) = Au,
Una matriz A se dice autoadjunta (o hermitica) si A* = A. Anti-autoadjunta (o anti-hermiti-
ca) si A* = —A. Unitaria si A* = —A~!. Si una matriz A es autoadjunta, anti-hermitica o

unitaria entonces es automdticamente diagonalizable. Mas aun, en cualquiera de los casos
anteriores, es posible encontrar una base ortonormal de autovectores de A, lo que significa
que la matriz C' en la definicién de diagonalizabilidad puede ser tomada como unitaria.

Si A es autoadjunta, entonces todos sus autovalores son reales. Si A es real y autoadjunta
(real y simétrica), entonces sus autovectores pueden ser tomados como reales también; lo que
significa, en este caso, que la matriz C' es ortogonal. Si A es anti-autoadjunta, sus autovalores
son imaginarios puros. Si A es unitaria, sus autovalores son nimeros complejos de médulo 1
(ie, si A = e%).

Una matriz A se dice normal si conmuta con su adjunta (i.e., si AA* = A*A o [A, A*| =
0). Si A es autoadjunta, anti-autoadjunta o unitaria; entonces es normal. Resumimos estos
comentarios en los siguientes teoremas.

Teorema A.2.1. Sea A € M,(C) con la propiedad que [A, A*] = 0 (es decir, si A* = A,
A* = —A o A* = A7), Entonces, A es diagonalizable y es posible encontrar una base
ortonormal de C™ de autovectores de A.



APENDICE A. ALGEBRA LINEAL 32

Si A es real y simétrica, entonces todos los autovalores de A son reales y es posible
encontrar una base ortonormal de autovectores de A donde cada uno de éstos sea Teal.

Teorema A.2.2. Supongamos que A y B son operadores lineales en un espacio vectorial de
dimension finita V' y que ademas ambos conmutan [A, B] = 0. Luego, B mapea el autoespacio
Vi de A en el mismo, para cada autovalor de A.

Demostracion: Sea A un autovalor de A y V) su autoespacio asociado. Luego, consideremos
un elemento v € V). Tenemos que demostrar entonces que Bv € V). Como B conmuta con

A, se verifica que:
ABv = BAv = ABv

De lo que se sigue que efectivamente Bv € V).
Q.E.D.

A.3. Traza

Si A es una matriz n X n, se define la traza de A como la suma de los elementos de su
diagonal; esto es

k=1

Notemos que la traza es una funcién lineal de A. Si A y B son dos matrices n X n, luego

k=1 h=1 k=1
de la misma manera . -
k=1 h=1 k=1

que es la misma que la suma (A.2). Por lo que la tr(AB) = tr(BA). Luego si C' es invertible
se verifica que
tr(CAC™") = tr(CC ' A) = tr(A)

por lo que la traza es invariante ante conjugacion, es decir que matrices semejantes tienen
la misma traza.

O en forma més general, si A es un operador lineal en un espacio vectorial de dimensién
finita V', podemos definir la traza de A eligiendo una base y tomando la traza de la matriz
que representa a A en esa base. El calculo de recién muestra que el resultado de la traza es
independiente de la base que se elija.

A.4. Productos Internos

Designemos con (-, -) al producto interno estdndar de C", definido por

n

(u,v) = Tvx,

k=1
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donde seguimos la convencién de complejo conjugar el primer factor. Si A € M, (C), luego
la adjunta A* de A tiene la siguiente propiedad

(u, Av) = (A*u,v)

para todo u,v € C™.
Si V' es un espacio vectorial sobre C, un producto interno en V' es un mapa que asocia
dos vectores a un niumero complejo (u,v). El mapa tiene las siguientes propiedades:

1. Simetria respecto de conjugacién: (v, u) = (u,v), para todo u,v € V.

2. Linealidad en el segundo factor: (v, u; + aug) = (v, u1) 4+ a (v, us), para todo v, uy, us €

VyaeC.

3. Positividad: Para todo v € V, (v,v) es real y satisface (v,v) > 0,y (v,v) = 0 si y s6lo
siv=0.

Hay que notar que como consecuencia de la propiedad 1. y la linealidad, el producto interno
es antilineal en la primer factor

(ug + aug, v) = a(uy,v) + (ug,v)

La norma de un vector v € V, denotada por ||v||, esta definida por

[o]] = v/ (v, v)

La condicion de positividad garantiza que el producto interno es siempre no-negativo y se
anula si y sélo si v = 0.
Consideremos ahora a M, (C) como espacio vectorial. Podemos construir un producto
interno en M, (C) como
(A, B) = tr(A*B)

Notemos que

tr(A*B) = tr((B*A)*) = tr(B*A)
por lo que esta definicion satisface la propiedad 1. La linealidad en el segundo factor se sigue
de la linealidad en la traza. Finalmente

n n n
tr(ATA) =) (A A = > Apdw =Y [Aul* >0
k=1 kl=1 k=1
Esta suma es cero solamente cuando la entrada es nula. Esto muestra que se cumplen los
requisitos 1,2 y 3 de la definicién. Este en particular, se llama producto interno de Hilbert-
Schmidt.

Para cualquier producto interno en un espacio vectorial de dimensiéon finita, podemos
definir el adjunto de un operador lineal via la condicién (u, Av) = (A*u,v) para todo u y v
en el espacio.

Finalmente, supongamos que V' es un espacio de Hilbert de dimension finitay que W C V
es un subespacio vectorial. Entonces, el complemento ortogonal de W, denotado por W+,
es el conjunto de todos los vectores v € V' tales que (w,v) = 0 para todo w € W. Las
consecuencias bdsicas son que (1) (W)t =W y (2) V. = W+ @& W se descompone como
suma directa de W y W+. El segundo punto significa que cualquier vector v € V' se puede
descomponer de forma tinica como v = w + u, donde w € W y u € W+. Esto en particular

significa que la dim(V) = dim(W+) + dim(W).
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Suma de subespacios

Sean X,Y espacios vectoriales. Definimos la suma directa U & W como el producto
cartesiano X X Y con las operaciones coordenada a coordenada, por ejemplo, (z1,y1) +
(x2,y2) = (21 + @2, y1 +y2). Si X, Y son espacios de Hilbert, se define el producto interno
en XY

((r1,91) , (T2, 92)) = (@1, 21) + (Y1, Y2) (A4)
SiAeB(X)y BeB(Y), definimos A® B e B(X®Y) por

A® B (w,u) = (Aw, Bu)

Por lo tanto si Uy, U son representaciones unitarias de G en X, Y, respectivamente, luego
U, & U, dada por
(U1 @ Us)(g) = Ui(g) @ Ua(g)

es una representacion de GG. La llamaremos representacion suma directa.
Un funcional lineal en un espacio vectorial complejo V' es un mapa lineal de V' en C.
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Grupos

B.1. Grupos de Lie de matrices

Un grupo es un conjunto GG, equipado con un mapa de G x G en G (denotado g * h). El
mapa, que llamamos producto, es asociativo, con existencia de neutro e inverso multiplica-
tivo. Si ademas posee la propiedad conmutativa diremos que el grupo es abeliano.

Si M,,(C) denota el espacio de matrices n X n con entradas complejas y A, una sucesion
de matrices en M,,. Diremos que A,, converge a A si cada entrada de A,, converge (cuando
m — o0) al correspondiente elemento de A (i.e., si (A,,)r converge a Ay, para todo 1 <
k.l <mn).

Definicién B.1.1. Un grupo de Lie de matrices es un subgrupo G de GL(m,C) con la
siguiente propiedad: Si A,, es cualquier secuencia de matrices en G, y A,, converge a alguna
matriz A, entonces A € G o A no es invertible. Esto es equivalente a decir que un grupo de
Lie de matrices es un subgrupo cerrado de GL(m, C).

Diremos que un grupo de Lie de matrices G es compacto si se satisfacen las siguientes
condiciones

1. Si A,, es una secuencia de matrices en G, y A,, converge a alguna matriz A, entonces

AeG.

2. Existe una constante C tal que para todo A € G, |Ay| < C para todo 1 < k, I <n.

Y diremos que es conexo si para cualquier par de matrices A y B en G, existe un
camino continuo A(t), a <t < ben G con A(a) = Ay A(b) = B. Ademas diremos el
grupos es simplemente conexo si es conexo y todo camino (loop) en G se puede deformar
continuamente a un punto en G.

Definicién B.1.2. SU(2) es el grupo de matrices complejas 2 x 2 que obedecen:
1) UU*=U"U =1L
11) det(U) = 1.

IT) indica la invariancia del producto producto interno en C™.
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Definicién B.1.3. SO(3) es el grupo de matrices reales 3 x 3 que obedecen:
1) O0' =0'0 =1.
11) det(O) = 1.
IT) indica la invariancia del producto producto interno en R™.

Definicién B.1.4. El algebra de Lie sobre un cuerpo K es un espacio vectorial g sobre
K, equipado con un mapa ”bracket”[-,-] : g X g — g que tiene las siguientes propiedades

1. [-,+] es bilineal.

2. [X,Y]=—[Y, X] para toda X,Y € g.

3. [X, X] =0 para todo X € g.

4. Para todo X,Y, Z € g se cumple la identidad de jacobi

[X, D/’ Z“ = [Y7 [ZvX]] = [Z7 [X,Y]] =0.



Apéndice C

Breve resumen de teoria de
representaciones

Nos centraremos en dar definiciones bésicas y algunos resultados que se usaran en el
desarrollo del trabajo. Consideramos grupos de Lie de matrices que denotaremos con G,
y sus respectivas dlgebras de Lie. Otro grupo sobre el cudl haremos hincapié es el grupo
finito de permutaciones. Las definiciones expuestas para grupos se adaptan facilmente a las
respectivas algebras, por lo que omitiremos las segundas salvo que sea necesario. Por lo tanto,
los modelos de grupo que tenemos que tener en mente en este capitulo son SU(2), SO(3) y
SN-

C.1. Espacios de interés y comentarios

Consideremos un C — espacio vectorial, (V,(-,-)), de dimensién finita m equipado con
un producto interno. Definimos Autc como el conjunto de automorfismos C — lineales de V.
Luego, dada una base f de V' y A € Autc (V) C B(V), denotaremos con [A]; a la matriz de
transformacién A en la base 8. Entonces se puede verificar que [-], : Autc (V) =~ GL(m,C)
es un isomorfismo de grupos, donde GL(m,C) es el grupo de matrices m x m invertibles con
entradas en C.

En en el desarrollo de esta tesis trabajaremos en particular con dos modelos de las
estructuras recién mencionadas. En primer lugar, interpretamos:

donde (-, ) es el producto interno usual de C extendido al producto tensorial. Por otro lado,
nos interesa también el espacio de operadores sobre (C™)*" es decir:

<V7 <'7 >> g <B ((Cm)®n) ~B (Cm)®n ) <'7 >HS> (02)

Es importante mencionar que ambas estructuras estan identificadas naturalmente via el
producto interno de la primera, es decir: B(C™)*" ~ (C™)®*" Este isomorfismo natural
queda establecido a través del siguiente mapa:

x: C"@C™ — B(C™)

C.3
(wo ®vo) +> Xwo®vo ( )
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donde su imagen queda definida por:

Xwogwe . CT — cm
v = Xwouvo ('U) = <U, w0> Vo

(C.4)

C.2. Representacion e unitariedad

La teoria de grupo, entre otras cosas, proporciona herramientas y estrategias utiles para
construir bases de espacios vectoriales. La mas habitual, usada en fisica cuantica, es empezar
con un subconjunto abeliano de operadores unitarios y diagonalizarlos simultaneamente,
luego la familia de matrices unitarias que conmutan tiene un conjunto comin y completo
de autovectores que expanden tal espacio. Veremos que profundizando un poco sobre esta
teoria podemos ampliar el espectro de tales estrategias.

Definicién C.2.1. Una representacién (7, V') de dimensién finita de un grupo G sobre el
cuerpo C es un homomorfismo de grupos:

T:G — Aute (V) (C.5)

para algiin C—espacio vectorial de dimension finita. Cuando hay cierta ambigiiedad respecto
del mapa T' llamamos a V' mismo representacién de G. La dimension de V es el grado de
la representacion.

Una subrepresentaciéon de V' es un subespacio W de V' que es invariante bajo G.

La teoria de grupo tiene como objetivo clasificar tales homomorfismos, como primer
paso nos restringimos a representaciones unitarias. Llamamos U (V') C B (V') al conjunto de
transformaciones unitarias de V en V. Luego:

Definicién C.2.2. Una representacién unitaria (U, V) de dimensién finita de un grupo
G sobre el un cuerpo C es un homomorfismo de grupos 7': G — U (V).

Dado el caso que la definicién anterior se cumpla salvo una constante compleja de médulo
uno, entonces usamos la siguiente definicién:

Definicién C.2.3. Una representacién unitaria (U, V) se dice proyectiva si existe un
mapa o : GxG — C tal que para todo a,b € G se cumpla:

U(a)U (b) =0 (a,b) U (ab) (C.6)
|0 (a,b)] =1 '

Dadas dos representaciones (71, V1) y (Ts, V2) de un grupo G, decimos que son represen-
taciones equivalentes si y soélo si existe un isomorfismo de espacios vectoriales L : V; — V5
tal que Lo T (g) = Ty(g) o L para todo g en G. Ademds, si ambas representaciones son
unitarias y L es una transformacién unitaria también, decimos que estas representaciones
son unitariamente equivalentes. Subrayamos ésta ultima definicién puesto que siempre
que tengamos dos representaciones unitarias que sean equivalentes se puede construir au-
tomaticamente un mapa invertible e unitario que las relacione, es decir que equivalencia
entre representaciones unitarias implica equivalencia unitaria entre tales representaciones

([10], pag. 23).
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Establecidas estas definiciones bésicas nos interesa explorar como generar nuevas repre-
sentaciones a partir de otras, esto puede lograrse tomando representaciones previamente
conocidas y combinandolas de alguna manera. En las siguientes secciones veremos tres for-
mas estandares para realizar estas construcciones.

Suma directa de representaciones

Definicién C.2.4. Sea G un grupo de Lie de matrices y sean py, pa, ..., p, representacio-
nes de GG actuando en los espacios vectoriales Vi, Vs, ..., V,,. Entonces, la suma directa de
T1,T,, ..., T, es una representacién T ®To®...HT,, de G actuando en el espacio ViBVo®...BV,,,
definida por

[Tl D...D Tn(A)](Ul, ceey Un) = (Tl(A)Ul, ceey Tn(A)Un)

para todo A € G.

Un resultado importante de algunos grupos de Lie y sus respectivas algebras es la pro-
piedad de reducibilidad completa. Esto significa que toda representacion de dimension finita
es isomoérfica a una suma directa de representaciones irreducibles. Para estos grupos, una
vez que conocemos sus representaciones irreducibles, entonces podemos caracterizar a todo
el resto de las representaciones en términos de estas sumas. A pesar de que no todos los
grupos satisfacen esta propiedad, los grupos de interés de esta tesis si la tienen.

Producto Tensorial de representaciones

Definicién C.2.5. Sean GG, H grupos de Lie, y sean T7, T, representaciones de estos grupos
actuando en los espacios Vi, V5 respectivamente. Luego, el producto tensorial de T} y Ts es
una representacion 77 ® T, de G x H actuando en V; ® V5 definida por

Th @ T3(A, B) = T1(A) ® Ta(B) (C.7)
para todo Aec Gy Be H.

Definicién C.2.6. Sea G un grupo de Lie, y sean T}, T5 representaciones de G actuando
en los espacios V; y V5 respectivamente. Luego, el producto tensorial de 77 y T es una
representacion 1) ® Ty de G actuando en V; ® V5 definida por

T @ Ty(A) =Ti(A) @ Th(A)

para todo A € G.

Representaciéon Levantada

En la seccién anterior caracterizamos dos espacios de Hilbert de interés, H y B(H) , el
primero se interpreta fisicamente como el espacio de los estados puros y el segundo como
el de las propiedades dinamicas, en nuestro caso estos espacios son de dimensién finita
porque acotamos el andlisis a la parte de spin del problema y nos desentendemos de la
estructura espacial. Queremos ahora definir a partir de una representacién unitaria (vectorial
o proyectiva) en el primero H otra representacién en el segundo B(H).
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Definicién C.2.7. Sea G un grupo de Lie, y sea U una representacién unitaria (vecto-
rial o proyectiva) de G actuando en el espacio de Hilbert H. Luego, podemos inducir (o
”levantar”) una representacién p que actia en B(H), definida por

p(g)A ="U(g)"AU(g)
para todo g € Gy A € B(H).

Ademas se cumple que esta representacién es unitaria con el producto interno definido
anteriormente. También es reducible, la espacio span de la identidad es invariante.

C.3. Irreducibilidad y reduccién completa

Definicién C.3.1. Definimos los conceptos de reducibilidad completa y representacion irre-
ducible:

» Un subespacio vectorial W € V se dice G-invariante si T'(g)w € W para todo g € G
y todo w € W.

= Si todo subespacio G-invariante tiene un complemento G-invariante, entonces diremos
que la representacion es completamente reducible.

= Una representacion se dice irreducible si los tinicos subespacios G-invariantes de V'
son los triviales.

Ahora vemos un teorema que liga ambos conceptos, el de la propiedad de reducibilidad
completa y la representaciones irreducibles, que es clave en esta tesis.

Teorema C.3.2. Una representacion de dimension finita es completamente reducible si y
solamente si es suma directa de una cantidad finita de representaciones irreducibles.

Demostracién:(demostrar este teorema)
Q.E.D.
Nos queda demostrar que los grupos de interés tienen la propiedad de reducibilidad com-
pleta, lo que es equivalente a que toda representacion unitaria se puede descomponer en suma
directa de representaciones irreducibles. Esto partiria nuestro espacio en estos subespacios
G — invariantes, lo que simplifica la construcciéon de una base adaptada a la simetria que
representa el grupo.

Teorema C.3.3. Sea G un grupo de Lie de matrices. Sea (U, H) una representacion unita-
ria de G, actuando en un espacio de Hilbert real o complejo H de dimension finita. Entonces,
U es completamente reducible y por lo tanto H es suma directa de una cantidad finita de
representaciones irreducibles
"=
i=1

donde (U;, H;)iz1,..n son la subrepresentaciones irreducibles restringidas a cada subespacio
G — invariante.
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Demostracién: Sea H un espacio de Hilbert (jde dimensién finital) sobre el cual U actiay (-, -)
denota su producto interno. Sea W € H un subespacio invariante. Y W+ su complemento
ortogonal, es decir el espacio de todos los vectores v € H tal que (v,w) = 0 para todo
w € W. Entonces, H =W @& W+.

Veamos que W+ es también un subespacio invariante. Para ver esto notemos que U
es unitaria y por lo tanto U(A)* = U(A)™' = U(A™!) para toda A € G. Entonces, para
cualquier w € W y cualquier v € W+, tenemos

(U(A)v,w) = (v,U(A)*w) = (v,U(A " w)

= (v,w') =0

En el tdltimo paso usamos que w' = U(A " )w estd en W, puesto que W es invariante
por hipétesis. Esto muestra que que U(A)v es ortogonal a cada elemento de W y por lo
tanto U(A)v € W+, Hemos establecido que, para representaciones unitarias, el complemento
ortogonal de un subespacio invariante es invariante también. Supongamos ahora que H no es
irreducible, por lo que admite un subespacio invariante no trivial W, luego descomponemos
H =W @ W=, Entonces, W y W+ son ambos subespacios invariantes y representaciones
unitarias de G (via restriccién). Se sigue que W es irreducible o bien se separa como suma
directa de subespacios invariantes ortogonales, y similarmente con W+. Continuamos con
este proceso y, como H es de dimension finita, en algin momento la iteracién se trunca.
Cada vez las dimensiones de los espacios son menores y eventualmente deberiamos llegar a
las partes irreducibles, puesto que a lo sumo los subespacios invariantes tendran dimension
uno y entonces seran automaticamente irreducibles.

Q.E.D.

Con este teorema argumentamos que SU(2) y SO(3), que satisfacen las hipdtesis, tienen
la propiedad de reducibilidad completa. Vamos a enunciar la versién del teorema para grupos
finitos.

Teorema C.3.4. (Maschke) Sea (T, V') una representacion de dimension finita de un grupo
finito G sobre un cuerpo K. Si char(K) no divide al orden del grupo |G| entonces (T, V') es
completamente reducible y por lo tanto V' es suma directa de una cantidad finita de repre-
sentaciones irreductbles.

Demostracién: [11]:41.

En nuestro caso la char(C) = 0. Por lo que se cumple la hipdtesis del teorema. Podemos
concluir finalmente que S, tiene la propiedad de ser completamente reducible también. Asi
terminamos la seccién habiendo demostrado que todos los grupos de interés poseen esta
propiedad.



Apéndice D

Representaciones irreducibles de:

SU(2) v SO(3)

Queremos clasificar las representaciones irreducibles estos dos grupos de Lie de matrices.
Veremos que ambos grupos estan conectados a través de sus algebras de Lie, que son iso-
morfas entre si. Ademds SU(2) es simplemente conexo y por lo tanto toda representacion del
grupo induce una representacion del dlgebra y viceversa (esto no es cierto para todo grupo).
Por lo que para investigar las representaciones irreducibles del grupo es suficiente conocer
las del élgebra. Por ultimo las representaciones de SU(2) y SO(3) se vinculan por el hecho
de que uno es el cubrimiento universal del otro, respectivamente; lo que significa que toda
representacion de SO(3) se corresponde, via composicion, con una representacion de SU(2),
aunque la conversa no es cierta salvo que incluyamos las representaciones proyectivas del
grupo de rotaciones.

En mecénica cudntica, el vector 1 representa el mismo estado fisico que 1. Por lo que es
natural considerar las representaciones unitarias proyectivas que definimos en el capitulo an-
terior, es decir los homomorfismos de G al grupo cocientado U (H)/[¢?l]. Ademas, a nivel del
algebra de Lie, como discutimos en el parrafo anterior, en caso de espacios de dimension fini-
ta, estas representaciones pueden ser ” desproyectivizadas”, en particular las representaciones
unitarias proyectivas de SO(3) estén en correspondencia uno-a-uno con las representaciones
irreducibles ordinarias de su cubrimiento universal SU(2). En otras palabras, dada una re-
presentaicén 7 de s0(3), puede o no puede haber una representacion asociada II a SO(3),
aunque incluso si no la hay siempre podemos encontrar una representacién I1" de SU(2).

De esta discusién serd natural entender que, dada una representacién de SO(3) en el espa-
cio de interés, los operadores tensoriales esféricos irreducibles, objetos centrales de esta tesis,
forman un conjunto de vectores que expanden los subespacios irreducibles que apareceran,
por ser SO(3) completamente reducible, en la descomposicién suma directa.

Finalmente, podriamos preguntarnos por qué no usamos directamente como grupo de
partida a SU(2) y nos ahorramos toda esta discusion. Desde mi punto de vista se debe a
que SU(2) es un auxiliar matemadtico de la teoria y sélo sirve de soporte para representar a
SO(3), que es el grupo que sabemos interpretar fisicamente.

42
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D.1. Algebra de Lie de un grupo de Lie de matrices

El algebra de Lie sobre un cuerpo K es un espacio vectorial g sobre K, equipado con
un mapa "bracket”[-,:] : g X g — g que tiene las siguientes propiedades

1. [-,+] es bilineal.
2. [X,Y] = —[Y, X] para toda X,Y € g.
3. [X, X] =0 para todo X € g.
4. Para todo X,Y, Z € g se cumple la identidad de jacobi
(XY 2l = Y, [Z, X]] = [2,[X, Y]] = 0.

Como el producto del algebra actiia bilinealmente, este queda determinado de forma

tnica por su accién en una base del espacio g. Es decir, si el conjunto {X7, ..., X,,} es una
m m

base cualquiera de g, y U,V € g dos vectores arbitrarios: [U,V] = [D_u'X;, > v/ X;] =
i=1 j=1

u'vI[X;, X ;], entonces existe un conjunto de constantes tal que
1

IAIE

[XZ', X]] = Z Cijk:Xk:~
k=1
Las constantes ¢;j; se llaman constantes de estructura de g (respecto de la base elegida) y
deben satisfacer dos propiedades respecto de sus indices para que el bracket sea antisimétrico
y cumpla la identidad de Jacobi.
El algebra de Lie de un grupo de Lie de matrices GG, denotada g, es el conjunto de
todas las matrices X tales que e/* € GY para todos niimeros reales t:

g={X € M,(C)|e"* € G para todo t € G}.

Esto significa que X esta en g si y sélo si el subgrupo monoparamétrico generado por
X estd en G. Definiendo el producto como el conmutador [X,Y] = XY — Y X se puede
demostrar que tal conjunto tiene la estructura algebraica abstracta de un dlgebra de Lie (ver
[1]:43).

En particular si gl(n,C), sl(n,C), su(n) y so(n) denotan las respectivas algebras de
GL(n,C), SL(n,C), SU(n) y SO(n), entonces [

1. gl(n,C) = M, (C), por lo que dada una base en C" gl(n,C) ~ B(V = C")
2. sl(n,C) = {X € M,(C)|tr(X) =0}
3. su(n) ={X € M,(C)[tr(X) =0y X*=—-X}

4. so(n) = {X € M,(R)|X" = —X}, la condicién implica autométicamente que estas
matrices tienen traza nula.

'La convencién en usada fisica es e®®X € G para todo t en los reales. También usualmente se refieren al
algebra del Lie del grupo como el espacio de los elementos infinitesimales del grupo. Generalmente tampoco
se distingue claramente el grupo de Lie y su algebra de Lie asociada.

2Ver [1]:39.
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D.2. Representaciones de algebras de Lie

Una representacion del algebra de Lie de un grupo es un homomorfismo de algebras
de Lie m de g a gl(V') ~ B(V), donde V' es un espacio vectorial real o complejo de dimensién
finita. Como mencionamos al principio del capitulo una representacion del grupo de Lie
induce de forma natural una representacién del algebra del Lie, este resultado se expone en
el siguente teorema:

Teorema D.2.1. Sean G y H dos grupos de Lie de matrices, con dlgebras de Lie g y b,
respectivamente. Sea ® : G — H un homomorfismo de grupos de Lieﬂ. Entonces existe un
mapa lineal y real unico ¢ : g — b tal que

para todo X € g. El mapa ¢ tiene las siguientes propiedades:
1. $(AXA™) = d(A)p(X)P(A™Y), para todo X € g, A € G.
2. o([X,Y]) = [0(X), o(Y)], para toda X,Y € g.
9. 6(X) = SB(e™) |

Supongamos que G,H y K son grupos de Lie de matrices, con ®: H - K yV:G — H
homomorfismo de grupos de Lie. Sea A : G — K la composicion entre & y ¥, A(A) =
O(W(A)). Sean ¢, y X sus mapas asociados de dlgebras de Lie. Entonces,

Demostracién: [1]:45.

Si identificamos H con G L(V') para algiin espacio vectorial complejo o real V' de dimensién
finita y h = B(V') = gl(V'), entonces se sigue que dada una representaciéon de grupo de Lie
se puede construir de forma unica una representacién de su algebra de Lie asociada. En la
practica, el mapa ¢ se calcula usando la propiedad 3.

Veremos a continuaciéon que la reciproca es cierta si el grupo tiene la propiedad de ser
simplemente conexo.

Teorema D.2.2. Sean G' y H grupos de Lie de matrices con dlgebras g y h. Sea ¢ : g — b
un homorfismo de dlgebra de Lie. St G es simplemente conexro, entonces existe un Unico
homomorfismo de grupos de Lie ® : G — H tal que ®(eX) = e*X) para todo X € g.

Demostracién: [1]:76.

Nuevamente, en clave de representaciones, esto significa que dada una representacién de
algebra de Lie de un grupo simplemente conexo, esta puede ser exponenciada para dar lugar
a una representacion del grupo. Esto da lugar a la siguiente definicion.

3Esto es un homomorfismo de grupos que ademds es continuo. Esta definicién tiene sentido porque se
puede demostrar que todo grupo de Lie de matrices se encuentra embebido suavemente en una subvariedad
diferenciable de M,,(C), se puede ver también que el dlgebra de Lie del grupo puede ser pensada como el
espacio tangente a la identidad.
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Definiciéon D.2.3. Sea GG un grupo de Lie conexo. Luego, el cubrimiento universal de
G es un par ordenado (G ®) constituido por un grupo de Lie simplemente conexo G y un
homomorfismo de grupo de Lie & : G — G tal que el homomorfismo de dlgebras de Lie
asociado ¢ : g — g es un isomorfismo del dlgebras de Lie g de G. El mapa ® se llama mapa
cubrimiento para G.

Supongamos que G es un grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie g que es
isomorfa con g. Entonces, la eleccién de un isomorfismo particular ¢ : g — g da lugar, por el
teorema 4.2.2, a un homomorfismo de grupos ¢ : G — G. Esto es exactamente lo que sucede
entre SU(2) = G, que es simplemente conexo, y SO(3) = GG, que es conexo.

Ademas el estudio de las representaciones irreducibles es intercambiable a nivel del dlge-
bra y del grupo, como se expresa en la siguiente proposicion:

Proposiciéon D.2.4. Sea G un grupo de Lie de matrices conexo con dlgebra de Lie g. Sea I1
una representacion de G y w la correspondiente representacion del dlgebra de Lie asociada.
Entonces, 11 es irreducible si y solamente si m es irreducible.

La afirmacién anterior nos indica que podemos investigar las representaciones irreducibles
del grupo via las irreducibles asociadas al algebra. Esto es de suma utilidad puesto que en
algunos casos es mas facil trabajar con el algebra, por ser ésta un espacio vectorial.

D.3. su(2) y so(3)

Verificaremos el hecho de que SU(2) es el cubrimiento universal de SO(3) y veremos
c6mo podemos usar este resultado para construir representaciones irreducibles de SO(3). Nos
interesan entonces los casos 50(3) y su(2), que son espacios vectoriales reales de dimensién
n=3. Ambos quedan descriptos paramétricamente por:

0 a b
50(3) = —a 0 ¢ |la,b,ceR
—b —c O

Podemos usar la siguiente base para so(3):

00 O 0 01 0 10
FE=100 -1 |;F,= 0 00 |;Fs=|—-100
01 0 -1 0 0 0 00

Luego, las constantes de estructura del bracket, para esta base, quedan definidas por las
reglas de conmutacion”, se puede verificar por calculo directo que:

3

[F Fy] = eijnkr

k=1

En el caso de su(2) tenemos la siguiente descripcién paramétrica:

su(2) = {( e v ) a,b,c € R}
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Y usamos la siguiente base de su(2):

1(i 0 1/ 0 1 10 i
{El_i(o —z’)’EQ_é(—1 o)’E3_§(z' o>}

Estas son las matrices de Pauli multiplicadas por un factor, E, = %ak, kE=1,23. Si
recordamos las reglas de conmutacion de las matrices de Pauli es facil verificar que:

3
{Ei, E]] = Z EijkEk~

k=1

Estas son las mismas relaciones que satisfacen los elementos de base de s0(3), F;, 1 =
1,2,3. Entonces, hay un isomorfismo de algebras de Lie ¢ : su(2) — so(3) tal que ¢(Fy) =
Fy, £ =1,2,3. Explicitado el isomorfismo podemos afirmar a continuacion:

Proposicién D.3.1. Sea ® : SU(2) — SO(3) el inico homomorfismo para el homomorfismo
de dlgebra de Lie asociada ¢ : su(2) — so(3), que satisfaga ¢(Ey) = Fy, k = 1,2,3. Entonces
el ker(®) = {I, =1} y (SU(2),P) es el cubrimiento universal de SO(3).

Demostracion: [12]:349.

Como estas algebras de Lie son isomorfas, entonces deben tener las mismas representacio-
nes. Contretamente, si 7 es una representaciéon de su(2), luego mo ¢! es una presentacién de
so(3), y toda representacion de so(3) es de esta forma. En particular si 7, es una represen-
tacién irreducible de su(2), se sigue que o, = 7, 0 ¢! es una representacién irreducible de
so(3). Luego, bajo la éptica del Teorema 4.2.1 y la Proposicién 4.2.4, nos interesa determinar
si para un algin 7, particular, existe una representacion irreducible ¥, de SO(3) tal que
S (eX) = e (X) = ¢mmod™ (X) para todo X € so(3).

Por lo tanto, en primer lugar, tenemos que buscar (salvo equivalencia) las representa-
ciones complejas irreducibles de dimensi(’)n finita 7, de su(2). Explotaremos el hecho de

que la complexificacién suc(2) = {Z b;E;| by € C} estd constituida de matrices arbitrarias

de traza nula y por lo tanto es 1somorfa a sl(2,C), esto nos sirve para usar una base con
constantes de estructuras que simplifiquen el problema. Es necesario senalar que cualquier
representacion irreducible de algebra de Lie real se extiende iinicamente a una irreducible de
su complexificacién y viceversal]

Usamos la de base natural para s1(2,C) de matrices complejas 03,04, 0_, que se obtienen
de las matrices de Pauli oy = (01 £ i0y) :

(3 8 )mm(8 )2 1)

Con las relaciones de conmutacion [o3,04] = £204, [0,0_] = 03. Si V es un espacio
vectorial complejo de dimensién finita y Js, J, y J_ operadores en V' que satisfagan [J3, Jo.| =
+2J, [J4, J_] = J3 (J = 2L, el doble del momento angular usual L), entonces el mapa lineal
7 :s1(2,C) — gl(V) que satisface m(03 +) = Js 4 es una representacién de sl(2,C), y por lo
tanto de su(2) también, via una transformacién lineal que va de una base a otra.

Supongamos ahora que 7 es una representacion irreducible de sl(2,C) actuando en V.

4ver [1]:80.
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Nuestra estrategia sera diagonalizar 7(o3) = J3, aunque a priori no sabemos si es diago-
nalizable. Sin embargo, como estamos trabajando sobre el cuerpo complejo (que es algebrai-
camente cerrado), J3 debe tener al menos un autovector. Sea 1) tal autovector, asociado al
autovalor «, esto es, J31 = a1). Luego, por las reglas de conmutacion se sigue que:

J5(Jah) = (2] £ JoJ3)¢)
= (v +2)Js1,

por lo que Jy1 es un autovector de J3 con autovalor a 42 o es el nulo 0. Obtuvimos, asi,
autovalores escalera separados por 2. Si empezamos con cualquier autovector y autovalor,
sucede av+2, a+4,.... Como esta secuencia tiene que terminar (porque estamos en un espacio
vectorial de dimension finita), J; debe tener un autovalor méximo ¢ con un autovector
asociado ¢ tal que J, 1y = 0. Entonces definimos ¢y = L_1)gy, ¥y = L_1¢1,....00,,, m > 0, de
modo que L_1,, = 0, puesto que esta cadena tiene que terminar también. Luego, tenemos:

‘]3¢P = (q - QP)Q/)pa p= Oa cey M,
J—¢p - wp-‘rh b= 07 ceey T — 17
J U, =0.
Computemos la accién de J,. Sabemos que J, 1y = 0 por lo que
Jiby = JpJ b = [Ty, J-Jth

= qto.
Si Jy, = pptp—1, entonces

Jithpyr = S Iy = [y, J-Jbp + J_J1 1y
[(q = 2p) + pplty,
esto es, pip+1 = (¢ — 2p) + pp; 11 = ¢. La solucién inductiva es p, = p(q — p+ 1). Asi,

Jiho =0

Sy =pla=—p+Dpa p=1,...m

Finalmente, tenemos que chequear que

[L—i-a L—]wm = LSwm

Esto requiere —m(q—m+1) = ¢ —2m, es decir, (m+1)(¢—m) = 0 o (como m > 0) g = m.
Por lo que q es un entero positivo. Claramente g, 11, ..., 1, expanden un subespacio inva-
riante (son linealmente independientes por ser autovectores a autovalores distintos), luego
por irreducibilidad expanden el espacio entero. Incluso es facil ver que Ji, J3 definidos por
la relaciones anteriores obedecen las reglas de conmutaciéon mientras que ¢ = m. Enconces:

Teorema D.3.2. Las representaciones irreducibles (7, Vi) de su(2) estdin parametrizadas
por un entero no negativo m = 0,1,.. con dim(V,,) = m + 1. Js tiene autovalores m,m —
2,....,—m y Jy dados por las ecuaciones anteriores.
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Ahora, si miramos cuiadadosamente la demostracién del teorema, vemos que el argu-
mento nos indica algo sobre cualquier representacién de dimension finita (no necesariamente
irreducible). En particular hasta el final de la prueba no usamos el argumento de irreducibi-
lidad, que se introduce para afirmar que los autovectores expanden el espacio completo. Por
lo que obtuvimos los siguientes resultados para representaciones de dimension arbitraria y

finita de sl1(2,C):

Teorema D.3.3. Supongamos que 7 es una representacion de dimension finita de si(2,C)
actuando en un espacio V. Entonces:

1. Todo autovalor de w(o3) debe ser entero.

2. St es un elemento no nulo de V' tal que w(oy )y =0 y w(o3) = Ap. Entonces hay un
entero no negativo m = X tal que los vectores 1, w(o_), ..., m(c_)" son linealmente
independientes y expanden un subespacio irreducible de dimension m + 1.

La demostracion del teorema anterior estd contenida en la demostracién del Teorema
4.2.6, faltaria verificar que el conjunto expande un espacio irreducible. Para esto supon-

gamos que hay un subespacio invariante W C m,, = span{¢), 7(c_)¢,...,m(0_)"}, lue-
m—+1

go consideremos un vector arbitrario no nulo en W, digamos v = > ayw(0_)), vy sea
1=0

n = max{l € N | q; # 0}, luego aplicando directamente los operadores escaleras es claro que

m(o_)l debe ser un elemento de W, y por lo tanto todos los autovectores que expanden el
subespacio, asi W = m,,.

Hasta ahora hemos discutido representaciones irreducibles del dlgebra de Lie de su(2),
que sabemos que son las mismas que las de so(3), y por consiguiente las representaciones
irreducibles del grupo SU(2) ;Qué sucede con SO(3)? Como el grupo de rotaciones no es
simplemente conexo, no se cumple que toda representacion del algebra induce una del grupo,
el siguiente teorema afirma cuando esto si sucede.

Teorema D.3.4. Sea 0,, = 7,, 0 ¢~ una representacion irreducible compleja del dlgebra de
Lie so(8) (m > 0). Si m es impar, entonces existe una representacion %, del grupo SO(3)

tal que ¥, = e7X) para todo X en so(3). Sim es par, entonces no hay tal representacion
de SO(3). Demostracion: [1]:117.

En la literatura fisica m = 2[, donde [ queda definido como el spin de la particula, cuando
[ es semi-entero no hay representacién y cuando [ es entero si. Si el spin es semi-entero se
puede definir, sin embargo, una representaciéon proyectiva.

D.4. Mapa Adjunto

Sea GG un grupo de Lie de matrices, con algebra de Lie g.

Definicién D.4.1. Entonces, para toda A € G, se define un mapa lineal Ad4 : g — g por
la féormula

Adg(X) = AXA
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Proposiciéon D.4.2. Denotamos con GL(g) al grupo de todas las transformaciones inverti-
bles de g. Entonces, para cada A € G, Ads es un transformacion lineal invertible de g con
inversa Ada-1, y el mapa A — Ads es un homomorfismo de grupos entre G y GL(g). Aun
mas, por cada A € G, Ada satisface Ada([X,Y]) = [Ada(X), Ada(Y)] para todo X,Y € g.

Como g es une espacio vectorial de dimension k, GL(g) es algun grupo de Lie de matrices
GL(k,R). Es facil ver que Ad : G — GL(g) es continuo, por lo que es un homomorfismo de
grupos de Lie o una representacion. Por el Teorema 4.0.1, hay una representaciéon del algebra
de Lie asociada que mapea X — adyx del édlgebra de Lie de G al algebra de Lie de GL(g)
(i.e., de g — gl(g)) con la propiedad que:

ex = Ad(e)

Proposiciéon D.4.3. Sea Ad : G — GL(g) el homomorfismo de grupos de Lie definido
anteriormente. Sea ad : g — gl(g) el mapa de dlgebra de Lie asociada. Luego, para toda
X, Yeg

adX(Y) = [Xv Y]

Demostracién: Por el punto 3. del Teorema 4.0.1 podemos computar ad de la siguiente
manera:

d
ad, = EAd(etX) |i=0
Entonces,
d d
ad, (V) = %Ad(etX)(Y) |i=0= %etXYe_tX li—0= [X,Y].

Q.E.D.

De lo que se sigue directamente que:

Proposicién D.4.4. Para cualquier X € M, (C) — M,(C) dado por adxY = [X,Y].

Entonces, para cualquier Y € M, (C), tenemos que:

VXY = AdxY = eXYe .
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La base de OTESIS (salvo normalizacién) para n=3:

Paral=0:
1):

1.0 1X (J3) X (J3) + 0.5 1 X (J+) X (J-) + 0.5 1 X (J-) X (J+)

2):

1.0 (J3) X (J3) X 1+ 0.5 (J+) X (J-) X 1 + 0.5 (J-) X (J+) X |

3):

1.0 (J3) X 1 X (J3) + 0.5 (J4) X I X (J-) + 0.5 (J-) X I X (J+)

4):

101XIXI

5):

1.0 (J+) X (J-) X (U3) + 1.0 (J-) X (J+) X (J3) + 1.0 (J+) X (J3) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+) X (J-) +-1.0 (J-) X (J3)
X(J+)+1.0(J3) X (J-) X (J+)

Paral=1:

1):

1.0 (J+4) X (J3) X (J3) + 0.5 (J+) X (J+) X (J-) + 0.5 (J+) X (J-) X (J+)

-2.0 (J3) X (J3) X (J3) +-1.0 (J3) X (J+) X (J-) +-1.0 (J3) X (J-) X (J+)

-2.0 (J-) X (J3) X (J3) + -1.0 (J-) X (J+) X (J-) + -1.0 (J-) X (J-) X (J+)

2):

1.0 1X1X (J+)



2.01X1X(J3)

-2.01X1X(J-)

3):

-1.0 (J+) X 1 X (J3) + 1.0 (J3) X I X (J+)

-1.0 (J+) X 1 X (J-) + 1.0 (J-) X I X (J+)

2.0 (J) X 1X (J3) +2.0 (J3) X 1 X (J-)

4):

1.01X (J4) X |

22.01X(J3) X1

201X (J-) X1

5):

1.0 (J3) X (J3) X (J+) + 0.5 (J+) X (J-) X (J+) + 0.5 (J-) X (J+) X (J+)

-2.0 (J3) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J-) X (J3) +-1.0 (J-) X (J+) X (J3)

2.0 (J3) X (J3) X (J-) +-1.0 (J+) X (J) X (J-) +-1.0 (J-) X (J+) X (J-)

6):

1.0 (J4) X (J3) X 1 +-1.0 (J3) X (J+) X |

1.0 (J4) X (J-) X 1+ -1.0 (J-) X (J+) X |



2.0 (J-) X (J3) X 1 +-2.0 (J3) X (J-) X

7):

1.0 (J+) X I1X1

-2.0 (J3) X I X1

2.0 (J) X IXI

8):

1.0 1 X (J+) X (J3) +-1.0 1 X (J3) X (J+)

1.0 11X (J4) X ()-) +-1.0 1 X (J-) X (J+)

2.01X(J-) X (J3) +-2.0 1 X (J3) X (J-)

9):

1.0 (J3) X (J4+) X (J3) + 0.5 (J4) X (J+) X (J-) + 0.5 (J-) X (J+) X (J+)

2.0 (J3) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J3) X (J-) + -1.0 (J-) X (J3) X (J+)

-2.0 (J3) X (J-) X (J3) +-1.0 (J4) X (J-) X (J-) +-1.0 (J-) X (J-) X (J4)

Paral=2:

1):

1.0 (J+4) X I X (J+)

-2.0 (J+) XX (J3) +-2.0(J3) X1 X (J+)



8.0 (J3) X I X (J3) +-2.0 (J+) X I X (J-) +-2.0 (J-) X I X (J+)

12.0 (J-) X I1X(J3)+12.0(J3) X I X (J-)

24.0 (J-) X 1 X (J-)

2):

-1.0 (J+) X (J+) X (J3) + 1.0 (J+) X (J3) X (J+)

2.0 (J3) X (J+) X (J3) + -1.0 (J4) X (J4) X (J-) +-2.0 (J3) X (J3) X (J+) + 1.0 (J+) X (J-) X (J+)

2.0 (J+) X (J-) X (J3) + 2.0 (J-) X (J4) X (J3) + 2.0 (J+) X (J3) X (J-) + 4.0 (J3) X (J+) X (J-) +-2.0 (J-) X (J3)
X (J+) +-4.0 (J3) X (J-) X (J+)

12.0 (J3) X (J-) X (J3) +-12.0 (J3) X (J3) X (J-) + 6.0 (J-) X (J+) X ()-) + -6.0 (J-) X ()-) X (J+)

24.0 (J-) X (J-) X (J3) +-24.0 (J-) X (J3) X (J-)

3):

1.0 (J+) X (J+) X1

2.0 (J+H) X (I3)X1+-2.0 (J3) X (J+) X |

8.0 (J3) X (J3) X1+ -2.0 (J+) X (J-) X1+ -2.0 (J-) X (J+) X1

12.0 (J-) X (J3) X 1 +12.0 (J3) X (J-) X |

24.0(J-) X (J-) X1



4):

101X (J+) X (J+)

2.0 1X (J+) X (J3) +-2.0 1 X (J3) X (J+)

8.01X(J3)X(J3)+-2.0 I X (J+) X (J-) +-2.01 X (J-) X (J+)

12.01X (J-) X (J3) + 12.0 1 X (J3) X (J-)

24.01X (J-) X (J-)

5):

-1.0 (J+) X (J+) X (J3) + 1.0 (J3) X (J+) X ()4)

2.0 (J+) X (J3) X (J3) + -1.0 (J+) X (J+) X (J-) +-2.0 (J3) X (J3) X (J+) + 1.0 (J-) X (J+) X (J+)

2.0 (J4) X (J-) X (J3) +-2.0 (J-) X (J+) X (J3) + 4.0 (J+) X (J3) X (J-) + 2.0 (J3) X (J+) X (J-) +-4.0 (J-) X (J3)
X (J+) +-2.0 (J3) X (J-) X (J+)

12.0 (J-) X (J3) X (J3) + -12.0 (J3) X (J3) X (J-) + 6.0 (J+) X (J-) X (J-) + -6.0 (J-) X (J-) X (J+)

24.0 (J-) X (J-) X (J3) +-24.0 (J3) X (J-) X (J-)

Paral=3:

1):

1.0 (J+) X (J+) X (J4)

-2.0 (J4) X (J+) X (J3) +-2.0 (J+) X (J3) X (J+) +-2.0 (J3) X (J+) X (J+)



8.0 (J+) X (J3) X (J3) + 8.0 (J3) X (J+) X (J3) + -2.0 (J+) X (J+) X (J-) + 8.0 (J3) X (J3) X (J+) + -2.0 (J+) X (J-
) X (J+) +-2.0 (J-) X (J4) X (J+)

-48.0 (J3) X (J3) X (J3) + 12.0 (J+) X (J-) X (J3) + 12.0 (J-) X (J+) X (J3) + 12.0 (J+) X (J3) X (J-) + 12.0 (J3)
X (J4) X (J-) + 12.0 (J-) X (J3) X (J+) + 12.0 (J3) X (J-) X (J+)

-96.0 (J-) X (J3) X (J3) +-96.0 (J3) X (J-) X (J3) +-96.0 (J3) X (J3) X (J-) + 24.0 (J+) X (J-) X (J-) + 24.0 (J-)
X (J4) X (J-) + 24.0 (J-) X (J-) X (J+)

-240.0 (J-) X (J-) X (J3) +-240.0 (J-) X (J3) X (J-) + -240.0 (J3) X (J-) X ()-)

-720.0 (J-) X (J-) X (J-)



La base de OTESIS (salvo normalizacién) para n=4:

Paral=0:
1):

LO(JH) X (I3)X(J-) X(J3) +1.0(J3) X (J+) X (J-) X (J3) +-1.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) + 1.0 (J3) X (J-) X
(J+) X (J3)+ 2.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J-) + 0.5 (J+) X (J-) X (J+) X (J-) +-0.5
()X X+ X)) +21.0(-)X(I3)X(I3)X(J+)+-1.0(J3) X (J-) X (J3) X (J+) +-0.5 (J+) X (J-) X (J-) X
(J+) +0.5 (J-) X (J+) X (J-) X (J4)

2):

1.0 (J3) X IX (J3) X 1+ 0.5 (J+) X I X (J-) X 1 + 0.5 (J-) X I X (J+) X |

3):

10IXIXIXI

4):

1.0 (J3) X (J3) X I X 1+ 0.5 (J4) X (J-) X I X 1+ 0.5 (J-) X (J+) X I X |

5):

1.0 1X1X (J3) X (J3) + 0.5 X I X (J+) X (J-) + 0.5 I X I X (J-) X (J+)

6):

1.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J3) + 0.5 (J+) X (J3) X (J-) X (43) + 0.5 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) + 0.5 (J3) X (J+) X
(J3) X (J-) + 0.25 (J+) X (J4) X (J-) X (J-) +0.25 (J-) X (J+) X (J+) X (J-) + 0.5 (J3) X (J-) X (J3) X (J+) + 0.25
(J+) X (J-) X (J-) X (J4) + 0.25 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)

7):

-1.0 (J4) X I X (J-) X (J3) + 1.0 (J-) X I X (J+) X (J3) + 1.0 (J+) X I X (J3) X (J-) +-1.0 (J3) X I X (J+) X (J-) + -
1.0 (J-) X 1 X (J3) X (J+) + 1.0 (J3) X I X (J-) X (J+)

8):

1.0(J3) XIXIX(J3)+0.5(J+) XIXIX(J-)+0.5(-) XIXIX(J+)



9):

1.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J3) + 1.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) +-1.0 (J-) X (J3) X
(JH) X (J3)+-1.0 (J3) X (J+) X (I3) X (J-) +-0.5 (J+) X (J+) X (J-) X (J-) + 1.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J-) + 0.5
(H) X)X+ X(J-) +-1.0(J3) X (J-) X (J3) X (J+)+2.0(J3) X (J3) X (J-) X (J+) + 0.5 (J-) X (J+) X (J-) X
(J4) +-0.5 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)

10) :

-1.0 (J4) X (J-) X (J3) X 1+ 1.0 (J-) X (J+) X (J3) X 1 + 1.0 (J+) X (J3) X (J-) X 1 +-1.0 (J3) X (J4) X (J-) X I + -
1.0 (J-) X (J3) X (J+) X 1+ 1.0 (J3) X (J-) X (J+) X |

11):

1.0 1X (J+) X (J-) X (J3) + 1.0 1 X (J-) X (J4) X (J3) + 1.0 I X (J+) X (J3) X (J-) +-1.0 1 X (J3) X (J4) X (J-) + -
1.0 1X (J-) X (43) X (J+) + 1.0 1 X (J3) X (J-) X (J+)

12):

1.0 1X (J3) X IX (J3) + 0.5 I X (J+) X I X (J-) + 0.5 I X (J-) X I X (J+)

13):

-1.0 (J+) X (J-) X I X (J3) + 1.0 (J-) X (J+) X I X (J3) + 1.0 (J+) X (J3) X I X (J-) + -1.0 (J3) X (J4) X I X (J-) + -
1.0 (J-) X (J3) X I X (J+) + 1.0 (J3) X (J-) X I X (J+)

14) .

1.0 1X (J3) X (J3) X 1+ 0.5 1X (J4) X (J-) X 1+ 0.5 1 X (J-) X (J+) X |

Paral=1:

1):

1.0 (J4) X (J3) X (J3) X 1 + 0.5 (J+) X (J+) X (J-) X I + 0.5 (J+) X (J-) X (J+) X |

-2.0 (J3) X (J3) X (J3) X 1+ -1.0 (J3) X (J4) X (J-) X 1 +-2.0 (J3) X (J-) X (J+) X |



2.0 (J-) X (J3) X (43) X 1+ -1.0 (J-) X (J+) X (J-) X I +-1.0 (J-) X (J-) X (J4) X |

2):

LO(JH) XIX(J3)X1T+2.0(J3) XIX(J+) X1

1.0 (J4) X IX (J5) X1+ 1.0 (J-) X I X (J+) X |

2.0 (J)) XIX(I3)X1+2.0(J3)XIX({J-)XI

3):

LOIXIXIX (J+)

-2.01X1X1X(J3)

2.01XIX1X(J)

4):

1.0 (J3) X (J3) X (J+) X1+ 0.5 (J+) X (J-) X (J+) X I+ 0.5 (J-) X (J+) X (J+) X |

2.0 (J3) X (J3) X (J3) X 1 +-1.0 (J+) X (J-) X (J3) X 1 +-1.0 (J-) X (J+) X (J3) X |

2.0 (J3) X (J3) X (J-) X 1+ -1.0 (J4+) X (J-) X (J-) X I +-1.0 (J-) X (J+) X (J-) X |

5):

101X (J4) X IX (J3) + 1.0 1X (J3) X I X (J+)

SLOIX (J4) XIX () +1.01X (J-) X1 X (J+)

201X (J-)XIX(J3)+2.01X(J3)XIX(J-)



6):

1.0 (J3) X (J3) X I X (J4) + 0.5 (J+) X (J-) X I X (J+) + 0.5 (J-) X (J+) X I X (J+)

2.0 (J3) X (J3) X I X (J3) +-1.0 (J+) X (J-) X I X (J3) +-1.0 (J-) X (J+) X I X (J3)

-2.0 (J3) X (J3) X I X (J-) +-1.0 (J+) X (J-) X I X (J-) +-2.0 (J-) X (J+) X I X (J-)

7):

1.0 (J3) X I X (J4) X (J3) + 0.5 (J+) X I X (J+) X (J-) + 0.5 (J-) X I X (J+) X (J+)

2.0 (J3) X 1 X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X I X (J3) X (J-) + -1.0 (J-) X I X (J3) X (J+)

2.0 (J3) X 1 X (J-) X (J3) +-1.0 (J+) X I X (J-) X (J-) +-1.0 (J-) X I X (J-) X (J+)

8):

1.0 (J+#) XIX(J3) X (J3) +0.5 (J+) X IX (J+) X (J-) + 0.5 (J+) X I X (J-) X (J+)

-2.0 (J3) X IX(J3) X (J3) +-1.0 (J3) X I X (J+) X (J-) +-2.0 (J3) X I X (J-) X (J+)

-2.0 (J-) X IX (J3) X (J3) +-1.0 (J-) X I X (J+) X (J-) + -1.0 (J-) X I X (J-) X (J+)

9):

1.0 1X (J+) X I X1

-2.01X(J3) XIXI

201X () X1X1



10) :

1.0 (J+) X (J3) X 1 X (J3) + 0.5 (J+) X (J4) X I X (J-) + 0.5 (J+) X (J-) X I X (J+)

-2.0 (J3) X (J3) X1 X (J3) +-1.0 (J3) X (J+) X I X (J-) +-1.0 (J3) X (J-) X I X (J+)

2.0 (J-) X (J3) X I X (J3) + -1.0 (J-) X (J+) X I X (J-) + -1.0 (J-) X (J-) X I X (J+)

11):

1.0 1X (J3) X (J+) X (J3) + 0.5 1 X (J+) X (J+) X (J-) + 0.5 I X (J-) X (J+) X (J+)

2.01X (J3) X (J3) X (J3) +-1.0 1 X (J+) X (J3) X (J-) +-1.0 1 X (J-) X (J3) X (J+)

2.0 1X (J3) X (J-) X (J3) +-1.0 1 X (J+) X (J=) X (J=) + -1.0 1 X (J) X (J-) X (J+)

12):

SLOIXIX (J4) X (J3) + 1.0 1 X 1 X (J3) X (J+)

L0 IX X (J+) X () + 1.0 1X X (J-) X (J+)

2.01X1X () X (J3) + 2.0 1 X 1 X (J3) X (J)

13):

1.0 (J3) X 1 X (J3) X (J+) + 0.5 (J+) X I X (J-) X (J+) + 0.5 (J-) X | X (J+) X (J+)

2.0 (J3) X I X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X I X (J-) X (J3) + -1.0 (J-) X I X (J+) X (J3)

2.0 (J3) X I X (J3) X (J-) + 1.0 (J+) X I X (J-) X (J-) + -1.0 (J-) X I X (J+) X (J-)

14):



-1.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J3) + 1.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J3) + 0.5 (J+) X (J-) X (J+) X (J3) +-0.5 (J-) X (J+) X
(J#)X(3)+-05(J+) X(J+)X(3)X(J-)+-05(J+)X(J3)X{J+)X(J-)+1.0(J3) X (J+) X (J+) X (J-) +-0.5
(J+) X (J-) X (J3) X (J4) + 0.5 (J-) X (J3) X (J+) X (J4)

1.0 (J4) X (J-) X (J3) X (J3) + 1.0 (J-) X (J+) X (43) X (J3) +-1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) + 1.0 (J-) X (J3) X
(J+) X (J3) + 1.0 (J4) X (J3) X (J3) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J-) + -0.5 (J+) X (J+) X (J-) X (J-) + 0.5
(J-) X (J4) X (J4) X (J-) +-1.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J+) + 1.0 (J3) X (J-) X (43) X (J+) + -0.5 (J+) X (J-) X (J-) X
(J+) + 0.5 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)

-2.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J3) + 2.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) +-1.0 (J+) X (J-) X (J-) X (43) + 1.0 (J-) X (J+) X (J-
) X (J3) +-1.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) + 1.0 (J4) X (43) X (J-) X (J-) + -1.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J+) +-1.0 (J-) X
(J3) X (J-) X (J+) + 2.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J+)

15):

1.0 1X (J3) X (J3) X (J+) + 0.5 I X (J4) X (J-) X (J+) + 0.5 I X (J-) X (J+) X (J+)

2.01X (J3) X (J3) X (J3) +-1.0 1 X (J+) X (J-) X (J3) +-1.0 1 X (J-) X (J+) X (J3)

2.01X (J3) X (J3) X (J-) +-1.0 1 X (J+) X (J-) X (J-) + -1.0 1 X (J-) X (J4) X (-)

16):

-1.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J3) +-1.0 (J-) X (J4) X (J4) X (J3) +-0.5 (J+) X (J+) X (J3) X (J-) + -0.5 (J+) X (J3) X
(J+) X (J-) + 1.0 (J3) X (J+) X (J+) X (J-) + 1.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J+) + 0.5 (J-) X (J+) X (J3) X (J+) + 0.5 (J-)
X (J3) X (J+) X (J+)

-1.0 (J4) X (J-) X (J3) X (J3) + 1.0 (J-) X (J4) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (43) + 1.0 (J-) X (J3) X
(J+) X (J3) + 1.0 (J4) X (J3) X (J3) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J-) + -0.5 (J+) X (J+) X (J-) X ()-) + -1.0
(J3) X (J3) X (J4) X (J-) + -0.5 (J+) X (J-) X (J+) X (J-) +-1.0 (J-) X (43) X (J3) X (J+) + 1.0 (J3) X (J-) X (J3) X
(J+) + 1.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+) + 0.5 (J-) X (J4) X (J-) X (J+) + 0.5 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)

-2.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J3) +-2.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J3) + 2.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J-) + 1.0 (J+) X (J-) X
(J3) X (J-) + 1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J-) + -1.0 (J-) X (J-) X (43) X (J+) +-1.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J+) + 2.0 (J3)
X (J-) X (J-) X (J+)



17):

1.0 (J4) X (J3) X I X 1+-1.0 (J3) X (J+) X I X |

LO(J+H) X(J-)XIXT+-1.0(J-) X (J+) XIXI

2.0 (J-) X (J3) X I X 1+-2.0 (J3) X (J-) X I X |

18):

1.01X1X (J+) X1

-2.01X1X(3) X1

-2.01X1X(J-) X1

19):

1.0 (J3) X (J4) X 1 X (J3) + 0.5 (J+) X (J+) X I X (J-) + 0.5 (J-) X (J+) X I X (J+)

2.0 (J3) X (J3) X I X (J3) +-1.0 (J+) X (J3) X I X (J-) + -1.0 (J-) X (J3) X I X (J+)

2.0 (J3) X (J-) X I X (J3) +-1.0 (J+) X (J-) X I X (J-) + -1.0 (J-) X (J-) X I X (J+)

20) :

1.0 (J4) X IXIX 1

2.0 (J3)XIXIXI

2.0 () XIXIX]I

21):



1.0 (J4) X (J3) X (J3) X (J3) + 1.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J3) + 0.5 (J+) X (J-) X (J+) X (J3) +-0.5 (J-) X (J+) X
(JH)X(U3)+-1.0(J+) X({3)X({U+) X(J-)+2.0(J3) X (J+) X (J+) X (J-) +-0.5 (J+) X (J-) X (J3) X (J+) + 0.5
(J-) X (J+) X (J3) X (J+)

-1.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J3) + 1.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) + 1.0 (J3) X (J+) X
(J-) X (J3) + 1.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) +-1.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J3) + 1.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J-) +-1.0
(J3) X (J4+) X (J3) X (J-) + -0.5 (J+) X (J-) X (J+) X (J-) + 0.5 (J-) X (J+) X (J4) X (J-) + -1.0 (J-) X (J3) X (J3) X
(J+) + 1.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J+) +-0.5 (J+) X (J-) X (J-) X (J+) + 0.5 (J-) X (J+) X (J-) X (J+)

-2.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J3) + 2.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J3) + 1.0 (J-) X (J+) X (J-
) X (43) + 1.0 (J+) X (J-) X (43) X (J-) + -1.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) + -2.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J+) + 2.0 (J3) X
(J-) X (J-) X (J+)

22):

-1.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J3) + 1.0 (J+) X (J-) X (J+) X (J3) + 1.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J-) +-1.0 (J+) X (J3) X
(J4) X (J-) + -1.0 (J+4) X (J-) X (J3) X (J+) + 1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J+)

2.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J3) +-2.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J3) +-2.0 (J3) X (J4) X (J3) X (J-) + 2.0 (J3) X (J3) X
(J+) X (J-) + 2.0 (J3) X (J-) X (43) X (J+) +-2.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+)

2.0 (J-) X (J4) X (J-) X (J3) +-2.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J3) +-2.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) + 2.0 (J-) X (J3) X (J+)
X (J-) + 2.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J+) +-2.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J+)

23):

1.0 1X (J4) X (J3) X (J3) + 0.5 1 X (J+) X (J+) X (J-) + 0.5 I X (J+) X (J-) X (J+)

2.0 1X (J3) X (J3) X (J3) +-1.0 1 X (J3) X (J+) X (J-) + -1.0 1 X (J3) X (J-) X (J+)

201X (J-) X (U3) X (J3) +-1.0 1 X (J-) X (J+) X (J-) +-1.0 I X (J-) X (J-) X (J+)

24) .

LOIX(JH)XI3)XT+-1.01X(J3) X (J+) X



1.0 1X (J4) X (J-) X 1+ -1.0 1 X (J-) X (J+) X |

201X (J-)X(J3)X1+-2.01X(J3)X(J-) X1

25):

SLO(JH)X(JH) X ()X (U3)+1.0(J-) X(J+) X (J+) X(J3) + 1.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+) X
(J+) X (J-) +-1.0(J-) X (J4) X (J3) X (J4) + 1.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J+)

2.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) +-2.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) +-2.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J-) + 2.0 (J3) X (J3) X
(J+) X (J-) + 2.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J+) +-2.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+)

2.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J3) +-2.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J3) +-2.0 (J+) X (J-) X (43) X (J-) + 2.0 (J3) X (J-) X (J+)
X (J-) + 2.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J+) +-2.0 (J3) X (J-) X (J-) X (}+)

26) :

1.0 (J3) X (J4) X (J3) X 1 + 0.5 (J+) X (J+) X (J-) X 1 + 0.5 (J-) X (J+) X (J+) X |

-2.0(J3) X (J3) X (J3) X 1+ -1.0 (J+) X (J3) X (J-) X 1 +-2.0 (J-) X (J3) X (J+) X |

2.0 (J3) X (J-) X (J3) X I +-1.0 (J+) X (J-) X (J-) X I +-1.0 (J-) X (J-) X (J+) X |

27):

SLO(J4H)X(J-) X (J+H)X(U3)+2.0 (J-) X (J+) X (J4) X (J3) + 1.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+) X
(J4) X (J-) + -1.0 (J-) X (J3) X (J4) X (J+) + 1.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J+)

2.0 (J4) X (J-) X (43) X (J3) +-2.0 (J-) X (J+) X (43) X (J3) + -2.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J-) + 2.0 (J3) X (J+) X
(J3) X (J) + 2.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J+) +-2.0 (J3) X (J-) X (J3) X (}+)

2.0 (J4) X (J=) X (J-) X (J3) +-2.0 (J-) X (3+) X (J-) X (J3) + -2.0 (J+) X (J3) X (J-) X ()-) + 2.0 (J3) X (J+) X (J-)
X ()-) +2.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J+) +-2.0 (J3) X (J-) X ()-) X (J+)



28):

1O(JH) XIXTIX(J3)+-1.0(J3) XIXIX(J+)

1.0 (J4) X I X 1X (J-) +-1.0 (J-) X I X I X (J+)

2.0 () XIXIX(J3)+-2.0(J3) XIXIX(J-)

Paral=2:

1):

1.0 (J+) X 1 X (J4) X |

2.0 (J+) X 1X (J3) X 1+-2.0 (3) X I X (J4) X |

8.0 (J3) X IX (J3) X 1 +-2.0 (J+) X I X (J-) X | +-2.0 (J-) X I X (J+) X |

12.0 (J-) X IX (J3) X 1 +12.0 (J3) X I X (J-) X |

24.0 (J) X1 X (J) X |

2):

1.0 (J4) X (J+) X (J3) X (J3) + 0.5 (J+) X (J+) X (J+) X (J-) + 0.5 (J+) X (J+) X (J-) X (J+)

-2.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J3) +-2.0 (J3) X (J4) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+)
X (J+) X (J-) +-1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J+) +-1.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J+)

8.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J3) +-2.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J3) +-2.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J3) + 4.0 (J3) X (J3) X
(J+)X(J-)+-1.0(J+) X (J-) X (J+) X (J-) +-2.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J-) + 4.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+) +-1.0
(J+) X (J-) X (J-) X (J+) +-1.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J+)



12.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J3) + 12.0 (J3) X (J-) X (43) X (J3) + 6.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J-) + 6.0 (J3) X (J-) X
(J+) X (J-) + 6.0 (J-) X (43) X (J-) X (J+) + 6.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J+)

24.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J3) + 12.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J-) + 12.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J+)

3):

1.0 (J4) X I X 1 X (J+)

2.0 (J+) X TX X (J3) +-2.0 (3) X I X I X (J+)

8.0 (J3) X I X 1X (J3) +-2.0 (J+) X I X I X (J-) +-2.0 (J-) X I X I X (J+)

12.0 (J)) X 1 X1X (J3) + 12.0 (J3) X I X I X (J-)

24.0 () X IX1X (J-)

4):

-1.0 (J+) X (J+) X 1 X (J3) + 1.0 (J4) X (J3) X I X (J+)

2.0(BB) X (J+H)XIX(J3)+-1.0 (J+) X (J+) X I X (J-) +-2.0 (J3) X (J3) X I X (J4) + 1.0 (J+) X (J-) X I X (J+)

-2.0 (J+) X (J-) X I X (J3) + 2.0 (J-) X (J+) X I X (J3) + 2.0 (J+) X (J3) X I X (J-) + 4.0 (J3) X (J+) X I X (J-) + -
2.0 (J-) X (J3) X I X (J+) +-4.0 (J3) X (J-) X I X (J+)

12.0 (J3) X (J-) X 1 X (43) +-12.0 (J3) X (43) X I X (J-) + 6.0 (J-) X (J4) X I X (J-) +-6.0 (J-) X (J-) X I X (J+)

24.0 (J-) X (J-) X I X (J3) +-24.0 (J-) X (J3) X I X (J-)

5):

LOIX(J+) XIX(J+)



2.0 11X (J4) XIX (J3) +-2.0 I X (J3) X I X (J+)

8.0IX(U3)XIX(J3)+-20IX{J+)XIX({J-)+-2.01X(J-)XIX(J+)

12.01X (J-) X 1 X (J3) + 12.0 1 X (J3) X I X (J-)

24.01X (J-) X1 X (J-)

6):

-1.0 (J+) X (J4) X 1 X (J3) + 1.0 (J3) X (J+) X I X (J+)

2.0 (J+) X (J3) X I X (J3) + -1.0 (J+) X (J+) X I X (J-) +-2.0 (J3) X (J3) X I X (J+) + 1.0 (J-) X (J+) X I X (J+)

2.0 (J4) X (J-) X I X (J3) +-2.0 (J-) X (J+) X I X (J3) + 4.0 (J+) X (J3) X I X (J-) + 2.0 (J3) X (J+) X I X (J-) + -
4.0 (J-) X (J3) X I X (J4) +-2.0 (J3) X (J-) X I X (J+)

12.0 (J-) X (J3) X 1 X (J3) +-12.0 (J3) X (J3) X I X (J-) + 6.0 (J+) X (J-) X I X (J-) +-6.0 (J-) X (J-) X I X (J+)

24.0 (J-) X (J-) X 1 X (J3) +-24.0 (J3) X (J-) X I X (J-)

7):

1.0 (J+) XIX (J4) X (J3) + 2.0 (J4) X I X (J3) X (J+)

20 (J3) XIX(J+) X (J3) +-2.0 (JH) X IX (J4+) X (J-) +-2.0 (J3) X I X (J3) X (J+) + 1.0 (J+) X I X (J-) X (J+)

2.0 (J+) X IX (J-) X (J3) + 2.0 (J-) X I X (J+) X (J3) + 2.0 (J+) X 1 X (J3) X (J-) + 4.0 (J3) X I X (J+) X (J-) + -
2.0 (J-) X 1 X (J3) X (J4) + 4.0 (J3) X I X (J-) X (J+)

12.0(J3) X1 X (J-) X (J3) +-12.0 (J3) X I X (J3) X (J-) + 6.0 (J-) X I X (J+) X (J-) +-6.0 (J-) X I X (J-) X (J+)



24.0 (J-) X 1 X (J-) X (J3) +-24.0 (J-) X I X (J3) X ()

8):

1.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J4) + 0.5 (J+) X (J+) X (J-) X (J+) + 0.5 (J+) X (J-) X (J+) X (J+)

-2.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J3) + -1.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J3) +-1.0 (J+) X (J-) X (J+) X (J3) +-2.0 (J3) X (J3) X
(J3) X (J+) +-1.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J+) +-1.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J+)

8.0 (J3) X (3) X (J3) X (J3) + 4.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J3) + 4.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J3) + -2.0 (J+) X (J3) X
(3) X (J-) +-1.0 (J4) X (J4) X (J-) X (J-) +-1.0 (J+) X (J-) X (J4) X (J-) +-2.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J+) + -1.0
(J-) X (J4) X (J-) X (J4) +-1.0 (J-) X (J-) X (J4) X (J+)

12.0 (J-) X (J3) X (43) X (J3) + 6.0 (J-) X (J+) X (J-) X (43) + 6.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J3) + 12.0 (J3) X (J3) X
(J3) X (J-) + 6.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J-) + 6.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J-)

24.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J-) + 12.0 (J-) X (J4) X (J-) X (J-) + 12.0 (J-) X (J-) X (J+) X ()-)

9):

1.0 (J+) X (J3) X (J4) X (J3) + 0.5 (J+) X (J+) X (J+) X (J-) + 0.5 (J+) X (J-) X (J4) X (J+)

-2.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J3) +-2.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J3) +-1.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J-) +-1.0 (J3) X (J+)
X (J4) X (J-) +-1.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J+) + -1.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J+)

8.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J3) +-2.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) +-2.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) + 4.0 (J3) X (J+) X
(J3) X (J-) +-1.0 (J4) X (J+) X (J-) X (J-) +-1.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J-) + 4.0 (43) X (J-) X (J3) X (J+) +-1.0
(J+) X (J-) X (J-) X (J4) + -1.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)

12.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J3) +12.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) + 6.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) + 6.0 (J3) X (J+) X
(J-) X (J-) +6.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J+) + 6.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J4)

24.0 (J-) X (J3) X (J-) X (43) + 12.0 (J-) X (J+) X (J-) X ()-) + 12.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J+)



10) :

1.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J+) + 0.5 (J+) X (J4) X (J-) X (J+) + 0.5 (J-) X (J+) X (J+) X (J+)

-2.0 (J3) X (J#) X (J3) X (J3) +-1.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J3) +-1.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J3) +-2.0 (J3) X (J3) X
(J3) X (J+) +-1.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J+) +-1.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J+)

8.0(J3) X (J3) X (J3) X (J3) +4.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) + 4.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) +-2.0 (J3) X (J+) X
(J3) X (J-) +-1.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J-) + -1.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J-) +-2.0 (J3) X (J-) X (43) X (J+) + -1.0
(J+) X (J-) X (J-) X (J+) +-1.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J4)

12.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J3) + 6.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J3) + 6.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J3) + 12.0 (J3) X (J3) X
(J3) X (J-) + 6.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J-) + 6.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J-)

24.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J-) + 12.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J-) + 12.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J-)

11):

1.0 1 X (J+) X (J+) X (J3) +-1.0 1 X (J+) X (J3) X (J+)

201X U3)X+H)X(I3)+21.01X(J+) X (J+) X () +2.0 1 X (J3) X (J3) X (J+) +-1.0 I X (J+) X (J-) X (J+)

2.0 1X (J4) X (J-) X (J3) +-2.0 1 X (J-) X (J+) X (J3) +-2.0 I X (J+) X (J3) X (J-) + -4.0 1 X (J3) X (J+) X (J-) +
2.01X (J-) X (J3) X (J+) + 4.0 1 X (J3) X (J-) X (J+)

212.0 1X (J3) X (J-) X (J3) + 12.0 1 X (J3) X (J3) X (J-) +-6.0 1 X (J-) X (J+) X (J-) + 6.0 I X (J-) X (J-) X (J+)

-24.01X(J-) X (J-) X (J3) +24.0 1 X (J-) X (J3) X (J-)

12):

10 (JH) X (J3) X (J+) X1+ 1.0 (J3) X (J+) X (J+) X1



2.0 (J4) X (J3) X (J3) X 1 +-2.0 (J3) X (J+) X (J3) X 1 + -1.0 (J+) X (J-) X (J+) X | + 1.0 (J-) X (J+) X (J+) X |

4.0 (J+) X (J-) X (J3) X 1 + -4.0 (J-) X (J+) X (J3) X 1 + 2.0 (J+) X (J3) X (J-) X 1 +-2.0 (J3) X (J4) X (J-) X | + -
2.0 (J-) X (J3) X (J+) X 1+ 2.0 (J3) X (J-) X (J+) X |

12.0(J-) X (J3) X (J3) X 1 +-12.0 (J3) X (J-) X (J3) X I+ 6.0 (J+) X (J-) X (J-) X I +-6.0 (J-) X (J+) X (J-) X |

24.0 (J-) X (J3) X (J-) X 1 +-24.0 (J3) X (J-) X ()-) X |

13):

1.0 (J3) X (J+) X (J4) X (J3) + 0.5 (J+) X (J+) X (J+) X (J-) + 0.5 (J-) X (J+) X (J4) X (J+)

2.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J3) +-2.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J3) + -1.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J-) + -1.0 (J+) X (J3)
X (J+) X (J-) +-1.0 (J-) X (J4) X (J3) X (J+) + -1.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J+)

8.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J3) +-2.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J3) +-2.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J3) + 4.0 (J+) X (J3) X
(J3) X (J-) +-1.0 (J+) X (J4) X (J-) X (J-) + 1.0 (J4) X (J-) X (J+) X (J-) + 4.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J+) + -1.0 (J-
) X (J4) X (J-) X (J4) +-1.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)

12.0 (J3) X (J-) X (43) X (J3) + 12.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) + 6.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J-) + 6.0 (J+) X (J3) X
(J-) X (J-) + 6.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J+) + 6.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J+)

24.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J3) + 12.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J-) + 12.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J+)

14):

1.0 1X (J4) X (J+) X1

2.0 1X (J4) X (J3) X 1+-2.0 1 X (J3) X (J+) X |

8.0IX(J3)X(J3)X1+-201X(J+)X(J-)X1+-2.01X(J-) X (J+) X1



12.0 1X (J-) X (J3) X 1+ 12.0 1 X (J3) X (J-) X |

24.01X(J-) X (J-) X1

15):

1.0 1X1X (J+) X (J+)

2.0 1X1X (J4) X (J3) +-2.0 I X I X (J3) X (J+)

8.0 1X X (J3) X (J3) +-2.0 I X I X (J4) X (J-) + 2.0 1 X I X (J-) X (J+)

12.0 1X1X (J-) X (J3) +12.0 1 X I X (J3) X (J-)

24.01X1X ()-) X (J-)

16):

1.0 (J+) XX (J4) X (J3) + 1.0 (J3) X I X (J+) X (J+)

2.0 (J+) X 1 X (J3) X (J3) +-1.0 (J4) X I X (J+) X (J-) +-2.0 (J3) X I X (J3) X (J4) + 1.0 (J-) X I X (J+) X (J+)

2.0 (J4) X I X (J-) X (J3) +-2.0 (J-) X I X (J+) X (J3) + 4.0 (J+) X 1 X (J3) X (J-) + 2.0 (J3) X I X (J+) X (J-) + -
4.0 (J-) X 1 X (J3) X (J+) +-2.0 (J3) X I X (J-) X (J+)

12.0(J-) XIX(J3) X (J3) +-12.0 (J3) X I X (J3) X (J-) + 6.0 (J+) X I X (J-) X (J-) +-6.0 (J-) X I X (J-) X (J+)

24.0 (J-) X I X (J-) X (J3) +-24.0 (J3) X I X (J-) X (J-)

17):

1.0 (J+) X (J+) X1 X1



2.0 (J+) X (J3) X I X 1 +-2.0 (J3) X (J+) X I X

8.0(J3) X (I3) X IX1+-2.0(J+) X (J-) XIX1+-2.0(J-) X (J+) XI X1

12.0 (J) X (J3) X 1 X 1+ 12.0 (J3) X (J-) X I X |

24.0 (J-) X (J-) X I X |

18):

1.0 1X (J4) X (J3) X (J4) + 1.0 1 X (J3) X (J+) X (J+)

2.0 1X (J4) X (J3) X (J3) + -2.0 1 X (J3) X (J+) X (J3) + -1.0 1 X (J+) X (J-) X (J+) + 1.0 1 X (J-) X (J+) X (J+)

4.0 1X (J+) X (J-) X (J3) + -4.0 1 X (J-) X (J+) X (43) + 2.0 I X (J+) X (J3) X (J-) +-2.0 1 X (J3) X (J+) X (J-) + -
2.0 1X (J-) X (43) X (J4) + 2.0 1 X (J3) X (J-) X (J+)

12.01X (J-) X (J3) X (J3) +-12.0 1 X (J3) X (J-) X (J3) + 6.0 1 X (J+) X (J-) X (J-) +-6.0 1 X (J-) X (J+) X (J-)

24.01X (J-) X (J3) X (J-) +-24.0 1 X (J3) X ()-) X (J-)

19):

1.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J+) + 0.5 (J+) X (J-) X (J+) X (J+) + 0.5 (J-) X (J+) X (J+) X (J+)

2.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J3) +-1.0 (J4) X (J-) X (J+) X (J3) +-1.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J3) +-2.0 (J3) X (J3) X
(J3) X (J+) +-1.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J+) +-1.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J+)

8.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J3) + 4.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J3) + 4.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J3) +-2.0 (J3) X (J3) X
(JH)X(J-)+-1.0(J+) X (U)X (U)X (J-) +-2.0 () X(J+) X (J+H) X (J-) +-2.0(J3) X (J3) X (J-) X (J+) +-1.0
(J+) X (J-) X (J-) X (J+) +-2.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J+)



12.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) + 6.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J3) + 6.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J3) +12.0 (J3) X (J3) X
(J3) X (J-) +6.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J-) + 6.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-)

24.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J-) + 12.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J-) + 12.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J-)

20) :

1.0 (J4) X (J4) X (J3) X 1 +-1.0 (J+) X (J3) X (J+) X |

2.0 (J3) X (J+) X (J3) X 1+ 1.0 (J4) X (J+) X (J-) X 1 + 2.0 (J3) X (J3) X (J+) X I + -1.0 (J+) X (J-) X (J4) X |

2.0 (J4) X (J-) X (J3) X 1 +-2.0 (J-) X (J4) X (3) X I +-2.0 (J+) X (J3) X (J-) X | + -4.0 (J3) X (J+) X (J-) X | +
2.0 (J-) X (J3) X (J+) X 1 + 4.0 (J3) X (J-) X (J+) X |

-12.0 (J3) X (J-) X (43) X 1+ 12.0 (J3) X (J3) X (J-) X 1 +-6.0 (J-) X (J+) X (J-) X 1 + 6.0 (J-) X (J-) X (J+) X |

-24.0 (J-) X (J-) X (J3) X 1 +24.0 (J-) X (J3) X (J-) X |

Paral=3:

1):

1.0 (J+) X (J+) X I X (J4)

2.0 (J4) X (J4) X IX (J3) +-2.0 (J4) X (J3) X I X (J+) + -2.0 (J3) X (J+) X I X (J+)

8.0 (J+) X (J3) X I X (J3) + 8.0 (J3) X (J+) X 1 X (J3) + -2.0 (J+) X (J+) X I X (J-) + 8.0 (J3) X (J3) X I X (J+) + -
2.0 (J4) X (J-) X IX (J4) +-2.0 (J-) X (J+) X I X (J4)

-48.0 (J3) X (J3) X I X (J3) +12.0 (J+) X (J-) X 1 X (J3) + 12.0 (J-) X (J+) X I X (J3) + 12.0 (J+) X (J3) X I X (J-
) +12.0 (J3) X (J+) X I X (J-) + 12.0 (J-) X (J3) X I X (J+) + 12.0 (J3) X (J-) X I X (J+)



-96.0 (J-) X (J3) X I X (J3) +-96.0 (J3) X (J-) X I X (J3) +-96.0 (J3) X (J3) X I X (J-) + 24.0 (J+) X (J-) X I X
(J-) +24.0 (J-) X (J+) X 1 X (J-) + 24.0 (J-) X (J-) X I X (J+)

-240.0 (J-) X (J-) X 1 X (J3) +-240.0 (J-) X (J3) X I X (J-) + -240.0 (J3) X (J-) X I X (J-)

-720.0 (J-) X (J-) X I X (J-)

2):

1.0 (J+) X (J4) X (J+) X (J3) + -1.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J+)

-2.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J3) +-2.0 (J3) X (J+) X (J+) X (J3) + 1.0 (J+) X (J4) X (J+) X (J-) + 2.0 (J+) X (J3) X
(J3) X (J+) +2.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J+) + -1.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J+)

2.0 (J+) X (J4) X (J-) X (J3) + 8.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J3) +-2.0 (J+) X (J-) X (J+) X (J3) +-2.0 (J-) X (J+) X
(J¥) X (U3)+-2.0 (J4) X (J+) X (J3) X (J-) +-4.0 (J+) X (J3) X (J4) X (J-) +-4.0 (J3) X (J+) X (J+) X (J-) + -8.0
(J3) X (J3) X (J3) X (J+) + 2.0 (J4) X (J-) X (J3) X (J4) + 2.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J+) + 4.0 (J+) X (J3) X ()-) X
(J4) +4.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J+)

-12.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) +-12.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J3) + 12.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) + 12.0 (J3) X (J-
) X (J4+) X (J3) + 12.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J-) + 12.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J-) + 24.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J-) +
6.0 (J4+) X (J-) X (J+) X (J-) +-6.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J-) +-12.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J+) + -12.0 (J3) X (J-)
X (J3) X (J+) +-24.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+) + 6.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J+) + 6.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J+)

96.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) +-24.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J3) +-24.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J3) +24.0 (J-) X (J-)
X (J+) X (J3) +-96.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J-) + 24.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J-) + 24.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) +
48.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J-) + 48.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J-) + -24.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J+) + -48.0 (J-) X (J3)
X (J-) X (J+) + -48.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J+)

240.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J3) +240.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J3) +-240.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J-) +-240.0 (J3)
X (J-) X (J3) X (J-) + 120.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J-) + -120.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J+)

720.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J3) +-720.0 (J-) X (J-) X (J3) X ()-)



3):

1.0 (J4) X I X (J+) X (J+)

-2.0 (J+) XIX (J+) X (J3) +-2.0 (J+) X I X (J3) X (J+) +-2.0 (J3) X I X (J+) X (J+)

8.0 (J+) X I X (J3) X (J3) + 8.0 (J3) X I X (J+) X (J3) + -2.0 (J+) X I X (J+4) X (J-) + 8.0 (J3) X I X (J3) X (J+) + -
2.0 (J+) X I X (J-) X (J4) +-2.0 (J-) X I X (J+) X (J+)

-48.0 (J3) X I X (J3) X (J3) +12.0 (J+) X I X (J-) X (J3) + 12.0 (J-) X I X (J+) X (J3) + 12.0 (J+) X I X (J3) X (J-
) +12.0 (J3) X I X (J+) X (J-) + 12.0 (J-) X 1 X (J3) X (J+) + 12.0 (J3) X I X (J-) X (J+)

-96.0 (J-) X I X (J3) X (J3) +-96.0 (J3) X I X (J-) X (J3) +-96.0 (J3) X I X (J3) X (J-) + 24.0 (J+) X I X (J-) X
(J-) +24.0 (J-) X 1 X (J4) X (J-) +24.0 (J-) X I X (J-) X (J+)

-240.0 (J-) X 1 X (J-) X (J3) +-240.0 (J-) X 1 X (J3) X (J-) + -240.0 (J3) X I X (J-) X (J-)

-720.0 (J-) X I X (J-) X (J-)

4):

-1.0 (J+) X (J4) X (J3) X (J+) + 1.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J+)

2.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J3) +-2.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J3) + 2.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J+) + -1.0 (J+) X (J+) X
(J-) X (J4) +-2.0(J3) X (J3) X (J+) X (J+) + 1.0 (J+) X (J-) X (J+) X (J+)

8.0 (J3) X (J4) X (J3) X (J3) +4.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J3) + 8.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J3) +-4.0 (J+) X (J-) X
(J+) X (I3)+2.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J-) +-2.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J-) +-2.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J+) + 2.0
(J-) X (J4) X (J3) X (J+) + 2.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J+) + 4.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J+) +-2.0 (J-) X (J3) X (J+) X
(J+) +-4.0(J3) X (J-) X (J+) X (J4)

12.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J3) +-12.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J3) + -12.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J3) +-24.0 (J3) X
(J+) X (J-) X (J3) + 12.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) +24.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J3) +-12.0 (J3) X (J+) X (J3) X



(J-)+6.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J-) +12.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J-) + -6.0 (J+) X (J-) X (J+) X (J-) + 12.0 (J3) X
(J-) X (J3) X (J+) +-12.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+) + 6.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J+) +-6.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)

-96.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J3) +96.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) +-48.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J3) + 48.0 (J-) X (J-)
X (J+4) X (J3) + 24.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J-) +-24.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) + -24.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J-) + -
48.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J-) + 24.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J-) + 48.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J-) + 24.0 (J-) X ()-) X
(J3) X (J+) +-24.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J+)

-240.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J3) + 240.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J3) + -240.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J-) + 240.0 (J3)
X (J3) X (J-) X (J-) +-120.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J-) + 120.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J-)

-720.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J-) + 720.0 (J-) X (43) X (J-) X (-)

5):

1.0 (J+) X (J4) X (J+) X I

-2.0 (J+) X (J+) X (J3) X 1 +-2.0 (J4) X (J3) X (J+) X 1 +-2.0 (J3) X (J+) X (J+) X |

8.0(J+)X(J3)X(I3)X1+8.0(J3)X(J+) X (J3)X1+-2.0(J+) X (J+) X (J-)X1+8.0(J3) X (J3) X (J+) X I +-
2.0 (J4) X (J-) X (J+) X 1 +-2.0 (J-) X (J+) X (J+) X |

-48.0 (J3) X (J3) X (J3) X 1+ 12.0 (J+) X (J-) X (J3) X I +12.0 (J-) X (J+) X (J3) X I + 12.0 (J+) X (J3) X (J-) X
I+12.0 (J3) X (J4) X (J-) X 1+ 12.0 (J-) X (J3) X (J+) X I +12.0 (J3) X (J-) X (J+) X |

-96.0 (J-) X (J3) X (J3) X 1 +-96.0 (J3) X (J-) X (J3) X 1 +-96.0 (J3) X (J3) X (J-) X I + 24.0 (J+) X (J-) X (J-) X
I +24.0 (J-) X (J+) X (J-) X I +24.0 (J-) X (J-) X (J+) X |

-240.0 (J-) X (J-) X (J3) X 1 +-240.0 (J-) X (J3) X (J-) X I +-240.0 (J3) X (J-) X (J-) X |

-720.0 (J-) X (J-) X (J-) X I

6):



1.0 1 X (J+4) X (J+) X (J+)

201X () X (+) X (I3) +-2.0 1 X (J+) X (J3) X (J+) +-2.0 1 X (J3) X (J+) X (J+)

8.0 1X (J+) X (J3) X (J3) + 8.0 1 X (J3) X (J+) X (J3) + -2.0 I X (J+) X (J+) X (J-) + 8.0 1 X (J3) X (J3) X (J+) + -
2.0 1X (J4) X (J-) X (J4) +-2.0 1 X (J-) X (J+) X (J+)

-48.0 1 X (J3) X (J3) X (J3) + 12.0 1 X (J+) X (J-) X (J3) + 12.0 1 X (J-) X (J+) X (J3) + 12.0 1 X (J+) X (J3) X (J-
) +12.0 1 X (J3) X (J+) X (J-) + 12.0 1 X (J-) X (J3) X (J+) + 12.0 1 X (J3) X (J-) X (J+)

-96.0 1 X (J-) X (J3) X (J3) +-96.0 1 X (J3) X (J-) X (J3) +-96.0 I X (J3) X (J3) X (J-) + 24.0 I X (J+) X (J-) X
(J-) +24.0 1 X (J-) X (J4) X (J-) + 24.0 1 X (J-) X (J-) X (J+)

-240.0 1 X (J-) X (J-) X (J3) +-240.0 1 X (J-) X (J3) X (J-) +-240.0 1 X (J3) X (J-) X (J-)

-720.0 1 X (J-) X (J-) X (J-)

7):

-1.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J+) + 1.0 (J3) X (J+) X (J+) X (J+)

20 ()X (J+H) X (I3) X (J3) +-2.0 (JB3) X (J4) X (J+) X (J3) + 2.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J+) +-1.0 (J+) X (J+) X
(J-) X (J+) +-2.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J+) + 1.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J+)

-8.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J3) + 4.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J3) + 8.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J3) +-4.0 (J-) X (J+) X
(J+)X(J3)+2.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J-) +-2.0 (J3) X (J+) X (J+) X (J-) + 2.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J+) + -2.0
(J-) X (J4) X (J3) X (J+) + 4.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J+) + 2.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J+) +-4.0 (J-) X (J3) X (J+) X
(J+) +-2.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J+)

-12.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J3) + 12.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J3) + -24.0 (J+) X (J3) X (J-) X (43) +-12.0 (J3) X
(J+) X (J-) X (J3) + 24.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) + 12.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J3) +-12.0 (J+) X (J3) X (J3) X

(J-) + 6.0 (J+) X (J4) X (J-) X (J-) + 12.0 (J3) X (J3) X (J+) X (J-) + -6.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J-) + 12.0 (J-) X
(J3) X (J3) X (J+) +-12.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+) + 6.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J+) + -6.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)



-96.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J3) + 96.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) +-48.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J3) +48.0 (J-) X (J-)
X (J+) X (J3) +-24.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J-) + 24.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) +-48.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J-) + -
24.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J-) +48.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J-) + 24.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J-) + 24.0 (J-) X (J-) X
(J3) X (J+) +-24.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J+)

-240.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J3) + 240.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J3) +-240.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J-) + 240.0 (J3)
X (J3) X (J-) X (J-) +-120.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J-) + 120.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J-)

-720.0 (J-) X (J-) X (43) X (J-) + 720.0 (J3) X (J-) X (J-) X (-)

Paral=4:
1):

1.0 (J+) X (J+) X (J+) X (J+)

=20 (J4) X (J4) X (J4) X (J3) +-2.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J+) +-2.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J+) +-2.0 (J3) X (J+)
X (J+) X (J+)

8.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J3) + 8.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J3) + 8.0 (J3) X (J+) X (J+) X (J3) +-2.0 (J+) X (J+) X
(J+) X (J-) + 8.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J+) + 8.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J+) + -2.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J+) + 8.0
(J3) X (J3) X (J+) X (J+) +-2.0 (J+) X (J-) X (J+) X (J+) +-2.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J+)

-48.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J3) +-48.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J3) + 12.0 (J+) X (J+) X (J-) X (J3) + -48.0 (J3) X
(J3) X (J+) X (J3) + 12.0 (J+) X (J-) X (J+) X (43) + 12.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J3) + 12.0 (J+) X (J+) X (J3) X (J-
) +12.0 (J+) X (J3) X (J+) X (J-) + 12.0 (J3) X (J4) X (J+) X (J-) + -48.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J+) + 12.0 (J+) X
(1) X (J3) X (J+) +12.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J+) + 12.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J+) + 12.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J+)
+12.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J+) + 12.0 (J3) X (J-) X (J4) X (J4)

384.0 (J3) X (J3) X (J3) X (J3) + -96.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J3) +-96.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J3) + -96.0 (J+) X
(J3) X (J-) X (J3) +-96.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J3) + -96.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J3) + -96.0 (J3) X (J-) X (J+) X
(J3) +-96.0 (J+) X (J3) X (J3) X (J-) +-96.0 (J3) X (J+) X (J3) X (J-) + 24.0 (J+) X (J4) X ()-) X (J-) + -96.0
(J3) X (J3) X (J4) X (J-) + 24.0 (J4) X (J-) X (J+) X (J-) +24.0 (J-) X (J+) X (J+) X (J-) +-96.0 (J-) X (J3) X (J3)
X (J+) +-96.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J4) +-96.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J+) + 24.0 (J+) X (J-) X (J-) X (J+) + 24.0
(J-) X (J4) X (J-) X (J4) +24.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J+)



960.0 (J-) X (J3) X (J3) X (J3) +960.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J3) +960.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J3) + -240.0 (J+)
X (J-) X (J-) X (J3) +-240.0 (J-) X (J+) X (J-) X (J3) + -240.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J3) + 960.0 (J3) X (J3) X
(J3) X (J-) +-240.0 (J+) X (J-) X (J3) X (J-) + -240.0 (J-) X (J+) X (J3) X (J-) + -240.0 (J+) X (J3) X (J-) X (J-)
+-240.0 (J3) X (J+) X (J-) X (J-) + -240.0 (J-) X (J3) X (J+) X (J-) + -240.0 (J3) X (J-) X (J+) X (J-) + -240.0
(J-) X (J-) X (J3) X (J4) +-240.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J+) +-240.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J+)

2880.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J3) +2880.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J3) + 2880.0 (J3) X (J-) X (J-) X (J3) + 2880.0
(J-) X (J3) X (J3) X (J-) + 2880.0 (J3) X (J-) X (J3) X (J-) + 2880.0 (J3) X (J3) X (J-) X (J-) + -720.0 (J+) X (J-)
X (J-) X (J-) +-720.0 (J-) X (J4) X (J-) X (J-) +-720.0 (J-) X (J-) X (J+) X (J-) +-720.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J+)

10080.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J3) + 10080.0 (J-) X (J-) X (J3) X (J-) + 10080.0 (J-) X (J3) X (J-) X (J-) +
10080.0 (J3) X (J-) X (J-) X ()-)

40320.0 (J-) X (J-) X (J-) X (J-)
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