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Resumen

En este trabajo se pretende generalizar el método de control desarrolla-
do por Leiva y Briozzo [5] a fin de hacerlo aplicable a la estabilización de
órbitas periódicas inestables en Hamiltonianos periódicos en el tiempo, para
el caso tridimensional general. Se presenta un nuevo formalismo teórico para
controlar órbitas en la variedad central, que hasta el momento en la litera-
tura no se hizo mención sobre como hacerlo y se prueba que es realmente
necesario ejercer control sobre dicha variedad. El método a desarrollar es
luego puesto a prueba aplicándolo a una selección de ejemplos provenientes
de la Astronomı́a Dinámica, que pueden ser órbitas de transferencia entre
la Tierra y la Luna u órbitas periódicas cerca de los puntos de Lagrange
L1 o L2 para estabilizar las órbitas, por ejemplo, de una nave espacial o
satélite. Además se verifica la robustez del método teniendo en cuenta las
perturbaciones producidas por el Sol y los planetas, donde se consideró la
atracción gravitatoria de Júpiter, que actúa como perturbación externa de
la órbita periódica. Por último el método también permite obtener el consu-
mo o impulso medio anual requerido para mantener las órbitas (de la nave
o satélite) controladas durante aproximadamente 80 años y que resultaron
extremedamente bajos, probando aśı el éxito del método de control.

Palabras claves: Caos; Método de control; Órbitas periódicas; Control
de órbitas periódicas; Variedades estables e inestables; Astronomı́a Dinámi-
ca.
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Abstract

In this work we intend to generalize the control method developed by
Leiva and Briozzo [5] in order to make it applicable to the stabilization of
unstable periodic orbits in periodic Hamiltonians in time, for the general
three-dimensional case. A new theoretical formalism is presented to control
orbits in the central manifold, which up to now in the literature there was
no mention of how to do it and it is proved that it is really necessary to
control this manifold. The method developed is then tested by applying a
selection of examples from the Dynamical Astronomy, which can be transfer
orbits between Earth and the Moon or periodic orbits around the Lagrange
points L1 or L2 to stabilize the orbits, for example, a spacecraft or satellite.
In addition the robustness of the method is verified taking into account the
disturbances produced by the Sun and the planets, where the gravitational
attraction of Jupiter was considered, which acts as external perturbation of
the periodic orbit. Finally, the method also allows for consumption or the
average annual boost to maintain orbit (spacecraft or satellite) controlled
for about 80 years and were extremely low, proving the success of the control
method.

Keywords: Chaos; Control method; Periodic orbits; Control of periodics
orbits; Stable and unstable manifolds; Dynamical Astronomy.
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2.1. Representación gráfica de las variedades . . . . . . . . . . . . 15
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4.5. Ilustraciones para las órbitas 3D controladas . . . . . . . . . . 86

xiii
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Caṕıtulo 1

Introducción

En su origen a finales del siglo XIX, cuando Henri Poincaré (1854-1912)
estudiaba los sistemas conservativos probó la no integrabilidad de las ecua-
ciones de Newton del problema de tres cuerpos y la existencia de innume-
rables fenómenos que no eran completamente aleatorios, sino que no res-
pond́ıan a una dinámica lineal. De esta manera introdujo la noción de caos
y que fue considerado una propiedad indeseable para la mayoŕıa de las apli-
caciones prácticas de los Sistemas Dinámicos, ya que la sensibilidad extrema
a las condiciones iniciales dificultaba predecir estados futuros de los siste-
mas, y mantener a éstos en las trayectorias o regiones deseadas requeŕıa
frecuentes y sutiles “impulsos” de control. Sin embargo, a partir del trabajo
pionero de Ott, Grebogi y Yorke [1], el panorama cambió radicalmente, y en
la actualidad el control del caos es un área de investigación muy activa, con
aplicaciones que incluyen estabilización de láseres y otros sistemas ópticos
no-lineales, sistemas electrónicos, reacciones qúımicas, sistemas biológicos,
tránsito, astronáutica, y diversas aplicaciones a la ingenieŕıa [2, 3].

En el caso de sistemas Hamiltonianos, el caos involucra la existencia de
un conjunto denso de Órbitas Periódicas Inestables (OPIs) [4]; la evolución
temporal de una trayectoria particular resulta de la interacción directa con
las variedades dinámicas de cada OPI, siendo atráıda hacia cada una de ellas
a lo largo de sus variedades estables, y luego repelida a lo largo de las varie-
dades inestables. Fijada una OPI de interés, un posible método de control
para mantener algún comportamiento siempre cerca de esta OPI de refe-
rencia consiste en sacar ventaja de la sensibilidad a las condiciones iniciales
para alterar la trayectoria real aplicando pequeños impulsos de control de
manera tal de posicionarla sobre la variedad estable de la OPI logrando, a
partir de intervenciones controladas, la estabilidad dinámica alrededor de la
órbita de referencia. Este programa fue llevado a cabo parcialmente en tra-
bajos previos y aplicado a OPIs de transferencia en el sistema Tierra-Luna
[5, 6, 7], modelado mediante el Problema Cuasi-Bicircular Sol-Tierra-Luna
[14]. Sin embargo, en dichos trabajos sólo se consideraron casos bastante
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restringidos, en particular el caso planar.
En éste trabajo se desarrollará el marco teórico del método de control

tridimensional en forma general y luego a modo de aplicación se lo pondrá a
prueba en ejemplos provenientes de la Astronomı́a Dinámica. En dicho mar-
co teórico se estudiarán las condiciones que deberá cumplir el método de
control a partir de la linealización del sistema alrededor de la órbita periódi-
ca; donde se dará una clasificación completa (en sistemas no degenerados),
es decir, teniendo en cuenta el tipo de dinámica que describa el sistema
linealizado, las cuales pueden ser, hiperbólica o eĺıptica, coloquialmente lla-
madas silla (S) o centro (C) en una dimensión, respectivamente. En dos
dimensiones las dinámicas pueden ser silla-foco o silla-foco de reflexión (sf
o s̄f), centro-centro (CC), silla-centro o centro-silla (SC o CS) y silla-silla
(SS). Mientras que en tres dimensiones, las dinámicas son combinaciones del
caso unidimensional y bidimensional.

Se mostrará, además, que en todos los casos la matriz de monodromı́a M
correspondiente puede interpretarse como el mapa-T , que representa la li-
nealización del mapa de Poincaré alrededor de un punto fijo, de un adecuado
sistema Hamiltoniano lineal y autónomo, lo que permite simplificar el desa-
rrollo del método de control. La matriz M puede pensarse como la matriz
fundamental (solución) Φ de un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDOs), evaluada al peŕıodo T de los coeficientes del sistema. En el
Caṕıtulo 2 ésta matriz será necesaria para analizar las soluciones periódicas
de un sistema de EDOs a partir de la teoŕıa de Floquet [19].

A este respecto y debido al carácter caótico de los sistemas en cuestión,
las simulaciones numéricas jugarán un rol crucial para plasmar las ideas en
un sentido fáctico, es decir, debemos implementar numéricamente un méto-
do de control lo bastante eficaz y que permita integrar las trayectorias con la
mejor precisión posible para evitar que eventuales acumulaciones de errores
numéricos tiendan a diverger dichas trayectorias o en una convergencia im-
precisa de las mismas. Una vez logrado éste objetivo, en primera instancia se
pondrá a prueba el método para controlar órbitas periódicas en dos grados
de libertad para un sistema de “juguete” (que no necesariamente represen-
ta un sistema f́ısico real), eligiendo y variando al azar los parámetros del
sistema, logrando aśı un barrido por las distintas dinámicas posibles (SS,
SC (o CS), CC, sf y las respectivas S̄ o s̄ para los casos de puntos silla de
reflexión). Luego, al momento de analizar las órbitas controladas para el
caso tridimensional en éste sistema de “juguete”, primero se probará que
para ciertos parámetros la dinámica se desacopla en un movimiento de dos
grados de libertad idéntico al anterior más un movimiento en una dirección
ortogonal, es decir, se recupera la dinámica en 2D mencionada anteriormen-
te y se agrega un movimiento extra en una dirección ortogonal, probando
aśı la consistencia del método en 3D llevado al caso bidimensional.

Para los problemas de interés en Astronomı́a Dinámica y en particu-
lar para el problema de tres cuerpos, queremos alterar el sistema aplicando

2
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constantemente impulsos de control ∆vi, i = x, y, z a las órbitas para lo-
grar que el sistema se mantenga lo más próximo a la dirección estable de
la dinámica silla (S) y anulando su componente en la dirección inestable,
permitiendo mantener aśı al sistema bien controlado en alguna región de in-
terés. A partir de esto y considerando, a nuestro criterio, necesario controlar
en las distintas dinámicas que aparecen en el sistema, en el método de con-
trol 3D (y por lo tanto el 2D) se presenta una alternativa nueva para ejercer
control sobre las variedades centrales1 (C), que consiste en la minimización
de la enerǵıa respecto a los impulsos ∆vi, lo que nos permitiŕıa ubicarnos
sobre superficies de enerǵıas menores, requisito que también se desea para el
método (menor consumo de recursos); y en los casos que existan dinámicas
que sean combinaciones de C y S ésta nueva alternativa de control consiste
en minimizar la enerǵıa de la dinámica C respecto a ∆vi pero ahora sujeto
a la condición de, como antes, posicionar la órbita sobre la dirección estable
de la dinámica S. Para llevar a cabo esto último se implementa el método
de los multiplicadores de Lagrange.

Si vamos a la literatura y hacemos hincapié particularmente en el libro
de G. Gómez [16], con el que se basaron para realizar importantes misiones
espaciales (p. ej. las órbitas Halo en torno a L1 fueron usadas en las misiones
ISEE-3 o SOHO), vemos que en ningún caṕıtulo hace mención o implementa
un método de control en las variedades centrales (C) y solo lo hace para los
casos de dinámica silla (S). En particular, hasta donde el autor sabe, en la
actualidad ésto sigue siendo aśı.

Basándonos ahora en nuestra nueva propuesta para ejercer control en las
variedades centrales mediante la minimización de la enerǵıa, una pregunta
que puede surgir naturalmente es: ¿Qué sucede si no controlamos en la
variedad central y sólo lo hacemos en la variedad silla? Abordaremos ésta
pregunta más adelante y probaremos con algunos ejemplos que no es inocuo
no controlar en la variedad central.

1.1. Astronomı́a Dinámica

En general, cuando intentamos resolver un problema complejo, utiliza-
mos como paso intermedio los resultados obtenidos en modelos simplificados.
En particular, el modelo del Problema circular de tres cuerpos restringido
Tierra-Luna (PC3CR) ha permitido desarrollar extensos tratados acerca de
órbitas periódicas y familias de órbitas periódicas, y sus resultados han con-
tribúıdo de manera significativa en el campo de la Mecánica Celeste. Éste
modelo, que describe el movimiento de dos masas primarias mT y mL en
órbitas coplanares circulares alrededor de su centro de masa y de una tercera
masa m infinitesimal, que no afecta el movimiento de las primarias, será im-

1Representada por una familia (en torno al punto fijo) de elipses de enerǵıa constante
en el espacio de las fases.

3
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plementado como herramienta preliminar para aproximarnos a la solución
de un caso más “realista” que consistirá en estabilizar órbitas periódicas de
transferencia entre la Tierra y la Luna (p. ej. de una nave espacial o un
satélite) mediante el método de control o para estabilizar órbitas en torno a
los puntos de Lagrange (o libración) L1 y/o L2, que son los puntos de equi-
librio del PC3CR. Euler y Lagrange probaron la existencia de cinco puntos
de equilibrio: tres puntos colineales sobre el eje que une el centro de las dos
masas primarias, generalmente denotados L1, L2 y L3, y dos puntos equila-
terales denotados L4 y L5. Por supuesto, debemos considerar que el objeto
a poner en órbita en torno a los puntos Lagrangeanos está equipado con
algún sistema de propulsión que le permita impulsarse y posicionarse sobre
la órbita estable cuando aśı lo requiera.

Como ya dijimos, cuando uno desea obtener soluciones a problemas f́ısi-
cos cada vez más realistas, el costo que debemos abonar es proporcional, y
como los resultados predichos por el PC3CR no coinciden con los observados
en la realidad, necesariamente debemos recurrir a nuevos modelos. Por lo
tanto, posterior a la implementación de éste, y con el objetivo de obtener las
soluciones más precisas tratadas en el presente trabajo, se extenderá dicho
modelo al denominado Problema Bicircular (PBC).

El PBC es un problema de cuatro cuerpos. Considera tres masas prima-
rias mT , mL, mS (en este caso, la Tierra, la Luna y el Sol) y una cuarta
masa infinitesimal m (nave espacial o satélite) que no afecta el movimiento
de las mismas. Las trayectorias de las masas primarias yacen en un plano;
mT y mL se mueven en órbitas circulares alrededor de su baricentro BTL y a
su vez, el baricentro BTL y mS se mueven en órbitas circulares alrededor del
centro de masas del sistema B. Al modelo PBC, como se verá más adelante,
se lo pensar como una perturbación del modelo PC3CR.

De esta manera, podemos observar que el tratamiento del problema en
cuestión se puede volver tan complejo como uno quisiera a medida que se
agregan otros cuerpos masivos. En efecto y con el fin de ser un poco más
meticulosos, al final del trabajo, llevaremos el PBC a un grado mayor de
dificultad considerando también la influencia gravitatoria del planeta Júpiter
como una perturbación externa de la órbita periódica, cuyos efectos deberán
ser compensados por el método de control.

Una descripción más refinada de los modelos usados y de las implemen-
taciones numéricas se detallarán en el Caṕıtulo 4 cuando se analicen los
ejemplos de aplicación a la Astronomı́a Dinámica.

4



Caṕıtulo 2

Desarrollo teórico y método
de control

Cuando se desea estudiar y analizar cualitativamente la dinámica de
cualquier sistema f́ısico tan rigurosamente como sea posible, por más simple
que este sea, la idea es desarrollar un algoritmo que pueda ser ejecutado
computacionalmente, es decir, en forma numérica, para aśı obtener las solu-
ciones más precisas (hasta cierto ĺımite) del sistema en cuestión. Pero como
es sabido, primeramente debemos tener plasmado el problema con sus ecua-
ciones de movimiento en un marco teórico antes de sentarse a programar.

Con tal fin, como primera instancia, en este caṕıtulo vamos a deducir las
formas más generales posibles para un sistema Hamiltoniano o un sistema
Lagrangiano, es decir, se presentarán las herramientas matemáticas y el
formalismo necesario para obtener las ecuaciones de movimiento y a partir
de éstas, la linealización de un sistema T -periódico alrededor de una órbita
periódica.

Finalmente y con éste propósito, una vez que estén plasmadas las herra-
mientas, pasaremos a obtener el desarrollo teórico del método de control en
1, 2 y 3 grados de libertad, que será de vital importancia para implementar
numéricamente dicho método.

2.1. El Hamiltoniano linealizado

Consideremos un Hamiltoniano con n grados de libertad (n g.l.) T -
periódico H(q,p, t) = H(x, t), x = (q,p), H(x, t0 + T ) = H(x, t0) ∀t0.1

Las ecuaciones de Hamilton serán2

ẋ = Ω

(
∂H

∂x

)T
= Ω(∇xH)T (2.1)

1Por generalidad asumiremos que una función constante es T -periódica ∀T .
2El śımbolo T en las ecuaciones de Hamilton denota la transpuesta.



CAPÍTULO 2. DESARROLLO TEÓRICO

donde

Ω :=

(
0n In
−In 0n

)
, (2.2)

y satisface

Ω−1 = ΩT = −Ω. (2.3)

En este caso 0n y In son las matrices nula e identidad n×n, respectivamente.
Consideremos también una solución periódica (peŕıodo T ) de las ecuaciones
de Hamilton, φ(t) = (φq(t),φp(t))

T , φ(t0 + T ) = φ(t0) ∀t0,

φ̇(t) = Ω

(
∂H

∂x
(φ(t), t)

)T
. (2.4)

Linealizaremos las ecuaciones de movimiento alrededor de φ(t) usando
x = φ(t) + y, desarrollando la ec. (2.4), y truncando a primer orden se
obtiene

ẏ = Ω

(
∂2H

∂x2
(φ(t), t)

)T
y.

Tenemos entonces un sistema lineal de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes periódicos

ẏ = ΩH(t)y, H(t) :=

(
∂2H

∂x2
(φ(t), t)

)T
, (2.5)

donde H(t) es una matriz 2n× 2n, T -periódica, es decir, H(t0 + T ) = H(t0)
∀t0 y por construcción es simétrica, aśı que podemos reescribir

H(t) =
∂2H

∂x2
(φ(t), t). (2.6)

Vamos a suponer que la linealización es no-degenerada, es decir,

det(H(t)) 6= 0 ∀t, (2.7)

y además la solución periódica φ(t) es aislada [19].

Nótese que las únicas hipótesis introducidas hasta aqúı son:

(i) que el sistema es Hamiltoniano;

(ii) que el Hamiltoniano es T -periódico en t;

(iii) que existe una solución T -periódica de las ecuaciones de Hamilton;

(iv) la linealización alrededor de ella es no-degenerada. Por lo tanto φ(t)
es asilada.
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2.1.1. La estructura de la Lagrangiana linealizada

Nos interesará reducir el Hamiltoniano del sistema (2.5) a una estructura
lo más “simple” posible . Sin embargo, las transformaciones a realizar resul-
tan mas sencillas en la formulación Lagrangiana, por lo que consideraremos
primero ésta. Los detalles de los cálculos se muestran en el Apéndice A.

Si partimos de una Lagrangiana T -periódica, y linealizamos alrededor
de una solución T -periódica aislada de las ecuaciones de Euler-Lagrange, la
Lagrangiana más general que obtendremos tendrá la forma3

L =
1

2
aij(t)q̇iq̇j + bij(t)q̇iqj −

1

2
cij(t)qiqj (2.8)

con aij(t) y cij(t) simétricas, y aij definida positiva y no-singular. Vemos
también que no es necesario que bij sea antisimétrica para que la transforma-
ción de Legendre lleve a un sistema Hamiltoniano linealizado. Sin embargo
si definimos

bs =
1

2
(b + bT ), ba =

1

2
(b− bT ), (2.9)

y descomponemos b = bs + ba, vemos que la contribución simétrica puede
ponerse

q̇Tbs(t)q =
d

dt

(
1

2
qTbs(t)q

)
− 1

2
qT ḃs(t)q.

El primer término es una derivada total respecto de t de una función sólo
de q y t, y puede descartarse sin alterar las ecuaciones de movimiento. El
segundo término puede absorberse en el potencial linealizado, redefiniendo

1

2
qT ḃs(t)q +

1

2
qT c(t)q −→ 1

2
qT c(t)q,

es decir, ḃs + c −→ c, lo cual evidentemente no altera la simetŕıa de cij(t) ni
su periodicidad. Podemos asumir entonces, sin perder generalidad que bij(t)
es antisimétrica.

Ahora notando que aij(t) es una matriz real y simétrica, vemos que puede
ser diagonalizada por una transformación de semejanza ortogonal, es decir,

∃s�s−1as = sT as = ad = diag(a1, ..., an), (2.10)

con ai(t) > 0 los autovalores de a(t). Tanto s(t) como ai(t) son T -periódicas.
Usando sT s = I ponemos ahora

L =
1

2
q̇T ssT assT q̇ + q̇T ssTbssTq− 1

2
qT ssT cssTq. (2.11)

Definiendo las “coordenadas normales”

Q := sTq⇒ q̇T = Q̇T sT + QT ṡT , (2.12)

3Se utiliza el convenio de suma sobre ı́ndices.

7
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se puede verificar que

L =
1

2
Q̇T adQ̇ + Q̇T ad(sT ṡ)Q + Q̇T (sTbs)Q

+
1

2
QT (ṡT s)ad(sT ṡ)Q + QT (ṡT s)(sTbs)Q− 1

2
QT (sT cs)Q.

Notemos primero que sT cs es simétrica y sTbs es antisimétrica, y que usando

sT s = I→ ṡT s + sT ṡ = 0⇒ (ṡT s)T = sT ṡ = −ṡT s,

se puede ver que ṡT s es antisimétrica. Esto implica que 1
2QT (ṡT s)ad(sT ṡ)Q+

QT (ṡT s)(sTbs)Q es la contracción de Q con una matriz simétrica T -periódi-
ca, y que puede absorberse en 1

2QT (sT cs)Q. Por otro lado Q̇T ad(sT ṡ)Q in-

volucra una matriz antisimétrica, y puede absorberse en Q̇T (sTbs)Q. En
definitiva, redefiniendo

sTq −→ q,

sT as −→ a = diag(a1, ..., an),

(sT as)(sT ṡ) + sTbs −→ b,

−(ṡT s)(sT as)(sT ṡ)− 2(ṡT s)(sTbs) + sT cs −→ c,

reducimos la Lagrangiana linealizada a la forma

L =
1

2
q̇T aq̇ + q̇Tbq− 1

2
qT cq =

1

2
ai(t)q̇i

2 + bij(t)q̇iqj −
1

2
cij(t)qiqj , (2.13)

con la enerǵıa cinética diagonalizada, bij antisimétrica y cij simétrica, y
todas T -periódicas.

Una última reducción consiste en reescalear las “coordenadas normales”
para absorber los coeficientes ai(t) > 0, como en (2.12) con

sT := diag

(
1√
a1(t)

, ...,
1√
an(t)

)
= s (2.14)

evidentemente simétrica y sas = I. Luego se puede probar que la Lagrangiana
tendrá la forma

L =
1

2
Q̇T IQ̇ + Q̇T saṡQ + Q̇T sbsQ +

1

2
QT ṡaṡQ

+ QT ṡbsQ− 1

2
QscsQ.

Notemos que siendo s diagonal, ṡ también lo es, y por lo tanto es simétrica.
Luego sbs y ṡbs son antisimétricas, mientras que scs, ṡaṡ y saṡ son simétricas.
Por lo tanto el término QT ṡbsQ es la contracción de Q con una matriz

8
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antisimétrica y se anula, mientras que 1
2QT ṡaṡQ es la contracción de Q con

una matriz simétrica y puede absorberse en 1
2QscsQ. Por otro lado

Q̇T saṡQ =
d

dt

(
1

2
QT saṡQ

)
− 1

2
QT d

dt
(saṡ)Q,

aśı que puede absorberse también en 1
2QscsQ. En definitiva, redefiniendo

sq −→ q,

sas −→ I,

sbs −→ b,

−ṡaṡ +
d

dt
(saṡ) + scs −→ c,

reducimos la Lagrangiana linealizada a la forma

L =
1

2
q̇T q̇ + q̇Tbq− 1

2
qT cq =

1

2
q̇i

2 + bij(t)q̇iqj −
1

2
cij(t)qiqj , (2.15)

con los coeficientes de la enerǵıa cinética todos iguales a la unidad, bij anti-
simétrica, cij simétrica, y ambas T -periódicas.

2.1.2. La estructura del Hamiltoniano linealizado

Todas las transformaciones realizadas en la Sección 2.1.1, son transfor-
maciones puntuales y, por lo tanto, las inducidas por ellas en el espacio de
fases son transformaciones canónicas [20]. Podemos entonces, limitarnos a
utilizar la relación hallada entre los coeficientes de H y los de L para escribir
la correspondiente expresión a la que podemos reducir el Hamiltoniano (ver
Ap. A.2). Usando que b es antisimétrica, es decir, bT = −b y que a = I,
tendremos

H(t) =

(
bT a−1b + c −bT a−1

−a−1b a−1

)
=

(
c− b2 b
−b I

)
=

(
C B
−B I

)
, (2.16)

y por consiguiente

H =
1

2
pTp +

1

2
qTBp− 1

2
pTBq +

1

2
qTCq, (2.17)

con B = b antisimétrica, C = c− b2 simétrica y ambas T -periódicas.

2.1.3. La estructura de las ecuaciones de movimiento linea-
lizadas

De las ecuaciones de Hamilton,(
q̇
ṗ

)
=

(
−B I
−C −B

)(
q
p

)
, (2.18)

9
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es decir,
q̇i = −Bijqj + pi,

ṗi = −Cijqj −Bijpj ,

tendremos

q̈i = −2Bij q̇j − (Ḃij + Cij +BikBkj)qj , i = 1, ..., n.

Por otro lado, de las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene

q̈i = −2bij q̇j − (ḃij + cij)qj , i = 1, ..., n.

Vemos que ambas versiones son equivalentes (como era de esperar) ya que
Bij = bij y Cij = cij − bikbkj . Vemos también que en el caso general, donde
bij o Bij dependen de t, el término “potencial”−(ḃij+cij)qj de las ecuaciones
de Euler-Lagrange contendrá una contribución antisimétrica no-trivial (y T -
periódica), debida a la presencia de ḃij ; sin embargo en el peŕıodo del sistema
dicha contribución es evidentemente de media nula, ya que

1

T

∫ T

0
ḃij(t)dt =

bij(T )− bij(0)

T
= 0

por periodicidad. Éste es justamente el caso en Leiva [5].
Finalmente notemos que en muchos casos (p.ej. Leiva [5]) los coeficientes

de la enerǵıa cinética resultan aij = δij , ya que partimos de las ecuaciones
de movimiento para una part́ıcula de masa m.

2.2. El sistema linealizado

Como hemos visto, si partimos de un Hamiltoniano con n g.l. T -periódico
H(q,p, t) = H(x, t), H(x, t0 + T ) = H(x, t0) ∀t0, donde x = (q,p) ∈
R2n, q,p ∈ Rn, y linealizamos alrededor de una solución φ(t) T -periódica
φ(t0 + T ) = φ(t0) ∀t0 aislada de las ecuaciones de Hamilton, poniendo
x = φ(t) + y y desarrollando hasta primer orden en y, el Hamiltoniano
lineal T -periódico con n g.l. quedará en el caso más general posible en la
forma

Hlin =
1

2
yTH(t)y, (2.19)

con H(t) una matriz real 2n × 2n T -periódica, independiente de y y no-
singular, de la forma

H(t) =

(
C B
−B I

)
, (2.20)

donde I es la identidad n × n, B(t) y C(t) son matrices T -periódicas n × n
reales, B(t) es antisimétrica y C(t) es simétrica (∀t). Ésto hace que (q,p) = y
sean variables canónicas y que ΩH(t) sea una matriz Hamiltoniana [18, 21],

10
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ya que H(t) es una matriz 2n× 2n real y simétrica (∀t). El Hamiltoniano se
escribirá entonces

Hlin =
1

2
pTp +

1

2
qTBp +

1

2
pTBTq +

1

2
qTCq, (2.21)

y las correspondientes ecuaciones de Hamilton

ẏ = ΩH(t)y, (2.22)

formarán un sistema (Hamiltoniano) lineal a coeficientes periódicos.

2.3. Propiedades fundamentales

Vamos a resumir varios resultados relevantes sobre estos sistemas [17,
18, 19, 20], algunos evidentes y otros no tanto.

(i) El mapa x(t0) 7→ x(t) es simpléctico, ya que la evolución temporal
(bajo el flujo generado por H(x, t) en este caso) es una transformación
canónica [20]. En particular el mapa-T , x(t0) 7→ x(t0+T ), es simplécti-
co dado un t0, y es el mapa de Poincaré Pt0 : x(t0) 7→ x(t0 + T )
adecuado a este problema.

(ii) φ(t0) es un punto fijo de Pt0 , ya que φ(t0) = φ(t0 + T ) [19].

(iii) El sistema lineal ẏ = ΩH(t)y es Hamiltoniano, con Hamiltoniano

Hlin(y, t) =
1

2
yTH(t)y, (2.23)

que es una forma cuadrática en y. Luego el mapa y(t0) 7→ y(t) también
es simpléctico, y también lo es el mapa-T y(t0) 7→ y(t0 + T ).

(iv) El mapa-T Mt0 : y(t0) 7→ y(t0 + T ) es la linealización de Pt0 alre-
dedor del punto fijo φ(t0). Esto se demuestra de la siguiente manera:
partimos de

Pt0(x(t0)) = x(t0 + T ),

y ponemos
x(t) = φ(t) + y(t),

entonces

Pt0(φ(t0) + y(t0)) = Pt0(φ(t0)) +
∂Pt0

∂x
(φ(t0))y(t) + ...

= φ(t0 + T ) + y(t0 + T ),

y usando Pt0(φ(t0)) = φ(t0) (por ser punto fijo) y φ(t0) = φ(t0 + T )
(por ser solución T -periódica),

∂Pt0

∂x
(φ(t0))y(t0) = y(t0 + T );

11
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luego, de la definición

Mt0(y(t0)) = y(t0 + T ),

es inmediato que

Mt0(y(t0)) =
∂Pt0

∂x
(φ(t0))y(t0). (2.24)

(v) El mapa-T Mt0 es lineal y simpléctico, y la matriz 2n× 2n

Mt0 :=
∂Pt0

∂x
(φ(t0)), (2.25)

es simpléctica ∀t0, ya que implementa la transformación (lineal)

y(t0 + T ) = Mt0y(t0), (2.26)

que es canónica por ser ẏ = ΩH(t)y un sistema Hamiltoniano.

(vi) Tomando 2n soluciones L.I. φi(t), i = 1, ..., 2n del sistema ẏ = ΩH(t)y
y formando la matriz fundamental 2n× 2n

Φ(t) :=

(
φ1(t) · · · φ2n(t)
↓ ↓

)
, (2.27)

vemos que

Φ(t0 + T ) = Mt0Φ(t0), (2.28)

luego la matriz Mt0 es por definición la matriz de monodromı́a del sis-
tema ẏ = ΩH(t)y (ver Verhulst, Sección 6.3[19]). En adelante cuando
no haya posibilidad de confusión, la escribiremos simplemente M.

(vii) Como con toda matriz de monodromı́a, existe una matriz constante
2n × 2n, que por conveniencia (sin perder generalidad) escribiremos
como ΩB (ver [19], Sección 6.3), tal que

M = eTΩB. (2.29)

Como M es simpléctica, la matriz eTΩB también lo es, y en general
Mn = enTΩB es simpléctica ∀n ∈ Z. Esto por śı solo no implica que
ΩB sea una matriz Hamiltoniana, en el sentido de que no siempre es
simétrica [21].

(viii) La matriz fundamental puede escribirse de acuerdo a Floquet ([19],
Sección 6.3)

Φ(t) = P(t)etΩB, (2.30)

donde P(t) es una matriz 2n× 2n T -periódica.
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(ix) Pongamos (sin perder generalidad) t0 = 0 y Φ(0) = I; entonces φi(t),
i = 1, ..., 2n son soluciones de ẏ = ΩH(t)y correspondientes respec-
tivamente a las C.I. φi,j(0) = δij . La solución φ(t) correspondiente a
C.I. arbitrarias φ(0) se escribe entonces

φ(t) = Φ(t)φ(0). (2.31)

Como el sistema lineal ẏ = ΩH(t)y es Hamiltoniano, la evolución
temporal φ(0)→ φ(t) implementada por el mapa lineal Φ(t) : φ(0)→
φ(t) = Φ(t)φ(0) es una transformación canónica (T.C.). Esto basta
para mostrar que Φ(t) es una matriz simpléctica ∀t.

2.4. La simplecticidad de M

Antes de analizar las consecuencias de que la matriz de monodromı́a M
sea simpléctica, daremos una descripción acerca de las variedades del sistema
que aparecerán más adelante.

La estabilidad lineal de una órbita periódica (OP) puede ser estudiada
directamente sobre la sección Σt0 del mapa de Poincaré al analizar la esta-
bilidad lineal del punto fijo φ(t0), que está determinado por los autovalores
de M. Los autovalores vienen de a pares tales que si λ es un autovalor, λ−1

también lo es (esto se verá más adelante en esta Sección). Entonces la sección
Σt0 puede dividirse en dos variedades 2D asociadas a cada par de autovalores
{λk, λ−1

k }, k = 1, 2 y una variedad 4D asociada a los autovalores {λ, λ−1, λ∗,

(λ∗)−1}, donde λ∗ es el complejo conjugado de λ. Éstas variedades pueden
ser silla (S) (silla de reflexión S̄), centro (C) o silla-foco (sf) (silla-foco de
reflexión s̄f).

I. Silla (S) o silla de reflexión (S̄): En esta estructura se tiene un par de
autovalores reales con |λk| > 1, es decir, λk > 1 o λk < 1, y obtenemos
trayectorias hiperbólicas. En el primer caso, las iteraciones evolucionan
únicamente sobre algunas de las ramas hiperbólicas (punto hiperbólico
ordinario o silla); en el segundo caso, las trayectorias evolucionan al-
ternándose en cada iteración entre las dos ramas (punto hiperbólico de
reflexión o silla de reflexión). Los correspondientes autovectores es y
eu son reales y tangentes a las variedades estable e inestable de φ(t0),
respectivamente. El mapa de Poincaré linealizado sobre la variedad li-
neal 2D generado por es y eu es hiperbólico, y sus conjuntos invariantes
son hipérbolas con asintótas a lo largo de los autovectores. El punto
fijo y la OP son linealmente inestables.

II. Centro (C): En esta estructura se tiene un par de autovalores comple-
jos conjugados con |λk| = 1 y obtenemos trayectorias eĺıpticas estables
alrededor del punto fijo. El punto fijo se denomina punto eĺıptico o
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centro. Los correspondientes autovectores ee y e∗e son complejos conju-
gados el uno del otro. El mapa de Poincaré linealizado sobre la variedad
lineal 2D generado por Re(ee) y Im(ee) es eĺıptico, y sus conjuntos in-
variantes son elipses con sus ejes principales a lo largo de estos vectores
reales. El punto fijo y la OP son orbitalmente estables (Verhulst, 1996
[19]) bajo la dinámica linealizada, pero la dinámica no lineal debe ser
considerada completamente para estudiar su estabilidad.

III. Silla-foco (sf) o silla-foco de reflexión (s̄f): En esta estructura los au-
tovalores vienen en pares conjugados con |λ| 6= 1 y Im(λ) 6= 0; estos
aparecen como un cuarteto de autovalores que son simétricos con res-
pecto al eje real y al ćırculo unidad; de ésta manera también tenemos
cuatro autovectores en C4 que vienen de a pares conjugados. El punto
fijo se denomina silla-foco ordinario. Tenemos una variedad estable 2D,
donde las trayectorias espiralan hacia el punto fijo, y una variedad ines-
table 2D, donde las trayectorias espiralan hacia afuera desde el punto
fijo; ambas variedades 2D son mutuamente ortogonales y comparten
como único punto, el punto fijo. Pese a la imposibilidad de representar
gráficamente esta situación un esquema simplificado se muestra en la
Figura 2.1.

Una representación esquemática de las variedades se puede ver en la
Figura 2.1.

El éxito del método de control dependerá de una buena elección de éstas
variedades; en particular para la estructura silla el método consistirá en anu-
lar las componentes en las direcciones inestables eu y posicionar la órbita
sobre la dirección estable es. Mientras que para la estructura centro consis-
tirá en la minimización de la enerǵıa debido a que no existe una dirección
estable o inestable. No brindaremos más detalles debido a que esto será ma-
terial de estudio de secciones posteriores.

Vamos a estudiar ahora algunas consecuencias de que M sea simpléctica.
Mucho de lo que diremos está tomado de Liechtenberg & Lieberman, (1983)
[17] (ver Sección 3.3a).

1. Sea v un autovector a derecha de M con autovalor λ, es decir,

Mv = λv (2.32)

Luego λ es una solución de la ecuación caracteŕıstica

det(M− λI) = 0, (2.33)

donde det(M − λI) es un polinomio en λ a coeficientes reales (porque
M es real), de grado 2n. Se puede probar transponiendo la ecuación
caracteŕıstica, que λ es también autovalor de MT . Luego ∃ w tal que

MTw = λw (2.34)
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Figura 2.1: Representación esquemática de las diferentes dinámicas. Arriba
izquierda: dinámica centro (C); en verde la variedad central 2D. Arriba de-
recha: dinámica silla (S); en azul la variedad estable 1D, en rojo la variedad
inestable 1D. Abajo: dinámica silla-foco (sf); en azul la variedad estable 2D,
en rojo la variedad inestable 2D.

2. Invirtiendo la última relación tenemos

1

λ
w = M−Tw (2.35)

(por ser M simpléctica, MT también lo es, y por lo tanto es no-singular
e invertible). Pero por ser MT simpléctica, tenemos

MΩMT = Ω, (2.36)

luego, es directo, usando (2.36) que

MΩw = λ−1Ωw, (2.37)

es decir, v = Ωw es autovector de M con autovalor λ−1. Luego si λ es
autovalor de M, λ−1 también lo es.

3. Por ser M real, si λ es autovalor, λ∗ también lo es.

4. En consecuencia, los autovalores de M pueden darse como:

i) pares λ, λ−1 de autovalores reales; el subespacio invariante es 2D,
con dinámica de silla ordinaria (S) si λ > 0, o de silla de reflexión
(S̄) si λ < 0;

3Notación: M−T = (MT )−1
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ii) pares λ, λ∗ de autovalores conjugados de módulo unidad, |λ| =
1, de modo que λ−1 = λ∗; el subespacio es invariante 2D, con
dinámica centro (C);

iii) cuartetos λ, λ∗, λ−1, λ−∗ de autovalores4 complejos con |λ| 6= 1;
el subespacio es invariante 4D, con dinámica silla-foco ordinaria
(sf) si Re(λ) > 0, o de silla-foco de reflexión (s̄f) si Re(λ) < 0.

Descartamos aqúı la posibilidad de pares (degenerados) de autovalores
1 ó -1. Para la clasificación de las dinámicas, ver p. ej. Gonchenko,
Turaev & Shilnikov (2004) [22].

5. Clasificando las posibilidades para diferentes grados de libertad, tene-
mos:

i) para 1 g.l., M es 2× 2 y las únicas dinámicas posibles son S ó C;

ii) para 2 g.l., M es 4× 4 y podemos tener SS, SC(ó CS), CC, ó sf;

iii) para 3 g.l., M es 6× 6 y podemos tener SSS, SSC (ó SCS ó CSS),
SCC (ó CSC ó CCS), Ssf (ó sfS), ó Csf (ó sfC).

En todos los casos cada S o s puede ser S̄ o s̄, respectivamente. Supon-
dremos que todos los autovalores son diferentes, p. ej., si tenemos 3
g.l. con dinámica SSS, λ1, λ2 y λ3 son todos distintos. O bien, si existe
el caso en que haya autovalores repetidos, los autovectores correspon-
dientes aún forman base, es decir, que M es diagonalizable.

2.5. Clasificación de las dinámicas

Con los resultados predecentes ya podemos proceder a clasificar las
dinámicas linealizadas posibles para 1, 2 y 3 g.l.

2.5.1. Un grado de libertad

Para un sistema de un 1 g.l. tenemos:
Dinámica C: los autovalores (multiplicadores caracteŕısticos) de M pue-

den escribirse λ = e−iωT , λ−1 = eiωT ; el origen es un punto eĺıptico; los
correspondientes autovectores serán v y v∗ ∈ C2, con

Mv = e−iωTv, Mv∗ = eiωTv∗.

Notando

M(Re(v)) = M

(
v + v∗

2

)
= cos(ωT ) Re(v) + sin(ωT ) Im(v),

M(Im(v)) = M

(
v − v∗

2i

)
= − sin(ωT ) Re(v) + cos(ωT ) Im(v),

4Notación: λ−∗ = (λ∗)−1
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vemos que en la base real {Re(v), Im(v)} la matriz se expresa

M =

(
cos(ωT ) sin(ωT )
− sin(ωT ) cos(ωT )

)
, (2.38)

es decir la matriz de rotación en ωT en sentido negativo (i.e. horario). No-
tando que

exp
(

0 ωT
−ωT 0

)
=
(

cos(ωT ) sin(ωT )
− sin(ωT ) cos(ωT )

)
vemos que en esa base

M = eTΩB, (2.39)

con

ΩB =

(
0 ω
−ω 0

)
, B =

(
ω 0
0 ω

)
,

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
evidentemente simétrica. También es evidente que

Mv = eTΩBv = e−iωTv⇒ ΩBv = −iωv,

Mv∗ = eTΩBv∗ = eiωTv∗ ⇒ ΩBv∗ = iωv∗,

es decir, v y v∗ son autovectores de ΩB con autovalores −iω y iω (módulo
2πi), respectivamente.

Dinámica S: los autovalores de M pueden escribirse λ = eηT , λ−1 =
e−ηT ; el origen es un punto hiperbólico ordinario; los correspondientes au-
tovectores serán v+ y v− ∈ R2, con

Mv+ = eηTv+, Mv− = e−ηTv−.

Definiendo

V+ :=
v+ + v−

2
, V− :=

v+ − v−
2

,

que son los correspondientes autovectores reales y tangentes a las variedades
inestable y estable de φ(t0), respectivamente, tenemos

MV+ = cosh(ηT )V+ + sinh(ηT )V−,

MV− = sinh(ηT )V+ + cosh(ηT )V−,

y vemos que en la base real {V+,V−} la matriz se expresa

M =

(
cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
, (2.40)

es decir la matriz de distorsión hiperbólica en ηT . Notando que

exp
(

0 ηT
ηT 0

)
=
(

cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
17
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vemos que en esa base, la matriz de monodromı́a está dada también por
(2.39) con

ΩB =

(
0 η
η 0

)
, B =

(
−η 0
0 η

)
,

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
evidentemente simétrica. También es evidente que

Mv+ = eTΩBv+ = eηTv+ ⇒ ΩBv+ = ηv+,

Mv− = eTΩBv− = e−ηTv− ⇒ ΩBv− = −ηv−,

es decir, v+ y v− son autovectores de ΩB con autovalores η y −η, respecti-
vamente.

Dinámica S̄: los autovalores de M pueden escribirse λ = −eηT = eηT+iπ,
λ−1 = −e−ηT = e−ηT+iπ; el origen es un punto hiperbólico de reflexión; los
correspondientes autovectores serán v+ y v− ∈ R2, con

Mv+ = −eηTv+, Mv− = −e−ηTv−.

Definiendo como antes

V+ :=
v+ + v−

2
, V− :=

v+ − v−
2

,

que nuevamente son los correspondientes autovectores reales y tangentes a
las variedades inestable y estable de φ(t0), respectivamente, tenemos

MV+ = − cosh(ηT )V+ − sinh(ηT )V−,

MV− = − sinh(ηT )V+ − cosh(ηT )V−,

y vemos que en la base real {V+,V−} la matriz se expresa

M = −
(

cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
, (2.41)

es decir la matriz de distorsión hiperbólica en ηT , pero agregando una re-
flexión respecto al origen. Como antes

exp
(

0 ηT
ηT 0

)
=
(

cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
vemos que en esa base, la matriz de monodromı́a está dada por

M = −eTΩB, (2.42)

con las mismas matrices del caso S, es decir, la primera Hamiltoniana y la
segunda simétrica. También es evidente que

18
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Mv+ = −eTΩBv+ = −eηTv+ ⇒ ΩBv+ = ηv+,

Mv− = −eTΩBv− = −e−ηTv− ⇒ ΩBv− = −ηv−,

es decir, v+ y v− son autovectores de ΩB con autovalores η y −η, respecti-
vamente, como en un punto hiperbólico ordinario.

Alternativamente podŕıamos usar que

exp

(
0 ηT + iπ

ηT + iπ 0

)
= −

(
cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
,

y poner en la misma base
M = eTΩB′ ,

con

ΩB′ =

(
0 η + iπ

T
η + iπ

T 0

)
, B′ =

(
−(η + iπ

T ) 0
0 −(η + iπ

T )

)
,

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda evi-
dentemente simétrica, pero no reales. En este caso también es evidente que

Mv+ = eTΩB′v+ = −eηTv+ ⇒ ΩB′v+ = (η +
iπ

T
)v+,

Mv− = eTΩB′v− = −e−ηTv− ⇒ ΩB′v− = −(η − iπ

T
)v−,

es decir, v+ y v− son autovectores de ΩB′ con autovalores (η+ iπ
T ) y−(η+ iπ

T ),
respectivamente.

Por último otra alternativa distinta seŕıa usar que

exp

(
iπ ηT
ηT iπ

)
= −

(
cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
,

que nos da otra ΩB′ diferente (pero que tampoco es real), por supuesto con
los mismos autovalores (módulo 2πi) y autovectores. Veremos más adelante
que la imposibilidad de escribir en este caso M = eTΩB con ΩB real, no tiene
consecuencias relevantes para el desarrollo del método de control.

2.5.2. Dos grados de libertad

Para un sistema de 2 g.l. las posibles dinámicas serán combinaciones de
una silla y un centro del caso predecente de 1 g.l., es decir, podrán ser silla-
silla (SS), silla-centro (SC) (o centro-silla (CS)) o centro-centro (CC). Por lo
tanto, para éstos casos la dinámica se desarrolla independientemente en dos
subvariedades lineales 2D de C4 (dos planos ortogonales entre śı). La única
novedad para un sistema de 2 g.l. es la posibilidad de que la dinámica se
desarrolle por completo en una sola variedad de C4, caso que se denomina
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silla-foco (sf). Cabe recordar que en todas las dinámicas que contengan una
silla, son también posibles una silla de reflexión y por lo tanto existe una
dinámica silla-foco de reflexión, que llamaremos s̄f.

Analicemos entonces las “nuevas” dinámicas que aparecen para éstos sis-
temas, es decir, los casos sf y s̄f. El resto de los casos en 2 g.l. se detallan en
el Apéndice B.1.

Dinámica sf : los autovalores de M pueden escribirse λ = e(η−iω)T ,
λ∗ = e(η+iω)T , λ−∗ = e−(η+iω)T , λ−1 = e−(η−iω)T ; el origen es una silla-
foco ordinaria; los correspondientes autovectores serán (v+, v∗+, v−, v∗−) ∈
C4, con

Mv+ = e(η−iω)Tv+, Mv∗+ = e(η+iω)Tv∗+,

Mv− = e−(η+iω)Tv−, Mv∗− = e−(η−iω)Tv∗−.

Notando

M(Re(v+)) = eηT (cos(ωT ) Re(v+) + sin(ωT ) Im(v+)),

M(Im(v+)) = eηT (− sin(ωT ) Re(v+) + cos(ωT ) Im(v+)),

M(Re(v−)) = e−ηT (cos(ωT ) Re(v−) + sin(ωT ) Im(v−)),

M(Im(v+)) = e−ηT (− sin(ωT ) Re(v−) + cos(ωT ) Im(v−)),

vemos que en la base real {Re(v+), Im(v+), Re(v−), Im(v−)} la matriz se
expresa

M =

 eηT cos(ωT ) eηT sin(ωT ) 0 0

−eηT sin(ωT ) eηT cos(ωT ) 0 0

0 0 e−ηT cos(ωT ) e−ηT sin(ωT )

0 0 −e−ηT sin(ωT ) e−ηT cos(ωT )

 (2.43)

es decir dos rotaciones de ángulo ωT en sentido negativo, una con expan-
sión en ηT y la otra con contracción en ηT , en dos planos mutuamente
ortogonales. Calculando por bloques es inmediato que

exp

(
ηT ωT 0 0
−ωT ηT 0 0

0 0 −ηT ωT
0 0 −ωT −ηT

)
=

 eηT cos(ωT ) eηT sin(ωT ) 0 0

−eηT sin(ωT ) eηT cos(ωT ) 0 0

0 0 e−ηT cos(ωT ) e−ηT sin(ωT )

0 0 −e−ηT sin(ωT ) e−ηT cos(ωT )


y vemos que en esa base la matriz de monodromı́a está dada por (2.39), con

ΩB =

(
η ω 0 0
−ω η 0 0
0 0 −η ω
0 0 −ω −η

)
, B =

(
0 0 η −ω
0 0 ω η
η ω 0 0
−ω η 0 0

)
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donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
simétrica. También vemos que

Mv+ = eTΩBv+ = e(η−iω)Tv+ ⇒ ΩBv+ = (η − iω)v+,

Mv∗+ = eTΩBv∗+ = e(η+iω)Tv∗+ ⇒ ΩBv∗+ = (η + iω)v∗+,

Mv− = eTΩBv− = e−(η+iω)Tv− ⇒ ΩBv− = −(η + iω)v−,

Mv∗− = eTΩBv∗− = e−(η−iω)Tv∗− ⇒ ΩBv∗− = −(η − iω)v∗−,

es decir, (v+, v∗+, v−, v∗−) son autovectores de ΩB con autovalores (η− iω),
(η + iω), −(η + iω), −(η − iω), respectivamente.

Dinámica s̄f : procediendo de manera similar que antes, para este caso
los autovalores de M pueden escribirse λ = −e(η−iω)T , λ∗ = −e(η+iω)T ,
λ−∗ = −e−(η+iω)T , λ−1 = −e−(η−iω)T ; el origen es una silla-foco de reflexión;
los correspondientes autovectores serán (v+, v∗+, v−, v∗−) ∈ C4, con

Mv+ = −e(η−iω)Tv+, Mv∗+ = −e(η+iω)Tv∗+,

Mv− = −e−(η+iω)Tv−, Mv∗− = −e−(η−iω)Tv∗−.

Notando

M(Re(v+)) = −eηT (cos(ωT ) Re(v+) + sin(ωT ) Im(v+)),

M(Im(v+)) = −eηT (− sin(ωT ) Re(v+) + cos(ωT ) Im(v+)),

M(Re(v−)) = −e−ηT (cos(ωT ) Re(v−) + sin(ωT ) Im(v−)),

M(Im(v+)) = −e−ηT (− sin(ωT ) Re(v−) + cos(ωT ) Im(v−)),

vemos que en la base real {Re(v+), Im(v+), Re(v−), Im(v−)} la matriz se
expresa

M = −

 eηT cos(ωT ) eηT sin(ωT ) 0 0

−eηT sin(ωT ) eηT cos(ωT ) 0 0

0 0 e−ηT cos(ωT ) e−ηT sin(ωT )

0 0 −e−ηT sin(ωT ) e−ηT cos(ωT )

, (2.44)

es decir dos rotaciones de ángulo ωT en sentido negativo, una con expansión
en ηT y la otra con contracción en ηT , en dos planos mutuamente orto-
gonales, más una reflexión respecto del origen. Calculando por bloques es
inmediato que

exp

(
ηT ωT 0 0
−ωT ηT 0 0

0 0 −ηT ωT
0 0 −ωT −ηT

)
=

 eηT cos(ωT ) eηT sin(ωT ) 0 0

−eηT sin(ωT ) eηT cos(ωT ) 0 0

0 0 e−ηT cos(ωT ) e−ηT sin(ωT )

0 0 −e−ηT sin(ωT ) e−ηT cos(ωT )


y vemos que en esa base la matriz de monodromı́a está dada por (2.42) con

ΩB =

(
η ω 0 0
−ω η 0 0
0 0 −η ω
0 0 −ω −η

)
, B =

(
0 0 η −ω
0 0 ω η
η ω 0 0
−ω η 0 0

)
, (2.45)
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donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
simétrica como antes. También vemos que como en el caso sf, (v+, v∗+, v−,
v∗−) son autovectores de ΩB con autovalores (η − iω), (η + iω), −(η + iω),
−(η − iω), respectivamente.

Un resultado notable que puede probarse es que en este caso śı existe
una matriz Hamiltoniana real cuya exponencial es la matriz de monodromı́a,
a diferencia del caso S̄: basta tomar la matriz ΩB del caso sf y reemplazar
ω por ω + π

T . Sin embargo, por uniformidad con el tratamiento del caso S̄
en 1D, preferimos utilizar las expresiones (2.44) y (2.45)

2.5.3. Tres grados de libertad

Para un sistema de 3 g.l. no hay ninguna novedad relevante, sólo se
puede decir que las combinaciones de los casos precedentes para sistemas
de 1 y 2 g.l. darán forma a todas las dinámicas que se puedan obtener, es
decir, podrán ser: SSS, SSC (o SCS o CSS), SCC (o CSC o CCS) y CCC,
que se desarrollan independientemente en tres subvariedades lineales 2D de
C6. Las otras dinámicas posibles son: sfS (o Ssf) y sfC (o Csf), las cuales
se desarrollan independientemente en dos subvariedades lineales, 4D para el
caso sf y 2D para S o C, de C6. Cabe recordar que en todos los casos que
aparece una dinámica S o sf es también posible una S̄ o s̄f, respectivamente.

Vemos entonces que la dinámica para un sistema de 3 g.l. se puede des-
acoplar como un sistema de 2 g.l. más un sistema de 1 g.l. Estas dinámicas
no las explicitaremos debido a la extensión de escribir autovectores y auto-
valores para matrices 6× 6 y a que, como mencionamos antes, no hay nada
nuevo en estas dinámicas ya que se las pueden expresar en términos de las
estudiadas en 1 y 2 g.l.

2.6. El sistema autónomo equivalente

Vamos a ver ahora que, para 1, 2 ó 3 g.l. podemos interpretar la matriz de
monodromı́a M del sistema linealizado, como la matriz fundamental Φeq(t)
de un sistema autónomo equivalente (SAE) evaluada a t = T .

2.6.1. Un grado de libertad

Procedemos de acuerdo a la clasificación de las dinámicas.

Dinámica C: Hemos visto que en la base real {Re(v),Im(v)}, donde

Mv = e−iωTv, Mv∗ = eiωTv∗,

tenemos

M = eTΩB, (2.46)
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con

M =
(

cos(ωT ) sin(ωT )
− sin(ωT ) cos(ωT )

)
, ΩB =

(
0 ω
−ω 0

)
, B = ( ω 0

0 ω ).

Consideremos el Hamiltoniano autónomo

Heq =
1

2
zTBz, (2.47)

cuyas ecuaciones de Hamilton son

ż = ΩBz, (2.48)

lineales y autónomas. Su matriz fundamental “canónica”5 será

Φeq(t) = etΩB, (2.49)

de modo que evidentemente tendremos

M = Φeq(T ) (2.50)

.
Dinámica S: Hemos visto que en la base real V+ =

(
v++v−

2

)
, V− =(

v+−v−
2

)
, tenemos una matriz de monodromı́a dada por (2.46), pero ahora

con

M =
(

cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
, ΩB =

(
0 η
η 0

)
, B =

(
−η 0
0 η

)
.

Se puede probar que si consideramos el Hamiltoniano autónomo con sus
ecuaciones lineales y la matriz fundamental “canónica”, es decir, ż = ΩBz y
Φeq(t) = etΩB, respectivamente, recuperamos la matriz de monodromı́a que
en el caso de la dinámica centro, es decir, obtenemos M = Φeq(T ).

Dinámica S̄: Realizando un análisis similar que en el caso para la
dinámica silla ordinaria, obtenemos la misma base real, pero ahora la matriz
de monodromı́a es

M = −eTΩB,

con

M = −
(

cosh(ηT ) sinh(ηT )
sinh(ηT ) cosh(ηT )

)
, ΩB =

(
0 η
η 0

)
, B =

(
−η 0
0 η

)
,

de modo que si consideremos el Hamiltoniano autónomo con sus ecuaciones
lineales y la matriz fundamental “canónica”tendremos

M = −Φeq(t).

En este caso debemos agregar expĺıcitamente una reflexión respecto del ori-
gen, pero como las variedades estable Es = Span{v−} e inestable Eu =

5Se reduce a la identidad para t = 0.
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Span{v+} del sistema linealizado6 son invariantes bajo reflexión respecto
del origen, los “vectores de control” del método de control (ver Sección 2.11)
podrán construirse exactamente como para una dinámica S. Es decir, a este
respecto podemos ignorar la distinción entre puntos hiperbólicos ordinarios
y de reflexión.

Por otro lado, ya hemos visto que podemos construir matrices Hamilto-
nianas ΩB constantes y tales que M = eTΩB, sin explicitar la reflexión, pero
en este caso no son reales. Notablemente, podemos construir un sistema
Hamiltoniano lineal y real cuya matriz fundamental satisface M = Φeq(T ),
pero sólo en cierto sentido será autónomo. Veamos como hacerlo:

Consideremos el sistema T -periódico

ẏ = A(t)y, y ∈ R2,

con

A(t) =

(
η sin( 2π

T
t) η cos( 2π

T
t)+ π

T

η cos( 2π
T
t)− π

T
−η sin( 2π

T
t)

)
, Ω−1A(t) =

(
π
T
−η cos( 2π

T
t) η sin( 2π

T
t)

η sin( 2π
T
t) π

T
+η cos( 2π

T
t)

)
,

donde A(t) es T -periódica. Notemos que como Ω−1A(t) es simétrica, entonces
A(t) es Hamiltoniana. Siguiendo a Verhulst (Sección 6.3) [19], definamos

Φ(t) := P(t)etΩB, P(t) :=
(

cos( π
T
t) sin( π

T
t)

− sin( π
T
t) cos( π

T
t)

)
, ΩB :=

(
0 η
η 0

)
.

Es inmediato verificar por substitución que

Φ̇ = A(t)Φ, Φ(0) = I,

aśı que Φ(t) es la matriz fundamental “canónica” del sistema ẏ = A(t)y.
Pero hay que notar también que la descomposición Φ(t) := P(t)etΩB no es
(exactamente) la del Teorema de Floquet (ver Verhulst, Sección 6.3) [19], ya
que P(t) es 2T -periódica en lugar de T -periódica, y en particular P(T ) = −I.
Sin embargo si definimos (como en el Teorema de Floquet) nuevas variables
z ∈ R2 como y = P(t)z, un cálculo directo y completamente análogo al
de Floquet muestra que ż = ΩBz. Éste es un sistema Hamiltoniano, real,
autónomo y lineal, con solución general y matriz fundamental “canónica”
dadas por

z(t) = etΩBz(0), Φlin(t) = etΩB.

Luego, la matriz fundamental y la matriz de monodromı́a del problema
original pueden ponerse

Φ(t) = P(t)Φlin(t), M = Φ(T ),

6La variedad estable de un sistema lineal ẋ = Ax con A una matriz n×n, está definida
como el subespacio lineal Es de Rn que es igual a la suma sobre los autoespacios genera-
lizados con autovalores λ que tienen parte real negativa. Similarmente, para la variedad
inestable Eu de un sistema lineal sumamos sobre los autovalores λ con parte real positiva.
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que es justamente el resultado que queremos.

Vemos entonces que también en este caso existe un sistema Hamiltoniano
autónomo equivalente, que es justamente ż = ΩBz, con matriz fundamental
“canónica” Φlin(t) = etΩB, pero debemos tomar al estilo del Teorema de
Floquet

M = P(T )Φlin(T ), (2.51)

y como P(T ) = −I, esto es equivalente a lo que pusimos al principio. Sin em-
bargo, y quizá más importante, tenemos el resultado de que P(t) es simplécti-
ca (∀t): PT (t)ΩP(t) =

(
0 1
−1 0

)
= Ω.

Debido a esto, la transformación y = P(t)z es canónica, y por lo tanto
lleva el sistema Hamiltoniano original (lineal y T -periódico) ẏ = ΩH(t)y con
Hamiltoniano 1

2yTH(t)y, al sistema Hamiltoniano lineal y autónomo ż =
ΩBz con Hamiltoniano 1

2zTBz. Lo más ventajoso de este resultado es que,
como P(T ) = −I, los autovalores λ de M siguen guardando la relación λ =
−eTµ con los autovalores de ΩB y, más importante aún, los autovectores de
M siguen siendo autovectores de ΩB y viceversa, lo que permite determinar
el espectro y base natural de M a partir del espectro y la base natural de
ΩB.

Versión unificada

A partir de lo expuesto anteriormente, podemos unificar formalmente los
tres casos, poniendo siempre

M = P(T )Φlin(T ) = P(T )eTΩB, (2.52)

donde la matriz P(T ) será −I para el caso S̄ e I para cualquier otro caso.

2.6.2. Dos y tres grados de libertad

Para éstos sistemas no hay diferencia en lo que respecta al de un g.l., co-
mo ya se dijo, éstos sistemas serán combinaciones de las distintas dinámicas
y a lo sumo tendrán una sf o s̄f en una subvariedad lineal 4D de C4 o una
subvariedad lineal 4D más una lineal 2D de C6 para 2 o 3 g.l., respectiva-
mente.

Por lo tanto, al igual que antes podemos unificar formalmente todos los
casos poniendo siempre la matriz de monodromı́a como en (2.52), donde
obviamente cambiarán P(T ) y B según el tipo de dinámica y de cuantos
grados de libertad tenga el sistema. En particular, P(T ) es diagonal por
bloques 2 × 2 que son −I para una dinámica S̄ o s̄f, o I para cualquier otro
caso.
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2.7. El “teorema fundamental”

Podemos resumir (algunos de) los resultados hallados hasta ahora en el
siguiente

Teorema:
Dado un Hamiltoniano realH(x, t), x = (q,p), T -periódico, i.e.,H(x, t0+

T ) = H(x, t0) ∀t0 con n g.l. (x ∈ R2n,q,p ∈ Rn), y una solución T -periódica
aislada x = φ(t) de las correspondientes ecuaciones de Hamilton,

1) el sistema linealizado alrededor de φ(t), con x = φ(t) + y tenemos que
el sistema

ẏ = ΩH(t)y, (2.53)

es Hamiltoniano, lineal y T -periódico, con Hamiltoniano

Hlin(y, t) =
1

2
yTH(t)y, H(t) =

∂2H

∂x2
(φ(t), t); (2.54)

2) siempre existe una transformación canónica que deja la matriz T -periódi-
ca H(t) en la forma

H(t) =

(
C(t) B(t)
−B(t) I

)
, (2.55)

con B(t) y C(t) T -periódicas, B(t) antisimétrica y C(t) simétrica;

3) siempre existe una transformación canónica

y = P(t)z, (2.56)

con P(t) simpléctica y 2T -periódica (esto incluye P(t) constante) que
lleva el sistema ẏ = ΩH(t)y al sistema equivalente Hamiltoniano, real,
lineal y autónomo de n g.l.

ż = ΩBz, (2.57)

con Hamiltoniano

Heq(z) =
1

2
zTBz, (2.58)

y ΩB una matriz Hamiltoniana 2n× 2n constante;

4) la matriz de monodromı́a M del sistema ẏ = ΩH(t)y es simpléctica, y en
su “base natural” (real) tiene la forma

M = P(T )eTΩB, (2.59)

donde P(T ) es diagonal por bloques 2×2 que son o bien−I para dinámicas
S̄ o s̄f, o bien I para cualquier otro caso.
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2.8. Ecuaciones de movimiento

Vamos a estudiar ahora algunas de las consecuencias de lo anterior, res-
pecto a las ecuaciones de movimiento linealizadas y sus soluciones, tanto en
la formulación Hamiltoniana como en la Lagrangiana.

2.8.1. Matrices fundamental y de monodromı́a

Ya hemos visto que las ecuaciones de Hamilton(
q̇
ṗ

)
=

(
−B I
−C −B

)(
q
p

)
,

llevan al sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden T -periódico

q̈i = −2bij q̇j − (Ḃij + Cij +BikBkj)qj , i = 1, ..., n,

y las ecuaciones de Euler-Lagrange llevan al sistema

q̈i = −2bij q̇j − (ḃij + cij)qj , i = 1, ..., n,

equivalente ya que Bij = bij y Cij = cij − bikbkj . Estos sistemas pueden
escribirse matricialmente como

d

dt

(
q
q̇

)
=

(
0 I
U Ω̄

)(
q
p

)
,

donde U y Ω̄ son ambas T -periódicas y están dadas por:

Uij(t) = −(Ḃij + Cij +BikBkj) = −(ḃij + cij),

Ω̄ij(t) = −2Bij = −2bij .

La transformación de Legendre de (q, q̇) a (q,p) y su inversa vienen
dadas por(

q
p

)
=

(
I 0

B(t) I

)(
q
q̇

)
,

(
q
q̇

)
=

(
I 0

−B(t) I

)(
q
p

)
. (2.60)

Sea ΦH(t) la matriz fundamental “canónica” del sistema Hamiltoniano
que satisface

Φ̇H =

(
−B(t) I
−C(t) −B(t)

)
ΦH , ΦH(0) = I, (2.61)

y sea ΦL(t) una matriz fundamental del sistema Lagrangiano, que satisface

Φ̇L =

(
0 I

U(t) Ω̄(t)

)
ΦL, (2.62)
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CAPÍTULO 2. DESARROLLO TEÓRICO

con C.I. no espeficadas aún. Es inmediato que la multiplicación (a derecha)
de una matriz fundamental por una matriz constante no-singular arbitraria
Ψ dará otra matriz fundamental. Ahora, las columnas de ΦH y de ΦLΨ
son, respectivamente, soluciones (L.I.) de las ecuaciones de Hamilton y de
Euler-Lagrange; aśı que la relación entre ellas dada por la transformación
de Legendre hace que

ΦH =

(
I 0

B(t) I

)
ΦLΨ, ΦLΨ =

(
I 0

−B(t) I

)
ΦH . (2.63)

Luego, si queremos que ΦL(t) sea la matriz fundamental “canónica” del
sistema Lagrangiano, debemos tener(

I 0
−B(0) I

)
Ψ−1 = I⇒ Ψ =

(
I 0

−B(0) I

)
.

La relación entre las matrices fundamentales “canónicas ” de ambos sis-
temas es entonces

ΦH =

(
I 0

B(t) I

)
ΦL

(
I 0

−B(0) I

)
,

ΦL =

(
I 0

−B(t) I

)
ΦH

(
I 0

B(0) I

)
.

Notemos que si B(t) fuera constante, ambas matrices fundamentales
“canónicas” seŕıan semejantes, a través de una transformación de la forma
ΦL = S−1ΦHS. Mas aún, aunque B(t) dependa del tiempo es por hipótesis
T -periódica, B(t0 + T ) = B(t0) ∀t0. Definamos las matrices

L0 :=

(
I 0

B(0) I

)
, L−1

0 :=

(
I 0

−B(0) I

)
, (2.64)

que implementan las transformaciones de Legendre y su inversa a t = 0.
Luego las matrices de monodromı́a Hamiltoniana y Lagrangiana son seme-
jantes:

MH = ΦH(T ) =

(
I 0

B(0) I

)
ΦL(T )

(
I 0

−B(0) I

)
= L0MLL−1

0 ,

ML = ΦL(T ) =

(
I 0

−B(0) I

)
ΦH(T )

(
I 0

B(0) I

)
= L−1

0 MHL0.

(2.65)

Esto permite aplicar todo lo que hemos deducido para la matriz de mo-
nodromı́a MH del sistema Hamiltoniano a la matriz de monodromı́a ML del
sistema Lagrangiano, directamente y sin modificación alguna, ya que MH

y ML son simplemente representaciones del mismo operador lineal en dos
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bases diferentes y (entre otras propiedades), tienen los mismos autovalores
λi, = 1, ...n, y sus autovectores guardan la relación:

MHvi = λivi ⇔ MLL−1
0 vi = λiL

−1
0 vi,

MLwj = λjwj ⇔ MHL0wj = λjL0wj ,

es decir, si vi es autovector de MH al autovalor λi, wi = L−1
0 vi es autovector

de ML al mismo autovalor. Una ventaja de este hecho es que podemos calcu-
lar la matriz de monodromı́a integrando numéricamente el sistema que más
nos guste (en general usaremos el Lagrangiano). Otra, y más importante, es
que dada la matriz

SH :=

(
v1 · · · vn
↓ ↓

)
, (2.66)

que diagonaliza MH como

S−1
H MHSH = diag(λ1, ..., λn),

la matriz

SL := L−1
0 SH =

(
w1 · · · wn

↓ ↓

)
, (2.67)

diagonalizará ML, ya que

S−1
H MHSH = S−1

H L0MLL−1
0 SH = (L−1

0 SH)−1ML(L−1
0 SH) = S−1

L MLSL,

y en consecuencia el sistema autónomo equivalente será el mismo sin im-
portar que partamos del sistema Hamiltoniano o del Lagrangiano. Esto era
f́ısicamente de esperar, ya que ambos sistemas representan la misma dinámi-
ca.

2.8.2. El sistema autónomo equivalente (SAE)

Si volvemos casi al principio, de igual manera que en la Sección 2.1, donde
dedujimos la forma más general posible para un Hamiltoniano T -periódico
linealizado alrededor de una solución T -periódica, vemos que lo mismo puede
aplicarse a la linealización de un Hamiltoniano autónomo alrededor de un
punto cŕıtico o solución de equilibrio.

Consideremos un Hamiltoniano autónomo con n grados de libertadH(q,p),
x = (q,p). Las ecuaciones de Hamilton serán

ẋ = Ω

(
∂H

∂x

)T
= Ω(∇xH)T .

Consideremos también una solución de equilibrio φ = (φq,φp)
T , y ahora

linealizando las ecs. de movimiento alrededor de φ tomando x = φ + y y
truncando a primer orden, se obtiene el sistema lineal autónomo

ẏ = ΩHeqy, Heq :=

(
∂2H

∂x2
(φ)

)T
=
∂2H

∂x2
(φ),
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donde Heq es una matriz 2n×2n constante, que por construcción es simétrica.
Como antes, vamos a suponer que la linealización es no-degenerada, es decir
det(Heq) 6= 0 ∀t, y por lo tanto la solución φ es un punto cŕıtico aislado [19].

De aqúı en adelante todas las propiedades que dedujimos para el Hamil-
toniano, la Lagrangiana y el sistema T -periódico, se deducen exactamente de
la misma forma para el Hamiltoniano, la Lagrangiana y el sistema autónomo.
En particular:

1) La Lagrangiana linealizada puede reducirse a la forma

Leq =
1

2
q̇T q̇ + q̇T b̄q− 1

2
qT c̄q =

1

2
q̈i

2 + b̄ij q̇iqj −
1

2
c̄ijqiqj ,

con los coeficientes de la enerǵıa cinética todos iguales a 1, b̄ij antisimétri-
ca, c̄ij simétrica, y ambas constantes.

2) EL correspondiente Hamiltoniano linealizado se reduce a la forma

Heq =
1

2
pTp +

1

2
qT B̄p− 1

2
pT B̄q +

1

2
qT C̄q,

con B̄ = b̄ antisimétrica, C̄ = c̄− b̄2 simétrica y ambas constantes.

3) Las ecuaciones de Hamilton quedan(
q̇
ṗ

)
=

(
−B̄ I
−C̄ −B̄

)(
q
p

)
,

de donde tendremos

q̈i = −2B̄ij q̇j − (C̄ij + B̄ikB̄kj)qj , i = 1, ..., n.

4) Las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= q̈i + 2b̄ij q̇j + c̄ijqj = 0,

luego
q̈i = −2b̄ij q̇j − c̄ijqj , 1, ..., n.

5) Ambas versiones son equivalentes (como era de esperar) ya que B̄ij = b̄ij
y C̄ij = c̄ij − b̄ik b̄kj , y el término “potencial” −cijqj de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es puramente simétrico.

6) El sistema Lagrangiano autónomo puede ponerse en la forma

d

dt

(
q
q̇

)
=

(
0 I
U Ω̄

)(
q
q̇

)
,

donde U es n×n simétrica, Ω̄ es n×n antisimétrica, ambas son constantes
y están dadas por

Uij = −(C̄ij + B̄ikB̄kj) = −c̄ij ,
Ω̄ij = −2B̄ij = −2b̄ij .
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2.8.3. Relación entre el SAE y el sistema T -periódico

Supongamos que tenemos un sistema T -periódico dado con matriz de
monodromı́a Lagrangiana y el SAE en la forma

ML = P(T )eTΩB, ẋ = Ax, (2.68)

con

x :=

(
q
q̇

)
, A :=

(
0 I
U Ω̄

)
. (2.69)

Del “teorema fundamental” y los resultados que le siguen, es inmediato que
las matrices 2n×2n constantes ΩB y A deben ser semejantes; si ambas están
escritas en la misma base, entonces, deben ser iguales:

ΩB = A. (2.70)

Por lo tanto si
Axi = µixi, i = 1, ..., 2n,

y

S−1
eq ASeq = diag(µ1, ..., µ2n), Seq :=

(
x1 · · · x2n

↓ ↓

)
,

entonces
S−1
eq e

TΩBSeq = S−1
eq e

TASeq = diag(λ1, ..., λ2n), (2.71)

con
λi = eTµi , i = 1, ..., 2n. (2.72)

Es más, si recordamos que M = Φ(T ) = P(T )eTΩB, tendremos para la matriz
de monodromı́a Lagrangiana7

ML = TLMT−1
L = TLP(T )T−1

L eTAL ,

y si suponemos MLXi = λiXi ⇔ ALXi = µiXi, i = 1, ..., 6 tomando por
ejemplo uno de los autovalores como λ1 = ±λ recuperamos

MLX1 = ±X1.

Esto implica que el signo del autovalor no tiene ningún efecto sobre los auto-
vectores, sino que dicho signo puede “sacarse” fuera en forma de constante
multiplicativa sin alterar la estructura del autovector. Esto será ventajoso
más adelante para probar que no hay distinción entre los vectores de control
para las dinámicas S y S̄, y sf y s̄f.

Por otro lado, la base donde la dinámica es más directa de analizar es
aquella donde M adopa la “forma canónica” real diagonal por bloques; por
ser ML y MH semejantes, esta forma es alguna de las mismas que ya deter-
minamos como posibles para MH . Existirá por tanto una segunda transfor-
mación de semejanza, que lleve directamente A a su “forma canónica” real.
Vamos a proceder ahora a determinarla, de acuerdo al número n de g.l. y
de acuerdo a las diferentes dinámicas.

7El mismo procedimiento es válido para la matriz de monodromı́a Hamiltoniana MH .
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2.8.4. Dinámica para un grado de libertad

Recordando las expresiones ya obtenidas para M, B y Ω en la Sec-
ción 2.5.1 podemos obtener los autovalores y autovectores de ΩB para cada
dinámica.

Dinámica C: Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son

µ1 = iω ↔ w1 =

(
1
i

)
, µ2 = −iω ↔ w2 =

(
1
−i

)
.

Luego poniendo

SC =

(
w1 w2

↓ ↓

)
=

(
1 1
i −i

)
, S−1

C =
1

2

(
1 −i
1 i

)
,

tenemos

S−1
C (ΩB)SC =

(
iω 0
0 −iω

)
= diag(µ1, µ2).

Por otro lado debemos tener

Axi = µixi, i = 1, 2,

con

S−1
eq ASeq = diag(µ1, µ2), Seq :=

(
x1 x2

↓ ↓

)
.

Entonces

S−1
C (ΩB)SC = S−1

eq ASeq ⇒ ΩB = (SeqS
−1
C )−1A(SeqS

−1
C ),

de donde es inmediato que la transformación de semejanza que reduce A a
ΩB viene dada por

T = SeqS
−1
C =

(
x1+x2

2
x1−x2

2i
↓ ↓

)
,

y su inversa T−1, es decir,

T−1AT = ΩB =

(
0 ω
−ω 0

)
.

Dinámica S: Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son

µ1 = η ↔ w1 =

(
1
1

)
, µ2 = −η ↔ w2 =

(
1
−1

)
.
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Luego poniendo

SS =

(
w1 w2

↓ ↓

)
=

(
1 1
1 −1

)
, S−1

S =
1

2

(
1 1
1 −1

)
,

tenemos

S−1
S (ΩB)SS =

(
η 0
0 −η

)
= diag(µ1, µ2).

Por otro lado debemos tener

Axi = µixi, i = 1, 2,

con

S−1
eq ASeq = diag(µ1, µ2), Seq :=

(
x1 x2

↓ ↓

)
.

Entonces

S−1
S (ΩB)SS = S−1

eq ASeq ⇒ ΩB = (SeqS
−1
S )−1A(SeqS

−1
S ),

de donde es inmediato que la transformación de semejanza que reduce A a
ΩB viene dada por

T = SeqS
−1
S =

(
x1+x2

2
x1−x2

2
↓ ↓

)
,

y su inversa T−1, es decir,

T−1AT = ΩB =

(
0 η
η 0

)
.

Dinámica S̄: Los autovalores µi y los autovectores wi de ΩB son los
mismos del caso S, y el resto del desarrollo sigue igual; lo único que cambia
es P(T ) =

(−1 0
0 −1

)
. Tendremos entonces

T−1AT = ΩB =

(
0 η
η 0

)
.

con la misma T del caso S.

2.8.5. Dinámica para dos y tres grados de libertad

Al igual que para 1 g.l., puede probarse para 2 y 3 g.l. que los casos con
una dinámica S̄ o s̄f pueden asimilarse, en lo que hace al SAE, a los corres-
pondientes a dinámicas S o sf respectivamente. Se puede probar que todos
los casos resultan combinaciones de las dinámicas de 1 y 2 g.l. ya analizadas.
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Siguiendo los casos seleccionados en la Sección 2.5.2 cuando se determina-
ron las matrices M y B (por consiguiente ΩB), se da sólo una descripción
para los casos sf y s̄f. Expĺıcitamente las dinámicas restantes para 2 g.l. se
detallan en el Apéndice B.2.

Dinámica sf : Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son

µ1 = η − iω ↔ w1 =

(
1
−i
0
0

)
, µ2 = η + iω ↔ w2 =

(
1
i
0
0

)
,

µ3 = −η − iω ↔ w3 =

(
0
0
1
−i

)
, µ4 = −η + iω ↔ w4 =

(
0
0
1
i

)
.

Luego poniendo

Ssf =
(w1 w2 w3 w4
↓ ↓ ↓ ↓

)
=

(
1 1 0 0
−i i 0 0
0 0 1 1
0 0 −i i

)
, S−1

sf =
1

2

(
1 i 0 0
1 −i 0 0
0 0 1 i
0 0 1 −i

)
,

tenemos

S−1
sf (ΩB)Ssf =

(
η−iω 0 0 0

0 η+iω 0 0
0 0 −η−iω 0
0 0 0 −η+iω

)
= diag(µ1, µ2, µ3, µ4).

Por otro lado debemos tener

Axi = µixi, i = 1, 2, 3, 4

y
S−1
eq ASeq = diag(µ1, µ2, µ3, µ4), Seq :=

( x1 x2 x3 x4
↓ ↓ ↓ ↓

)
.

Entonces

S−1
sf (ΩB)Ssf = S−1

eq ASeq ⇒ ΩB = (SeqS
−1
sf )−1A(SeqS

−1
sf ),

de donde es inmediato que la transformación de semejanza que reduce A a
ΩB viene dada por

T = SeqS
−1
sf =

(
x1+x2

2
−x1−x2

2i
x3+x4

2
−x3−x4

2i
↓ ↓ ↓ ↓

)
,

y su inversa T−1, es decir,

T−1AT = ΩB =

(
η ω 0 0
−ω η 0 0
0 0 −η ω
0 0 −ω −η

)
.

Dinámica s̄f : Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son entonces
los mismos del caso sf, aśı que tenemos

T−1AT = ΩB =

(
η ω 0 0
−ω η 0 0
0 0 −η ω
0 0 −ω −η

)
,

con la misma T del caso sf. Lo único que cambia para este caso es P(T ) = −I.
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2.9. Autovalores y autovectores de ML y A

El sistema autónomo equivalente siempre puede escribirse como

Ẋ = AX, (2.73)

con

X =

(
x
v

)
=

(
q
q̇

)
, A =

(
0 I
U Ω̄

)
. (2.74)

Podemos asumir sin perder generalidad que estamos en la base que diago-
naliza U, y escribir para el caso de 3 g.l.

U =

ν2
1 0 0
0 ν2

2 0
0 0 ν2

3

 , Ω̄ =

 0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

.
Aqúı hay que notar que por ser U simétrica tendremos ν2

1 , ν2
2 , ν2

3 ∈ R, pero
pese a la notación (elegida por comodidad), cada uno de ellos puede ser
negativo o positivo. El polinomio caracteŕıstico de A será entonces:

℘3(µ) = det(µ2I− µΩ̄− U) = (µ2 − ν2
1)(µ2 − ν2

2)(µ2 − ν2
3) + Ω2µ2(µ2 − UΩ)

= µ6 + (A+ Ω2)µ4 + (B − Ω2UΩ)µ2 + C,

donde

UΩ =
ν2

1Ω2
1 + ν2

2Ω2
2 + ν2

3Ω2
3

Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3

, Ω2 = Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3

y

A = −(ν2
1 + ν2

2 + ν2
3), B = (ν2

1ν
2
2 + ν2

1ν
2
3 + ν2

2ν
2
3), C = −ν2

1ν
2
2ν

2
3 .

Supongamos ahora que los autovalores de A son ±µ1, ±µ2, ±µ3 ∈ C.
Los correspondientes autovectores X±i deben satisfacer

AX±i =

(
0 I
U Ω̄

)(
x±i
v±i

)
= ±µi

(
x±i
v±i

)
.

De donde se tiene la ecuación caracteŕıstica (U ± µiΩ̄ − µ2
i I)x±i = 0 o en

componentes µ2
i − µ2

1 ±µiΩ3 ∓µiΩ2

∓µiΩ3 µ2
i − µ2

2 ±µiΩ1

±µiΩ2 ∓µiΩ1 µ2
i − µ2

3

x±iy±i
z±i

 =

0
0
0


En el caso general, sólo dos de las filas de esta matriz son L.I.; elegiremos las
dos que no contienen el respectivo µi, para evitar la anulación de elementos
si Ω2 = 0. Es fácil probar que:
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1) Para i = 1 tenemos

x±1 =

µ2
1Ω2

1 + (µ2
1 − ν2

2)(µ2
1 − ν2

3)
µ2

1Ω1Ω2 ± µ1Ω3(µ2
1 − ν2

3)
µ2

1Ω1Ω3 ∓ µ1Ω2(µ2
1 − ν2

2)

 .

2) Para i = 2 tenemos

x±2 =

 µ2
2Ω2Ω1 ∓ µ2Ω3(µ2

2 − ν2
3)

µ2
2Ω2

2 + (µ2
2 − ν2

1)(µ2
2 − ν2

3)
µ2

2Ω2Ω3 ± µ2Ω1(µ2
2 − ν2

1)

 .

3) Para i = 3 tenemos

x±3 =

 µ2
3Ω3Ω1 ± µ3Ω2(µ2

3 − ν2
2)

µ2
3Ω3Ω2 ∓ µ3Ω1(µ2

3 − ν2
1)

µ2
3Ω2

3 ± (µ2
3 − ν2

1)(µ2
3 − ν2

2)

 .

En el caso particular Ω1 = Ω2 = 0 tendremos que los autovectores “espacia-
les” se reducen omitiendo factores comunes a

x±1 =

(
µ21−ν22
±µ1Ω3

0

)
, x±2 =

(
∓µ2Ω3

µ22−ν21
0

)
, x±3 =

(
0
0

µ23Ω2
3+(µ23−ν21 )(µ23−ν22 )

)
.

Nótese que en este caso la dinámica se separa en el plano (z, ż) con 1 g.l.
y el espacio (x, y, ẋ, ẏ) con 2 g.l. Ésto se pondrá en evidencia en el próxi-
mo caṕıtulo cuando estudiemos el caso particular de forma exacta para un
sistema de 2 g.l.

Cabe mencionar que éste desarrollo y el que sigue son puramente forma-
les: en la práctica los utilizaremos únicamente para verificar resultados, y los
autovalores µ1, µ2, µ3 y los correspondientes autovectores se determinarán
numéricamente a partir de la linealización de la órbita periódica.

2.9.1. Normalización de los autovectores

Guiándonos por los casos particulares anteriores, vamos a buscar una pa-
rametrización de los autovectores que sea consistente con ellos. Recordemos
que la norma de los autovectores es arbitraria, aśı que parece tener sentido
comenzar reduciéndolos a vectores unitarios. Para ello es importante tener
en cuenta que ±µi, y por consiguiente x±i, pueden ser complejos. La expre-
sión ‖ x±i ‖=

√
x∗±i · x±i es válida en todos los casos. Vamos a suponer que

µ2
3 ∈ R en todos los casos y recordemos que por definición ν2

i ∈ R.

Luego, podemos escribir

N2
±i :=‖ x±i ‖2= x∗±i · x±i, i = 1, 2, 3. (2.75)
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De ésta manera obtenemos los vectores normalizados

x±1 =
1

N±1

(
µ21Ω2

1+(µ21−ν22 )(µ21−ν23 )

µ21Ω1Ω2±µ1Ω3(µ21−ν23 )

µ21Ω1Ω3∓µ1Ω2(µ21−ν22 )

)
, x±2 =

1

N±2

(
µ22Ω2Ω1∓(µ2Ω3)(µ22−ν23 )

µ22Ω2
2+(µ22−ν21 )(µ22−ν23 )

µ22Ω2Ω3±µ2Ω1(µ22−ν21 )

)
,

x±3 =
1

N±3

(
µ23Ω3Ω1±µ3Ω2(µ23−ν22 )

µ23Ω3Ω2∓µ3Ω1(µ23−ν21 )

µ23Ω2
3±(µ23−ν21 )(µ23−ν22 )

)
.

donde las componentes de cada uno de los autovectores cumplirán ahora la
relación |x±i|2 + |y±i|2 + |z±i|2 = 1.

Con lo anterior, los autovectores “completos” X±i ∈ C6 se escribirán

X±i =

(
x±i
±µix±i

)
. (2.76)

2.10. Bases reales para 3 g.l.

Para obtener la base real en las diferentes dinámicas donde ML y A
adoptan su “forma canónica”, utilizaremos los autovectores normalizados de
la sección anterior, los cuales recombinaremos de forma similar a la Sección
2.8.4. Sólo se detallan algunas dinámicas particulares a fin de entender como
es el procedimiento.

Si bien las expresiones a obtener se utilizarán para desarrollar la teoŕıa
del método de control, cabe destacar que en las aplicaciones tanto los auto-
vectores como las matrices de transformación se calculan numéricamente a
partir de las matrices A o ML.

Dinámica CCC: Los autovalores y autovectores de A son

±µ1 = ±iω1 ←→ X±1 =

(
x±1

±iω1x±1

)
,

±µ2 = ±iω2 ←→ X±2 =

(
x±2

±iω2x±2

)
,

±µ3 = ±iω3 ←→ X±3 =

(
x±3

±iω1x±3

)
,

con

x±1 =
1

N±1

(
−ω2

1Ω2
1+(−ω2

1−ν22 )(−ω2
1−ν23 )

−ω2
1Ω1Ω2±iω1Ω3(−ω2

1−ν23 )

−ω2
1Ω1Ω3∓iω1Ω2(−ω2

1−ν22 )

)
,

x±2 =
1

N±2

(
−ω2

2Ω2Ω1∓iω2Ω3(−ω2
2−ν23 )

−ω2
2Ω2

2+(−ω2
2−ν21 )(−ω2

2−ν23 )

−ω2
2Ω2Ω3±iω2Ω1(−ω2

2−ν21 )

)
,

x±3 =
1

N±3

(
−ω2

3Ω3Ω1±iω3Ω2(−ω2
3−ν22 )

−ω2
3Ω3Ω2∓iω3Ω1(−ω2

3−ν21 )

−ω2
3Ω2

3±(−ω2
3−ν21 )(−ω2

3−ν22 )

)
.
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Con ésto podemos construir los vectores reales

Y+1 =
X+1 + X−1

2
, Y+2 =

X+2 + X−2

2
, Y+3 =

X+3 + X−3

2
,

Y−1 =
X+1 −X−1

2i
, Y−2 =

X+2 −X−2

2i
, Y−3 =

X+3 −X−3

2i
,

y con ellos la matriz de transformación de semejanza (por lo tanto su inversa)
y la matriz enerǵıa 8 en su forma normal

T =

(
Y+1 Y−1 Y+2 Y−2 Y+3 Y−3
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

)
,

ECCC :=

ω1I2 02 02

02 ω2I2 02

02 02 ω3I2

 =


ω1 0 0 0 0 0
0 ω1 0 0 0 0
0 0 ω2 0 0 0
0 0 0 ω2 0 0
0 0 0 0 ω3 0
0 0 0 0 0 ω3

.
con I2 y 02 las matrices identidad y nula 2× 2, respectivamente.

Dinámica SCC: Los autovalores y autovectores de A son

±µ1 = ±η ←→ X±1 =

(
x±1

±ηx±1

)
,

±µ2 = ±iω2 ←→ X±2 =

(
x±2

±iω2x±2

)
,

±µ3 = ±iω3 ←→ X±3 =

(
x±3

±iω1x±3

)
,

con

x±1 =
1

N±1

(
η21Ω2

1+(η21−ν22 )(η21−ν23 )

η21Ω1Ω2±ηΩ3(η21−ν23 )

η21Ω1Ω3∓ηΩ2(η21−ν22 )

)
,

x±2 =
1

N±2

(
−ω2

2Ω2Ω1∓iω2Ω3(−ω2
2−ν23 )

−ω2
2Ω2

2+(−ω2
2−ν21 )(−ω2

2−ν23 )

−ω2
2Ω2Ω3±iω2Ω1(−ω2

2−ν21 )

)
,

x±3 =
1

N±3

(
−ω2

3Ω3Ω1±iω3Ω2(−ω2
3−ν22 )

−ω2
3Ω3Ω2∓iω3Ω1(−ω2

3−ν21 )

−ω2
3Ω2

3±(−ω2
3−ν21 )(−ω2

3−ν22 )

)
.

Nuevamente, con ésto podemos construir los vectores reales

Y+1 =
X+1 + X−1

2
, Y+2 =

X+2 + X−2

2
, Y+3 =

X+3 + X−3

2
,

Y−1 =
X+1 −X−1

2
, Y−2 =

X+2 −X−2

2i
, Y−3 =

X+3 −X−3

2i
,

8La definición y uso de la matriz de enerǵıa se detallan más adelante, en la Sección
2.11 del método de control.
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y con ellos la matriz de transformación de semejanza (por lo tanto su inversa)
y la matriz enerǵıa en su forma normal

T =

(
Y+1 Y−1 Y+2 Y−2 Y+3 Y−3
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

)
,

ESCC :=

ES 02 02

02 EC1 02

02 02 EC2

 =


−η 0 0 0 0 0
0 η 0 0 0 0
0 0 ω1 0 0 0
0 0 0 ω1 0 0
0 0 0 0 ω2 0
0 0 0 0 0 ω2

.
con ES , EC1 y EC2 las matrices de enerǵıa 2×2 correspondientes a los subes-
pacios silla y cada uno de los dos centros, respectivamente.

Dinámica sfC: Los autovalores y autovectores de A son

±µ1 = η ± iω ←→ X±1 =

(
x±1

(η ± iω)x±1

)
,

±µ2 = −η ± iω ←→ X±2 =

(
x±2

(η ± iω)x±2

)
,

±µ3 = ±iω′ ←→ X±3 =

(
x±3

±iω′x±3

)
,

con

x±1 =
1

N±1

(
(η±iω)2Ω2

1+((η±iω)2−ν22 )((η±iω)2−ν23 )

(η±iω)2Ω1Ω2±(η±ıω)Ω3((η±iω)2−ν23 )

(η±iω)2Ω1Ω3∓(η±iω)Ω2((η±iω)2−ν22 )

)
,

x±2 =
1

N±2

(
(−η±iω)2Ω2

1+((−η±iω)2−ν22 )((−η±iω)2−ν23 )

(−η±iω)2Ω1Ω2±(−η±iω)Ω3((−η±iω)2−ν23 )

(−η±iω)2Ω1Ω3∓(−η±iω)Ω2((−η±iω)2−ν22 )

)
,

x±3 =
1

N±3

(
−ω′2Ω3Ω1±iω′Ω2(−ω′2−ν22 )

−ω′2Ω3Ω2∓iω′Ω1(−ω′2−ν21 )

−ω′2Ω2
3+(−ω′2−ν21 )(−ω′2−ν22 )

)
.

Nuevamente, con ésto podemos construir los vectores reales

Y+1 =
X+1 + X−1

2
, Y+2 =

X+2 + X−2

2
, Y+3 =

X+3 + X−3

2
,

Y−1 = −(X+1 −X−1)

2i
, Y−2 = −(X+2 −X−2)

2i
, Y−3 =

X+3 −X−3

2i
,

y con ellos la matriz de transformación de semejanza, (por lo tanto su in-
versa) y la matriz enerǵıa en su forma normal

T =

(
Y+1 Y−1 Y+2 Y−2 Y+3 Y−3
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

)
,

EsfC :=


0 0 η −ω 0 0
0 0 ω η 0 0
η ω 0 0 0 0
−ω η 0 0 0 0
0 0 0 0 ω′ 0
0 0 0 0 0 ω′

.
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2.11. Método de control para 3 g.l.

En ésta Sección se desarrollará el método de control en su forma más
general para el caso de 3 g.l. Plantearemos el método en primera instancia
para una estructura tipo hiperbólica o silla (S o S̄), luego para una estruc-
tura tipo eĺıptica o centro (C), y finalmente para una estructura silla-foco
(sf o s̄f). La principal novedad en éste trabajo se verá reflejado al momen-
to de implementarlo sobre una estructura eĺıptica, donde necesitaremos la
información de la Sección anterior, es decir, haremos uso de las matrices de
transformación de semejanza, su inversa y la matriz de enerǵıa.

Dada una OP y una órbita real cercana, el objetivo del algoritmo de
control es aplicar impulsos de control que modifiquen la órbita real de tal
manera que la dinámica subsiguiente la lleve más cerca de la OP. Diseñare-
mos un algoritmo de control lineal que incluya un solo impulso de control
en cada peŕıodo orbital.

A partir de Leiva (ver (Sección 4.2)) [5], la linealización de la dinámica
alrededor de una OP permite separar Σ en tres variedades bidimensionales9,
o una cuatridimensional y una bidimensional, independientes que se inter-
sectan en el punto fijo φ(t0), que llamaremos en adelante r∗; cada una es
invariante bajo la acción de M y tendrá alguna de las estructuras hiperbóli-
ca, eĺıptica o silla-foco. Estas variedades lineales son tangentes en r∗ a las
variedades del sistema no-lineal completo. En principio, uno podŕıa pensar
que ésto permite diseñar un algortimo de control sencillo compuesto de dos
o tres algoritmos independientes, cada uno actuando sobre cada variedad.
En ésta Sección veremos que, en general, éste no es el camino adecuado.

Consideremos los vectores

r∗ = (x∗, y∗, z∗, ẋ∗, ẏ∗, ż∗)T = (x, y, z, u, v, w)T .

δr = (δx, δy, δz, δu, δv, δw)T .

∆r = (0, 0, 0,∆u,∆v,∆w)T .

(2.77)

Aqúı r∗ = r0 ∈ Σt0 es un punto fijo del mapa de Poincaré sobre la sección Σt0 ,
correspondiente a una dada órbita periódica r(t; r0, t0), el punto r = r∗+ δr
representa una trayectoria vecina que presenta un pequeño desplazamiento
δr respecto de r∗ y el vector ∆r corresponde al impulso de control que
queremos aplicar sobre esta trayectoria.

Las tres primeras componentes de ∆r son nulas debido a que solo pode-
mos cambiar instantáneamente el valor de la velocidad de la órbita actual.
Como veremos a continuación, esta condición restringe la separación del
algoritmo de control en algortimos independientes que actúen sobre cada
variedad.

9Σ es la sección del mapa de Poincaré.
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Primero, consideremos el caso de una variedad con una estructura silla
(S). El desplazamiento en Σt0 que se obtiene para una trayectoria vecina
quedará expresado como δr = ζeu + ηes + d, donde ζ y η son números
reales arbitrarios, eu y es son los autovectores de A (y por consiguiente de
M) que generan la subvariedad S correspondientes a los autovalores reales
µ y −µ respectivamente, y el vector d es una combinación lineal arbitraria
de los autovectores restantes de A. Para ejercer control sobre esta variedad
independientemente de las demás, debemos aplicar a δr un impulso ∆r ∈ S
para posicionar la órbita sobre la dirección lineal estable es,

10 ésto significa
que deberemos determinar el valor η′ tal que δr + ∆r = η′es. Sin embargo,
los autovectores linealmente independientes eu y es están separados propor-
cionalmente en componentes de coordenadas y velocidades según

eu =

(
uu
µuu

)
, es =

(
us
−µus

)
,

donde uu y us son vectores tridimensionales linealmente independientes.
Con todo lo expuesto resulta ζuu+ (η−η′)us = 0, lo cual implica que ζ = 0
y η = η′. Aśı, sólo podremos ejercer control de manera independiente en el
caso trivial en el que δr no tenga componentes en la dirección de eu. Aśı, en
el caso general, no podremos lograr el control de manera independiente sobre
esta estructura. La única forma de lograr el control es, entonces, eliminar
el requerimiento de independencia que limita ∆r a estar en S. El mismo
fenómeno se encuentra para variedades C o sf. Debemos elaborar entonces un
algoritmo de control que actúe simultáneamente sobre todas las variedades
mediante la aplicación de un único impulso.

Consideremos tres vectores de control reales y linealmente independientes
a, b y c en Σt0 , cuya elección especificaremos más adelante. Estos vectores
generan una variedad lineal tridimensional W ⊂ Σt0 que contiene a r∗. El
objetivo del algoritmo es encontrar un impulso de control ∆r que posicione
al punto δr + ∆r sobre W . Tendremos entonces que

r∗ − δr + ∆r = r∗ + αa + βb + γc,

lo que implica

∆r = −δr + αa + βb + γc, (2.78)

donde α, β y γ son constantes a determinar.

Escribiendo expĺıcitamente las componentes de a, b y c como

a = (xa, ya, za, ẋa, ẏa, ża)
T ,

b = (xb, yb, zb, ẋb, ẏb, żb)
T ,

c = (xc, yc, zc, ẋc, ẏc, żc)
T ,

(2.79)

10En la práctica, lo más próximo de la variedad estable es
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podemos escribir la ec. (2.78) como el sistema lineal

0
0
0

∆ẋ
∆ẏ
∆ż

 = −



δx
δy
δz
δẋ
δẏ
δż

+



xa xb xc
ya yb yc
za zb zc
ẋa ẋb ẋc
ẏa ẏb ẏc
ża żb żc


αβ
γ

 , (2.80)

en las variables desconocidas α, β, γ, ∆ẋ, ∆ẏ y ∆ż. Asumiendo que

det

xa xb xc
ya yb yc
za zb zc

 6= 0, (2.81)

las tres primeras ecuaciones pueden ser resueltas separadamente, dando el
valor de las constantes α, β y γ comoαβ

γ

 =

xa xb xc
ya yb yc
za zb zc

−1δxδy
δz

 . (2.82)

Una vez que tenemos determinadas las constantes, fácilmente podemos re-
solver el segundo grupo de las ecuaciones (2.80) que dará los valores corres-
pondientes al impulso ∆r:∆ẋ

∆ẏ
∆ż

 = −

δẋδẏ
δż

+

ẋa ẋb ẋc
ẏa ẏb ẏc
ża żb żc

xa xb xc
ya yb yc
za zb zc

−1δxδy
δz

 . (2.83)

Ésta última ecuación es precisamente la ley de control que buscába-
mos. En particular, para OPs planas, (z = ż = 0), una de las variedades
lineales es automáticamente el plano (z, ż), desarrollado por los vectores
(0, 0, 1, 0, 0, 0)T y (0, 0, 0, 0, 0, 1)T .

Vamos a discutir ahora la selección de los vectores de control. Para cada
variedad 2D S o S̄, es evidente que debemos elegir el correspondiente vector
de control como el autovector estable de A, que desarrolla la variedad estable
(unidimensional) de S o S̄. Para una variedad sf o s̄f, también es evidente
que debemos elegir como vectores de control los dos autovectores estables
de A, que desarrollan la variedad estable (bidimensional) de sf o s̄f.

Consideremos ahora una variedad C bidimensional, sobre la que la dinámi-
ca es tipo centro. Podŕıa pensarse que en este caso no hay necesidad de
ejercer control, debido a que nos encontramos ante un caso de estabilidad
orbital [16]. Sin embargo, esta caracteŕıstica es derivada del análisis lineal y
la dinámica completa del sistema no lineal puede ser inestable alrededor de
r∗. Más aún, desde un punto de vista práctico, esta estabilidad neutral puede
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conducir a la acumulación de perturbaciones externas y de errores numéricos
que alejen la trayectoria actual de la vecindad de r∗. Pero el factor determi-
nante que impone la necesidad de ejercer control sobre esta variedad se debe
a que, como se mostró anteriormente, en general para lograr la estabilización
tenemos que ejercer control sobre todas las variedades simultanéamente.

En una variedad C no existen direcciones estables e inestables y no pode-
mos exigir que la dinámica actúe de manera tal que la trayectoria se acerque
a r∗, pero podemos imponer que los impulsos aplicados mantengan el movi-
miento sobre C lo más cerca posible del punto fijo, debido a que, sobre C los
conjuntos invariantes del mapa-T dado por M son elipses que mantienen una
proporción fija [17]. Aśı, podemos imponer como condición de estabilización
que el movimiento se desarrolle sobre una elipse que resulte lo más pequeña
posible.

Como ya se mencionó al principio de esta Sección, para llevar a cabo
el método de control en la variedad central, necesitamos lo obtenido en la
Sección 2.10. Denotaremos por Q las coordenadas donde A adopta su forma
canónica real. Éstas juegan el mismo papel que las coordenadas normales
usuales, por ejemplo, en problemas de pequeñas oscilaciones [20], y conser-
varemos esa nomenclatura.

Tendremos

Q =

 q1
p1
q2
p2
q3
p3

 = T−1X = T−1

 x
y
z
vx
vy
vz

, δQ =


δq1
δp1
δq2
δp2
δq3
δp3

 = T−1δX = T−1


0
0
0

∆vx
∆vy
∆vz

,
(2.84)

de donde es inmediato que

X′ = X + δX =

 x
y
z

vx+∆vx
vy+∆vy
vz+∆vz

, Q′ = Q + δQ = T−1

 x
y
z

vx+∆vx
vy+∆vy
vz+∆vz

. (2.85)

Definiendo en forma general la matriz de enerǵıa como Edin, donde din
representa las distintas dinámicas posibles en 3 g.l., es decir, las que se
definieron también en la Sección 2.10, podemos escribir el escalar de enerǵıa
como la contracción de Q′T y Q′ con la matriz de enerǵıa

E =
1

2
X′

T
T−TEdinT−1X′ =

1

2
Q′

T
EdinQ

′, (2.86)

donde X′ y Q′ son los vectores a partir del cual obtendremos los vectores
de control en coordenadas cartesianas y en coordenadas normales, respecti-
vamente.

Definidas éstas herramientas, estamos en condiciones de implementar
el método de control para cualquier tipo de dinámica. Como mencionamos
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antes, para dinámicas tipo silla el método consiste en posicionar la órbita
sobre la variedad lineal estable, mientras que para dinámicas tipo C la con-
dición para la estabilización es la minimización de la enerǵıa respecto a ∆vi,
i = x, y, z, ya que no existen direcciones estables e inestables.

Por lo tanto, cuando la dinámica sea combinaciones de sillas/sillas de
reflexión (S/S̄) y centros (C) ó silla-foco/silla-foco de reflexión (sf/s̄f) y cen-
tro (C), el método de control consistirá, en hacer ambos simultáneamente. A
este propósito el camino que elegimos es el de utilizar el método de los multi-
plicadores de Lagrange, es decir, minimizar la enerǵıa de la variedad central
sujeto al v́ınculo de que la órbita se posicione sobre la variedad estable de
las sillas o sillas-foco.

A fin de entender lo precedente y no extendernos tanto, vamos a dar sólo
algunos ejemplos para ciertas dinámicas, en particular para las que estudia-
mos en la Sección 2.10.

Dinámica CCC: A partir de la matriz de enerǵıa ECCC definida en la
Sección 2.10 tenemos el escalar de enerǵıa

E =
1

2
Q′

T
T−TECCCT−1Q′,

y la condición de minimización de la enerǵıa respecto a ∆vi, i = x, y, z
implica

∂E

∂(∆vi)
=
∂E

Q′
· ∂Q′

∂∆vi
= Q′

T
ECCCT−1


0
0
0
δix
δiy
δiz

 = 0, i = x, y, z,

donde δij , i, j = x, y, z son deltas de Kronecker.
Además de ésta última condición, si recordamos que Q′ = T−1X′ y que

por ser diagonal la matriz de enerǵıa, E−TCCC = E−1
CCC , se obtienen los vectores

de control

TE−1
CCCTT

 1
0
0
0
0
0

, TE−1
CCCTT

 0
1
0
0
0
0

, TE−1
CCCTT

 0
0
1
0
0
0

.
Dinámica SCC: A partir de la matriz de enerǵıa ESCC definida en la

Sección 2.10 tenemos el escalar de enerǵıa

E =
1

2
Q′

T
T−TESCCT−1Q′.

Además, el v́ınculo de posicionar la órbita sobre la dirección estable de la
variedad silla (S) viene dado por

Q′
T

T−1X+1 = Q′
T

 1
1
0
0
0
0

 = 0. (2.87)
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Para encontrar los vectores de control que minimizan la enerǵıa, aún debe-
mos agregar este v́ınculo, es decir, debemos minimizar

E′ = E + λ1Q
′TT−1X+1

= E + λ1X
T
+1T−TQ′,

donde λ1 es un multiplicador de Lagrange a determinar pero, como veremos,
para nuestro propósito no es imprescindible determinarlo a priori, ya que el
método de control depende sólo de la dirección de los vectores de control, y
no de su norma.

Derivando E′ respecto a ∆vi, i = x, y, z, usando que Q′ = T−1X′ y
E−1
SCC = E−TSCC obtenemos

∂E′

∂(∆vi)
=
∂E′

Q′
· ∂Q′

∂∆vi

= [X′
T

+ λ1X
T
+1T−TE−1

SCCTT ]T−TESCCT−1

 0
0
0
δi1
δi2
δi3


= 0.

De ésto último y utilizando la condición del v́ınculo (2.87) se obtiene

X′ = TE−1
SSC

−λ1

 1
1
0
0
0
0

+ TT

 α
β
γ
0
0
0

 .

donde α, β y γ son constantes a determinar.

Podŕıamos decir un poco más si trasponemos la condición para el v́ınculo
(2.87)

( 1 1 0 0 0 0 )T−1X′ = ( 1 1 0 0 0 0 )E−1
SSC

−λ1

 1
1
0
0
0
0

+ TT

 α
β
γ
0
0
0


= −1

η
XT
−1

 α
β
γ
0
0
0

 = 0.

Si recordamos la expresión X−1 =
( x−1
−η1x−1

)
(ver Sec. 2.9.1), la última igual-

dad nos da la condición que el vector (α, β, γ)T debe ser ortogonal al vector
x−1, es decir, αβ

γ

 = λ2(x−1 ∧ y−2) + λ3(x−1 ∧ y−3) ∈ R3,
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con λ2, λ3 ∈ R y donde y−2 y y−3 son dos vectores ortogonales a x−1. Aśı,
tendremos

X′ = λ′1X−1 + λ2TE−1
SCCTT

(
x−1 ∧ y−2

0

)
+ λ3TE−1

SCCTT
(

x−1 ∧ y−3

0

)
,

(2.88)
con λ′1 = λ1

η1
, λ2, λ3 ∈ R. (Éstas dos últimas constantes las podŕıamos reab-

sorber, si quisieramos, dentro de la matriz de enerǵıa inversa, ya que no
alteran la estructura de los vectores de control). Entonces los vectores de

control serán X−1,

(
x−1 ∧ y−2

0

)
y

(
x−1 ∧ y−3

0

)
.

Dinámica sfC: A partir de la matriz de enerǵıa EsfC definida en la
Sección 2.10 tenemos el escalar de enerǵıa

E =
1

2
Q′

T
T−TEsfCT−1Q′.

Nuevamente, la idea es minimizar la enerǵıa, pero ahora sujeto a los v́ınculos

Q′
T

T−1Y+1 = 0, Q′
T

T−1Y−1 = 0, (2.89)

ya que Y+1 e Y−1 desarrollan la variedad estable de la silla-foco. Es decir,
debemos minimizar

E′ = E + λ1Q
′TT−1Y+1 + λ2Q

′TT−1Y−1.

La condición ∂E′

∂(∆vi)
= 0, i = x, y, z implica, después de un poco de álgebra

y de recordar Q′ = T−1X′, que

X′ = −λ1TE−1
sfCT−1Y+1 − λ2TE−1

sfCT−1Y−1 + TE−1
sfCTT

 α
β
γ
0
0
0

,
donde α, β y γ son constantes a determinar. De ésto último y usando la
condición para los v́ınculos (2.89) se obtiene

X′ = TE−1
sfC

−λ1

 1
0
0
0
0
0

− λ2

 0
1
0
0
0
0

+ TT

 α
β
γ
0
0
0

 .

Al igual que para el caso SCC, si trasponemos las condiciones para los v́ıncu-
los (donde ahora obviamente tenemos dos en vez de uno), se llega a

( α β γ 0 0 0 )(ηY+2 − ωY−2) = 0, ( α β γ 0 0 0 )(ωY+2 + ηY−2) = 0.

Buscando un vector simultáneamente ortogonal a éstos dos para calcular
( α β γ 0 0 0 )T llegamos a una expresión para los vectores de control de la
forma

X′ = −λ1(ηY+2−ωY−2)− λ2(ωY+2 + ηY−2) + λ′3TE−1
sfCTT

(
y+2 ∧ y−2

0

)
,
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con λ1, λ2, λ′3 ∈ R.
Si bien no detallamos todos los casos posbibles, a modo de tener una

clasificación completa para el método en 3 g.l., resumiremos los vectores de
control para todas las dinámicas en la Tabla 2.1.
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Caṕıtulo 3

Método de control: caso
especial 2D

En este caṕıtulo estudiaremos una consecuencia directa del desarrollo
teórico en 3 g.l. del método de control descripto en el Caṕıtulo 2. Recorde-
mos que el trabajo previo realizado es meramente teórico y siempre hicimos
hincapié en que la estructura de los vectores de control obtenidos en la Ta-
bla 2.1 para todas las dinámicas posibles, se los calculaŕıa numéricamente
dadas la matrices de transformación de semejanza T y de enerǵıa Edin, y sus
inversas T−1 y E−1

din, respectivamente. Esto es aśı debido a la complejidad de
obtener anaĺıticamente las ráıces (autovalores) del polinomio caracteŕıstico
℘(µ) de A (ver Sec. 2.9).

En particular, consideraremos el caso de 2 g.l. y obtendremos los vectores
de control en las distintas dinámicas en forma análitica, donde aqúı si es
posible calcular expĺıcitamente los autovalores de A.

3.1. Sistemas linealizados

Vamos a considerar el sistema linealizado de tiempo cont́ınuo más general
que esperamos encontrar. Éste tendrá la forma de una part́ıcula de masa
unidad en R3, en un potencial estático U(x, y, z) con punto cŕıtico en el
origen, en un sistema que rota con velocidad angular Ω = Ωxx̂ + Ωyŷ + Ωzẑ
(por ahora constante). Las ecs. de movimiento para el vector posición u =
xx̂ + yŷ + zẑ son

ü = −∇U + Ω× (u×Ω) + 2u̇×Ω. (3.1)

La linealización cerca del origen aproxima el potencial como

U(u) = U(0) +
∂U(0)

∂ui
ui +

1

2

∂2U(0)

∂ui∂uj
uiuj .
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El primer término es constante y podemos “tirarlo”, y el segundo se anula
por ser el origen un punto cŕıtico. Las ecs. de movimiento quedan entonces

ü = Uu + Ω× (u×Ω) + 2u̇×Ω,

donde

U = [Uij ] = −
[
∂2U(0)

∂ui∂uj

]
.

El término centŕıfugo se puede expresar como

Ω× (u×Ω) =

(
Ω2
y+Ω2

z −ΩxΩy −ΩxΩz

−ΩxΩy Ω2
x+Ω2

z −ΩyΩz
−ΩxΩz −ΩyΩz Ω2

x+Ω2
y

)xy
z

 ,

Aśı el sistema (3.1) también puede escribirse como

ü = Uu + 2u̇×Ω, (3.2)

con

U =

(
Uxx+Ω2

y+Ω2
z Uxy−ΩxΩy Uxz−ΩxΩz

Uxy−ΩxΩy Uyy+Ω2
x+Ω2

z Uyz−ΩyΩz
Uxz−ΩxΩz Uyz−ΩyΩz Uzz+Ω2

x+Ω2
y

)
.

3.2. Caso especial de sistema lineal

Por simplicidad y a manera de distinción del sistema de la Sección 3.1,
en lo que sigue vamos a considerar simplemente un sistema de la forma

ü = Uu + u̇×Ω. (3.3)

El sistema puede escribirse como uno de primer orden en R6 en la forma

ẋ = Ax, (3.4)

con

x =

(
u
v

)
∈ R6, u =

xy
z

 ∈ R3, v =

vxvy
vz

 ∈ R3, (3.5)

donde

A =

(
0 I
U Ω̄

)
, U =

(
Uxx Uxy Uxz
Uyx Uyy Uyz
Uzx Uzy Uzz

)
, Ω̄ =

(
0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1
−Ω2 Ω1 0

)
.

Notemos que U es real y simétrica y Ω̄ es real y antisimétrica. Existen dos
bases cartesianas de R3 que simplifican el problema.

Notemos que U es diagonalizable, y la transformación que la diagonaliza
es simplemente una rotación en R3, que no altera la estructura de Ω̄. Por
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otro lado podemos no diagonalizar U, pero aplicar una rotacion que alineé Ω
con el eje z, es decir, Ω = Ωẑ.

Podemos hallar también relaciones útiles entre los elementos de las matri-
ces en ambas bases. Notando que una rotación no debe cambiar los invarian-
tes algebraicos de Ω̄, que son los coeficientes de su polinomio caracteŕıstico,
vemos que debemos tener

det

(
µ Ω 0
−Ω µ 0
0 0 µ

)
= det

(
µ Ω3 −Ω2
−Ω3 µ Ω1
Ω2 −Ω1 µ

)
,

de donde deducimos que

Ω2 = Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3

(la rotación no cambia la norma de Ω). Por otro lado, una rotación tampoco
debe alterar los invariantes algebraicos de U. Entonces

det

(
Uxx Uxy Uxz
Uyx Uyy Uyz
Uzx Uzy Uzz

)
= det

(
µ−ν21 0 0

0 µ−ν22 0

0 0 µ−ν23

)
,

donde ν2
i son los autovalores de U y por lo tanto reales. (No estamos asu-

miendo que U sea definida positiva, aśı que sus autovalores no serán necesa-
riamente positivos, pese a la notación). De ésta útlima igualdad se deduce

ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 = Uxx + Uyy + Uzz,

ν2
1ν

2
2 + ν2

2ν
2
3 + ν2

3ν
2
1 = UxxUyy + UyyUzz + UzzUxx − U2

xy − U2
xz − U2

yz,

ν2
1ν

2
2ν

2
3 = UxxUyyUzz + 2UxyUxzUyz − UzzU2

xy − UyyU2
xz − UxxU2

yz.
(3.6)

En ambos casos, el sistema original puede reescribirse como

u̇ = v, v̇ = Uu + Ω̄v, (3.7)

o también, eliminando v, como

ü = Uu + Ω̄u̇. (3.8)

3.3. Autovalores, autovectores y subespacios

El problema puede plantearse indiferentemente como el sistema de pri-
mer orden en R6 o como el problema de segundo orden en R3. En el segundo
caso proponemos soluciones de la forma

u(t) = Ueµt, U ∈ C3, µ ∈ C, (3.9)

donde U y µ son constantes.
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Para tener soluciones no triviales en la base que diagonaliza U, debemos
substituir este ansatz en (3.8) y anular el polinomio caracteŕıstico

℘(µ) = det(µ2 − µΩ̄− U). (3.10)

Calculando los polinomios caracteŕısticos en la base que diagonaliza U,
en la base en donde Ω = Ωẑ y usando que (3.6) son separadamente invarian-
tes bajo rotaciones y por lo tanto el coeficiente de µ2 también debe serlo,
tenemos que

℘(µ) = µ6 − (ν2
1 + ν2

2 + ν2
3 − Ω2)µ4 + (ν2

1ν
2
2 + ν2

2ν
2
3 + ν2

3ν
2
1 − Ω2Uzz)µ

2

− ν2
1ν

2
2ν

2
3

= (µ2 − ν2
1)(µ2 − ν2

2)(µ2 − ν2
3) + Ω2µ2(µ2 − Uzz).

Notemos que Uzz podemos interpretarlo como “la curvatura del potencial
(o grandiente de fuerzas) en la dirección de Ω”. Esta última ecuación es
precisamente lo obtenido en la Sección 2.9.

Consideremos el caso de tres ráıces reales, en el que tendremos

℘(µ) = (µ2 − ν2
1)(µ2 − ν2

2)(µ2 − ν2
3) + Ω2µ2(µ2 − Uzz)

= (µ2 − µ2
1)(µ2 − µ2

2)(µ2 − µ2
3),

con µ2
i ∈ R, y supondremos las tres distintas y no nulas. Para cada µi

tenemos entonces dos casos posibles y mutuamente excluyente,

µ2
i > 0⇒ µi± = ±η, η ∈ R,
µ2
i < 0⇒ µi± = ±iω, ω ∈ R.

(3.11)

En ambos casos, el problema de autovectores (µ2 − µΩ̄− U)U = 0 tendrán
soluciones no-triviales que serán L.I. entre ambas para el primer caso y
además de L.I. mutuamente conjugadas para el segundo, respectivamente,
dadas por

µi± = ±η ↔ Ui± ∈ C3

y

µi± = ±iω ↔ Ui± ∈ C3.

(3.12)

3.4. Análisis en dimensión 2

Como hicimos mención al principio en este caṕıtulo, analizaremos el caso
particular de un sistema en 2D, donde las dinámicas posibles son: silla-silla
(SS), silla-centro (SC) (o CS), centro-centro (CC) y silla-foco (sf).
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En general para todos los casos, consideraremos

ẋ = Ax, (3.13)

con

x =

(
u
v

)
∈ R4, u =

(
x
y

)
∈ R2, v =

(
vx
vy

)
∈ R2, (3.14)

y en la base que diagonaliza U,

A =

(
0 I
U Ω̄

)
, U =

(
ν2

1 0
0 ν2

2

)
, Ω̄ =

(
0 −Ω
Ω 0

)
.

El polinomio caracteŕıstico viene dado por

℘(µ) = (µ2 − ν2
1)(µ2 − ν2

2) + Ω2µ2,

y sus autovalores por

µ2 =
1

2

(
ν2

1 + ν2
2 − Ω2)±

√
(ν2

1 + ν2
2 − Ω2)2 − 4ν2

1ν
2
2

)
, (3.15)

que serán reales y diferentes si (ν2
1 + ν2

2 −Ω2)2 > 4ν2
1ν

2
2 , lo que asumiremos

en adelante. También es fácil ver que como (µ2 − ν2
1)(µ2 − ν2

2) = −Ω2µ2, si
µ2 > 0 el producto (µ2 − ν2

1)(µ2 − ν2
2) debe ser negativo, y viceversa.

Para Ω chico vemos que

µ2 =
1

2

(
(ν2

1 + ν2
2)± (ν2

1 − ν2
2)− (ν2

1 − ν2
2)± (ν2

1 + ν2
2)

ν2
1 − ν2

2

Ω2 +O(Ω4)

)
,

(3.16)
de donde es evidente que

µ2
+ = ν2

1

(
1− Ω2

ν2
1 − ν2

2

+O(Ω4)

)
, µ2

− = ν2
2

(
1 +

Ω2

ν2
1 − ν2

2

+O(Ω4)

)
,

(3.17)
y que para Ω→ 0 resulta µ2

+ = ν2
1 y µ2

− = ν2
2 .

3.4.1. Silla-Silla

En este caso los µ2 dados por (3.15) son ambos positivos; esto requiere
ν2

1ν
2
2 > 0 y ν2

1 + ν2
2 > Ω2 (por lo tanto ν2

1 > 0 y ν2
2 > 0), y hace que

(µ2 − ν2
1)(µ2 − ν2

2) < 0 para cada autovalor µ. Las cuatro ráıces puede
ponerse como

µ = ±η± = ± 1√
2

√
(ν2

1 + ν2
2 − Ω2)±

√
(ν2

1 + ν2
2 − Ω2)2 − 4ν2

1ν
2
2 (3.18)

donde obviamente η+ > η− > 0, y consistentemente asumiremos ν1 > ν2.

53
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Para que η2
+ y η2

− sean reales debemos tener

ν2
1 + ν2

2 − Ω2 > 2ν1ν2 ⇒ ν1 − ν2 > Ω

También de (3.17) podemos ver que η2
+ decrece desde ν2

1 y η2
− crece desde

ν2
2 al aumentar Ω, hasta que eventualmente se cruzan cuando Ω = ν1 − ν2

donde

η2
+ = η2

− =
1

2
(ν2

1 + ν2
2 − Ω2) = ν1ν2.

Aśı que los rangos admisibles podemos ordenarlos como 0 < ν2
2 < η2

− <
ν1ν2 < η2

+ < ν2
1 . La expresión para los autovectores asociado a cada autova-

lor serán:

I). µ = η+ : Las soluciones normalizadas pueden ponerse como(
x
y

)
=

1√
(η2

+ − ν2
2)2 + Ω2η2

+

(
η2

+ − ν2
2

Ωη+

)
,

donde sabemos que η2
+ − ν2

2 > 0, η+ > 0 y poniendo

cos(χ+) :=
η2

+ − ν2
2√

(η2
+ − ν2

2)2 + Ω2η2
+

, sin(χ+) :=
Ωη+√

(η2
+ − ν2

2)2 + Ω2η2
+

,

tan(χ+) :=
Ωη+

η2
+ − ν2

2

,

podemos poner en definitiva la solución (que obviamente tiene norma
unidad) como (

x
y

)
=

(
cos(χ+)
sin(χ+)

)
. (3.19)

II). µ = −η+ : Procediendo como antes, es decir, definiendo el mismo
ángulo χ+ obtenemos la solución normalizada(

x
y

)
=

(
cos(χ+)
− sin(χ+)

)
. (3.20)

III). µ = η− : Las soluciones normalizadas pueden ponerse como(
x
y

)
=

1√
(η2
− − ν2

1)2 + Ω2η2
−

(
Ωη−

−(η2
− − ν2

1)

)
,

donde sabemos que η2
− − ν2

1 < 0, η− > 0 y poniendo

cos(χ−) := −
η2
− − ν2

1√
(η2
− − ν2

1)2 + Ω2η2
−

, sin(χ−) :=
Ωη−√

(η2
− − ν2

1)2 + Ω2η2
−

,

tan(χ−) :=
Ωη−

−(η2
− − ν2

1)
,
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podemos poner en definitiva la solución (que obviamente tiene norma
unidad) como (

x
y

)
=

(
sin(χ−)
cos(χ−)

)
. (3.21)

IV). µ = −η− : Procediendo como antes, es decir, definiendo el mismo
ángulo χ− obtenemos la solución normalizada(

x
y

)
=

(
− sin(χ−)
cos(χ−)

)
. (3.22)

Tenemos entonces

µ = ±η+ ↔ U =

(
cos(χ+)
± sin(χ+)

)
, µ = ±η− ↔ U =

(
± sin(χ−)
cos(χ−)

)
, (3.23)

con

tan(χ+) :=
Ωη+

η2
+ − ν2

2

, tan(χ−) :=
Ωη−

ν2
1 − η2

−
. (3.24)

Los autovectores X ∈ R4 deben construirse como siempre con los corres-
pondientes U ∈ R2 en coordenadas, y el correspondiente autovalor por ese
mismo U en velocidades, lo que deja

µ = ±η+ ↔ X±+ =

( cosχ+

± sinχ+
±η+ cosχ+

η+ sinχ+

)
, µ = ±η− ↔ X±− =

(
± sinχ−
cosχ−
η− sinχ−
±η− cosχ−

)
.

(3.25)
Aqúı también, para cada par ±η+ y ±η− los vectores

Y+
+ =

1

2
(X+

+ + X−+) =

( cosχ+

0
0

η+ sinχ+

)
, Y−+ =

1

2
(X+

+ −X−+) =

(
0

sinχ+
η+ cosχ+

0

)
,

Y+
− =

1

2
(X+
− + X−−) =

( 0
cosχ−
η− sinχ−

0

)
, Y−− =

1

2
(X+
− −X−−) =

( sinχ−
0
0

η− cosχ−

)
,

no son autovectores, pero son (o pueden elegirse) reales, aunque ya no son
mutuamente ortogonales, ni puramente coordenadas o puramente velocida-
des. Estos vectores definen los ejes de simetŕıa de las órbitas.

Las soluciones fundamentales (L.I.) son

x(t) =

{(
cosχ+

sinχ+
η+ cosχ+

η+ sinχ+

)
eη+t,

( cosχ+

− sinχ+
−η+ cosχ+

η+ sinχ+

)
e−η+t,(

sinχ−
cosχ−
η− sinχ−
η− cosχ−

)
eη−t,

(
− sinχ−
cosχ−
η− sinχ−
−η− cosχ−

)
e−η−t

}
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pero pueden recombinarse como

y+
+(t) =

 cos(χ+) cosh(η+t)
sin(χ+) sinh(η+t)

η+ cos(χ+) sinh(η+t)
η+ sin(χ+) cosh(η+t)

, y−+(t) =

 cos(χ+) sinh(η+t)
sin(χ+) cosh(η+t)

η+ cos(χ+) cosh(η+t)
η+ sin(χ+) sinh(η+t)

,
y+
−(t) =

 sin(χ−) sinh(η−t)
cos(χ−) cosh(η−t)
η− sin(χ−) cosh(η−t)
η− cos(χ−) sinh(η−t)

, y−−(t) =

 sin(χ−) cosh(η−t)
cos(χ−) sinh(η−t)
η− sin(χ−) sinh(η−t)
η− cos(χ−) cosh(η−t)

,
Aqúı y±+(t) corresponden para −∞ < t <∞ a órbitas hiperbólicas en el

plano desarrollado por los vectores Y+
+ e Y−+, que son sus ejes de simetŕıa

“horizontal” (+) o “vertical”(-), con “tiempo caracteŕıstico” − 1
η+

; e y±−(t)
corresponden a órbitas análogas en el plano desarrollado por los vectores
Y+
− e Y−−, con “tiempo caracteŕıstico” 1

η−
; en ambos casos la propiedad de

traslación nos permite poner t0 en lugar de t, de modo de tener el vértice
de las hipérbolas para t = t0 en lugar de t = 0. Vemos que la dinámica se
desarrolla independientemente en dos subvariedades lineales 2D de R4, los
planos Span{Y+

+,Y−+} y Span{Y+
−,Y−−}.

Notemos que para Ω→ ν1 − ν2, tendremos η2
+ ↓ ν1ν2 y η2

− ↑ ν1ν2, y por
lo tanto

tan(χ+)→
√
ν1

ν2
, tan(χ−)→

√
ν2

ν1
,

de modo que en general (ν1 6= ν2) los autovectores no se vuelven paralelos
en ese ĺımite.

3.4.2. Centro-Centro

En este caso los µ2 dados por (3.15) son ambos reales y negativos, lo
que hace que (µ2 − ν2

1)(µ2 − ν2
2) > 0 para cada autovalor µ. Esto requiere

ν2
1ν

2
2 > 0, y ν2

1 + ν2
2 < Ω2, aśı que dado un Ω > 0 podŕıamos tener ν2

1 > 0
y ν2

2 > 0; sin embargo si deben ser distintos como asumiremos, para Ω→ 0
ambos deben ser negativos. Las cuatro ráıces pueden ponerse como

µ = ±iω± = ± i√
2

√
(Ω2 + ω2

1 + ω2
2)±

√
(Ω2 + ω2

1 + ω2
2)2 − 4ω2

1ω
2
2, (3.26)

donde ω2
1 = −ν2

1 > 0 y ω2
2 = −ν2

2 > 0, y obviamente ω+ > ω− > 0, y
consistentemente asumiremos |ν2

1 | > |ν2
2 |.

Para que ω2
+ y ω2

− sean reales debemos tener

Ω2 + ω2
1 + ω2

2 > 2ω2
1ω

2
2 ⇒ ω1 − ω2 > −Ω.

A partir de (3.17) se ve que ω2
+ crece desde ω2

1 y ω2
− decrece desde ω2

2 al
aumentar Ω; ω2

+ crece sin cota, y ω2
− tiende a cero
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Para Ω grande las expresiones son

ω2
+ � Ω2 + ω2

1 + ω2
2, ω2

− �
ω2

1ω
2
2

Ω2 + ω2
1 + ω2

2

. (3.27)

Aśı que los rangos admisibles son 0 < ω2
− < ω2

2 < ω2
1 < ω2

+ <∞.
Haciendo ahora un análisis similar al caso SS, podemos obtener la es-

tructura de los autovectores asociados a cada autovalor:

µ = ±iω+ ↔ U =

(
cos(χ+)
±i sin(χ+)

)
, µ = ±iω− ↔ U =

(
±i sin(χ−)

cos(χ−)

)
,

(3.28)
con

cos(χ+) :=
ω2

2 − ω2
+√

(ω2
2 − ω2

+)2 + Ω2ω2
+

, cos(χ−) := −
ω2

1 − ω2
−√

(ω2
1 − ω2

−)2 + Ω2ω2
−

,

sin(χ+) :=
ω+Ω√

(ω2
2 − ω2

+)2 + Ω2ω2
+

, sin(χ−) := − ω−Ω√
(ω2

1 − ω2
−)2 + Ω2ω2

−

,

tan(χ+) :=
ω+Ω

ω2
2 − ω2

+

, tan(χ−) := − ω−Ω

ω2
1 − ω2

−
.

Los autovectores X ∈ R4 deben construirse como siempre con los corres-
pondientes U ∈ R2 en coordenadas, y el correspondiente autovalor por ese
mismo U en velocidades, lo que deja

µ = ±iω+ ↔ X±+ =

( cosχ+

±i sinχ+

±iω+ cosχ+

−ω+ sinχ+

)
, µ = ±iω− ↔ X±− =

( ±i sinχ−
cosχ−

−ω− sinχ−
±iω− cosχ−

)
.

(3.29)
Aqúı también, para cada par ±iω+ y ±iω− los vectores

Y+
+ =

1

2
(X+

+ + X−+) =

( cosχ+

0
0

−ω+ sinχ+

)
, Y−+ =

1

2i
(X+

+ −X−+) =

(
0

sinχ+
ω+ cosχ+

0

)
,

Y+
− =

1

2
(X+
− + X−−) =

( 0
cosχ−

−ω− sinχ−
0

)
, Y−− =

1

2i
(X+
− −X−−) =

( sinχ−
0
0

ω− cosχ−

)
,

no son autovectores, pero son (o pueden elegirse) reales, aunque ya no son
mutuamente ortogonales, ni puramente coordenadas o puramente velocida-
des. Estos vectores definen los ejes de simetŕıa de las órbitas.

Las soluciones fundamentales (L.I.) son

x(t) =

{( cosχ+

i sinχ+

iω+ cosχ+

−ω+ sinχ+

)
eiω+t,

( cosχ+

−i sinχ+

−iω+ cosχ+

−ω+ sinχ+

)
e−iω+t,(

i sinχ−
cosχ−

−ω− sinχ−
iω− cosχ−

)
eiω−t,

( −i sinχ−
cosχ−

−ω− sinχ−
−iω− cosχ−

)
e−iω−t

}
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pero pueden recombinarse como

y+
+(t) =

 cos(χ+) cos(ω+t)
− sin(χ+) sin(ω+t)
−ω+ cos(χ+) sin(ω+t)
−ω+ sin(χ+) cos(ω+t)

, y−+(t) =

 cos(χ+) sin(ω+t)
sin(χ+) cos(ω+t)

ω+ cos(χ+) cos(ω+t)
−ω+ sin(χ+) sin(ω+t)

,
y+
−(t) =

 − sin(χ−) sin(ω−t)
cos(χ−) cos(ω−t)

−ω− sin(χ−) cos(ω−t)
−ω− cos(χ−) sin(ω−t)

, y−−(t) =

 sin(χ−) cos(ω−t)
cos(χ−) sin(ω−t)

−ω− sin(χ−) sin(ω−t)
ω− cos(χ−) cos(ω−t)

,
Aqúı y±+(t) corresponden para −∞ < t < ∞ a órbitas eĺıpticas en el

plano desarrollado por los vectores Y+
+ e Y−+, que son sus ejes de simetŕıa,

semiejes 1 y ω+ y frecuencia ω+, y una desfasada π
2 respecto de la otra;

e y±−(t) corresponden a órbitas análogas en el plano desarrollado por los
vectores Y+

− e Y−−, con semiejes 1 y ω− y frecuencia ω−; en ambos casos
la propiedad de traslación nos permite poner t0 en lugar de t, de modo
de acomodar la fase como nos guste. Vemos que la dinámica se desarro-
lla independientemente en dos subvariedades lineales 2D de R4, los planos
Span{Y+

+,Y−+} y Span{Y+
−,Y−−}.

Notemos que para Ω→∞, tendremos a partir de (3.27)

tan(χ+)→ −
(

1− ω2
1 − ω2

2

2Ω2

)
, tan(χ−)→ −

√
ω2

2

ω2
1

(
1− ω2

1 + ω2
2

2Ω2

)
,

de modo que en general (ω1 6= ω2) los autovectores no se vuelven paralelos
en ese ĺımite.

3.4.3. Silla-Centro

En este caso los µ2 de (3.15) deben ser positivos y negativos, respectiva-
mente. Esto requiere que ν1ν2 < 0 (ν2

1 > 0 y ν2
2 < 0 o ν2

1 < 0 y ν2
2 > 0) y

ν2
1 + ν2

2 > Ω2.
Dado Ω > 0 podŕıamos tener ν2

1 > 0 y ν2
2 < 0 ⇒ ν2

1 > 0 > ν2
2 con

|ν2
1 | > |ν2

2 |.
Definiendo ν2

1 := η2
1 y ν2

2 := −ω2
2 tenemos las cuatro ráıces

µ =


µ1 = ±η = ± 1√

2

√
(η2

1 − ω2
2 − Ω2) +

√
(η2

1 − ω2
2 − Ω2)2 + 4η2

1ω
2
2

µ2 = ±iω = ± i√
2

√
(Ω2 − η2

1 + ω2
2) +

√
(Ω2 − η2

1 + ω2
2)2 + 4η2

1ω
2
2

(3.30)
Un análisis para Ω→ 0 arroja

η2 � η2
1

(
1− Ω2

η2
1 + ω2

2

+O(Ω4)

)
ω2 � ω2

2

(
1 +

Ω2

η2
1 + ω2

2

+O(Ω4)

)
.
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En particular para Ω = 0 recuperamos µ1 = ±η = ±η1 y µ2 = ±iω = ±ω2.
Análogamente, para Ω→∞ tenemos

η2 � (η2
1 + ω2

2)2

4Ω2

ω2 � Ω2 − η2
1 + ω2

2.

(3.31)

Haciendo ahora un análisis similar a los casos precedentes, podemos ob-
tener la estructura de los autovectores asociados a cada autovalor:

µ1 = ±η ↔ U1± =

(
cos(χ1)
± sin(χ1)

)
, µ2 = ±iω ↔ U2± =

(
±i sin(χ2)

cos(χ2)

)
,

(3.32)
con

cos(χ1) :=
η2

2 + ω2
2√

(η2
2 + ω2

2)2 + Ω2η2
, cos(χ2) :=

ω2 + η2
1√

(ω2 + η2
1)2 + Ω2ω2

,

sin(χ1) :=
ηΩ√

(η2 + ω2
2)2 + Ω2η2

, sin(χ2) :=
ωΩ√

(ω2 + η2
1)2 + Ω2ω2

,

tan(χ1) :=
ηΩ

η2 + ω2
2

, tan(χ2) :=
ωΩ

ω2 + η2
1

.

Los autovectores X ∈ R4 deben construirse como siempre con los corres-
pondientes U ∈ R2 en coordenadas, y el correspondiente autovalor por ese
mismo U en velocidades, lo que deja

µ1 = ±η ↔ X±1 =

(
cosχ1
± sinχ1
±η cosχ1
η+ sinχ1

)
, µ2 = ±iω ↔ X±2 =

(
±i sinχ2

cosχ2
−ω sinχ2
±iω cosχ2

)
. (3.33)

Aqúı también, para cada par ±η y ±iω los vectores

Y+
1 =

1

2
(X+

1 + X−1 ) =

( cosχ1
0
0

η sinχ1

)
, Y−1 =

1

2
(X+

1 −X−1 ) =

(
0

sinχ1
η cosχ1

0

)
,

Y+
2 =

1

2
(X+

2 + X−2 ) =

( 0
cosχ2
−ω sinχ2

0

)
, Y−2 =

1

2i
(X+

2 −X−2 ) =

( sinχ2
0
0

ω cosχ2

)
,

no son autovectores, pero son (o pueden elegirse) reales, aunque ya no son
mutuamente ortogonales, ni puramente coordenadas o puramente velocida-
des. Estos vectores definen los ejes de simetŕıa de las órbitas.

Las soluciones fundamentales (L.I.) son

x(t) =

{( cosχ1
sinχ1
η cosχ1
η sinχ1

)
eηt,

(
cosχ1
− sinχ1
−η cosχ1
η sinχ1

)
e−ηt,(

i sinχ2
cosχ2
−ω sinχ2
iω cosχ2

)
eiωt,

(
−i sinχ2

cosχ2
−ω sinχ2
−iω cosχ2

)
e−iωt

}
,
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pero pueden recombinarse como

y+
1 (t) =

 cos(χ1) cosh(ηt)
sin(χ1) sinh(ηt)
η cos(χ1) sinh(ηt)
η sin(χ1) cosh(ηt)

, y−1 (t) =

 cos(χ1) sinh(ηt)
sin(χ1) cosh(ηt)
η cos(χ1) cosh(ηt)
η sin(χ1) sinh(ηt)

,
y+

2 (t) =

 − sin(χ2) sin(ωt)
cos(χ2) cos(ωt)
−ω sin(χ2) cos(ωt)
−ω cos(χ2) sin(ωt)

, y−2 (t) =

 sin(χ2) cos(ωt)
cos(χ2) sin(ωt)
−ω sin(χ2) sin(ωt)
ω cos(χ2) cos(ωt)

.
Aqúı y±1 (t) corresponden para −∞ < t <∞ a órbitas hiperbólicas en el

plano desarrollado por los vectores Y+
1 e Y−1 , que son sus ejes de simetŕıa

“horizontal” (+) o “vertical” (-), con tiempo caracteŕıstico − 1
η . Mientras que

y±2 (t) corresponden para −∞ < t < ∞ a órbitas eĺıpticas centradas en el
plano desarrollado por los vectores Y+

2 e Y−2 , con semiejes 1 y ω y frecuencia
ω, una desfasada en π

2 respecto de la otra. En ambos casos la propiedad de
traslación nos permite poner t− t0 en lugar de t, de modo de tener el vértice
de las hipérbolas para t = t0 en lugar de t para el primer caso y de modo de
acomodar la fase como nos guste en el segundo caso. Vemos que la dinámica
se desarrolla independientemente en dos subvariedades lineales 2D de R4,
los planos Span{Y+

1 ,Y−1 } y Span{Y+
2 ,Y−2 }.

Notemos que para Ω→∞, tendremos a partir de (3.31)

tan(χ1)→ η2 + ω2
2

2ω2
2

, tan(χ2)→ 1− η2
1 + ω2

2

2Ω2
.

3.4.4. Silla-Foco

Para este caso no detallaremos la estructura anaĺıtica de los autovalores
en función de Ω y los νi, i = 1, 2, debido a que no es trivial obtenerlos, y
por lo tanto tampoco nos referiremos a los autovectores asociados a cada
uno. Lo que hay que notar es que esta dinámica es la transición entre las
dinámicas SS y CC a medida que incrementa Ω, es decir, SS → sf → CC.
Una vez que se produce la transición a la dinámica CC, ésta se mantiene
inalterada para cualquier valor mayor de Ω.

Como se puede apreciar en la Sección 2.5.2, los autovalores en forma ge-
neral se los escribe como (η− iω), (η+ iω), −(η+ iω) y −(η− iω), llamados
cuadrupletes. Una representación gráfica de ellos se puede ver en la Figura
3.1; en azul se muestra la dinámica SS donde los νi son reales, vienen en
pares opuestos y se mueven a lo largo del eje horizontal; en rojo se muestra
la dinámica CC donde los νi son imaginarios, vienen en pares conjugados
y se mueven a lo largo del eje vertical; en verde aparece la dinámica sf re-
presentada por los autovalores mencionados antes, que como ya dijimos es
el ĺımite entre las transiciones y se mueven a lo largo de un ćırculo de radio√
ν1ν2. Para ser más expĺıcitos, cuando Ω = 0 los autovalores son ±ν1, ±ν2;

a medida que Ω crece, se desplazan en la dirección de las flechas azules,

60
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hasta colapsarse por pares; al seguir creciendo Ω, se desdoblan en un cua-
druplete y se desplazan sobre el ćırculo en la dirección de las flechas verdes,
hasta colapsar nuevamente por pares sobre el eje imaginario; finalmente, al
seguir creciendo Ω se desdoblan nuevamente, ahora en pares conjugados, y
se desplazan en la dirección de las flechas rojas.

Hay que remarcar que, al colapsar los autovalores por pares, los auto-
vectores de cada par se colapsan en uno solo y a lo máximo que podemos
aspirar es descomponer el sistema a una forma normal de Jordan. Si bien
esto es teóricamente posible, en la práctica este caso ĺımite no aparece, por
ende no daremos más detalles.

Figura 3.1: Gráfico donde se muestran como al variar Ω, y por lo tanto los
autovalores, se produce la transición entre las dinámicas.

3.5. Método de control 2D

En esta sección presentaremos el método de control resuelto en forma
anaĺıtica para el caso de 2 g.l. de las dinámicas estudiadas en la Sección
3.4, es decir, se darán las expresiones expĺıcitas para los vectores de control.
No vamos a dar las cuentas expĺıcitas, sólo mencionaremos los principales
resultados.
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CAPÍTULO 3. CASO ESPECIAL 2D

3.5.1. Caso Silla-Silla

En este caso X = (x, y, vx, vy)
T es dato y queremos determinar ∆X =

(0, 0,∆vx,∆vy)
T sabiendo que el método debe imponer que la órbita se

posicione sobre las variedades estables y no tenga componentes sobre las
direcciones inestables:

X′ = X + ∆X = αX−1 + βX−2,

y

Q′ = Q + ∆Q = αT−1X−1 + βT−1X−2,

(3.34)

donde α y β son constantes a determinar y la matriz de transformación de
semejanza viene dada por

T =

 cos(χ1) 0 0 η1 sin(χ1)
0 sin(χ1) η1 cos(χ1)
0 cos(χ2) η2 sin(χ2) 0

sin(χ2) 0 0 η2 cos(χ2)

.
De la primera ec. de (3.34) podemos obtener los parámetros α, β, ∆vx

y ∆vy:

α = ρ(sin(χ2)y + cos(χ2)x),

β = ρ(cos(χ1)y + sin(χ1)x),

∆vx = ρ

(
(η2 − η1) sin(χ2) cos(χ1)y − x

ρ2

)
− vx,

∆vy = ρ

(
(η1 − η2) cos(χ2) sin(χ1)x− y

ρ1

)
− vy,

(3.35)

con
ρ = (cos(χ1 + χ2))−1

ρ1 = (η2 cos(χ1) cos(χ2)− η1 sin(χ1) sin(χ2))−1

ρ2 = (η1 cos(χ1) cos(χ2)− η2 sin(χ1) sin(χ2))−1


Por lo tanto, invirtiendo la matriz de transformación de semejanza (T−1)

y reemplazando éstos paramétros en la segunda ec. de (3.34) obtenemos

Q′ =

 ρ1η2 cos(χ2)x−ρρ1(η1−η2) sin(χ2) sin(χ1) cos(χ2)x+ρ sin(χ2)y
−ρ2η2 sin(χ2)y+ρρ2 cos(χ2) sin(χ2) cos(χ1)(η2−η1)y−ρ cos(χ2)x
ρ2η1 cos(χ1)y−ρρ2 sin(χ1) sin(χ2) cos(χ1)(η2−η1)y+ρ sin(χ1)x
−ρ1η1 sin(χ1)x+ρρ1(η1−η2) cos(χ2) sin(χ1) cos(χ1)x−ρ cos(χ1)y

. (3.36)

Veamos ahora la equivalencia con el método de Leiva & Briozzo [5]:
Recordemos que debemos determinar X′ = X + ∆X = αX−1 + βX−2,
donde

X−1 =

 cos(χ1)
− sin(χ1)
−η1 cos(χ1)
η1 sin(χ1)

, X−2 =

 − sin(χ2)
cos(χ2)
η2 sin(χ2)
−η2 cos(χ2)

,
son la direcciones estables sobre las que queremos posicionar la órbita.
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3.5. MÉTODO DE CONTROL 2D

Para determinar el impulso de control, nos basaremos en lo descripto en
la Sección 2.11: Consideremos separadamente las ecuaciones que involucran
las posiciones y velocidades, donde asumimos para esto que

det
(

cos(χ1) − sin(χ2)
− sin(χ1) cos(χ2)

)
6= 0.

De esta manera podemos obtener los primeros dos parámetros asociados
a las posiciones (α, β) en función de las posiciones iniciales (x, y)(

α
β

)
= ρ
(

cos(χ2) sin(χ2)
sin(χ1) cos(χ1)

)
, ρ = (cos(χ1 + χ2))−1. (3.37)

Volviendo al segundo conjunto de ecuaciones de X′ asociados sólo a las ve-
locidades, podemos determinar el impulso de control (∆vx,∆vy) en función
de los impulsos iniciales (vx, vy); para ello reemplazamos (3.37) en el nuevo
conjunto de ecuaciones(

vx + ∆vx
vy + ∆vy

)
=
(
−η1 cos(χ1) η2 sin(χ2)
η2 sin(χ1) −η2 cos(χ1)

)(α
β

)
.

Obteniendo ahora si todos los parámetros α, β, ∆vx y ∆vy

α = ρ(sin(χ2)y + cos(χ2)x),

β = ρ(cos(χ1)y + sin(χ1)x),

∆vx = ρ

(
(η2 − η1) sin(χ2) cos(χ1)y − x

ρ2

)
− vx,

∆vy = ρ

(
(η1 − η2) cos(χ2) sin(χ1)x− y

ρ1

)
− vy,

(3.38)

con

ρ = (cos(χ1 + χ2))−1

ρ1 = (η2 cos(χ1) cos(χ2)− η1 sin(χ1) sin(χ2))−1

ρ2 = (η1 cos(χ1) cos(χ2)− η2 sin(χ1) sin(χ2))−1


Por lo tanto, aplicando a T−1 a X′, es decir, calculando Q′ = T−1(αX−1+

βX−2) tenemos

Q′ =

 ρ1η2 cos(χ2)x−ρρ1(η1−η2) sin(χ2) sin(χ1) cos(χ2)x+ρ sin(χ2)y
−ρ2η2 sin(χ2)y+ρρ2 cos(χ2) sin(χ2) cos(χ1)(η2−η1)y−ρ cos(χ2)x
ρ2η1 cos(χ1)y−ρρ2 sin(χ1) sin(χ2) cos(χ1)(η2−η1)y+ρ sin(χ1)x
−ρ1η1 sin(χ1)x+ρρ1(η1−η2) cos(χ2) sin(χ1) cos(χ1)x−ρ cos(χ1)y

. (3.39)

Por lo tanto, recuperamos lo mismo que en el primer análisis (ver Sección
2.11). De ésta manera probamos la equivalencia entre ambos métodos.
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CAPÍTULO 3. CASO ESPECIAL 2D

3.5.2. Caso Centro-Centro

Como antes, X′ = X + ∆X = (x, y, vx + ∆vx, vy + ∆vy)
T , donde la

idea es determinar los impulsos ∆vx y ∆vy y para eso debemos imponer
que E = E1 + E2 sea mı́nima, donde E1 y E2 son las enerǵıas de cada
subvariedad, y vienen dadas por

Ei =
1

2
ωi
(
(qi + ∆qi)

2 + (pi + ∆pi)
2
)
, i = 1, 2. (3.40)

Notemos que las expresiones para las enerǵıas están dadas en coordenadas
normales, por ende tenemos que transformar las coordenadas originales a las
coordenadas normales v́ıa la aplicación de la transformación de semejanza
inversa T−1, es decir, Q′ = T−1X′ donde para este caso

T =

 cos(χ1) 0 0 sin(χ2)
0 sin(χ1) cos(χ2) 0
0 ω1 cos(χ1) −ω2 sin(χ2) 0

−ω1 sin(χ1) 0 0 ω2 cos(χ2)

.
Luego de invertir T y reemplazar en (3.40) se obtiene una expresión para
la enerǵıa en término de los parámetros x, y, vx y vy, que son datos y
más precisamente las componentes de X; y de los impulsos ∆vx y ∆vy que
queremos determinar.

Imponiendo la restricción de minimizar la enerǵıa respecto a los impulsos
∆vx y ∆vy, es decir, ∂E

∂(∆vx) = 0 y ∂E
∂(∆vy) = 0 obtenemos

∆vx =
ω1ω2 sin(χ1 − χ2) cos(χ1 + χ2)

ω1 cos2(χ2) + ω2 sin2(χ1)
y − vx

∆vy =
ω1ω2 sin(χ2 − χ1) cos(χ1 + χ2)

ω1 sin2(χ2) + ω2 cos2(χ1)
x− vy,

y por ende, con éstos impulsos, podemos determinar Q′ = T−1X′ en función
solo de x e y

Q′ =

 ω2 cos(χ1)αx
ω2 sin(χ1)βy
ω1 cos(χ2)βy
ω1 sin(χ2)αx

, (3.41)

donde α y β vienen dados por

α = (ω1 sin2(χ2) + ω2 cos2(χ1))−1, β = (ω1 cos2(χ2) + ω2 sin2(χ1))−1.

3.5.3. Caso Silla-Centro

En este caso buscamos X′ = X + ∆X = αX−1 + βY+2 + γY−2, don-
de X−1 es la dirección estable de la variedad hiperbólica y los Yi son los
vectores reales que definen el eje de simetŕıa de la órbita en la variedad
eĺıptica. Esto es aśı debido a que queremos eliminar la dirección inesta-
ble de la variedad hiperbólica, y en particular vamos a imponer el v́ınculo:
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3.5. MÉTODO DE CONTROL 2D

Q′⊥(1, 1, 0, 0)T . Para encontrar el impulso de control vamos a minimizar la
enerǵıa, E2 = 1

2ω
[
(q2 + ∆q2)2 + (p2 + ∆p2)2

]
, correspondiente a la variedad

eĺıptica respecto a ∆vx y ∆vy pero sujeto al v́ınculo ya mencionado, donde
haremos uso de los multiplicadores de Lagrange.

El paso a coordenadas normales lo hacemos v́ıa la transformación de
semejanza inversa, T−1, que en este caso se obtiene de invertir

T =

 cos(χ1) 0 0 sin(χ2)
0 sin(χ1) cos(χ2) 0
0 η cos(χ1) −ω sin(χ2) 0

η sin(χ1) 0 0 ω cos(χ2)

.
Además es directo probar que

Q′ = T−1X′ = α

(
1
−1
0
0

)
+ β

(
0
0
1
0

)
+ γ

(
0
0
0
1

)
. (3.42)

De esta manera tendremos las siguientes condiciones:

1) Función a minimizar:

E2(∆vx,∆vy) =
1

2
ω
[
ρ2

1(−η sin(χ1)x+ cos(χ1)vy + cos(χ1)∆vy)
2

+ ρ2
2(η cos(χ1)y − sin(χ1)vx − sin(χ1)∆vx)2

]
,

donde ρ1 y ρ2 son constantes que aparecen al invertir la transformación
de semejanza T y que vienen dados por:

ρ1 = (ω cos(χ1) cos(χ2)− η sin(χ1) sin(χ2))−1 ,

ρ2 = (η cos(χ1) cos(χ2) + ω sin(χ1) sin(χ2))−1 .

2) Vı́nculo:

g(∆vx,∆vy) = Q′ · (1, 1, 0, 0) = T−1X′ · (1, 1, 0, 0) = 0.

Y por lo tanto debemos encontrar el mı́nimo de la función L(∆vx,∆vy) =
E2(∆vx,∆vy)+λg(∆vx,∆vy) respecto a ∆vx, ∆vy y λ, donde este último es
el multiplicador de Lagrange. Esta condición implica que ∂L

∂∆vx
= 0, ∂L

∂∆vy
= 0

y ∂L
∂λ = 0. Luego se obtiene

∆vx = − cos(χ1)(ρ1 cos(χ2)x+ ρ2 sin(χ2)y)

ρ1ρ2

(
sin2(χ1) sin2(χ2) + cos2(χ1) cos2(χ2)

) − vx,
∆vy =

sin(χ1)(ρ1 cos(χ2)x+ ρ2 sin(χ2)y)

ρ1ρ2

(
sin2(χ1) sin2(χ2) + cos2(χ1) cos2(χ2)

) − vy,
λ =

ω sin(χ1) cos(χ1)(sin(χ1)x+ cos(χ1)y)(
sin2(χ1) sin2(χ2) + cos2(χ1) cos2(χ2)

) .
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De esta manera, podemos obtener el vector de control que tiene la siguiente
forma

Q′ = θ
(
sin(χ1) sin2(χ2)y − cos(χ1) cos2(χ2)x

)( 1
−1
0
0

)
+ θ (cos(χ1)y + sin(χ1)x)

(
0
0

cos(χ1) cos(χ2)
sin(χ1) sin(χ2)

)
,

(3.43)

con

θ :=
(
sin2(χ1) sin2(χ2) + cos2(χ1) cos2(χ2)

)−1
.

3.6. Ejemplos numéricos en 2D

A fin de entender el funcionamiento del algoritmo de control, en esta
Sección daremos ejemplos numéricos de aplicación en dos dimensiones para
algunas dinámicas particulares. Los autovalores y autovectores obtenidos en
la Sección 3.4 fueron verificados mediante el cálculo numérico de éstos ejem-
plos, es decir, que son realmente un caso particular del método de control
3D general desarrollado en la Sección 2.11.

En todos los casos las órbitas tendrán un periódo de T = 2,1 y se apli-
cará un impulso de control por peŕıodo y a lo largo de N = 100 peŕıodos, es
decir, el método implementará cien puntos de control. Nótese que en estos
ejemplos asumiremos que la dinámica está dada directamente por un SAE
T -periódico, por lo que conocemos su evolución a todo tiempo y donde se
integró para tiempos largos comparadas con los tiempos caracteŕısticos de
las dinámicas involucradas; la elección del peŕıodo T es arbitraria, y sólo a
los fines de poner a prueba el método de control, por lo cual se eligió T = 2,1
ya que en ese caso el sistema no tiene resonancia de bajo orden con ningún
autovalor νi, i = 1, 2.

Los parámetros que variarán serán las componentes νi, i = 1, 2, de la
matriz U que definen la “curvatura del potencial” y el valor del momento
angular Ω que se eligió a lo largo de la dirección z, por lo tanto se corres-
ponderá con Ω1 = Ω2 = 0, y Ω3 = Ω de la matriz Ω̄. Todos los parámetros
se los tomarán adimensionales.

El algoritmo obtiene las ecs. de movimiento a partir de integrar el sistema

d

dt

(
x
v

)
= A

(
x
v

)
+
√
D

(
0
ζ(t)

)
, (3.44)

donde ζ(t) =

(
ζ1(t)
ζ2(t)

)
cumplen que 〈ζi(t)〉 = 0, 〈ζi(t)ζj(t′)〉 = δijδ(t− t′), es

decir, perturbamos con “ruido blanco gaussiano”; el parámetro
√
D represen-

ta la intensidad del ruido de la distribución y se ejecutaron las simulaciones
numéricas con D = 0,001.
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En las Figuras 3.2-3.4 se muestran y detallan las dinámicas particulares
elegidas, en el órden que se producen las transiciones entre dinámicas al
aumentar Ω, es decir, SS → sf → CC para ν1 = 2 y ν2 = 1. Para el último
ejemplo, mostrado en la Figura 3.5, correspondiente al caso SC se eligieron
ν1 = 2 y ν2 = i. Con éstas imágenes queda en evidencia que el método
de control funciona muy bien, acorde a lo esperado: la dinámica arranca
en una región cercana al origen y se va acotando cada vez más en cada
peŕıodo. Nótese además que el punto fijo del mapa-T correspondiente a la
OP del sistema T -periódico es a la vez un punto cŕıtico del SAE y que se
corresponde con el origen de coordenadas en las distintas ilustraciones.
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Figura 3.2: Dinámica planar tipo SS a lo largo de 100 peŕıodos (puntos de
control) con parámetros ν1 = 2, ν2 = 1 y T = 2,1.
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(b) Dinámica con Ω = 0,5.
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Figura 3.3: Dinámica planar tipo sf a lo largo de 100 peŕıodos (puntos de
control) con parámetros ν1 = 2, ν2 = 1 y T = 2,1.
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(b) Dinámica con Ω = 2,5.
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Figura 3.4: Dinámica planar tipo CC a lo largo de 100 peŕıodos (puntos de
control) con parámetros ν1 = 2, ν2 = 1 y T = 2,1.
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(b) Dinámica con Ω = 6,0.
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Figura 3.5: Dinámica planar tipo SC a lo largo de 100 peŕıodos (puntos de
control) con parámetros ν1 = 2, ν2 = i y T = 2,1.
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(b) Dinámica con Ω = 2,5.
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Caṕıtulo 4

Aplicación a Problemas de
Dinámica Astronómica

En el Caṕıtulo 3 estudiamos el caso completo para sistemas en 2D, esto
es, pudimos ser capaces de dar una descripción general para los autovalores
y autovectores de forma anaĺıtica para cada una de las dinámicas. Luego,
una vez obtenidos estos vectores, construimos una base de vectores reales
y con ellos elaboramos el método de control correspondiente. Por último,
para cerrar dicho caṕıtulo se puso a prueba el método de control en un
conjunto de ejemplos de “juguete”, es decir, ejemplos numéricos, que no
necesariamente representan un sistema f́ısico real, a fin de ver como aplica
el método los impulsos requeridos para cada dinámica; y se pudo ver el buen
funcionamiento, ya que en todos los casos después de cada impulso de control
(peŕıodo), la dinámica subsiguiente se fue acotando a una región cada vez
más cercana al origen.

En lo que respecta al método de control 3D, por una cuestión de no ex-
tendernos demasiado con ejemplos de prueba, no vamos a mostrar resultados
en 3D para estos sistemas de “juguetes”; aunque si es necesario remarcar que
se hicieron extensivas pruebas y pudimos probar que el método mostró un
funcionamiento como se esperaba y que el método 2D es un caso particular
de éste último.

Ahora estamos interesados en sistemas un poco más realistas que puedan
asemejarse a lo que sucede en la naturaleza y que obviamente tienen libertad
de moverse en el espacio tridimensional; para estos sistemas si será necesario
implementar el método de control 3D. En particular, se tomará una selección
de ejemplos provenientes de la Astronomı́a Dinámica, algunos de los cua-
les van a consistir en retomar las órbitas periódicas estudiadas en la Tesis
Doctoral de A. M. Leiva [5] y aplicarles el método de control. Pero primero,
antes de entrar en detalles, hay que repasar algunas cuestiones.

A este punto llegamos motivados con la idea de poder modelar misio-



CAPÍTULO 4. APLICACIÓN A SISTEMAS REALES

nes de larga duración en el sistema Tierra-Luna, ya sea mediante órbitas
periódicas de transferencia rápida y/o de baja enerǵıa entre éstas u órbitas
periódicas cerca de los puntos Lagrangeanos L1 o L2, pero que todas tengan
en común un gasto mı́nimo de recursos (combustible para el caso de una
nave o satélite).

Los modelos propuestos en Leiva [5] se resumen en tres:

1) Problema circular de tres cuerpos restringido (PC3CR): es un caso espe-
cial del problema general de tres cuerpos. Como se mencionó en el Caṕıtu-
lo 1, dos masas primariasmT ymL correspondientes a la Tierra y la Luna,
respectivamente describen órbitas coplanares circulares alrededor de su
centro de masa y una tercera masa infinitesimal m (nave o satélite), que
no afecta el movimiento de las primarias, se mueve en el campo gravita-
torio de éstas. Las órbitas de las masas primarias yacen en el plano xy
con su centro de masa en el origen. Se normalizan las unidades de masa y
de distancia, mT = 1− µ con mL = µ ' 0,0121505; dTL = 1 y se adopta
para la constante de gravitación de Newton el valor k2 = 1. Se elige un
sistema de coordenadas rotante con velocidad angular n = 1 (sistema
sinódico) con origen en el centro de masa, de manera tal que las masas
primarias queden fijas en el eje de las abcisas. Utilizamos la orientación
(xT , yT ) = (−µ, 0) y (xL, yL) = (1 − µ, 0) (Figura 4.1) y es el que se
implementa para determinar las órbitas periódicas. Los valores unitarios
de distancia, velocidad y tiempo resultan equivalentes a ∼ 384400 km,
∼ 1024 m/s y ∼ 104 hs (un mes sidéreo/2π), respectivamente.

 

x 

y 

T
x   1

L
x    

m 

r
T  

r
L  

Figura 4.1: Sistema de coordenadas sinódico.

74



El Hamiltoniano de la masa infinitesimal m es autónomo y en el sistema
de coordenadas sinódico queda expresado según V. Szebehely [15]:

HPC3CR =
1

2
(p2
x + p2

y + p2
z) + ypx − xpy −

1− µ
r1
− µ

r2
, (4.1)

donde px = ẋ − y, py = ẏ + x, pz = ż, r2
1 = (x − xT )2 + y2 + z2 y

r2
2 = (x− xL)2 + y2 + z2.

Entonces las ecuaciones de movimiento para m son:

ẍ = 2ẏ + x− (1− µ)
x− xT
r3
T

− µx− xL
r3
L

,

ÿ = −2ẋ+ y − (1− µ)
y

r3
T

− µ y
r3
L

,

z̈ = −(1− µ)
z

r3
T

− µ z
r3
L

,

(4.2)

con las distancias entre m y las primarias dadas por

r2
T = (x+ µ)2 + y2 + z2,

r2
L = (x− 1 + µ)2 + y2 + z2.

El sistema tiene cinco puntos de equilibrio relativos; tres de ellos ya-
cen sobre el eje x y se los conoce como puntos de libración colineales.
Usualmente denotados por L1, L2 y L3, éstos puntos son inestables.
Sus coordenadas x para el sistema Tierra-Luna son xL1 = 0,8369153,
xL2 = 1,1556825 y xL3 = −1,0050627.

Si bien, cuando se consideran trayectorias de transferencias entre las ma-
sas primarias, el PC3CR es un modelo simple de tratar, no se pueden
despreciar las perturbaciones producidas por las acciones gravitatorias
del Sol, la excentricidad de la órbita lunar, etc. Por lo tanto, este modelo
sirve como paso intermedio para los modelos de cuatro cuerpos: Problema
BiCircular (PBC) y Problema CuasiBiCircular (PCBC).

2) Problema BiCircular (PBC): Fue presentado también en el Caṕıtulo 1 y
es un problema de cuatro cuerpos, donde considera como masas primarias
a la Tierra, la Luna y el Sol, y una cuarta masa infinitesimal (nave o
satélite) que no afecta el movimiento de las primarias. Las trayectorias
de las masas primarias mT y mL viven en un plano y se mueven en
órbitas circulares alrededor de su baricentro BTL y a su vez, el baricentro
BTL y el Sol mS se mueven en órbitas circulares alrededor del centro de
masas del sistema B (Figura 4.2). El PBC es un sistema dinámico no-
autónomo, es decir, el Hamiltoniano depende del tiempo, y en particular
para nuestro propósito será T -periódico. El movimiento de las primarias
es “artificial”, en el sentido de que no es solución del problema de tres
cuerpos en general y en particular la enerǵıa no se conserva.
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Figura 4.2: Sistema de coordenadas sinódico (PBC).

A partir de un marco de referencia inercial, se realiza un cambio de va-
riables para expresar las ecuaciones de movimiento de m en coordenadas
sinódicas Tierra-Luna. Estas ecuaciones quedan expresadas en una forma
similar a las ecuaciones obtenidas en el PC3CR y aśı, podemos considerar
al PBC como una perturbación (que no es pequeña) del PC3CR.

Sean aS , nS y ωS , la distancia entre el baricentro Tierra-Luna BTL y mS ,
y las velocidades angulares medidas en los sistemas de coordenadas iner-
cial y sinódico respectivamente. Estos parámetros cumplen las siguientes
relaciones [14]:

ωS = 1−nS : es la velocidad angular media del Sol en el sistema sinódico.
En el sistema inercial, la velocidad angular de la Luna es 1.

a3
Sn

2
S = 1 +mS : es consecuencia de la tercera ley de Kepler.

θ = ωSt + φS : θ es el ángulo entre la dirección Tierra-Luna y el Sol y
φS es la fase solar inicial (t = 0) en el sistema sinódico.

siendo aS = 388,81114, ωS = −0,925195985520347 y mS = a3
Sn

2
S − 1 '

328900,54.

El Hamiltoniano de la masa infinitesimal m es no autónomo y 2π-periódi-
co en θ:

HPBC =
1

2
(p2
x+p2

y+p
2
z)+ypx−xpy−

1− µ
rT
− µ

rL
−mS

(
1

rS
− 1

rS0

)
, (4.3)
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donde px = ẋ − y, py = ẏ + x, r2
T = (x − µ)2 + y2 + z2, r2

L = (x −
µ + 1)2 + y2 + z2, r2

S = (x − xS)2 + (y − yS)2 + z2, rS0 = x2
S + y2

S ;
aqúı xS = aS cos(ωSt + φS) y yS = aS sin(ωSt + φS) representan las
coordenadas del Sol (ver Fig. 4.2).

3) Problema CuasiBiCircular (PCBC): Al igual que el BCP este es un pro-
blema de cuatro cuerpos en donde las primarias (Sol, Tierra, Luna) se
mueven en órbitas cuasi-circulares, es decir, se consideran las excentrici-
dades de las órbitas, y el cuarto cuerpo es una masa infinitesimal. Substi-
tuyendo en las ecuaciones del Problema de Tres Cuerpos Sol-Tierra-Luna
desarrollos en serie de Fourier alrededor del BCP, se obtiene una solu-
ción cerrada aproximada para el movimiento de las primarias, que en esa
aproximación es periódico. Para éste modelo no daremos detalles expĺıci-
tos sobre los valores de los parámetros que lo rigen ya que en este trabajo
no se lo implementó.

Si nos basamos en el “sentido común” y en lo mencionado en las ĺıneas
anteriores, lo primero que razonaŕıamos seŕıa la idea de implementar el mo-
delo PCBC para obtener las soluciones que mejor aproximan al del problema
de tres cuerpos general para las primarias. Sin embargo, este modelo es un
tanto complicado de llevar a cabo y para nuestro propósito, que es probar
el funcionamiento del método de control, no aporta mucha más información
que el PBC que solo aproximar de manera más precisa la solución al proble-
ma general. Por lo tanto, nuestra elección será el modelo PBC, que si bien
no es el más realista, es muy simple de implementar.

4.1. Selección de órbitas

Como mencionamos al comienzo, vamos a retomar algunas de las órbitas
estudiadas en Leiva [5] y le vamos a aplicar el método de control 3D. Las
órbitas periódicas seleccionadas son 146A, 013, T 222 y T 045, las cuales
en dicho trabajo fueron extendidas del PC3CR al PCBC mediante la con-
tinuación numérica de soluciones periódicas obtenidas en el PC3CR. Los
valores adecuados de la fase solar fueron encontrados luego de hacer una
extensión de una órbita T -periódica del PC3CR al PBC, asumiendo que el
PCBC representa una pequeña perturbación del PBC y usando el hecho
de que la variación de la enerǵıa a lo largo de un peŕıodo completo de la
órbita es nula. Esto último es una versión simplificada de las condiciones de
periodicidad genérica [19]. En este trabajo utilizaremos las mismas órbitas,
pero continudas al PBC en lugar del PCBC. Todas ellas se desarrollan en el
plano xy (Sol-Tierra-Luna), y se muestran en la Figura 4.4.

Aparte de estas, se aplicó el método de control a dos órbitas más; por
búsqueda directa en el PC3CR usando condiciones de simetŕıa se obtuvo
una familia de OPs, de las cuales se realizó una continuación al PBC de un
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Figura 4.3: Ilustración del sistema de coordenadas sinódico (PBC) tenien-
do en cuenta la atracción gravitatoria de Júpiter como una perturbación
externa.

miembro de esta familia que tiene el periódo solar T = T�, y que satisface
la condición de fase. Esta órbita es la S001 y se desarrolla por fuera del
sistema Tierra-Luna. La otra órbita que se controló se obtuvo de continuar
un miembro de la familia Halo Norte L2 [16] del PC3CR al PBC, es la L2NH2
que tiene también un periódo T = T�. A diferencia de las anteriores, estas
dos órbitas son tridimensionales, y se muestran en la Figura 4.5.

Para todas las órbitas mencionadas se verificó su periodicidad con error
relativo < 10−15 mediante un algoritmo Newton-Raphson del mapa-T [23].
Los valores de tiempo, coordenadas y velocidades iniciales para cada una se
muestran en la Tabla 4.1, en unidades sinódicas para el PBC; en todos los
casos la fase solar es −π a t = 0. La estructura de la dinámica linealizada
alrededor de cada órbita y los autovalores de la correspondiente matriz de
monodromı́a Mt0 , que implementa el mapa-T linealizado sobre la sección de
Poincaré Σt0 , se muestran en la Tabla 4.2.

4.2. Resultados numéricos

Para cada una de las OP mostradas en la Tabla 4.1, se comenzó por
integrar numéricamente las ecuaciones de movimiento del PBC a partir de
la correspondiente condición inicial, conjuntamente con la correspondiente
ecuación variacional [23] con condiciones iniciales “canónicas”, desde t0 has-
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Figura 4.4: Ilustraciones de las distintas órbitas planares controladas, en
coordenadas y unidades sinódicas. Las ĺıneas rojas representan las órbitas.
Los ćırculos llenos muestran la posición de la Tierra (izquierda) y la Luna
(derecha). Los ćırculos vaćıos muestran la posición de los puntos Lagrangia-
nos colineales L1 (izquierda) y L2 (derecha).

ta t0 +T , donde T es el peŕıodo de la OP (T� para las órbitas T 045, T 222,
S001 y L2NH2, 3T� para la 146A y 4T� para la 013). Esta integración se
realizó mediante un método de Bulirsch-Stoer con precisión relativa local
10−15 [24]. El resultado de la integración de la ecuación variacional provee
entonces una aproximación numérica a la matriz de monodromı́a Mt0 , a par-
tir de la cual se calcularon sus autovalores (mostrados en la Tabla 4.2) y los
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Condiciones iniciales de las OPs estabilizadas

OP
t0

T/T�
x0

ẋ0

y0

ẏ0

z0

ż0

T 045
2,97454291590

1
0,50035979542
1,59400725697

0,75152890645
−1,26134617358

0,00000000000
0,00000000000

T 222
0,13582387744

1
0,96114426617
−0,66689826921

−0,23761154498
−1,62789938952

0,00000000000
0,00000000000

146A
0,21052701003

3
0,84485912307
0,05334120270

−0,00894943681
−0,05043006328

0,00000000000
0,00000000000

013
26,79805101855

4

0,81449965811
0,05776429415

0,00764582676
0,11929694200

0,00000000000
0,00000000000

S001
3,22581708916

1
1,05588789024
0,64097149834

0,34357570537
−1,94745212773

−0,17632669059
−0,04035939686

L2NH2
6,74365551480

1
1,07494382713
0,07900320159

0,08384722658
−0,19862041239

0,17944343754
0,04442075246

Tabla 4.1: Tiempo inicial t0, coordenadas iniciales x0, y0, z0, y velocidades
iniciales ẋ0, ẏ0, ż0, en el PBC y en unidades sinódicas, para las órbitas
empleadas en este trabajo. En todos los casos la fase solar es −π a t = 0.

correspondientes autovectores. A partir de ellos se calcularon numéricamen-
te la matriz de transformación T y la matriz enerǵıa Edin como se detalla en
la Sección 2.10, y con ellas se calcularon los vectores de control de acuerdo
a la Tabla 2.1 de la Sección 2.11.

A continuación, partiendo nuevamente de las condiciones iniciales de la
Tabla 4.1, se realizaron para cada órbita 1000 integraciones sucesivas, cada
una sobre un peŕıodo orbital, de las ecuaciones de movimiento del PBC
pero ahora incluyendo la atracción gravitatoria de Júpiter, que actúa como
perturbación externa de la OP. La órbita de Júpiter se modeló como una
circunferencia de radio 778,57 × 109 m centrada en la posición instantánea
del Sol, e inclinada respecto al plano Sol-Tierra-Luna del PBC en un ángulo
de 7,5◦, que es el mayor valor de la inclinación relativa del plano orbital
de Júpiter respecto al plano orbital del sistema Tierra-Luna en el sistema
solar real (ver Figura 4.3). El peŕıodo orbital de Júpiter alrededor del Sol se
tomó como 4332,59 d́ıas, y su masa como 317,83 masas terrestres.

El Hamiltoniano tendrá una estructura similar al del PBC descripto en
(4.3), pero ahora considerando la perturbación externa de Júpiter, es decir,

HPBC =
1

2
(p2
x + p2

y + p2
z) + ypx − xpy −

1− µ
rT

− µ

rL
−mS

(
1

rS
− 1

rS0

)
−mJ

(
1

rJ
− 1

rJ0

)
,

(4.4)
donde ahora r2

J = (x − xJ)2 + (y − yJ)2 + (z − zJ)2 y rJ0 = x2
J + y2

J + z2
J .
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o)

(m
/s)

(m
/s)

(m
/s)

T
04

5
T
�

∼
80

0
,0003

0
,00003

126
,70

1
,58

0
,42

T
22

2
T
�

∼
80

0
,0003

0
,00003

644
,90

8
,06

1
,00

146A
3
T
�

∼
24

0
0
,00003

0
,000003

1593
,00

6
,64

1
,67

013
4
T
�

∼
32

0
0
,00003

0
,000003

427
,21

1
,34

0
,45

S
001

T
�

∼
80

0
,0002

0
,00002

39,46
0
,49

0
,30

L
2N

H
2

T
�

∼
80

0
,00005

0
,000005

546
,02

6
,82

0
,58

T
ab

la
4
.3

:
R

esu
ltad

os
d

e
ap

licar
el

m
éto

d
o

d
e

con
trol

a
las

O
P

s
seleccion

ad
as.

82



4.2. RESULTADOS NUMÉRICOS

Las componentes de la posición de Júpiter se obtienen a partir de( xJ
yJ
zJ

)
=
( xS
yS
zS

)
+

(
cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

)(
1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

)( cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

)( aJ
0
0

)
,

y en este caso los ángulos y los parámetros en el sistema sinódico vienen
dados por φ = −t + φJ , θ = 7,5◦, ψ = ωJ t + ψJ y aJ = 2025,4215, ωJ =
0,0063060804, mJ = 313,96819, respectivamente.

Las integraciones se realizaron mediante un método de Runge-Kutta-
Cash-Karp con precisión relativa local 10−15 [24]. Al finalizar cada una de
estas integraciones, se calculó la desviación del vector de estado (posición y
velocidad) en la sección de Poincaré Σt0 respecto a la OP, se aplicó a esta
desviación el método de control de la Sección 2.11, y se aplicó la corrección
de velocidad ∆v aśı calculada, procediéndose a la siguiente integración a
partir del nuevo vector de estado aśı constrúıdo.

A fin de obtener resultados más realistas, se implementaron dos varia-
ciones respecto del método de control “ideal”. La primera consistió en no
aplicar el impulso de control si el cambio de velocidad resultante es menor
que una cota prefijada ∆Vmin. Ello es debido a que los motores de posición
reales tienen cotas mı́nimas por debajo de las cuales el impulso aplicado es
propenso a grandes errores relativos [16]; estas cotas eran de aproximada-
mente 20 cm/s (∼ 0,0002 en unidades sinódicas) para motores de combus-
tible ĺıquido, pero en los 20 años transcurridos entre la publicación de estos
datos [16] y la actualidad, la tecnoloǵıa de estos motores ha mejorado al
punto de que errores de unos pocos cm/s son hoy posibles; además, el desa-
rrollo e introducción de motores iónicos ha reducido aún más estos valores,
a unos pocos mm/s o aún menos. Sin embargo, con el propósito de tener
impulsos de control lo más realistas posible y que sean comparables con los
de trabajos previos [5], siempre se intentó aplicar impulsos no menores a 20
cm/s, y sólo se admitieron valores menores de ∆Vmin cundo la OP no pudo
estabilizarse sin hacerlo.

La segunda variación respecto al control “ideal” consistió en emular los
errores inherentes al funcionamiento de un motor de posición real. Para ello
se agregó al impulso de control ya calculado una variable aleatoria Gaussiana
en cada componente, de media nula y amplitud ∆Verr igual al 10 % del valor
de ∆Vmin. Pese a los avances en la tecnoloǵıa desde la publicación de Gómez
[16] de éstos valores, nuevamente preferimos ser conservadores al respecto.

Una tercera variación respecto al control “ideal” consistiŕıa en emular los
errores de telemetŕıa, introduciendo variaciones aleatorias en el vector de es-
tado pasado al algoritmo de control. Sin embargo los errores en coordenadas
y velocidades seŕıan muy pequeños, aún para el estado de la tecnoloǵıa de
hace veinte años [16], por lo que ésta variación no ha sido implementada.

En la Tabla 4.3 se muestran los resultados de aplicar el método de control
a las OPs seleccionadas. Se detallan: el impulso mı́nimo para ejercer control
∆Vmin, el error en el impulso de control ∆Verr y el impulso acumulado
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CAPÍTULO 4. APLICACIÓN A SISTEMAS REALES

∆Vacc a lo largo de los 1000 peŕıodos orbitales, todos en unidades sinódicas;
también se muestra el consumo o impulso medio anual ∆V /año en m/s, y
el valor medio de cada impulso 〈∆V 〉 en m/s.

No se incluyen figuras aparte mostrando las órbitas controladas sobre
1000 peŕıodos, ya que resultan visualmente indistinguibles de las Figuras
4.4 y 4.5 de las OP no perturbadas.

4.3. Discusión

El método de control fue implementado con éxito en todos los casos, per-
mitiendo estabilizar diversas OPs en el sistema Tierra-Luna, en el marco del
BCP Sol-Tierra-Luna, sobre intervalos de tiempo mucho mayores (1000T�)
al requerido en implementaciones prácticas y utilizando valores de impulsos
mı́nimos muy realistas ∆Vmin entre 20 y 30 cm/s en algunos casos (OPs
T 045, T 222 y S001) y para el resto con impulsos mı́nimos entre 3 y 5 cm/s
(OPs 146A, 013 y L2NH2) como se muestra en la Tabla 4.3. De alĺı también
puede verse que los consumos promedio por año ∆V /año fueron aproxima-
dos o menores a 8 m/s en el peor de los casos mostrados (OPs T 222, 146A
y L2NH2), y bastante menores en otras (OPs T 045, 013 y S001), es decir,
resultó extremadamente bajo como deseábamos. Vale la pena remarcar que
este consumo podŕıa optimizarse aún más aumentando la cantidad de pun-
tos de control a lo largo del peŕıodo de la OP como lo hace Leiva [5], en vez
de usar uno solo como en nuestro caso.

Estos consumos son comparables (mismo órden de magnitud) e incluso
menores a los obtenidos por Leiva [5] y por G. Gómez [16] para órbitas Halo
en torno a L1 y L2 que son de algunos m/s por año, pese a que en su trabajo,
Leiva considera múltiples puntos de control (entre 8 y 15 aproximadamente)
a lo largo del peŕıodo de una dada órbita T -periódica.

Por otro lado en el caso de la órbita T 045, si bien seleccionamos un
impulso mı́nimo de ∼ 30 cm/s a fines de comparar con otros trabajos, ésta
órbita es muy bien comportada ya que pasa lejos de las primarias y pudo
estabilizarse incluso con un impulso mı́nimo de ∼ 80 cm/s.

A modo de aclaración, en lo que respecta al consumo promedio por
impulso 〈∆V 〉 hay que notar que para todas las OPs se observó una cier-
ta variabilidad numérica al correr la misma simulación varias veces. Esto
se debió a que el código genera los errores ∆Verr del impulso de control
mediante un generador de números aleatorios. Éste hecho no trae mayores
complicaciones ya que todos los valores arrojados conservaban el órden de
magnitud.

Por otro lado, la restricción del método de control a la aproximación
lineal tiene el inconveniente de que el impulso de control mı́nimo admisible
∆Vmin tiene que estar dentro de su región de validez alrededor del punto fijo.
Cuando no lo está, los impulsos de control no se calculan de acuerdo con la
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ley de control lineal (2.83) y la órbita se vuelve rápidamente incontrolada.
Este es el caso de las órbitas periódicas 146A, 013 y L2NH2, donde tuvimos
que tomar un ∆Vmin más pequeño para lograr el control. Otro caso en el que
el algoritmo de control introducido aqúı puede fallar, es cuando los autovec-
tores comunes de M y A son casi paralelos. En estos casos, imprecisiones en
los impulsos aplicados pueden posicionar la órbita cerca de, o incluso sobre
las variedades inestables del sistema.

A pesar de estos inconvenientes, el algoritmo también tiene ventajas
atractivas. Una de ellas es la simplicidad de la ley de control (2.83) que tiene
la misma forma para cualquier combinación de estructuras S, C o sf y se
ha demostrado capaz de controlar órbitas de muy diferentes tipos (satélites,
Lagrangeanas y órbitas de transferencia) y con dinámicas muy diversas (sfC,
SS̄C, SSC, SSS, S̄CC y SCC) por peŕıodos de tiempo mucho más largos
que los requeridos por cualquier misión realista (más de 80 anõs). Además,
en cualquier punto de control dado, la transformación (ley de control) que
mapea el desplazamiento δr al impulso de control ∆r depende sólo de los
parámetros de la órbita de periódica de referencia (a través de los autovalores
y autovectores de M), y no del δr mismo, comportamiento caracteŕıstico de
un mapa lineal que es heredado por la ley de control lineal (2.83).
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(a) Órbita L2NH2

(b) Órbita S001

Figura 4.5: Ilustraciones de las órbitas 3D controladas, en coordenadas y
unidades sinódicas. Las ĺıneas rojas representan las órbitas y sus proyeccio-
nes sobre los planos coordenados. Las esferas y ćırculos muestran la posición
de la Tierra (izquierda) y la Luna (derecha) y sus respectivas proyecciones;
los cubos y cuadrados muestran la posición de los puntos Lagrangianos coli-
neales L1 (izquierda) y L2 (derecha) y sus respectivas posiciones. La Tierra
y L1 no aparecen en la Figura 4.5a debido a la escala adoptada.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

A lo largo de todo este trabajo estuvimos motivados con la idea de desa-
rrollar un método que nos permita estabilizar órbitas para sistemas Hamil-
tonianos T -periódicos debido a que juegan un papel importante en la teoŕıa
de los sistemas dinámicos,1 especialmente en aplicaciones a la Mecánica, y
en particular a la Mecánica Celeste y la Astronáutica. En nuestro caso el
caos surge al momento de intentar integrar las ecuaciones de Newton para el
problema de tres cuerpos, ya que al contrario del problema de dos cuerpos,2

éstas no tienen solución anaĺıtica. El sistema Tierra-Luna-Sol es un caso
muy parecido al de tres cuerpos en este aspecto, y es también una aproxi-
mación cualitativamente razonable al sistema solar real, para movimientos
en o cerca del sistema Tierra-Luna. Por ese motivo adoptamos el PBC como
objeto de estudio para modelar el problema de cuatro cuerpos donde se con-
sideró el movimiento de una masa infinitesimal m en el campo gravitatorio
de la Tierra, la Luna y el Sol; donde luego se agregó la perturbación externa
de Júpiter.

5.1. Aspectos teóricos

En el marco del Caṕıtulo 2 dedujimos las formas más generales para un
Hamiltoniano o una Lagrangiana T -periódicos linealizados alrededor de una
solución T -periódica, formalismo que nos permitió obtener las ecuaciones de
movimiento para un sistema general de este tipo. En nuestro caso la lineali-
zación de las ecuaciones de un sistema T -periódico alrededor de una órbita
periódica, nos permitió realizar un desarrollo teórico completo del método
de control, ayudados por el hecho de que la matriz de monodromı́a M del
sistema linealizado es la matriz fundamental de un sistema autónomo equi-
valente (SAE) evaluada a t = T , M = Φ(T ). Asimismo, la simplecticidad
de M nos dió información acerca de sus autovalores y por ende del tipo de

1El caos, en particular, es un área de estudio dentro de los sistemas dinámicos.
2Tiene solución cerrada por cuadraturas integrales.
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dinámica que desarrolla (S, C, sf, etc.). Pudimos encontrar una relación de
semejanza, v́ıa una transformación de Legendre, entre las matrices funda-
mentales “canónicas” Hamiltoniana y Lagrangiana, y por lo tanto de las
matrices de monodromı́a MH y ML, respectivamente. Esto permite aplicar
todo lo que hemos deducido para la matriz de monodromı́a MH del siste-
ma Hamiltoniano a la matriz de monodromı́a ML del sistema Lagrangiano,
directamente y sin modificación alguna, ya que MH y ML son simplemente
representaciones del mismo operador lineal en dos bases diferentes. Por otro
lado, una caracteŕıstica muy importante es que, el SAE será el mismo en
cualquiera de las dos formulaciones, Hamiltoniana o Lagrangiana y esto es
aśı ya que f́ısicamente representan la misma dinámica. Por otro lado, una
consecuencia del “teorema fundamental” (ver Sección 2.7) es que nos per-
mitió encontrar una relación entre el SAE y el sistema T -periódico donde
las matrices ΩB y A son semejantes, y si están escritas en la misma base,
entonces deben ser iguales: ΩB = A. De ésta manera obtuvimos la trans-
formación de semejanza T real que reduce A a ΩB en 1, 2 y 3 g.l.; ésta
transformación fue fundamental para el desarrollo del método de control 3D
(ver Tabla 2.1). Precisamente uno de los aportes novedosos de este trabajo
es haber demostrado la existencia de un SAE Hamiltoniano y real aún en el
caso de una dinámica S̄ (punto hiperbólico de reflexión), caso en el que el
Teorema 1.1 del trabajo de L. Dieci [21] parece prohibirlo. A este respecto
debemos destacar que dicho Teorema es perfectamente válido; lo que no re-
sulta válido es la interpretación que usualmente parece hacerse del mismo:
El Teorema afirma que para una dinámica S̄ no existe H Hamiltoniana y
real tal que M = exp(H); esto es cierto pero pudimos probar tres cosas:

i) Existe P(t), 2T -periódica tal que M = P(T ) exp(H).

ii) Existe un SAE que se puede construir a partir de la transformación
z = P(t)y.

iii) La presencia de P(t) en M es irrelevante para el método de control.

Por otro lado, para el caso s̄f se puede construir un SAE sin P(t), pero
sólo a costa de empeorar la forma de los exponentes caracteŕısticos, lo cual
es inadecuado para el método de control; aśı que en este caso preferimos
también implementar P(t).

Otro aporte novedoso de este trabajo, también en el Caṕıtulo 2, es la
introducción de un método para ejercer control en la variedad central, que
consiste en la minimización de la enerǵıa correspondiente a ésta variedad,
sujeto al v́ınculo de posicionar la órbita sobre las direcciones estables de las
variedades sillas o sillas-foco. Esto se hizo efectivo mediante el método de los
multiplicadores de Lagrange. A este respecto debemos destacar lo siguiente:
En G. Gómez [16], y hasta donde se ha podido verificar, en toda la literatura
actual se afirma que no es necesario ejercer control en la variedad central.
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Para las órbitas planares de este trabajo 013, 146A y 045, cuya estructura
incluye una variedad C (z, ż), hemos podido verificar que en gran medida
ésto es correcto: si al impulso de control calculado se le quita su proyección
sobre la variedad central, ni la estabilidad de la órbita ni los valores de
la Tabla 4.3 cambian mucho; simplemente, la dispersión en (z, ż) de los
estados antes de cada impulso de control aumenta, aproximadamente en un
factor 10, pero aún aśı sigue siendo extremadamente pequeña, t́ıpicamente
∼ 10−4 en unidades sinódicas. Sin embargo para las órbitas 3D S001 y
L2NH2, cuya estructura incluye dos variedades C, si dejamos de ejercer
control en dichas variedades la órbita abandona la vecindad lineal del punto
de control, e incluso la vecindad del sistema Tierra-Luna, en unos pocos
meses. Concluimos de ello que la comunmente postulada “inocuidad” de no
ejercer control en la variedad central, es más una afirmación sobre la clase de
órbitas y de métodos de control usualmente utilizados, que sobre la dinámica
y los métodos de control en general. En algunos casos, como hemos hallado
en este trabajo, no ejercer control en la variedad central puede resultar
desastroso3.

En el Caṕıtulo 3 se estudió en forma anaĺıtica expĺıcita el método de
control en el caso 2D. Pudimos probar, además, que la dinámica para un
sistema en 3 g.l. se puede desacoplar siempre como un sistema de 2 g.l.
más un sistema de 1 g.l. Se presentó luego una selección de ejemplos de
“juguete” (numérico) de tiempo continuo para poner a prueba el método,
donde tomamos T = 2, 1, Ω = Ωẑ y vimos como el sistema transiciona por
las distintas dinámicas a medida que variamos los νi, i = 1, 2 (componentes
de U que definen la “curvatura del potencial”) y aumentamos Ω (componente
de Ω̄ que define la “velocidad angular”); éstos ejemplos se aprecian en las
Figuras (3.2)-(3.5) y son indicativos de que el método de control funciona
muy bien ya que permite tener acotado al sistema en una región cercana al
origen a medida que crece el número de peŕıodos (hasta N=100), donde por
cada peŕıodo tenemos un punto de control, es decir, una acumulación total
de 100 puntos. A demás, se pone en evidencia como el sistema general se
desacopla en un sistema 2D más un sistema 1D al elegir la dirección de Ω
perpendicular al plano xy.

5.2. Implementación numérica y aplicación

En el Caṕıtulo 4 presentamos un conjunto de ejemplos de aplicación de
nuestro método de control 3D a órbitas periódicas reales, donde las órbitas
T 045, T 222, 146A y 013 fueron extráıdas de la Tesis Doctoral de A. M.

3El mismo comportamiento se observó en las simulaciones numéricas de sistemas 3D
“de juguete”, que no se reportan en detalle en el Caṕıtulo 2: Los sistemas con una única
variedad C permanecen controlados aún si se deja de ejercer control en ella; mientras que
los sistemas con dos o tres variedades C se descontrolan rápidamente.
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Leiva [5] (continuadas alĺı de PC3CR al PCBC y aqúı al PBC); y las órbitas
S001 y L2NH2 que fueron continuadas directamente del PC3CR al PBC en
este trabajo. En éste último modelo que usamos por simplicidad, el PBC, se
consideró además la perturbación generada por Júpiter a fin de hacer más
realistas las simulaciones, en el sentido de incluir perturbaciones comparables
a las que se hallaŕıan en el sistema solar real.

Los resultados de la Tabla 4.3 dan cuenta del buen funcionamiento del
método de control sobre las mencionadas OPs, donde se logró un consumo
medio anual ∆V /año extremadamente bajo, teniendo en cuenta impulsos de
control ∆Vmin realistas de entre ∼20 y 30 cm/s para algunas órbitas y no
realistas de entre ∼3 y 5 cm/s para otras. Si se pretende obtener un ∆Vmin
mayor, el algoritmo puede optimizarse śı, dada una OP, reconstrúımos las
variedades estables e inestables del sistema no-lineal completo. Ésto, ob-
viamente permitiŕıa estabilizar nuevas trayectorias que no pueden ser es-
tabilizadas según la aproximación lineal, mejorar los consumos obtenidos e
implementar impulsos ∆Vmin mayores. Comparando con nuestro método, se
mejoraŕıan los consumos pero se aumentaŕıa la complejidad del problema, no
sólo por la dificultad que se presenta al intentar reconstruir numéricamente
las variedades estables del sistema, sino porque se perdeŕıa la simplicidad y
efectividad de una ley de control lineal.

Presentamos a continuación un resumen de las principales ventajas y
desventajas del método de control propuesto en este trabajo:

Principales ventajas

1) Resulta de fácil implementación práctica, ya que elegido un dado punto
de control la telemetŕıa puede alimentarse directamente al algoritmo de
control.

2) El consumo (∆V /año) es muy bajo, competitivo con métodos de control
aplicados en misiones reales.

3) Podemos aumentar el número de puntos de control que se utilizan. Además,
es posible determinar el número óptimo de puntos de control que estabi-
lizan una OP (ver [5], Sección 4.5).

4) Dada una OP de referencia y un punto de control, la ley de control queda
completamente determinada.

5) En general, se logra estabilizar cualquier trayectoria si se aplican impul-
sos suficientemente pequeños (aunque en la práctica éstos carezcan de
sentido).

Principales desventajas

1) La linealización debe ser válida en un entorno lo bastante grande del
punto de control para acomodar las perturbaciones acumuladas sobre un
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peŕıodo orbital (aunque esta desventaja puede aminorarse utilizando mas
de un punto de control).

2) El éxito de la estabilización depende fuertemente de la precisión con la
que se determinen los vectores de control.

3) Si algunos vectores de control son aproximadamente paralelos, impreci-
siones en los impulsos aplicados pueden posicionar la órbita sobre alguna
de las variedades inestables del sistema.

4) En general, OPs de peŕıodos grandes (T � T�) son dif́ıciles de controlar,
ya que las perturbaciones acumuladas sobre un peŕıodo pueden ser de-
masiado grandes (aunque, nuevamente, esta desventaja puede aminorarse
utilizando más de un punto de control).

Como conclusión final, y como otro aporte original de este trabajo, la
implementación del modelo PBC nos permitió probar nuestra hipótesis so-
bre la no trivialidad de no ejercer control en la variedad central, es decir,
hallamos en algunos casos que el sistema tiende a diverger por acumulación
de perturbaciones en tiempos muy breves (algunos meses) cuando no se ejer-
ce control, a diferencia de lo que se créıa por ser la variedad central un caso
de estabilidad orbital [16] lo que nos permit́ıa no controlarla. Por lo tanto,
a partir de ésto, estamos en condiciones de decir que es realmente necesario
ejercer control sobre todos los tipos de dinámicas que rijan al sistema.

Por otro lado, al aplicar el método sobre las distintas órbitas en las que
se lo puso a prueba, por lo general se vió una cierta tendencia que en las
órbitas con dinámica SSC no hizo falta controlar en la variedad central, en
el sentido de que el sistema se manteńıa controlado o bien la divergencia era
demasiado lenta, necesitando peŕıodos extremedamente largos (mucho más
que cualquier misión real) para hacerse notoria. Este no fue el caso para órbi-
tas con dinámicas SCC donde el sistema mostraba una tendencia a diverger
rápidamente, implicando la necesidad de ejercer control constantemente en
todas las variedades.

A este respecto, en los trabajos de G. Gómez [16] no se hace mención en
ningún momento acerca de como controlar en la variedad central y mucho
menos se mencionaron casos de control directo sobre ésta. Existe la posibi-
lidad que para las órbitas sobre las que trabajaron o realizaron misiones, el
hecho de no controlar en la variedad central era irrelevante ya que el siste-
ma no se apartaba demasiado de sus regiones de interés y quizás tampoco
implicaba un consumo en impulsos de control mucho mayor del que se ob-
tendŕıa si se ejerciera control. Estos son supuestos elaborados a partir de no
encontrar una respuesta a la idea intuitiva que sugiere controlar en todas
las variedades del sistema.

Por éstas cuestiones también creemos que el ḿetodo propuesto para con-
trolar en la variedad central resulta exitoso y que puede ser un buen punto
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de partida para implementarlo en misiones futuras en las que no sea irre-
levante no ejercer control sobre ésta variedad. Por ello deseamos destacar
nuevamente un aporte original de este trabajo: la implementación de un
método de control lineal que ejerce control sobre todas las variedades de la
dinámica linealizada alrededor de la OP de referencia.

5.3. Perspectivas a futuro

Como ya dijimos, existen varias cuestiones a mejorar en el tratamiento
del método de control, si quisierámos obtener resultados más realistas, preci-
sos y eficientes. Para ello, se pueden abordar varios caminos, desde ahondar
más alla en el modelo bicircular propuesto y agregarle la perturbación de un
planetoide como Plutón además de la de Júpiter, que no cambiŕıa de manera
significativa lo que obtuvimos, hasta extenderlo al cuasi-bicircular con las
respectivas órbitas excéntricas de las primarias considerando las perturba-
ciones generadas por todos los planetas del sistema solar, más otros tipos
de perturbaciones como, por ejemplo, la presión de radiación producida por
llamaradas solares, errores en las mediciones de las señales (telemetŕıa), etc.
O porque no, considerar el PCBC y extenderlo al sistema solar real (SSR)
considerando también correcciones relativistas en la fase solar, lo que genera
un retraso temporal en la perturbación del Sol. Todas éstas propuestas son
buenas para hacer el método más realista, aunque obviamente considerar
esto va de la mano con una complejidad tan extrema como se quisiera, no
solo en las ecuaciones de movimiento y soluciones del problema, sino tam-
bién en los tiempos de cómputos, lo que hace que no sea para nada trivial
su implementación.

Por otro lado, se podŕıa ir un poco más allá, al núcleo del método de
control y considerar múltiples puntos de control a lo largo del peŕıodo de
una dada OP, en vez de uno solo como en nuestro caso. Esto seŕıa benefi-
cioso ya que, por ejemplo, si el autovalor inestable de las variedades sillas
o sillas-foco son demasiado grandes puede darse el caso que la dinámica se
haya escapado muy lejos de la región permitida por la linealización antes de
que se vuelva a aplicar un impulso de control; un problema similar puede
ocurrir con la variedad central debido a la acumulación de perturbaciones
y errores numéricos. Aún aśı, esto no garantiza que el control se optimice,
ya que al dividir el peŕıodo de la órbita en intervalos, sin conocer donde
estará el próximo punto de control, existe la posibilidad de que dicho punto
caiga en una región donde hayan variedades paralelas, pudiendo la órbita
posicionarse sobre las variedades inestables del sistema. Por lo tanto, habŕıa
que asegurarse de tomar los puntos (o intervalos) de forma correcta al mo-
mento de considerar la idea de aplicar múltiples puntos de control. Respecto
a esto, una alternativa de trabajo podŕıa ser tratar el caso de indicadores
para los mejores puntos de control de una OP, es decir, un método que nos
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permita decidir sobre cuales seŕıan los puntos más apropiados; éste método
podŕıa ser ventajoso, ya que nos permitiŕıa elegir puntos de control que estén
lejos de las regiones localmente más inestables a lo largo de la OP, o donde
se dif́ıcil la distinción entre las variedades estables e inestables.

Por último, y por completitud del método de control, se podŕıa tratar
el problema de considerar ya no un sistema T -periódico, sino el problema
general de un sistema de tiempo continuo, en cuyo caso la elección de los
puntos de control y los intervalos entre ellos y la construcción de un SAE
seŕıa mucho más dif́ıcil, pero permitiŕıa a cambio elegir entre una variedad
mucho mayor de órbitas de referencia, por ejemplo órbitas en el sistema solar
real.

Estas y otras posibles estrategias de optimización, serán objeto de estudio
de trabajos posteriores.
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Apéndice A

De Hamilton a Lagrange y
viceversa

En este apéndice desarrollaremos las propiedades más generales para un
Hamiltoniano T -periódico, esto es, daremos las caracteŕısticas de simetŕıa
del Hamiltoniano y a partir de éste construiremos el Lagrangiano de forma
usual. Luego, procederemos de forma inversa, partiremos de un Lagran-
giano general y a partir de éste construiremos el Hamiltoniano y veremos la
equivalencia entre ambos enfoques. Este análisis es necesario para las sim-
plificaciones usadas en el Caṕıtulo 2 cuando se estudiaron las ecuaciones de
movimiento linealizadas.

A.1. Del Hamiltoniano linealizado a la Lagrangia-
na linealizada

Lo que se tratará en ésta Sección está basado en el análisis para obtener la
Lagrangiana linealizada a partir del Hamiltoniano linealizado. Este análisis
es válido para cualquier número finito n de g.l.

Como hemos visto en la Sección 2.1, para un Hamiltoniano T -periódico
arbitrario, la linealización de las ecuaciones de Hamilton alrededor de una
solución T -periódica aislada siempre nos lleva a un sistema Hamiltoniano
lineal, T -periódico y no-singular.

Consideremos entonces el Hamiltoniano lineal T -periódico más general
posible con n g.l. que podremos tener,

H =
1

2
xTH(t)x, (A.1)

donde x = (q,p) ∈ R2n, q,p ∈ Rn, y H(t) es una matriz real 2n × 2n
T -periódica, independiente de x y no-singular. Este Hamiltoniano siempre
llevará a ecuaciones de Hamilton lineales, las que quedarán

ẋ = ΩH(t)x, (A.2)
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aśı que para que (q,p) sean variables canónicas ΩH(t) debe ser una matriz
Hamiltoniana y, por lo tanto, H(t) debe ser una matriz 2n × 2n real y
simétrica (∀t). Por lo tanto podemos escribirla como

H(t) =

(
C(t) B(t)

BT (t) A(t)

)
, (A.3)

con A(t), B(t) y C(t) matrices T -periódicas n×n reales, y A(t) y C(t) simétri-
cas (∀ t); asumiremos tambien que A(t) es no-singular (∀ t), lo que justifi-
caremos en breve. Por simplicidad en adelante omitiremos escribir expĺıci-
tamente la dependencia temporal de todas las matrices. El Hamiltoniano se
escribirá entonces

Hlin =
1

2
xTHx =

1

2
pTAp +

1

2
qTBp +

1

2
pTBTq +

1

2
qTCq. (A.4)

Considerando la Lagrangiana L, por definición, p = ∂L
∂q̇ y entonces

H = pT q̇− L⇒ L = pT q̇−H. (A.5)

Como queremos que las ecuaciones de movimiento sean lineales también en
la formulación Lagrangiana, p debe ser función lineal de q y q̇. Asumiremos
entonces

∂L

∂q̇
= aq̇ + bq + d, (A.6)

con lo cual integrando tenemos

L =
1

2
q̇T aq̇ + q̇Tbq− 1

2
qT cq + q̇Td + qTe. (A.7)

Aqúı a, b y c son matrices n× n reales, y d y e son vectores en Rn. Nótese
que estamos admitiendo la posibilidad de términos lineales en q y en q̇ en
la Lagrangiana, y no estamos asumiendo nada (a priori) sobre la simetŕıa o
no de a, b y c.

Tenemos entonces de (A.4) y (A.5)

L = pT q̇−
(

1

2
pTAp +

1

2
qTBp +

1

2
pTBTq +

1

2
qTCq

)
. (A.8)

Ahora, substituyendo p = aq̇ + bq + d en (A.8), donde también des-
cartamos constantes y derivadas totales respecto de t de funciones de q y
t, y a su vez usando yTmT z = zTmy ∀ m, z, y (porque es un escalar) y
reordenando, tenemos

L =
1

2
q̇T (2aT − aTAa)q̇ + q̇T (b− aTAb− aTBT )q

− 1

2
qT (C + bTAb + 2Bb)q + q̇T (I− aTA)d− qT (bTA + B)d.

(A.9)
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Comparando esto último con (A.7) obtenemos entonces el sistema de ecua-
ciones

a = 2aT − aTAa

b = b− aTAb− aTBT

c = C + bTAb + 2Bb

d = (I− aTA)d

e = (bTA + B)d

. (A.10)

Trasponiendo la primera relación (recordando que A es simétrica) se tiene
aT = 2a− aTAa y luego restando ambas, implica a− aT = 0, es decir, a debe
ser simétrica.

Luego la primera relación se reduce a a = aAa, es decir, Aa = I o a = A−1.

Usando ésto, de las demás ecuaciones (en el mismo orden) es fácil ver
que

b = −A−1BT

c = C− BA−1BT

d = 0

e = 0

. (A.11)

En definitiva la expresión más general para la Lagrangiana del sistema T -
periódico linealizado alrededor de una solución T - periódica aislada queda

Llin =
1

2
q̇TA−1q̇− q̇T (A−1BT )− 1

2
qT (C− BA−1BT )q

=
1

2
q̇T aq̇ + q̇Tbq− 1

2
qT cq

, (A.12)

con a(t), b(t), c(t) matrices T -periódicas n× n reales, y a(t) y c(t) simétri-
cas (∀t), que en términos de las matrices del Hamiltoniano linealizado, se
escriben a = A−1 y el resto como en (A.11).

Vemos también que a debe ser no-singular, ya que 1
2 q̇T aq̇ es una enerǵıa

cinética y por lo tanto definida positiva; en consecuencia A también resulta
no-singular, como hab́ıamos asumido.

A.2. De la Lagrangiana linealizada al Hamiltoniano
linealizado

Ahora vamos a proceder a la inversa, más que nada como verificación.
Supongamos una Lagrangiana real, T -periódica, y a lo sumo cuadrática en
qi y q̇i, cuya forma más general podemos escribir

L =
1

2
aij(t)q̇iq̇j + bij(t)q̇iqj −

1

2
cij(t)qiqj + di(t)q̇i + ei(t)qi, (A.13)
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donde aij , bij y cij son matrices reales n × n T -periódicas e independien-
tes de las qi y las q̇i, y di y ei son vectores en Rn T -periódicos, reales e
independientes de las qi y las q̇i.

Notemos primero que toda matriz a real puede descomponerse en la
suma de sus partes simétrica as y antisimétricas aa, definidas como

as :=
1

2
(a + aT ), aa :=

1

2
(a− aT ), (A.14)

que obviamente satisfacen

as
T = as, aa

T = −aa. (A.15)

Con ésto vemos que

aij(t)q̇iq̇j = q̇T aq̇ = q̇T (as + aa)q̇ = q̇T asq̇ + q̇T aaq̇,

cij(t)q̇iq̇j = q̇T cq̇ = q̇T (cs + ca)q̇ = q̇T csq̇ + q̇T caq̇.
(A.16)

Pero siendo q̇T aq̇ y qT cq escalares, deben ser iguales a sus transpuestas:

q̇T aq̇ = (q̇T aq̇)T = q̇T aT q̇ = q̇T as
T q̇ + q̇T aa

T q̇ = q̇T asq̇− q̇T aaq̇,

q̇T cq̇ = (q̇T cq̇)T = q̇T cT q̇ = q̇T cs
T q̇ + q̇T ca

T q̇ = q̇T csq̇− q̇T caq̇.
(A.17)

Luego, de las últimas igualdades de (A.17) es inmediato que

q̇T aaq̇ = 0, q̇T caq̇ = 0. (A.18)

Es decir, si aij y cij tuvieran parte antisimétrica no-trivial, éstas no
contribuiŕıan a la expresión de L. Por lo tanto aij y cij pueden asumirse
simétricas sin perder generalidad.

Por otra parte,

Ec :=
1

2
aij(t)q̇iq̇j , (A.19)

es una enerǵıa cinética y por consiguiente definida positiva. Vemos entonces
que aij debe asumirse no-singular.

En cuanto a los términos lineales notaremos dos cosas:
En primer lugar:

di(t)q̇i =
d

dt
(di(t)qi)− ḋi(t)qi, (A.20)

de modo que este término puede absorberse en ei(t)qi sin alterar las ecua-
ciones de movimiento; análogamente

ei(t)qi =
d

dt

(∫
t
ei(s)qids

)
−
∫
t
ei(s)q̇ids, (A.21)

de modo que alternativamente este término puede absorberse en di(t)q̇i sin
alterar tampoco las ecuaciones de movimiento.
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En segundo lugar, si partimos de una Lagrangiana T -periódica L(q, q̇, t)
que describa el mismo sistema que el Hamiltoniano H(q, q̇, t), es evidente
que las ecuaciones de Euler-Lagrange admitirán una solución T -periódica
φ(t), tal que

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
(φ(t), φ̇(t), t)− ∂L

∂q
(φ(t), φ̇(t), t) = 0, ∀t. (A.22)

Si realizamos la transformación de Legendre

L(q, q̇, t) −→ H(q, q̇, t), (A.23)

ésta mapeará (
φ(t)

φ̇(t)

)
−→

(
φq(t)
φp(t)

)
(A.24)

con

φq(t) = φ(t), φp(t) =
∂L

∂q̇
(φ(t), φ̇(t), t), (A.25)

y (φq(t),φp(t)) será por definición una solución T -periódica de las corres-
pondientes ecuaciones de Hamilton, es decir,

φ̇q(t) =
∂H

∂p
(φq(t),φp(t), t),

φ̇p(t) = −∂H
∂q

(φq(t),φp(t), t).

(A.26)

Si ahora linealizamos el Hamiltoniano alrededor de (φq(t),φp(t)) obten-
dremos el sistema Hamiltoniano lineal del principio,

ẏ = ΩH(t)y, (A.27)

con

H(t) =
∂2H

∂x2
(φq(t),φp(t), t) =

(
C(t) B(t)

BT (t) A(t)

)
, (A.28)

una matriz real y simétrica como ya vimos, y con Hamiltoniano

Hlin(q,p, t) =
1

2
pTAp +

1

2
qTBp +

1

2
pTBTq +

1

2
qTCq. (A.29)

Y como ya vimos también, la transformación de Legendre inversa

Hlin(q,p, t) −→ Llin(q, q̇, t), (A.30)

nos lleva a una Lagrangiana linealizada de la forma

Llin =
1

2
q̇T aq̇ + q̇Tbq− 1

2
qT cq, (A.31)
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que no contiene términos lineales ni en q ni en q̇. Por lo tanto del diagrama
conmutativo

L Llin

H Hlin

vemos que la linealización directa de L alrededor de φ(t) debe generar una
Lagrangiana linealizada con términos cuadráticos solamente, es decir, con

di(t) = ei(t) = 0.

La Lagrangiana linealizada se escribe entonces1

Llin =
1

2
q̇T aq̇ + q̇Tbq− 1

2
qT cq

=
1

2
aij(t)q̇iq̇j + bij(t)q̇iqj −

1

2
cij(t)qiqj ,

(A.32)

con aij(t) y cij(t) simétricas.
Vamos a realizar ahora la transformación de Legendre de la Lagrangiana

linealizada al Hamiltoniano linealizado. Los momentos serán

pi =
∂L

∂q̇i
= aij(t)q̇j + bij(t)qj , (A.33)

luego
q̇i = a−1

ik (t)(pk − bkm(t)qm). (A.34)

La función enerǵıa será

E = q̇ipi − L =
1

2
aij(t)q̇iq̇j +

1

2
cij(t)qiqj . (A.35)

Luego, usando la simetŕıa de a para cambiar aik por aki, recordando que
aija

−1
jl = δil y que aT = a, el Hamiltoniano quedará después de un poco de

álgebra

H =
1

2
a−1
kl (t)(pk − bkm(t)qm)(pl − bln(t)qn) +

1

2
cij(t)qiqj

=
1

2
qT [bT a−1b + c]q +

1

2
pT [a−1]p− 1

2
qT [a−1b]Tp− 1

2
pT [a−1b]q.

(A.36)
De aqúı podemos leer los elementos de la matriz H(t):

H(t) =

(
bT a−1b + c −bT a−1

−a−1b a−1

)
. (A.37)

1En este Apéndice mostramos el sub́ındice “lin” sólo para analizar como ir de una
representación a otra; en las secciones 2.1.1 y 2.1.2 omitimos escribirlo para ahorrar nota-
ción.
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Dado que a y c son simétricas, que [a−1b]T = bT a−1 y que [bT a−1a]T =
bT a−1b, es inmediato que H(t) es simétrica, sin necesidad de imponer nada
acerca de la simetŕıa (o no) de b.

Es inmediato verificar de las ecs. (A.28) y (A.37) que

a = A−1

b = −aBT = −A−1BT

c = C− bT a−1b = C− BA−1BT ,

(A.38)

las mismas relaciones que ya obtuvimos.
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Apéndice B

Dinámicas en 2 y 3 g.l.

A modo de completitud, en este Apéndice se presenta primero una clasi-
ficación completa de las dinámicas en 2 g.l. que se estudiaron en la Sección
2.5.2.

Luego, una vez detalladas estas dinámicas, procederemos también a com-
pletar la clasificación de la transformación de semejanza, para todos los ca-
sos, que llevan A a ΩB cuando estudiamos el SAE en la Sección 2.8, donde
para ello es necesario obtener los autovalores y autovectores de ΩB.

Si bien debeŕıamos seguir el mismo planteamiento para el caso de 3 g.l.
presentado en la Sección 2.11, preferimos tomar la “salida rápida” y remarcar
nuevamente que la clasificación completa se obtiene de una combinación de
los casos en 2 g.l. que se detallan a continuación.

B.1. Clasificación de las dinámicas en 2 g.l.

Dinámica CC: los autovalores de M pueden escribirse λ1 = e−iω1T ,
λ−1

1 = eiω1T , λ2 = e−iω2T , λ−1
2 = eiω2T , y suponemos ω1 6= ω2; los corres-

pondientes autovectores serán (v1, v∗1, v2, v∗2) ∈ C4, con

Mv1 = e−iω1Tv1, Mv∗1 = eiω1Tv∗1,

Mv2 = eiω2Tv2, Mv∗2 = eiω2Tv∗2.

Análogamente al caso de la dinámica C con 1 g.l., vemos que en la base
real {Re(v1), Im(v1),Re(v2), Im(v2)} la matriz se expresa

M =

 cos(ω1T ) sin(ω1T ) 0 0
− sin(ω1T ) cos(ω1T ) 0 0

0 0 cos(ω2T ) sin(ω2T )
0 0 − sin(ω2T ) cos(ω2T )

, (B.1)

es decir, dos rotaciones de ángulos ω1T y ω2T en sentido negativo, en dos
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planos mutuamente ortogonales. Calculando por bloques es inmediato que

exp

(
0 ω1T 0 0

−ω1T 0 0 0
0 0 0 ω2T
0 0 −ω2T 0

)
=

 cos(ω1T ) sin(ω1T ) 0 0
− sin(ω1T ) cos(ω1T ) 0 0

0 0 cos(ω2T ) sin(ω2T )
0 0 − sin(ω2T ) cos(ω2T )

,
y vemos que en esa base la matriz de monodromı́a viene dada por M = eTΩB

con

ΩB =

(
0 ω1 0 0
−ω1 0 0 0

0 0 0 ω2
0 0 −ω2 0

)
, B =

(
ω1 0 0 0
0 ω1 0 0
0 0 ω2 0
0 0 0 ω2

)
,

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
simétrica. También es evidente que

Mvi = eTΩBvi = e−iωTvi ⇒ ΩBvi = −iωivi,
Mv∗i = eTΩBv∗i = eiωTv∗i ⇒ ΩBv∗i = iωv∗i ,

es decir, (v1, v∗1, v2, v∗2) son autovectores de ΩB con autovalores (−iω1, iω1,
−iω2, iω2), respectivamente.

Dinámica SS: los autovalores de M pueden escribirse λ1 = eη1T , λ−1
1 =

e−η1T , λ2 = eη2T , λ−1
2 = e−η2T , y suponemos η1 6= η2; los correspondientes

autovectores serán (v1+, v1−, v2+, v2−) ∈ C4, con

Mv1+ = eη1Tv1+, Mv1− = e−η1Tv1−,

Mv2+ = eη2Tv2+, Mv2− = e−η2Tv2−.

Análogamente al caso de la dinámica S con 1 g.l., vemos que en la base
real {v1+,v1−,v2+,v2−} la matriz se expresa

M =

 cosh(η1T ) sinh(η1T ) 0 0
sinh(η1T ) cosh(η1T ) 0 0

0 0 cosh(η2T ) sinh(η2T )
0 0 sinh(η2T ) cosh(η2T )

, (B.2)

es decir, dos distorsiones hiperbólicas en η1T y η2T , en dos planos mutua-
mente ortogonales. Calculando por bloques es inmediato que

exp

(
0 η1T 0 0
η1T 0 0 0

0 0 0 η2T
0 0 ω2T 0

)
=

 cosh(η1T ) sinh(η1T ) 0 0
sinh(η1T ) cosh(η1T ) 0 0

0 0 cosh(η2T ) sinh(η2T )
0 0 sinh(η2T ) cosh(η2T )

,
y vemos que en esa base la matriz de monodromı́a viene dada por M = eTΩB

con

ΩB =

(
0 η1 0 0
η1 0 0 0
0 0 0 η2
0 0 η2 0

)
, B =

(−η1 0 0 0
0 η1 0 0
0 0 −η2 0
0 0 0 η2

)
,
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donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
simétrica. También es evidente que

Mvi+ = eTΩBvi+ = eηiTvi+ ⇒ ΩBvi+ = ηivi+,

Mvi− = eTΩBvi− = e−iηTvi− ⇒ ΩBvi− = −ηvi−,

es decir, (v1+, v1−, v2+, v2−) son autovectores de ΩB con autovalores (η1,
−η1, η2, −η2), respectivamente.

Dinámicas S̄S y S̄S̄: (si es SS̄ la reordenamos a S̄S). El único cambio
respecto de la dinámica SS es el signo de los autovalores de M, que pasan a
ser −e±η1T , e±η2 , o −e±η1T , −e±η2T , respectivamente.

Tenemos M =
(
−I2 02
02 I2

)
eTΩB o M = −eTΩB, respectivamente, con la mis-

ma B del caso SS. Los autovectores, y los autovalores de B, son también los
mismos del caso SS.

Dinámicas SC y S̄C: (si es CS o CS̄, la reordenamos a SC o S̄C)
Podemos obtenerla combinando los casos anteriores. Los autovalores de M
serán e±ηT , e±iωT o −e±ηT , e±iωT respectivamente. Tenemos respectivamen-

te M =
(
−I2 02
02 I2

)
eTΩB o M = eTΩB, con

ΩB =

(
0 η 0 0
η 0 0 0
0 0 0 ω
0 0 −ω 0

)
, B =

(−η 0 0 0
0 η 0 0
0 0 ω 0
0 0 0 ω

)
,

en ambos casos. Los autovectores son los correspondientes a combinar las
respectivas dinámicas de 1 g.l. y los autovectores de B igual.

B.2. Clasificación en 2 g.l. para el SAE

En esta Sección se presentan las transformaciones de semejanza que lle-
van A a su “forma canónica”, donde sabemos que ΩB y A deben ser semejan-
tes y si, además, están escritas en la misma base, entonces deben ser iguales
ΩB = A. Para esto, en lo que sigue, se usarán las expresiones obtenidas para
M y B (por consiguiente ΩB) en la Sección B.1 y 2.5.2.

Dinámica CC: Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son

µ1 = iω1 ↔ w1 =

(
1
i
0
0

)
, µ2 = −iω1 ↔ w2 =

(
1
−i
0
0

)
,

µ3 = iω2 ↔ w3 =

(
0
0
1
i

)
, µ4 = −iω2 ↔ w4 =

(
0
0
1
−i

)
.

Luego poniendo

SCC =
(w1 w2 w3 w4
↓ ↓ ↓ ↓

)
=

(
1 1 0 0
i −i 0 0
0 0 1 1
0 0 i −i

)
, S−1

CC =
1

2

(
1 −i 0 0
1 i 0 0
0 0 1 −i
0 0 1 i

)
,
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tenemos

S−1
CC(ΩB)SCC =

(
iω1 0 0 0
0 −iω1 0 0
0 0 iω2 0
0 0 0 −iω2

)
= diag(µ1, µ2, µ3, µ4).

Por otro lado debemos tener

Axi = µixi, i = 1, 2, 3, 4

y
S−1
eq ASeq = diag(µ1, µ2, µ3, µ4), Seq :=

( x1 x2 x3 x4
↓ ↓ ↓ ↓

)
.

Entonces

S−1
CC(ΩB)SCC = S−1

eq ASeq ⇒ ΩB = (SeqS
−1
CC)−1A(SeqS

−1
CC),

de donde es inmediato que la transformación de semejanza que reduce A a
ΩB viene dada por

T = SeqS
−1
CC =

(
x1+x2

2
x1−x2

2i
x3+x4

2
x3−x4

2i
↓ ↓ ↓ ↓

)
,

y su inversa T−1, es decir

T−1AT = ΩB =

(
0 ω1 0 0
−ω1 0 0 0

0 0 0 ω2
0 0 −ω2 0

)
.

Dinámica SC: Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son

µ1 = η ↔ w1 =

(
1
1
0
0

)
, µ2 = −η ↔ w2 =

(
1
−1
0
0

)
,

µ3 = iω ↔ w3 =

(
0
0
1
i

)
, µ4 = −iω ↔ w4 =

(
0
0
1
−i

)
.

Luego poniendo

SSC =
(w1 w2 w3 w4
↓ ↓ ↓ ↓

)
=

(
1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 i −i

)
, S−1

SC =
1

2

(
1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 −i
0 0 1 i

)
,

tenemos

S−1
SC(ΩB)SSC =

(
η 0 0 0
0 −η 0 0
0 0 iω 0
0 0 0 −iω

)
= diag(µ1, µ2, µ3, µ4).

Por otro lado debemos tener

Axi = µixi, i = 1, 2, 3, 4
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y

S−1
eq ASeq = diag(µ1, µ2, µ3, µ4), Seq :=

( x1 x2 x3 x4
↓ ↓ ↓ ↓

)
.

Entonces

S−1
SC(ΩB)SSC = S−1

eq ASeq ⇒ ΩB = (SeqS
−1
SC)−1A(SeqS

−1
SC),

de donde es inmediato que la transformación de semejanza que reduce A a
ΩB viene dada por

T = SeqS
−1
SC =

(
x1+x2

2
x1−x2

2
x3+x4

2
x3−x4

2i
↓ ↓ ↓ ↓

)
,

y su inversa T−1, es decir

T−1AT = ΩB =

(
0 η 0 0
η 0 0 0
0 0 0 ω
0 0 −ω 0

)
.

Dinámica S̄C: Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son los
mismos del caso SC, luego tendremos

T−1AT = ΩB =

(
0 η 0 0
η 0 0 0
0 0 0 ω
0 0 −ω 0

)
,

con la misma T del caso SC. Lo único que difiere es la matriz P(T ).

Dinámica SS: Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son

µ1 = η1 ↔ w1 =

(
1
1
0
0

)
, µ2 = −η1 ↔ w2 =

(
1
−1
0
0

)
,

µ3 = η2 ↔ w3 =

(
0
0
1
1

)
, µ4 = −η2 ↔ w4 =

(
0
0
1
−1

)
.

Luego poniendo

SSS =
(w1 w2 w3 w4
↓ ↓ ↓ ↓

)
=

(
1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1

)
, S−1

SS =
1

2

(
1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1

)
,

tenemos

S−1
SS(ΩB)SSS =

(
η1 0 0 0
0 −η1 0 0
0 0 η2 0
0 0 0 −η2

)
= diag(µ1, µ2, µ3, µ4).

Por otro lado debemos tener

Axi = µixi, i = 1, 2, 3, 4
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y
S−1
eq ASeq = diag(µ1, µ2, µ3, µ4), Seq :=

( x1 x2 x3 x4
↓ ↓ ↓ ↓

)
.

Entonces

S−1
SS(ΩB)SSS = S−1

eq ASeq ⇒ ΩB = (SeqS
−1
SS)−1A(SeqS

−1
SS),

de donde es inmediato que la transformación de semejanza que reduce A a
ΩB viene dada por

T = SeqS
−1
SS =

(
x1+x2

2
x1−x2

2
x3+x4

2
x3−x4

2
↓ ↓ ↓ ↓

)
,

y su inversa T−1, es decir

T−1AT = ΩB =

(
0 η1 0 0
η1 0 0 0
0 0 0 η2
0 0 η2 0

)
.

Dinámicas S̄S y S̄S̄: Los autovalores µi y autovectores wi de ΩB son
los mismos del caso SS, aśı que tendremos

T−1AT = ΩB =

(
0 η1 0 0
η1 0 0 0
0 0 0 η2
0 0 η2 0

)
,

con la misma T del caso SS. En lo único que difieren es en relación a las
matrices P(T ) en todos los casos.
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