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Resumen

En este trabajo se pretende generalizar el método de control desarrolla-
do por Leiva y Briozzo [5] a fin de hacerlo aplicable a la estabilizacién de
orbitas periédicas inestables en Hamiltonianos periédicos en el tiempo, para
el caso tridimensional general. Se presenta un nuevo formalismo tedrico para
controlar érbitas en la variedad central, que hasta el momento en la litera-
tura no se hizo mencién sobre como hacerlo y se prueba que es realmente
necesario ejercer control sobre dicha variedad. El método a desarrollar es
luego puesto a prueba aplicandolo a una seleccion de ejemplos provenientes
de la Astronomia Dindmica, que pueden ser érbitas de transferencia entre
la Tierra y la Luna u orbitas periddicas cerca de los puntos de Lagrange
L; o Ly para estabilizar las orbitas, por ejemplo, de una nave espacial o
satélite. Ademds se verifica la robustez del método teniendo en cuenta las
perturbaciones producidas por el Sol y los planetas, donde se consideré la
atraccion gravitatoria de Jupiter, que actiia como perturbacién externa de
la érbita periddica. Por tltimo el método también permite obtener el consu-
mo o impulso medio anual requerido para mantener las érbitas (de la nave
o satélite) controladas durante aproximadamente 80 afios y que resultaron
extremedamente bajos, probando asi el éxito del método de control.

Palabras claves: Caos; Método de control; Orbitas periddicas; Control
de érbitas periddicas; Variedades estables e inestables; Astronomia Dindmi-
ca.
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Abstract

In this work we intend to generalize the control method developed by
Leiva and Briozzo [5] in order to make it applicable to the stabilization of
unstable periodic orbits in periodic Hamiltonians in time, for the general
three-dimensional case. A new theoretical formalism is presented to control
orbits in the central manifold, which up to now in the literature there was
no mention of how to do it and it is proved that it is really necessary to
control this manifold. The method developed is then tested by applying a
selection of examples from the Dynamical Astronomy, which can be transfer
orbits between Earth and the Moon or periodic orbits around the Lagrange
points Ly or Lo to stabilize the orbits, for example, a spacecraft or satellite.
In addition the robustness of the method is verified taking into account the
disturbances produced by the Sun and the planets, where the gravitational
attraction of Jupiter was considered, which acts as external perturbation of
the periodic orbit. Finally, the method also allows for consumption or the
average annual boost to maintain orbit (spacecraft or satellite) controlled
for about 80 years and were extremely low, proving the success of the control
method.

Keywords: Chaos; Control method; Periodic orbits; Control of periodics
orbits; Stable and unstable manifolds; Dynamical Astronomy.
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Capitulo 1

Introduccion

En su origen a finales del siglo XIX, cuando Henri Poincaré (1854-1912)
estudiaba los sistemas conservativos probo la no integrabilidad de las ecua-
ciones de Newton del problema de tres cuerpos y la existencia de innume-
rables fenémenos que no eran completamente aleatorios, sino que no res-
pondian a una dindmica lineal. De esta manera introdujo la nocién de caos
y que fue considerado una propiedad indeseable para la mayoria de las apli-
caciones practicas de los Sistemas Dindmicos, ya que la sensibilidad extrema
a las condiciones iniciales dificultaba predecir estados futuros de los siste-
mas, y mantener a éstos en las trayectorias o regiones deseadas requeria
frecuentes y sutiles “impulsos” de control. Sin embargo, a partir del trabajo
pionero de Ott, Grebogi y Yorke [I], el panorama cambi6 radicalmente, y en
la actualidad el control del caos es un area de investigacion muy activa, con
aplicaciones que incluyen estabilizaciéon de laseres y otros sistemas épticos
no-lineales, sistemas electrénicos, reacciones quimicas, sistemas biolégicos,
transito, astrondutica, y diversas aplicaciones a la ingenieria [2], 3].

En el caso de sistemas Hamiltonianos, el caos involucra la existencia de
un conjunto denso de Orbitas Periddicas Inestables (OPIs) []; la evolucién
temporal de una trayectoria particular resulta de la interaccién directa con
las variedades dinamicas de cada OPI, siendo atraida hacia cada una de ellas
a lo largo de sus variedades estables, y luego repelida a lo largo de las varie-
dades inestables. Fijada una OPI de interés, un posible método de control
para mantener algin comportamiento siempre cerca de esta OPI de refe-
rencia consiste en sacar ventaja de la sensibilidad a las condiciones iniciales
para alterar la trayectoria real aplicando pequenos impulsos de control de
manera tal de posicionarla sobre la variedad estable de la OPI logrando, a
partir de intervenciones controladas, la estabilidad dindmica alrededor de la
orbita de referencia. Este programa fue llevado a cabo parcialmente en tra-
bajos previos y aplicado a OPIs de transferencia en el sistema Tierra-Luna
[5, 16, [7], modelado mediante el Problema Cuasi-Bicircular Sol-Tierra-Luna
[14]. Sin embargo, en dichos trabajos sélo se consideraron casos bastante
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restringidos, en particular el caso planar.

En éste trabajo se desarrollard el marco tedrico del método de control
tridimensional en forma general y luego a modo de aplicacion se lo pondra a
prueba en ejemplos provenientes de la Astronomia Dindmica. En dicho mar-
co tedrico se estudiardn las condiciones que deberda cumplir el método de
control a partir de la linealizacién del sistema alrededor de la érbita periddi-
ca; donde se dard una clasificacién completa (en sistemas no degenerados),
es decir, teniendo en cuenta el tipo de dinamica que describa el sistema
linealizado, las cuales pueden ser, hiperbdlica o eliptica, coloquialmente lla-
madas silla (S) o centro (C) en una dimension, respectivamente. En dos
dimensiones las dindmicas pueden ser silla-foco o silla-foco de reflexion (sf
o sf), centro-centro (CC), silla-centro o centro-silla (SC o CS) y silla-silla
(SS). Mientras que en tres dimensiones, las dindmicas son combinaciones del
caso unidimensional y bidimensional.

Se mostrara, ademas, que en todos los casos la matriz de monodromia M
correspondiente puede interpretarse como el mapa-T, que representa la li-
nealizacién del mapa de Poincaré alrededor de un punto fijo, de un adecuado
sistema Hamiltoniano lineal y auténomo, lo que permite simplificar el desa-
rrollo del método de control. La matriz M puede pensarse como la matriz
fundamental (solucién) ® de un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDOs), evaluada al periodo T' de los coeficientes del sistema. En el
Capitulo [2| ésta matriz serd necesaria para analizar las soluciones periddicas
de un sistema de EDOs a partir de la teoria de Floquet [19].

A este respecto y debido al cardcter cadtico de los sistemas en cuestion,
las simulaciones numéricas jugardn un rol crucial para plasmar las ideas en
un sentido factico, es decir, debemos implementar numéricamente un méto-
do de control lo bastante eficaz y que permita integrar las trayectorias con la
mejor precision posible para evitar que eventuales acumulaciones de errores
numéricos tiendan a diverger dichas trayectorias o en una convergencia im-
precisa de las mismas. Una vez logrado éste objetivo, en primera instancia se
pondra a prueba el método para controlar érbitas periédicas en dos grados
de libertad para un sistema de “juguete” (que no necesariamente represen-
ta un sistema fisico real), eligiendo y variando al azar los pardmetros del
sistema, logrando asi un barrido por las distintas dindmicas posibles (SS,
SC (o CS), CC, sf y las respectivas S o § para los casos de puntos silla de
reflexién). Luego, al momento de analizar las dérbitas controladas para el
caso tridimensional en éste sistema de “juguete”, primero se probard que
para ciertos parametros la dindmica se desacopla en un movimiento de dos
grados de libertad idéntico al anterior mas un movimiento en una direcciéon
ortogonal, es decir, se recupera la dindmica en 2D mencionada anteriormen-
te y se agrega un movimiento extra en una direccién ortogonal, probando
asi la consistencia del método en 3D llevado al caso bidimensional.

Para los problemas de interés en Astronomia Dindmica y en particu-
lar para el problema de tres cuerpos, queremos alterar el sistema aplicando
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constantemente impulsos de control Av;, ¢ = z,y,z a las érbitas para lo-
grar que el sistema se mantenga lo mas préximo a la direccién estable de
la dindmica silla (S) y anulando su componente en la direccién inestable,
permitiendo mantener asi al sistema bien controlado en alguna regién de in-
terés. A partir de esto y considerando, a nuestro criterio, necesario controlar
en las distintas dinamicas que aparecen en el sistema, en el método de con-
trol 3D (y por lo tanto el 2D) se presenta una alternativa nueva para ejercer
control sobre las variedades centraleﬂ (C), que consiste en la minimizacién
de la energia respecto a los impulsos Awv;, lo que nos permitiria ubicarnos
sobre superficies de energias menores, requisito que también se desea para el
método (menor consumo de recursos); y en los casos que existan dindmicas
que sean combinaciones de C y S ésta nueva alternativa de control consiste
en minimizar la energia de la dindmica C respecto a Av; pero ahora sujeto
a la condicién de, como antes, posicionar la érbita sobre la direccién estable
de la dindmica S. Para llevar a cabo esto tltimo se implementa el método
de los multiplicadores de Lagrange.

Si vamos a la literatura y hacemos hincapié particularmente en el libro
de G. Gémez [16], con el que se basaron para realizar importantes misiones
espaciales (p. €j. las érbitas Halo en torno a L fueron usadas en las misiones
ISEE-3 0 SOHO), vemos que en ningtn capitulo hace mencién o implementa
un método de control en las variedades centrales (C) y solo lo hace para los
casos de dindmica silla (S). En particular, hasta donde el autor sabe, en la
actualidad ésto sigue siendo asi.

Basandonos ahora en nuestra nueva propuesta para ejercer control en las
variedades centrales mediante la minimizacién de la energia, una pregunta
que puede surgir naturalmente es: ;Qué sucede si no controlamos en la
variedad central y s6lo lo hacemos en la variedad silla? Abordaremos ésta
pregunta mas adelante y probaremos con algunos ejemplos que no es inocuo
no controlar en la variedad central.

1.1. Astronomia Dinamica

En general, cuando intentamos resolver un problema complejo, utiliza-
mos como paso intermedio los resultados obtenidos en modelos simplificados.
En particular, el modelo del Problema circular de tres cuerpos restringido
Tierra-Luna (PC3CR) ha permitido desarrollar extensos tratados acerca de
Orbitas periddicas y familias de érbitas periddicas, y sus resultados han con-
tribuido de manera significativa en el campo de la Mecanica Celeste. Este
modelo, que describe el movimiento de dos masas primarias mr y my en
orbitas coplanares circulares alrededor de su centro de masa y de una tercera
masa m infinitesimal, que no afecta el movimiento de las primarias, serd im-

'Representada por una familia (en torno al punto fijo) de elipses de energfa constante
en el espacio de las fases.
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plementado como herramienta preliminar para aproximarnos a la solucién
de un caso més “realista” que consistira en estabilizar érbitas peridédicas de
transferencia entre la Tierra y la Luna (p. ej. de una nave espacial o un
satélite) mediante el método de control o para estabilizar érbitas en torno a
los puntos de Lagrange (o libracién) Ly y/o La, que son los puntos de equi-
librio del PC3CR. Euler y Lagrange probaron la existencia de cinco puntos
de equilibrio: tres puntos colineales sobre el eje que une el centro de las dos
masas primarias, generalmente denotados Li, Lo y Ls, vy dos puntos equila-
terales denotados L4 y Ls. Por supuesto, debemos considerar que el objeto
a poner en Orbita en torno a los puntos Lagrangeanos estd equipado con
algin sistema de propulsiéon que le permita impulsarse y posicionarse sobre
la érbita estable cuando asi lo requiera.

Como ya dijimos, cuando uno desea obtener soluciones a problemas fisi-
cos cada vez mas realistas, el costo que debemos abonar es proporcional, y
como los resultados predichos por el PC3CR no coinciden con los observados
en la realidad, necesariamente debemos recurrir a nuevos modelos. Por lo
tanto, posterior a la implementacion de éste, y con el objetivo de obtener las
soluciones mas precisas tratadas en el presente trabajo, se extendera dicho
modelo al denominado Problema Bicircular (PBC).

El PBC es un problema de cuatro cuerpos. Considera tres masas prima-
rias mp, mr, mg (en este caso, la Tierra, la Luna y el Sol) y una cuarta
masa infinitesimal m (nave espacial o satélite) que no afecta el movimiento
de las mismas. Las trayectorias de las masas primarias yacen en un plano;
mp y my, se mueven en Orbitas circulares alrededor de su baricentro Bryp y a
su vez, el baricentro By, y mg se mueven en érbitas circulares alrededor del
centro de masas del sistema B. Al modelo PBC, como se verd més adelante,
se lo pensar como una perturbacién del modelo PC3CR.

De esta manera, podemos observar que el tratamiento del problema en
cuestion se puede volver tan complejo como uno quisiera a medida que se
agregan otros cuerpos masivos. En efecto y con el fin de ser un poco més
meticulosos, al final del trabajo, llevaremos el PBC a un grado mayor de
dificultad considerando también la influencia gravitatoria del planeta Jipiter
como una perturbacién externa de la érbita periddica, cuyos efectos deberan
ser compensados por el método de control.

Una descripcién maés refinada de los modelos usados y de las implemen-
taciones numéricas se detallardn en el Capitulo [4] cuando se analicen los
ejemplos de aplicacion a la Astronomia Dindmica.



Capitulo 2

Desarrollo tedrico y método
de control

Cuando se desea estudiar y analizar cualitativamente la dindmica de
cualquier sistema fisico tan rigurosamente como sea posible, por méas simple
que este sea, la idea es desarrollar un algoritmo que pueda ser ejecutado
computacionalmente, es decir, en forma numérica, para asi obtener las solu-
ciones mas precisas (hasta cierto limite) del sistema en cuestién. Pero como
es sabido, primeramente debemos tener plasmado el problema con sus ecua-
ciones de movimiento en un marco tedrico antes de sentarse a programar.

Con tal fin, como primera instancia, en este capitulo vamos a deducir las
formas més generales posibles para un sistema Hamiltoniano o un sistema
Lagrangiano, es decir, se presentaran las herramientas matemaéticas y el
formalismo necesario para obtener las ecuaciones de movimiento y a partir
de éstas, la linealizacién de un sistema T-periddico alrededor de una érbita
periddica.

Finalmente y con éste propésito, una vez que estén plasmadas las herra-
mientas, pasaremos a obtener el desarrollo teérico del método de control en
1, 2 y 3 grados de libertad, que serd de vital importancia para implementar
numéricamente dicho método.

2.1. El Hamiltoniano linealizado

Consideremos un Hamiltoniano con n grados de libertad (n g.l.) T-
periédico H(qa p, t) = H(X7 t)a X = (q) p)a H(X7 to + T) = H(X7 t(]) VtOE
Las ecuaciones de Hamilton sera

%x=Q (%Z)T = Q(VH)" (2.1)

'Por generalidad asumiremos que una funcién constante es T-periédica VT .
2E] simbolo T en las ecuaciones de Hamilton denota la transpuesta.
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a= (% 8, 22

Ql=q0f=-q. (2.3)

donde

y satisface

En este caso 0, y |, son las matrices nula e identidad n x n, respectivamente.
Consideremos también una solucién periédica (periodo T') de las ecuaciones

de Hamilton, ¢(t) = (¢(t), ¢p(t))", @(to + T') = ¢(to) Vo,

T
s =a (G @n.n) . (2.4

Linealizaremos las ecuaciones de movimiento alrededor de ¢(t) usando
x = ¢(t) +y, desarrollando la ec. (2.4)), y truncando a primer orden se

obtiene .
. 0*’H
y=9(Ga060.0) v

Tenemos entonces un sistema lineal de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes periddicos

9 T
vy, HO = (G5 @00) (25)

donde H(t) es una matriz 2n x 2n, T-periddica, es decir, H(tg + T') = H(to)
Vtg y por construccién es simétrica, asi que podemos reescribir

2
H) = S 2 ((0). 1) (2.0

Vamos a suponer que la linealizacién es no-degenerada, es decir,
det(H(t)) #0 WVt, (2.7)

y ademas la solucién periédica ¢(t) es aislada [19].
Noétese que las unicas hipotesis introducidas hasta aqui son:

(1) que el sistema es Hamiltoniano;
(11) que el Hamiltoniano es T-periédico en t;
(111) que existe una solucién T-periddica de las ecuaciones de Hamilton;

(1v) la linealizacién alrededor de ella es no-degenerada. Por lo tanto ¢(t)
es asilada.



2.1. EL HAMILTONIANO LINEALIZADO

2.1.1. La estructura de la Lagrangiana linealizada

Nos interesara reducir el Hamiltoniano del sistema a una estructura
lo méas “simple” posible . Sin embargo, las transformaciones a realizar resul-
tan mas sencillas en la formulacién Lagrangiana, por lo que consideraremos
primero ésta. Los detalles de los célculos se muestran en el Apéndice [A]

Si partimos de una Lagrangiana T-peridédica, y linealizamos alrededor
de una solucion T-periddica aislada de las ecuaciones de Euler-Lagrange, la
Lagrangiana mas general que obtendremos tendra la forma[ﬂ

1 .. ) 1
L= §aij(t)qz~qj + bij(t)diq; — 5%‘(0%% (2.8)

con a;;(t) y ¢;;(t) simétricas, y a;; definida positiva y no-singular. Vemos
también que no es necesario que b;; sea antisimétrica para que la transforma-
cién de Legendre lleve a un sistema Hamiltoniano linealizado. Sin embargo
si definimos
1 T 1 T

bs:§(b—i—b ), ba:§(b—b ), (2.9)
y descomponemos b = bs + b,, vemos que la contribucién simétrica puede
ponerse

d (1 1
- T _ - T = T
q bs(t)q = 7 <2q bs(t)q> 54 bs()q.

El primer término es una derivada total respecto de t de una funcién sélo
de q y t, y puede descartarse sin alterar las ecuaciones de movimiento. El
segundo término puede absorberse en el potencial linealizado, redefiniendo

1 . 1 1
iquS(t)q + ich(t)q — §ch(t)q,

es decir, by +c — ¢, lo cual evidentemente no altera la simetria de ¢;;(t) ni
su periodicidad. Podemos asumir entonces, sin perder generalidad que b;;(t)
es antisimétrica.

Ahora notando que a;;(t) es una matriz real y simétrica, vemos que puede
ser diagonalizada por una transformacion de semejanza ortogonal, es decir,

3s,/s las = s'as = ag = diag(ay, ..., an), (2.10)

con a;(t) > 0 los autovalores de a(t). Tanto s(t) como a;(t) son T-periédicas.
Usando s’'s = | ponemos ahora

1 1
L= §c'1TssTasqu + Gl ssTbss’ q — iqusTcsqu. (2.11)
Definiendo las “coordenadas normales”

Q:=s'q=¢" =Q's" + Q"¢ (2.12)

3Se utiliza el convenio de suma sobre indices.
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se puede verificar que
L= %QTadQ + QTag(s7$)Q + Q7 (s'bs)Q
Q7 9)29("9)Q + QT () bs)Q — 1 Q7 (" e9)Q.

T

Notemos primero que s’ cs es simétrica y s’ bs es antisimétrica, y que usando

T

sls=1—3sls+sTs=0= (s7s)7 = 57

=s§=—§"s,

se puede ver que §”'s es antisimétrica. Esto implica que %QT(éTs)ad(sTé)Q +
Q7 (s7s)(s"bs)Q es la contraccién de Q con una matriz simétrica T-periédi-
ca, y que puede absorberse en %QT(STCS)Q. Por otro lado QTad(sTé)Q in-
volucra una matriz antisimétrica, y puede absorberse en QT(sTbs)Q. En

definitiva, redefiniendo

s'"q—aq,
sTas — a = diag(ay, ..., an),
(s"as)(s"'$) +s"bs — b,

—(57s)(sTas)(s7's) — 2(s7s)(s"bs) + scs —» c,
reducimos la Lagrangiana linealizada a la forma

L.r . . 1 1 . ) 1
L=2d"aq+q"bq — Sa"ca = ;ai(t)d* + bij()dig; — 5eij(aig, (2:13)
con la energia cinética diagonalizada, b;; antisimétrica y c;; simétrica, y
todas T-periddicas.
Una ultima reduccion consiste en reescalear las “coordenadas normales”

para absorber los coeficientes a;(t) > 0, como en (2.12)) con

sT = dia L L ):s 2.14
g(ml(t) VanlD (244

evidentemente simétrica y sas = |. Luego se puede probar que la Lagrangiana
tendra la forma

1 e s . . 1
L= 5QTlQ + QTsasQ + QT'sbsQ + §QTéaéQ
T 1
+ Q" sbsQ — §QSCSQ'
Notemos que siendo s diagonal, s también lo es, y por lo tanto es simétrica.

Luego sbs y sbs son antisimétricas, mientras que scs, sas y sas son simétricas.
Por lo tanto el término Q7$bsQ es la contraccién de Q con una matriz

8
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antisimétrica y se anula, mientras que %QTéaéQ es la contraccion de Q con
una matriz simétrica y puede absorberse en %Qsch. Por otro lado

. d (1 1 d
Q"sasQ = It <2QT535Q> - §QT@(535)Q,
asi que puede absorberse también en %QSCSQ. En definitiva, redefiniendo
sq — q,
sas — |,
sbs — b,

.od .
—sas + g(sas) +scs — ¢,

reducimos la Lagrangiana linealizada a la forma
L.p. .7 1 7 1.4 . 1
L=5a q+qba—sqcqg=4" + bij(t)diq; — §Cij(t)Qina (2.15)

con los coeficientes de la energia cinética todos iguales a la unidad, b;; anti-
simétrica, c;; simétrica, y ambas T-periédicas.

2.1.2. La estructura del Hamiltoniano linealizado

Todas las transformaciones realizadas en la Seccién [2.1.1] son transfor-
maciones puntuales y, por lo tanto, las inducidas por ellas en el espacio de
fases son transformaciones candnicas [20]. Podemos entonces, limitarnos a
utilizar la relacién hallada entre los coeficientes de H y los de L para escribir
la correspondiente expresién a la que podemos reducir el Hamiltoniano (ver
Ap. . Usando que b es antisimétrica, es decir, bl = —b y que a = |,

tendremos

blalb4+c¢ —bla? c—b% b C B
me = (P20 ) = (0 )= (5 D) ew

y por consiguiente

1 1 1 1
H= §pr + QqTBp - §pTBq + §qTCq, (2.17)

con B = b antisimétrica, C = ¢ — b? simétrica y ambas T-periédicas.

2.1.3. La estructura de las ecuaciones de movimiento linea-
lizadas

De las ecuaciones de Hamilton,

(=22 ) () o
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es decir,
¢i = —Bijqj + pi,
pi = —Cijq5 — Bijpj,

tendremos
qZ = _2Biij — (Bz] + Cij + BikBkj)Qj7 1= 1, ey N

Por otro lado, de las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene

Gi = —2bij¢; — (bij + ¢cij)gj, 1=1,...,n.

Vemos que ambas versiones son equivalentes (como era de esperar) ya que
Bij = bij y Cij = ¢ij — birbrj. Vemos también que en el caso general, donde
bij o B;; dependen de t, el término “potencial” —(l}ij +¢;5)gq; de las ecuaciones
de Euler-Lagrange contendra una contribucién antisimétrica no-trivial (y 7-
periédica), debida a la presencia de I}ij; sin embargo en el periodo del sistema
dicha contribucion es evidentemente de media nula, ya que

;/OTbij(t)dt _ bij(T); bij(o) -0

por periodicidad. Este es justamente el caso en Leiva [5].

Finalmente notemos que en muchos casos (p.ej. Leiva [5]) los coeficientes
de la energia cinética resultan a;; = d;j, ya que partimos de las ecuaciones
de movimiento para una particula de masa m.

2.2. El sistema linealizado

Como hemos visto, si partimos de un Hamiltoniano con n g.1. T-periédico
H(q,p,t) = H(x,t), H(x,to + T) = H(x,t9) Vto, donde x = (q,p) €
R?", q,p € R, y linealizamos alrededor de una solucién ¢(t) T-periédica
o(to + T) = @(tog) Vio aislada de las ecuaciones de Hamilton, poniendo
x = ¢(t) +y y desarrollando hasta primer orden en y, el Hamiltoniano
lineal T-periédico con n g.l. quedara en el caso mas general posible en la

forma
1 T
le'n = 5}’ H(t)y7 (219)

con H(t) una matriz real 2n x 2n T-periddica, independiente de y y no-

singular, de la forma
H(t) = ¢ B (2.20)
S \-B 1)’ '

donde | es la identidad n x n, B(t) y C(¢) son matrices T-periddicas n x n
reales, B(t) es antisimétrica y C(t) es simétrica (Vt). Esto hace que (q,p) =y
sean variables candnicas y que QH(t) sea una matriz Hamiltoniana [18] 21],

10
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ya que H(t) es una matriz 2n x 2n real y simétrica (Vt). El Hamiltoniano se
escribird entonces

1 1 1 1
Hyin = Epr + §qTBp + §pTBTq + §qTCq, (2.21)

y las correspondientes ecuaciones de Hamilton
y = QH(t)y, (2.22)

formaran un sistema (Hamiltoniano) lineal a coeficientes periédicos.

2.3. Propiedades fundamentales

Vamos a resumir varios resultados relevantes sobre estos sistemas [17,
18, 19, 20], algunos evidentes y otros no tanto.

(1) El mapa x(tg) — x(t) es simpléctico, ya que la evolucién temporal
(bajo el flujo generado por H(x,t) en este caso) es una transformacién
canénica [20]. En particular el mapa-T', x(to) — x(to+7T), es simplécti-
co dado un tg, y es el mapa de Poincaré Py, : x(tg) — x(to + 1)
adecuado a este problema.

(11) ¢(to) es un punto fijo de Py, ya que ¢(to) = ¢d(to +T) [19].

(1) El sistema lineal y = QH(t)y es Hamiltoniano, con Hamiltoniano
L 7
Hyjn(y,t) = 3y H(t)y, (2.23)
que es una forma cuadratica en y. Luego el mapa y(tg) — y(¢) también

es simpléctico, y también lo es el mapa-T y(to) — y(to + 7).

(1v) El mapa-T" My, : y(to) — y(to + T) es la linealizacion de Py, alre-
dedor del punto fijo ¢(tp). Esto se demuestra de la siguiente manera:
partimos de

Py, (x(to)) = x(to + T),
y ponemos

x(t) = ¢(t) + y(t),

entonces
Pro(@(t0) + ¥(t0)) = Piy(9(t0)) + 22 (9(t0))y (1) + .
=¢(to+T) +y(to+T),

y usando Py, (d(to)) = @(to) (por ser punto fijo) y ¢(tg) = ¢(to + T')
(por ser solucién T-periédica),

P (gto))y(to) = ylto + 1

11
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(vin)

(vi)

12

luego, de la definicion

My, (y(to)) = y(to + 1),
es inmediato que

0Py,
0x

My, (v (t0)) (p(t0))y (to)- (2.24)

El mapa-T" My, es lineal y simpléctico, y la matriz 2n x 2n

My, = aaP;O (@(t0)), (2.25)

es simpléctica Vty, ya que implementa la transformacién (lineal)
y(to +T) = Myy(to), (2.26)
que es candnica por ser y = QH(¢)y un sistema Hamiltoniano.

Tomando 2n soluciones L.I. ¢;(t), ¢ = 1, ..., 2n del sistema y = QH(¢t)y
y formando la matriz fundamental 2n x 2n

o(t) = (‘751“) ‘7521“)), (2.27)

vemos que

®(to + T) = My, P(to), (2.28)

luego la matriz My, es por definicién la matriz de monodromia del sis-
tema y = QH(t)y (ver Verhulst, Seccién 6.3[19]). En adelante cuando
no haya posibilidad de confusion, la escribiremos simplemente M.

Como con toda matriz de monodromia, existe una matriz constante
2n x 2n, que por conveniencia (sin perder generalidad) escribiremos
como QB (ver [19], Seccién 6.3), tal que

M = T8, (2.29)

Como M es simpléctica, la matriz e7*B también lo es, y en general
M" = e"T9B o5 simpléctica Vn € Z. Esto por si solo no implica que
QB sea una matriz Hamiltoniana, en el sentido de que no siempre es
simétrica [21].

La matriz fundamental puede escribirse de acuerdo a Floquet ([19],
Seccién 6.3)
®(t) = P(t)e!*B, (2.30)

donde P(t) es una matriz 2n x 2n T-periédica.



2.4. LA SIMPLECTICIDAD DE M

(1x) Pongamos (sin perder generalidad) to = 0 y ®(0) = |; entonces ¢;(t),
i = 1,...,2n son soluciones de y = QH(t)y correspondientes respec-
tivamente a las C.I. ¢;;(0) = 6;;. La solucién ¢(t) correspondiente a
C.L. arbitrarias ¢(0) se escribe entonces

b(t) = &(1)9(0). (2.31)

Como el sistema lineal y = QH(¢)y es Hamiltoniano, la evolucién
temporal ¢(0) — ¢(t) implementada por el mapa lineal ®(t) : ¢(0) —
¢(t) = ®(t)¢(0) es una transformacion canodnica (T.C.). Esto basta
para mostrar que ®(t) es una matriz simpléctica Vt.

2.4. La simplecticidad de M

Antes de analizar las consecuencias de que la matriz de monodromia M
sea simpléctica, daremos una descripcion acerca de las variedades del sistema
que apareceran mas adelante.

La estabilidad lineal de una érbita periédica (OP) puede ser estudiada
directamente sobre la seccién ¥, del mapa de Poincaré al analizar la esta-
bilidad lineal del punto fijo ¢(to), que estd determinado por los autovalores
de M. Los autovalores vienen de a pares tales que si A es un autovalor, A~!
también lo es (esto se verd mas adelante en esta Seccién). Entonces la seccién
Y4, puede dividirse en dos variedades 2D asociadas a cada par de autovalores
{ Ak, /\,;1}, k = 1,2 y una variedad 4D asociada a los autovalores {\, A\=1, \*,
(A*)71}, donde A* es el complejo conjugado de . Estas variedades pueden
ser silla (S) (silla de reflexién S), centro (C) o silla-foco (sf) (silla-foco de
reflexion sf).

I. Silla (S) o silla de reflexién (S): En esta estructura se tiene un par de
autovalores reales con |\;| > 1, es decir, A\ > 1 0 Ay < 1, y obtenemos
trayectorias hiperbdlicas. En el primer caso, las iteraciones evolucionan
unicamente sobre algunas de las ramas hiperbdlicas (punto hiperbdlico
ordinario o silla); en el segundo caso, las trayectorias evolucionan al-
terndndose en cada iteracién entre las dos ramas (punto hiperbdlico de
reflexion o silla de reflexion). Los correspondientes autovectores eg y
e, son reales y tangentes a las variedades estable e inestable de ¢(ty),
respectivamente. El mapa de Poincaré linealizado sobre la variedad li-
neal 2D generado por e v e, es hiperbdlico, y sus conjuntos invariantes
son hipérbolas con asintétas a lo largo de los autovectores. El punto
fijo y la OP son linealmente inestables.

II. Centro (C): En esta estructura se tiene un par de autovalores comple-
jos conjugados con |A\;x| = 1 y obtenemos trayectorias elipticas estables
alrededor del punto fijo. El punto fijo se denomina punto eliptico o

13
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centro. Los correspondientes autovectores e, y e} son complejos conju-
gados el uno del otro. El mapa de Poincaré linealizado sobre la variedad
lineal 2D generado por Re(e.) y Im(e.) es eliptico, y sus conjuntos in-
variantes son elipses con sus ejes principales a lo largo de estos vectores
reales. El punto fijo y la OP son orbitalmente estables (Verhulst, 1996
[19]) bajo la dindmica linealizada, pero la dindmica no lineal debe ser
considerada completamente para estudiar su estabilidad.

III. Silla-foco (sf) o silla-foco de reflexién (sf): En esta estructura los au-
tovalores vienen en pares conjugados con || # 1y Im(\) # 0; estos
aparecen como un cuarteto de autovalores que son simétricos con res-
pecto al eje real y al circulo unidad; de ésta manera también tenemos
cuatro autovectores en C* que vienen de a pares conjugados. El punto
fijo se denomina silla-foco ordinario. Tenemos una variedad estable 2D,
donde las trayectorias espiralan hacia el punto fijo, y una variedad ines-
table 2D, donde las trayectorias espiralan hacia afuera desde el punto
fijo; ambas variedades 2D son mutuamente ortogonales y comparten
como unico punto, el punto fijo. Pese a la imposibilidad de representar
graficamente esta situacién un esquema simplificado se muestra en la
Figura 2.1

Una representacién esquemadtica de las variedades se puede ver en la
Figura [2.1]

El éxito del método de control dependerd de una buena eleccién de éstas
variedades; en particular para la estructura silla el método consistird en anu-
lar las componentes en las direcciones inestables e, y posicionar la 6rbita
sobre la direccion estable e;. Mientras que para la estructura centro consis-
tird en la minimizacién de la energia debido a que no existe una direcciéon
estable o inestable. No brindaremos més detalles debido a que esto serda ma-
terial de estudio de secciones posteriores.

Vamos a estudiar ahora algunas consecuencias de que M sea simpléctica.
Mucho de lo que diremos esté tomado de Liechtenberg & Lieberman, (1983)
[17] (ver Seccién 3.3a).

1. Sea v un autovector a derecha de M con autovalor A, es decir,
Mv = Av (2.32)
Luego A es una solucion de la ecuacién caracteristica
det(M — Al) =0, (2.33)

donde det(M — Al) es un polinomio en \ a coeficientes reales (porque
M es real), de grado 2n. Se puede probar transponiendo la ecuacién
caracterfstica, que A es también autovalor de MT. Luego 3 w tal que

Miw = Aw (2.34)
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/% ariedad estable ~ P
=" =~
Vartedad central Variedad inestable

Dinamica C Dinamica S
Variedad inestable Variedad estable
2P p p

% . X =,
Varredad estable Varigdadiinestable
‘ Dinamica sf

Figura 2.1: Representacién esquemaética de las diferentes dindmicas. Arriba
izquierda: dindmica centro (C); en verde la variedad central 2D. Arriba de-
recha: dindmica silla (S); en azul la variedad estable 1D, en rojo la variedad
inestable 1D. Abajo: dindmica silla-foco (sf); en azul la variedad estable 2D,
en rojo la variedad inestable 2D.

2. Invirtiendo la ultima relacién tenemos

1
V= M~ Tw (2.35)

(por ser M simpléctica, MT también lo es, y por lo tanto es no-singular
e invertible). Pero por ser M7 simpléctica, tenemos

MM = Q, (2.36)
luego, es directo, usando (2.36)) que
MQw = A\~ 1Qw, (2.37)

es decir, v = Qw es autovector de M con autovalor A~!. Luego si A es
autovalor de M, A\~! también lo es.

3. Por ser M real, si A es autovalor, A* también lo es.
4. En consecuencia, los autovalores de M pueden darse como:

1) pares A, A1 de autovalores reales; el subespacio invariante es 2D,
con dindmica de silla ordinaria (S) si A > 0, o de silla de reflexién

(S) si A <0

3Notacién: M~T = (MT)~!
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11) pares A\, A* de autovalores conjugados de médulo unidad, |A| =
1, de modo que A~! = \*; el subespacio es invariante 2D, con
dindmica centro (C);

1) cuartetos A\, \*, A™1, A7* de autovaloresﬁ complejos con |A| # 1;

el subespacio es invariante 4D, con dindmica silla-foco ordinaria
(sf) si Re(\) > 0, o de silla-foco de reflexién (sf) si Re(\) < 0.

Descartamos aqui la posibilidad de pares (degenerados) de autovalores
1 6 -1. Para la clasificaciéon de las dindamicas, ver p. ej. Gonchenko,
Turaev & Shilnikov (2004) [22].

5. Clasificando las posibilidades para diferentes grados de libertad, tene-
mos:

1) para 1 g.l., M es 2 x 2 y las tinicas dindmicas posibles son S 6 C;
11) para 2 g.l., M es 4 x 4 y podemos tener SS, SC(6 CS), CC, 6 sf;
)

11) para 3 g.l., M es 6 x 6 y podemos tener SSS, SSC (6 SCS 6 CSS),
SCC (6 CSC 6 CCS), Ssf (6 sfS), 6 Csf (6 sfC).

En todos los casos cada S o s puede ser S o §, respectivamente. Supon-
dremos que todos los autovalores son diferentes, p. €j., si tenemos 3
g.l. con dindmica SSS, A1, A2 y A3 son todos distintos. O bien, si existe
el caso en que haya autovalores repetidos, los autovectores correspon-
dientes atin forman base, es decir, que M es diagonalizable.

2.5. Clasificacion de las dinamicas

Con los resultados predecentes ya podemos proceder a clasificar las
dindmicas linealizadas posibles para 1, 2 y 3 g.1.

2.5.1. Un grado de libertad

Para un sistema de un 1 g.l. tenemos:
Dinamica C: los autovalores (multiplicadores caracteristicos) de M pue-
den escribirse A = e~ T \~1 “wT. e] origen es un punto eliptico; los

correspondientes autovectores serdan v y v* € C2, con

= e

Mv = e_“"TV7 Mv* = Ty,
Notando

M(Re(v)) = M (

=)
M(Im(v)) = M (V ;;’)

= cos(wT) Re(v) + sin(wT) Im(v),

= —sin(wT) Re(v) + cos(wT) Im(v),

*Notacién: A\™* = (A\*)™*

16



2.5. CLASIFICACION DE LAS DINAMICAS

vemos que en la base real {Re(v),Im(v)} la matriz se expresa

_ [ cos@T)  sin(wT)
M = <_ sin(wT) COS(Q)T)) ’ (2.38)

es decir la matriz de rotacién en w7 en sentido negativo (i.e. horario). No-

tando que

exp(_Op ) = (caln )

vemos que en esa base

M = T8 (2.39)

0 w w 0
w=(5 %) 5= )

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
evidentemente simétrica. También es evidente que

con

Ty — =Ty = QBv = —iwv,

Mv* = eTBy* — ciwT'y* o QBv* = jwv*
b

Mv =e¢

es decir, v y v* son autovectores de QB con autovalores —iw y iw (médulo
271), respectivamente.

Dindmica S: los autovalores de M pueden escribirse A = e, A~ =
e 7T el origen es un punto hiperbélico ordinario; los correspondientes au-
tovectores serdan v, y v_ € R?, con

Mvy =elvy, Mv_=e"Tyv_.
Definiendo n
vy 4 v_ Vi —V_
V = V_ = —
+ 2 ) 2 ’

que son los correspondientes autovectores reales y tangentes a las variedades
inestable y estable de ¢(t), respectivamente, tenemos

MV = cosh(nT)V 4 + sinh(nT)V_,
MV_ = sinh(nT)V 4 + cosh(nT)V_,

y vemos que en la base real {V,V_} la matriz se expresa

_ (cosh(nT') sinh(nT)
(sinh(nT) cosh(nT))’ (2.40)

es decir la matriz de distorsion hiperbdlica en nT". Notando que

exp( 1) = (o s
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vemos que en esa base, la matriz de monodromia estd dada también por
(2.39) con
0 n -n 0
(77 0) ’ ( 0 n) ’

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
evidentemente simétrica. También es evidente que

TQB

Mv, =By, =eTv, = QBv, =nv,,

TQB

Mv_ =elBy_ =y = QBv_ = —nv_,

es decir, v y v_ son autovectores de 2B con autovalores n y —n, respecti-
vamente.

Dindmica S: los autovalores de M pueden escribirse A = —e"T = "7 +i7
AL = —e T = 71T+ ] origen es un punto hiperbélico de reflexién; los
correspondientes autovectores serdn v, y v_ € R?, con

nT

Mvy =—eTvy, Mv_=—e"Tv_.

Definiendo como antes

Vi +Vv_ Vi —V_
LI S VAP e

V, = _
+ 92 ) 2 3

que nuevamente son los correspondientes autovectores reales y tangentes a
las variedades inestable y estable de ¢(tp), respectivamente, tenemos

MV, = —cosh(nT)V4 —sinh(nT)V_,
MV_ = —sinh(nT)V4 — cosh(nT)V_,

y vemos que en la base real {V,V_} la matriz se expresa

__ (cosh(nT) sinh(nT)
M= <sinh(77T) Cosh(nT))7 (2.41)

es decir la matriz de distorsiéon hiperbdlica en 1T, pero agregando una re-
flexién respecto al origen. Como antes

0 nT\ _ {( cosh(nT) sinh(nT)
eXp(nT 0 ) - (sinh('r]T) cosh(nT))

vemos que en esa base, la matriz de monodromia estd dada por

M = —eT9B, (2.42)

con las mismas matrices del caso S, es decir, la primera Hamiltoniana y la
segunda simétrica. También es evidente que
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Mv, = —eT®Bv, = —e"'v = QBv, = nv,,

Mv_ = —e"Byv_= —¢"yv_= QBv_ = —nv_,

es decir, v4 y v_ son autovectores de (2B con autovalores n y —n, respecti-
vamente, como en un punto hiperbdlico ordinario.
Alternativamente podriamos usar que

ox 0 nT +im\ _  (cosh(nT) sinh(nT)
PA\nT +in 0 ~ \sinh(nT) cosh(nT) )’

y poner en la misma base
M = GTQB/

con
QB,I( 0i7r 77+Zj7:>’ B/:<_(n+%}r) Oi7r>a
n+ % 0 0 —(n+ )

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda evi-
dentemente simétrica, pero no reales. En este caso también es evidente que

Mvy ="y = v, = QB'v, = (n+ %)V-‘r?
Mv_ =By — Ty = QB'v_ = —(n— %)Vﬂ

es decir, v y v_ son autovectores de 2B’ con autovalores (n+2) y —(n+3),
respectivamente.
Por 1ltimo otra alternativa distinta seria usar que

im. nT\ _  (cosh(nT) sinh(nT)
P nT ir) sinh(nT) cosh(nT') )’

que nos da otra QB’ diferente (pero que tampoco es real), por supuesto con
los mismos autovalores (médulo 27i) y autovectores. Veremos mas adelante
que la imposibilidad de escribir en este caso M = 7B con QB real, no tiene
consecuencias relevantes para el desarrollo del método de control.

2.5.2. Dos grados de libertad

Para un sistema de 2 g.1. las posibles dindmicas serdn combinaciones de
una silla y un centro del caso predecente de 1 g.l., es decir, podran ser silla-
silla (SS), silla-centro (SC) (o centro-silla (CS)) o centro-centro (CC). Por lo
tanto, para éstos casos la dindmica se desarrolla independientemente en dos
subvariedades lineales 2D de C* (dos planos ortogonales entre sf). La tnica
novedad para un sistema de 2 g.l. es la posibilidad de que la dindmica se
desarrolle por completo en una sola variedad de C?*, caso que se denomina

19



CAPITULO 2. DESARROLLO TEORICO

silla-foco (sf). Cabe recordar que en todas las dindmicas que contengan una
silla, son también posibles una silla de reflexion y por lo tanto existe una
dindmica silla-foco de reflexion, que llamaremos Sf.

Analicemos entonces las “nuevas” dindmicas que aparecen para éstos sis-
temas, es decir, los casos sf y sf. El resto de los casos en 2 g.l. se detallan en

el Apéndice

Dindmica sf: los autovalores de M pueden escribirse A = e~ @)T
N = erti)T N\ — o=(tiw)T  N\—=1 — o==iw)T. o] origen es una silla-
foco ordinaria; los correspondientes autovectores seran (v, vi, v_, v¥) €
C*4, con

Mv, = @)y | Mv’ = e(””“)TVi,
Mv_ = e )Ty My* = =) Tyx
Notando
M(Re(vy)) = €™ (cos(wT) Re(vy) + sin(wT) Im(vy ),
M(Im(vy)) = ™ (= sin(wT) Re(v) + cos(wT) Im(v)),
M(Re(v_)) = e " (cos(wT) Re(v_) + sin(wT) Im(v_)),
M(Im(vy)) = e " (= sin(wT) Re(v_) + cos(wT) Im(v_)),

vemos que en la base real {Re(vy), Im(vy), Re(v_), Im(v_)} la matriz se
expresa

e cos(wT) e sin(wT) 0 0
| —e"sin(wT) eT cos(wT) 0 0
M= 0 0 e~nT cos(wT) e—nT sin(wT) (243)
0 0 —e T sin(wT) e~ "7 cos(wT)

es decir dos rotaciones de angulo w7 en sentido negativo, una con expan-
sién en 11" y la otra con contraccién en 7T, en dos planos mutuamente
ortogonales. Calculando por bloques es inmediato que

nT wl 0 0 e cos(wT) €T sin(wT) 0 0

exp ( —wT' nT 0 0 ) | —e"Tsin(wT) e cos(wT) 0 0
0 0 —T T 0 0 e cos(wT) e "7 sin(wT)
0 0 —wl'=nT 0 0 —e T sin(wT) e~ "7 cos(wT)

y vemos que en esa base la matriz de monodromia estd dada por (2.39), con

n 0 0 0n —w

_ —w 0 o 0 Ow n
QB = 0 w ’ B = n w0 0
0 —n —wnO0 0

0
0
-n
—w

co3 €
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donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
simétrica. También vemos que

QB

Mvy = e/ By, = Ty, = QBv, = (n — iw)vy,
Mv* = TByx = )Ty — OBV = (5 + iw)v7,
Mv_ = By = =Ty = QBv_ = —(n + iw)v_,
Mv* = By — e~ m)Tyx o OBV = —(n — iw)v?,

es decir, (v, v, v_, v¥) son autovectores de Q2B con autovalores (7 —iw),
(n+iw), —(n +iw), —(n — iw), respectivamente.

Dinamica sf: procediendo de manera similar que antes, para este caso
los autovalores de M pueden escribirse A = —e@ )T \* — _c(tiw)T
A= e~ )T A—1 — _o=(1=iw)T. o] origen es una silla-foco de reflexién;
los correspondientes autovectores serdn (v, vi, v_, v’) € C*, con

Mv, = )Ty Mvy = —e("”“)Tvi,
Mv_ = —e )Ty My* = —e=(1miw)Tyx
Notando
M(Re(vy)) = —e™ (cos(wT) Re(vy) + sin(wT) Im(v,)),
M(Im(vy)) = —e™ (= sin(wT) Re(vy) + cos(wT) Im(v)),
M(Re(v_)) = —e " (cos(wT) Re(v_) + sin(wT) Im(v_)),
M(Im(v,)) = —e " (= sin(wT) Re(v_) + cos(wT) Im(v_)),

vemos que en la base real {Re(vy), Im(vy), Re(v_), Im(v_)} la matriz se
expresa

e cos(wT) e sin(wT) 0 0
. —e"T sin(wT) e cos(wT) 0 0
M= 0 0 e T cos(wT) e T sin(wT) |’ (244)
0 0 —e " sin(wT) e cos(wT)

es decir dos rotaciones de dngulo w7’ en sentido negativo, una con expansion
en T y la otra con contraccién en 11, en dos planos mutuamente orto-
gonales, més una reflexion respecto del origen. Calculando por bloques es
inmediato que

nT wT 0 0 e cos(wT) e sin(wT) 0 0
—wT' nT 0 0 —eT sin(wT) €T cos(wT) 0 0
exp 7 _
0 0 —T T 0 0 e T cos(wT) e T sin(wT)
0 0 —wl' =T 0 0 —e T sin(wT) e~ cos(wT)

y vemos que en esa base la matriz de monodromia esta dada por (2.42) con

0 0 0 0n —w

0 0 00

QBI( o w), B:(77 w‘gg), (2.45)
—w —n —wnO0 0

|
coe3
co3 €
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donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
simétrica como antes. También vemos que como en el caso sf, (v, vi, v_,
v* ) son autovectores de QB con autovalores (n — iw), (n + iw), —(n + iw),
—(n — iw), respectivamente.

Un resultado notable que puede probarse es que en este caso si existe
una matriz Hamiltoniana real cuya exponencial es la matriz de monodromia,
a diferencia del caso S: basta tomar la matriz QB del caso sf y reemplazar
w por w + 7. Sin embargo, por uniformidad con el tratamiento del caso S

en 1D, preferimos utilizar las expresiones (2.44]) y (2.45])

2.5.3. Tres grados de libertad

Para un sistema de 3 g.l. no hay ninguna novedad relevante, sélo se
puede decir que las combinaciones de los casos precedentes para sistemas
de 1y 2 g.l. dardn forma a todas las dinamicas que se puedan obtener, es
decir, podran ser: SSS, SSC (o SCS o CSS), SCC (o CSC o CCS) y CCC,
que se desarrollan independientemente en tres subvariedades lineales 2D de
CS. Las otras dindmicas posibles son: sfS (o Ssf) y sfC (o Csf), las cuales
se desarrollan independientemente en dos subvariedades lineales, 4D para el
caso sf y 2D para S o C, de C°. Cabe recordar que en todos los casos que
aparece una dindmica S o sf es también posible una S o sf, respectivamente.

Vemos entonces que la dindmica para un sistema de 3 g.l. se puede des-
acoplar como un sistema de 2 g.l. mds un sistema de 1 g.l. Estas dindmicas
no las explicitaremos debido a la extension de escribir autovectores y auto-
valores para matrices 6 X 6 y a que, como mencionamos antes, no hay nada
nuevo en estas dinamicas ya que se las pueden expresar en términos de las
estudiadas en 1y 2 g.l.

2.6. El sistema auténomo equivalente

Vamos a ver ahora que, para 1, 2 6 3 g.l. podemos interpretar la matriz de
monodromia M del sistema linealizado, como la matriz fundamental ®.4(¢)
de un sistema auténomo equivalente (SAE) evaluada a t =T.

2.6.1. Un grado de libertad
Procedemos de acuerdo a la clasificacion de las dindmicas.
Dindmica C: Hemos visto que en la base real {Re(v),Im(v)}, donde

Mv = efzo.)TV7 Mv* = (BMTV*,

tenemos

M = T8, (2.46)
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con (T) '(T)
M= (ol imel), 9B =(%%), B=(39)

Consideremos el Hamiltoniano auténomo

1
Hey = ngBz7 (2.47)
cuyas ecuaciones de Hamilton son
7z = Bz, (2.48)

lineales y auténomas. Su matriz fundamental “canénica’l’] serd
eg(t) = €5, (2.49)
de modo que evidentemente tendremos

M = &y (T) (2.50)

Dindmica S: Hemos visto que en la base real V, = (”;v‘), V_ =

(V+5v‘ ), tenemos una matriz de monodromia dada por ([2.4€)), pero ahora

con
M= (i) oo ) B =(28). B=(7"5)

Se puede probar que si consideramos el Hamiltoniano auténomo con sus
ecuaciones lineales y la matriz fundamental “canénica”, es decir, z = QBz y
Dy (t) = 1B respectivamente, recuperamos la matriz de monodromia que
en el caso de la dindmica centro, es decir, obtenemos M = &, (T').

Dinamica S: Realizando un analisis similar que en el caso para la
dindmica silla ordinaria, obtenemos la misma base real, pero ahora la matriz
de monodromia es

M = —€TQB

o h(nT) sinh(nT)
cosh(nT') sinh(nT' 0 —no0
MZ_(Sinh(ZT) cosh(?;T))’ QB:(nQ)’ B:<0n17>7

de modo que si consideremos el Hamiltoniano auténomo con sus ecuaciones
lineales y la matriz fundamental “candénica”tendremos

M = —®q(t).

En este caso debemos agregar explicitamente una reflexiéon respecto del ori-
gen, pero como las variedades estable E; = Span{v_} e inestable E, =

5Se reduce a la identidad para t = 0.
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Span{v_} del sistema linealizadolﬂ son invariantes bajo reflexion respecto
del origen, los “vectores de control” del método de control (ver Seccién [2.11))
podran construirse exactamente como para una dindmica S. Es decir, a este
respecto podemos ignorar la distincion entre puntos hiperbdlicos ordinarios
y de reflexion.

Por otro lado, ya hemos visto que podemos construir matrices Hamilto-
nianas QB constantes y tales que M = 728 sin explicitar la reflexién, pero
en este caso no son reales. Notablemente, podemos construir un sistema
Hamiltoniano lineal y real cuya matriz fundamental satisface M = ®,(T),
pero sélo en cierto sentido serd autdnomo. Veamos como hacerlo:

Consideremos el sistema T-periddico

y=A(t)y, yeR?

77005(2%75) T —nsin(%rt) nsin(%’rt) 7+n COS(Q%t)

A(t) _ < nsin(%’t) ncos(QT”t)+;) Q_lA(t) _ <;—77cos(2T”t) nsin(QT’Tt) )
donde A(t) es T-periédica. Notemos que como Q~A(t) es simétrica, entonces
A(t) es Hamiltoniana. Siguiendo a Verhulst (Seccién 6.3) [19], definamos

- tQB ___( cos(Ft) sin(Ft) __(on
o(t) == P, P(t) = ( ). es=(%).
Es inmediato verificar por substitucién que
d=Al)d, &0)=I,

asi que ®(t) es la matriz fundamental “canénica” del sistema y = A(t)y.
Pero hay que notar también que la descomposicién ®(t) := P(t)e*?® no es
(exactamente) la del Teorema de Floquet (ver Verhulst, Seccién 6.3) [19], ya
que P(t) es 2T-periédica en lugar de T-periddica, y en particular P(T") = —I.
Sin embargo si definimos (como en el Teorema de Floquet) nuevas variables
z € R? como y = P(t)z, un célculo directo y completamente andlogo al
de Floquet muestra que z = QBz. Este es un sistema Hamiltoniano, real,
autonomo y lineal, con solucién general y matriz fundamental “candnica”

dadas por
z(t) = "%B2(0), by, (1) = 5.

Luego, la matriz fundamental y la matriz de monodromia del problema
original pueden ponerse

®(t) = P(t)®uin(t), M=o(T),

1a variedad estable de un sistema lineal x = Ax con A una matriz n X n, estd definida
como el subespacio lineal Es de R™ que es igual a la suma sobre los autoespacios genera-
lizados con autovalores A que tienen parte real negativa. Similarmente, para la variedad
inestable F,, de un sistema lineal sumamos sobre los autovalores A con parte real positiva.
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2.6. EL SISTEMA AUTONOMO EQUIVALENTE

que es justamente el resultado que queremos.

Vemos entonces que también en este caso existe un sistema Hamiltoniano
auténomo equivalente, que es justamente z = 2Bz, con matriz fundamental

“canénica” @y, (t) = etQB, pero debemos tomar al estilo del Teorema de
Floquet
y como P(T) = —I, esto es equivalente a lo que pusimos al principio. Sin em-

bargo, y quizd mas importante, tenemos el resultado de que P(t) es simplécti-
ca (Vt): PT(H)QP(t) = (9% §) =

Debido a esto, la transformaciéon y = P(¢)z es canénica, y por lo tanto
lleva el sistema Hamiltoniano original (lineal y T-periédico) y = QH(t)y con
Hamiltoniano %yTH(t)y, al sistema Hamiltoniano lineal y auténomo z =
QBz con Hamiltoniano %ZTBZ. Lo més ventajoso de este resultado es que,
como P(T) = —I, los autovalores A\ de M siguen guardando la relacién A =
—eT con los autovalores de QB y, mas importante atin, los autovectores de
M siguen siendo autovectores de QB y viceversa, lo que permite determinar

el espectro y base natural de M a partir del espectro y la base natural de
QB.

Version unificada

A partir de lo expuesto anteriormente, podemos unificar formalmente los
tres casos, poniendo siempre

M = P(T)®;;, (T) = P(T)eT8, (2.52)

donde la matriz P(T') serd —| para el caso S e | para cualquier otro caso.

2.6.2. Dos y tres grados de libertad

Para éstos sistemas no hay diferencia en lo que respecta al de un g.l., co-
mo ya se dijo, éstos sistemas serdn combinaciones de las distintas dindmicas
y a lo sumo tendrdn una sf o §f en una subvariedad lineal 4D de C* o una
subvariedad lineal 4D més una lineal 2D de C® para 2 o 3 g.l., respectiva-
mente.

Por lo tanto, al igual que antes podemos unificar formalmente todos los
casos poniendo siempre la matriz de monodromia como en , donde
obviamente cambiardan P(T') y B segin el tipo de dindmica y de cuantos
grados de libertad tenga el sistema. En particular, P(T") es diagonal por
bloques 2 x 2 que son —| para una dindmica S o §f, o | para cualquier otro
caso.
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2.7. El “teorema fundamental”

Podemos resumir (algunos de) los resultados hallados hasta ahora en el

siguiente

Teorema:
Dado un Hamiltoniano real H(x,t),x = (q, p), T-periédico, i.e., H(x, to+

T) = H(x,t) Vtg con n g.l. (x € R?, q,p € R"), y una solucién T-periédica
aislada x = ¢(t) de las correspondientes ecuaciones de Hamilton,

)

26

el sistema linealizado alrededor de ¢(t), con x = ¢(t) +y tenemos que
el sistema
y = QH(t)y, (2.53)
es Hamiltoniano, lineal y T-peridédico, con Hamiltoniano
1 O*H

siempre existe una transformacién candnica que deja la matriz T-periédi-

ca H(t) en la forma
H(t) = <_CE§2) Bﬁt)) : (2.55)

con B(t) y C(t) T-periédicas, B(t) antisimétrica y C(t) simétrica;
siempre existe una transformacién candnica
y = P(t)z, (2.56)

con P(t) simpléctica y 2T -periédica (esto incluye P(t) constante) que
lleva el sistema y = QH(t)y al sistema equivalente Hamiltoniano, real,
lineal y auténomo de n g.l.

z = 2Bz, (2.57)
con Hamiltoniano )
Hey(z) = §ZTBZ, (2.58)

y 2B una matriz Hamiltoniana 2n x 2n constante;

la matriz de monodromia M del sistema y = QH(t)y es simpléctica, y en
su “base natural” (real) tiene la forma

M = P(T)eT8, (2.59)

donde P(T') es diagonal por bloques 2x 2 que son o bien —I| para dindmicas
S o sf, o bien | para cualquier otro caso.



2.8. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

2.8. Ecuaciones de movimiento

Vamos a estudiar ahora algunas de las consecuencias de lo anterior, res-
pecto a las ecuaciones de movimiento linealizadas y sus soluciones, tanto en
la formulacién Hamiltoniana como en la Lagrangiana.

2.8.1. Matrices fundamental y de monodromia

Ya hemos visto que las ecuaciones de Hamilton
()= (¢ =) ()
p -C -B/\p/)’
llevan al sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden T-periédico
Gi = —2bi;q5 — (sz + Cij + BipBij)gj, i=1,...,n,
v las ecuaciones de Euler-Lagrange llevan al sistema
G = —2bi;4; — (bij + cij)gj, i=1,..,m,

equivalente ya que B;; = bj; v Ci; = cij — bipby;. Estos sistemas pueden
escribirse matricialmente como

i@ -0 a)6)

donde U y Q son ambas T-periédicas y estdn dadas por:

Uij(t) = —(Bij + Cij + BiBiy) = —(bij + cig),
Qij(t) = —2B;; = —2b;;.

La transformacion de Legendre de (q,q) a (q,p) y su inversa vienen
dadas por

-G DO - (o D) oo

Sea ®p(t) la matriz fundamental “candnica” del sistema Hamiltoniano
que satisface

by = <:E8 _E;(t)> oy, Su(0) =1, (2.61)

y sea @1 (t) una matriz fundamental del sistema Lagrangiano, que satisface

: 0 |
o= (uly ain) (262
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con C.I. no espeficadas ain. Es inmediato que la multiplicacién (a derecha)
de una matriz fundamental por una matriz constante no-singular arbitraria
V dard otra matriz fundamental. Ahora, las columnas de ¢ y de ¢V
son, respectivamente, soluciones (L.I.) de las ecuaciones de Hamilton y de
Euler-Lagrange; asi que la relacién entre ellas dada por la transformacion
de Legendre hace que

Oy = (Bét) ?) OLV, DLV = <_B'(t) ?) Oy (2.63)

Luego, si queremos que P (t) sea la matriz fundamental “canénica” del
sistema Lagrangiano, debemos tener

(e 1)v=1=v= (a0 1)

La relacion entre las matrices fundamentales “candnicas ” de ambos sis-

temas es entonces
| 0 [ 0
ou= (g0 1) o (a0 1)

o= (s 1)% (s0) 1):

Notemos que si B(t) fuera constante, ambas matrices fundamentales
“candnicas” serian semejantes, a través de una transformacién de la forma
¢y = S~1dyS. Mas atin, aunque B(t) dependa del tiempo es por hipStesis
T-periédica, B(top +T) = B(tg) Vto. Definamos las matrices

o= (o 1) 4 (Lo 1): (260

que implementan las transformaciones de Legendre y su inversa a t = 0.
Luego las matrices de monodromia Hamiltoniana y Lagrangiana son seme-
jantes:

i = oa(0) = (g 1) ) (g 1) = Lot

My =&, (T) = <—BI(O) (I)) &y (T) <B(IO) ?) =Ly 'MpLo.

Esto permite aplicar todo lo que hemos deducido para la matriz de mo-
nodromia Mg del sistema Hamiltoniano a la matriz de monodromia My, del
sistema Lagrangiano, directamente y sin modificacion alguna, ya que My
y My son simplemente representaciones del mismo operador lineal en dos

(2.65)
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bases diferentes y (entre otras propiedades), tienen los mismos autovalores
Ai, = 1,...n, y sus autovectores guardan la relacién:

MHVZ‘ = )\ivi - MLLalvi = )\iLalvi,

MLWj = )\jo ~ MHL[)Wj = )\jL()Wj,

es decir, si v; es autovector de My al autovalor \;, w; = L lvi es autovector
de My, al mismo autovalor. Una ventaja de este hecho es que podemos calcu-
lar la matriz de monodromia integrando numéricamente el sistema que mas
nos guste (en general usaremos el Lagrangiano). Otra, y mas importante, es

que dada la matriz
Sy = (‘11 Vf) : (2.66)

que diagonaliza Mg como
S MySy = diag(M, ..., An),

la matriz

Sy = LalsH = <Vj:1 o Vin) , (2.67)

diagonalizard My, ya que
S;'MpuSy = S5 LoMLy 'Sy = (Ly'Sy) "M (Ly 'Sy) = S;'MLSy,

y en consecuencia el sistema auténomo equivalente serd el mismo sin im-
portar que partamos del sistema Hamiltoniano o del Lagrangiano. Esto era
fisicamente de esperar, ya que ambos sistemas representan la misma dinami-
ca.

2.8.2. El sistema auténomo equivalente (SAE)

Si volvemos casi al principio, de igual manera que en la Seccién[2.1] donde
dedujimos la forma mé&s general posible para un Hamiltoniano T-periédico
linealizado alrededor de una solucién T-periédica, vemos que lo mismo puede
aplicarse a la linealizacién de un Hamiltoniano auténomo alrededor de un
punto critico o solucién de equilibrio.

Consideremos un Hamiltoniano auténomo con n grados de libertad H(q, p),
x = (q, p). Las ecuaciones de Hamilton seran

OH\"

x=Q (] =QV,H)T.
* <8x> (VxH)

Consideremos también una soluciéon de equilibrio ¢ = (d)q,¢p)T, y ahora

linealizando las ecs. de movimiento alrededor de ¢ tomando x = ¢ +y y

truncando a primer orden, se obtiene el sistema lineal auténomo

0*H @) T 9H
O0x2 ~ox2

5’ = QHeqY: Heq = < (d))?
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donde Heq es una matriz 2n x 2n constante, que por construccion es simétrica.
Como antes, vamos a suponer que la linealizacién es no-degenerada, es decir
det(Heq) # 0 Vt, y por lo tanto la solucién ¢ es un punto critico aislado [19].

De aqui en adelante todas las propiedades que dedujimos para el Hamil-
toniano, la Lagrangiana y el sistema T-periddico, se deducen exactamente de
la misma forma para el Hamiltoniano, la Lagrangiana y el sistema auténomo.
En particular:

1) La Lagrangiana linealizada puede reducirse a la forma

1.,. e 1 4 1. = 1_
Leg = 5qTq + quq — §chq = 5%2 + bijqiqj — 5%‘%‘%‘7

con los coeficientes de la energfa cinética todos iguales a 1, b;; antisimétri-
ca, Cj; simétrica, y ambas constantes.

2) EL correspondiente Hamiltoniano linealizado se reduce a la forma

1 1 7= 1 7= 1 5=
Hey=-p'p+-q'Bp— -p’Bq+ -q’C
eq = 5P P+2q P—5p Q+2q qa;
con B = b antisimétrica, C = ¢ — b2 simétrica y ambas constantes.

3) Las ecuaciones de Hamilton quedan
a\_(-B 1\ /(a
p/ \-C -B)\p/)’

Qz = _2Bz‘j(2j - (CZ] + BikBkj)Qja 1= 1, ceey T

de donde tendremos

4) Las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan
d (0L oL . T
it (57) ~ o =+ Pt + e =
luego B
Gi = —2b;jq; — ¢ijq;, 1,...,n.

5) Ambas versiones son equivalentes (como era de esperar) ya que B;; = b;;
~ = A ’ . «“ . 99 .
y Cij = Cij — birbrj, v el término “potencial” —c;;q; de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es puramente simétrico.

6) El sistema Lagrangiano auténomo puede ponerse en la forma

d(q)_ (0 1 q
da\q) U Q/\g)’
donde U es n xn simétrica, Q es nxn antisimétrica, ambas son constantes
y estan dadas por
Uij = —(Cij + BixByj) = —¢ij,
Qij = —QB,L'j = —Qbij.
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2.8.3. Relacién entre el SAE y el sistema T-periédico

Supongamos que tenemos un sistema 7T-periédico dado con matriz de
monodromia Lagrangiana y el SAE en la forma

M = P(T)e™8, % =Ax, (2.68)

X = (g), A= (8 é) (2.69)

Del “teorema fundamental” y los resultados que le siguen, es inmediato que
las matrices 2n x 2n constantes 2B y A deben ser semejantes; si ambas estan
escritas en la misma base, entonces, deben ser iguales:

QB = A. (2.70)

con

Por lo tanto si
Ax; = wixg, i=1,...,2n,

y
_ . X <o X
SeqlASeq = diag(1, ..., flon), Seq = <J,1 i") ,
entonces
Seq € MBSy = Sl S,y = diag(A1, ..., Aan), (2.71)
con
No=elt, i=1,..2n. (2.72)

Es mds, si recordamos que M = &(T) = P(T)e’*?8, tendremos para la matriz
de monodromia LagrangianaE]

Mp =T MT, ' =T P(T)T e,

y si suponemos My X, = \;X; < ArX; = 14;X;, ¢ = 1,...,6 tomando por
ejemplo uno de los autovalores como A1 = 4+ recuperamos

MpX; = £Xj.

Esto implica que el signo del autovalor no tiene ningiin efecto sobre los auto-
vectores, sino que dicho signo puede “sacarse” fuera en forma de constante
multiplicativa sin alterar la estructura del autovector. Esto serd ventajoso
mas adelante para probar que no hay distincion entre los vectores de control
para las dindmicas Sy S, y sf y sf.

Por otro lado, la base donde la dinamica es mas directa de analizar es
aquella donde M adopa la “forma candnica” real diagonal por bloques; por
ser My, v My semejantes, esta forma es alguna de las mismas que ya deter-
minamos como posibles para M. Existira por tanto una segunda transfor-
macién de semejanza, que lleve directamente A a su “forma candnica” real.
Vamos a proceder ahora a determinarla, de acuerdo al nimero n de g.l. y
de acuerdo a las diferentes dindmicas.

"El mismo procedimiento es védlido para la matriz de monodromia Hamiltoniana M.
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CAPITULO 2. DESARROLLO TEORICO

2.8.4. Dinamica para un grado de libertad

Recordando las expresiones ya obtenidas para M, B y Q en la Sec-
cién podemos obtener los autovalores y autovectores de Q2B para cada
dindmica.

Dinamica C: Los autovalores j; y autovectores w; de QB son

. 1 . 1
,U,1—Zw<—>W1—<Z.>, ,LLQ——ZWHWQ—<_Z.>.

Luego poniendo
. W1 W39 . 1 1 _1_1
se= (1 )= (0 5)e s

o)

_ 0 .
sc@)so = (1) = ding(on ).

tenemos

Por otro lado debemos tener
AXZ' = MiXi, 1= 1, 2,
con

— 3 X X
Seq ASeq = diag(ui, pi2),  Seq = (il f) .

Entonces
S H(QB)Se =S ASeq = QB = (SegSc') ' A(SegSE),

de donde es inmediato que la transformaciéon de semejanza que reduce A a
QB viene dada por

1 X1t+X2  X1—X3

y su inversa T~1, es decir,

T_lAT:QB:(O “’).
—w 0

Dinamica S: Los autovalores pu; y autovectores w; de 2B son

1 1
,u1=?7HW1=<1>7 N2=—U9W2=<_1>-
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Luego poniendo
(w1 w2\ (1 1 o111
SS_<¢ ¢>_<1 —1)’ > =3\ —1)

_ 0 .
Sg'(QB)Ss = <g _77> = diag(p1, p2)-

tenemos

Por otro lado debemos tener
Axi = MiXy, 1= 1727

con

— . X X
SeqlAseq = diag(p1, p2), Seq = (f f) .
Entonces
S5 (QB)Ss = S.'AScq = QB = (S¢gS5') T A(SegS3 1),

de donde es inmediato que la transformacion de semejanza que reduce A a
QB viene dada por

1 X1+X2  X1—X2

y su inversa T~ es decir,

Dindmica S: Los autovalores j; y los autovectores w; de QB son los
mismos del caso S, y el resto del desarrollo sigue igual; lo tinico que cambia
es P(T) = (' %). Tendremos entonces

T-IAT = OB = (0 ’7> .
n 0

con la misma T del caso S.

2.8.5. Dinamica para dos y tres grados de libertad

Al igual que para 1 g.l., puede probarse para 2 y 3 g.l. que los casos con
una dindmica S o §f pueden asimilarse, en lo que hace al SAE, a los corres-
pondientes a dindmicas S o sf respectivamente. Se puede probar que todos
los casos resultan combinaciones de las dindmicas de 1 y 2 g.1. ya analizadas.
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CAPITULO 2. DESARROLLO TEORICO

Siguiendo los casos seleccionados en la Seccién [2.5.2] cuando se determina-
ron las matrices M y B (por consiguiente QB), se da sélo una descripcién
para los casos sf y sf. Explicitamente las dinamicas restantes para 2 g.l. se
detallan en el Apéndice

Dindmica sf: Los autovalores u; y autovectores w; de QB son

1

H1 =1 —iw > W = <_0i>, ,u2=77+iw<—>w2:<
0

0
/LgZ—T]—iOJ(—)W3:<(1)>, pa = —1N+iw > Wy = <>

—1

OO . =

[ =J=]

~

Luego poniendo

1100 1/1i00
S _(W1W2W5W4): -7 00 571:7 1—-200
sf 1 1 0011} sf o\ 0014 )
00—%1 001—2
tenemos
n—iw 0 0 0
- 0 i 0 0 .
S/ (B)Ssf = ( 0 0" i 0 ) = diag(pu, pi2, 3, ra).
0 0 0 —ntiw

Por otro lado debemos tener

AXZ' = MiXi, 1= 1,2,3,4

Se_qlASeq = diag(#l, K2, 13, M4)a Seq = ()j,l )12 )13 X4)-
Entonces
S, (B)Sey = S. ' ASey = OB = (SesS,7) ' A(SeqS 1),

de donde es inmediato que la transformacion de semejanza que reduce A a
QB viene dada por

1 X]+xXg _ X1 —Xp Xgtxq _X3—X4
T=suS = (U ),

y su inversa T~!, es decir,

T IAT=QB = (

|
coe3

0 O

0 0

_Vr] w .
—w —7

Dinamica sf: Los autovalores pu; y autovectores w; de 2B son entonces
los mismos del caso sf, asi que tenemos

ocoo3 €

|
SERFE

0 O
0 0
-n w
—w —

)

con la misma T del caso sf. Lo inico que cambia para este caso es P(T') = —I.

ocoo3 €

T IAT=QB = (
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2.9. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE My, Y A

2.9. Autovalores y autovectores de M, y A

El sistema auténomo equivalente siempre puede escribirse como

X = AX, (2.73)

O Gl e

Podemos asumir sin perder generalidad que estamos en la base que diago-
naliza U, y escribir para el caso de 3 g.l.

I/% 0 0 _ 0 —Qg QQ
U= 0 V22 0 y Q= Qg 0 —Ql
0 0 I/?? *QQ Ql 0

Aqui hay que notar que por ser U simétrica tendremos v?, v2, 1/% € R, pero
pese a la notacién (elegida por comodidad), cada uno de ellos puede ser
negativo o positivo. El polinomio caracteristico de A sera entonces:

3(p) = det(p?l — pQ = U) = (u® — 1) (? — v3) (1 — 1) + Q*p® (1 — Ug)
=1+ (A+ Q) + (B — Q%Uqg)p® + C,

donde 2002 2002 2002
viQy + vads + vz )
Uo = 1°%1 292 337 Q2:QQ—|—QQ—|—Q2
“ 02+ Q3 + 32 LT
y
A= —(1/12 +V22 + v§), B = (yl2u22 +V%I/§ +I/22V§)7 C = —V%V%ug.

Supongamos ahora que los autovalores de A son +puy, tuo, £us € C.
Los correspondientes autovectores X4; deben satisfacer

o 0 | X+i) Xt
= (g ) (0) =2 (52):

De donde se tiene la ecuacién caracteristica (U 4 uiQ — M?I)Xii =0o0en
componentes

pi—pt o EpQs Fpild Tt 0
FuiQs  p? —p3 £l Y+ | =10
Q0 Ful p? -3 Z4q 0

En el caso general, sélo dos de las filas de esta matriz son L.I.; elegiremos las
dos que no contienen el respectivo u;, para evitar la anulacién de elementos
si Q2 = 0. Es facil probar que:
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1) Para i =1 tenemos

pi + (uf — v3) (i — v3)

x41 = | p3 Qo £ Qs(pd — v3)
131 Q3 F Qo (pd — v3)

2) Para i = 2 tenemos

1320 F s (u3 — v3)
xig = | 303 + (13 — vi) (3 — 13)
1320803 £ o (U3 — v3)

3) Para i = 3 tenemos

1330 £ pusQo (i — v3)
xg3 = | p3Q30 F usO (i — V122)

13903 + (u — vi)(u3 — v3)

En el caso particular £2; = Q2 = 0 tendremos que los autovectores “espacia-
les” se reducen omitiendo factores comunes a

}L%*V% :Féwﬂg 8
X41 = | 22 X42 = | p3—v X+3 = :
s ) ) PO+ (1 3)

Nétese que en este caso la dindmica se separa en el plano (z, %) con 1 g.l
y el espacio (z,y,%,y) con 2 g.l. Esto se pondrd en evidencia en el proxi-
mo capitulo cuando estudiemos el caso particular de forma exacta para un
sistema de 2 g.l.

Cabe mencionar que éste desarrollo y el que sigue son puramente forma-
les: en la practica los utilizaremos inicamente para verificar resultados, y los
autovalores 1, po, ps v los correspondientes autovectores se determinaran
numéricamente a partir de la linealizaciéon de la érbita periédica.

2.9.1. Normalizacion de los autovectores

Guiandonos por los casos particulares anteriores, vamos a buscar una pa-
rametrizacién de los autovectores que sea consistente con ellos. Recordemos
que la norma de los autovectores es arbitraria, asi que parece tener sentido
comenzar reduciéndolos a vectores unitarios. Para ello es importante tener
en cuenta que +u;, y por consiguiente x_;, pueden ser complejos. La expre-
sion || x4 [|= /X7, - X4, es valida en todos los casos. Vamos a suponer que
13 € R en todos los casos y recordemos que por definicién v € R.

Luego, podemos escribir

N2, = xa ||P=x0,  xei, 1=1,2,3. (2.75)
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De ésta manera obtenemos los vectores normalizados

1 [ M+ (T —v3) (Wi —v3) 1 [ #3F (n2Qs)(n3—v3)
X1 = BN Qo Q3(pi—13) |, X = N 9§+(u2*'/1)(u2 ?)
1\ pinQFu Q2 (uf—v3) 2\ p3QeQ3tp2Q1 (u3—v7)

1 ,u,%Qngzl:u‘gQQ(,u%—VQ)
X43 = Now MJQSQQJFMQl(%*Iﬁ)
+3 NgQQi( H3 V1)(N3 VQ)

donde las componentes de cada uno de los autovectores cumpliran ahora la
relacion |z44]? + |yLil® + |2i|> = 1.
Con lo anterior, los autovectores “completos” X; € C° se escribiran

XiF( Xk > (2.76)

X4

2.10. Bases reales para 3 g.l.

Para obtener la base real en las diferentes dindamicas donde My y A
adoptan su “forma candnica”, utilizaremos los autovectores normalizados de
la seccién anterior, los cuales recombinaremos de forma similar a la Seccion
Sélo se detallan algunas dindamicas particulares a fin de entender como
es el procedimiento.

Si bien las expresiones a obtener se utilizardn para desarrollar la teoria
del método de control, cabe destacar que en las aplicaciones tanto los auto-
vectores como las matrices de transformacién se calculan numéricamente a
partir de las matrices A o M.

Dinamica CCC: Los autovalores y autovectores de A son

. X
= Fiwy +— Xy = <:|:iwj1[)1(i1> ,

. X
ﬂ:ug = +iwg +— Xig = (:l:iw:gtf(i2> s

tpus = Fiwg +— X3z = < X3 > ,

:I:z'wlxig
con
1 [ @i+ (—wi—rd)(—wi—v3)
X411 = —— —LUlQlQQ:tZUJlQ?,(—UJl —V3) R
Niy —w?Q Q3 Fiws Qo (—w?—v3)
1 —w2Q291:FZOJQQ3(—w2 )
X499 = —— —w§Q2+( w2—1/12 (— w%—ug) ,

Nio —w3 Q3 Fiws Q1 (—w3—v3)
1 —w3§2391izw392( w3 V3

5)
—wSQ;gQQ:szng(—wS—Vl )
—w3Z+(—wi—v?)(—wi—v3)

X+3 =

£
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CAPITULO 2. DESARROLLO TEORICO

Con ésto podemos construir los vectores reales

Y., = X +X Y., = X2+ X o Y= Xi3+X_3
2 ' N 2 ' B 2 ’
X4 — X_ Xio— X_ Xi3— X_
Y | = #7 Y o= M, Y ;= M’
21 21 21

y con ellos la matriz de transformacién de semejanza (por lo tanto su inversa)
y la matriz energia E] en su forma normal

T:<Y+1 Y1 Yo Yoo Y+3 Y- 3)

wlooooo

wila 02 09 0w 000 0

0 0w 0 0 O

EC’CC = 02 wala 02 = 0 0062“;20 0
0000w O

02 02 wsh 0000 0 ws

con |y y 02 las matrices identidad y nula 2 x 2, respectivamente.

Dinamica SCC: Los autovalores y autovectores de A son

X
tpp =40 — Xy = <i77;_:[1> ;

. X
:|:,u,2 = tiwy +— Xig = <:tiwj)2(:|:2> s

. X
:|:,U,3 = tiw3 +— Xig = (:l:’iwzltii3> s

con

1 nfﬂﬁ(m—vg)(m—vg)
Xi1 = — | nfUuQednQs(ni-v3) |,
N1y

N Qs FnQa(n?—v3)

1 —w292Q1:sz293
X400 = —— 7w2Q2+( wi—v?
Nio

—w3 205Q3+iws

Wz‘”:’z,)

(= W2*V3) )
—wi—vf)

VA/—\ ,_\v/_\

1 —w3Q3Q1:tzw392 w%—u%)
X443 = —— 7&)393Q2$ZUJ391 wgfl/%) .
N3 —wi3E(—wi—v})(—wi—v3)

Nuevamente, con ésto podemos construir los vectores reales

X +X X2+ X o Xi3+X_3
Y+1:%> Y+2:%, Y+3:%,
Y, = X+1—X71’ Y, = X2 —.sz7 Y, = X3 —'X73’

2 21 21

8La definicién y uso de la matriz de energia se detallan més adelante, en la Seccién
del método de control.
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y con ellos la matriz de transformacién de semejanza (por lo tanto su inversa)
y la matriz energia en su forma normal

T:<Y+1 Y1 Yi2 Y2 Y3 Y3>

4 { { { { {
-n00 0 0 O
Es 09 02 0noO0 O OO
._ _ 00w 0 0 O
ESCC-— 02 ECl 02 — 00“610.)10 0
0 0 E 000 0wy O
2 Y2 RC2 0000 0 w

con Eg, Ec1 v Eco las matrices de energia 2 x 2 correspondientes a los subes-
pacios silla y cada uno de los dos centros, respectivamente.

Dinamica sfC: Los autovalores y autovectores de A son

. e
+u =ntiw+— Xqp1 = <(77 N iil)xi1> ,

. x
T = —ntiw+— Xyo = <("7 n z'f)x&) ,

. o X4+3
j:/,l,g = +iw +— Xig = (:l:iw/Xi;),) s

con
1 [ ()20 (ki) —3) (ki) —2)
X411 = — | (nEiw)?Q Qet(ntw)Q3((ntiw)2—v2) |,
1\ (n£iw)* Qs F(n+ivw) Qe ((ntiw)® —v3)
1 (=n£iw)* Q3 +((—ntiw)? —v3) ((—ntiw)> ~v3)
X490 = — | (—ntiw)2Q1 Qo+ (—ntiw)Qs((—ntiw)?—v3) |,
2\ (ki) QT (— i) O (ki) —12)
1 —w"2Q30; Fiw' Qo (—w’ —1/2)
X4y = — —w’QQgﬂgizw Q1 (—w'?-v3)
N3 \ —w203+(-w? ) (~w2-12)

Nuevamente, con ésto podemos construir los vectores reales

X X_ X X_ X X_
Y+1 = %7 Y+2 = %) Y+3 = %7
Y., - (X4 —‘X_l)’ Y, — _ (X2 — X—2)7 v, = X3 —.X—sy
21 21 21

y con ellos la matriz de transformacién de semejanza, (por lo tanto su in-
versa) y la matriz energia en su forma normal

T:<Y+1 Y1 Yo Yo Y3 Y—3>

\ \ \: \ \ \
0 0n—-wO0 0
0 Owmn 00
R n w0 0 0 O
Esrc = —wn0 0 00
000 0 w O
0 00 0 0w
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2.11. Meétodo de control para 3 g.l.

En ésta Seccion se desarrollard el método de control en su forma maés
general para el caso de 3 g.l. Plantearemos el método en primera instancia
para una estructura tipo hiperbélica o silla (S o S), luego para una estruc-
tura tipo eliptica o centro (C), y finalmente para una estructura silla-foco
(sf o sf). La principal novedad en éste trabajo se vera reflejado al momen-
to de implementarlo sobre una estructura eliptica, donde necesitaremos la
informacién de la Seccién anterior, es decir, haremos uso de las matrices de
transformaciéon de semejanza, su inversa y la matriz de energia.

Dada una OP y una 6rbita real cercana, el objetivo del algoritmo de
control es aplicar impulsos de control que modifiquen la érbita real de tal
manera que la dindmica subsiguiente la lleve mas cerca de la OP. Disenare-
mos un algoritmo de control lineal que incluya un solo impulso de control
en cada periodo orbital.

A partir de Leiva (ver (Seccién 4.2)) [5], la linealizacién de la dindmica
alrededor de una OP permite separar X en tres variedades bidimensionaleﬁﬂ
o una cuatridimensional y una bidimensional, independientes que se inter-
sectan en el punto fijo ¢(tg), que llamaremos en adelante r*; cada una es
invariante bajo la accion de M y tendra alguna de las estructuras hiperbdli-
ca, eliptica o silla-foco. Estas variedades lineales son tangentes en r* a las
variedades del sistema no-lineal completo. En principio, uno podria pensar
que ésto permite disenar un algortimo de control sencillo compuesto de dos
o tres algoritmos independientes, cada uno actuando sobre cada variedad.
En ésta Seccién veremos que, en general, éste no es el camino adecuado.

Consideremos los vectores

r* = (2, y", 25,25, 9%, 2T = (2,y, 2,0, 0,w)T

or = (6x, 0y, 0z, du, v, dw)T . (2.77)
Ar = (0,0,0, Au, Av, Aw)T.

Aquir* =rg € ¥, es un punto fijo del mapa de Poincaré sobre la seccién ¥y,
correspondiente a una dada 6rbita periddica r(t;rg, tg), el punto r = r* + dr
representa una trayectoria vecina que presenta un pequeno desplazamiento
or respecto de r* y el vector Ar corresponde al impulso de control que
queremos aplicar sobre esta trayectoria.

Las tres primeras componentes de Ar son nulas debido a que solo pode-
mos cambiar instantaneamente el valor de la velocidad de la orbita actual.
Como veremos a continuacién, esta condicién restringe la separacién del
algoritmo de control en algortimos independientes que actien sobre cada
variedad.

9% es la seccién del mapa de Poincaré.
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Primero, consideremos el caso de una variedad con una estructura silla
(S). El desplazamiento en ¥, que se obtiene para una trayectoria vecina
quedara expresado como dr = (e, + nes + d, donde ¢ y 1 son nimeros
reales arbitrarios, e, y €5 son los autovectores de A (y por consiguiente de
M) que generan la subvariedad S correspondientes a los autovalores reales
'y —u respectivamente, y el vector d es una combinacion lineal arbitraria
de los autovectores restantes de A. Para ejercer control sobre esta variedad
independientemente de las deméas, debemos aplicar a §r un impulso Ar € S
para posicionar la érbita sobre la direccion lineal estable e, H ésto significa
que deberemos determinar el valor 1’ tal que dr + Ar = n’e,. Sin embargo,
los autovectores linealmente independientes e, y e, estan separados propor-
cionalmente en componentes de coordenadas y velocidades segin

€, = , €5 = )
MUy —HUs

donde u, y u, son vectores tridimensionales linealmente independientes.
Con todo lo expuesto resulta (u, + (7 —n')us = 0, lo cual implica que ¢ = 0
y 1 =1n'. Asi, sélo podremos ejercer control de manera independiente en el
caso trivial en el que Jdr no tenga componentes en la direccién de e,. Asi, en
el caso general, no podremos lograr el control de manera independiente sobre
esta estructura. La unica forma de lograr el control es, entonces, eliminar
el requerimiento de independencia que limita Ar a estar en S. El mismo
fenémeno se encuentra para variedades C o sf. Debemos elaborar entonces un
algoritmo de control que actie simultdneamente sobre todas las variedades
mediante la aplicacién de un tinico impulso.

Consideremos tres vectores de control reales y linealmente independientes
a, by cen ¥, cuya eleccién especificaremos mas adelante. Estos vectores
generan una variedad lineal tridimensional W C X;, que contiene a r*. El
objetivo del algoritmo es encontrar un impulso de control Ar que posicione
al punto dr + Ar sobre W. Tendremos entonces que

r* —or+ Ar =r" + aa+ b + yc,

lo que implica
Ar = —0r + aa + b + qc, (2.78)

donde «, B y v son constantes a determinar.
Escribiendo explicitamente las componentes de a, b y ¢ como
a= (-Z'aa Ya> Za> Las Yas éa)T>
b = (.’L’b,yb,Zb,.’jf'b,g'/b,zb)T, (279)

o . . o N\T
CcC= ($67y67267$07y6726) ’

0Fn la préctica, lo més préximo de la variedad estable e,
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podemos escribir la ec. (2.78)) como el sistema lineal

0 ox Ty Xp Te

0 0y Ya Yo Yo

0 0z Za Zb  Ze @ 9 80
A;t__éj:+;taj:b;tc al (2.80)
A 3y Go O Ge| V)

Az 5% 30 Fb  Ze

en las variables desconocidas «, 8, v, Az, Ay y AZ. Asumiendo que

LTg Tp Tc

det | va wo wye | #0, (2.81)

Za 2 Ze

las tres primeras ecuaciones pueden ser resueltas separadamente, dando el
valor de las constantes «, 8y « como

« Ta Tp e ox
Bl=1va w v oy | - (2.82)
~y Za 2p e 0z

Una vez que tenemos determinadas las constantes, facilmente podemos re-
solver el segundo grupo de las ecuaciones (2.80) que dard los valores corres-
pondientes al impulso Ar:

AT 0t Ta Tp Te Ta Tp e ox
Ay ==y |+ % u ¥ Ya Yb  Ye oy | . (2'83)
AZ 0z 20 % Ze Za 2p e 0z

Esta tltima ecuacién es precisamente la ley de control que buscaba-
mos. En particular, para OPs planas, (z = 2 = 0), una de las variedades
lineales es automaticamente el plano (z,Z2), desarrollado por los vectores
(0,0,1,0,0,0)" y (0,0,0,0,0,1).

Vamos a discutir ahora la seleccién de los vectores de control. Para cada
variedad 2D S o S, es evidente que debemos elegir el correspondiente vector
de control como el autovector estable de A, que desarrolla la variedad estable
(unidimensional) de S o S. Para una variedad sf o sf, también es evidente
que debemos elegir como vectores de control los dos autovectores estables
de A, que desarrollan la variedad estable (bidimensional) de sf o Sf.

Consideremos ahora una variedad C bidimensional, sobre la que la dindmi-
ca es tipo centro. Podria pensarse que en este caso no hay necesidad de
ejercer control, debido a que nos encontramos ante un caso de estabilidad
orbital [16]. Sin embargo, esta caracteristica es derivada del andlisis lineal y
la dindmica completa del sistema no lineal puede ser inestable alrededor de
r*. Mas aun, desde un punto de vista practico, esta estabilidad neutral puede
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2.11. METODO DE CONTROL PARA 3 G.L.

conducir a la acumulacién de perturbaciones externas y de errores numéricos
que alejen la trayectoria actual de la vecindad de r*. Pero el factor determi-
nante que impone la necesidad de ejercer control sobre esta variedad se debe
a que, como se mostré anteriormente, en general para lograr la estabilizacion
tenemos que ejercer control sobre todas las variedades simultanéamente.

En una variedad C no existen direcciones estables e inestables y no pode-
mos exigir que la dindmica actie de manera tal que la trayectoria se acerque
a r*, pero podemos imponer que los impulsos aplicados mantengan el movi-
miento sobre C lo mas cerca posible del punto fijo, debido a que, sobre C los
conjuntos invariantes del mapa-T' dado por M son elipses que mantienen una
proporcién fija [17]. Asi, podemos imponer como condicién de estabilizacién
que el movimiento se desarrolle sobre una elipse que resulte lo més pequena
posible.

Como ya se menciond al principio de esta Seccién, para llevar a cabo
el método de control en la variedad central, necesitamos lo obtenido en la
Seccién 2.10] Denotaremos por Q las coordenadas donde A adopta su forma
canénica real. Estas juegan el mismo papel que las coordenadas normales
usuales, por ejemplo, en problemas de pequenas oscilaciones [20], y conser-
varemos esa nomenclatura.

Tendremos
dq1 0
IZ% ; dp1 8
Q=2 |=T'X=T" |, 6Q=|32]|=T1X=T"
q3 Vy 5q3 Ay
b3 Uz 5;)3 Av,
(2.84)
de donde es inmediato que
xX X
y 4
X =X+0X=|wt+tan. |, Q=Q+5Q=T1 vy4av |. (2.85)
vy+Avy vy+Avy
vy +Av, v+Av,

Definiendo en forma general la matriz de energia como Eg;,, donde din
representa las distintas dindmicas posibles en 3 g.l., es decir, las que se
definieron también en la Seccién [2.10], podemos escribir el escalar de energia
como la contraccién de Q' T y Q' con la matriz de energfa

1 T _ 1 T
B = X"TTE T X = 2Q B, (2.86)

donde X’ y Q' son los vectores a partir del cual obtendremos los vectores
de control en coordenadas cartesianas y en coordenadas normales, respecti-
vamente.

Definidas éstas herramientas, estamos en condiciones de implementar
el método de control para cualquier tipo de dindmica. Como mencionamos
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antes, para dinamicas tipo silla el método consiste en posicionar la érbita
sobre la variedad lineal estable, mientras que para dindmicas tipo C la con-
dicion para la estabilizacién es la minimizacién de la energia respecto a Awv;,
1= x,¥, 2, ya que no existen direcciones estables e inestables.

Por lo tanto, cuando la dindmica sea combinaciones de sillas/sillas de
reflexién (S/S) y centros (C) 6 silla-foco/silla-foco de reflexién (sf/sf) y cen-
tro (C), el método de control consistird, en hacer ambos simultaneamente. A
este propdsito el camino que elegimos es el de utilizar el método de los multi-
plicadores de Lagrange, es decir, minimizar la energia de la variedad central
sujeto al vinculo de que la orbita se posicione sobre la variedad estable de
las sillas o sillas-foco.

A fin de entender lo precedente y no extendernos tanto, vamos a dar sélo
algunos ejemplos para ciertas dinamicas, en particular para las que estudia-
mos en la Seccién 2.101

Dinamica CCC: A partir de la matriz de energia Ecoc definida en la
Seccién tenemos el escalar de energia

1
E=2Q" T EcceT'Q

y la condiciéon de minimizacion de la energia respecto a Av;, i = x,y,2
implica

0
OE  OE 0Q i 0 .
a(A’Uz) Ql aA’UZ Q ccce gzz 07 ? z,Y,z,
61’2

donde 9;5, ,7 = x,y, z son deltas de Kronecker.

Ademsés de ésta dltima condicién, si recordamos que Q' = T™'X’ y que
por ser diagonal la matriz de energia, Eagc = E(}lcc, se obtienen los vectores
de control

-1 T -1 T -1 T
TEqoe T y TEceeT y TEceeT

[eleleleleld
[elelelelt Y]
(el ol

Dindmica SCC: A partir de la matriz de energia Egcc definida en la
Seccién tenemos el escalar de energia

1 _ _
E=3Q" T EsccT™'qQ.

Ademss, el vinculo de posicionar la érbita sobre la direcciéon estable de la
variedad silla (S) viene dado por

QT Xy =Q7 (2.87)

[Slelalatrr
I
=]
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Para encontrar los vectores de control que minimizan la energia, atin debe-
mos agregar este vinculo, es decir, debemos minimizar

E=FE+MQTT'X
= E+ XL T7Q,

donde A es un multiplicador de Lagrange a determinar pero, como veremos,
para nuestro propésito no es imprescindible determinarlo a priori, ya que el
método de control depende sélo de la direccién de los vectores de control, y
no de su norma.
Derivando E’ respecto a Av;, i = x,v,z, usando que Q' = T !X’ y
Egéc = Eggc obtenemos
OF' OE" 0Q/

a(Av)  Q  9Ay

[elenlen)

= X"+ X T TEG T T TEscoT™?

<

W N =

=0.

De ésto 1iltimo y utilizando la condicién del vinculo (2.87)) se obtiene

X' =TEgec | =M + 77

[=l=t=T=T
cooLWR

donde «, B y «v son constantes a determinar.
Podriamos decir un poco mas si trasponemos la condicién para el vinculo

(2.87)

1 -
1 B
(110000)T'X = (110000)Egse | M| | +T"( 3}
0 0
(0%
1or (5
Ui 0
0

Si recordamos la expresién X_; = ( - ) (ver Sec. , la dltima igual-

—MmX-1
dad nos da la condicién que el vector (c, 3,7)7 debe ser ortogonal al vector
X_1, es decir,

(6%
Bl = Aa(x_1 Ay—2) + A3(x-1 Ay_3) € R?,
v
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con Ao, A3 € Ry donde y_o y y_3 son dos vectores ortogonales a x_1. Asi,
tendremos

X' = MX_1 + A TEghoT! <X‘1 " y‘2> FATEGLTT <X—1 " y—3) ,

0 0
(2.88)
con \| = %, Ao, A3 € R. (Estas dos dltimas constantes las podriamos reab-
sorber, si quisieramos, dentro de la matriz de energia inversa, ya que no
alteran la estructura de los vectores de control). Entonces los vectores de

control seran X_q, <X_1 gy—2> y <X—1 3)’—3)

Dindmica sfC: A partir de la matriz de energia E,yc definida en la
Seccién tenemos el escalar de energia
| R _
E=-Q"T TEspeT!Q.
Nuevamente, la idea es minimizar la energia, pero ahora sujeto a los vinculos
QT 'y, =0, Q'T'Y_,=0, (2.89)

ya que Y41 e Y_; desarrollan la variedad estable de la silla-foco. Es decir,
debemos minimizar

E'=E+MQ T 'Y+ 0Q TlY .

La condicién a(aTE;i) =0, ¢ = x,y, z implica, después de un poco de algebra

y de recordar Q' = T~!1X/, que

X' = —AlTE;flcT_lYH — )\gTE;fICT_lY_l + TE;flcTT

(=]l Reel

donde «, B y 7 son constantes a determinar. De ésto tltimo y usando la
condicién para los vinculos (2.89)) se obtiene

0
1
X'=TE o [ —M — X8 +T"
0
0

coocoo~
coOo ™R

Aligual que para el caso SCC, si trasponemos las condiciones para los vincu-
los (donde ahora obviamente tenemos dos en vez de uno), se llega a

(aﬁ'yOOO)(nY+2—wY_2) :0, (aﬁ'yOOO)(wY+Q+77Y_2) =0.

Buscando un vector simultaneamente ortogonal a éstos dos para calcular
(aBy00 O)T llegamos a una expresion para los vectores de control de la
forma

— NYy—
X'=-M(nYi2 —wY 2) = Aa(wY o +0Y 2) + )\éTESflCTT <y+2 0 y 2) 7
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2.11. METODO DE CONTROL PARA 3 G.L.

con A, A, A5 € R.

Si bien no detallamos todos los casos posbibles, a modo de tener una
clasificacién completa para el método en 3 g.l., resumiremos los vectores de
control para todas las dindmicas en la Tabla
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Método de control

Dindmi- || p1 | p2 | p3 ps | pe | Vi Vs V3
ca
SSS m =N | M2 73 03 | Y1 =Y 4 Yio—Y_, Yis—Y_3
SSC moo| —m | iw | —iw | Yo —-Y Yio—-Y, TEgsoTT (O 7y-1)Xmy-2))
SCC n —n | dw iwy | —iwsg <t_\ Y qmmwoai Y=y a)xy ) qmmmoqi Y=y -)xy-s)
CCC iwy | —iw| dws iwg | —iws| TECoeTT (Yo TEceoTH( TECoeTH(Y5°)
sfS |N.E ATNE ||sw d\ |d\ <+w Y o <+m — <\w
sfC S O B iw' | —ie | Y Yo, TE T (Y+259-2)

—iw ITNE —w + - sfC o

Tabla 2.1: Vectores de control V; para todas las dindamicas en 3 g.l. Notemos que el método involucra tnicamente los
autovectores de My, (a través de los Y; o la matriz T), y los autovalores p; (a través de la matriz Eg;,). Por consiguiente es
independiente de si una dindmica es S o S (respectivamente sf o §f), y el mismo en ambos casos.
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Capitulo 3

Método de control: caso
especial 2D

En este capitulo estudiaremos una consecuencia directa del desarrollo
tedrico en 3 g.l. del método de control descripto en el Capitulo |2, Recorde-
mos que el trabajo previo realizado es meramente tedrico y siempre hicimos
hincapié en que la estructura de los vectores de control obtenidos en la Ta-
bla para todas las dinamicas posibles, se los calcularia numéricamente
dadas la matrices de transformacién de semejanza T y de energia Eg;,,, y sus
inversas T™! y E;hll, respectivamente. Esto es asi debido a la complejidad de
obtener analiticamente las raices (autovalores) del polinomio caracteristico
p(p) de A (ver Sec. [2.9).

En particular, consideraremos el caso de 2 g.1. y obtendremos los vectores
de control en las distintas dindmicas en forma anadlitica, donde aqui si es
posible calcular explicitamente los autovalores de A.

3.1. Sistemas linealizados

Vamos a considerar el sistema linealizado de tiempo continuo més general
que esperamos encontrar. Este tendra la forma de una particula de masa
unidad en R3, en un potencial estético U(z,y, z) con punto critico en el
origen, en un sistema que rota con velocidad angular 2 = Q%X+ Q,y +Q.2
(por ahora constante). Las ecs. de movimiento para el vector posicién u =
X + yy + 2z son

iu=-VU+Q2x (uxN)+2uxQ. (3.1)
La linealizacién cerca del origen aproxima el potencial como

ou(o) N }82U(0)u‘u'
8u,~ ! 28ui8uj v

U(u) = U(0) +
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El primer término es constante y podemos “tirarlo”, y el segundo se anula
por ser el origen un punto critico. Las ecs. de movimiento quedan entonces

i=Uu+ Q2 x (uxN)+2uxQ,

donde

U=[Uy] = - [aQU(O)} :

8ui6uj

El término centrifugo se puede expresar como

02402 —Q,0, —0,0.\ [
Qx(ux Q)= -2 02+02 —0,Q. v,
—0,0. —9,0. 02102 )
Asf el sistema (3.1]) también puede escribirse como
it = Uu + 20 x Q, (3.2)
con

Upy—Q2Qy Uyy+Q2+92 Uy—Qy Q.

UTT+Q12!+Q§ Umy—QmQy Ugz—Q:82,
U=
Ugz—Q:82 Uyz*Qsz Uzz+Q?¢+Q§

3.2. Caso especial de sistema lineal

Por simplicidad y a manera de distincién del sistema de la Seccién
en lo que sigue vamos a considerar simplemente un sistema de la forma

it = Uu+ux Q. (3.3)

El sistema puede escribirse como uno de primer orden en RS en la forma

x = Ax, (3.4)
con
u T Vg
X = <v> €ER®, u=|y| R v=|[v | R’ (3.5)
z vy
donde

0 | Usa Uzy Uz _ 0 —Q3 Q9
A — =~ 5 U — Uya: Uyy Uyz 5 Q = QS 0 - .
U Q Uzz Uzy U =2 M 0

Notemos que U es real y simétrica y  es real y antisimétrica. Existen dos
bases cartesianas de R? que simplifican el problema.

Notemos que U es diagonalizable, y la transformacion que la diagonaliza
es simplemente una rotacién en R?, que no altera la estructura de Q. Por
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otro lado podemos no diagonalizar U, pero aplicar una rotacion que alineé {2
con el eje z, es decir, @ = Qz.

Podemos hallar también relaciones titiles entre los elementos de las matri-
ces en ambas bases. Notando que una rotacién no debe cambiar los invarian-
tes algebraicos de Q, que son los coeficientes de su polinomio caracteristico,
vemos que debemos tener

uw Q0 po 23 —Q
det[ —Qpo0 ) =det{ Q5 u» O ,
0 0p Q2 - p

de donde deducimos que
Q? =08 +03+03

(la rotacién no cambia la norma de €2). Por otro lado, una rotacién tampoco
debe alterar los invariantes algebraicos de U. Entonces

Ua:ac Uacy Ua:z :u‘*'j% 0 0
det| Uye Uyy Uy- | = det 0 pu—v: 0 ,
0 0 ;L—z/g

zx Uzy Uzz

donde v son los autovalores de U y por lo tanto reales. (No estamos asu-
miendo que U sea definida positiva, asi que sus autovalores no seran necesa-
riamente positivos, pese a la notacién). De ésta ttlima igualdad se deduce

U%—I—Z/ZQ—FU% =Uzz +Uyy + U,

2 2 2. 2 2.2 2 2 2
Vivy + Vovy +v3ry = szUyy + UyyUzz + UzUse — Uzy - Uzz - Uyz’

Vivsvs = UpaUyyUs + 2UayUp Uz — U U2, — Uy Uz, — Uga UL
(3.6)
En ambos casos, el sistema original puede reescribirse como
u=v, v=Uu+Qv, (3.7)

o también, eliminando v, como

it = Uu + Qu (3.8)

3.3. Autovalores, autovectores y subespacios

El problema puede plantearse indiferentemente como el sistema de pri-
mer orden en R® o como el problema de segundo orden en R3. En el segundo
caso proponemos soluciones de la forma

u(t)=Ue", UeC3 pecC, (3.9)
donde U y p son constantes.
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CAPITULO 3. CASO ESPECIAL 2D

Para tener soluciones no triviales en la base que diagonaliza U, debemos
substituir este ansatz en (3.8) y anular el polinomio caracteristico

p(p) = det(p? — uQ — V). (3.10)

Calculando los polinomios caracteristicos en la base que diagonaliza U,
en la base en donde € = )z y usando que son separadamente invarian-
tes bajo rotaciones y por lo tanto el coeficiente de pu? también debe serlo,
tenemos que

p(p) = ,uﬁ — (V% + l/% + V§ — Q2)u4 + (1/121/22 + V§y§ + 1/%1/% — (22UZZ),u2

Y.

= (W —v})(p® —13)(p? — v3) + PP (U — U.z).

Notemos que U,, podemos interpretarlo como “la curvatura del potencial
(o grandiente de fuerzas) en la direccién de Q”. Esta tltima ecuacién es
precisamente lo obtenido en la Seccién [2.9

Consideremos el caso de tres raices reales, en el que tendremos

o) = (W —vi) (W’ — 1v3) (* — v3) + Qp?(B* — Usz)
= (1® — p))(1® — 13)(W* — 13),

con u? € R, y supondremos las tres distintas y no nulas. Para cada pu;
tenemos entonces dos casos posibles y mutuamente excluyente,

p2>0= e =+n, neR, (311)
,u22<0:>,uii:j:iw, w e R. '

En ambos casos, el problema de autovectores (1> — uQ — U)U = 0 tendran
soluciones no-triviales que seran L.I. entre ambas para el primer caso y
ademds de L.I. mutuamente conjugadas para el segundo, respectivamente,
dadas por
pit =40 Uy € C3
y (3.12)
Wi+ = Fiw < U;q € C3.

3.4. Analisis en dimensién 2
Como hicimos mencién al principio en este capitulo, analizaremos el caso

particular de un sistema en 2D, donde las dindmicas posibles son: silla-silla

(SS), silla-centro (SC) (o CS), centro-centro (CC) y silla-foco (sf).
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En general para todos los casos, consideraremos

% = Ax, (3.13)

x = <u> cRY, u= <x> cR% v= (%) € R?, (3.14)
v Yy Uy

y en la base que diagonaliza U,

(0 | (v 0 =
2= (a) o= ) o

El polinomio caracteristico viene dado por

o) = (1° —v7) (1 — v3) + Q2

con

1
TN
D o
° 5
N——

y sus autovalores por

1
W= <y12 +12 = 0% /(0] +23 - 02)2 - 4@3) ) (3.15)

que serdn reales y diferentes si (1§ + 3 — Q)% > 41213, lo que asumiremos
en adelante. También es facil ver que como (u? — v?)(u? — v2) = —Q2u?, si
p? > 0 el producto (u? — v3)(u? — v3) debe ser negativo, y viceversa.

Para 2 chico vemos que

1 (v} —v2) £ (v} +1v32)
=y (420 - o) - I EOIE e 4 o)),
ST )
(3.16)
de donde es evidente que

2 2 02 4 2 2 § 4

By =1 <1_ V%—VQQ + O )>’ H— = Vs <1+V%—V22 + 0 )>7
(3.17)

y que para 2 — 0 resulta ,ui =12y p2 =v3.

3.4.1. Silla-Silla

En este caso los pu? dados por son ambos positivos; esto requiere
1/121/3 >0y I/% + 1/22 > 02 (por lo tanto V% >0y V22 > 0), y hace que
(u? — v3)(u? — v3) < 0 para cada autovalor u. Las cuatro raices puede
ponerse como

1
w=4tny = :I:\/ﬁ\/(u% + v - Q%)+ \/(V% + v —0Q2)2 — 4207 (3.18)
donde obviamente ny > n_ > 0, y consistentemente asumiremos v > vs.
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Para que 77_2|r y 12 sean reales debemos tener
V%+V22—Q2>2V11/2$V1—I/2 >

También de (3.17) podemos ver que n% decrece desde vi y n% crece desde
V22 al aumentar €0, hasta que eventualmente se cruzan cuando Q = v; — v

donde )
2 2 2 2 2
L =n- :i(yl + vy —Q ):1/11/2.
Asi que los rangos admisibles podemos ordenarlos como 0 < 1/% <n? <
vivg < 77_2|r < V2. La expresién para los autovectores asociado a cada autova-

lor seran:

I). p=mny : Las soluciones normalizadas pueden ponerse como

<:L'> 1 (77_% — 1/22>
Q ’
Y \/(n2 —V3)2 4+ Q%2 T

donde sabemos que 771 —v2 >0, ny >0y poniendo

2 2
ny — vy . Qny
cos = , sin = ,
(X+) 2 ,,2\2 Q22 (X+) 2 .,2\2 922
(77+ V2) + 80y (77+ Vz) + 80y
Qny
tan(xy) =
n—v

podemos poner en definitiva la solucién (que obviamente tiene norma

unidad) como
(5) - (Z?j((;t)) > : (3.19)

IT). p = —n4 : Procediendo como antes, es decir, definiendo el mismo
angulo x4 obtenemos la solucién normalizada

@ B (—Ccs)i(f((;j)) : (3.20)

III). p = n— : Las soluciones normalizadas pueden ponerse como

(;) i \/(773 - u;)Q + Q22 <_(7’S§n__ ”12)> 7

donde sabemos que n2 — v < 0, n— > 0 y poniendo

2 2
n. —v . Qn_
cos(x-) :__\/( 2 2)21 022 sin(x-) = \/( 2 22 42 2’
2 — 1) + Q22 2 —12)2 4 Q22
Qn_
tan(x-) = —pr—ay;
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podemos poner en definitiva la solucién (que obviamente tiene norma

unidad) como
(3) = (o). .

IV). u = —n_ : Procediendo como antes, es decir, definiendo el mismo
angulo y_ obtenemos la solucién normalizada

@3) _ <—Cz;r(1;>i)> _ (3.22)

Tenemos entonces

p=4ns o U= ( COS(’”))) . p=4n_ U= (i Sin(X)) . (3.23)

+ sin(x ¢ cos(x-)
con
Qn Qn_
tan(X+) = ﬁ, tan(X,) = 5 5 - (324)
=¥ vi — 1=

Los autovectores X € R? deben construirse como siempre con los corres-
pondientes U € R? en coordenadas, y el correspondiente autovalor por ese
mismo U en velocidades, lo que deja

:EO'S X+ +sin x—

o + sin x+ - + cos X—

p=En4 < X+ = | £nqycosxs | H= tn- & XZ = 7— sinx— :
N4 sin x4 +n_ cos x—

(3.25)
Aqui también, para cada par £ny y £n_ los vectores

. 1 . B COSOX+ B 1 N B sinOX
YT = §(X++X+) = < 0 )» Y, = §(X+ -X3) = (n+cgsJ>r<+)’

74 Sin X+
N 1 N B cosox, B 1 N B sinOX_
Y7:§(X7+X7): <nsinx>’ Y7:§(X7—X7): < 0 )’
0 71— CcoSX—

no son autovectores, pero son (o pueden elegirse) reales, aunque ya no son
mutuamente ortogonales, ni puramente coordenadas o puramente velocida-
des. Estos vectores definen los ejes de simetria de las érbitas.

Las soluciones fundamentales (L.I.) son

COS X+ COS X 4
_ sin x4 N+t —sin x4 —nyt
x(t) = nycosx+ |€7 5| —mrcosxs |€ )
N4 sin x+ N4 sin x4

sin x_ —sin x—

cos X — n_t cos X — —n_t
n— sin x— e ) n— sin x— €
71— COS X — —N_ cos X—
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pero pueden recombinarse como

cos§x+; Cos}lll((n_._t)) cos((x+)) sin}}1§17+ ti
+ _ sin sin t — _ sin cos t
yi(t)= n+ C0;<(J>r<+) Siﬂl“?(thrt) Yyt = N+ CO?&H COSI?(th) ’
N+ sin(x4) cosh(n4t) N4 sin(x+) sinh(n4t)
sinEx_; sin}}ll((n_t)) sin((x_))cosﬁgn_tg
+ _ cos(x— ) cosh(n_t — _ cos(x—)sinh(n—_t
y- (t) | n—sin(x-)cosh(n-t) |’ y- (t) | n-sin(x—)sinh(n—t) |’

n— cos(x—) sinh(n_t) n— cos(x—) cosh(n_t)

Aqui yf(t) corresponden para —oo < t < 0o a érbitas hiperbdlicas en el
plano desarrollado por los vectores YI e Y, que son sus ejes de simetria
“horizontal” (+) o “vertical”(-), con “tiempo caracteristico” —i; e yE(t)
corresponden a érbitas andlogas en el plano desarrollado por los vectores
YT e Y, con “tiempo caracteristico” n%; en ambos casos la propiedad de
traslacién nos permite poner tg en lugar de ¢, de modo de tener el vértice
de las hipérbolas para t = tg en lugar de t = 0. Vemos que la dinamica se
desarrolla independientemente en dos subvariedades lineales 2D de R?, los
planos Span{Y1, Y.} y Span{Y Y}

Notemos que para ) — vq — vo, tendremos 77_% Lvive y n% 1 vive, y por

lo tanto
tan(x4) = /=, tan(x-) = 4/,
1) 41

de modo que en general (1 # v5) los autovectores no se vuelven paralelos
en ese limite.

3.4.2. Centro-Centro

En este caso los p? dados por son ambos reales y negativos, lo
que hace que (u? — v?)(u? — v3) > 0 para cada autovalor u. Esto requiere
vivd >0,y v? +v3 < Q2 asi que dado un Q > 0 podriamos tener v? > 0
y v2 > 0; sin embargo si deben ser distintos como asumiremos, para 2 — 0
ambos deben ser negativos. Las cuatro raices pueden ponerse como

p=tiwy = :i:\;ﬁ\/(Q2 +w?+wl)+ \/((22 + w? + w3)? — dwiw?, (3.26)

donde w? = —v? > 0y w? = -2 > 0, y obviamente w; > w_ > 0, y
consistentemente asumiremos |v?| > |13,
2

Para que wi y w” sean reales debemos tener

O + w2 + w2 > 2kl = wy —wy > —Q.

A partir de (3.17) se ve que w? crece desde w} y w? decrece desde w3 al
aumentar €); wi crece sin cota, y w? tiende a cero
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3.4. ANALISIS EN DIMENSION 2

Para 2 grande las expresiones son

2 9
2 _ 02 2 2 2 _ WiWy
W+AQ +UJ1 +CU2, w_

P R — 3.27
02 + w? + w3 (3.27)

Asf que los rangos admisibles son 0 < w? < w3 < w? < w? < oo.
Haciendo ahora un anélisis similar al caso SS, podemos obtener la es-
tructura de los autovectores asociados a cada autovalor:

p=tiw, < U= ( cos(x+) )> L p=tiw U= (ii sin(x )> ,

tisin(x cos(x—)
(3.28)
con
2,2 2 _ 2
Wy — (.U+ Wi —wZ
cos = ,  Cos(x—) = — )
Ocr) \/(w2 — w?)2 + Q22 ) \/(w2 — w?)2 + 022
2 Wi = 1 - -
: w4 {2 . w_Q
sin(x4) := s , sin(x-) = — ,
\/(wg —wi)? + Qi \/(w% —w?)2 + 0202
W+Q w_
t =7, ¢t )=
an(x+) w% — Wi’ an(x-) w% — 2

Los autovectores X € R* deben construirse como siempre con los corres-
pondientes U € R? en coordenadas, y el correspondiente autovalor por ese
mismo U en velocidades, lo que deja

:tgos' X+ +isinx—
. + isin x4 . + COS X —
po=tiwy < X7 = +ioy cosx4 | p=TFiw_ < XT = —w_siny_ |-

—wq sin x4 +iw_ cos x—
(3.29)
Aqui también, para cada par +iwy y +iw_ los vectores
+_ Lyt o Lo+ in.
— — — sin
Y+:§(X++X+): ( 0 )> Y+:Z<X+_X+): (w+co>§1;(+>7
—wy sinx+ 0

) : ) i COSOX7 B 1 . B sin x—
Y7:§(X7+X7): <_wsinx>’ Y, :2—Z(X7—X,): ( 8 )7

0 wW—_ COS X—

no son autovectores, pero son (o pueden elegirse) reales, aunque ya no son
mutuamente ortogonales, ni puramente coordenadas o puramente velocida-
des. Estos vectores definen los ejes de simetria de las érbitas.

Las soluciones fundamentales (L.I.) son

COS X+ COS X+
_ isin x4 iwat —isin x4 —iwyt
X(t) - W4 COS X4 e s | —twy cos x4 € )
—w4 sin x4 —w4 sin x4

isinx— —isiny—

Cos X — iw_t COS X — —iw_t
—w_ sin x— € ) —w_ sin x— €
iW_ COS X — —1iW_ COS X —
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pero pueden recombinarse como

cos(x+-) cos(wt) cos(x+) sin(wt)
yin = | Sl ey |- yi@={ LSy |
—w sin(x+) cos(w41) —w sin(x+) sin(w4t)
—sin(x—) sin(w—t) sin(x—) cos(w—_t)
Y0 = | ST ey | =0 = | STy |

—w_ cos(x—)sin(w—_t) w_ cos(x—) cos(w—_t)

Aqui yi(t) corresponden para —oo < t < oo a o6rbitas elipticas en el
plano desarrollado por los vectores Yi e Y, que son sus ejes de simetria,
semiejes 1 y wy y frecuencia wy, y una desfasada 7§ respecto de la otra;
e yf(t) corresponden a érbitas andlogas en el plano desarrollado por los
vectores YT e Y, con semiejes 1 y w_ y frecuencia w_; en ambos casos
la propiedad de traslacién nos permite poner ty en lugar de t, de modo
de acomodar la fase como nos guste. Vemos que la dindmica se desarro-
lla independientemente en dos subvariedades lineales 2D de R%, los planos
Span{Y Y}y Span{Y' Y "}

Notemos que para §) — oo, tendremos a partir de

2 2 2 2 2
wy —w w wi +w
t (12 t Y 2 (2
an(X-‘r) < 202 ) ) an(X ) w% 20)2 )

de modo que en general (w; # wsy) los autovectores no se vuelven paralelos
en ese limite.

3.4.3. Silla-Centro

En este caso los 2 de deben ser positivos y negativos, respectiva-
mente. Esto requiere que 175 <0 (12 >0y v2 <0012 <0yv2>0)y
vi+vd > 02

Dado Q > 0 podriamos tener v > 0y v3 < 0 = v? > 0 > V3 con
V2l > 3.

Definiendo v? :=n? y 13 := —w3 tenemos las cuatro raices

i =ty =2\ —wd — 02) + O — ] — 2+ A
ILL =

[y = Fiw = i%\/(QQ —n? +w3) + /(2 — nf +w§)? + dnfwl
(3.30)
Un andlisis para )} — 0 arroja

2 2 S22 4
= l1— ———=+0(0)
7 771< 77% w% ( >>

QQ
w2 = w% <1 + S5 9 + 0(94)> .
771 +w2
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3.4. ANALISIS EN DIMENSION 2

En particular para 2 = 0 recuperamos pj = +n = +n; y pe = tiw = Fws.
Andlogamente, para {2 — 0o tenemos

(nf + w3)?
402
w? XQ2—77%—|—w§.

2 o

(3.31)

Haciendo ahora un andlisis similar a los casos precedentes, podemos ob-
tener la estructura de los autovectores asociados a cada autovalor:

pr==+n << Uy = < COS(X1)>) , po = Fiw < Uy = <il Sm(XQ)) ;

+sin(x1 cos(x2)
(3.32)
con
2., .2 2, 2
N2 + W) w4y
cos(x1) := ,  cos(x2) == :
V(03 + w3)? + Q% V(W2 +nf)? + Q%w?
in(x) L in(x2) ail
sin = , sin = ,
T R TR T e T TR T e
ns wS)
tan = , tan = —.
(Xl) ng + w% (XQ) w2 + 7’/%

Los autovectores X € R* deben construirse como siempre con los corres-
pondientes U € R? en coordenadas, y el correspondiente autovalor por ese
mismo U en velocidades, lo que deja

cos X1
=+ sin x1
+ncosx1
7+ sin x1

MI::I:nHXli:<

)

+i sin x2
COoS X2
—w sin x2
+iw cos x2

:iz‘w<—>X§E:<

) . (3.33)

Aqui también, para cada par £7 y +iw los vectores

1 Ccos X1
Y =X+ X)) = ( 0
nsin x1

1 3 0
vi =50+ %) = ().
0

_ 1 _ o)
>) Yl :i(XT_Xl): <ns(1:gosx)%1>)

1
2i

Y, = (X3 -X;) = )

sin x2
0
0
w COoS X2

no son autovectores, pero son (o pueden elegirse) reales, aunque ya no son
mutuamente ortogonales, ni puramente coordenadas o puramente velocida-
des. Estos vectores definen los ejes de simetria de las érbitas.

Las soluciones fundamentales (L.I.) son

x(t)

(

COS X1
sin x1
7 COos X1
7 sin x1
) ezwt’

isin x2

COos X2
—w sin x2
W COS X2

)«

Cos X1
—sin x1
—ncosxi
nsin x1

—nt
—iwt

—isin xa
cos X2
—w sin x2
—1Ww COS X2

[
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CAPITULO 3. CASO ESPECIAL 2D

pero pueden recombinarse como

cosg)(l; cos}lll((nt)) cos((xl)) sinﬁént%
+ - sin(x1) sinh(nt — o sin(x1) cosh(nt
yi () = n cos(;ﬂ sinh(nt) |’ ()= n COS(;l) cosh(nt) |’
nsin(x1) cosh(nt) nsin(x1) sinh(nt)
— sin(xz2) sin(wt) sin(x2) cos(wt)
cos cos(wt — cos sin(wt
y?+ (t) | -w si(1§(2x)2) C(Es(u.);t) Y (t) | -w si(nX(2X)2) si(n(uZt)

—w cos(x2) sin(wt) w cos(x2) cos(wt)

Aqui yf(t) corresponden para —oo < t < 0o a dérbitas hiperbdlicas en el
plano desarrollado por los vectores Yf e Y|, que son sus ejes de simetria
“horizontal” (+) o “vertical” (-), con tiempo caracteristico —%. Mientras que

yQi(t) corresponden para —oo < t < oo a drbitas elipticas centradas en el
plano desarrollado por los vectores Y; e Y, , con semiejes 1 y w y frecuencia
w, una desfasada en 7 respecto de la otra. En ambos casos la propiedad de
traslacion nos permite poner ¢ — ¢y en lugar de t, de modo de tener el vértice
de las hipérbolas para t = ty en lugar de ¢ para el primer caso y de modo de
acomodar la fase como nos guste en el segundo caso. Vemos que la dindmica
se desarrolla independientemente en dos subvariedades lineales 2D de R*,
los planos Span{Y;,Y;}y Span{Y;,Y, }.
Notemos que para 2 — oo, tendremos a partir de (3.31)

2 2 2 2
n” +wy m + w3
tan(x1) — 23 tan(x2) — 1 — 507

3.4.4. Silla-Foco

Para este caso no detallaremos la estructura analitica de los autovalores
en funcién de Q y los v;, i = 1,2, debido a que no es trivial obtenerlos, y
por lo tanto tampoco nos referiremos a los autovectores asociados a cada
uno. Lo que hay que notar es que esta dindmica es la transicién entre las
dindmicas SS y CC a medida que incrementa €2, es decir, SS — sf — CC.
Una vez que se produce la transicién a la dindmica CC, ésta se mantiene
inalterada para cualquier valor mayor de ).

Como se puede apreciar en la Seccion los autovalores en forma ge-
neral se los escribe como (n —iw), (n+iw), —(n+iw) y —(n —iw), llamados
cuadrupletes. Una representacion grafica de ellos se puede ver en la Figura
B-I} en azul se muestra la dindmica SS donde los v; son reales, vienen en
pares opuestos y se mueven a lo largo del eje horizontal; en rojo se muestra
la dindmica CC donde los v; son imaginarios, vienen en pares conjugados
y se mueven a lo largo del eje vertical; en verde aparece la dindmica sf re-
presentada por los autovalores mencionados antes, que como ya dijimos es
el limite entre las transiciones y se mueven a lo largo de un circulo de radio
\/V12. Para ser mds explicitos, cuando 2 = 0 los autovalores son fv1, £us;
a medida que ) crece, se desplazan en la direcciéon de las flechas azules,

60



3.5. METODO DE CONTROL 2D

hasta colapsarse por pares; al seguir creciendo 2, se desdoblan en un cua-
druplete y se desplazan sobre el circulo en la direccién de las flechas verdes,
hasta colapsar nuevamente por pares sobre el eje imaginario; finalmente, al
seguir creciendo {2 se desdoblan nuevamente, ahora en pares conjugados, y
se desplazan en la direccion de las flechas rojas.

Hay que remarcar que, al colapsar los autovalores por pares, los auto-
vectores de cada par se colapsan en uno solo y a lo maximo que podemos
aspirar es descomponer el sistema a una forma normal de Jordan. Si bien
esto es tedricamente posible, en la practica este caso limite no aparece, por
ende no daremos mas detalles.

Im u

-V Vi

Figura 3.1: Grafico donde se muestran como al variar €2, y por lo tanto los
autovalores, se produce la transicién entre las dindmicas.

3.5. Meétodo de control 2D

En esta seccién presentaremos el método de control resuelto en forma
analitica para el caso de 2 g.l. de las dindmicas estudiadas en la Seccion
es decir, se dardn las expresiones explicitas para los vectores de control.
No vamos a dar las cuentas explicitas, s6lo mencionaremos los principales
resultados.
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CAPITULO 3. CASO ESPECIAL 2D

3.5.1. Caso Silla-Silla

En este caso X = (z,y, vy, vy)T es dato y queremos determinar AX =
(0,0, Avg, Avy)T sabiendo que el método debe imponer que la érbita se
posicione sobre las variedades estables y no tenga componentes sobre las
direcciones inestables:

X =X+AX = aX_1+ X _o,
y (3.34)
Q=Q+AQ=aT X_; +8T X _,,

donde a y B son constantes a determinar y la matriz de transformacion de
semejanza viene dada por

cos(x1) 0 0 n1 sin(x1)
T=— 0 sin(x1) m cos(x1)

0 cos(xz) m2sin(x2) 0
sin(x2) 0 0 n2 cos(x2)

De la primera ec. de (3.34) podemos obtener los pardmetros «, (3, Av,
y Avy:
a = p(sin(x2)y + cos(x2)),
B = p(cos(x1)y + sin(x1)z),

Av, =p ((772 — ) sin(xz) cos(x1)y — ;) — U, (3.35)
Ay = p (0 = m)eostrsinta)e = )~

o p = (cos(t +x2))™
p1 = (n2 cos(x1) cos(x2) — m1sin(x1) sin(xz2))
p2 = (M cos(x1) cos(xz2) — m2sin(x1) sin(x2))

-1
-1

Por lo tanto, invirtiendo la matriz de transformacién de semejanza (T~!)
y reemplazando éstos paramétros en la segunda ec. de ([3.34]) obtenemos

p1m2 cos(x2)z—pp1(m—nz2) sin(x2) sin(x1) cos(x2)z+psin(x2)y
Q = | rem sin(x2)y+pp2 cos(x2) sin(x2) cos(x1)(n2—m)y—p cos(x2)z (3.36)
pam cos(x1)y—ppz sin(x1) sin(xz2) cos(x1)(m2—m)y+psin(xi)z | ° )
—p1m sin(x1)z+pp1(n—n2) cos(xz2) sin(x1) cos(x1)z—p cos(x1)y

Veamos ahora la equivalencia con el método de Leiva & Briozzo [5):
Recordemos que debemos determinar X' = X + AX = aX_; + 8X_o,
donde

co.s(p(a)) - Sir(l(Xi)

_ —sin(x1 _ cos(X2

X_1= —n1cos(x1) | X 2= N2 sin(x2) ’
1 sin(x1) —n2 cos(xz2)

son la direcciones estables sobre las que queremos posicionar la érbita.
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3.5. METODO DE CONTROL 2D

Para determinar el impulso de control, nos basaremos en lo descripto en
la Seccién Consideremos separadamente las ecuaciones que involucran
las posiciones y velocidades, donde asumimos para esto que

det( cos(x1) —sin(X2)) £ 0

—sin(x1) cos(x2)

De esta manera podemos obtener los primeros dos parametros asociados
a las posiciones (a, ) en funcién de las posiciones iniciales (x,y)

o cos sin _
(5)=p(m§;‘f§m§§i§), p=(costu+x2) . (337)

Volviendo al segundo conjunto de ecuaciones de X’ asociados sélo a las ve-
locidades, podemos determinar el impulso de control (Av,, Av,) en funcién
de los impulsos iniciales (v, vy); para ello reemplazamos (3.37) en el nuevo
conjunto de ecuaciones

Ux+AUgj _ (—m cos(x1) m2sin(x2) ) «
vy + Avy n2sin(x1) —n2cos(x1) 8

Obteniendo ahora si todos los parametros o, 3, Av, y Avy

a = p(sin(x2)y + cos(x2)x),
B = p(cos(x1)y + sin(x1)),
Av, =p ((772 — m) sin(x2) cos(x1)y — ;2) — Uy, (3.38)

Avy =p <(171 — 1) cos(x2) sin(x1)x — i) — Uy,

con

p = (cos(x1 + x2)) ™"

p1 = (2 cos(x1) cos(xa) — m1sin(x1) sin(x2))
p2 = (M1 cos(x1) cos(xz2) — m2sin(x1) sin(x2))

-1
-1

Por lo tanto, aplicando a T~! a X', es decir, calculando Q' = T~ (aX _1+
BX_2) tenemos

p1m2 cos(x2)z—pp1(n1—n2) sin(x2) sin(x1) cos(x2)z+psin(x2)y
Q = | rem sin(x2)y+pp2 cos(xz) sin(xz) cos(x1)(n2—n1)y—p cos(xz2)z (3.39)
pam1 cos(x1)y—ppz sin(x1) sin(x2) cos(x1)(m2—n1)y+psin(x1)z |- )
—p1m sin(x1)@+pp1(m —n2) cos(xz) sin(x1) cos(x1)z—pcos(x1)y

Por lo tanto, recuperamos lo mismo que en el primer andlisis (ver Seccién
2.11]). De ésta manera probamos la equivalencia entre ambos métodos.
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3.5.2. Caso Centro-Centro

Como antes, X' = X + AX = (z,y,v; + Avg, vy + Avy)T, donde la
idea es determinar los impulsos Av, y Av, y para eso debemos imponer
que E = Ej + Es sea minima, donde E1 y Fo son las energias de cada
subvariedad, y vienen dadas por

1
Ei= i (6 +Aq)" + (i + Ap)?) . i=1,2 (3.40)

Notemos que las expresiones para las energias estan dadas en coordenadas
normales, por ende tenemos que transformar las coordenadas originales a las
coordenadas normales via la aplicacién de la transformacion de semejanza
inversa T71, es decir, Q' = T~ !X’ donde para este caso

cos(x1) 0 0 sin(x2)
T 0 sin(x1) cos(x2) 0
- 0 w1 cos(x1) —wa sin(x2) 0
—w1 sin(x1) 0 0 w2 cos(x2)

Luego de invertir T y reemplazar en (3.40|) se obtiene una expresién para
la energia en término de los pardmetros x, y, vy y vy, que son datos y
més precisamente las componentes de X; y de los impulsos Av, y Av, que
queremos determinar.

Imponiendo la restriccién de minimizar la energia respecto a los impulsos
Av, y Avy, es decir, % =0y 6(27% = 0 obtenemos
wiwg sin(x1 — x2) cos(x1 + x2)

w1 cos?(xz2) + wa sin®(x1)
wiwe sin — cos +
Au, = 128t (2X2 X1) ();1 X2)x v,
w1 sin®(x2) + wa cos?(x1)

Av, =

Yy — Vg

y por ende, con éstos impulsos, podemos determinar Q' = T~'X’ en funcién

solode z ey
w2 cos(x1

oz
1 _ | wa2sin(x1)By
Q= wi cos(x2)By |’ (3.41)
w1 sin(x2)az
donde « y 8 vienen dados por

a = (w1 sin®(x2) + wacos®(x1)) ™, B = (w1 cos?(x2) +wasin®(x1)) "

3.5.3. Caso Silla-Centro

En este caso buscamos X' = X + AX = aX_; + 8Y 2 + 7YY _5, don-
de X_; es la direccion estable de la variedad hiperbdlica y los Y; son los
vectores reales que definen el eje de simetria de la 6rbita en la variedad
eliptica. Esto es asi debido a que queremos eliminar la direccién inesta-
ble de la variedad hiperbdlica, y en particular vamos a imponer el vinculo:
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Q' L(1,1,0,0)”. Para encontrar el impulso de control vamos a minimizar la
energfa, By = sw [(g2 + Ag2)? + (p2 + Aps)?], correspondiente a la variedad
eliptica respecto a Av, y Avy pero sujeto al vinculo ya mencionado, donde
haremos uso de los multiplicadores de Lagrange.

El paso a coordenadas normales lo hacemos via la transformacién de
semejanza inversa, T—1, que en este caso se obtiene de invertir

cos(x1) 0 0 sin(x2)
T 0 sin(x1)  cos(x2) 0
- 0 ncos(x1) —wsin(x2) 0
nsin(x1) 0 0 w cos(x2)

Ademas es directo probar que

Q’:T_lX’:a<(1)1>+5<§>+7((8)>' (3.42)
0 0 1

De esta manera tendremos las siguientes condiciones:

1) Funcién a minimizar:

1 .
Es(Avg, Avy) =5w [p%(—n sin(x1)x + cos(x1)vy + cos(x1)Avy)?
+ p3(ncos(x1)y — sin(x1)vz — sin(x1)Avg)? |,
donde p; y p2 son constantes que aparecen al invertir la transformacion

de semejanza T y que vienen dados por:

p1 = (wcos(x1) cos(x2) — nsin(x1) sin(x2)) ',

p2 = (ncos(x1) cos(xz2) + wsin(x1) sin(xg))f1 )
2) Vinculo:

9(Avg, Avy) = Q' - (1,1,0,0) = T'X’- (1,1,0,0) = 0.

Y por lo tanto debemos encontrar el minimo de la funcién £(Av,, Avy) =

E>(Avy, Avy) + Ag(Avy, Avy) respecto a Av,, Av, y A, donde este tltimo es

el multiplicador de Lagrange. Esta condicién implica que aiﬁm =0, 82@ =0

y % = 0. Luego se obtiene

cos(x1)(p1 cos(x2)x + pa sin(x2)y)
p1p2 (sin?(x1) sin?(x2) + cos?(x1) cos?(x2))
sin(x1)(p1 cos(x2)z + pa sin(x2)y) o
p1p2 (sin?(x1) sin?(x2) + cos?(x1) cos?(x2)) v
_w sin(x1) cos(x1)(sin(x1)z + cos(x1)y)
(sinQ(Xl) sin?(y2) + cos?(x1) COSQ(XQ)) '

Av, = —

Avy, =
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De esta manera, podemos obtener el vector de control que tiene la siguiente
forma

1
Q' = 6 (sin(x1) sin®(x2)y — cos(x1) cos” (x2)x) <_81>

0 (3.43)
. 0
+ 0 (cos(x1)y + sin(x1)z) <cos(><1) cos(xz2) ) ;
sin(x1) sin(x2)

con
0 := (sin2(X1) sin?(x2) + cos®(x1) COSQ(X2))71

3.6. Ejemplos numéricos en 2D

A fin de entender el funcionamiento del algoritmo de control, en esta
Seccién daremos ejemplos numéricos de aplicacién en dos dimensiones para
algunas dinamicas particulares. Los autovalores y autovectores obtenidos en
la Seccién [3.4] fueron verificados mediante el calculo numérico de éstos ejem-
plos, es decir, que son realmente un caso particular del método de control
3D general desarrollado en la Seccién

En todos los casos las érbitas tendran un periédo de T' = 2,1 y se apli-
cara un impulso de control por periodo y a lo largo de N = 100 periodos, es
decir, el método implementard cien puntos de control. Nétese que en estos
ejemplos asumiremos que la dindmica estd dada directamente por un SAE
T-periédico, por lo que conocemos su evolucién a todo tiempo y donde se
integré para tiempos largos comparadas con los tiempos caracteristicos de
las dinamicas involucradas; la eleccion del periodo T' es arbitraria, y sélo a
los fines de poner a prueba el método de control, por lo cual se eligié T' = 2,1
ya que en ese caso el sistema no tiene resonancia de bajo orden con ningin
autovalor v;, i = 1, 2.

Los parametros que variardn seran las componentes v;, ¢ = 1,2, de la
matriz U que definen la “curvatura del potencial” y el valor del momento
angular €2 que se eligié a lo largo de la direccién z, por lo tanto se corres-
ponderd con Q) = Qs = 0, y Q3 = Q de la matriz Q. Todos los pardmetros
se los tomarédn adimensionales.

El algoritmo obtiene las ecs. de movimiento a partir de integrar el sistema

i (2) =) 2 o) o4

donde C(t) = @3) cumplen que (Gi(1)) = 0, (GG (#) = 8i50(t — 1), es

decir, perturbamos con “ruido blanco gaussiano”; el parametro v/ D represen-
ta la intensidad del ruido de la distribucién y se ejecutaron las simulaciones
numéricas con D = 0,001.
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En las Figuras [3.21{3.4] se muestran y detallan las dindmicas particulares
elegidas, en el 6rden que se producen las transiciones entre dindmicas al
aumentar €, es decir, SS — sf — CC para v; = 2 y 15 = 1. Para el ultimo
ejemplo, mostrado en la Figura [3.5] correspondiente al caso SC se eligieron
v1 = 2y vy = 4. Con éstas imagenes queda en evidencia que el método
de control funciona muy bien, acorde a lo esperado: la dindmica arranca
en una regién cercana al origen y se va acotando cada vez mas en cada
periodo. Notese ademads que el punto fijo del mapa-T' correspondiente a la
OP del sistema T-periédico es a la vez un punto critico del SAE y que se
corresponde con el origen de coordenadas en las distintas ilustraciones.
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Figura 3.2: Dindmica planar tipo SS a lo largo de 100 periodos (puntos de
control) con pardmetros v; =2, v, =1y T = 2,1.
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Figura 3.3: Dindmica planar tipo sf a lo largo de 100 periodos (puntos de
control) con pardmetros vy =2, v, =1y T = 2,1.
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Figura 3.4: Dindmica planar tipo CC a lo largo de 100 periodos (puntos de
control) con pardmetros v; =2, v, =1y T = 2,1.

0.15

SAE ——
T Control <

- e

)y

-0.1 <
ey s —A
-0.15
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
X
(a) Dindmica con 2 = 3,5.
0.1 T
SAE —
0.08 Control <
0.04 K
0.02 A

-0.04

P
¢
Nt

-0.06 @
-0.08
-0.1

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
b3

(b) Dindmica con Q = 6,0.

70



3.6. EJEMPLOS NUMERICOS EN 2D

Figura 3.5: Dindmica planar tipo SC a lo largo de 100 periodos (puntos de
control) con pardmetros vy =2, vy =1y T = 2,1.
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Capitulo 4

Aplicaciéon a Problemas de
Dinamica Astronémica

En el Capitulo [3| estudiamos el caso completo para sistemas en 2D, esto
es, pudimos ser capaces de dar una descripciéon general para los autovalores
y autovectores de forma analitica para cada una de las dindmicas. Luego,
una vez obtenidos estos vectores, construimos una base de vectores reales
y con ellos elaboramos el método de control correspondiente. Por ultimo,
para cerrar dicho capitulo se puso a prueba el método de control en un
conjunto de ejemplos de “juguete”, es decir, ejemplos numéricos, que no
necesariamente representan un sistema fisico real, a fin de ver como aplica
el método los impulsos requeridos para cada dinamica; y se pudo ver el buen
funcionamiento, ya que en todos los casos después de cada impulso de control
(periodo), la dindmica subsiguiente se fue acotando a una regién cada vez
mas cercana al origen.

En lo que respecta al método de control 3D, por una cuestién de no ex-
tendernos demasiado con ejemplos de prueba, no vamos a mostrar resultados
en 3D para estos sistemas de “juguetes”; aunque si es necesario remarcar que
se hicieron extensivas pruebas y pudimos probar que el método mostré un
funcionamiento como se esperaba y que el método 2D es un caso particular
de éste ultimo.

Ahora estamos interesados en sistemas un poco mas realistas que puedan
asemejarse a lo que sucede en la naturaleza y que obviamente tienen libertad
de moverse en el espacio tridimensional; para estos sistemas si serd necesario
implementar el método de control 3D. En particular, se tomara una selecciéon
de ejemplos provenientes de la Astronomia Dindmica, algunos de los cua-
les van a consistir en retomar las érbitas periddicas estudiadas en la Tesis
Doctoral de A. M. Leiva [5] y aplicarles el método de control. Pero primero,
antes de entrar en detalles, hay que repasar algunas cuestiones.

A este punto llegamos motivados con la idea de poder modelar misio-
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nes de larga duracién en el sistema Tierra-Luna, ya sea mediante érbitas
periddicas de transferencia répida y/o de baja energia entre éstas u orbitas
periddicas cerca de los puntos Lagrangeanos Li; o Lo, pero que todas tengan
en comun un gasto minimo de recursos (combustible para el caso de una
nave o satélite).

1)

74

Los modelos propuestos en Leiva [5] se resumen en tres:

Problema circular de tres cuerpos restringido (PC3CR): es un caso espe-
cial del problema general de tres cuerpos. Como se mencioné en el Capitu-
lo[1} dos masas primarias my y my, correspondientes a la Tierra y la Luna,
respectivamente describen orbitas coplanares circulares alrededor de su
centro de masa y una tercera masa infinitesimal m (nave o satélite), que
no afecta el movimiento de las primarias, se mueve en el campo gravita-
torio de éstas. Las érbitas de las masas primarias yacen en el plano zy
con su centro de masa en el origen. Se normalizan las unidades de masa y
de distancia, mr =1 — u con mp = pu ~ 0,0121505; drp, = 1 y se adopta
para la constante de gravitacién de Newton el valor k2 = 1. Se elige un
sistema de coordenadas rotante con velocidad angular n = 1 (sistema
sinédico) con origen en el centro de masa, de manera tal que las masas
primarias queden fijas en el eje de las abcisas. Utilizamos la orientacion
(1) = (—1.0) ¥ (@r,yn) = (1 — 1,0) (Figura [LI) v es el que se
implementa para determinar las érbitas periddicas. Los valores unitarios
de distancia, velocidad y tiempo resultan equivalentes a ~ 384400 km,
~ 1024 m/s y ~ 104 hs (un mes sidéreo/27), respectivamente.

<
I
!
"
r_><
I
T
=
>

Figura 4.1: Sistema de coordenadas sinddico.



El Hamiltoniano de la masa infinitesimal m es auténomo y en el sistema
de coordenadas sinédico queda expresado segtiin V. Szebehely [15]:
l—p p

1
Hpesor = 5 (0 + Py +02) + ype — 2py — S, (4.1)

donde p, = & —y,py =+, p, =217 = (x—ap) +y*+ 22y
A S )

Entonces las ecuaciones de movimiento para m son:

. . r— T T —TL
’Z:2y+m_(]‘_u) 3 —H 3
T L
.. . Y Y
j=-20+y—(1—-p)5—py, (4.2)
s L
z z
P=—(l—p) o — p—,
( “)@ o=

con las distancias entre m y las primarias dadas por

rp = (x4 p)? +y* + 2%
r? = (x—1+p)*+y*+ 2%

El sistema tiene cinco puntos de equilibrio relativos; tres de ellos ya-
cen sobre el eje x y se los conoce como puntos de libracion colineales.
Usualmente denotados por Li, Ls y Ls, éstos puntos son inestables.
Sus coordenadas x para el sistema Tierra-Luna son xp; = 0,8369153,
xr2 = 1,1556825 y x5 = —1,0050627.

Si bien, cuando se consideran trayectorias de transferencias entre las ma-
sas primarias, el PC3CR es un modelo simple de tratar, no se pueden
despreciar las perturbaciones producidas por las acciones gravitatorias
del Sol, la excentricidad de la érbita lunar, etc. Por lo tanto, este modelo
sirve como paso intermedio para los modelos de cuatro cuerpos: Problema
BiCircular (PBC) y Problema CuasiBiCircular (PCBC).

Problema BiCircular (PBC): Fue presentado también en el Capitulo [1|y

es un problema de cuatro cuerpos, donde considera como masas primarias
a la Tierra, la Luna y el Sol, y una cuarta masa infinitesimal (nave o
satélite) que no afecta el movimiento de las primarias. Las trayectorias
de las masas primarias m7p y my viven en un plano y se mueven en
orbitas circulares alrededor de su baricentro Byy, y a su vez, el baricentro
Brr, y el Sol mg se mueven en Orbitas circulares alrededor del centro de
masas del sistema B (Figura [£.2). El PBC es un sistema dindmico no-
autéonomo, es decir, el Hamiltoniano depende del tiempo, y en particular
para nuestro proposito serd T-peridédico. El movimiento de las primarias
es “artificial”, en el sentido de que no es solucién del problema de tres
cuerpos en general y en particular la energia no se conserva.

75



CAPITULO 4. APLICACION A SISTEMAS REALES

g ®
Tierra  [By Luna

Figura 4.2: Sistema de coordenadas sinddico (PBC).

A partir de un marco de referencia inercial, se realiza un cambio de va-
riables para expresar las ecuaciones de movimiento de m en coordenadas
sinddicas Tierra-Luna. Estas ecuaciones quedan expresadas en una forma
similar a las ecuaciones obtenidas en el PC3CR y asi, podemos considerar
al PBC como una perturbacién (que no es pequena) del PC3CR.

Sean ag, ng y wg, la distancia entre el baricentro Tierra-Luna Bry y mg,
y las velocidades angulares medidas en los sistemas de coordenadas iner-
cial y sinddico respectivamente. Estos parametros cumplen las siguientes

relaciones [14]:

wg = 1—ng: es la velocidad angular media del Sol en el sistema sinédico.
En el sistema inercial, la velocidad angular de la Luna es 1.

a%n% =1+ mg: es consecuencia de la tercera ley de Kepler.

0 = wgt + ¢g: 0 es el angulo entre la direccién Tierra-Luna y el Sol y
¢s es la fase solar inicial (f = 0) en el sistema sinddico.

siendo ag = 388,81114, wg = —0,925195985520347 y mg = agn% -1~
328900,54.

El Hamiltoniano de la masa infinitesimal m es no auténomo y 27-periodi-
co en 0:

1 1
Hppe = 5 (4P +02) +ype—wpy—————-——ms ( — > , (4.3)
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donde p, = & —y, py = g+, 17 = (r —p? +y?+ 2% rf = (@ -
pA 1?4y + 2% rd = (2 - as)’ + (Y —ys)? + 2P s, = %+ g
aqui zg = agcos(wst + ¢s) ¥y ys = agsin(wst + ¢g) representan las
coordenadas del Sol (ver Fig. [4.2).

3) Problema CuasiBiCircular (PCBC): Al igual que el BCP este es un pro-
blema de cuatro cuerpos en donde las primarias (Sol, Tierra, Luna) se
mueven en Orbitas cuasi-circulares, es decir, se consideran las excentrici-
dades de las drbitas, y el cuarto cuerpo es una masa infinitesimal. Substi-
tuyendo en las ecuaciones del Problema de Tres Cuerpos Sol-Tierra-Luna
desarrollos en serie de Fourier alrededor del BCP, se obtiene una solu-
cién cerrada aproximada para el movimiento de las primarias, que en esa
aproximacién es peridédico. Para éste modelo no daremos detalles explici-
tos sobre los valores de los parametros que lo rigen ya que en este trabajo
no se lo implementé.

Si nos basamos en el “sentido comdn” y en lo mencionado en las lineas
anteriores, lo primero que razonariamos seria la idea de implementar el mo-
delo PCBC para obtener las soluciones que mejor aproximan al del problema
de tres cuerpos general para las primarias. Sin embargo, este modelo es un
tanto complicado de llevar a cabo y para nuestro propésito, que es probar
el funcionamiento del método de control, no aporta mucha mas informacion
que el PBC que solo aproximar de manera més precisa la solucion al proble-
ma general. Por lo tanto, nuestra eleccién sera el modelo PBC, que si bien
no es el mas realista, es muy simple de implementar.

4.1. Seleccion de orbitas

Como mencionamos al comienzo, vamos a retomar algunas de las érbitas
estudiadas en Leiva [5] y le vamos a aplicar el método de control 3D. Las
Orbitas periddicas seleccionadas son 146A, 013, T 222 y T_045, las cuales
en dicho trabajo fueron extendidas del PC3CR al PCBC mediante la con-
tinuacién numérica de soluciones periddicas obtenidas en el PC3CR. Los
valores adecuados de la fase solar fueron encontrados luego de hacer una
extensién de una orbita T-periddica del PC3CR al PBC, asumiendo que el
PCBC representa una pequenia perturbacién del PBC y usando el hecho
de que la variacién de la energia a lo largo de un periodo completo de la
orbita es nula. Esto ultimo es una version simplificada de las condiciones de
periodicidad genérica [19]. En este trabajo utilizaremos las mismas 6rbitas,
pero continudas al PBC en lugar del PCBC. Todas ellas se desarrollan en el
plano zy (Sol-Tierra-Luna), y se muestran en la Figura

Aparte de estas, se aplicé el método de control a dos érbitas mas; por
buisqueda directa en el PC3CR usando condiciones de simetria se obtuvo
una familia de OPs, de las cuales se realizd una continuaciéon al PBC de un
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Figura 4.3: Ilustracién del sistema de coordenadas sinédico (PBC) tenien-

do en cuenta la atraccién gravitatoria de Jupiter como una perturbacion
externa.

miembro de esta familia que tiene el periédo solar T = T, y que satisface
la condicién de fase. Esta orbita es la S001 y se desarrolla por fuera del
sistema Tierra-Luna. La otra érbita que se controld se obtuvo de continuar
un miembro de la familia Halo Norte Ly [16] del PC3CR al PBC, es la L2NH2
que tiene también un periédo T = T®. A diferencia de las anteriores, estas
dos dérbitas son tridimensionales, y se muestran en la Figura
Para todas las 6rbitas mencionadas se verificd su periodicidad con error
relativo < 1071° mediante un algoritmo Newton-Raphson del mapa-T [23].
Los valores de tiempo, coordenadas y velocidades iniciales para cada una se
muestran en la Tabla en unidades sinddicas para el PBC; en todos los
casos la fase solar es —m a t = 0. La estructura de la dindmica linealizada
alrededor de cada 6rbita y los autovalores de la correspondiente matriz de
monodromia My,, que implementa el mapa-T" linealizado sobre la seccién de
Poincaré Y, se muestran en la Tabla

4.2. Resultados numéricos

Para cada una de las OP mostradas en la Tabla se comenzo por
integrar numéricamente las ecuaciones de movimiento del PBC a partir de
la correspondiente condicién inicial, conjuntamente con la correspondiente
ecuacién variacional [23] con condiciones iniciales “canénicas”, desde ty has-
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Figura 4.4: Ilustraciones de las distintas orbitas planares controladas, en
coordenadas y unidades sinddicas. Las lineas rojas representan las érbitas.
Los circulos llenos muestran la posicién de la Tierra (izquierda) y la Luna
(derecha). Los circulos vacios muestran la posicién de los puntos Lagrangia-
nos colineales L (izquierda) y Ly (derecha).

tato+T, donde T es el periodo de la OP (T® para las érbitas T_045, T_222,
S001 y L2NH2, 3T® para la 146A y 4T para la 013). Esta integracién se
realizé mediante un método de Bulirsch-Stoer con precisién relativa local
10715 [24]. El resultado de la integracién de la ecuacién variacional provee
entonces una aproximacién numeérica a la matriz de monodromia My, a par-
tir de la cual se calcularon sus autovalores (mostrados en la Tabla[4.2)) y los
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Condiciones iniciales de las OPs estabilizadas

to Zo Yo 20

OP T/T® i o %0
T.045 2,97454291590| 0,50035979542 | 0,75152890645 | 0,00000000000
1 1,59400725697 | —1,26134617358 0,00000000000
T 999 0,13582387744| 0,96114426617 | —0,23761154498 0,00000000000
1 —0,66689826921| —1,62789938952 0,00000000000
146A 0,21052701003 | 0,84485912307 | —0,00894943681| 0,00000000000
3 0,05334120270 | —0,05043006328 0,00000000000
013 26,79805101855 | 0,81449965811 | 0,00764582676 | 0,00000000000
4 0,05776429415 | 0,11929694200| 0,00000000000
5001 3,22581708916 | 1,05588789024 | 0,34357570537 | —0,17632669059
1 0,64097149834 | —1,94745212773] —0,04035939686
LONH2 6,74365551480 | 1,07494382713 | 0,08384722658 | 0,17944343754
1 0,07900320159 | —0,19862041239, 0,04442075246

Tabla 4.1: Tiempo inicial ¢y, coordenadas iniciales xg, 5o, 20, y velocidades
iniciales &g, 9o, 20, en el PBC y en unidades sinédicas, para las érbitas
empleadas en este trabajo. En todos los casos la fase solar es —m a t = 0.

correspondientes autovectores. A partir de ellos se calcularon numéricamen-
te la matriz de transformacién T y la matriz energia Eg;,, como se detalla en

la Seccién [2.10] y con ellas se calcularon los vectores de control de acuerdo
a la Tabla 2.1 de la Seccién 2.111

A continuacién, partiendo nuevamente de las condiciones iniciales de la
Tabla se realizaron para cada 6rbita 1000 integraciones sucesivas, cada
una sobre un periodo orbital, de las ecuaciones de movimiento del PBC
pero ahora incluyendo la atraccién gravitatoria de Jupiter, que acttda como
perturbacién externa de la OP. La érbita de Jupiter se model6 como una
circunferencia de radio 778,57 x 10° m centrada en la posicién instantdnea
del Sol, e inclinada respecto al plano Sol-Tierra-Luna del PBC en un dngulo
de 7,5°, que es el mayor valor de la inclinacién relativa del plano orbital
de Jupiter respecto al plano orbital del sistema Tierra-Luna en el sistema
solar real (ver Figura . El periodo orbital de Jupiter alrededor del Sol se
tomo como 4332,59 dias, y su masa como 317,83 masas terrestres.

El Hamiltoniano tendrd una estructura similar al del PBC descripto en
, pero ahora considerando la perturbacién externa de Jupiter, es decir,

1 1—p 1 1
Hene =502+ 12) oo —apy — -~V = g (- L)

(%)
—my| ==,
ryo T

donde ahora r% = (z —

(4.4)
)2+ (Y —ys)t+ (2 —20)% y ry = 2%+ 93 + 25
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CAPITULO 4. APLICACION A SISTEMAS REALES

Resultados del control

oP Duracién AViin AV AViee AV /ano (AV)

(afio) (m/s) (m/s) (1m/s)
T_045 T ~ 80 0,0003 0,00003 126,70 1,58 0,42
T_222 T¢ ~ 80 0,0003 0,00003 644,90 8,06 1,00
146A 37° ~ 240 0,00003 0,000003 1593,00 6,64 1,67
013 AT® ~ 320 0,00003 0,000003 427,21 1,34 0,45
S001 T ~ 80 0,0002 0,00002 39,46 0,49 0,30
L2NH2 T° ~ 80 0,00005 0,000005 546,02 6,82 0,58

Tabla 4.3: Resultados de aplicar el método de control a las OPs seleccionadas.

82



4.2. RESULTADOS NUMERICOS

Las componentes de la posicién de Jupiter se obtienen a partir de

Ty Tg cos¢p —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0 ay

(yJ) = <y5> + <sin¢> cos ¢ 0) (0 cost —sin@ ) (sinw cos ) 0> ( 0 ),

27 s 0 0 1 0 sinf cosf 0 0o 1 0
y en este caso los dngulos y los pardmetros en el sistema sindédico vienen
dados por ¢ = —t+ ¢y, 0 = 7,5° ¢ = wyt + Y5y ay = 20254215, wy; =
0,0063060804, m y = 313,96819, respectivamente.

Las integraciones se realizaron mediante un método de Runge-Kutta-
Cash-Karp con precisién relativa local 10715 [24]. Al finalizar cada una de
estas integraciones, se calculd la desviacién del vector de estado (posicién y
velocidad) en la seccién de Poincaré ¥, respecto a la OP, se aplic6 a esta
desviacion el método de control de la Seccion y se aplicé la correccion
de velocidad Av asi calculada, procediéndose a la siguiente integracion a
partir del nuevo vector de estado asi construido.

A fin de obtener resultados mas realistas, se implementaron dos varia-
ciones respecto del método de control “ideal”. La primera consistié en no
aplicar el impulso de control si el cambio de velocidad resultante es menor
que una cota prefijada AV,,.;n. Ello es debido a que los motores de posicién
reales tienen cotas minimas por debajo de las cuales el impulso aplicado es
propenso a grandes errores relativos [16]; estas cotas eran de aproximada-
mente 20 cm/s (~ 0,0002 en unidades sinddicas) para motores de combus-
tible liquido, pero en los 20 anos transcurridos entre la publicacion de estos
datos [16] y la actualidad, la tecnologia de estos motores ha mejorado al
punto de que errores de unos pocos cm/s son hoy posibles; ademas, el desa-
rrollo e introduccién de motores idnicos ha reducido aiin mas estos valores,
a unos pocos mm/s o aun menos. Sin embargo, con el propésito de tener
impulsos de control lo mas realistas posible y que sean comparables con los
de trabajos previos [5], siempre se intenté aplicar impulsos no menores a 20
cm/s, y s6lo se admitieron valores menores de AV,,;, cundo la OP no pudo
estabilizarse sin hacerlo.

La segunda variacion respecto al control “ideal” consistié en emular los
errores inherentes al funcionamiento de un motor de posicién real. Para ello
se agrego al impulso de control ya calculado una variable aleatoria Gaussiana
en cada componente, de media nula y amplitud AV, igual al 10 % del valor
de AV,in. Pese a los avances en la tecnologia desde la publicacién de Gémez
[16] de éstos valores, nuevamente preferimos ser conservadores al respecto.

Una tercera variacién respecto al control “ideal” consistiria en emular los
errores de telemetria, introduciendo variaciones aleatorias en el vector de es-
tado pasado al algoritmo de control. Sin embargo los errores en coordenadas
y velocidades serian muy pequenos, aun para el estado de la tecnologia de
hace veinte anos [16], por lo que ésta variacién no ha sido implementada.

En la Tabla[4.3]se muestran los resultados de aplicar el método de control
a las OPs seleccionadas. Se detallan: el impulso minimo para ejercer control
AVyin, €l error en el impulso de control AV, y el impulso acumulado
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CAPITULO 4. APLICACION A SISTEMAS REALES

AV,ee alo largo de los 1000 periodos orbitales, todos en unidades sinddicas;
también se muestra el consumo o impulso medio anual AV /afio en m/s, y
el valor medio de cada impulso (AV') en m/s.

No se incluyen figuras aparte mostrando las érbitas controladas sobre
1000 periodos, ya que resultan visualmente indistinguibles de las Figuras

y [4.5] de las OP no perturbadas.

4.3. Discusion

El método de control fue implementado con éxito en todos los casos, per-
mitiendo estabilizar diversas OPs en el sistema Tierra-Luna, en el marco del
BCP Sol-Tierra-Luna, sobre intervalos de tiempo mucho mayores (10007®)
al requerido en implementaciones practicas y utilizando valores de impulsos
minimos muy realistas AV, entre 20 y 30 cm/s en algunos casos (OPs
T_045, T_222 y S001) y para el resto con impulsos minimos entre 3 y 5 cm/s
(OPs 146A, 013 y L2NH2) como se muestra en la Tabla [4.3] De allf también
puede verse que los consumos promedio por afio AV /ano fueron aproxima-
dos o menores a 8 m/s en el peor de los casos mostrados (OPs T_222, 146A
y L2NH2), y bastante menores en otras (OPs T_045, 013 y S001), es decir,
resulté extremadamente bajo como desedbamos. Vale la pena remarcar que
este consumo podria optimizarse aiun més aumentando la cantidad de pun-
tos de control a lo largo del periodo de la OP como lo hace Leiva [5], en vez
de usar uno solo como en nuestro caso.

Estos consumos son comparables (mismo érden de magnitud) e incluso
menores a los obtenidos por Leiva [5] y por G. Gémez [16] para 6rbitas Halo
en torno a L; y La que son de algunos m/s por afio, pese a que en su trabajo,
Leiva considera multiples puntos de control (entre 8 y 15 aproximadamente)
a lo largo del perfiodo de una dada 6rbita T-periddica.

Por otro lado en el caso de la orbita T_045, si bien seleccionamos un
impulso minimo de ~ 30 cm/s a fines de comparar con otros trabajos, ésta
orbita es muy bien comportada ya que pasa lejos de las primarias y pudo
estabilizarse incluso con un impulso minimo de ~ 80 cm/s.

A modo de aclaracion, en lo que respecta al consumo promedio por
impulso (AV) hay que notar que para todas las OPs se observé una cier-
ta variabilidad numérica al correr la misma simulaciéon varias veces. Esto
se debié a que el cédigo genera los errores AV, del impulso de control
mediante un generador de ntimeros aleatorios. Este hecho no trae mayores
complicaciones ya que todos los valores arrojados conservaban el érden de
magnitud.

Por otro lado, la restriccién del método de control a la aproximacion
lineal tiene el inconveniente de que el impulso de control minimo admisible
AVpin tiene que estar dentro de su region de validez alrededor del punto fijo.
Cuando no lo esté, los impulsos de control no se calculan de acuerdo con la
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4.3. DISCUSION

ley de control lineal y la érbita se vuelve rapidamente incontrolada.
Este es el caso de las érbitas periddicas 146A, 013 y L2NH2, donde tuvimos
que tomar un AV,,;, méas pequeno para lograr el control. Otro caso en el que
el algoritmo de control introducido aqui puede fallar, es cuando los autovec-
tores comunes de M y A son casi paralelos. En estos casos, imprecisiones en
los impulsos aplicados pueden posicionar la 6rbita cerca de, o incluso sobre
las variedades inestables del sistema.

A pesar de estos inconvenientes, el algoritmo también tiene ventajas
atractivas. Una de ellas es la simplicidad de la ley de control que tiene
la misma forma para cualquier combinacién de estructuras S, C o sf y se
ha demostrado capaz de controlar 6rbitas de muy diferentes tipos (satélites,
Lagrangeanas y érbitas de transferencia) y con dindmicas muy diversas (sfC,
SSC, SSC, SSS, SCC y SCC) por perfodos de tiempo mucho més largos
que los requeridos por cualquier misién realista (mas de 80 anos). Ademaés,
en cualquier punto de control dado, la transformacién (ley de control) que
mapea el desplazamiento dr al impulso de control Ar depende sélo de los
parametros de la érbita de periddica de referencia (a través de los autovalores
y autovectores de M), y no del dr mismo, comportamiento caracteristico de
un mapa lineal que es heredado por la ley de control lineal .
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(a) Orbita L2NH2

(b) Orbita S001

Figura 4.5: Tlustraciones de las érbitas 3D controladas, en coordenadas y
unidades sinddicas. Las lineas rojas representan las 6rbitas y sus proyeccio-
nes sobre los planos coordenados. Las esferas y circulos muestran la posicion
de la Tierra (izquierda) y la Luna (derecha) y sus respectivas proyecciones;
los cubos y cuadrados muestran la posicién de los puntos Lagrangianos coli-
neales Ly (izquierda) y Ly (derecha) y sus respectivas posiciones. La Tierra
y L1 no aparecen en la Figura debido a la escala adoptada.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

A lo largo de todo este trabajo estuvimos motivados con la idea de desa-
rrollar un método que nos permita estabilizar orbitas para sistemas Hamil-
tonianos T-periddicos debido a que juegan un papel importante en la teoria
de los sistemas dinémicosE] especialmente en aplicaciones a la Mecdanica, y
en particular a la Mecanica Celeste y la Astrondutica. En nuestro caso el
caos surge al momento de intentar integrar las ecuaciones de Newton para el
problema de tres cuerpos, ya que al contrario del problema de dos cuerposE]
éstas no tienen solucién analitica. El sistema Tierra-Luna-Sol es un caso
muy parecido al de tres cuerpos en este aspecto, y es también una aproxi-
macién cualitativamente razonable al sistema solar real, para movimientos
en o cerca del sistema Tierra-Luna. Por ese motivo adoptamos el PBC como
objeto de estudio para modelar el problema de cuatro cuerpos donde se con-
sideré el movimiento de una masa infinitesimal m en el campo gravitatorio
de la Tierra, la Luna y el Sol; donde luego se agregd la perturbacién externa
de Jupiter.

5.1. Aspectos teodricos

En el marco del Capitulo [2] dedujimos las formas més generales para un
Hamiltoniano o una Lagrangiana T-periédicos linealizados alrededor de una
solucién T-periddica, formalismo que nos permitié obtener las ecuaciones de
movimiento para un sistema general de este tipo. En nuestro caso la lineali-
zacion de las ecuaciones de un sistema T-peridédico alrededor de una 6rbita
periddica, nos permitié realizar un desarrollo tedrico completo del método
de control, ayudados por el hecho de que la matriz de monodromia M del
sistema linealizado es la matriz fundamental de un sistema auténomo equi-
valente (SAE) evaluada a t = T', M = ®(T'). Asimismo, la simplecticidad
de M nos dié informacién acerca de sus autovalores y por ende del tipo de

'El caos, en particular, es un 4rea de estudio dentro de los sistemas dindmicos.
2Tiene solucién cerrada por cuadraturas integrales.
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dindmica que desarrolla (S, C, sf, etc.). Pudimos encontrar una relacién de
semejanza, via una transformacién de Legendre, entre las matrices funda-
mentales “candnicas” Hamiltoniana y Lagrangiana, y por lo tanto de las
matrices de monodromia My y My, respectivamente. Esto permite aplicar
todo lo que hemos deducido para la matriz de monodromia My del siste-
ma Hamiltoniano a la matriz de monodromia My, del sistema Lagrangiano,
directamente y sin modificacion alguna, ya que Mg y My son simplemente
representaciones del mismo operador lineal en dos bases diferentes. Por otro
lado, una caracteristica muy importante es que, el SAE serd el mismo en
cualquiera de las dos formulaciones, Hamiltoniana o Lagrangiana y esto es
asi ya que fisicamente representan la misma dinamica. Por otro lado, una
consecuencia del “teorema fundamental” (ver Seccién es que nos per-
miti6 encontrar una relacién entre el SAE y el sistema T-periédico donde
las matrices 2B y A son semejantes, y si estan escritas en la misma base,
entonces deben ser iguales: QB = A. De ésta manera obtuvimos la trans-
formacién de semejanza T real que reduce A a QB en 1, 2 y 3 g.l.; ésta
transformacion fue fundamental para el desarrollo del método de control 3D
(ver Tabla . Precisamente uno de los aportes novedosos de este trabajo
es haber demostrado la existencia de un SAE Hamiltoniano y real atin en el
caso de una dindmica S (punto hiperbdlico de reflexién), caso en el que el
Teorema 1.1 del trabajo de L. Dieci [21] parece prohibirlo. A este respecto
debemos destacar que dicho Teorema es perfectamente valido; lo que no re-
sulta vélido es la interpretacion que usualmente parece hacerse del mismo:
El Teorema afirma que para una dindmica S no existe H Hamiltoniana y
real tal que M = exp(H); esto es cierto pero pudimos probar tres cosas:

1) Existe P(t), 2T-periddica tal que M = P(T") exp(H).

11) Existe un SAE que se puede construir a partir de la transformacién
z = P(t)y.

1) La presencia de P(¢) en M es irrelevante para el método de control.

Por otro lado, para el caso sf se puede construir un SAE sin P(¢), pero
sélo a costa de empeorar la forma de los exponentes caracteristicos, lo cual
es inadecuado para el método de control; asi que en este caso preferimos
también implementar P(¢).

Otro aporte novedoso de este trabajo, también en el Capitulo [2] es la
introducciéon de un método para ejercer control en la variedad central, que
consiste en la minimizacién de la energia correspondiente a ésta variedad,
sujeto al vinculo de posicionar la érbita sobre las direcciones estables de las
variedades sillas o sillas-foco. Esto se hizo efectivo mediante el método de los
multiplicadores de Lagrange. A este respecto debemos destacar lo siguiente:
En G. Gémez [16], y hasta donde se ha podido verificar, en toda la literatura
actual se afirma que no es necesario ejercer control en la variedad central.
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Para las orbitas planares de este trabajo 013, 146A y 045, cuya estructura
incluye una variedad C (z, 2), hemos podido verificar que en gran medida
ésto es correcto: si al impulso de control calculado se le quita su proyeccion
sobre la variedad central, ni la estabilidad de la érbita ni los valores de
la Tabla cambian mucho; simplemente, la dispersién en (z,2) de los
estados antes de cada impulso de control aumenta, aproximadamente en un
factor 10, pero aun asi sigue siendo extremadamente pequefia, tipicamente
~ 107* en unidades sinédicas. Sin embargo para las érbitas 3D S001 y
L2NH2, cuya estructura incluye dos variedades C, si dejamos de ejercer
control en dichas variedades la érbita abandona la vecindad lineal del punto
de control, e incluso la vecindad del sistema Tierra-Luna, en wunos pocos
meses. Concluimos de ello que la comunmente postulada “inocuidad” de no
ejercer control en la variedad central, es mas una afirmacién sobre la clase de
orbitas y de métodos de control usualmente utilizados, que sobre la dinamica
y los métodos de control en general. En algunos casos, como hemos hallado
en este trabajo, no ejercer control en la variedad central puede resultar
desastrosd’]

En el Capitulo [3] se estudié en forma analitica explicita el método de
control en el caso 2D. Pudimos probar, ademas, que la dinamica para un
sistema en 3 g.l. se puede desacoplar siempre como un sistema de 2 g.l.
mdas un sistema de 1 g.l. Se present6 luego una seleccion de ejemplos de
“juguete” (numeérico) de tiempo continuo para poner a prueba el método,
donde tomamos T = 2,1, & = Qz y vimos como el sistema transiciona por
las distintas dindmicas a medida que variamos los v;, i = 1,2 (componentes
de U que definen la “curvatura del potencial”) y aumentamos 2 (componente
de Q que define la “velocidad angular”); éstos ejemplos se aprecian en las
Figuras — y son indicativos de que el método de control funciona
muy bien ya que permite tener acotado al sistema en una regién cercana al
origen a medida que crece el nimero de periodos (hasta N=100), donde por
cada periodo tenemos un punto de control, es decir, una acumulacién total
de 100 puntos. A demds, se pone en evidencia como el sistema general se
desacopla en un sistema 2D mas un sistema 1D al elegir la direccién de
perpendicular al plano zy.

5.2. Implementacion numérica y aplicacion
En el Capitulo [4 presentamos un conjunto de ejemplos de aplicacién de

nuestro método de control 3D a érbitas periddicas reales, donde las érbitas
T_045, T 222, 146A y 013 fueron extraidas de la Tesis Doctoral de A. M.

3El mismo comportamiento se observé en las simulaciones numéricas de sistemas 3D
e juguete”, que no se reportan en detalle en el Capitulo os sistemas con una unica
“d te”, t detall 1 Capitulo |2} L t
variedad C permanecen controlados ain si se deja de ejercer control en ella; mientras que
os sistemas con dos o tres variedades C se descontrolan rapidamente.
1 t d t dades C se d trol d t
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Leiva [5] (continuadas alli de PC3CR al PCBC y aqui al PBC); y las érbitas
S001 y L2NH2 que fueron continuadas directamente del PC3CR al PBC en
este trabajo. En éste ultimo modelo que usamos por simplicidad, el PBC, se
consider6 ademads la perturbacién generada por Jupiter a fin de hacer mas
realistas las simulaciones, en el sentido de incluir perturbaciones comparables
a las que se hallarian en el sistema solar real.

Los resultados de la Tabla dan cuenta del buen funcionamiento del
método de control sobre las mencionadas OPs, donde se logré un consumo
medio anual AV /ano extremadamente bajo, teniendo en cuenta impulsos de
control AV,,;, realistas de entre ~20 y 30 cm/s para algunas érbitas y no
realistas de entre ~3 y 5 cm/s para otras. Si se pretende obtener un AV,,;,
mayor, el algoritmo puede optimizarse si, dada una OP, reconstruimos las
variedades estables e inestables del sistema no-lineal completo. Esto, ob-
viamente permitiria estabilizar nuevas trayectorias que no pueden ser es-
tabilizadas segin la aproximacion lineal, mejorar los consumos obtenidos e
implementar impulsos AV/,,;,, mayores. Comparando con nuestro método, se
mejorarian los consumos pero se aumentaria la complejidad del problema, no
sélo por la dificultad que se presenta al intentar reconstruir numéricamente
las variedades estables del sistema, sino porque se perderia la simplicidad y
efectividad de una ley de control lineal.

Presentamos a continuacién un resumen de las principales ventajas y
desventajas del método de control propuesto en este trabajo:

Principales ventajas

1) Resulta de fécil implementacién practica, ya que elegido un dado punto
de control la telemetria puede alimentarse directamente al algoritmo de
control.

2) El consumo (AV /ano) es muy bajo, competitivo con métodos de control
aplicados en misiones reales.

3) Podemos aumentar el nimero de puntos de control que se utilizan. Ademas,
es posible determinar el nimero 6ptimo de puntos de control que estabi-
lizan una OP (ver [5], Seccién 4.5).

4) Dada una OP de referencia y un punto de control, la ley de control queda
completamente determinada.

5) En general, se logra estabilizar cualquier trayectoria si se aplican impul-
sos suficientemente pequenos (aunque en la practica éstos carezcan de
sentido).

Principales desventajas

1) La linealizacién debe ser vélida en un entorno lo bastante grande del
punto de control para acomodar las perturbaciones acumuladas sobre un
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periodo orbital (aunque esta desventaja puede aminorarse utilizando mas
de un punto de control).

2) El éxito de la estabilizacién depende fuertemente de la precisién con la
que se determinen los vectores de control.

3) Si algunos vectores de control son aproximadamente paralelos, impreci-
siones en los impulsos aplicados pueden posicionar la érbita sobre alguna
de las variedades inestables del sistema.

4) En general, OPs de perfodos grandes (T > T'®) son dificiles de controlar,
ya que las perturbaciones acumuladas sobre un periodo pueden ser de-
masiado grandes (aunque, nuevamente, esta desventaja puede aminorarse
utilizando més de un punto de control).

Como conclusién final, y como otro aporte original de este trabajo, la
implementacion del modelo PBC nos permitié probar nuestra hipdtesis so-
bre la no trivialidad de no ejercer control en la variedad central, es decir,
hallamos en algunos casos que el sistema tiende a diverger por acumulacion
de perturbaciones en tiempos muy breves (algunos meses) cuando no se ejer-
ce control, a diferencia de lo que se creia por ser la variedad central un caso
de estabilidad orbital [I6] lo que nos permitia no controlarla. Por lo tanto,
a partir de ésto, estamos en condiciones de decir que es realmente necesario
ejercer control sobre todos los tipos de dindmicas que rijan al sistema.

Por otro lado, al aplicar el método sobre las distintas orbitas en las que
se lo puso a prueba, por lo general se vié una cierta tendencia que en las
orbitas con dinamica SSC no hizo falta controlar en la variedad central, en
el sentido de que el sistema se mantenia controlado o bien la divergencia era
demasiado lenta, necesitando periodos extremedamente largos (mucho més
que cualquier misién real) para hacerse notoria. Este no fue el caso para 6rbi-
tas con dindmicas SCC donde el sistema mostraba una tendencia a diverger
rapidamente, implicando la necesidad de ejercer control constantemente en
todas las variedades.

A este respecto, en los trabajos de G. Gémez [16] no se hace mencién en
ningin momento acerca de como controlar en la variedad central y mucho
menos se mencionaron casos de control directo sobre ésta. Existe la posibi-
lidad que para las érbitas sobre las que trabajaron o realizaron misiones, el
hecho de no controlar en la variedad central era irrelevante ya que el siste-
ma no se apartaba demasiado de sus regiones de interés y quizas tampoco
implicaba un consumo en impulsos de control mucho mayor del que se ob-
tendria si se ejerciera control. Estos son supuestos elaborados a partir de no
encontrar una respuesta a la idea intuitiva que sugiere controlar en todas
las variedades del sistema.

Por éstas cuestiones también creemos que el thetodo propuesto para con-
trolar en la variedad central resulta exitoso y que puede ser un buen punto
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de partida para implementarlo en misiones futuras en las que no sea irre-
levante no ejercer control sobre ésta variedad. Por ello deseamos destacar
nuevamente un aporte original de este trabajo: la implementacién de un
método de control lineal que ejerce control sobre todas las variedades de la
dindmica linealizada alrededor de la OP de referencia.

5.3. Perspectivas a futuro

Como ya dijimos, existen varias cuestiones a mejorar en el tratamiento
del método de control, si quisieramos obtener resultados mas realistas, preci-
sos y eficientes. Para ello, se pueden abordar varios caminos, desde ahondar
mas alla en el modelo bicircular propuesto y agregarle la perturbacién de un
planetoide como Plutén ademas de la de Jupiter, que no cambiria de manera
significativa lo que obtuvimos, hasta extenderlo al cuasi-bicircular con las
respectivas Orbitas excéntricas de las primarias considerando las perturba-
ciones generadas por todos los planetas del sistema solar, mas otros tipos
de perturbaciones como, por ejemplo, la presiéon de radiacién producida por
llamaradas solares, errores en las mediciones de las senales (telemetria), etc.
O porque no, considerar el PCBC y extenderlo al sistema solar real (SSR)
considerando también correcciones relativistas en la fase solar, lo que genera
un retraso temporal en la perturbacion del Sol. Todas éstas propuestas son
buenas para hacer el método maés realista, aunque obviamente considerar
esto va de la mano con una complejidad tan extrema como se quisiera, no
solo en las ecuaciones de movimiento y soluciones del problema, sino tam-
bién en los tiempos de cémputos, lo que hace que no sea para nada trivial
su implementacion.

Por otro lado, se podria ir un poco mas alla, al nicleo del método de
control y considerar multiples puntos de control a lo largo del periodo de
una dada OP, en vez de uno solo como en nuestro caso. Esto seria benefi-
cioso ya que, por ejemplo, si el autovalor inestable de las variedades sillas
o sillas-foco son demasiado grandes puede darse el caso que la dindmica se
haya escapado muy lejos de la region permitida por la linealizacién antes de
que se vuelva a aplicar un impulso de control; un problema similar puede
ocurrir con la variedad central debido a la acumulacién de perturbaciones
y errores numéricos. Aun asi, esto no garantiza que el control se optimice,
ya que al dividir el periodo de la érbita en intervalos, sin conocer donde
estard el préximo punto de control, existe la posibilidad de que dicho punto
caiga en una regién donde hayan variedades paralelas, pudiendo la 6rbita
posicionarse sobre las variedades inestables del sistema. Por lo tanto, habria
que asegurarse de tomar los puntos (o intervalos) de forma correcta al mo-
mento de considerar la idea de aplicar multiples puntos de control. Respecto
a esto, una alternativa de trabajo podria ser tratar el caso de indicadores
para los mejores puntos de control de una OP, es decir, un método que nos
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permita decidir sobre cuales serian los puntos mas apropiados; éste método
podria ser ventajoso, ya que nos permitiria elegir puntos de control que estén
lejos de las regiones localmente mas inestables a lo largo de la OP, o donde
se dificil la distincién entre las variedades estables e inestables.

Por dltimo, y por completitud del método de control, se podria tratar
el problema de considerar ya no un sistema T-periédico, sino el problema
general de un sistema de tiempo continuo, en cuyo caso la elecciéon de los
puntos de control y los intervalos entre ellos y la construccién de un SAE
seria mucho més dificil, pero permitiria a cambio elegir entre una variedad
mucho mayor de 6rbitas de referencia, por ejemplo d6rbitas en el sistema solar
real.

Estas y otras posibles estrategias de optimizacion, serdn objeto de estudio
de trabajos posteriores.

93



CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

94



Apéndice A

De Hamilton a Lagrange y
viceversa

En este apéndice desarrollaremos las propiedades méas generales para un
Hamiltoniano T-periddico, esto es, daremos las caracteristicas de simetria
del Hamiltoniano y a partir de éste construiremos el Lagrangiano de forma
usual. Luego, procederemos de forma inversa, partiremos de un Lagran-
giano general y a partir de éste construiremos el Hamiltoniano y veremos la
equivalencia entre ambos enfoques. Este andlisis es necesario para las sim-
plificaciones usadas en el Capitulo [2] cuando se estudiaron las ecuaciones de
movimiento linealizadas.

A.1. Del Hamiltoniano linealizado a la Lagrangia-
na linealizada

Lo que se tratara en ésta Seccion estd basado en el analisis para obtener la
Lagrangiana linealizada a partir del Hamiltoniano linealizado. Este analisis
es valido para cualquier nimero finito n de g.l.

Como hemos visto en la Seccién para un Hamiltoniano T-periédico
arbitrario, la linealizacién de las ecuaciones de Hamilton alrededor de una
solucion T-periddica aislada siempre nos lleva a un sistema Hamiltoniano
lineal, T-periédico y no-singular.

Consideremos entonces el Hamiltoniano lineal T-peridédico méas general

posible con n g.l. que podremos tener,
1
H= ixTH(t)x, (A.1)

donde x = (q,p) € R*™, q,p € R", y H(t) es una matriz real 2n x 2n
T-periédica, independiente de x y no-singular. Este Hamiltoniano siempre
llevara a ecuaciones de Hamilton lineales, las que quedaran

% = QH(t)x, (A.2)
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asi que para que (q,p) sean variables canénicas QH(¢) debe ser una matriz
Hamiltoniana y, por lo tanto, H(t) debe ser una matriz 2n x 2n real y
simétrica (Vt). Por lo tanto podemos escribirla como

(B
0= (gith A A3

con A(t), B(t) y C(t) matrices T-periddicas nxn reales, y A(t) y C(t) simétri-

cas (V t); asumiremos tambien que A(t) es no-singular (V t), lo que justifi-

caremos en breve. Por simplicidad en adelante omitiremos escribir explici-

tamente la dependencia temporal de todas las matrices. El Hamiltoniano se

escribird entonces
1

1 1 1
Hyjp = —x Hx = §pTAp + §qTBp +-p

1
5 ;P BTa+ Sq’Ca (A.4)

2
Considerando la Lagrangiana L, por definicién, p = g—é y entonces
H=p'4§-L=L=p"q-H. (A.5)

Como queremos que las ecuaciones de movimiento sean lineales también en
la formulacién Lagrangiana, p debe ser funcion lineal de q y §. Asumiremos
entonces

oL
— =aq+b d A6
og —2atbatd, (A.6)
con lo cual integrando tenemos
1-T . . T 1 T « T T
L:§q aq+q bq—§q cq+q d+qe. (A.7)

Aqui a, b y c son matrices n X n reales, y d y e son vectores en R™. Notese
que estamos admitiendo la posibilidad de términos lineales en q y en ¢ en
la Lagrangiana, y no estamos asumiendo nada (a priori) sobre la simetria o
nodea, byc

Tenemos entonces de (A.4) y (A.5)
T . L 7 L 7 L 7o L 7
L=p a-(gp Ap+5a Bp+op BlatgaCql. (A.8)
Ahora, substituyendo p = aq + bq + d en (A.8), donde también des-
cartamos constantes y derivadas totales respecto de t de funciones de q y
t, y a su vez usando y' m’z = z’my V m, z, y (porque es un escalar) y
reordenando, tenemos
1
L= iqT(QaT —alAa)q+ ¢ (b—alAb —a’BT)q
1 (A.9)
- §qT(C +bTAb + 2Bb)q + 7 (1 — a’A)d — qT (b"A + B)d.
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Comparando esto tltimo con (|A.7]) obtenemos entonces el sistema de ecua-

ciones
a=2a" —aTAa

b=b-—alAb—a’B”

c=C+bTAb+2Bb . (A.10)
d=(-aTAd
e=(b'A+B)d

Trasponiendo la primera relacién (recordando que A es simétrica) se tiene
a” = 2a—a”Aa y luego restando ambas, implica a —a’ = 0, es decir, a debe
ser simétrica.
Luego la primera relacién se reduce a a = aAa, es decir, Aa =loa = A1
Usando ésto, de las demds ecuaciones (en el mismo orden) es facil ver
que

b=-A"'B"

— _ 1T

;_g BATBY (A.11)
e=0

En definitiva la expresiéon més general para la Lagrangiana del sistema T-
periddico linealizado alrededor de una solucién T- periddica aislada queda

1.+ 4. . _ 1 _
Lim=-a"Atq - g (A7*BT) - §qT(C —BA™'BT)q

: . , (A.12)
= §<31Ta<'1 + 4" bq — §chq

con a(t), b(t), c(t) matrices T-periédicas n x n reales, y a(t) y c(t) simétri-
cas (Vt), que en términos de las matrices del Hamiltoniano linealizado, se
escriben a = A~ y el resto como en (A.11)).

Vemos también que a debe ser no-singular, ya que %qTaq es una energia
cinética y por lo tanto definida positiva; en consecuencia A también resulta
no-singular, como habiamos asumido.

A.2. Dela Lagrangiana linealizada al Hamiltoniano
linealizado

Ahora vamos a proceder a la inversa, mas que nada como verificacion.
Supongamos una Lagrangiana real, T-periddica, y a lo sumo cuadrética en
q; v Gi, cuya forma més general podemos escribir

1 . ) 1 .
L= 5 s (t)digj + bij(t)diq; — 5Cis (t)qigj + di(t)dg; + ei(t)q, (A.13)
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donde ajj, b;j y c;j son matrices reales n x n T-periddicas e independien-
tes de las ¢; y las ¢;, vy d; v e; son vectores en R™ T-periddicos, reales e
independientes de las ¢; y las ¢;.

Notemos primero que toda matriz a real puede descomponerse en la
suma de sus partes simétrica as y antisimétricas a,, definidas como

2 1= %(a +aT), ay = %(a _ a7y, (A.14)
que obviamente satisfacen
asl =as, a,! = —a,. (A.15)
Con ésto vemos que
aij(t)gig; = 4 ad = 4" (as + 22)4 = q"asq + ¢ 2.4, (A.16)

Cij (t)QZq] = élTCq = qT(Cs + Ca)q = élTqu + (.]Tca('l-

Pero siendo ¢”aq y q”cq escalares, deben ser iguales a sus transpuestas:

d'ag=(q"aq)" =q"a"qg=q"a"q+q"a."q = q"a.q — ¢ a.q, (A17)
dcd=(4"cq)" =¢"Tq=q4""q+d"c."a=q"csq - ¢"cat.
Luego, de las ultimas igualdades de (A.17) es inmediato que
4"a,4=0, G'cag=0. (A.18)

Es decir, si a;; y ¢;; tuvieran parte antisimétrica no-trivial, éstas no
contribuirfan a la expresién de L. Por lo tanto a;; y ¢;; pueden asumirse
simétricas sin perder generalidad.

Por otra parte,

1 ..

EC = iaij(t)qiqj, (Alg)
es una energia cinética y por consiguiente definida positiva. Vemos entonces
que a;; debe asumirse no-singular.

En cuanto a los términos lineales notaremos dos cosas:

En primer lugar:

d .

di(t)g; = %(di(t)%') —d;(t)qi, (A.20)

de modo que este término puede absorberse en ¢;(t)g; sin alterar las ecua-
ciones de movimiento; analogamente

ei(t)gi = % (/tei(s)%'d3> - /tez'(s)qz'd& (A.21)

de modo que alternativamente este término puede absorberse en d;(t)¢; sin
alterar tampoco las ecuaciones de movimiento.
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En segundo lugar, si partimos de una Lagrangiana T-periédica L(q, q,t)
que describa el mismo sistema que el Hamiltoniano H(q, q,t), es evidente
que las ecuaciones de Euler-Lagrange admitirdn una solucién T-periddica

¢(1), tal que

4 (5) @0.60.0 - Lo dw.0 =0, W (a2
Si realizamos la transformacién de Legendre
L(q,q,t) — H(q,4,1), (A.23)
ésta mapeard
é(t) Pq(t)
(5n) — (00) 20
con oL .
¢Q(t) - ¢(t)7 ¢p(t) = aiq(d)(t)a ¢(t)7t)7 (A'25)

y (q(t), dp(t)) serd por definiciéon una solucién T-periédica de las corres-
pondientes ecuaciones de Hamilton, es decir,

Bult) = aa];wq(t), Bp(0). 1),
_ - (A.26)
¢p(t) = _aiq(qbq(t)a ¢p(t)’t)~

Si ahora linealizamos el Hamiltoniano alrededor de (¢4(t), ¢p(t)) obten-
dremos el sistema Hamiltoniano lineal del principio,

con X
_ 0°H ([ C(t) B(1)
MO = 500000 = (i) hg)).  (A29)
una matriz real y simétrica como ya vimos, y con Hamiltoniano
L L L o7 L 7
Hiin(a,p:t) = 5P AP + 54 Bp + 5p BT+ 5q' Ca. (A.29)

Y como ya vimos también, la transformacién de Legendre inversa

Hlin(q) P, t) — Llin(qa (.L t)7 (A?’O)

nos lleva a una Lagrangiana linealizada de la forma

1.+ . . 1
Liin = iqTaq +§'bq — §chq, (A.31)
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que no contiene términos lineales ni en q ni en §. Por lo tanto del diagrama
conmutativo

L —— Ly,

|

H—— Hlm

vemos que la linealizacién directa de L alrededor de ¢(t) debe generar una
Lagrangiana linealizada con términos cuadréticos solamente, es decir, con

dl(t) = ei(t) =0.

La Lagrangiana linealizada se escribe entonce]]

1.0 . . 1
Mm=§d5q+d%q—?fm
(A.32)
1 .. ) 1
= —ai;(t)qi4; + bij(t)dig; — zcij(t)aig;,

2 2

con a;j(t) y ¢;;(t) simétricas.
Vamos a realizar ahora la transformacién de Legendre de la Lagrangiana
linealizada al Hamiltoniano linealizado. Los momentos seran

oL )
pi = 5o = aij(t)g; + bij(t)g;, (A.33)
(3
luego
Lji = ai_kl (t) (pk — bkm(t)qm). (A34)
La funcion energia sera
. 1 . 1
E=¢q¢p — L= §aij(t)Qin + §Cij(t)Qin~ (A.35)
Luego, usando la simetria de a para cambiar a;; por ag;, recordando que
aijaj_ll = 0; v que al’ = a, el Hamiltoniano quedars después de un poco de
algebra

1 _ 1
H= §akll () Pk — brem (£)qm) (p1 — bin(t)qn) + §cij (t)qiq;
1 _ 1 _ 1
= §qT[bTa b+ clq+ ipT[a 1]p -3 T[

137
b
54 ]

1
a”'b]"p— op’la"'bla.

De aqui podemos leer los elementos de la matriz H(t):

bTa=lb+c —bTa"l

H(t):< : o - ) (A.37)

'En este Apéndice mostramos el subindice “lin” sélo para analizar como ir de una
representacion a otra; en las secciones [2.1.1] y 2-I.2] omitimos escribirlo para ahorrar nota-
cion.

100



A.2. DE LA LAGRANGIANA LINEALIZADA AL HAMILTONIANO
LINEALIZADO

Dado que a y c son simétricas, que [a~'b]T = bTa"! y que [b’a"ta]T =
b”a=1b, es inmediato que H(t) es simétrica, sin necesidad de imponer nada
acerca de la simetria (o no) de b.

Es inmediato verificar de las ecs. (A.28)) y (A.37) que

a=A"1
b= —aB? = —A7!BT (A.38)
c=C—-blatbh=C—-BA !B,

las mismas relaciones que ya obtuvimos.

101



APENDICE A. SOBRE HAMILTON Y LAGRANGE

102



Apéndice B
Dinamicas en 2 y 3 g.l.

A modo de completitud, en este Apéndice se presenta primero una clasi-
ficacion completa de las dindmicas en 2 g.l. que se estudiaron en la Seccién
2.5.2

Luego, una vez detalladas estas dinamicas, procederemos también a com-
pletar la clasificacion de la transformacién de semejanza, para todos los ca-
sos, que llevan A a QB cuando estudiamos el SAE en la Seccién donde
para ello es necesario obtener los autovalores y autovectores de QB.

Si bien deberiamos seguir el mismo planteamiento para el caso de 3 g.l.
presentado en la Seccién [2.11] preferimos tomar la “salida rapida” y remarcar
nuevamente que la clasificacién completa se obtiene de una combinacién de
los casos en 2 g.l. que se detallan a continuacion.

B.1. Clasificacion de las dinamicas en 2 g.l.

Dindmica CC: los autovalores de M pueden escribirse \; = e~ ™17,
)\fl = T )\, = e~w2T A;l = 2T v suponemos wy # wy; los corres-
pondientes autovectores seran (vi, v, va, vj) € C*, con

w1 T ¢ *

_szJlTvl7 '\/IV?< =€ Vi,

Mvi; =e
Mvy = e2Tvy Mvh = e™2Tv3,
Anélogamente al caso de la dinamica C con 1 g.l., vemos que en la base
real {Re(v1),Im(v1),Re(va),Im(va)} la matriz se expresa

cos(wiT) sin(wiT) 0 0
| —sin(wiT) cos(w1T) 0 0
M= 0 ' 01 cos(w2T) sin(w2T) | (Bl)
0 0 —sin(waT') cos(w2T)

es decir, dos rotaciones de angulos w11y w1 en sentido negativo, en dos
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planos mutuamente ortogonales. Calculando por bloques es inmediato que

0 wT O 0 cos(wi1T) sin(wiT) 0 0
—wiT 0 0 0 _ | —sin(w1T) cos(w1iT) 0 0
exp 0 0 0 weT | ™ 0 0 cos(waT) sin(weT) |
0 0 —wT 0 0 0 —sin(waT) cos(w2T)

y vemos que en esa base la matriz de monodromia viene dada por M = 7B

con

0 wp O O w1 0 0 O
_ | —w1 0 0 O _ 0w 0 O
QB = 0 0 0 w2 | - 0 0 wa O |
0 —wy O 0 wo

donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es
simétrica. También es evidente que

TQB

Mv; = ey, = e “Tv; = QBv; = —iw;v;,

My} = eTByvr = Ty* = OBV} = iwv?,

es decir, (v1, v}, va, v3) son autovectores de Q2B con autovalores (—iw;, iwi,
—iws, iwsy), respectivamente.

Dindmica SS: los autovalores de M pueden escribirse A\; = eM 7, /\1_1 =
e T Ny = T Ay L= e=mT v suponemos M # 712; los correspondientes
autovectores seran (viy, vi_, Vai, Vo_) € (C4, con

Mvi, = 6771TV1+, Mvi_ =e Ty _,

Mvo, = 6772TV2+, Mvy_ =e Ty, .

Anidlogamente al caso de la dindmica S con 1 g.l., vemos que en la base
real {vi4+,Vi—,Vvoy,va_} la matriz se expresa

cosh(mT) sinh(m T) 0 0
| sinh(mT) cosh(mT) 0 0
M= 0 0 cosh(n2T) sinh(n2T) | (B.2)
0 0 sinh(n2T") cosh(n2T)

es decir, dos distorsiones hiperbdlicas en mT" y 12T, en dos planos mutua-
mente ortogonales. Calculando por bloques es inmediato que

0 mT O 0 cosh(mT) sinh(m T) 0 0

exp mT 0 0 O _ sinh(mT) cosh(mT) 0 0
0 0 0 nT 0 0 cosh(n2T) sinh(n2T) |
0 0 wT 0 0 0 sinh(n2T") cosh(n2T)

y vemos que en esa base la matriz de monodromia viene dada por M = 78

con

0n 0O -n1 0 0 O

_ m 0 0 0 _ 0 m 0 O
B=|500m | B=| 0 0-pol

0 0mn O 0 0 0
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donde la primera matriz es evidentemente Hamiltoniana y la segunda es

simétrica. También es evidente que
TQB T

viy =€l v = QBviy = nivig,
inT

MVz‘+ =€

TQB

Mv,_ =e'*Pv,_ =e " v,_ = QBv;,_ = —nv,_,

es decir, (vViy, Vi—, Vo, Vo_) son autovectores de QB con autovalores (7,
—n1, N2, —N2), respectivamente.

Dindmicas SS y SS: (si es SS la reordenamos a SS). El tinico cambio
respecto de la dindmica SS es el signo de los autovalores de M, que pasan a
ser —etMT oEm o _eEmT _odneT respectivamente.

Tenemos M = (6'22 ?;)eTQB o M = —¢T9%8 | respectivamente, con la mis-
ma B del caso SS. Los autovectores, y los autovalores de B, son también los
mismos del caso SS.

Dindmicas SC y SC: (si es CS o CS, la reordenamos a SC o SC)
Podemos obtenerla combinando los casos anteriores. Los autovalores de M
serdn etT | eFWT o _otNT oW pogpectivamente. Tenemos respectivamen-

te M = <_'2 02>€TQB oM =¢e"8 con

02 Iz
0n 0 0 7000
_[no0o0 o0 _(onoo
QB 00 0 w |’ B 0 Owbo0 )’
00 —-w O 0 00w

en ambos casos. Los autovectores son los correspondientes a combinar las
respectivas dindmicas de 1 g.l. y los autovectores de B igual.

B.2. Clasificaciéon en 2 g.l. para el SAE

En esta Secciéon se presentan las transformaciones de semejanza que lle-
van A a su “forma candnica”, donde sabemos que 2B y A deben ser semejan-
tes y si, ademads, estan escritas en la misma base, entonces deben ser iguales
QB = A. Para esto, en lo que sigue, se usardn las expresiones obtenidas para

M y B (por consiguiente QB) en la Seccién y

Dinamica CC: Los autovalores u; y autovectores w; de QB son

1 1
Mlziw1HW1=(8>, Mzz—iw1<—>W2=<l),
0

0
M3=iw2<—>W3=(9>, M4=—iW2<—>W4=(

i

Luego poniendo

W e w 1188 ) 1/1-i00

_ 1 W2 W3 Wq\ i —1 -1 _ 1700

SCC—(¢ 1 L)—<0011>v SCC_2<0011'>’
00 i —i 001 i
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tenemos

w1 0 0 0
Sce(QB)Sce = ( 0 6, o ) = diag(u1, iz, 113, j14)-
0 0 0 —iwe

Por otro lado debemos tener

AX’L:,U”LX’M Z4:1727374

S;qlASeq = diag(ﬂly M2, 13, M4)7 Seq = (X1 312 xf )14 )

Entonces
Sco(2B)Sce = S, ASeq = QB = (SegSce) ' A(SeqSae),

de donde es inmediato que la transformacion de semejanza que reduce A a
QB viene dada por

X1+X9 X1—X9 xs+x4 X3 —X4
T=5.S=1 = ( 2 27 2 27 )
crec y ’ A

y su inversa T~!, es decir

0 8 8

-1 —

TAT=0B=| &9 ¢ :
0 0 —w2 O

Dinamica SC: Los autovalores u; y autovectores w; de QB son

1 1
M1=7]<—>W1=<(1)>, M2=—77<—>W2=<_01)7
0 0

0
/nginW;g:((lJ), ,u4:—iw<—>W4:< >
7 i

| moco

Luego poniendo
(W1 W2 W3 W4\
Sso= (111 ¢)—<

tenemos

OO =
col~
—
=He=OO
« | co
.
v

70 0 0
Sse(QB)Sse = (80" 2o ) = diag(p1, p2, 13, p14)-
000

Por otro lado debemos tener
AXi = MiXi, 1= 1,2,3,4
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1x2x3x4)

Seq ASeq = diag(pi, i, i3, 1a),  Seq = ()

Entonces
S5e(0B)Sse = S ASeq = QB = (SegS5d) T A(SeqS5d);

de donde es inmediato que la transformacién de semejanza que reduce A a
QB viene dada por

T= Seqsgé = (

X1+tXg X1—Xg X3+X4 X3—X4
2 2 2i ,

2
\ 1 { {

y su inversa T!, es decir

T IAT=QOB = (

co3 o
coo3
|

coco
€

of oo
\—/

Dindmica SC: Los autovalores u; 'y autovectores w; de QB son los
mismos del caso SC, luego tendremos

ifiere es la matriz P(T').

[N eNe]

T IAT=0B = (

oco3 o
0, ococol
of oo

w

con la misma T del caso SC. Lo unico que

Dinamica SS: Los autovalores p; y autovectores w; de QB son

1 1
M1=771<—>W1=<5>, M2=—771<—>W2=<01>,
0 0

0 0
M3=772<—>W3:<(1)>7 u4=—772HW4=<?1>-
1 —

Luego poniendo

110
(W1 W2 W3 Wgq\ 1-10
SSS—(i UG i)—(gg%

tenemos

OO =
ool
(5=
OO
| —=OoOO
—_
SN—

Sgé‘(QB)SSS = (8 7(;717[])2 8 ) = diag(,“’lm“ZHUBa/lﬁl)-
0 0 0 —n

Por otro lado debemos tener
Ax; = piXq, 1= 1,2,3,4
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APENDICE B. CLASIFICACION DE LAS DINAMICAS 2D Y 3D

Se_qlASeq = diag(ﬂla K2, 13, M4)7 Seq = ()j,l )12 Xf X4)-
Entonces
Sgs(2B)Sss =S ASeq = QOB = (SeqSgs) 'A(SegS5d);

de donde es inmediato que la transformaciéon de semejanza que reduce A a
QB viene dada por

X1+tXg X1—Xg X3+X4 X3—X4
T=S S_1 = < 2 2 2 2 )
6I-58 ! ! 1 A

y su inversa T~!, es decir

[=NeRea)

T IAT=QB = (

coS o
cocoS

3
[V}

oS oo
\/

Dinamicas SS y SS: Los autovalores p; y autovectores w; de QB son
los mismos del caso SS, asi que tendremos

con la misma T del caso SS. En lo tinico que difieren es en relacién a las
matrices P(T) en todos los casos.

0
TIAT=0B = ( 0

coS o
cooS
o3 oo

72

108



Bibliografia

[1]

2]

[3]

[10]

E. Ott, C. Grebogi, & J. A. Yorke, Controlling chaos. Phys. Rev. Lett.
64, 1196-1199 (1990).

E. Scholl & H. G. Schuster, eds., Handbook of Chaos Control 2nd. Ed.
WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim (2008).

M. A. F. Sanjuan & C. Grebogi, Recent Progress in Controlling Chaos.
World Scientific Publishing Co. (2010).

R. L. Devaney, An introduction to Chaotic Dynamical Systems. Addi-
son Wesley, New York (1989).

A. M. Leiva, Orbitas de transferencia entre la Tierra y la Luna. Tesis
de Doctorado en Astronomia (director: C. B. Briozzo), OAC, UNC
(2008).

A. M. Leiva & C. B. Briozzo, Fast Periodic Transfer Orbits in the Sun-
Earth-Moon Quasi-Bicircular Problem. Celest. Mech. Dynam. Astron.
91, 357-372 (2005).

A. M. Leiva & C. B. Briozzo, Extension of fast periodic transfer orbits
from the Earth-Moon RTBP to the Sun-FEarth-Moon Quasi-Bicircular
Problem. Celest. Mech. Dynam. Astron. 101, 225-245 (2008).

A. M. Leiva & C. B. Briozzo, The FEarth-Moon CR3BP: a full Atlas
of low-energy fast periodic transfer orbits, arXiv.org astro-ph/0612386
(2006).

A. M. Leiva & C. B. Briozzo, Condiciones de fase y continuacion
analitica de orbitas peridodicas de transferencia rdpida del RTBP
Tierra-Luna al Problema Cuasi-Bicircular Sol-Tierra-Luna, BAAA,
47, 81-84 (2004).

A. M. Leiva & C. B. Briozzo, Método general para controlar drbitas
periddicas inestables en el Problema Cuasi-Bicircular Sol-Terra-Luna,

BAAA, 48, 53-56 (2005).

109



BIBLIOGRAFIA

[11]

[12]

[13]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

110

A. M. Leiva & C. B. Briozzo, Control of chaos and fast periodic trans-
fer orbits in the Farth-Moon CR3BP, Acta Astrondutica 58, 379-386
(2006).

J. P. Marcuzzi, A. M. Leiva & C. B. Briozzo, Maniobras y control de
orbitas periddicas de transferencia Tierra-Luna utilizando variedades
estables e inestables, BAAA, 49, 81-84 (2006).

A. M. Leiva & C. B. Briozzo, Control de una trayectoria de transferen-
cta con impulsos realistas considerando perturbaciones en el Problema
Cuasi-Bicircular Sol-Tierra-Luna, BAAA, 50, 35-38 (2007).

M. A. Andreu, The Quasi-bicircular Problem. Ph. D. Thesis, Dept.
Matemadtica Aplicada i Andlisi, Universitat de Barcelona (1998).
http://www.maia.ub.es/dsg/1998/9801mangel _ e.ps.gz

V. Szebehely, Theory of Orbits, The Restricted Problem of Three bo-
dies, Academic Press, New York (1967).

G. Gomez, J. Llibre, R. Martinez & C. Simé, Dynamics and Mis-
sion Design Near Librations Points. Vol. I: Fundamentals: The Case
of Collinear Libration Points. World Scientific Monograph Series in
Mathematics - Vol.2 (2001).

A. J. Lichtenberg & M. A. Lieberman, Regular and Stochastic Motion.
Springer-Verlag, Berlin (1983).

V. 1. Arnold, V. V. Kozlov, A. I. Neishtadt, Dynamical Systems III.
Springer-Verlag, Berlin (1993).

F. Verhulst, Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems
2nd. ed. Springer-Verlag, Berlin (1996).

L. D. Landau & E. M. Lifshitz, Mechanics 3rd. ed. Volume 1 of Course
of Theoretical Physics. Pergamon Press plc (1976).

L. Dieci, Real hamiltonian logarithm of a symplectic matriz, Linear
Algebra and its Applications 281,227-246 (1998).

S. V. Gonchenko, D. V. Turaev & L. P. Shilnikov. Proceedings of the
Steklov Institute of Mathematics 244, 106-131 (2004).

Thomas S. Parker & Leon O. Chua, Practical Numerical Algorithms
for Chaotic Systems. Springer-Verlag New York Inc (1989).

W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling & B. P. Flannery,
Numerical Recipes 2nd Edition, Cambridge University Pres, New York
(1992).



Los abajo firmantes, miembros del Tribunal de
evaluacion de tesis, damos fe que el presente
ejemplar impreso se corresponde con el aprobado
por este Tribunal.



	Introducción
	Astronomía Dinámica

	Desarrollo teórico
	El Hamiltoniano linealizado
	La estructura de la Lagrangiana linealizada
	La estructura del Hamiltoniano linealizado
	La estructura de las ecuaciones de movimiento linealizadas

	El sistema linealizado
	Propiedades fundamentales
	La simplecticidad de M
	Clasificación de las dinámicas
	Un grado de libertad
	Dos grados de libertad
	Tres grados de libertad

	El sistema autónomo equivalente
	Un grado de libertad
	Dos y tres grados de libertad

	El ``teorema fundamental''
	Ecuaciones de movimiento
	Matrices fundamental y de monodromía
	El sistema autónomo equivalente (SAE)
	Relación entre el SAE y el sistema T-periódico
	Dinámica para un grado de libertad
	Dinámica para dos y tres grados de libertad

	Autovalores y autovectores de ML y A
	Normalización de los autovectores

	Bases reales para 3 g.l.
	Método de control para 3 g.l.

	Caso especial 2D
	Sistemas linealizados
	Caso especial de sistema lineal
	Autovalores, autovectores y subespacios
	Análisis en dimensión 2
	Silla-Silla
	Centro-Centro
	Silla-Centro
	Silla-Foco

	Método de control 2D
	Caso Silla-Silla
	Caso Centro-Centro
	Caso Silla-Centro

	Ejemplos numéricos en 2D

	Aplicación a sistemas reales
	Selección de órbitas
	Resultados numéricos
	Discusión

	Conclusiones y perspectivas
	Aspectos teóricos
	Implementación numérica y aplicación
	Perspectivas a futuro

	Sobre Hamilton y Lagrange
	Del Hamiltoniano linealizado a la Lagrangiana linealizada
	De la Lagrangiana linealizada al Hamiltoniano linealizado

	Clasificación de las dinámicas 2D y 3D
	Clasificación de las dinámicas en 2 g.l.
	Clasificación en 2 g.l. para el SAE


