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”...of course, a mathematician has to be in tune with

some of the basics of a mathematical way of life,

such as pleasure in spending hours in quiet contemplation,
and in dedication to writing projects.

But we all know that this somewhat solitary

side of mathematical life also brings

with it a kind of social life that few people outside of

our professional world can even imagine.

The frequent travel that's not just tied to a few laboratories,
the network of friends and research collaborators

in different cities and even different countries,

the extended family of former students, and the interactions
with current students—what fun, and what an opportunity to
explore music, art, nature, and our many other interests.
All these features keep me going too...”

R. Tyrrell Rockafellar
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Resumen

En este trabajo comenzamos con un recorrido por algunos de los métodos newtonia-
nos mas tradicionales de la literatura, para resolver problemas de optimizacién y sistemas
de ecuaciones no lineales. Estos problemas surgen en distintas areas de la ciencia, la
ingenieria y la industria. En las Ultimas décadas, el requerimiento en cada uno de estos
ambitos ha desencadenado un mayor estudio y desarrollo sobre diferentes herramientas
para tratar tales problemas.

En el primer capitulo comenzamos dando algunos conceptos basicos que son clave
a la hora del analisis de los métodos que presentamos a lo largo de este trabajo. Deriva-
mos el método clasico de Newton para la solucién de sistemas de ecuaciones, presenta-
mos el algoritmo basico y un resultado de convergencia del mismo bajo ciertas hipétesis.
Adicionamos algunos comentarios relacionados a los métodos de Newton inexactos, los
cuales son una herramienta (til a la hora de encarar problemas de gran escala. Ademas,
derivamos este método para problemas de optimizacion sin restricciones y restricciones
mixtas, haciendo una breve introduccion a las condiciones de optimalidad y regularidad de
las funciones involucradas. Terminamos este capitulo introduciendo el método LP-Newton,
propuesto por Facchinei, Fischer y Herrich que permite resolver sistemas de ecuaciones
no lineales con restricciones, y posibles soluciones localmente no aisladas, lo que lo ha-
ce altamente competitivo con otros ya existentes en la literatura que presentan algunas
falencias a la hora de resolver, por ejemplo, sistemas KKT provenientes de problemas de
optimizacién, desigualdades variacionales, etc.

En el segundo capitulo presentamos un método basado en el método LP-Newton, don-
de desarrollamos una estrategia quasi-Newton para aproximar la informacién de primer or-
den de la funcién por una matriz que utiliza valores funcionales ya calculados. Este método
combina las propiedades de las actualizaciones quasi-Newton, que evitan el calculo de de-
rivadas que pueden ser costosas o peor aln, que no estén analiticamente disponibles, y
del método LP-Newton, capaz de tratar con restricciones de los sistemas y el hecho que las
soluciones sean no aisladas. Presentamos un andlisis de convergencia local del método
y mostramos que posee velocidad de convergencia g-lineal. Algunos ejemplos numéricos
para mostrar el desempefio del algoritmo son dados al finalizar el capitulo.

En el tercer capitulo analizamos un nuevo método que intenta mejorar la velocidad de
convergencia del propuesto en el capitulo anterior, alcanzando convergencia g-superlineal.
En este caso, algunas hipotesis extras son necesarias en relacion a las matrices quasi-
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Newton pero solo son requeridas para el analisis teorico. En la Ultima seccion presentamos
algunos experimentos numéricos donde estos supuestos no son verificados y el algoritmo
igualmente realiza una buena performance.

En el dltimo capitulo presentamos las conclusiones generales del trabajo y algunas

discusiones son planteadas.

Palabras claves: sistema de ecuaciones no lineales con restricciones, soluciones no
aisladas, métodos quasi-Newtons, convergencia local superlineal.

2010 Mathematics subject Classification: 90C30, 65K05.
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Notacion

Espacios

R Espacio real unidimensional

R" Espacio real n-dimensional

R% Ortante no negativo en el espacio real n-dimensional

Rxm Espacio de matrices reales n x m

Vectores

z Vector columna en R"

yla Producto interno euclideo de vectores x,y € R"

Ilz]] Norma vectorial en R™ o R™ y su norma asociada inducida en R™*"
{z*} Sucesion de elementos {z',22,..., 2%, ...}

{F} = 2 La sucesion {z*} converge a z

Matrices

MT Traspuesta de la matriz M

rang (M) Numero de columnas linealmente independientes de la matriz M
M1 Inversa de una matriz cuadrada M no singular

| M || Norma de M en R"*™ asociada a un producto interno

(M, M) Producto interno asociado a la norma || M ||,
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Conjuntos

Mapeos

dist(z, .S)

F(z)
V(z)
V2f(z)

L(z, A\ )

Cardinal de un conjunto S

Bola cerrada con centro en z € R™ y radio € dada por
{weR"|[w—z| <e}

Bola cerrada con centro en M € R™*™ y radio £ dada por
{N eR™™ [ [N — M|, <e}

Cono critico de un problema de optimizacién en z
Conjunto de indices de las restricciones de desigualdad activas en z

Conjunto solucién de un problema

Distancia euclidea de un punto z € R™ a un conjunto S C R",
definida como inf,cg ||y — ||

Matriz Jacobiana de F' : R” — R™ en el punto z
Vector gradiente de f : R™ — R, definido como f'(z)7
Matriz Hessiana de f : R™ — R en el punto z

Funcion Lagrangiana de un problema de optimizacion en (z, A, i)
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Capitulo 1

Introduccion

Los métodos tipo Newton se encuentran entre las herramientas mas utilizadas para
resolver distintos tipos de problemas que surgen en la practica, tales como sistemas de
ecuaciones no lineales, problemas de minimizacion y de cuadrados minimos no lineales,
entre otros. Bajo ciertas hipdtesis ellos son matematicamente equivalentes, pero pueden
ser tratados de manera separada para poder explotar sus diferentes estructuras. Tales
problemas tienen origen en diversas areas de investigacién, tales como economia, fisica,
quimica, ingenieria, etc. Abarcando desde simples problemas no lineales de una variable,
hasta aquellos de mas de cientos o miles de variables, que son costosos de resolver en
términos computacionales. A continuacién mencionamos algunos ejemplos que pueden
servir de motivacién al lector.

v’ El siguiente es un problema de control extraido de [66, Ejemplo 11.1]. El desafio es
analizar la estabilidad de una aeronave en respuesta a los comandos del piloto. Para
ello se plante6 un modelo simplificado basado en el balance de fuerzas. Las ecua-
ciones de equilibrio para dicha nave estan dadas por un sistema de 5 ecuaciones
con 8 incognitas, de la forma F(z) = Az + ¢(z),donde F : R® — R>, A € R>*8y
¢ : R® — RS es la parte no lineal de la ecuacién. El objetivo es encontrar un punto
z € R8 tal que F(z) = 0. Las primeras variables z1, 22 y 23 representan las tasas
de balanceo, inclinacion y guinada, respectivamente, mientras que z4 es el angulo
de ataque incremental y z5 el &ngulo de deslizamiento lateral. Las Ultimas 3 varia-
bles zg, 27 y zg son los controles y representan las desviaciones del elevador, alerén
y timon, respectivamente. Entonces, para cierta eleccion de las variables de control,
obtenemos un sistema de 5 ecuaciones con 5 incognitas. Si deseamos estudiar el
comportamiento de la nave al cambiar los controles, debemos resolver un sistema

de ecuaciones no lineales con incognitas z1, .. ., z5 para cada ajuste de controles.

v/ Otro problema interesante en el area de biologia molecular, es determinar la geo-
metria de una molécula. La idea es calcular las posiciones de los atomos en el
espacio que minimizan el potencial de energia asociado. Si n es el nimero de ato-
mos y tomamos z; € R? como la posicién espacial del i-ésimo atomo, el vector
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2z = (z1,...,2,) € R3" esta asociado a la energia potencial F(z). Dicha energia
es la suma de diferentes términos, entre ellos los referidos a longitud de enlace,
energia, angulos de balance, etc. Esta funcién es fuertemente no lineal e involucra
mas de 103 variables. Para mas detalles del problema y la funcién involucrada, ver
[7, Ejemplo 1.2.1].

Estos son solo dos de los humerosos ejemplos con los que podemos encontrarnos.
En algunas ocasiones los problemas involucran pocas variables, en cuyo caso no son
dificiles de resolver, sin embargo, podria ocurrir que las evaluaciones funcionales sean
costosas. Por otro lado, puede que la funcién involucrada no venga dada por una expresion
algebraica, sino que sus valores provengan de ciertos experimentos, simulaciones o cajas
negras, en cuyo caso sus derivadas analiticas no estan disponibles, aunque la funcion
sea lo suficientemente suave. De aqui la motivacion de desarrollar algoritmos efectivos en
ausencia de expresiones analiticas, tanto de la funcién como de sus derivadas.

En este capitulo presentamos una breve descripcion de algunos de los métodos new-
tonianos mas conocidos en la literatura para la solucion de sistemas de ecuaciones y pro-
blemas de optimizacién. Comenzamos definiendo algunos conceptos basicos para facilitar
la interpretacion de los posteriores resultados. En la Seccién 1.1 presentamos el méto-
do clasico de Newton y continuamos con los llamados métodos secantes en la Seccién
1.2. Finalmente, en la Seccién 1.3 exhibimos un método para la soluciéon de sistemas de
ecuaciones con restricciones, el cual cubre una brecha importante entre los métodos ya
existentes y la necesidad de resolver ciertos problemas de manera eficiente y aprovechan-
do su estructura.

1.1. Meétodo de Newton

En 1669 Issac Newton (1643—1727) en su paper titulado De Analysi per Equationes
Numero Terminorum Infinitas describe, entre otras cosas, un procedimiento iterativo pa-
ra aproximar, con la precisién deseada, las raices reales de una ecuacion polinomial de
tercer grado. En 1690 Joseph Raphson (1648-1715) en su libro titulado Analysis Aequa-
tionum Universalis propone un procedimiento similar para resolver ecuaciones mas ge-
nerales. Si bien los métodos eran equivalentes (aunque de espiritu diferente), Raphson
desconocia el trabajo de Newton. Por esta razén, el método es comunmente llamado de
Newton-Raphson.

Finalmente, fue Thomas Simpson (1710-1761) quien en 1740 establecié el método
en la forma en que hoy lo conocemos, para una ecuacién no necesariamente polinomial.
También se le atribuye la version multidimensional del método de Newton.

Para comentarios historicos relacionados a este método, invitamos al lector a ver [24].

A continuacion presentamos algunos conceptos basicos del analisis de convergencia
que son indispensables a la hora de estudiar el comportamiento de algoritmos tipo Newton.
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1.1.1. Introduccion al Analisis Local

Los métodos numéricos que presentaremos en esta tesis son métodos iterativos, es
decir, intentan resolver el problema dado mediante aproximaciones sucesivas a la solucion,
comenzando desde algtin punto inicial. En otras palabras, dado un punto z° € R”, en cada
iteracion k el algoritmo genera un punto z* de manera que la sucesién de iterados {2}
tienda a alguna solucion z*. Ademas estos métodos son locales, es decir, el punto de inicio
debe estar suficientemente cerca de la solucién.

Otra cuestién importante sobre estos algoritmos es la tasa (velocidad) a la que los ite-

rados z*

convergen a una solucién. En general, el estudio de la tasa de convergencia es
una herramienta clave para elegir un algoritmo por sobre otro, a la hora de resolver algin
problema en particular. Si bien hay varios enfoques para cuantificar la tasa de convergen-
cia, en este trabajo nos concentramos en el llamado andlisis local.

Con analisis local nos referimos al comportamiento local del método en un entorno
de la solucién z*, ignorando lo que sucede fuera de dicho entorno. A continuaciéon damos

algunas definiciones referidas a la tasa de convergencia de sucesiones.

Definicién 1.1.1. Dada ||-|| una norma vectorial, sean z* € R" y {z*} C R™ una sucesion.
Decimos que z* tiende a z* y lo denotamos por z* — z*, si

lim ||2* — 2*| = 0.
k—o0

Definimos algunas de las tasas de convergencia mas utilizadas en el andlisis local de
los algoritmos.

v" Decimos que la sucesién converge g-linealmente a z*, si existe o € (0, 1) tal que

) ||zl<:+1 _ Z*H
lim sup <o.

k—o0 sz - Z*H N
v Decimos que la convergencia es g-superlineal a z* si

k+1 _

Gl

Iz

lim sup = 0.

k—00 ”Zk — 2 H
v" Decimos que la sucesién converge g-cuadraticamente a z* si

||Zk+1 _ Z*H

lim sup < 00.

k—o00 sz _Z*H2
El coeficiente ¢ se debe al término guotient (cociente). No es dificil ver que cualquier
sucesion que converge g-cuadraticamente también converge g-superlinealmente, y si con-
verge g-superlinealmente también lo hace ¢-linealmente. Las reciprocas no son ciertas.
Podemos definir tasas de convergencia mayores (cubica, cuartica, etc), pero en la
préactica, las que hemos mencionado son las mas comunes. Ademas de la g-convergencia,
podemos mencionar la r-convergecia.
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v" Decimos que una sucesién converge r-linealmente a z* si

125 = 2*[|* < o0

para todo k.

V' La sucesioén converge r-superlinealmente a z* si

|28 — 2| % — 0.

El coeficiente r se debe al término root (raiz). Para mas informacién sobre tasas de
convergencia ver [67, 7, 2].

Antes de comenzar haremos algunos comentarios sobre la notacién que aparecera a
lo largo de este trabajo. Usamos || - || para denotar una norma vectorial en R™ o R™ segun
corresponda y para su norma inducida en R™*"™ (siempre quedara claro por contexto).
Definimos la bola cerrada centrada en un punto z € R™ de radio » > 0 como B,(z) = {w |
||z — wl|| < r}y ladistancia entre punto y conjunto como dist(w, Z) = inf,cz ||z — w||.
En lo que sigue, usaremos || - ||« para una norma en R"**™ asociada a un producto interno
y B (M) para la bola en dicha norma, es decir B (M) = {N | |M — N||« < r}.

1.1.2. Método de Newton para Sistemas de Ecuaciones

El método de Newton clasico surge a partir del problema de encontrar las raices de
una funcién F' dada, es decir, encontrar un punto z € R" tal que

F(z) =0, (1.1)

donde F' : R™ — R" es continuamente diferenciable. En esta subseccién presentamos
el método de Newton para la solucién del problema (1.1) y discutimos sus requerimientos,
implementacion y caracteristicas de convergencia.

Este método puede ser derivado al asumir que contamos con una buena estimacion
w de alguna solucién z* de (1.1) y que en un entorno de w, la funcién F' puede ser
aproximada por los dos primeros términos de su expansién en serie de Taylor, es decir

F(w+d) ~ F(w) + F'(w)d.

Por lo tanto, si F”(w) es no singular en w (donde [F'(w)];; = ggj (w) denota la matriz

Jacobiana de F' en el punto w), tomando F'(w + d) =~ 0, podemos resolver el sistema
F(w) + F'(w)d = 0.

Dicho de otro modo, resolver el sistema anterior es encontrar d € R solucion de

y obtener asi una nueva aproximacion de la solucién dada por z = w + d.
A continuacién mostramos las iteraciones del método paran = 1.
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F(z)

f/zw’

Figura 1.1: Método de Newton.

Formalmente describimos el algoritmo de Newton para resolver el problema (1.1).

Algoritmo 1

Paso 0. Elegir z2° € R" y fijar k = 0.

Paso 1.  Definir 25! = 2¥ 4 d* con d* solucién del problema F’(2%)d = —F(2*)

Paso 2. Fijar k = k + 1 y volver al Paso 1.

A continuacion presentamos un resultado que asegura la convergencia local g-cuadrati-
ca (o g-superlineal bajo hipétesis relajadas) del método de Newton, ver [42, Teorema 3.2.1]

La demostracién de este teorema y posteriores en este capitulo no son mostrados, por
ello algunas referencias son dadas al lector.

Teorema 1.1.2. Sea F' : R" — R" diferenciable en un entorno de un punto z* € R", con
derivada continua en este punto. Sea z* una solucién de (1.1) con F'(z*) no singular.

Entonces para cualquier punto inicial z° € R™, suficientemente préximo a z*, el Algo-
ritmo 1 genera una sucesion de iterados {z*} que converge a »*. La tasa de convergencia
de este método es q-superlineal, pero si ademas pedimos que la derivada de la funcién
sea Lipschitz continua en un entorno de z*, la tasa es q-cuadratica.

Bajo las hipétesis de este teorema, se tiene que z* es una solucion aislada de (1.1),
es decir, en un entorno de z* este punto es Unica solucién del problema.

En general, las cuestiones de existencia y unicidad estdn mas alla de la capacidad
de los algoritmos que resuelven estos problemas no lineales y no seran considerados en
esta tesis. Por lo cual siempre supondremos la existencia de al menos una solucién de los
problemas de interés.
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Este método funciona muy bien cuando el problema esta cerca de ser lineal, dado
que para una funcion F' afin (no singular), encuentra la solucién en una sola iteracién.
Si F'(z*) es singular, el teorema anterior no asegura convergencia y en caso de llegar
a una solucion, la tasa alcanzada no necesariamente sera g-cuadratica (en estos casos
la tasa suele ser g-lineal). Por otro lado, es importante tener en cuenta que la prueba de
convergencia del método requiere que el punto inicial 2° esté suficientemente cerca de una
solucién. En los siguientes ejemplos mostramos que la sucesion generada por el algoritmo
puede no converger a una solucion si alguna de las hipétesis del Teorema no se satisface.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos el problema de encontrar un cero de la funcién F(z) = 22,

que tiene una tnica solucién en z* = 0, donde F'(z*) es singular.
Comenzando desde cualquier punto inicial z°, el Algoritmo 1 genera la siguiente suce-
sion de iterados
R

z:2kz,

la cual converge a la solucion, pero la tasa de convergencia es q-lineal, puesto que

N ELEr
k—oo ||2F —2*||" 2’

parar = 1, pero parar > 1 dicho limite diverge.

En el siguiente ejemplo mostramos lo importante que es comenzar cerca de la solu-
cion. Este problema fue extraido de [37, Ejemplo 2.8].

Ejemplo 1.1.4. Consideremos la funcion F' : R — R dada por

e —e *?

F(z) = —=-
e +e %

Como antes, el problema consiste en encontrar un cero de dicha funcién. Es facil ver que
z* = 0 es la Unica solucién de nuestro problema.

Si comenzamos con 2" = 1, el algoritmo converge a z* =-2.35e-13, un punto préximo
a la solucion.

En cambio, si comenzamos con z2° = 1.1, el tltimo iterado antes de llegar a un overflow
numérico es z* =-2.30e+4 y F'(z*) = 1, lo que significa que la sucesion diverge.

En ciertas ocaciones, especialmente cuando hablamos de implementaciones compu-
tacionales, si el problema a tratar es de tamaro considerable, en lugar de intentar encontrar
una solucion exacta en el Paso 1 del Algoritmo 1, se itera hasta que alguna tolerancia sea
alcanzada, es decir, dado ¢ > 0, buscamos d solucién de ||[F(z) + F'(2)d|| < e. Este
tipo de esquemas puede conducir a métodos mas practicos, con menor costo compu-
tacional por iteracion y con tasa de convergencia aun suficientemente buena. Entre estos
esquemas, podemos encontrar los llamados Métodos de Newton perturbados, y una clase
particular de éstos, los métodos de Newton truncados, que fueron estudiados sistematica-
mente en [20]. Algunas implementaciones especificas de los métodos truncados pueden
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también ser encontradas en [66, Capitulo 11]. La idea en estos casos es resolver el siste-
ma (1.2) de manera inexacta, es decir, dado un punto z*, se define d € R™ como solucién
de

1F (") + F'(M)d|| < onl|F ()], (1.3)

donde o1, € [0,1). La sucesion {0y}, conocida como sucesion forzante', puede estar
definida de antemano o ser calculada en cada iteracién.

En este caso, bajo las hipotesis del Teorema 1.1.2, la sucesién {zk} generada bajo la
regla (1.3) converge g-superlinealmente a una solucién z* si o, — 0.

En la Tabla 1.1 presentamos un resumen con las principales ventajas y desventajas
del método de Newton, las cuales han sido un incentivo a la hora de desarrollar nuevos
algoritmos que conserven sus bondades y mejoren los puntos mas débiles del método.

Ventajas
v Convergencia g-cuadratica desde un punto inicial z° suficientemente
préximo a z* donde F’(z*) es no singular.
v" Solucién exacta en una iteracién para funciones afines.
Desventajas
v" No es globalmente convergente.
V" Requiere el calculo de F'(z*) en cada iteracion.
v' En cada iteracion se resuelve un sistema de ecuaciones lineales
que puede ser singular o mal condicionado.

Tabla 1.1: Ventajas y desventajas del método de Newton.

En las siguientes subsecciones presentamos el método de Newton para resolver pro-
blemas de optimizacion.

1.1.3. Método de Newton para Problemas de Optimizacion

Maximizar las ganancias en una empresa o minimizar los riesgos, disenar un puente
minimizando su ancho o maximizando su longitud, definir una rutina de vuelo empleando
el menor tiempo posible o cantidad de combustible, son problemas que surgen con fre-
cuencia en el campo de las ciencias y la ingenieria. El continuo desarrollo de herramientas
capaces de resolver este tipo de problemas se desprende de la necesidad de tomar mejo-
res decisiones en los diferentes &mbitos de trabajo. En esta subseccion hacemos un breve
recorrido por diferentes modelos que plasman matematicamente este tipo de problemas.

Comenzamos estudiando problemas de optimizacion sin restricciones, con restriccio-
nes de igualdad y finalmente con restricciones mixtas, es decir, de igualdad y desigualdad.
Damos ademas una breve introduccién a las condiciones de optimalidad, las cuales se tor-
nan visiblemente Utiles al momento de considerar los algoritmos de optimizacién, ya que

'En inglés, forcing sequence.
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frecuentemente proveen las bases para el desarrollo y analisis de los mismos. En particu-
lar, los algoritmos reconocen soluciones al chequear si se satisfacen las condiciones de
optimalidad y terminan cuando tales condiciones valen de manera satisfactoria.

Aclaramos que los conceptos de la teoria de optimizacion que discutiremos a lo largo
de estas secciones, son los necesarios para el posterior analisis de los métodos numéricos.
Para mayor informacién sobre el tema, invitamos al lector a revisar la siguiente bibliografia
[3, 8, 7].

El problema de optimizacion consiste en determinar un punto que minimice una dada
funcion objetivo f : D — R sobre un conjunto factible D C R”. Matematicamente lo
denotamos de la siguiente forma

minimizar f(2) (1.4)

S.a z€D.
El problema (1.4) se dice factible si D es no vacio y un punto z € D se dice factible para el
problema (1.4). A continuacién damos la definicion de minimizador local de una funcién f.

Definicion 1.1.5. Un punto z* es un minimizador local de f si f(z*) < f(z) para todo z
en un entorno de z*.

Siademas f(z*) < f(z) para todo z en ese entorno (con z # z*), entonces se dice
que z* es un minimizador local estricto.

Casos de particular importancia son aquellos donde, dado D poliedral, es decir
D={zeR"| Az < b,A € R™" b € R™}, f es una funcién lineal o cuadratica.
En este caso (1.4) es un problema de programacién lineal o de programacién cuadratica,
respectivamente.

Las condiciones de optimalidad que veremos a continuacién estan asociadas al con-
cepto de estacionariedad.

Definicion 1.1.6. Un punto z* € R™ es un punto estacionario del problema general (1.4)
(o punto critico de f) si —V f(2*) € Np(z*), donde el cono normal aD en z* € D es

V{zF} c D\ {z*} con ¢ — z*

Np(z*) =< veR" , vl (2F — 2%)
vale que limsup —;—=

<0
e

A continuacion presentamos un grafico que muestra el cono normal a un conjunto en
un punto dado.
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Np(z*)

*

Figura 1.2: Cono normal al conjunto D en el punto z*.

1.1.3.1. Optimizacion sin Restricciones

Consideremos el problema (1.4) con D = R", es decir,

minimizar z
z /) (1.5)
S.a z € R™,

donde f : R™ — R es una funcién suave en R". Este problema es llamado problema de
optimizacién sin restricciones.

Antes de presentar el algoritmo que nos permita encontrar un minimizador del proble-
ma, damos las condiciones de optimalidad necesarias que debe cumplir un punto z* que
sea minimizador local de (1.5). El resultado siguiente fue tomado de [43, Teoremas 1.7 y
1.8].

Teorema 1.1.7. Sea z* un minimizador local del problema (1.5), donde f : R — R es
una funcioén diferenciable en z*. Entonces,

VF(z*) =0. (1.6)
Ademas, si f es dos veces diferenciable en dicho punto,
V2f(2*) es semidefinida positiva, (1.7)
donde V? f(2*) es la matriz Hessiana de f en z*.

La ecuacion (1.6) es llamada condicion necesaria de primer orden y fue formulada por
Fermat en 1637 en su trabajo titulado Methodus as Disquirendam Maximam et Minimam.
Tal condicién indica que el punto z* debe ser un punto estacionario de (1.5) ya que es facil
verificar que Np(z*) = {0}.

La condicién (1.7) es la condicion necesaria de segundo orden (SONC).

Si f es convexa, las condiciones necesarias de primer orden son suficientes para
asegurar la optimalidad de un punto. En casos generales, donde f no es convexa, otras
condiciones son requeridas. A continuacion presentamos las condiciones de optimalidad
suficientes de segundo orden (SOSC) que debe cumplir un punto z* para ser minimizador
local. El resultado fue tomado de [43, Teorema 1.9].
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Teorema 1.1.8. Sea f : R™ — R una funcién dos veces diferenciable en un punto z*.
Supongamos que dicho punto satisface

VFf(z*)=0 y V2f(z*) es definida positiva.

Entonces, z* es un minimizador local estricto de f.
Ademas, existen constantes positivas vy y € tales que

gl *
F(2) 2 f(2) + 5z = 2|1
para todo z con ||z — z*|| < e.

Ahora estamos en condiciones de presentar el método de Newton para la resolucion
del problema (1.5). Por el Teorema 1.1.7, un minimizador local z* de (1.5) debe cumplir
V f(z*) = 0. Este problema es una ecuacién del tipo (1.1), con lo cual podemos usar el
método descripto anteriormente para su resolucion.

Procediendo como antes, tenemos que para una estimacion w de alguna solucion z*,
la funcién puede ser aproximada por el siguiente modelo cuadratico

fw+d) ~ f(w) + Vfw)'d+ %dTVQf(w)d. (1.8)

Una condicién necesaria para que d sea un minimizador de la aproximacién cuadratica
en (1.8), es que su gradiente sea igual a cero, es decir,

Vf(w)+ V*f(w)d = 0.

Entonces, tenemos que
V2 f(w)d = =V f(w). (1.9)

Por lo tanto, el método de Newton para un problema de optimizacién sin restricciones es el
siguiente.

Algoritmo 2

Paso 0. Elegir z2° € R" y fijar k = 0.

Paso 1.  Definir 21 = 2¥ 4+ d* con d” solucién del problema
V2f(F)d = =V f(25).

Paso 2. Fijar k = k + 1y volver al Paso 1.

El siguiente resultado resume las propiedades de convergencia local del Algoritmo 2,
ver [42, Corolario 3.2.2].

Teorema 1.1.9. Sea f : R" — R una funcién dos veces diferenciable en un entorno de z*,
con derivada segunda continua en dicho punto. Sea z* un punto estacionario del problema
(1.5) y supongamos que V2 f(2*) es definida positiva.
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Entonces, para cualquier punto inicial z°, suficientemente préximo a z*, el Algoritmo 2
genera una sucesion de puntos {z*} que converge a =*. Ademas, la tasa de convergencia
es q-superlineal y si V2 f es Lipschitz continua en un entorno de z*, la convergencia es
q-cuadratica.

Cabe destacar que bajo las hipétesis del resultado anterior, se tiene que z* es un
minimizador local de (1.5).

Notemos que si la condicion suficiente de segundo orden se reemplaza por VQf(z*)
no singular, el Teorema 1.1.9 contindia valiendo, pero en este caso, el método no distingue
minimizadores locales de otros puntos estacionarios del problema, como maximizadores
locales o puntos de ensilladura. En este sentido las condiciones de optimalidad juegan
un rol esencial en el desarrollo de métodos numéricos para la solucion de problemas de
optimizacion.

El Algoritmo 2 no es mas que aplicar el método de Newton para sistemas de ecuacio-
nes a V f. Desde esta perspectiva, estos métodos comparten las ventajas y desventajas
mencionadas en la Tabla 1.1.

Para un analisis donde el método converge a un punto singular ver [18, 41, 19].

1.1.3.2. Optimizacién con Restricciones de Igualdad

Cuando el conjunto D C R", se dice que (1.4) es un problema de optimizacién con
restriccciones, las cuales estan dadas en general por igualdades y desigualdades. Si tene-
mos en cuenta esta estructura, obtenemos una coleccién de condiciones de optimalidad
que involucra variables auxiliares llamadas multiplicadores de Lagrange. Estas nuevas va-
riables facilitan la caracterizacion de soluciones éptimas.

La teoria de multiplicadores de Lagrange puede ser abordada de varias formas, pero
aqui la introduciremos desde un punto de vista de penalizaciéon. A grandes rasgos, cada
problema con restricciones sera reformulado como un problema penalizado sin restriccio-
nes. Este enfoque es muy simple y sienta las bases para importantes algoritmos.

Consideremos el siguiente problema de optimizacién con restricciones de igualdad,

minimizar f(z)
z

1.10
s.a h(z) =0, (119

donde f : R — Ry h : R” — RP son mapeos suaves. Aqui, D = {z € R" | h(z) = 0}.
A continuacién damos algunas condiciones de regularidad (CQ)? sobre la funcién h en
z*, las cuales nos aseguran la existencia de multiplicadores de Lagrange para el problema
en cuestion.
Hay un amplio abanico de condiciones de regularidad, pero aqui solo haremos men-
cién de las mas tradicionales para problemas como (1.10).

2En inglés, Constraint Qualification.
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Definicion 1.1.10. Sea z € R".

v’ Condicion de linealidad de la funcion restriccion. Esta condicion vale si h es afin, es
decir,
h(z) = Az +b, (1.11)

con A € RP*™ yph € RP,

v' Condicién de independencia lineal. Decimos que la condicion de regularidad de in-
dependencia lineal (LICQ)® vale en z siVhi(z),. .., Vh,(z) son linealmente inde-
pendientes. Es decir,

rang(Vh(z)) = p. (1.12)

Bajo alguna de estas condiciones se puede ver que dado z € R" podemos definir el
cono normal a D en tal punto, como

Nop(z) = {Zp: AiVhi(2) ( Ne ]Rp} .
=1

Cuando el cono normal puede escribirse en términos de los gradientes de las restriccio-
nes, se conoce como condicién de regularidad de Guignard. Existen otras condiciones
de regularidad que no se mencionan en este trabajo, pero todas garantizan esta Gltima
propiedad.

El siguiente enunciado, extraida de [43, Teoremas 1.11 y 1.12] establece las condicio-
nes necesarias para el problema (1.10).

Teorema 1.1.11. Sea f diferenciable en z* y h diferenciable en un entorno de z*, con
derivada continua en ese punto. Sea z* un minimizador local de f sujeto a h(z*) = 0.
*

Supongamos que vale (1.11) o (1.12) en 2*. Entonces existe un vector \* = (A],..., \}),
llamado vector multiplicador de Lagrange, tal que

p
V(") + ) AVhi(z*) =0. (1.13)
=1

Ademas, si f y h son dos veces diferenciables en z*, con h diferenciable en un entorno
de z* y su derivada continua en dicho punto y vale (1.12) en z*, entonces para el tinico
multiplicador de Lagrange \* se cumple

P
y" <V2f(z*) + ZA;‘V%@*)) y >0, (1.14)
=1

paratodoy € C(z*) = {y | Vhi(z*)Ty =0, i=1,...,p}.

La ecuacién (1.13) es llamada condicién necesaria de primer orden y (1.14) condicién
necesaria de segundo orden (SONC).

%En inglés, Linear Independence Constraint Qualification.
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Vale destacar que un multiplicador de Lagrange asociado a un punto estacionario de
(1.10) es Unico si y solo si la condicién (1.12) vale en tal punto. Si no vale ninguna CQ
podrian no existir multiplicadores de Lagrange para un minimo local, como nos muestra el

siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.1.12. Consideremos el siguiente problema extraido de [43, Ejemplo 3.1.1].

minimizar zj + 29
z
s.a (21 —1)2+22-1=0,
(21 —-2)2+22-4=0.

No es dificil ver que el dnico punto factible y por lo tanto minimo local es z* = (0,0)7.
En este punto, V f(z*) = (1,1)T" no puede ser expresado como combinacién lineal de
los gradientes de las restricciones, ya que Vhi(z*) = (-2,0)T y Vha(2*) = (4,0)7.
Entonces no existen A7 y A5 tal que

Vf(z*) + )\TVhl(Z*) + /\ZVhQ(Z*) =0.

Algunas veces es conveniente escribir las condiciones necesarias directamente en
términos de la funcién Lagrangiana, la cual es definida a continuacion.

Definicion 1.1.13. La funcién Lagrangiana asociada al problema (1.10) es £ : R"*? — R
dada por

L(z,\) = f(2)+Ah(2)

p
i=1

Entonces, si el punto z* es un minimizador local satisfaciendo las condiciones de la
Proposicién 1.1.11, tales condiciones junto con la restriccion h(z*) = 0 pueden ser escri-
tas de la siguiente forma

V.L(z*,\") =0,
VAL A) =0

y'V2L(z*, X )y >0 paratodo y € C(z").

Las condiciones de primer orden representan un sistema de n 4 p ecuaciones con
n + p incégnitas. Cada minimizador local z* junto con su multiplicador asociado seran so-
luciones del sistema. Sin embargo, una solucién de dicho sistema podria no corresponder
a un minimizador local y si a un maximizador local o punto silla. Para reducir el abanico
de posibilidades y garantizar que un punto es efectivamente minimizador local, haremos
uso de las condiciones suficientes de segundo orden (SOSC), las cuales son dadas a
continuacion.
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Teorema 1.1.14. Sean f y h dos veces diferenciables en el punto z*. Sean z* € R" y
A* € RP tal que
V.L(Z5A) =0, ViaL(Z",A")=0

yTV2 L(z*,\)y >0 paratodo y e C(z*)\ {0}.

Entonces z* es un minimizador local estricto de f sujeto a h(z) = 0.
Ademas, existen constantes positivas v y € tales que

* ’7 *
f(2) = f(2) + 5]z =217
para todo z factible con ||z — z*|| < e.

El resultado anterior fue tomado de [43, Teorema 1.13], donde se usa la notacion
Vh(z) = W (2)T.

Una vez planteadas las condiciones de optimalidad para el problema (1.10), procede-
mos a derivar el método de Newton. Por la Proposicion 1.1.11 tenemos que un minimizador
z* de (1.10) debe cumplir VL(z*, A*) = 0, con A* su multiplicador asociado, donde

V£ (%) + Vh(z*)A* ] |

VL(2*\F) = ! (2]

Procediendo como en el caso anterior, debemos resolver la ecuacion (1.9), entonces
dado (w, \,,) una aproximacion a la solucién, encontrar d* = (d, \q) tal que
V2L(w, Ap)d = =V L(w, \y), (1.15)

donde

V2L (w, ) =

V2, L(w, \y) Vh(w)
VAT (w) 0 ] '
Puede verse que el sistema lineal (1.15) corresponde a la condicion necesaria de pri-
mer orden del problema

miniznizar Viw)rd+ 1d"'V? L(w, Ay)d
s.a h(w) + Vh(w)Td = 0.

El método de Newton para el sistema de Lagrange esta descripto por el Algoritmo 3,
que es conocido como método de Newton-Lagrange.

Algoritmo 3

Paso 0. Elegir (2°, \g) € R™*? y fijar k = 0.

Paso 1.  Definir (K1, \py1) = (2%, ) + (d¥, A\gr) donde (d¥, A\ ) es solucién
de V2L(2F, M\p)d = =V L(2F, \p).

Paso 2. Fijar k = k + 1y volver al Paso 1.
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Recordemos que el método de Newton asegura convergencia (con tasa superlineal o
cuadratica) cuando la matriz Jacobiana de la funcién involucrada es no singular (Teorema
1.1.2). Entonces es importante garantizar el cumplimiento de esta condicion. El siguiente
resultado fue tomado de [43, Lema 4.2].

Proposicion 1.1.15. Sean f y h dos veces diferenciables en z* € R". Sea z* un punto
estacionario del problema (1.10), satisfaciendo LICQ.

Sea \* el unico multiplicador de Lagrange asociado a z* y supongamos que la SOSC
dada en el Teorema 1.1.14 vale. Entonces la matriz Hessiana de la funcién Lagrangiana L
en el punto (\*, /*) es no singular.

El siguiente resultado asegura la convergencia del método de Newton-Lagrange.

Teorema 1.1.16. Sean f y h funciones dos veces diferenciables en un entorno del punto
z*, con derivadas segundas continuas en dicho punto. Supongamos que z* es un pun-
to estacionario del problema (1.10) satisfaciendo LICQ. Sea \* el unico multiplicador de
Lagrange asociado. Finalmente, supongamos que SOSC del Teorema 1.1.14 se satisface.

Entonces para todo punto inicial (2°, \o), suficientemente préximo al punto (z*, \*),
el Algoritmo 3 genera una sucesion que converge a (z*, \*). La tasa de convergencia es
q-superlineal, y si las derivadas segundas de f y h son Lipschitz continuas en un entorno
de z*, la convergencia es q-cuadratica.

Extendemos este andlisis a los problemas de optimizacion con restricciones mixtas.

1.1.3.3. Optimizacion con Restricciones Mixtas

Finalmente, consideramos el problema de optimizacién con restricciones de igualdad

y desigualdad,
minimizar f(z)
s.a h(z) =0, (1.16)
9(z) <0,

donde f : R" - R, h: R" — RPy g : R" — R" son funciones suaves. Para este caso,
D={z€R"|h(z) =0, g(z) <0}

A continuacion presentamos algunas definiciones que seran necesarias al momento
de enunciar las condiciones de optimalidad para el problema de restricciones mixtas.

Definicion 1.1.17. Dado z un punto factible de (1.16), decimos que la restriccion de de-
sigualdad que corresponde al indice j € {1,...,r} esta activa en el punto z si g;(z) = 0.
El conjunto de indices de las restricciones activas en el punto z esta dado por

I(z) = {7 | 9j(2) = 0}.
Sij ¢ I(z), decimos que la j-ésima restriccion esta inactiva en z.

Ahora presentamos algunas condiciones de regularidad que usaremos en el desarrollo
de esta seccion.
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Definicion 1.1.18. Sea z* € R".

v' Condicién de linealidad de las funciones restricciones. Esta condicion vale sih y g
son afines, es decir,

h(z) =Az+b y g(z) =Bz+c,

con A € RP*" B e R"™™, beRPyce R". Estacondicion puede ser debilitada al
pedir que la linealidad se cumpla solo en algun entorno de z*.

v' Condicion de Slater. Sea h afin y g; convexa en R" paraj = 1,...,r. Entonces
esta restriccion vale si existe un punto 2 € R™ tal que h(2) = 0 y g(2) < 0%.

v' Condicién de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ). Sean h y g diferenciables en z*. De-
cimos que esta condicion vale en z* si

rang(Vh(z")) = p
y existe y € R" tal que

Vh(z)y=0 y Vgr.., (") "y <0.

v' Condicién de independencia lineal (LICQ). Un punto z* satisface dicha condicion
si los gradientes de las restricciones de igualdad Vhi(z*),...,Vhy(z*) y los gra-
dientes de las restricciones de desigualdad activas, Vg;(z*) con j € Z(z*), son
linealmente independientes. En otras palabras,

rang ([Vh(z*), ng(z*)(z*)D =p+I|Z(z")].

Bajo alguna de estas condiciones en z se puede ver que

p

Nip(2) = { S NVhi(2) + Y 1;Vgi(2) | A€ RY, py 20 € T(2)
i=1 JEL(2)

Como en el caso de restricciones de igualdad, ésta es la condicién de regularidad de

Guignard.

Claramente si vale LICQ vale MFCQ. Como podemos ver, si solo contamos con restric-
ciones de igualdad, es decir, el problema de optimizacién es como (1.10), las condiciones
MFCQ y LICQ son equivalentes.

A continuacion definimos la funcion Lagrangiana asociada al problema (1.16).

Definicién 1.1.19. La funcién Lagrangiana £ : R"PT" — R asociada al problema (1.16)
esta dada por

Lz A1) = f(2) + Y Nihi(2) + > pigi(2).
i=1 j=1

*Donde g(z) < 0 significa g;(2) < Oparatodoi = 1,...,m.
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Ya podemos presentar las condiciones de optimalidad necesarias de primer orden. El
siguiente resultado fue extraido de [43, Teorema 1.14].

Teorema 1.1.20. Sean f y g diferenciables en z*, donde h es diferenciable en un entorno
de z* con derivada continua en ese punto. Supongamos ademads, que alguna de las con-
diciones de regularidad listadas anteriormente se cumple. Entonces si z* es una solucién
del problema (1.16), existen \* € RP y u* € R!, tal que

VLN 1) =0 y ulg(z*)=0. (1.17)
La segunda igualdad en (1.17) es conocida como condicién de complementariedad.®
Cuando p* > 0y g(z*) < 0 dicha condicién implica
p; =0 paratodo j & Z(z").
El sistema dado por
VoL(z,Ap) =0, h(z)=0, p>0, gz)<0 y p'gz)=0,  (1.18)

en las variables (z, A\, 1) € R™*P*" caracteriza los puntos estacionarios del problema
(1.16) y los multiplicadores de Lagrange asociados y es conocido como el sistema de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Definicion 1.1.21. Diremos que un punto estacionario z* de (1.16) cumple con la con-
dicion de regularidad estricta de Mangasarian-Fromovitz (SMFCQ) si el multiplicador de
Lagrange asociado es unico.

La siguiente definicién introduce el concepto de cono critico.

Definicion 1.1.22. Sea z € R" un punto factible del problema (1.16), definimos el cono
critico del problema en dicho punto como

C(z) = {y € B" | Vh(=")Ty =0, Vgy(=")7y <0, V(")Ty <0},

(z*)
El siguiente teorema extraido de [43, Teorema 1.19] presenta las condiciones de opti-
malidad necesarias de primer orden.

Teorema 1.1.23. Sean los mapeos f, g y h dos veces diferenciables en z*, con h y g
diferenciables en un entorno del mismo y sus derivadas continuas en z*. Supongamos
gue MFCQ se satisfacen en z*.

Si z* es una solucién del problema (1.16) entonces, para cada y € C(z*) existen
(\*, u*) multiplicadores de Lagrange tal que

y Vo L(2* N 1)y > 0.
Si z* satisface SMFCQ), tenemos que
y' Vo L(Z5 N 1)y > 0,

para el tnico vector multiplicador de Lagrange (\*, j1*).

®En inglés, complementarity condition.
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En [43, Teorema 1.20] podemos encontrar el siguiente resultado relacionado a las con-
diciones suficientes de segundo orden.

Teorema 1.1.24. Sean f, g y h dos veces diferenciables en z*, factible para el problema
(1.16). Si para todo y € C(z*), cony # 0, existen (\*, u*) multiplicadores de Lagrange
tal que

yIN L L(25 N 1)y > 0. (1.19)

entonces z* es una solucion local estricta del problema de optimizaciéon mixto. Mas adn,
existen constantes positivas y y € tales que

* ’Y *
f(2) = f(2) + 5z = 2|
para todo z factible con ||z — 2*|| < e.

Es evidente que LICQ implica SMFCQ y ésta implica MFCQ, por lo tanto, los resultados
anteriores son validos para esta condicion.

Consideremos nuevamente el sistema KKT definido en (1.18). La idea detras de las
siguientes formulaciones, es reescribir éste sistema como un sistema de ecuaciones no
lineales. Con este fin, introducimos el concepto de funciéon de complementariedad.

Definicién 1.1.25. Una funcién 1) : R? — R se llama funcién de complementariedad, si
el conjunto de soluciones de la ecuacion

Y(a,b) =0
coincide con el conjunto de soluciones del sistema
a>0, b>0, ab=0.

Entre las funciones de complementariedad mas comunes podemos encontrar las si-
guientes.

v' La funcioén del residuo natural
¥ (a,b) = min{a,b} con a,b e R.

v' La funcién de Fischer-Burmeister dada por
Y(a,b) =va2+b2—a—-b con a,beR.

Para mas informacién sobre funciones de complementariedad invitamos al lector a ver
[76, 13].

Haciendo uso de estas funciones, podemos reformular el sistema KKT del problema
(1.16) definido en (1.18) como sigue,

VZE(Z7 )\,/J,) =0, h(Z) =0, 1/1(%: _gj<z)) =0 para j=1,...,p,
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para alguna eleccion de . Con lo cual, nuestro nuevo problema puede ser escrito como
un sistema de ecuaciones

D(z,\, 1) =0,
donde
P : Rnxpxr N ]Rnxpxr
dada por,
V.L(z,\ )
h(z)
Dz, A\, p) = | Y(p,—g1(2)) | . (1.20)

U (pp, —9p(2)) |

Si bien podriamos pensar en aplicar el método de Newton para ecuaciones en el caso

de (1.20), no hemos dicho nada acerca de la diferenciabilidad de la funcién ). En el caso
de los dos ejemplos anteriores, las funciones no son diferenciables en (0, 0), entonces si
la condicion de complementariedad estricta (1.17) (segunda ecuaciéon) no se cumple, el
sistema no serd diferenciable en la solucion (z*, \*, 1*) independientemente de la dife-
renciabilidad de las funciones involucradas. Si bien hay funciones de complementariedad
suaves, estos casos conllevan otros problemas computacionales, por lo que el uso de fun-
ciones de complemetariedad no diferenciables es mas atractivo computacionalmente.

Para resolver la reformulacion del sistema KKT otros métodos son empleados, tales
como los conocidos métodos de Newton generalizados, que en vez de utilizar la derivada
clasica hacen uso del llamado subdiferencial de Clarke o Bouligand, propuestas que inclu-
yen métodos quasi-Newton no suaves [11, 52, 54], entre otros [12, 22, 57, 69, 75, 51, 72,
73].

Veamos entonces una alternativa para resolver el problema (1.16). El método de New-
ton para resolver dicho problema puede ser escrito como una sucesion de problemas de
optimizacién, en este caso es conocido en la literatura como método SQP, Programacion
Cuadréatica Secuencial® (ver [4, 66]) y puede describirse de la siguiente manera: dado w
una buena estimacién de un punto estacionario z* del problema (1.16), una iteracion del
método halla (z, A\, i), con z = w + d donde (\, ;) es un multiplicador de Lagrange
asociado a un punto estacionario d del problema

miniglizar Viw)rd+ 1d"V2% L(w, A, p)d
s.a h(w) + Vh(w)'d =0, (1.21)
g9(w) + Vg(w)"d <0

Entonces el método SQP puede ser descripto como se indica a continuacién.

®En inglés, Sequential Quadratic Programming.
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Algoritmo 4

Paso 0. Elegir (2%, Ao, p10) € R™*P y fijar k = 0.

Paso 1.  Definir z*T1 = 2* 4 d* donde d* es punto estacionario de (1.21) y
multiplicadores de Lagrange A1 Y ftx+1 asociados a d”.

Paso 2. Fijar k = k + 1y volver al Paso 1.

El siguiente resultado asume solo SMFCQ y SOSC en el punto estacionario del pro-
blema z* con multiplicador de Lagrange (\*, u*) asociado. Las condiciones LICQ y de
complementariedad estricta no son necesarias para obtener resultados de convergencia.

Teorema 1.1.26. Sean f, h y g dos veces diferenciables en un entorno del punto z*,
con derivadas segundas continuas en este punto. Sea z* una solucién local del problema
(1.16), satisfaciendo SMFCQ y SOSC para el multiplicador de Lagrange asociado (\*, i*).

Entonces existe una constante 0 > 0 tal que para cualquier punto inicial (zo, A0, 140),
suficientemente préximo a (z*, \*, ii*), existe una sucesion de puntos { (2", A, i)} ge-
nerada por el Algoritmo 4, que cumple

(P = 2% Xes1 — Miy o — ) || <0,

tal que la sucesion converge a (z*, \*, i*) y la tasa de convergencia es q-superlineal. Mas
aun, si las derivadas segundas de f, h y g son localmente Lipschitz continuas con respecto
a z*, la tasa q-cuadratica es alcanzada.

A pesar de que los métodos presentados son sencillos de comprender e implementar,
hay ciertas desventajas que debemos tener en cuenta, algunas de las cuales ya hemos
mencionado. Para hacer frente a dichas desventajas surgen alternativas, tales como los
conocidos métodos quasi-Newton. Estos métodos se basan en las ideas del método de
Newton, pero en estos casos no es necesario calcular de manera explicita informacién
de primer o segundo orden. Por otro lado, evitan resolver sistemas lineales, lo cual re-
duce ampliamente el costo computacional. Sin embargo, es inevitable que mejoras en un
sentido impliquen algunas pérdidas en otros. Por ejemplo, la tasa de convergencia es, en
general, méas lenta (a lo sumo g-superlineal) y el niUmero de iteraciones que se realiza es
usualmente mayor, aunque menos costosas.

Entre las alternativas mencionadas, una de las mas usadas son los llamados métodos
quasi-Newton. En la siguiente seccién damos una breve descripcién de los mismos.

1.2. Métodos Secantes

William Davidon (1927-2013) en 1959 y Charles Broyden (1933-2011) en 1965, intro-
dujeron nuevos métodos para el problema de minimizacién y resolucién de sistemas de
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ecuaciones respectivamente. Estos trabajos, junto con importantes modificaciones hechas
en el trabajo de Davidon, Fletcher y Powell (1963), han generado una amplia investiga-
cién a finales de la década de 1960 y principios de 1970. Dicho trabajo ha conducido a
una nueva clase de algoritmos que han sido llamados como métodos quasi-Newton, de
actualizaciéon secante y modificaciones de Newton, entre otros.

Después de la publicacion del libro de Dennis y Schnabel [22], muchos autores comen-
zaron a diferenciar los llamados métodos quasi-Newton de los métodos secantes. Con el
término quasi-Newton nos referimos a métodos que siguen las lineas del método clasi-
co de Newton, aproximando de alguna manera, la derivada de la funcién. Los métodos
secantes pertenecen a una familia de los métodos quasi-Newton, donde ademas se pide
que tales aproximaciones cumplan con la llamada ecuacién secante. Mas adelante estos
comentarios seran esclarecidos. En esta seccidén nos enfocaremos en el analisis de estos
altimos.

Las actualizaciones secantes permiten generar aproximaciones a la matriz Jacobiana,
en el caso de problemas de ecuaciones no lineales, y a la matriz Hessiana, en el caso de
problemas de optimizacion. Dado que las derivadas no son necesarias, al menos analiti-
camente, estos métodos son muchas veces mas eficientes que el método de Newton en
cualquiera de sus versiones.

En lo que sigue, discutimos algunos de estos métodos para problemas de tamafo
chico y medio. Para problemas de gran escala (es decir, cuando el niumero de variables n
es grande) otras estrategias han sido desarrolladas pero no son discutidas en profundidad
en este trabajo. Para una lectura del tema invitamos al lector a ver [20, 23, 36, 55, 58, 60,
61, 62, 65].

Comenzamos nuestra discusién de los métodos secantes para problemas de ecua-
ciones no lineales, ya que las aproximaciones secantes a la matriz Jacobiana son mas
simples que aquéllas correspondientes a la matriz Hessiana.

1.2.1. Meétodos Secantes para Sistemas de Ecuaciones

Recordemos que el problema en cuestién consiste en encontrar un punto z € R" tal
que F(z) = 0, donde F' es un mapeo suave. La idea es aproximar, en cada iteracion, la
matriz Jacobiana de la funcion usando solo valores funcionales que han sido previamente
calculados.

Como ya hemos mencionado, podemos aproximar la funcién por su expansion en serie
de Taylor, es decir F(w + d) ~ F(w) + F'(w)d. Entonces si M es una buena aproxi-
macién a F’(w), es razonable pensar en pedir que dicha matriz satisfaga la ecuacion

F(w+d) = F(w)+ Myd

o de otra forma,
Mid=y. (1.22)

donde d = z —w ey = F(z) — F(w). La ecuacion (1.22) es conocida como la ecuacion
secante. Entonces, si w es una buena aproximacién a una solucioén z*, el iterado siguiente
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se define como
z=w— My (1.23)

En el método clésico de Newton M, = F’(w). En muchos métodos, calcular un nuevo
iterado en (1.23) no involucra el calculo directo de la inversa de la matriz, de hecho, en
algunos casos, la actualizacién de la inversa de una matriz se obtiene a partir de la inversa
de la anterior, como veremos mas adelante .

En algunas ocaciones, la matriz Jacobiana es rala’ y dicho patrén es conocido. En la
practica es conveniente que tal estructura sea aprovechada, especialmente si hablamos
de problemas de gran escala. Ver [14, 15, 16, 53].

Si bien buscamos que la ecuacién (1.22) se satisfaga, esta condicién no determina
univocamente a M_ . De esta forma, construir una buena aproximacion secante consiste
en tomar una buena eleccién dentro de todas las posibles, de manera que las propiedades
de la matriz Jacobiana se conserven o faciliten su uso en un algoritmo quasi-Newton.

Si bien hay muchas formas de obtener estas aproximaciones, una de las mas usadas
en la literatura es elegir M tratando de que el cambio en el modelo afin sea minimo, res-
petando siempre la condicién (1.22). Estos métodos son conocidos como métodos secan-
tes de cambio minimo. Diferentes interpretaciones de “minimo” llevan a diferentes métodos
quasi-Newton. A continuacién damos algunos ejemplos de dichas actualizaciones, donde
dada M, aproximacion previa de la matriz Jacobiana, se define la siguiente como M,
todas ellas cumpliendo con la ecuacion (1.22).

v La siguiente actualizacién fue propueta por C. Broyden en 1965 (ver [9]) y es cono-
cida como actualizacion de Broyden buena, siendo una de las méas populares dentro
de los métodos quasi-Newton.

(y — Md)d"
M, =M+ -“"——F——. 1.24
v" Una segunda actualizacién, también sugerida por Broyden es la siguiente.
_ _ d— M 1y)y"
MQ:M1+(¢@). (1.25)

Esta formulacién tiene la ventaja de calcular directamente M;l. En la practica, los
métodos que usan este tipo de actualizaciones han sido consideramos menos exi-
tosos que aquéllos que usan (1.24), de hecho, (1.25) es conocida como la mala
actualizacion de Broyden.

v' Eltercer y ultimo ejemplo es una generalizacion que abarca las dos actualizaciones

anteriores.
(y = Md)v™

vTd

Dicha actualizacion esta bien definida para todo v € R™ tal que v’'d # 0y cumple

M, =M+ (1.26)

con la ecuacién secante. Tomando v = dy v = M7*d recuperamos las actualiza-
ciones de Broyden buena y mala respectivamente.

’En inglés, sparse.
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Ahora presentamos un esquema del algoritmo para los métodos secantes.

Algoritmo 5

Paso 0. Elegir 20 € R™, My € R™ " y fijar k = 0.

Paso 1.  Definir d* solucién de Myd = —F(2*) y fijar 281 = 2 4 d*.
Paso 2. Calcular M1 usando alguna actualizacion del tipo (1.24), (1.25), (1.26).

Paso 3. Fijar k =k + 1y volver al Paso 1.

Antes de pasar a la siguiente subseccidn, mencionamos un teorema de convergencia
para este tipo de métodos, usando la actualizacion de Broyden (buena). Para mas detalles
ver [22, Teorema 8.2.2].

Teorema 1.2.1. Sea <’ > 0. Supongamos z* € R™ es una solucién de (1.1) y F' : R" —
R™ continuamente diferenciable con derivada Lipschitz continua en todo punto z € B.(z*)
y F'(z*) no singular.

Entonces, existenc > 0y d > 0 tal que si 2° € B.(z*) y My € Bs(F'(z*)), el Algorit-
mo 5 genera una sucesion de iterados {zk} que converge a z*. La tasa de convergencia
de este método es q-superlineal si la regla de actualizacion para las matrices es (1.24).

Si bien solo hemos mencionado unos pocos, existen una variedad de métodos quasi-
Newton. Entre los métodos de actualizacion secante de cambio minimo podemos mencio-
nar los de actualizacion directa via factorizacion, donde puede escribirse la matriz Jacobia-
na de F' como producto de matrices, es decir, F’(z) = M (z)"'N(z), para todo z € R™.
Esta descomposicién puede corresponderse con la factorizacién LU y podemos encon-
trar un desarrollo detallado en [45]. Cuestiones relacionadas a factorizaciones ortogonales
pueden encontrarse en [59].

Otros métodos de gran importancia son los llamados métodos estructurados. En estos
caso, F'(z) = M(z) + N(z), para todo z € R", donde M (z) es faciimente calculable a
diferencia de N (z). Algunos ejemplos de métodos estructurados pueden ser encontrados
en[1, 39, 48].

Para una discusion mas completa del tema invitamos al lector a ver [60].

1.2.2. Métodos Secantes para Problemas de Optimizacion

En esta subseccién consideramos métodos secantes para problemas de optimizacion
sin restricciones. Si bien podriamos pensar en aplicar las técnicas mecionadas anterior-
mente al problema V f(z) = 0, debemos tener en cuenta que estariamos desperdiciando
ciertas propiedades de la matriz Hessiana, tales como la simetria y frecuentemente el
hecho de ser definida positiva.
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Las actualizaciones que presentamos aqui intentan mantener las propiedades de estas
matrices. Si pensamos la Hessiana de una funcién como derivada del sistema V f(z) = 0,
entonces la ecuacion (1.22) debe ser satisfecha, es decir

Hy(z —w) = V(2) = Vf(w), (1.27)

donde H es la aproximacién secante de V2 f(z). En lo que sigue damos algunos ejem-
plos de actualizaciones que cumplen la ecuacion secante y mantienen la simetria.

v’ La conocida actualizacion secante simétrica o también llamada actualizacion de
Powell-Broyden simétrica (PSB), fue presentada por Powell en 1970, ver [70].

(y — Hd)d" +d(y — Hd)" d"(y — Hd)dd"

H,.=H 1.2

* * dTd (dTd)? (128)

v Ofra férmula para H fue propuesta por Greenstadt en 1970.

d_H—l T d_H—l T Td_H—l T
H;1:H_1+( y)y ;y( vy . 2y)yy . (1.29)
yly (y"y)
v La actualizacion simétrica de rango 1, SR1.
— Hd)(y— Hd)T

Hy = H+ (y )y ) (1.30)

(y— HA)Td

Lamentablemente en estos casos, H no necesariamente es definida positiva adn
cuando H lo es. En lo que sigue, presentamos otras actualizaciones que si preservan esta
ultima propiedad.

v' La siguiente férmula fue presentada por Broyden [10], Fletcher [33], Goldfarb [35]
y Shanno [74], de manera independiente, en 1970, de alli que se la conoce con el
nombre de actualizacion BFGS (o actualizacién secante definida positiva).

yy!  Hdd"H

Hy=H+ % -~
+ tTd T dTHA

(1.31)
v’ La primer actualizacién secante conocida es la llamada actualizacién DFP, debido a
Davidon (1959) y posteriormente popularizada en los trabajos de Fletcher y Powell

(1963). Ver [17].

(y— Hd)y" +y(y — HA)T  (y— Hd)Tdyy"

H.—H B
- * yTd (yTd)2

(1.32)

Ahora estamos en condiciones de presentar el Algoritmo quasi-Newton para este tipo
de actualizaciones de la matriz Hessiana.
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Algoritmo 6

Paso 0. Elegir 20 € R*, Hy € R™*" y fijar k = 0.
Paso 1.  Definir d* solucién de Hyd = —V f(2F) y fijar 28+ = 2k + gk
Paso 2. Calcular Hy1 usando alguna actualizacion del tipo secante.

Paso 3. Fijar k = k + 1y volver al Paso 1.

El siguiente teorema se debe a Broyden, Dennis y Moré (1973) y asegura la convergen-
cia local de este tipo de métodos a un punto estacionario localmente aislado. Un resultado
similar se obtiene si pedimos que la matriz Hessiana V2 f(z*) sea definida positiva. Para
mas detalles de los resultados y demostraciones ver [22, Teoremas 9.2.1 y 9.3.1].

Teorema 1.2.2. Seac’ > 0. Sea f : R™ — R dos veces continuamente diferenciable con
derivada localmente Lipschitz continua en todo punto z € B./(z*), donde z* es tal que
Vf(z*) =0yV?2f(z*) es no singular.

Entonces, existen e > 0y § > 0 tal que si 2° € B.(2*) y Hy € Bs(V2f(z*))
simétrica, el Algoritmo 6, actualizando las matrices segun (1.28), (1.29) o (1.30), genera
una sucesion de iterados {zk} que converge q-superlinealmente a z*.

Si ademas, se cumple que V> f(2*) es definida positiva, entonces se obtiene el mismo
resultado para las actualizaciones (1.31) o (1.32).

Un hecho importante de destacar es que cuando las matrices quasi-Newton conservan
la propiedad de ser simétricas y definidas positivas, una de las estrategias mas naturales
para resolver el sistema lineal en el Paso 1 del Algoritmo 6, es el uso de la factorizacion de
Cholesky (ver [7, 66]), la cual nos permite pensar nuestra matriz como un producto de la
forma GG'', donde G es triangular inferior con elementos positivos en la diagonal.

En la siguiente seccién presentamos un método tipo Newton para resolver un problema
como (1.1), donde la funcién involucrada es tal que F' : R” — R con n # m, y ademas
pedimos que z se encuentre en algun conjunto €2 C R™.

1.3. Un Método tipo Newton para la Resolucion de Sistemas de
Ecuaciones

En esta seccidon presentamos un método para resolver un sistema de ecuaciones con
restricciones y posibles soluciones no aisladas, junto con una extensién del método apli-
cado a un caso particular de funciones no diferenciables. Este método, conocido como LP-
Newton® fue presentado por Facchinei, Fischer y Herrich en [25] y significa un importante
avance dentro del campo de optimizacion.

8En inglés, Linear Programming Newton method.
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Nuevamente el objetivo es encontrar un punto z € R™ tal que
F(z) =0, z € (1.33)

donde F': R™ — R™ es un funcién continua y 2 C R™ es un conjunto cerrado y no vacio.
Es importante destacar la primera diferencia con respecto a los métodos presentados an-
teriormente, en este caso el dominio de la funcién involucrada es un subconjunto de R™ y
su imagen uno de R™, con n y m posiblemente diferentes.

El desarrollo de métodos de este tipo intenta extender el método de Newton clasico en
al menos tres direcciones.

v Relajacion en las hipétesis de diferenciabilidad. Hasta la actualidad, el manejo de
las hipétesis relajadas de diferenciabilidad ha demandado grandes esfuerzos, debi-
do a su importancia practica. Los sistemas de ecuaciones no diferenciables surgen
naturalmente tanto en el modelado de fenémenos naturales como en el estudio de
problemas que son considerados suaves, como vimos anteriormente, sistemas de
ecuaciones no diferenciables basados en reformulaciones de sistemas KKT.

v Relajacion en las hipotesis de no singularidad. Los avances en este campo son méas
recientes y surgen de los intentos de desarrollar métodos de rapida convergencia
para la solucion de problemas usuales como sistemas KKT que surgen de los pro-
blemas de optimizacion, desigualdades variacionales y problemas de equilibrio de
Nash generalizados.

v' Restricciones en el conjunto factible. Restringir el conjunto en el cual buscamos so-
luciones puede significar algunos beneficios tales como evitar regiones donde la fun-
cién es no diferenciable o donde su matriz Jacobiana sea singular. Por otro lado, nos
permite ahorrar esfuerzo si sabemos de antemano en qué regiones buscar nuestras
soluciones (por ejemplo, en el caso de los sistemas KKT, los multiplicadores deben
ser no negativos).

La idea general del método es generar una sucesion de puntos {zk} C Q) convergente
a alguna solucién z* de (1.33), resolviendo en cada interacién k£ un subproblema de opti-
mizacion. La idea detras de este procedimiento, es acotar el error en la aproximacion lineal
a la funcion F'y la direccion definida por un iterado y el siguiente, en cada interacion.
Dado un punto w € 2, consideremos
min'g;lizar vy
s.a [[F(w) + M(w)d|| < || F(w)]?,
]l < [ F(w)],
w+d € Q.

(1.34)

Donde M (w) se corresponde con la derivada o derivada generalizada de la funcién F
en el punto w.
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Es facil ver que el problema anterior tiene solucién para cualquier w € R"™. Por otro
lado, tomando ||-|| como la norma infinito y {2 un conjunto poliedral, (1.34) no es mas que un
problema de optimizacién lineal. De alli su nombre. Estos tipos de problemas son faciles de
resolver aun cuando tratamos con grandes dimensiones, lo cual es una importante ventaja
de este método respecto a otros.

Ahora estamos en condiciones de describir el método para la solucién de (1.33).

Algoritmo 7 <

Paso 0. Elegir un punto 2° € Qy fijar k = 0.

Paso 1. Si F(2*) =0, parar.
Paso 2. Definir zF*1 = 2* 4 d* donde el par (d*, ;) es una solucién de

minilmizar 0%
I’Y
s.a [[F(F) + M(R)d| < A|[F ()2,
]| < AIFER,
2k +deq.
Paso 3. Fijark =k + 1eiral Paso 1.

En lo que resta de la seccién nos detendremos en algunos detalles del analisis de
convergencia del algoritmo, ya que éste da el puntapié inicial a los trabajos que seran
desarrollados en los posteriores capitulos.

A continuacién presentamos algunas hipétesis que seran necesarias a la hora de de-
mostrar la convergencia del algoritmo. Definimos el conjunto solucién de (1.33) como

Z={z€Q| F(z) =0}, (1.35)

el cual tomaremos no vacio. Sea z* € Z, ¢ > 0y consideremos la bola centrada en z* de
radio €.

Hipotesis 1. Existe una constante L > 0 tal que
[1F(w)|| < Ldist(w, Z),
para todow € B.(z*) N Q.

Esta hipotesis es muy débil y se cumple cuando, por ejemplo, F' es localmente Lipschitz
continua.

La préxima hipotesis corresponde a una cota de error local de la funcion F' alrededor
del punto z* en 2, la cual nos da una estimaciéon de la distacia de un cierto punto al
conjunto solucién. Esta condicion es clave en la prueba de convergencia en el caso que z*
no sea un punto aislado.
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Hipotesis 2. Existe una constante ¢ > 0 tal que
dist(w, Z) < {||F(w)||,
para todo w € B.(z*) N Q.

Dado que el problema (1.34) esté bien definido, para cada w denotamos ~(w) al valor
optimo, al cual supondremos uniformemente acotado para todo w € B.(z*) N 2. Esta
condicion se refleja en la siguiente hipotesis.

Hipotesis 3. Existe una constante I > 1 tal que
Y(w) <T,
para todo w € B.(z*) N Q.

En importante entender en qué casos generales esta condicion vale. En el trabajo de
Facchinei, Fischer y Herrich se muestra que si I es diferenciable, con derivada localmen-
te Lipschitz continua y si provee una cota de error local en (2, entonces la hipbtesis se
satisface.

Finalmente presentamos la Gltima hipotesis, qgue como la anterior, es mas bien técnica,
lo que puede dificultar su comprensidn.

Hipotesis 4. Existe & > 0 tal que si
u€ L(w,a) = {u €l lu—w| <a,||F(w)+ Mw)(u—w)| < a2}

entonces,
|F(w)]| < do

para todow € B.(z*) N Q, conw ¢ Zya € [0,¢].

Esta hipétesis requiere que el mapeo u — F(w) + M (w)(u — w) sea una buena
aproximacion, en algun sentido, del mapeo u — F'(u), para u € 2 con u suficientemente
cerca de w. Bajo la condicién de que F sea diferenciable y F’ localmente Lipschitz, esta
hipétesis vale.

A continuacién presentamos el resultado que asegura la convergencia g-cuadratica del
Algoritmo 7. Dicho resultado fue extraido de [25, Teorema 1].

Teorema 1.3.1. El Algoritmo 7 esta bien definido para cualquier punto inicial z° € Q. Si
las Hipdtesis 1 — 4 son satisfechas, entonces existe ¢ > 0 tal que cualquier sucesion {z*},
generada por el algoritmo con punto inicial z° € B.(z*) N €2, converge q-cuadraticamente
a algun punto z.

El lector podra encontrar en [25] la demostracién del teorema anterior y de algunos
resultados auxiliares. En una segunda parte del trabajo, los autores presentan algunos
resultados de convergencia para funciones F' con una estructura especial, que seran ex-
plotados para sistemas KKT. Entre ellas se encuentran las funciones afines a trozos.
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Definicién 1.3.2. Sean F',... FP : R" — R™ funciones continuas. Una funcién F :
R™ — R™ se dice que es una seleccién continua de las funciones F*',... FP en un
conjunto Y C R™ si F es continuaenY y F(z) € {F'(2),...,FP(z)} paratodoz € T.
Denotamos por

I(z) ={ie{l,...,p} | F(z) = F’(z)}
el conjunto de indices que aquellas funciones seleccién que son activas en z. La funcion
F es llamada afin a trozos si’Y = R"™ y las funciones seleccion son todas afines.

En lo que sigue, explicaremos brevemente la aplicacién del Algoritmo 7 a reformulacio-
nes no diferenciables de sistemas KKT.

Sea H : R" — R" diferenciable con derivada localmente Lipschitz continuay g :
R™ — R" dos veces diferenciable con derivadas de segundo orden localmente Lipschitz
continua. Consideremos el sistema KKT

H(2)+Vg(z)u=0, g¢(z)<0, uv>0, ulg(z)=0 (1.36)

el cual ya vimos que puede aparecer de problemas de optimizacion (donde H es el gra-
diente de la funcién objetivo) o desigualdades variacionales (donde H es la funcién que
define las desigualdades variacionales).

Como vimos antes, el sistema (1.36) puede ser reformulado como un sistema de ecua-
ciones no lineales por medio de funciones de complementariedad. Entonces el sistema
(1.36) puede ser escrito de la siguiente forma

H(z)+ Vgl (2)u
B(2,u) = Pl _:gl(z)) — 0, (1.37)

Y(ur, —gr(2))
y ademas, sus conjuntos solucién coinciden.
Tomando ¥ como el residuo natural, los autores reformulan el problema (1.37) como
un sistema de ecuaciones con restricciones
[ H(z)+ Vgl (2)u |
9(z) +v
F(z,u,v) = min{uy, vy} =0, (1.38)

min{u,, v, }

con (z,u,v) € 2, donde €2 denota un conjunto cerrrado convexo tal que 2 C R™ x R’ x
R?..

Es facil ver que un punto (z*, u*) resuelve (1.36) si y solo si (z*,u*, —g(z*)) es una
solucién de (1.38). Esta forma de plantear el problema nos permite asegurarnos la validez
de algunas hip6tesis ya mencionadas. El proximo teorema [25, Teorema 5] describe varias
situaciones donde las Hipétesis 1-4 valen, con lo cual podemos demostrar que la sucesion
generada por el Algoritmo 7 converge cuadraticamente a una solucion de (1.38).
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Teorema 1.3.3. Sea (z*, u*,v*) una solucién arbitraria del problema (1.38) y supongamos
que

Q=R"xRT xR o Q={(z,u,v) € R" xR™ xR"™ | u+v > 0}.

Si alguna de las condiciones (a)-(d) vale, entonces las Hipdtesis 1-4 son satisfechas.
Ademés existe ¢ > 0 tal que cualquier sucesion infinita { z*} generada por el Algoritmo 7
converge q-cuadréticamente a una solucién (z, i, v) de (1.38), siempre que (z°,u°,v%) €
Be((z*,u*,v*) N Q y que M((2%,uF, vF)) € {(F))(zF,ub vF) | i € Z((zF,uF vh))}

para todo k € N.
(a) Las funciones H y g son afines.
(b) La Hipdtesis 2 vale y (z*,u*,v*) es una solucion no degenerada de (1.38).

(c) La Hipdtesis 2 vale y si (z*,u*,v*) y (2/,u/,v") son dos soluciones préximas, en-

fonces z* = 2'.

(d) La Hipdtesis 2 vale y si (z*,u*,v*) y (2/,u/,v") son dos soluciones proximas, tal
que u* = v* = 0 entonces u' = v’ = 0.

En lo que sigue damos un ejemplo extraido de [25, Ejemplo 6]. Este ejemplo es un
sistema KKT derivado de un problema de optimizacion. Este ejemplo es considerado com-
plicado para los métodos existentes dado que las soluciones primal y dual (si el lector no
esta familiarizado con la reformulacién dual de un problema de optimizacion, ver [3]) son
no aisladas y la ecuacion proveniente de la reformulacion es no diferenciable en el conjunto
solucién.

Ejemplo 1.3.4. Consideremos el siguiente problema de optimizacion.

minirznizar (21 + 20)24 + 2 (22 + 23)?
S. a. z3 <0,
z1 20,
zg > 0,
z4 20,
21+ 294+ 23 >0,

(1.39)

El sistema KKT asociado a dicho problema puede ser reformulado a través del siguiente
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sistema de ecuaciones

Z4 +uUr — U2 —Us
24 + 290 + 23 —uz — us
29 + 23 — U
21+ 22 —uUg
21+ 1
—21 +v2
F(z,u,v) = 1 =2+ =0, (1.40)
—2Z4 + V4
—21 — 29 — 23+ vy
min{uy, v}
ml’n{u2, UQ}
min{U3, U3}

min{uy, vy}

min{us, vs}

con multiplicadores u1, . . ., us y variables de holgura vy, ..., vs. El conjunto solucion de
(1.39) esta dado por {(0,t,—t,0) | t > 1}. Para cada una de estas soluciones, el corres-
pondiente conjunto de multiplicadores es {(s, s,0,t,0) | s > 0}, por lo tanto, el conjunto
solucion de (1.40) es

Z ={(0,t,—t,0,s,s,0,¢,0,0,0,t —1,0,0) | t > 1, s > 0}.

Dado que F es afin a trozos, no es dificil ver que las Hipdtesis 1-4 son satisfechas. Enton-
ces el Algoritmo 7 converge localmente con tasa q-cuadratica desde la vecindad de alguna
solucion.

A continuacion mostramos los resultados obtenidos por los autores al aplicar el Algo-
ritmo 7 a este problema con 2° = (1,4,-2,1,3,3,1,4,1,0,1,3,1,3).

B IF Nl
6 7.9447e+02
7 2.4470e-04
8 2.3928e-07
9 2.3447e-13

Tabla 1.2: Resultados numéricos para el Ejemplo 1.3.4.

En el proximo capitulo presentamos una estrategia quasi-Newton basada en el méto-
do descripto en esta seccién, la cual provee una herramienta Util y sencilla para resolver
problemas como (1.33).
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Capitulo 2

Un Método LP quasi-Newton
Modificado

En este capitulo presentamos una adaptacion del método LPN introducido anterior-
mente, obteniendo una velocidad de convergencia g-cuadratica para el algoritmo, para
posibles soluciones no aisladas y relajando las hipotesis de suavidad de la funcién involu-
crada. En el método que proponemos a lo largo de este capitulo, el cual fue publicado en
[63], la informacién de primer orden es reemplazada por una actualizacién quasi-Newton
secante, la cual provee una herramienta computacionalmente simple y menos costosa.
Esta estrategia combina:

v’ una actualizacion secante para un sistema de ecuaciones no lineales con soluciones
aisladas y

v' la posibilidad dada por el método LPN para resolver sistemas con restricciones cu-
yas soluciones pueden ser localmente no aisladas.

Antes de introducir el algoritmo, damos una breve descripcidon de algunos de los méto-
dos ya existentes en la literatura para la solucién de sistemas de ecuaciones. Una vez
presentado el método, en la Secciéon 2.2 analizamos la convergencia local bajo ciertas
hipotesis, entre las cuales cabe destacar una condicion de cota de error estandar que
asegura la convergencia en el caso de soluciones no aisladas. En la Seccién 2.3 de este
capitulo, presentamos algunos ejemplos numéricos que muestran el desempefio del algo-
ritmo.

2.1. Introduccion

Presentamos un método para la solucion de sistemas de ecuaciones con restricciones,
es decir, para encontrar un punto z tal que

F(z)=0 con ze€qQ. (2.1)

33
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Nuevamente el conjunto 2 C R"™ sera cerrado y no vacio. En el caso de la funcién F,
pediremos que F' : R" — R™ sea continuamente diferenciable con F’ localmente Lips-
chitz continua. Como en el caso del algoritmo LPN, nuestra propuesta también contempla
n # m. Esto nos permite tratar con un mayor nimero de problemas.

La idea de este nuevo método consiste en reemplazar la matriz Jacobiana o algun
elemento del Jacobiano generalizado de la funcién F', el cual esta representando como M
en el subproblema (1.34). La motivacion en este caso proviene del hecho de que el célculo
de este sustituto o aun de la misma matriz Jacobiana, puede introducir error numérico y
ser costoso computacionalmente. Estas limitaciones son bien conocidas en la literatura
que concierne a los sistemas de ecuaciones no lineales sin restricciones y parte de estos
impedimentos han sido manejados a través del uso de estrategias quasi-Newton [5, 11].

Para sistemas sin restricciones los métodos quasi-Newton son usados como herra-
mienta para acoplar el comportamiento local del método de Newton estandar con una
consistente estrategia de globalizacion. En [32] fue mostrado que un método globalmente
convergente puede ser formulado tanto para funciones continuamente diferenciables como
para funciones pertenencientes a cierta clase continuamente diferenciable a trozos.

Es bien conocido que el problema (2.1) puede ser reformulado como un problema de
cuadrados minimos no lineales. Pero en este caso, los algoritmos de minimizacion pueden
alcanzar puntos estacionarios que no necesariamente resuelven el problema deseado.
Mas aun, para funciones objetivo no convexas, la unicidad local de las soluciones es una
hipo6tesis estandar. Sin embargo, debemos mencionar el trabajo [56] que estudia métodos
de gradiente proyectado y donde la convergencia r-lineal fue probada para puntos esta-
cionarios no aislados. En contraste, el método propuesto en este capitulo no requiere el
calculo de derivadas y una convergencia g-lineal es obtenida para un conjunto solucién no
aislado.

Para resolver problemas de cuadrados minimos no lineales, es conocido de la literatura
que el método Levenberg-Marquardt es una de las mejores opciones. Bajo ciertas hipote-
sis éste genera una sucesion que converge g-cuadraticamente a una posible solucién no
aislada [28, 30, 78]. Sin embargo, nos encontramos nuevamente frente a un método que
requiere el calculo de la matriz Jacobiana exacta.

Otra estrategia quasi-Newton para resolver el problema (2.1) es el propuesto por Ul-
brich en [77]. En este trabajo se presenta una reformulacion del problema como uno de
cuadrados minimos no lineales, y se intenta resolverlo usando un método de regiones de
confianza. En este caso, la convergencia del algoritmo fue demostrada al asumir que los
puntos en la preimagen del vector nulo son aislados y que cada una de las componentes
de la funcién (F;) es continuamente diferenciable fuera de F; *(0) y semisuave en F; '(0).
También deberiamos mencionar métodos desarrollados para sistemas no lineales particu-
lares dados por una reformulacion de un sistema KKT [26, 71] y una reformulacién de un
problema de complementariedad mixto [47].

A continuacién presentamos el siguiente procedimiento iterativo para la resolucién del
problema (2.1).
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Algoritmo 8

Paso 0. Elegiro >0, 2° € Q, My € R™*" y fijar k = 0.

Paso 1. Definir z**1 = 2% + d* donde el par (d*,~;) es un solucién de

minimizar 7y
dyy
s.a ||F(2%) + Mpd| < o,
ldll <,

2k +deq.

Paso 2. Si F(z**1) = 0, Parar. Sino, calcular M}, ; € R™*",
Paso 3. Fijark =k + 1eiral Paso 1.

J

Para simplificar el andlisis de convergencia, vamos a considerar una actualizacion
quasi-Newton secante de cambio minimo de la matriz (para mas detalles ver [21]). Ademas,
las lineas del andlisis de convergencia siguen las ideas de [6].

En contraste con los resultados estandar quasi-Newton, donde se obtiene convergen-
cia g-superlineal, aqui solo probaremos convergencia g-lineal. A pesar de ello, es un resul-
tado aun significativo dado que podemos resolver problemas con soluciones no aisladas y
sin hipétesis de convexidad o monotonicidad, al resolver subproblemas simples y sin cal-
cular informacion de primer orden. En el capitulo siguiente introduciremos una mejora de
este método, donde se puede demostrar convergencia g-superlineal.

Como podemos observar, el subproblema de optimizacion que involucra el Algoritmo
8, es similar al definido en (1.34), donde M}, es un buen sustituto para F’(zk). Mas aun, es
una adaptacion de [32, problema (5.9)]. Esta adaptacion consiste en tomar un parametro
fijo o en lugar de uno variable || F'(z*)||, cambio que fue hecho para obtener un punto
factible del subproblema para garantizar el cumplimiento de la cota de error uniforme.

A continuacion presentamos el andlisis de convergencia para el Algoritmo 8.

2.2. Analisis de Convergencia Local

En esta seccion presentamos una serie de resultados que nos seran de utilidad a la
hora de demostrar la convergencia local del método propuesto.
Seao >0, w € Qy M € R™", consideremos el subproblema de optimizacion
planteado en el Paso 1 del Algoritmo 8,
minimizar -y
dyy
s.a |[[F(w) + Md|| < o7,
ldll <,
w+d € Q.
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Veamos algunas propiedades importantes del problema (2.2).
Proposicion 2.2.1. Seaw € (2, entonces,
(a) el par (0, 1| F(w)]||) es factible para el problema (2.2).
(b) El problema de optimizacion (2.2) tiene una solucién cony < L||F(w)].
(c) El valor optimal del problema (2.2) es cero si y solo siw es una solucion de (2.1).
Demostracion.

(a) Sid = 0 entonces,
1 1
1F(w) + Md|| = [|[F(w)| = o _[|F)]| 'y ld] =0 < —|[F(w),
conw + d = w € (. Entonces, (a) vale.

(b) Por otro lado, si se suma al problema (2.2) la restriccion v < %”F(U))H, el conjunto
solucion no cambia, ya que (0, L[| F'(w)|)) es factible para el problema. Dado que este
nuevo problema tiene un conjunto factible compacto y no vacio, con la funcién objetivo
continua, se puede garantizar la existencia de solucion. Luego (b) vale.

(c) La prueba de (c) es trivial. Si v = 0 entonces,
[ F(w) +Md|| =0 vy [d] =0,

conw +d € Q, luego | F(w)|| =0y w € Q, es decir, w es una solucion de (1.33).
Por otro lado, si w es una solucién de (1.33) se tiene que el par (d,~y) = (0,0) es una
solucién de (2.2).

]

Dado que el objetivo en esta seccion es definir un algoritmo quasi-Newton, propor-
cionamos una regla para generar una matriz M adecuada. Consideremos el siguiente
conjunto cerrado convexo X C R™*™ de manera que

Fl(w)e X, Ywe.

Por otro lado, para puntos z,w € R™y M € R™*™ consideremos el siguiente proble-
ma

miniJI\}lizar |N — M]|?
s.a N(z—w)=F(z) - F(w), (2.3)
NeX.

Dado que (2.3) es un problema de optimizacion fuertemente convexo, tenemos que la
matriz M es la Unica solucién si y solo si

<M+_M7N_M+> 207
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para todo N tal que
N(z—-w)=F(z)—F(w) y Ne&X.

Aqui, (-, ) es el producto interno asociado a la norma || - ||.. Entonces podemos ver facil-
mente que

IM — My|2 < |M —N|? - ||My — NJ|Z, (2.4)

paratoda N talque N(z —w) = F(z) — F(w)y N € X.

Es valioso mencionar que si || - ||x es la norma de Frobenius se puede recobrar la
actualizacion de Broyden cuando X = R™*" y la actualizacion PSB cuando X" es el
espacio de las matrices simétricas. En aquellos casos donde la aproximacion de la matriz
debe ser simétrica y definida positiva, una pequefa modificaciéon puede ser hecha para
incorporar la actualizacién BFGS (ver [29, 34, 38]).

A continuacién establecemos algunas hip6tesis que seran de gran utilidad a la hora de
estudiar la convergencia. Algunas de ellas que seran usadas tanto en este capitulo como
en el proximo, ya han sido definidas en el capitulo anterior, pero seran repetidas aqui para
hacer la lectura mas agil.

Recordemos que F' : R™ — R™ es continuamente diferenciable con F’ localmente
Lipschitz continua.

Se asume, como en el caso anterior, que el problema (2.1) tiene un conjunto solucién
Z no vacio, es decir

Z={2€Q|F(z) =0} #0.

Sea z* € Z una solucién arbitraria pero fija de (2.2). Asumimos la existencia de una cota
de error local alrededor del punto z*, lo que se refleja en la siguiente hipotesis.

Hipotesis 5. Existen constantes ey > 0 y £ > 0 tal que
dist(w, Z) < /||F(w)| paratodo w € B.,(z*) NS

Esta condicion puede ser obtenida a partir de ciertas hipo6tesis que dependen de la
estructura de F. Por ejemplo, [31] para sistemas de complementariedades’ y [44] para
problemas de equilibrio de Nash generalizados.

Por otro lado, |a hipotesis de suavidad de la funcién F’, asegura que existen constantes
Lo >0y Ly > 0tales que

1F(2) = F(w)|l < Lollz —wl y [[F'(2) = F'(w)[ls < La|lz — w]],

para todo z,w € B.,(z*). Entonces, podemos tomar ¢y suficientemente pequefio de ma-
nera de lograr la validez del siguiente supuesto.

Hipotesis 6. Existe cg > 0 tal que

|F(w)|| < Lodist(w,Z) paratodo w € Bg,(z"). (2.5)

'En ingles, complementarity system.
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Por otro lado, definimos la constante 5 > 0 de manera que | M || < §||M ||« para toda
matriz M € R™*™.

Comenzamos presentando el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.2. Sea o > 0. Entonces existen constantes 1 > 0 y o1 > 0 tales que
para cualquier w € Be (%) y M € By (F'(z*)), si el par (d,%) es una solucién del
problema (2.2) entonces se cumple

|F(w) +Md|| < odist(w, Z), (2.6)
||| < dist(w, Z). (2.7)

Demostracion. Si w € Z, por la Proposicion 2.2.1c y la segunda restriccién en (2.2), se
tiene que (d,%) = (0,0). Entonces (2.6) y (2.7) valen.

Se definen
, €0 2 o
g1 =minsg —, —— = —.
1 9 3BL1 y m 25
Paraw € B, (") \ Z sea w € Z tal que ||lw — w|| = dist(w, Z). Entonces, para

d = w — w tenemos que
]l = dist(w, Z) < [lw— 2| <er.

Por otro lado, dado que |0 — 2*|| < 2||w — 2*|| < egy M € By, (F'(z")),

|F(w) + Md|| < [|[F(w)+ F'(w)d — F(@)[| + (M — F'(w))d]|
< %Ildl\2 + B (II1F'(z%) = F'(w)[l« + |M — F'(z")|I) [1d]
< (BQLl& + BLier + ,Bm> 1]
< ofd|.

Debido a la dltima desigualdad y al hecho que ||d|| = dist(w, Z), llegamos a
| F(w) + Md| < odist(w, Z).

Como (d, dist(w, Z)) es factible para el problema (2.2), se tiene que 7 < dist(w, Z).
Luego d satisface (2.6) y (2.7).
[ |

El préximo resultado es clave para mostrar que la sucesién de puntos {zk} generada
por el Algoritmo 3 converge efectivamente a una solucién del problema (2.1).

Lema 2.2.3. Sea la Hipdtesis 5 valida. Entonces si o > 0, existenes > 0 yny > 0
tales que siw € B.,(z*), M € By (F'(z*)) y (d,%) es una solucién del problema (2.2)
entonces la siguiente desigualdad vale,

dist(w + d, Z) < 20 dist(w, Z). (2.8)
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Demostracién. Si w € Z entonces (d,7) = (0,0), como ya fue mostrado. Luego (2.8)
vale. Veamos qué sucede cuando w ¢ Z.

Por otro lado, dado que F' es continuamente diferenciable, existe » > 0 tal que si
w,w + d € B,(z*) lo siguiente vale

1P (w + d) = F(w) = F'(z")d|| < %IIdH-

Definimos las constantes €2 y 175 como,

€9 = mf {—0 £ i} = mfi — (2.9)
min min .
2 L 1 2 y 72 m, 25 3

donde £1 y 11 estan dadas por la Proposicion 2.2.2.
Ahora, sea w € B, (2*) \ Zy M € By, (F'(2*)). Por (2.7) tenemos que

lw+d—2" < flw—2"] +dist(w, 2)
2w — 27|
., [€o
< mln{—,r}.
2

De esta forma obtenemos la siguiente desigualdad,

IN

IFw+d)| < |1F(w+d) = F(w) = F'()d]| + B1F(=") = M| d]
+|| F(w) + Md||
Sl + Bralldl] + odist(w, 2)

< 20dist(w, Z).

IN

Y por la Hipotesis 5,

dist(w + d, Z) U F(w+d)|
20l dist(w, Z).

VANRVAN

Con lo cual queda demostrado el lema.
|

El siguiente resultado es una adaptacion de la propiedad de deterioro acotado para la
sucesion de matrices {Mj}. Algunos ejemplos de esta propiedad pueden verse en [22,
Lema 8.2.1]. Dicha condicion brinda una herramienta para el analisis local que cuantifica
el peor comportamiento de la actualizacién quasi-Newton.

Proposicion 2.2.4. Suponiendo que la Hipdtesis 5 vale, sean o > 0 y ny > 0 dados
por el Lema 2.2.3 para algin o > 0. Siw € B.,(z*), M € B}, (F'(z*)), el par (d,7) es
una solucién del problema (2.2) y M. es la solucién del problema (2.3) para z = w + d,
entonces para ¢ = 2Ly (3 + méx{1,20(}) vale que

My = F'(2)|lx < |M — F'(@)]|« + cdist(w, 2),

donde z,w € Z satisfacen ||z — z|| = dist(z, Z) y ||[w — w|| = dist(w, Z).
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Demostracion. Definimos la matriz N € R™*™ como
1 —
N = / F'(w + td) dt.
0
Es facil ver que IV es factible para el problema (2.3). Entonces, por (2.4) tenemos que
[My = Nl < [|M = N (2.10)

Por otro lado, usando (2.7) y (2.9) llegamos a las siguientes desigualdades,

[ =z < [lo—wl+[jw—z"

< 2w -2
1
S §€0a
y

2=z < 12—zl + ]z —2"]
< 2z -2
< Afjw - 27|
S €0-

Entonces w, z, W, 2 € B, (z*). Luego,

1
IN-F'(3)|. < /HF’(ertd)—F’(é) Lt
0
1 —
< L1/ |w +td — 2| dt
0

1
< L1/ (Jlw+td — 2| + ||z — 2||) dt
0

IN

1

L1/ (1= #)|1d]| dt + L1 20 dist(w, Z)
0

< Ly (§ +20¢) dist(w, 2),

donde se usé que z = w + d, (2.7) y (2.8). De manera similiar, obtenemos

1 —
IN - Fl@)], < /0 |F'(w + td) — F' ()

L

IN

1
Ll/ |w + td — ) dt
0

IN

1
Lo [ () + o o) e

IN

1
L / #|dl| dt + dist(w, 2)
0

IN

3 Lydist(w, 2).
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Finalmente, usando (2.10) y las desigualdades anteriores, concluimos que

My = F'G)ll < 1My = Nl + [N = F'(2)]ls
< IM = F/(@)]lx + [[F'(@) = Nl + [N = F'(2)]|«

< M = ()], + cdist(w, 2),

donde ¢ = 2Ly (§ + méx{1,20¢}).
u

A continuaciéon presentamos el siguiente resultado que nos da la convergencia del
método propuesto.

Teorema 2.2.5. Nuevamente consideremos la Hipétesis 5 vélida. Sean {z*}, {d*} y { My}

sucesiones generadas por el Algoritmo 8, al tomar M1 en el Paso 2 como la solucion del

k+1

problema (2.3) con z = 2", w = zF y M = Mj,. Sic < J;, entonces existen constantes

e > 0yn > 0 tales que si
L eB(z)NQ y Mye By(F'(2")) N &,
entonces,
(a) la sucesion {z*} converge a algtin punto z € Z y {dist(z*, Z)} converge a cero,
(b) la sucesion {|| My — F'(z)||.} converge.
Demostracion.

(a) Sean ey y n2 dados por el Lema 2.2.3. En esta demostracién probaremos por induccién

que
|29 = 2% < e, (2.11)
M — F' (")« < m2, (2.12)
valen para todo 5 > 0.
Definimos
, €2 12 12
_ £2 S 2.13
€ mln{g,QSLl} y n=- (2.13)

Sean 2° € B.(z*) y My € B} (F'(z*)). Luego, (2.11) y (2.12) valen para j = 0.

Suponemos ahora que (2.11) y (2.12) valen para todo j < k. Entonces por la Proposi-
cién 2.2.2 tenemos que

|F(z7) + M;d?|| < odist(z?, 2), (2.14)
||| < dist(27, 2), (2.15)
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para todo j < k. Asi se puede llegar a,

sz—i-l _

donde usamos (2.15), (2.8), la desigualdad 20¢ < 3

2|

IN

IN

IN

IN

IN N

IN

1224 = 20+ 1127 — 27|

k
P A R P

j=0
k .
> dist(27, Z) + |20 — 27|
j=0
k .
Z(2a€)Jdist(z0, Z)+ ||12° — 2|
j=0
k
1 0 *
> TRl L
j=0
3)12° - 2|
3e
£2,

y (2.13). Por otro lado, por la

Proposicion 2.2.4 y el hecho que 20¢ < 1, obtenemos

1M1 = F'(ZF )]

En consecuencia,

M1 = F'(z7) |«

(VAN VAN VAN VANRIN VAN

IN

IN

IN

IN

IN

| My, — F' (%)« + 3Ly dist(2*, Z)
k
Mo — F'(2%) |1« + 3Ly Y _ dist(7, 2)
j=0

k
. 1
1Mo — F'(2°) ]l + 3Ly ) gdlst(zo, Z)
j=0
| Mo — F'(2%)|l« + 6Ly dist(2°, 2).

M1 — F'GM e+ 1/ (25 = F/(2%) |

Mo — F'(2%)|lx 4 6L1|2° — 2*[| + 2Ly || 2*T1 — 2%
1Mo — F'(z%) ||« + [|1F'(z") = F'(2) |« + 12L4 || 2° — 27|
| Mo — F'(2*)||x + 2L1]|2° — 2*|| + 12L1¢

n+14L¢e

n2.

Luego (2.11) y (2.12) valen para j = k + 1.

Ahora, dado que (2.11) y (2.12) valen para todo & > 0, por (2.7) y el Lema 2.2.3
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llegamos a
k4j—1
[ S P Fand
i=j
k4j—1

> dist(z, 2)
i=j

k+j—1

I
Z Fdlst(Z],Z)
1=J

2dist(2, 2)

IN

IN

IN

1
< 2—dist(2°, 2).
2J

Esto nos dice que la sucesién {z*} es una sucesién de Cauchy, y como Z es un
conjuto cerrado por hipotesis, se tiene que {zk} converge a algin z € Z. Puesto que
dist(2F, Z2) < ||2F — 2z
se obtiene

, se tiene que (a) vale. Ademas, tomando limite para k — oo

|27 — z|| < 2dist(2?, 2), (2.16)
para todo 5 > 0.

(b) Con la mente puesta en probar la convergencia de la sucesion {||My — F'(Z)]|«},
notemos que por la Proposicién 2.2.4, para todo k > j,
|Mi— F'(H). < M — F/()]l +3L, Y dist(+, 2)

i=j
L

< M = F'(27)||x + 3L Z =y dist(+7, 2)
=]

< ||Mj — F'(3%)||x + 6Lydist(27, 2).

Como probamos que 2* — z y F’ es continua por hipétesis, entonces

limsup || My, — F'(2) ||« < [|M; — F'(3%) | + 6Lydist(2?, Z).

k—o0

Y tomando limite para j — oo del lado derecho de la desigualdad anterior, llegamos a
que
lim sup || M}, — F'(2)|« < liminf |[M; — F'(2)]].
Jj—00

k—o0
Con esto concluimos que (b) vale y asi queda demostrado el teorema.
|

Finalmente llegamos al Gltimo resultado de esta seccion, donde la convergencia lineal
del algoritmo queda demostrada.

Corolario 2.2.6. Bajo las hipétesis del Teorema 2.2.5, la sucesion {dist(z*, Z)} converge
q-linealmente a cero y {z’“} converge q-linealmente a z.
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Demostracion. Para k definimos
1
N, = / F'(2% + td") dt.
0

Entonces, por (2.4) para w = 2*, z = z**1, M = M, y usando que Nj, es factible para
este problema, obtenemos

[ My — Mg ||? < || Mg — Nigl|2 = || M1 — Ni 12

Debido a la definicion de Ny, y la continuidad de F” tenemos que Ny — F’(Z), concluyen-
do por el Teorema 2.2.5 que

Mk+1 — My — 0. (2.17)
Ademas dado que Mj,1d* = F(zFt1) — F(z*), por la Proposicién 2.2.2 llegamos a que

P = IF(F) + Mygad®|
odist(=", Z) + [[(Mys1 — M)
< (04 |Mysr — My|)dist (2", 2).

IN

Entonces,
dist(2F+1, 2) < | F ()|
dist(zF, 2) = dist(zF, 2)

Uo + || Mg41 — Mgl).

VAN

Por (2.17) tenemos que || Mj,+1 — M| — 0 entonces para k — oo,

dist(zF 11, 2)

<
dist(z¥, Z) Tors

1
1

Luego, por (2.16) y el hecho que dist(z*, Z) < ||2*F — %,

|25+t — z|| < 2dist (2", 2) oy < 1
(o2 —.
|2k —z|| — dist(z*, 2) -2
De esta forma queda demostrado el corolario. |

Para resumir, hemos desarrollado un método quasi-Newton para resolver sistemas
de ecuaciones con restricciones, basados en los trabajos previos [25, 32]. Claramente el
algoritmo propuesto no necesita informacién de primer orden, lo cual lo hace un método
computacionalmente simple que converge al menos, g-linealmente. Y tal convergencia esta
garantizada aln cuando las soluciones son no aisladas, hecho que hace de este algoritmo
una herramienta valiosa a la hora de resolver este tipo de problemas. Tal hecho se debe al
requerimiento de la Hipdtesis 5.

A continuacién damos algunos ejemplos numéricos que muestran el desempefio del
algoritmo.
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En la seccion anterior analizamos la convergencia del algoritmo bajo ciertas hipotesis.
Aqui mostraremos su desempefio, no solo para problemas que satisfacen dichos requeri-
mientos sino también para otros que no los cumplen.

El Algoritmo 8 fue implementado en Octave, usando el método Simplex a través de
la funcién glpk para resolver el subproblema (2.2). Las matrices son definidas mediante
la actualizacién de Broyden buena con My = F'(2°). El criterio de parada usado fue el

siguiente

v ||F(2%)]|s < 1e-10 (error residual),
V[P = 2R < le-16y
v’ itmax = 1500 (maxima nimero de iteraciones).

En la mayoria de los casos estudiados el Algoritmo 8 para por llegar a un residuo me-
nor a la tolerancia dada. Los casos donde esto no sucede, son marcados con un asterisco
(*). A continuacién de cada ejemplo presentamos tablas donde se muestran el residuo
final, el nUmero de iteraciones para diferentes valores del parametro ¢ y la solucién encon-
trada por el algoritmo. En todos los casos, el conjunto solucién Z es no aislado, y si bien
comenzamos desde el mismo punto inicial z°, al cambiar los valores del parametro o, el
algoritmo puede encontrar diferentes soluciones al problema.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el siguiente sistema de desigualdades

Tomando 2 = R? x Ri, este sistema puede ser reescrito en el formato del problema (2.1),

es decir,
2 2
z 25 —1+z
F(z) = 1+22 ) 3 con z €,
(z1—1)" 4+ 25— 1+ 24
donde z3 y z4 son variables de holgura.

Este problema fue extraido de [25, Ejemplo 1]. Dado que el sistema satisface MFCQ
en cualquier punto factible, es facilmente visible que F' satisface la Hipdtesis 5 en cual-
quier z* € Z. Ademas, F' es diferenciable y su derivada es localmente Lipschitz continua,
entonces todos los requerimientos de la Seccidn 2.2 se cumplen.

Enlas Tabla 2.1 y 2.2 se muestran algunos de los resultados numéricos obtenidos para

distintos puntos iniciales.
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o § lteraciones  Residuo
14 2.7756e-17
0.1 z = (0.8796,0,0.2261, 0.9855)
11 2.2204e-16
le-2 z = (0.9663, 0,0.0662, 0.9988)
10 4.1453e-11
le-3 z = (0.9626, 0, 0.0733, 0.9986)
9 8.4163e-12
le-4 _

z

(0.9622,0,0.0741, 0.9985)

8 3.0211e-11

(0.9622, 0, 0.0743, 0.9985)

le-5

z

Tabla 2.1: Resultados para el Ejemplo 2.3.1 tomando 2° = (2,0,0, 1).

o # Iteraciones Residuo
30 6.4690e-11

01 z = (0.2684,-0.3840, 0.7804, 0.3172)
19 4.4540e-11

le-2 z = (0.2496,-0.2841, 0.8569, 0.3563)
17 1.0314e-13

le-3 z = (0.2448,-0.2810, 0.8610, 0.3507)
18 3.3307e-16

1e_4 z = (0.2443,-0.2807,0.8614, 0.3502)
17 1.5410e-13

le-5 z = (0.2443,-0.2806, 0.8615, 0.3501)

Tabla 2.2: Resultados para el Ejemplo 2.3.1 tomando 2° = (0,1,2.1,0.1).

Ejemplo 2.3.2. Este ejemplo, como el anterior, fue extraido de [25, Ejemplo 5]. Sin bien en
este caso no se satisface la Hipdtesis 5, la intencion es mostrar que atn asi el algoritmo
puede generar una sucesion de iterados { zk} que converge a una solucion.

Consideremos el problema de complementariedad dado por

2>0, T(2) >0y 2'T(2) =0,

donde T’ es diferenciables con derivada localmente Lipschitz continua. Entonces, para
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el problema puede ser formulado como

F(z) =

2122 — 23
2
21 +z—1—2
! con z €,
2123

R274

donde 2 = R% x R? y z3, z4 son variables de holgura.
En las Tablas 2.3 y 2.4 se muestran algunos resultados.

g

f lteraciones Residuo

0.1

le-2

le-5

1101 3.6278e-10*

z = (2e-5,1, 2e-5,0)

119 3.9433e-12

z=(0,1,0,0)

28 9.9180e-11

z=(0,1,0,0)

41 2.9631e-11

z=(0,1,0,0)

44 1.6547e-11

z=(0,1,0,0)

Tabla 2.3: Resultados para el Ejemplo 2.3.2 tomando 2° = (1,1,1,1

para por el segundo criterio.

,1,1,1). Parac = 0.1, el algoritmo

o # Iteraciones Residuo
18 2.2204e-16
0.1 z=(1,0,0,0)
16 2.3921e-11
le-2 %z = (1,0,0,0.0001)
16 7.4402e-12
le-3 z = (1.0001,-1.22e-12,-3.67e-13, 1.99e-04)
15 2.9631e-11
le-4 z = (1.0001, 4.37e-12, 1.47e-12, 2.00e-04)
14 2.4669e-11
le-5

Z = (1.0001,-7.15e-12, 5.32e-12, 2.01e-04)

Tabla 2.4: Resultados para el Ejemplo 2.3.2 tomando z° = (2,1,1,0).
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El resto de los ejemplos son problemas de punto factible tomados de la Coleccion
de Hock-Schittkowski (para mas detalles ver [40]). En estos casos, se reformularon los
conjuntos factibles al considerarlos como en (2.1), a pesar de la posible violacion de la
Hipotesis 5.

Ejemplo 2.3.3. E/ conjunto factible del problema HS19 puede ser escrito como (2.1) to-
mando

—(21 = 5)% — (22 — 5)2 + 100 + 23

F(z)=
( ) (21 —6)2+(22—5)2—82.81+Z4

con z € (),

donde 2 = [13,100] x [0,100] x R2.
En las Tablas 2.5 y 2.6 mostramos los resultados obtenidos por el Algoritmo 8.

o f lteraciones Residuo
15 2.6512e-13
01 z = (1.49e+01,3.1117,1.6137, 1.51e-04)
13 8.6597e-15
le-2 7 = (1.48e+01, 3.0846, 1.6022, 9.526-05)
10 2.8451e-15
le-3 2z = (1.48e+01,3.0819, 1.6011, 7.286-06)
9 1.4140e-11
le-4 z = (14.8954, 3.0816, 1.6009, 0)
8 4.5191e-12
le-5 z = (14.8954, 3.0815, 1.6009, 0)

Tabla 2.5: Resultados para el Ejemplo 2.3.3 tomando 2° = (20, 5,0,0).

o f lteraciones Residuo
14 5.6787e-11
0.1 £ = (14.095,0.8429, 0, 0)
8 6.2016e-11
le-2 z = (14.095, 0.8429, 0, 0)
7 2.0145e-12
le-3 Z = (1.40e+01, 8.46e-01, 1.42¢-03, 1.74e-03)
7 3.0760e-14
le-4 2 = (1.40e+01, 8.46¢-01, 1.746-03, 1.776-03)
6 1.3751e-11
le-5 2 = (1.40e+01, 8.466-01, 1.77-:03, 1.776-03)

Tabla 2.6: Resultados para el Ejemplo 2.3.3 tomando 2° = (13,1,1,0).
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Ejemplo 2.3.4. E/ conjunto factible del problema HS23 puede ser escrito como (2.1) toma-
do

—21— 22+ 1+ 23
o B R
F(z) = —9z%—z§—|—9+z5 con z e,
—z%+22+26
—Z%+21+Z7

donde 2 = [—50,50] x [—50, 50] x R5..
En la Tablas 2.7 y 2.8 se muestran algunos resultados obtenidos.

o f lteraciones Residuo
48 6.1963e-11

0.1 z = (1.0462, 1.0787, 1.1250, 1.2583, 2.0160, 0.0159, 0.1174)
14 2.8282e-11

le-2 z = (1.1223,1.1794, 1.3017, 1.6506, 3.7275, 0.0801, 0.2687)
13 5.7998e-13

]‘e_3 z = (1.1425,1.1946, 1.3372,1.7326,4.1767,0.1108, 0.2845)
11 1.5838e-11

le-4 z = (1.1448,1.1963, 1.3412, 1.7420, 4.2280, 0.1143, 0.2864)
12 6.5103e-13

le-5 z = (1.1451,1.1965, 1.3416, 1.7429, 4.2332, 0.1147, 0.2865)

Tabla 2.7: Resultados para el Ejemplo 2.3.4 tomando 2° = (2,2,0,0,0,0,0).

o f lteraciones  Residuo
31 4.8342e-11
0.1 z=(1,1,1,1,1,0,0)
6 3.3411e-11
le-2 z=(1,1,1,1,1,0,0)
4 4.0501e-13
le-3 z=(1,1,1,1,1,0,0)
6 2.8422e-14
le-4 z=(1,1,1,1,1,0,0)
2 6.8342e-11
le-5 z=(1,1,1,1,1,0,0)

Tabla 2.8: Resultados para el Ejemplo 2.3.4 tomando 2° = (1,1,0,0,2,0,0).
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Ejemplo 2.3.5. E/ conjunto factible del problema HS24 puede ser escrito como (2.1) to-

mando
—Zl/\/g + z92 + z3
F(z) = —21 — V32 + 21 con z € (),
21+ \/§2’2 — 6+ z5
donde 2 = RY..

Algunos resultados son mostrados en las Tablas 2.9 y 2.10.

o § Iteraciones Residuo
15 5.7732e-15
0.1 %z = (1.5186,0.8611,0.0156, 3.0101, 2.9898)
8 1.3323e-15
le-2 z = (1.5,0.8660,0, 3, 3)
6 8.8818e-16
le-3 z = (1.5021, 0.86479, 0.00246, 3, 3)
4 3.1264e-13
le-4 z = (1.5001, 8.65e-01, 1.16e-04, 3.0001, 2.9999)
3 4.9195e-11
le-5 z = (1.5,8.66e-01, 6.72e-06, 3, 3)

Tabla 2.9: Resultados para el Ejemplo 2.3.5 tomando z° = (2,1,0,0,0).

o f lteraciones Residuo
10 8.8818e-16
0.1 z = (0.75,0.43302, 0, 1.50001, 4.4999)
7 4.5901e-12
le-2 z = (0.75,4.33e-01, 1.51e-09, 1.5, 4.5)
6 3.2710e-11
le-3 z = (0.75,0.43301, 0, 1.5, 4.5)
7 1.6236e-12
le-4 z = (0.75,0.43301, 0, 1.5, 4.5)
3 3.3307e-16
le-5 %z = (0.75,0.43301,0, 1.5, 4.5)

Tabla 2.10: Resultados para el Ejemplo 2.3.5 tomando z° = (0,0, 1,0, 3).
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Ejemplo 2.3.6. E/ conjunto factible del problema HS34 puede ser escrito como (2.1) to-

mando
—z9 +exp(z1) + 24

—23 + exp(z2) + 25
donde 2 = [0,100] x [0,100] x [0,10] x RZ.
Las Tablas 2.11 y 2.12 muestran los resultados obtenidos.

F(z) = con z €,

o # Iteraciones Residuo
13 4.8242e-12
0.1 z = (0.0111, 1.0155, 2.8025, 0.0043, 0.0416)
10 3.4037e-11
le-2 z = (4.16e-02, 1.0427, 2.8887, 1.33e-04, 5.19e-02)
11 7.5634e-16
le-3 Z = (5.74e-02, 1.0594, 2.9427, 2.95e-04, 5.786-02)
11 5.5511e-17
le-4 z = (0.3693, 1.4567, 4.6391, 0.0100, 0.3469)
10 7.5562e-11
le-5

z = (5.92e-02, 1.0614, 2.9489, 3.21e-04, 5.85¢-02)

Tabla 2.11: Resultados para el Ejemplo 2.3.6 tomando z° = (0,0,0,0,0).

o f lteraciones Residuo
11 8.6900e-11
O‘ 1 z = (0.3572,1.4329, 4.5954, 0.0034, 0.4045)
10 1.7764e-15
le-2 z = (0.3681, 1.4542, 4.6476, 0.0091, 0.3661)
10 4.9960e-16
le-3 z = (0.3692, 1.4565, 4.6386, 0.0099, 0.3474)
10 1.1657e-15
le-4 z = (0.3693, 1.4567, 4.6391, 0.0100, 0.3469)
10 6.6613e-16
1e_5 z = (0.3693, 1.4568, 4.6391, 0.0100, 0.3468)

Tabla 2.12: Resultados para el Ejemplo 2.3.6 tomando z° = (0,1,5,0,0).
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Ejemplo 2.3.7. El conjunto factible para el problema HS60 puede ser escrito como (2.1)
tomando

F(z2)= z1(1+23)+24-4-3V2, con z€Q,

donde Q2 = [—10,10] x [-10,10] x [—10, 10].
En la Tabla 2.13 se muestran algunos resultados.

o f lteraciones  Residuo
11 3.5527e-15
0.1 z = (1.4142,1.4142,1.4142)
10 1.9540e-14
le-2 z = (1.4142, 1.4142, 1.4142)
8 4.4409e-14
le-3 z = (1.4142, 1.4142, 1.4142)
8 2.8422e-14
le-4 z = (1.4142, 1.4142, 1.4142)
8 6.5725e-14
le-5

z = (1.4142,1.4142,1.4142)

Tabla 2.13: Resultados para el Ejemplo 2.3.7 tomando 2° = (1,1, 1).

o f lteraciones  Residuo
11 5.5067e-14
01 z = (-0.2839,-0.7160,-1.7160)
11 1.0658e-14
le-2 z = (-0.2839,-0.7160,-1.7160)
12 7.1054e-15
le-3 z = (-0.2839,-0.7160,-1.7160)
12 4.3343e-13
le-4 z = (-0.2839,-0.7160,-1.7160)
11 1.2434e-14
le-5

z = (-0.2839,-0.7160,-1.7160)

Tabla 2.14: Resultados para el Ejemplo 2.3.7 tomando z° = (-1,0,-1).



2.3. Ejemplos Numéricos 53

Ejemplo 2.3.8. E/ conjunto factible del problema HS74 puede ser escrito como (2.1) to-
mando

—2z4 + 23 —0.55 4+ x5

—z3+ 24 —0.55 4+ x¢

F(z) = | 1000sen(—z3 — 0.25) + 1000 sen(—z4 — 0.25) + 894.8 — z;

1000 sen(z3 — 0.25) + 1000 sen(z3 — z4 — 0.25) + 894.8 — 29
1000 sen(z4 — 0.25) + 1000 sen(z4 — 23 — 0.25) + 1294.8

con 2 = [0,1200] x [0,1200] x [—0.55,0.55] x [—0.55,0.55] x Ri.
En las Tablas 2.15 y 2.16 pueden observarse los resultados obtenidos.

o f lteraciones Residuo

342 5.9799e-11

0.1 z = (800.56, 900.21, 3.41e-02,-4.38¢-01, 7.86e-02, 1.0214)
29 5.9711e-11

le-2 z = (800.39, 900.39, 3.42e-02,-4.37e-01, 7.85e-02, 1.0214)
16 1.7280e-11

le-3 z = (800.39, 900.39, 3.42¢-02,-4.37e-01, 7.85¢-02, 1.0214)
15 6.1164e-11

le-4 Z = (800.39, 900.39, 3.42¢-02,-4.37e-01, 7.85¢-02, 1.0214)
13 2.6603e-11

le-5 z = (800.39, 900.39, 3.436-02,-4.37¢-01, 7.85e-02, 1.0214)

Tabla 2.15: Resultados para el Ejemplo 2.3.8 tomando z° = (800, 900, 0, 0, 0, 0).

o f lteraciones Residuo
104 7.4799e-11
0.1 (800.3, 900.4, 3.436-02,-4.37¢-01, 7.85e-02, 1.0214)
26 5.7526e-11
le-2 (800.3, 900.3, 3.42e-02,-4.37¢-01, 7.86e-02, 1.0214)
21 4.5475e-13
le-3 (800.3, 900.3, 3.42e-02,-4.37e-01, 7.86e-02, 1.0214)
11 2.9559e-12
le4 (800.3, 900.3, 3.426-02,-4.37¢-01, 7.86e-02, 1.0214)
21 4.0700e-11
le-5 (800.3, 900.3, 3.426-02,-4.37¢-01, 7.86e-02, 1.0214)

Tabla 2.16: Resultados para el Ejemplo 2.3.8 tomando z° = (800, 900,-0.5,-0.5,0, 10).

Mostramos que el Algoritmo 8 tiene una buena performance cuando todas las hipote-
sis requeridas en la Seccion 2.2 son satisfechas, convergiendo g-linealmente como es
esperado, aun cuando las soluciones no son localmente aisladas. Sin embargo, si tales
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hipétesis no se cumplen, el método todavia es capaz de encontrar una solucién, como
muestra la mayoria de los ejemplos. En general, notamos que los resultados de los experi-
mentos numéricos mejoran notablemente a medida que el pardmetro o decrece. Ademas,
observamos que el subproblema (2.2) es numéricamente estable (como fue sugerido en
[32]).

2.3.1. Comentarios

Como Ualtimo comentario, queremos agregar la motivacion del trabajo presentado en
el proximo capitulo. Como ya vimos, la sucesion generada por el Algoritmo 8 converge
g-linealmente a alguna solucion del problema (2.1). Sin embargo, al analizar cada uno
de los ejemplos estudiados anteriormente, pudimos observar un cierto comportamiento
superlineal, para algunos de ellos y ciertos valores del parametro o.

A continuacion presentamos algunos resultados donde el comportamiento superlineal
puede ser identificado.

koo P koo P
6 1.4393e-05 5  1.1289e-03
7 1.2403e-07 6 1.3102e-05
8 8123210 7 1.2309e-08
9 8.4163e-12 8  3.02lle-11

Tabla 2.17: Resultados para el Ejemplo 2.3.1 con 2° = (2,0,0,1) parac = le-4 y o = le-b.

B Il koo PN

1.4393e-05 5 9.8500e-05
8  1.1978-06 6 6.4755e-08
9 4.4806e-10 7 5.4180e-10
10 2.8451e-15 8  4.519le-12

Tabla 2.18: Resultados para el Ejemplo 2.3.3 con 2° = (20,5,0,0) parac = 1e-3 y o = le-b.
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koo PR koo PR
4 9.5478e-07 3 3.8272e-03
5 1.9086e-08 4 4.2395e-07
6 3.8110e-10 5 3.5187e-09
7 3.0760e-14 6  1.375le-11

Tabla 2.19: Resultados para el Ejemplo 2.3.3 con 2° = (13,1,1,0) parac = le-d y o = le-5.

Estos resultados fueron un atractivo importante a la hora de buscar una forma de mo-
dificar el algoritmo presentado en este capitulo para obtener una mayor velocidad de con-
vergencia. La estrategia planteada para lograr este proposito es presentada en el proximo
capitulo.
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Capitulo 3

Un Metodo LP-Newton Secante
Modificado

Siguiendo con el espiritu del capitulo anterior, el objetivo es resolver un sistema de
ecuaciones con restricciones y la estrategia propuesta logra convergencia g-superlineal, a
diferencia del método anterior, donde solo convergencia g-lineal fue obtenida. Un analisis
del comportamiento local del método y ejemplos numéricos son presentados a lo largo
de las secciones de este capitulo. Ademas se presenta una comparacién de performance
entre ambos métodos propuestos y el LPN.

Los resultados mostrados en este capitulo fueron presentados en [64].

3.1. Introduccion

En este capitulo presentamos una variante del método gNLP para encontrar una so-
lucién de un sistema de ecuaciones no lineales con restricciones, donde la funcién in-
volucrada es nuevamente continuamente diferenciable con derivada localmente Lipschitz
continua.

Esta aproximacién es una nueva modificacién del método LPN. Recordemos que este
método es capaz de encontrar una solucion de un sistema de ecuaciones con posibles
soluciones no aisladas, posibles funciones no suaves y alcanzando una tasa de conver-
gencia g-cuadratica. Sin embargo, el célculo de la derivada exacta o una aproximacion de
primer orden es requerida. A diferencia de ello, nuestro método evita calculos de este tipo
y utiliza aproximaciones secantes de cambio minimo.

Como ya fue mencionado, este tipo de aproximaciones no alcanza velocidad de conver-
gencia g-cuadratica como el método de Newton exacto, pero si convergencia g-superlineal,
si y solo si la condicion de Dennis-Moré se cumple. En particular esta condicion es satisfe-
cha por las matrices de actualizacion secante. Para mas detalles tedricos y practicos sobre
los métodos quasi-Newton alentamos al lector a leer el survey [60].

La estrategia elegida es una adaptacién de la regla estandar referida a los métodos de
Newton truncados presentes en la literatura, que mide en algun sentido la inexactitud de la
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aproximacion lineal. En nuestro caso, el problema consiste en un sistema de ecuaciones
sin restricciones donde la sucesion generada por el método satisface una condicion de
error dependiente de una sucesion forzante. Como podemos ver en [43], estos métodos
son localmente g-superlinealmente convergentes a una solucién aislada, si la sucesion
forzante converge a cero y g-cuadraticamente convergente, si decrece con el mismo orden
que el residuo.

Alternativamente, sistemas del tipo (2.1) pueden ser reformulados como problemas
de cuadrados minimos no lineales con restricciones. En estos casos, métodos de conver-
gencia cuadratica fueron propuestos para soluciones aisladas [46, 50, 77] y no aisladas
[28, 30, 78].

A continuacién describimos el método propuesto. Aclaramos que la notacién sera la
misma que en el capitulo anterior y las hipotesis para el conjuto 2 y la funcién involucrada
son las mismas, es decir, la Hip6tesis 5 del Capitulo 2 es satisfecha.

Algoritmo 9

Paso 0. Elegir og > 0, 2 € Q, My € R™*" y fijar k = 0.

Paso 1. Definir zF*1 = 2¥ 4 d* donde el par (d*, ;) es un solucién de

miniimizar ol
’fy
s.a. [[F(28) + Mid| < oxy,
ldll <,
Fdeq.

Paso 2. SiF(z¥*1) =0, parar. Sino, calcular My; € R™¥"y o1 1.

Paso 3. Fijark =k + 1eiral Paso 1.

Este algoritmo se basa en el trabajo previo presentado en [63], donde el parametro o
permanece fijo. Como antes, el subproblema involucrado en el algoritmo anterior es una
adaptacion de [32, problema (5.9)], que fue introducido para obtener un mejor escalado del
problema.

En la siguiente seccion desarrollamos la teoria de convergencia para el Algoritmo 9.

3.2. Analisis de Convergencia

Antes de comenzar con el analisis de convergencia, presentamos algunas hipotesis
que seran necesarias para el desarrollo tedrico.

Las matrices M} involucradas en el Paso 2 del Algoritmo 9, seran actualizadas de
la misma manera que en el Capitulo 2, es decir, son solucion del problema de minimiza-
cion (2.3), con M = M, z = 21 y w = z*. Ademas, asumiremos una propiedad de
localizacién resumida en la siguiente hipétesis.
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Hipdtesis 7. Dada M}, definida en el Paso 2 del Algoritmo 9, existen constantes ¢ > 0
y0 < «a <1 talque
INks1 = My || < e85 =2, (3.1)

donde,
1
Nioy = / FI(5 4 (M — ) at
0
1
= / F/(ZFHL 4 os(2F — 26 ds. (3.2)
0

La matriz promedio (3.2) satisface Ny1(2F*! — 2F) = F(2F1) — F(2¥), como ya
habiamos mencionado anteriormente, y el siguiente error de linealizacion

1
1F () = F(*F1) = Niya (2 = 25| < L/O slle = 2*[lz = 25| ds

= P-4 @)
para cualquier z en un conjunto acotado B, donde L es la constante de Lipschitz para
F'.

De (3.1), claramente vemos que si la sucesién {z’“} converge a un punto z*, enton-
ces la sucesion de matrices { M} en el Algoritmo 9 deben aproximar asintéticamente a
F’(z*). Es bien conocido que las actualizaciones secantes estandar pueden no satisfa-
cer esta propiedad. Ademas (3.1) es mas fuerte que la condicion de Dennis-Moré. Esta
condicion nos asegura una aproximacion asintética en ciertas direcciones.

A continuacién mostramos dos ejemplos extraidos de [22, Ejemplos 8.2.6 y 8.1.3] que
muestran el comportamiento de las aproximaciones a la matriz Jacobiana de una funciéon
con respecto a la matriz Jacobiana en el punto solucién.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos la siguiente funcién F : R? — R?,

F(z):[ 22422 -2 ]

el 423 —2

Esta funcion tiene una raiz en z* = (1, 1). Cuando aplicamos el método secante con la
actualizacién de Broyden, comenzando en 2° = (1,5,2) y My = F'(z"), la aproximacién
final a la matriz Jacobiana generada por este método es

[ 1999137 2.021829
71 0.9995643 3.011004 |

Mientras que
2 2
F'(z*) = [ ] .

1 3

En el proximo ejemplo tal similitud no es obtenida.
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Ejemplo 3.2.2. Sea F' : R? — R? dada por,

F(z) =

21 +29—3
22 +23-9 '

Las raices en este caso son z* = (0, 3) y 2** = (3, 0). Al aplicar el método de Broyden con
20 = (1,5) y My = F'(2°), se puede demostrar que la sucesion de matrices generadas
tiende a M dada por

Mientras que }
11
06|

(") = [

La condicién de error (3.1) sera usada solo para propdsitos teéricos en la prueba de
convergencia. En la Seccién 3.3 mostramos algunos ejemplos numéricos, donde se puede
alcanzar convergencia superlineal a pesar de la posible violacion de (3.1).

En cuanto a la actualizacién de o1 en el Paso 2, proponemos lo siguiente.

Ok+1 = min {UO, ﬁ:méx{HF(zk)Ha, HF(zkH)HO‘}} (3.4)

para todo k > 0, con og > 0, k > 0y « satisfaciendo (3.1).

En lo que sigue, presentamos algunos resultados que nos llevaran a la convergencia
superlineal del Algoritmo 9. Si bien siguen el espiritu de los resultados del capitulo ante-
rior, hay modificaciones importantes en la estructuras de las demostraciones. La siguiente
proposicién nos da una condicién de deterioro acotado para la sucesién de matrices, como
la Proposicién 2.2.4.

Proposicion 3.2.3. Supongamos que la Hipétesis 5 vale. Sean {z*} y {M}.} generadas
por el Algoritmo 9. Si 2F+1 2k ¢ B (") y |2FF1 — 2F|| < dist(2*, Z) entonces

| Mi1 = (M), < | My — F/(39)]]. + 2Ly dist(2F, 2) + Ly dist (71, 2),
donde z € Z satisface ||z — z|| = dist(z, Z).
Demostracion. Definimos Ni1 como en (3.2). Como ya dijimos Ny es factible para
el problema (2.3). Entonces por (2.4), tomando M = My, My = Mpy1y N = Nigiq

obtenemos
[Mi+1 = Nl < [[Mi = Nigga |- (3.5)

Por otro lado, tenemos,

ék-‘rl

12" = 2" <eo y [IE* 2| < e,

entonces, 2¥, ZF*1 2k 2R+l € B (2%). Luego,

1
Newr = < L [ (1= 2500 sl = 2451 ds
0

IN

IN

1
Lyidist(zF*1, 2) + §L1dist(zk, Z).
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De manera similar, obtenemos
1
Newr = P < L [ (15 = 25 = 24) ae
0
3 . k
< ileISt(Z , 2).
Entonces, usando (3.5) y las desigualdades de arriba, concluimos que

[ Mis1 — F'F ™Y < [Mie1 — Niga |l + [ Nepr — F/F)

< 1My, — F'(Z9) [l + [1F'(2%) = Nigalls
1
+Lydist(zF11, 2) + 5L1dist(zk, Z)
< |IMy, — F' (2|, + 2L, dist (2%, 2) 4+ Lyidist (2511, 2).

A continuacion presentamos el siguiente resultado, el cual es central a la hora de de-
mostrar la convergencia del algoritmo.

Lema 3.2.4. Supongamos que la Hipétesis 5 se cumple. Sean {z*}, {M,} y {o+} ge-
neradas por el Algoritmo 9 con M1 satisfaciendo (3.1) y o1 Satisfaciendo (3.4) para
k > (c+ Lq)¢*. Entonces existen constantesr > 0,¢ > 0 y§ > 0 tal que si

oo < L eB(2)NQ y MyeBs(F'(2*)NX,
2

1
60
entonces para todo j > 0,
(@) ||z — 2| <e,
(b) [[M; — F'(z")||x < 6,
(©) | F(29) + Mj(7+! — )| < oydist(+9, Z),
(@) [|7+! = 2| < dist(+, 2),
(e) dist(zT1, Z) < Ldist(z7, Z).
Demostracion. Dado que F' es continuamente diferenciable, existe €2 > 0 tal que, si
w, z € Be,(z") vale que
/ * 1
1£(2) = F(w) = F'(")(z —w)|| < 7z = wl|. (3.6)

Por la Proposicién 2.2.2 presentada en el capitulo anterior, dado oy existen €1 y d1
constantes positivas, tal que

|F(2%) + Mod®|| < oodist(2°, 2), (3.7)
1] < dist(z°, 2), (3.8)
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vale para 2° € B, (z*), My € B (F'(z*))y (d°,~0) solucién del problema (2.2). Ademas,
recordemos que || M || < || M ||, paratodo M € R™*™.
Definimos

1 0
€= ml’n{l,eg,el,%o}, 6= min{él, W} yr= min{z,m}. (3.9)

Sea 2¥ € B,(2*) N Qy My € B5(F'(z*)) N X. Procediendo por induccién, tenemos
que para 7 = 0 (a) y (b) valen, (c) )/2 (d) valen por (3.7) y (3.8), respectivamente. Ahora,

dado que
e I e o Fa
< 200 =27
< 2r
< ey, (8.10)

de (3.6) y (3.7) obtenemos
IFEHI < I1F(Y = F(°) = F/(2) (2" = 2 + (Mo — F'(z%))(z! = 2%)]
+HF(2%) + Mo(2" — 2%

< 2 — 20 + 862t — 20| + oodist(2°, Z)

e
6/

1
< <6€ + B0+ O‘o> dist(2°, Z)

1
< —dist(2%, 2).
< %dlst(z,Z)

Luego, dado que 2! € B.,(z*) N Q, (v) se sigue de
1
dist(z!, Z) < 1||F(2Y)] < §dist(zO,Z).

Con lo cual, (a) - (e) vale para j = 0.
Ahora, supongamos que (a) - (e) vale para todo j < k — 1. En lo que sigue, usaremos
la siguiente relacion: para cualquier 0 < p < ¢ < k — 1, vale que

q q
D |2t =4 D dist(, 2)
i=p i=p
1
< Z 5p dist(z?, Z)
=p
< 2dist(2P, Z). (8.11)

IN

Entonces, usando (3.11)parap=0yqg =k — 1,

12 =" < 18 =20+ 110 = 2

k-1
N e R Eal|
=0
< 2dist(2Y, Z2) + ||2° — 27|
< 3% -2
< e (3.12)
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Por lo tanto, (a) vale. Ademas, por la Proposicion 2.2.4, (e), y (3.11) conp = 0y
q = k — 1, obtenemos

My, — F'GZ9)ls < IMy—y — F'(ZFY)||x + 2L, dist (2571, 2) + Ly dist(2F, 2)
5
< [ My—y — F'(ZF Y|, + Sl dist(zF71, 2)

k—1
. 5 L
| Mo — F'(29)|, + 5L z%dlst(zl, Z)
1=
< ||My — F'(2%)|x + 5Ly dist(2°, 2).

IN

Entonces,
1My = F'(2*)l < | Mk — F'(Z8)l| + | F'(2%) = F' (=)«
< ([Mo — F'(2%) e + 5L1 12" — 27| + 2La |2 — 27|
< |[Mo — F' ()l + [[F' (%) = F'(2%)[l« + 11L4 2% — 27|
< |[Mo — F'(2%) [l + 2L1|2° — 2| + 1L || 2° — 2|
< g + 13L1r
< 4,

donde usamos que ||Z — z*|| < 2||z — z*|| en la segunda y cuarta desigualdad y (3.12) en
la tercera. Luego (b) vale para j = k.
Ahora, por (3.3) y (3.1) tenemos que
IF (%) + My (25 = 2N = ||F(2%) = F(z%) = My(2F = 27)]|
< F(EF) = F(2%) = N8 = 2|
H[[ Ny, — Mill[] 2% = 2|

R AX e B IEE

< <l;1dist(zk, Z)+ %dist(zk_l,Z)
+edist(2F71, Z)O‘> dist(z*, Z)

< rmax {|F(E)| [P} dist(=", 2)

< opdist(2F, 2).

Entonces,

IF(2%) + My(2% — 29)|| < op dist(z%, 2) 'y [|2% — 2F|| < dist(F, 2).

k

Luego, (c) y (d) se cumplen, ya que z**! satisface

| F(2F) + My (25 — 28| < o dist(2%, 2) y |28 — 2F|| < dist(2F, 2).

Veamos que (e) también vale. Procediendo como en el caso j = 0 y usando que

o < 09, tenemos que
1
[P < gydist(z", 2).
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Por otro lado, notemos que

[ P Elsa
< 2 -2
< 2¢
< ¢&p.

Entonces, dado z**! € B, (2*) N Q,
1
dist(zF1, 2) < §dist(zk,2).

Finalmente, (a)-(e) valen para todo 5 > 0.
]

Los resultados anteriores junto con las hip6tesis mencionadas nos permiten llegar al
siguiente teorema, que demuestra la convergencia del algoritmo a un punto solucién de
(2.1) y posteriormente, verificar que la velocidad de convergencia es g-superlineal.

Teorema 3.2.5. Tomemos oy < &. Bajo las hipdtesis del Lema 3.2.4, si
L eB. (2N y Mye Bg (F'(z*)) N A,

entonces

(a) la sucesion {z*} converge a algun punto z € Z,

(b) la sucesion {|| My — F'(Z)||+} converge,

(c) la sucesion forzante {o}} converge a cero .

Demostracion.

(a) Por(d)y (e) del Lema 3.2.4y (3.11) tenemos que
k4j—1
125 =29 < Yl =
i=j

< 2dist(27, 2)
1 . O
< 2§dlst(z ,2).

Entonces {zk} es de Cauchy y dado que Z es un conjunto cerrado, la sucesién con-
verge a algin z € Z, por lo tanto (a) vale. Ademas, tomando limite para k — oo
obtenemos

|27 — 2| < 2dist(27, 2), (3.13)

para todo 5 > 0.
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(b) Para probar la convergencia de {||My — F'(Z)||«}, notemos que por la Proposicion
3.2.3y (3.11), para k > j,
. 5 Kt .
My = F'(5)]l < (1M = F'(27) |« + 5Ly Y dist(2", 2)
1=J
< ||M; — F'(37)|x + 5L dist(27, 2).

Dado que 2* — Zy I’ es continua, tenemos que

limsup || My, — F'(2)||x < | Mj = F'(27)||. + 5L1dist(<, 2).

k—o0

Ahora, tomando limite para 7 — oo en el lado derecho de la desigualdad anterior
llegamos a
limsup || My, — F'(2)|lx < Uminf | M; — F'(2)]],.
J—00

k—o0

Entonces (b) vale.

k

(c) Para la dltima prueba, como z¥ — z € Z y F' es una funcién continua, entonces

méx {||F(z*)|, | F(*~1)||}* — 0. Lo cual implica que, o}, — 0 como k — oo.
|

Finalmente, podemos mostrar la convergencia superlineal del método.

Corolario 3.2.6. Adicional a los resultados del Teorema 3.2.5, vale que {z*} converge
q-superlinealmente a z y {|| F(2*)||} converge q-superlinealmente a cero.

Demostracion. Por (2.4), la matriz N1 definida en (3.2) satisface
My, — Mg |2 < [|My — N ll2 = [|Mys1 — Niya |17

Por deficinion de Ny y la continuidad de F” tenemos que N — F’(Zz), concluyendo por
el Teorema 3.2.5 (b) que
MkJrl — Mk — 0.

Por otro lado, como M, 1(2F*! — 2%) = F(2#+1) — F(2F), entonces

IFED = 1FER) + My (25 =29
< opdist(z", 2) + | (Mys1 — My) (M = 20|
< (on + || M1 — My|))dist(z", 2)
< (on + [ Mygr — Mi|)E|F (7))
Luego,
Pacsll
T < Lok ([ My — Mgl]).
el
Como o, — 0y || Mg+1 — My|| — 0 entonces
IFGHYI

I1E (M)
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Lo cual nos dice que la sucesion || F(z*)| tiende a cero g-superlinealmente.
Por otro lado, por (3.13) y el hecho de que ||F(z¥)|| = || F(2*) — F(2)|| < Lol|2* —Z|,
llegamos a

|25+ — 2|| _ 2Lodist(z"1, Z) _ 2Lol||F(zF)]
k_ > = k = k
|2% — 2| (PAEal| (PAEal|
Por lo tanto,
E+1 _ 5
I+~ 2],
(B

Concluyendo que z* — Z g-superlinealmente. Y asi queda demostrado el Gltimo resultado
de esta seccion.
]

En resumen, hemos propuesto un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones
no lineales con restricciones y posibles soluciones no aisladas, a través de una estrate-
gia quasi-Newton, la cual no requiere el calculo de derivadas de la funcion involucrada.
Ademas mostramos resultados de convergencia superlineal para el algoritmo. En lo que
sigue, presentamos algunos ejemplos numéricos para verificar la performance del método

propuesto.

3.3. Ejemplos Numéricos

En esta seccion analizamos numéricamente el comportamiento local del método pro-
puesto y finalizamos con una comparacién entre nuestro algoritmo y otros presentados en
este trabajo.

En algunos casos, las hipotesis del Teorema 3.2.5 no son satisfechas, pero mostramos
que de igual forma el Algoritmo 9 posee un buen desempefio. Como la mayoria de los
problemas de la Seccién 2.3, los que presentamos aqui tienen un conjunto solucion de
puntos localmente no aislados, ademéas hay casos donde el conjunto Z coincide con la
frontera del conjunto factible, 0 no es convexo.

Nuevamente, el Algoritmo 9 fue implementado en Octave, usando el método simplex
de la funcién glpk para resolver el subproblema (2.2). Los criterios de parada son los ya
mencionados en el Capitulo 2. Las matrices son actualizadas segun Broyden, con My =
F'(2") y dado o usamos

o, = min {ao, 100 méx {HF(zk*l)H, HF(zk)H}}

y fijlamos a = 1. Una buena eleccién general para og, en términos del punto inicial 2° y la
dimensién del problema, es o9 = % cuya motivacion viene dada principalmente de
experimentos numéricos.

En cada ejemplo mostramos tablas que muestran el residuo en las ultimas iteraciones
para diferentes valores de og y puntos iniciales 2. Mas atn, la solucién Z encontrada por

el algoritmo es presentada en cada caso.
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En el primer problema, usamos diferentes valores de o para mostrar que el algoritmo
tiene un comportamiento similar en todos estos casos.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el problema (2.1) con

2
Z) = 2
F(z) [ 2o(1+ 29)

donde 2 = R x R_.. En este caso, F' provee una cota de error local en una vecindad de
cualquier solucién z (ver [27]). Para este ejemplo, el conjunto solucién esta dado por

con z €,

Z ={(u,0) | u e R}.

Como podemos ver, el conjunto solucion coincide con la frontera de ) y atn asi, el algorit-
mo es capaz de encontrar una solucion.

La Tabla 3.1 muestra las Ultimas iteraciones del algoritmo considerando 2° = (1,0.5)
(izq.)y 2° = (2,0.9) (der.) conoy = M . Los resultados obtenidos son z = (0.4808,0)
y z = (1.1,0) respectivamente.

k 17 (=)l oo R LA
1.9799e-05 9 3.1113e-04
8  3.4451e-07 10 2.2326e-05
4.6686e-10 11 1.6952e-07
10 0 12 0

Tabla 3.1: Resultados para el Ejemplo 3.3.1.

En la Tabla 3.2 mostramos los resultados para z° = (1,0. 5) nog = 0.2 (izq.) y

oo = 0.8 (der.). Las soluciones encontradas son z = (0.4561,0) y z = (0.5,0).
N FAC] k 17 (%)l
6 1.2846e-04 9 6.1965e-05
7 8.8638e-06 10 2.3462e-06
8 1.0073e-07 11 8.7003e-09
9 0 12 0

Tabla 3.2: Resultados para el Ejemplo 3.3.1.

La Tabla 3.3 muestra los resultados para 2° = (2,0.9) con og = 0.1 (izq.) y oo = 1.8
(der.) . Las soluciones encontradas por el algoritmo son z = (7.5378¢ —01,1.0001e — 11)
yz=(1.1,0).
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k 17 (=) lloo k 1 (=)l
2.9894e-04 11 9.1703e-05
8  3.1200e-05 12 3.0476e-06
1.0125e-06 13 7.0199-09
10 1.5684e-11 14 0

Tabla 3.3: Resultados para el Ejemplo 3.3.1.

0
De aqui en adelante, se fija o¢g = HFT(ZizQ)” para todos los ejemplos.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos el problema (2.1) donde

100 — (21 — 5)? — (22 — 5)2 + 23

F(z)=
(2) (21 —6)2 + (22 — 5)2 — 82.81 + 24

con z € (),

donde Q = [13,100] x [0,100] x R%.

Los resultados obtenidos son mostrados en la Tabla 3.4 para z° = (15,2,1,0) (izq.) y
20 = (16,1, 1,1) (der.). En este caso, las soluciones encontradas por el algoritmo son z =
(14.69560,2.31737,1.20121,0) y z = (14.74775,2.49264, 1.30550, 0), respectivamente.

oo Pl B IFEYllo

1.0246e-05 20 3.4446e-05
8  1.6960e-07 21 1.2344e-06
9 2.2727e-10 22 5.69156-09
10 1.0214e-14 23 9.5213e-13

Tabla 3.4: Resultados para el Ejemplo 3.3.2.
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Ejemplo 3.3.3. Consideremos el siguiente problema escrito como (2.1) con

—z1— 20+ 1+ 23 ]
—22— 22+ 142
Fz)=| 922 — 22 +9+ 2 con z €,

—2i 4 29+ 2

—z% + 21+ 27

donde Q = [—50,50] x [—50,50] x R.. En este caso, el conjunto solucién no solo es no
aislado sino que tampoco es conexo.

Algunos resultados numéricos son mostrados en la Tabla 3.5, para los puntos iniciales
2% = (1,1,1.5,0,0,0,0) (izq.) y 2° = (1,1,1,1.5,0,0,0) (der.). En ambos casos, la
solucién encontrada por el algoritmo es z = (1,1,1,1,1,0,0).

k 17 (=)l oo k [FACOIS
9  5.6581e-06 8  1.5720e-06
10 3.7141e-07 9 4.7926e-08
11 4.3604e-09 10 1.5759-10
12 3.8156e-12 11 2.7889-13

Tabla 3.5: Resultados para el Ejemplo 3.3.3.

Ejemplo 3.3.4. Consideremos el problema de encontrar las raices del polinomio multiva-
riable

F(z)=2(1+23)+23—-4-3V2 con 2€Q,

en la regién 2 = [—10, 10] x [—10,10] x [—10, 10].

Claramente, es un problema del tipo (2.1). En la Tabla 3.6 se muestran los resultados
obtenidos tomando 2° = (2,1,1) (izq.) y 2° = (1,1,1.2) (der.). Las soluciones encontra-
das son z = (2.2522,1.2522,1.2522) y z = (1.2836, 1.2836, 1.4836), respectivamente.

B 1FGE)llo B IFGEllo
4 1.6499e-04 4 2.2919e-04
5 3.4913e-06 5  5.0863e-06
6 3.5509€-09 6 6.0718e-09
7 9.7700e-14 7 1.5277e-13

Tabla 3.6: Resultados para el Ejemplo 3.3.4.
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Ejemplo 3.3.5. Este problema es una nueva formulacion del Ejemplo 1.3.4, presentado

en la Seccién 1.3. Esta nueva formulacion fue hecha para que la funcion F' cumpla con la

hipdtesis de diferenciabilidad que requerimos en el analisis de convergencia del algoritmo.
Consideremos el problema (2.1) con

Z4+ 25 — 26 — 29
24+ 20+ 23— 27— 29
29 4+ 23 — 29
21+ 22 — 238
zZ1 + 210
—21+ zn
F(z) = 1= 2+ 2 con z €,
—24 + 213
—21— 22— 23+ 214
25210
26211
27212

28213

29214

yQ=R*x RS xRJ.

Los resultados numéricos son mostrados en la Tabla 3.7. Fijado como punto inicial
20 = %(O, 1.1,-1,0,0.1,0.1,0,1,0,0,0,0.1,0,0) (izq.) la solucion encontrada por el
algoritmo fue z = (0,t,—t,0,0,0,0,¢,0,0,0,t — 1,0,0) donde t = 1.40037. Para el
punto z° = 4(0,1,-0.6,0,0.2,0.3,0,1,0,0,0,0,0,0) (der.) la solucién encontrada fue
z=(0,s,—s,0,0,0,0,s,0,0,0,s —1,0,0) donde s = 2.51554.

koo PN koo P
1 7.4264e-04 2 6.3738e-04
2 2.2028e-06 3 1.3071e-05
3 6.5338e-09 4 2.6806e-07
4 2.2204e-16 5 4.4409-16

Tabla 3.7: Resultados para el Ejemplo 3.3.5.
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Ejemplo 3.3.6. El siguiente ejemplo fue elegido de una lista propuesta en [68] sobre pro-
blemas de complementariedad y proviene de una aplicacion en economia al problema de
equilibrio econémico [49].

El problema fue reformulado como en (2.1) con

_3z%+22122+2z§+23+324—6—25 |

227 + 22 + 21+ 1023+ 224 — 2 — 2

32%4—2122—1—22%—1—2234-924—9—27
22 +322 4+ 223+ 324 — 3 — 23

F(z) = con z €,
Z1%5
2226
Z327
2428
donde 2 = RS .

A continuacion presentamos en la Tabla 3.8 los resultados obtenidos por el Algoritmo
9 para 2° = (1,0,0,0,0,1,0,0) (izq.) y 2° = (1.5,0,0,0.5,0.3,0.8,0,0) (der.). Los
resultados obtenidos para estos casos son z = (1.22474,0,0,0.5,0,3.22474,0,0) y z =
(1.2247,3.75e-14,9.18e-19, 0.5, 4.89e-19, 3.2247,6.31e-13, 1.39e-13).

k 1F' (=)l oo k 1F (%) [l
17 4.4815e-08 11 1.0745e-07
18 4.4251e-09 12 1.5531e-08
19 3.897le-10 13 6.2675e-10
20 2.0015e-11 14 4.8505e-12

Tabla 3.8: Resultados para el Ejemplo 3.3.6.

A continuacion realizamos una comparacion de algunos de los métodos presentados
en este trabajo.

3.3.1. Comentarios

Presentamos un ultimo ejemplo donde comparamos el tiempo computacional para los
método LP quasi-Newton secante modificado presentado en este capitulo, el método LP-
Newton modificado y el LP-Newton propuesto en [25].

Ejemplo 3.3.7. Consideremos el problema (2.1) donde F' : R — R" esta dada por

2 n
Fi(z) =z — n212j — 1+ (2 + 1)%
]:
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para todoi = 1,...,n, en la region Q@ = [—10,10]". En este caso, comparamos el
tiempo computacional tomado por los dos métodos descriptos en los Capitulos 2 y 3, y
el presentado en [25]. Para ello, tomamos diferentes valores de n, para SMLPN fijamos
k=10 yo = 1le — 2 para gNLP. Los resultados son mostrados en la Tabla 3.9.

Método LPN gNLP SMLPN
n Tiempo (s)
400 11.236 15.680 13.252
700 102.98 109.18 90.332
900 155.40 156.10 142.18
1100 297.26 330.71 245.55
1500 888.11 964.07 672.26

Tabla 3.9: Tiempo.

En todos los casos los algoritmos encontraron alguna solucién del problema. Como
podemos ver, cuando la dimension del problema no es demasiado grande, el método LP-
Newton toma menos tiempo en encontrar una solucion. Cuando la dimension comienza a
aumentar, el método SMLPN lo hace en menor tiempo. La principal razon por lo que esto
ocurre es que este algoritmo no necesita calcular la matriz Jacobiana de la funcion en cada
iteracion sino que utiliza la actualizacion de Broyden (1.24), lo que lo hace computacional-
mente menos costoso. Con respecto al método gNLR, el tiempo computacional es siempre
mayor que en el resto de los algoritmos. Si bien, los métodos presentados en los Capitulos
2y 3 comparten el mismo espiritu, la ventaja del algoritmo SMLPN respecto a gNLP es la
posibilidad de actualizar el parametro o, en cada iteracion.

Los resultados presentados en esta seccion muestran que el método SMLPN es una
valiosa herramienta para la solucion de sistemas de ecuaciones no lineales, atin cuando
algunas de las hipdtesis requeridas para el analisis tedrico de convergencia puedan no
cumplirse.

Con este ejemplo concluimos el Capitulo 3 de este trabajo.



Capitulo 4

Conclusiones Generales

En este trabajo hemos presentado una serie de métodos basados en el método clasico
de Newton para la solucién de sistemas de ecuaciones y problemas de optimizacién. Como
pudimos ver en la Subseccion 1.1.3, el método de Newton tal cual lo conocemos puede
ser aplicado a problemas de optimizacion sin restricciones o con restricciones de igualdad.
Cuando nos encontramos frente a problemas con restricciones mixtas como (1.16), dicho
método debe ser modificado y terminamos resolviendo en cada iteracion un problema de
programacion cuadratica, como fue mostrado

Otra forma de resolver estos problemas es planteando el sistema KKT asociado y
pensarlo como uno de ecuaciones no lineales sin restricciones (como en (1.20)) o con
restricciones (como en (1.38)). Recordemos que en cualquiera de los casos el problema
es no diferenciable, por lo tanto, una de las opciones para resolverlo es a través de los
métodos de Newton Generalizados, que hacen uso de derivadas generalizadas de la fun-
cién involucrada. En la Secién 1.3 presentamos el método LPN propuesto en [25] para la
solucién de sistemas de ecuaciones no lineales con restricciones y mostramos que es una
herramienta poderosa para resolver sistemas KKT que surgen, entre otros, de plantear las
condiciones de optimalidad de problemas de optimizacién.

Nuestra principal contribucion fue el desarrollo de dos métodos para la solucién de sis-
temas de ecuaciones con restricciones y posibles soluciones no aisladas. En el Capitulo 2
presentamos el método qNLP, el cual se basa en una estrategia quasi-Newton del método
LPN. En este caso, la derivada o derivada generalizada es reemplazada por aproximacio-
nes secantes en cada iteracién del algoritmo. Al tratar con posibles soluciones locales no
aisladas, perdemos la no singularidad de la matriz Jacobiana en alguna solucién, por lo que
este supuesto es reemplazado por una condicion de cota de error local, que nos da una
estimacién de la distancia entre un punto y el conjunto solucién. Presentamos el andlisis
de convergencia local del método y demostramos que posee convergencia ¢-lineal.

En el Capitulo 3 introducimos el método SMLPN, que intenta mejorar la velocidad de
convergencia del gNLP. En este caso obtuvimos convergencia g-superlineal, sin embargo
necesitamos de una hipétesis extra. Para la actualizacién de las matrices debimos pedir
una condicién de localizacién dada por (3.1). Si bien esta hipétesis es muy fuerte, y como
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ya comentamos, muchas de las actualizaciones de cambio minimo no la cumplen, solo fue
utilizada con fines teéricos. Tanto para este método como para el anterior, presentamos
algunos resultados numéricos. Al finalizar mostramos una tabla comparando la performan-
ce de los algoritmos LPN, gNLP y SMLPN. Si bien no se trata de una funciéon demasiado
complicada, el problema aqui son las dimensiones. Corrimos los algoritmos para diferen-
tes valores de n (dimesién del problema) y pudimos observar que mientras mayor era la
dimensién, el método SMLPN podia encontrar una solucién en menor tiempo, como es-
perdbamos. Estos resultados son mostramos en la Tabla 3.9.
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