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Resumen

Este trabajo se focaliz6 en el problema de la estimacién robusta de los pardametros en modelos
autorregresivos bidimensionales con contaminacién. Se propone un nuevo método de estimacion
robusta de los parametros de estos modelos, denominado BMM 2D, que se basa en la representaciéon
de un proceso autoregresivo bidimensional con un modelo auxiliar, como una estrategia para atenuar
el efecto de la contaminacion.

Hasta el momento y desde la definicién de los modelos autorregresivos bidimensionales, trata-
dos inicialmente por [Whittle| (1954), diversos autores han desarrollado propuestas para abordar el
problema de estimacién de los pardmetros, generando alternativas de estimacién cuando la contami-
naciéon del modelo es aditiva o innovativa. Estas propuestas, si bien han mostrado buen desempeno
en aplicaciones, no vienen acompanadas (en general) por estudios que den cuenta de sus propieda-
des teodricas, tales como consistencia y normalidad asintética. En esta tesis, se presenté un nuevo
estimador para estimar los pardmetros del modelo en condiciones més generales de contaminacion
y se demostré la consistencia y la normalidad asintética del estimador.

El trabajo incluy6é un andlisis comparativo entre el método propuesto, los estimadores robustos
existentes hasta el momento y el estimador de minimos cuadrados, a través de un estudio de si-
mulacion de Monte Carlo, variando el tamafio de la ventana de observaciéon del proceso, y el tipo
v nivel de contaminacién. Los resultados evidenciaron que el nuevo estimador constituye una pro-
puesta competitiva, tanto en exactitud como en precisién, con relacion a otros estimadores clésicos
v robustos utilizados hasta ahora.

Finalmente, se presenté una aplicacion al filtrado de imagenes, que ilustra cémo funciona el
estimador BMM 2D en situaciones practicas.

El procedimiento intenta generalizar a dos dimensiones la iniciativa presentada por Muler et al
(2009), desarrollada para modelos ARMA de series de tiempo.

Palabras claves: Modelos AR-2D; Estimadores Robustos; Procesamiento de Iméage-
nes; Consistencia; Normalidad Asintotica
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Abstract

This work focused on the problem of robust estimation of parameters in two-dimensional autore-
gressive models with contamination. A new method of robust estimation of the parameters of these
models is proposed, called BMM 2D, which is based on the representation of a two-dimensional au-
toregressive process with an auxiliary model, as a strategy to attenuate the effect of contamination.

Up to the moment and from the definition of the two-dimensional autoregressive models, initially
treated by Whittle (1954)), diverse authors have developed proposals to approach the problem of
estimation of parameters, generating estimation alternatives when the contamination of the model is
additive or innovative. These proposals, although they have shown good performance in applications,
are not accompanied (in general) by studies that account for their theoretical properties, such as
consistency and asymptotic normality. In this thesis, a new estimator to estimate the parameters
of the model in more general conditions of contamination was presented and the consistency and
asymptotic normality of the estimator were proved.

The work included a comparative analysis between the proposed method, the existing robust
estimators and the least squares estimator, through a Monte Carlo simulation study, varying the
size of the process observation window, and the type and level of contamination. The results showed
that the new estimator is a competitive proposal, both in accuracy and precision, in relation to other
classical and robust estimators used so far.

Finally, an application to image filtering was presented, which illustrates how the BMM 2D
estimator works in practical situations.

The procedure attempts to generalize to two dimensions the initiative presented by Muler et al
(2009), developed for ARMA models of time series.

Key words: AR-2D Models; Robust Estimators; Image Processing; Consistency;
Asymptotic Normality
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Introduccion

Los métodos estadisticos para el anélisis de datos indexados en el espacio han experimentado en
las ultimas décadas avances significativos. Este progreso, se ha visto acompanado y potenciado, por
el vertiginoso desarrollo de la tecnologia y de las ciencias de la computacién, permitiendo introducir
al espacio como eje fundamental de analisis, tal como ocurre por ejemplo, en estudios de planificacion
territorial, en trabajos de epidemiologia panoramica y en modelos econométricos espaciales (Martori
and Hoberg (2008))). Muchos de estos métodos se derivan de enfoques presentados en el contexto
de series de tiempo y surgen como adaptaciones especificas de éstos ultimos para hacer frente a
los desafios propios que presenta el analisis de datos indexados en el espacio. Estos datos no solo
contienen informacién sobre un conjunto de atributos de interés, sino que también proporcionan la
ubicacién geografica o espacial donde estos atributos fueron observados. Una de sus caracteristicas
clave es la autocorrelaciéon espacial: Las observaciones proximas espacialmente tienden a ser més
similares de lo que se espera que lo sean las observaciones que estdn més separadas en el espacio.

Un ejemplo claro de datos espaciales corresponde a observaciones medidas sobre grillas o redes,
llamados datos regionalizados. En este caso la informacion se registra en todos los puntos de un
dominio D C Z? fijo, finito o infinito. Las ubicaciones espaciales de estos datos se denominan sitios
y estos sitios generalmente representan regiones con una cierta area, tales como ocurre con los datos
de imagenes. Desde el punto de vista de un observador comiin, una imagen x es una escena provista
de ciertos atributos que le son propios y la caracterizan, tales como bordes, color, brillo, textura,
etc.; mientras que desde una perspectiva formal, z constituye una realizacién de un proceso aleatorio
X :Q — EW, donde E es un conjunto acompafiado por una estructura de o-algebra, y W es una
grilla rectangular finita, llamada “ventana de observacién de la imagen 2”. En el contexto previo,
D =W y cada sitio representa la posicidon espacial precisa de un pixel de la imagen.

Uno de los enfoques para estudiar la autocorrelacion espacial en datos regionalizados consiste en
proponer modelos que especifican de manera directa la matriz de varianza-covarianza de los datos,
la cual limita la medida de proximidad espacial a las distancias entre ubicaciones de puntos que se
supone que representan diferentes regiones. Otro enfoque se basa en proponer modelos de autorre-
gresién espacial, que permiten incorporar las estructuras de vecindario. Estos patrones, llamados
modelos autorregresivos bidimensionales (modelos AR-2D), representan los datos en la ubicacion
s de la grilla D como una combinacién lineal de valores registrados en posiciones espaciales de D
vecinas a s y esta autoregresion es la encargada de inducir la dependencia espacial entre los datos.
Whittle| (1954) estudié por primera vez los modelos AR-2D y a partir de entonces éstos han sido
exitosamente usados en diversas areas del modelado y procesamiento de imégenes como filtrado
y reconstruccion de imagenes satelitales (Bustos et al (2009), Ojeda et al (2010)) y deteccion de
bordes en iméagenes médicas (Quintana et all (2011)), Zielinski et al (2010))).

En general, un modelo matemético es una simplificacién de la realidad y requiere, por parte de
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los datos, del cumplimiento de ciertos supuestos. Los procedimientos clasicos de estimacion de los
pardmetros de un modelo son 6éptimos en situaciones en las que los supuestos del modelo se cumplen
de manera rigurosa, pero proporcionan estimaciones desacertadas cuando las exigencias del modelo
no se observan exactamente. Una alternativa a esta problematica es trabajar con procedimientos
robustos, los cuales permiten relajar los requisitos que tedricamente deben satisfacer los datos y pro-
porcionan la flexibilidad necesaria a los efectos de obtener estimaciones razonablemente aceptables
de los pardmetros del modelo, en circunstancias de no cumplimiento estricto de los supuestos.

La estimacion robusta de los parametros en modelos AR-2D ha sido tratada para datos afectados
con dos tipos de contaminacion: innovativa y aditiva. Los autores Kashyap and Eom (1988)) propo-
nen la clase de los M-estimadores 2D y en Allende et al (1998)) y |Allende et al (2001)) se introducen
los estimadores GM 2D. Los primeros tienen un buen desempeno bajo modelos contaminados inno-
vativamente pero son inadecuados bajo contaminacion aditiva, mientras que los estimadores GM 2D
tienen un buen desempenio en ambos casos. Posteriormente, Ojedal (1999) presenté los estimadores
RA 2D que ademés de tener un buen comportamiento bajo estos dos tipos de contaminacién, poseen
propiedades teéricas estadisticas interesantes, tales como la consistencia y la normalidad asintética.
Estas propiedades son de gran interés ya que permiten realizar estudios de inferencia estadistica, a
partir de test de hipdtesis e intervalos de confianza. Sin embargo, el estimador RA 2D exhibe como
desventaja un alto costo computacional.

La propuesta de este trabajo de tesis consiste en definir un nuevo estimador robusto de los
parametros del modelo AR-2D bajo otros escenarios de contaminaciéon que incluyen a la contami-
nacién aditiva, capaz de competir con los estimadores M, GM y RA 2D mencionados. Para evitar
la propagacién del efecto de un dato atipico cuando se calculan los residuos del modelo, se propone
un nuevo enfoque que consiste en definir estos residuos usando un modelo auxiliar. Con la ayuda
del modelo auxiliar, se define un estimador para los pardmetros del modelo AR-2D resistente a di-
ferentes tipos de outliers. La propuesta intenta generalizar a dos dimensiones los estimadores BMM
desarrollados por Muler et al| (2009) para modelos ARMA de series de tiempo. El nuevo estimador,
BMM 2D, ademés de mejorar en cuanto a presicién y exactitud las propuestas ya conocidas, resulta
ser consistente y normalmente asintético.

El trabajo de organiza de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se introducen conceptos y
definiciones béasicas sobre procesos espaciales, en particular, se definen los modelos AR-2D y se los
analiza en el contexto del procesamiento de imégenes; en el Capitulo 2 se presenta la nueva propuesta;
en el Capitulo 3 se analiza el comportamiento del nuevo estimador comparidndolo mediante estudios
de Monte Carlo con los estimadores LS, M, GM y RA 2D; en el Capitulo 4 se demuestran las
propiedades teéricas del estimador BMM 2D. Finalmente, se establecen algunas conclusiones y
posibles lineamientos para trabajos futuros.



Capitulo 1

Procesos Aleatorios Bidimensionales

En este capitulo se introducen los conceptos bésicos necesarios para trabajar a lo largo de la
tesis. Los mismos pueden encontrarse en |Guyon (1995), |Ojeda) (1999)) y (Chuvieco| (2008]).

1.1. Preliminares

Sea R el conjunto de los nimeros reales y B la o-algebra de Borel sobre R y sea RZ* = {f:
72 — R/ fes funciéon}. Consideremos el espacio medible (R, B). Para cada 1 < n < oo natural sea:

(Z2) ™) = ({(k1, 1), ooy (ks 1)} 2 (Riy 1) € 22, (Kiy 1) # (g, 1) sii # 4,1 < 4,5 <n}.
Ademas, definamos O(Z?) y S(Z?) como:
O(Z?) = U{(Z*™ : 1 < n < oo, natural},

S(Z%) ={S CZ®:0 < #(S) < oo}

Entonces, para cada 1 < n < oo, natural y para cada A = ((k1,1), ..., (kn, 1)) en (Z*)™ definimos
la, proyeccién sobre R™ como la funcién oy : RZ* - R" dada por:

ox(X) = (X (ki 1), oy X (knoln)), VX € RZ.
Para cada m € N, sea B la g-algebra producto sobre R™ y sea BZ* la minima o-algebra sobre RZ?
que hace medibles las proyecciones oy, YA € O(Z?).
Definicion 1.1.1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Entonces X : Q — RZ? es un proceso
aleatorio bidimensional real, si VA € BY | X1(A) € A.

Notemos que de acuerdo a la definicién anterior, X : Q — RZ” es un proceso aleatorio bidimensional
real si y solo si, X es una funciéon A—medible con respecto a la o-algebra BZ*. Estos procesos son
también llamados procesos aleatorios 2D reales o procesos aleatorios sobre Z? reales. Una manera
frecuente de denotar al proceso X es mediante la sucesion de variables aleatorias:

X ={Xij}ijez

donde para todo (i,j) € Z?, X; j :  — R es una variable aleatoria definida sobre (£, .4, P) tal que
Xij(w) = (X (W)@, j) Yw € Q.
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Definicién 1.1.2. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X : Q — RZ un proceso aleatorio
2D real. Definimos como Px a la probabilidad sobre (RZ,B%) dada por Px(A) = P(X~1(A))
VA€ B

Definicion 1.1.3. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X un proceso aleatorio 2D real
definido sobre (2, A, P). Para cada n € N se definen las funciones de distribucion n-dimensionales
como:

F(k,l) (@1, .0y Tn) = P(Xkl,ll <y ey Xl < Tn),

—_—n

donde (k,1) = ((k1,11), ..., (kn, 1)) € (Z)™ y (21, ..., 1) € R™.

—n

Observacion 1.1.1. Las funciones de distribucién n-dimensionales son funciones de distribucion
de probabilidad; mds precisamente Fy.;) es la funcion de disiribucion de probabilidad conjunta de

—n

las variables aleatorias Xp, 1y, ..., Xp, 1,, -

Definicién 1.1.4. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X = {Xj;}(;jjezz un proceso
aleatorio 2D real defindo sobre (0, A, P). Decimos que X es un proceso con momento de sequndo
orden finito si V(i,j) € Z?, X;; € L*(Q, A, P,R).

Definicién 1.1.5. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea X = {X;;}; jyezz un proceso
aleatorio 2D real defindo sobre (2, A, P), con momento de sequndo orden finito.

a) Se llama funcién de media del proceso X a pux : Z?> — R dada por:
px(i.j) = Bp(Xi;), V(i) € Z*.
b) Se llama funcién de autocovarianza del proceso X a Cx : 72 x 72 — R dada por:

Cx((i,§), (s,t)) = Ep(XijXs1) — Ep(Xij)Ep(Xsp), V(i,7), (s, t) € Z*.

Observacion 1.1.2. Si X es un proceso aleatorio 2D real definido sobre (2, A, P), con momento
de sequndo orden finito, y funcion de autocovarianza Cx, ¥(i,7) € Z? la variable X ; tiene varianza
finita dada por Cx((i,7), (i,)). Ast, la funcion 0% : Z* — R dada por:

ox(i,j) = Cx((i,4), (i,4)) V(i,j) € Z°,

define la funcion de varianza del proceso X.

NOTA: De aqui en adelante, al referirnos al proceso X, asumiremos (salvo expresa mencién en
contra) los siguientes dos supuestos:

i) Que X es un proceso aleatorio 2D real, definido sobre el espacio de probabilidad (2, A, P).

ii) Que el proceso X tiene momento de segundo orden finito, con funciones de media, autocova-
. . . 2
rianza y varianza, denotadas respectivamente como ux, Cx y o%.

Definicion 1.1.6. Decimos que el proceso X es P—débilmente estacionario si:

i) MX(i7j) = MX(Sat) V(i,j), (5>t) S Z27
i) Ox((i,5), (s,t)) = Ox((i — 5,5 = ),(0,0))  V(i,j), (s, t) € Z*.
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Definicion 1.1.7. Decimos que el proceso X es P—estrictamente estacionario si para cada n € N
y para cada (i1, 1), (i2, j2), -, (ins Jn), (5,t) € Z? la funcion de distribucion de probabilidad conjunta
de las variables aleatorias

Xi17j1in27j2’ "'7Xinvjn’

es tgual a la funcion de distribucion de probabilidad conjunta de las variables aleatorias
Xiytsjitts Xigtsjotty oo Xintsjntt-
Observacion 1.1.3. Si X es un proceso P—estrictamente estacionario, entonces X es P—débilmente
estacionario (Ojeda (1999)).
1.2. Ergodicidad
Sea (£, A, P) un espacio de probabilidad y sea X = { X ; }(; j)ez2 un proceso aleatorio P—estrictamente
estacionario y consideremos el espacio medible (RZZ, BZQ).

Definicién 1.2.1. Para cada (m,n) € Z? se define la traslacion por (m,n) a la funcién T(m,n) -
RZ s R% dada por Tmn) (X) (4, 5) = Xi—mj—n.

Observacién 1.2.1. V(m,n) € Z2, T(m,n) €S biyectiva y medible.

Definicién 1.2.2. Sea 7 : RZ — R%’ biyectiva y medible. Se dice que A € B% es T—invariante si
T(A) = A.

Sea
I={A¢e BY : Aes T(m,n) — invariante ¥(m,n) € 72}
Definicion 1.2.3. Decimos que X es P—ergddico si VA € T, Px(A) =0 6 Px(A) = 1.

Observacion 1.2.2. 1) T es una o—dlgebra. 2) X es P—estrictamente estacionario sii Py =
P (X),V(m,n)EZZ.

T(m,n)

Definiciéon 1.2.4. Sea D C Z?, convezo. Se llama didmetro interior de D a
d(D) = sup{r > 0:3(i,7) € D con B((i,j),r) C D},
donde B((i,7),7) = {(m,n) € Z? : (i —m)? + (j — n)? < r?}.

Observacion 1.2.3. Nos referimos a conjuntos convezos en Z* como la interseccion de convexos
de R? con Z2.

Teorema 1.2.1. (Teorema FErgddico). Sea X P—estrictamente estacionario y P—ergddico, g €
LY(RZ B2 Px,R) y {Dy}nen sucesion acotada de convezos acotados en Z2 tal que d(D,) — oo.
n—oo

FEntonces:

i) - e, 905 (X)) = Bp(g(X)) en L1(R™, B, P, R).

it) Si ademds { Dy, }nen es creciente, entonces la convergencia en (i) ocurre excepto sobre conjun-
tos de medida P-nula, lo que se denotard es a.e..

Dem.: Ver Guyon| (1995). O
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1.3. Orden en Z2

En el contexto de las series de tiempo indexadas en T' C Z el concepto de “pasado” de una
posicion ¢t € T se define de manera evidente a partir del orden total en Z (el pasado de ¢ es el
conjunto {t' € Z : t' < t}). Por el contrario, en Z? no se dispone de un orden consustancial que
determine de manera natural cual es el pasado de una posicién (i,j) € Z2 Dicho orden sera de
gran importancia por dos motivos: en primer lugar, en las préximas secciones y capitulos hara falta
realizar sumas infinitas sobre Z? y tomar limites que convergan cuando un punto (m,n) € Z? tiende
a infinito por lo que tendremos que ordenar los elementos de alguna manera; en segundo lugar, el
orden del vector de parametros a estimar en el modelo de estudio determinara como es la matriz de
varianza-covarianza del estimador que se propondra mas adelante en esta tesis.

Dado un elemento (4, j), puede definirse el pasado de (i,7) de diferentes maneras. En este tra-
bajo, necesitamos algtin orden total en Z2. Antes de introducir el orden total de Z? con el que
trabajaremos, introducimos algunas definiciones que se relacionan con los “vecinos pasados” de una
posicién (4, ) € Z2.

Definicion 1.3.1. Para cada (i,5) € 72,

a) Se llama region de prediccion no causal de (i,7) a:
S1(i,5) = {(k,1) € 2% : (k1) # (i,5)}-

b) Se llama region de prediccion semicausal de (i,7) a:

Sa(i,j) = {(k,1) € Z% : k < i)} U{(3,1) € Z* : l # j}.
¢) Se llama region de prediccion causal de (i,7) a:

S5(i,j) = {(k,1) € Z* 1 k <)} U{(s,1) € Z* : | < j}.
d) Se llama region de prediccion fuertemente causal de (i,7) a:

Sa(i, ) ={(k,1) € Z* : k < i, 1 < j)}U{(i,]) € Z* : 1 < j}.

Estas regiones de causalidad pueden apreciarse graficamente en las imégenes de la Fig. [L.1]

Definicion 1.3.2. Dado (i,j) € Z?> y M € N tal que i,j < M, se llama ventana fuertemente causal
cuadrada de orden M en (i,j) a:

Wiy 3) ={(k,0) € Sa(i,5) i — M <k<i, j—M<I<jtU{(j)}

En esta tesis trabajaremos siempre sobre regiones de predicciéon fuertemente causales y con ven-
tanas fuertemente causales cuadradas. Cuando (4,7) = (M, M), Wy (M, M) se indicard Wy; esta
notacion se usara también en aquellos casos en que la mencion especifica del punto (i,7) no sea
relevante.
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Figura 1.1: (a) S1(i,4); (b) Sa(i,7); (c) S3(i,5); (d) Su(i,7)

A continuacion, daremos a Z2 un orden total al que llamamos “orden espiral”.

Sea (i,7) € Z*\ {(0,0)} y v una funcién de (i, ;) que puede asumir los valores |i| 6 |j|. Dado
(i,7) fijo, se definen los conjuntos:

) = {(k. 1) [kl [I] <~(d,5)}
Az(’y( )) {(k,l) =(i,5), =i, §) <1 <j},
vk =i, 7), —v(,5) <1<~ )}
Hl=900,9), =00, 5) <k <70, 4)}
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Ahora definimos cuatro conjuntos disjuntos, Ry, cuya unién es Z2 \ {(0,0)} y el conjunto de
“pasados” de cualquier punto (i,75) € Z2\ {(0,0)}, P(’;j):
I) Consideremos ¢ > 0y v(i,7) = |i| = 1, luego
Ry ={(i,j) € 2% :i > 0,—7(i,j) <j <(i:5)} ¥
P iy = Ai(v(i,§)) U Aa(y(i, 7).
IT) Consideremos j > 0y v(i,7) = |j| = 7 luego
Ry ={(i.j) € 2%:j > 0,=7(i,j) <i <(i,5)} v
PGy = A((0,4) U As(y(i,0) U {(k, 1) - L= (i,5),1 < k < (i, 5)}-
IIT) Consideremos i < 0y v(i,7) = |i| = —1, luego
Ry ={(i,j) € Z° i < 0,—7(i,j) <j <~(i,§)} v
PGy = A(v(i,4)) U Ag(v(i, 4)) U Aa(y (6, 5) U{(k, 1) < k = =(i,5),5 <1 <~(5,5)}-
IV) Consideremos j < 0y v(i,7) = |j| = —7, luego

Ry={(i,j) €7%:j <0,—(i,j) <i<~(,j)} ¥

Pé,j) = Al(’Y(%])) U A3(7(Z7j)) U A4(’Y(l7j)) U {(kvl) k= _7(i7j)7 _7(i7j) << V(Zvj)}
U {<k7l) = _’Y(ivj)a _7(7’7.7) <k< Z}

Luego, Z2 \ {(0,0)} = U!_, R; donde la unién es disjunta; es decir, {R;}}_; es una particién de

22\ {(0,0)}.

Se define el orden espiral en Z? (orden total en Z?) a través de la relacion < de la siguiente
manera:

Definicion 1.3.3. Sean (i,j), (k,1) € Z?. Asumamos que (i,7) € Rs con s € {1,2,3,4}. Diremos
que (k,1) < (i,7) si se satisface alguna de las siguientes condiciones;

a) (i,7) = (k,1), es decir, i =k y j =1, o bien;

b) (k1) € P .

Este ordenamiento espiral de elementos de Z? se esquematiza en la Fig. (a).

Consideremos ahora el conjunto

I={(i,j)€Z*:i>0,j >0}
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Definicion 1.3.4. Definimos sobre I un orden total, dado por la restriccion o I del orden espiral
< definido previamente para 7.

El orden total sobre I se observa de manera esquematica en la Fig. (b).

De ahora en mas, a menos que se haga explicita mencién de lo contrario, cualquier suma que se
haga sobre elementos indexados en I se realizara siguiendo el orden total definido sobre 1.

i« i+

A
A
A

< N

i(+) \
N

A
A

AN

SAAN
R NN "

(a) (b)
Figura 1.2: (a) Orden espiral en Z?; (b) Orden espiral restringido a I.

A

/

£
Wi

1.4. Martingalas

Dado X = {Xj;}(; j)eze un proceso espacial definido sobre (2,4, P) a valores en R y < alguna
relaciéon de orden parcial en I, podemos introducir la siguiente definicion:

Definicion 1.4.1. Dada una sucesion creciente de sub o—dlgebras de A, F;;, i.e. Fiyg C Fij si
(k,1)=<(i,7), y Xi; que sea F; j—medible e integrable. Diremos que (X; ;, Fi ;) es un arreglo diferencia
martingala si E(X; j|Fr1) =0 cuando (k,1)<(i,7) y (k,1) # (i, 7).

En la secciéon anterior se definié un orden total sobre I. Sin embargo, en esta seccién es necesario
contar con un orden parcial que permita construir a partir de un proceso X = {Xi,j}(m)ep definido
sobre (€,.A, P), una sucesion de sub o-algebras de A crecientes como en la definicién anterior. Es
asf que introduciremos la siguiente definiciéon con el objetivo de poder definir este nuevo orden sobre
I

Definicion 1.4.2. Para cada elemento (i,j) € I, se define la “vecindad” de la posicion (i,j), Vi ;,
como:

Vij={(k,) €T:0<k<4,0<1<jI\{(i )}

Con este concepto de vecindad es ahora posible establecer la siguiente relacién de orden parcial
<enI:
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Definiciéon 1.4.3. Dado (k,1),(i,7) € I decimos que (k,1) estd relacionado con (i,7) bajo la rela-
cion X (denotamos (k,1)<(7,7)) si y solamente si Vi, C 'V ;.

Observese que (k,1)=(i,7) es equivalente a decir k < iy [ < j.

Luego, definimos para cada (4,j) € I, la o-algebra F; ; generada por el conjunto de variables
aleatorias { Xy : (k,1) € Vj;}, es decir,

Fij=0({Xpp: (k1) € Vij}).

Se puede probar que dado (i,7) € I, Fr; € F;; para cada (k,1)<(4,7); es decir, {Fi;} es una
sucesion no decreciente de sub o-algebras de A.

Observacion 1.4.1. La condicion E(X; j|Fr;) =0 si (k,1)<(i,7) v (k,1) # (i,7), de la definicion
es equivalente a la condicion E(X; ;| Xk;) = 0 para todo (k,1)<(3,75) y (k,1) # (4,7).

Dada una sucesion {b; j) : (i,7) € I} de nimeros reales positivos tal que b o) = b 0) = b(0,j) =
0, se define Abg; jy = b(; jy —b(i j—1) —bi—1,5) +b(i—1,j—1)- Como corolario del Teorema 2.3 del trabajo
Quang and Van Huan| (2010) se tiene:

Teorema 1.4.1. Dado X = {X;j}; jjezz un proceso espacial real definido sobre (Q, A, P). Para
todo arreglo diferencia martingala (X; j, F; j), y para toda sucesion de nimeros positivos {b(i,j)} que
satisface que Abg ;) > 0 V(i,j) € I y tal que b(; jy — oo cuando (i,7) — 0o (si y solo sii — ooy
Jj — 00), la condicion

> E(|Xi’j2)<oo

2
0.0)=Gg) (@)

implica que

1
5 Z X;j—0 ae. cuando M — oo.
(M) (0,0)<)= (M M)

Dem.: Ver Quang and Van Huan| (2010). O

Observacion 1.4.2. La version general del teorema anterior requiere que el espacio E sobre el
cual estd definido el proceso X sea un espacio 2—smoothable. Se dice que un espacio de Banach
E es 2-smoothable si existe una norma equivalente bajo la cual E es 2-uniformly smooth, es decir,
p(t) := sup {W —1:Vo,ye E ||lz|]| = 1,||yl| = t} = O(t?) (orden t?). Esto se puede ver
en |Quang and Van Huan| (2010). En nuestro caso, el espacio E resulta ser R que es un espacio de
Hilbert y por lo visto en|Chao and Woyczynski (20006), todo Hilbert es 2—smoothable.

Este teorema se conoce como Ley Fuerte de los Grandes Numeros para arreglos diferencia martin-
galas.

Sea M e Ny DIM)={(k,l) e I:0<k< M,0<1[< M}. Como corolario del Teorema 2.1 de
Cohen| (2016) se tiene el sigiente teorema:
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Teorema 1.4.2. Dado un arreglo diferencia martingala (X; ;,F; ;) con {X; ;} proceso aleatorio real
definido sobre (2, A, P) con momento de sequndo orden finito, fuertemente estacionario y ergddico.
FEntonces \/% > (knep(m) Xk converge en distribucion a N(0, E(|X0,0|%)) cuando M — oo.

Dem.: Ver (Cohen (2016). O

Este teorema es conocido como el Teorema Central del Limite para arreglos diferencia martin-
galas.
A continuacion se presentan algunos conceptos previos que permiten introducir la definicién de un
proceso AR bidimensional.

1.5. Procesos AR Bidimensionales Reales

Sea I ={(i,j) €Z?:i>0,5 >0} y sea M € N.

Definicion 1.5.1. Sea T el subcongjunto finito de I dado por: T = {(k,l) €I :k < L,l <L, (k,l) #
(0,0)}, con L € N, conocido y L < M. Y sea {¢mn}(mnyer una sucesion de nimeros en R\ {0}
indezada por T. Se dice que la funcion ® : C2 — C dada por

O(z1,2) =1— Y ¢raztzh,
(k,heT
es un polinomio unilateral con soporte T

Observacion 1.5.1. Un polinomio unilateral es una funcién analitica en C2.

Definicion 1.5.2. SeaY : Q — R%* un proceso aleatorio bidimensional real definido sobre (Q), A, P).

a) Para cada k € Z se define el operador de retroceso unidimensional de orden k, a la funcion
BY :R” - R% dada por: BE(Y)(i,j) = Yi_i, V(i,j) € Z2.

b) Para cada |l € 7 se define el operador de retroceso unidimensional de orden 1, a la funcion
Bl : R” — R% dada por: BY(Y)(i,j§) = Yi 1, V(i j) € Z2.

¢) Para cada (k,1) € Z? se define el operador de retroceso bidimensional de orden (k,l), a la
funcion BED . RZ* s RZ* dada por: B*D(Y) (i, 5) = Yikj-1, V(i,5) € Z2.

Observacion 1.5.2. El operador de retroceso bidimensional B*Y se puede escribir en término de
los operadores de retroceso unidimensionales BY y Bl. Esto es:

BWY = BF o BL = Bl o BF. (1.5.1)

Definicion 1.5.3. Sea {ak7[}(k7l)ej sucesion de nimeros reales y sea f: D C C> — C, D abierto,
tal que
f(z1,22) = Z ar12¥ 2y uniformemente en D.
(kDel

Se define el operador funcional de retroceso bidimensional asociado a f, f(B) : RZ* - RZ* dado
por:
FBM)GH) = Y aB™ V)0 g), VY eR¥ V(i j) € 2.
(keI
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Por (1.5.1), VY € RZ, f(B)(Y)(i,) = 3 (e ai(BF o BY)(Y)(i, ) ¥(i,j) € Z*. Por lo tanto,

el operador funcional de retroceso bidimensional asociado a f se denotara indistintamente f(B) 6
f(B1, Bs).

Definicion 1.5.4. Sea e = {Ei,j}(i,j)eﬁ un proceso aleatorio 2D, real con varianza finita o2, definido
sobre el espacio probabilistico (Q, A, P). Entonces se dice que € es un proceso de ruido blanco si:

7/) EP(&J,j) = 07 V(Z7J) € Z2 )

ii)
o2, si(i,7) = (k1);

IS

Ep(eijert) = {

0, c.C..

Definicién 1.5.5. Sean (2, A, P) espacio de probabilidad, ¢ = {&; }; jycz2 proceso de ruido blanco
definido sobre (2, A, P), Y = {Y;;}q jiez> proceso aleatorio bidimensional estacionario definido
sobre (2, A, P) con media pu y ® : C*> — C polinomio unilateral con soporte T, como en la definicion
que no se anula en D* = {(21,29) € C? : |21] < 1,]22] < 1}. Entonces se dice que Y es un
proceso AR-2D con polinomio unilateral ® y proceso de ruido blanco €, si ¥(i,j) € Z2:

Yij=p+ Z Preg(Yickj—t — 1) + €i - (1.5.2)
(k)eT

O bien, en forma compacta:
(I)(Bl,BQ)(Y - /L) = E&.

Notacion: El proceso Y se denota como AR(®,¢).

1.5.1. Representaciones AR 2D Fuertemente Causales

Sea Y un proceso aleatorio bidimensional real con momento de segundo orden finito, definido
sobre (€2, A, P). Para cada (m,n) € Z? se define el conjunto H,, »(Y) como la clausura del espacio
vectorial real generado por las realizaciones del proceso Y en la region Sy(m,n)U{(m,n)}, es decir:

Mo (V) = 5p{Yiy ¢ (k1) € Sy(m,n) U {(m,n)}}.

Definicién 1.5.6. Sea Y un proceso aleatorio 2D real definido sobre (2, A, P) con momento de
sequndo orden finito y sea € un proceso de ruido blanco sobre (2, A, P). Decimos que ¢ es el proceso
de innovacion fuertemente causal de' Y si Hupn(Y) C Hinn(e) V(m,n) € Z2.

Observacion 1.5.3. Si Y es un proceso AR(®,¢), entonces Humn(€) € Hmn(Y) V(m,n) € Z2.

Definicién 1.5.7. Sea Y un proceso AR(®,e). Decimos que (P, ) es una representacion fuertemen-
te causal de'Y sie es el proceso de innovacion fuertemente causal de'Y', es decir, Hopmn(Y) = Hmn(€)
V(m,n) € Z2.

Dado un proceso Y AR(®, ), con polinomio unilateral ® dado por:

D(z1,22) =1— Y opa2bah,

(k)ET
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una condici6n suficiente para que (®,¢) sea una representacion fuertemente causal de Y es que

> low

(k1)ET

<1 (1.5.3)

(ver |Guyon| (1995))). En lo que sigue de esta tesis asumiremos que los procesos AR(®,€) con los que
trabajamos satisfacen siempre esta condicién.

En este trabajo nos interesa la estimacion de los parametros de un proceso Y, AR(®,¢), y media
w tal que satisface la condicion (1.5.3]). En este caso, es posible expresar (1.5.2) como:

Yi,j: Z Ak J€i—kj—1» (1.5.4)
(kD)el

donde Y,j =Yi;i—p, Mg € RV(Ek, 1) € Iy Moo= 1. A esta representacion se la llama, “Represen-
tacion de Medias Moviles del proceso Y.

Observacioén 1.5.4. La funcion ®(z1,22)~! es una funcion analitica en {(z1, z2) € C% : ®(21, 22) #
0}. Si el polinomio ® satisface la condicion , ®(21,22) " puede representarse de una tnica
manera como una serie de potencias convergente en D* C {(z1,22) € C? : ®(z1,20) # 0}, con
coeficientes reales:

D(z1,22) 7" = Z(k,l)g ak,lzifzéa

donde axy € R, V(k,1) € I y 3 4 perlary| < oo (Dieudonné (2015)). Cabe destacar que como
0t G 12 se tiene que Do (kD)el a%l < 0.
Entonces, el proceso AR(®,¢) fuertemente causal se puede escribir como:

Y;j = ®(Bi, B2) ey, (1.5.5)
Yz‘,j = Z Ak 1Ei—k,j—1
(keI

Luego, por la unicidad, se tiene que ap; = Ay V(k,1) € 1.

Observacion 1.5.5. La condicidn (m resulta ser crucial para la identificabilidad de un proceso
AR(®,¢), es decir:

Sea ¢ = {e;;} un proceso de innovaciones y {dr 1}k er los coeficientes del polinomio ®,
entonces si Y ner |Owp| < 1, existe un tnico proceso fuertemente causal X = {X;;} tal que
‘I)(Bl,BQ)X = ¢&.

1.6. Procesamiento de Iméagenes
1.6.1. Interpretacién matematica de una imagen
La informacién visual desempena un papel muy importante en la comunicacion humana y en los

dltimos anos se han desarrollado disciplinas tendientes a tratar este tipo de informacién. En este
sentido, el procesamiento de sefiales bidimensionales se destaca como una disciplina cientifica capaz
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de interactuar con muchas areas del conocimiento (Landi et all (2017), Dormann et al| (2007)), Latha
et al (2014), Prastawa et al| (2004)), Quintana et all (2011))).

Diversas areas se ven vinculadas con el procesamiento de imagenes tales como la medicina, la
agricultura, la epidemiologia, la meteorologia, la geologia y la criminalistica entre otras (Zielinski
et all (2010), [Sahu et al (2015)), Smith et al| (1986), Quintana et all (2011)). En el contexto de la
agricultura, por ejemplo, es posible detectar la existencia de plagas, problemas de riego u otras
enfermedades vegetales, a partir de los cambios de intensidad que muestra una imagen aérea pro-
vocados por la radiacion electromagnética (Latha et al (2014)). En biologia y geologia, es posible
realizar estudios, a partir de imagenes satelitales, de las caracteristicas del suelo y la vegetaciéon
que permiten entender las causas y el comportamiento de incendios o inundaciones, y a partir de
ellos idear estrategias para la aplicacion de practicas adecuadas de prevencion y control (Landi et al
(2017), [Dormann et al (2007)).

Mediante un complejo proceso fisico, un escenario real tridimensional es transformado en un
objeto bidimensional llamado “imagen”. Desde el punto de vista de la matematica una imagen I, es
el rango de una funcion fr : Z2 — R, observado en algtn subconjunto finito W de Z2, donde f;(i, 7)
cuantifica algin atributo de interés de I (también llamado intesidad de la imagen I) en el lugar (i, j)
de W, tal como nivel de gris, luminosidad, brillo, etc. Habitualmente W es un grilla rectangular de
72, llamada ventana de observacién de I. Como consecuencia, I puede representarse formalmente
mediante una sucesion de nimeros reales {f7(i, j)}; j)ew o mediante una matriz numérica llamada
imagen digital.

Los errores que se producen en los procesos de captacién y cuantificacion hasta la obtenciéon
de la imagen digital implican la consideracién de elementos aleatorios en la representacién formal
de una imagen; por ello, el marco mas adecuado para la construccién de tal representaciéon es el
que brindan los procesos estocasticos a través de la Probabilidad y Estadistica. Luego, si £ es el
conjunto de todas las imagenes bidimensionales posibles, A es una o-algebra sobre Q y P una
probabilidad sobre (2,.4), una imagen matemética es la observaciéon en alguna ventana Wy, de
una realizacién de un proceso aleatorio aleatorio real Y = {Y] ;} jjez2 definido sobre el espacio
probabilistico (€, A, P), tal que Y; ;(I) representa alguna caracteristica de la imagen I en el lugar
(7,7). En adelante, al hablar de imagen nos estaremos refiriendo a la imagen digital; esto es, a
realizaciones de procesos aleatorios 2D reales definidos sobre (£2,.A, P) y observadas en ventanas
finitas rectangulares o cuadradas de la red Z2.

1.6.2. Modelos para imagenes

Los modelos para imagenes intentan representar o explicar la intensidad de la imagen a través de
un pequeno nimero de parametros. Llamaremos = a la verdadera imagen e y a la imagen observada (z
es la realizacion del verdadero proceso aleatorio X, restringida a una ventana W e y es la realizacion
del proceso aleatorio Y correspondiente a la imagen efectivamente captada, observada también en
W). Debido a los errores de captacion y cuantificacion de la imagen, la verdadera imagen no se
observa; sino que se observa una distorsién de la misma. Con el objetivo de reconstruir a partir de y
la verdadera imagen x, se postula sobre X, Y y el proceso de error algin modelo matematico. Este
modelo envuelve una cierta cantidad de parametros que se desea estimar y supone el cumplimiento
de ciertos requisitos llamados “supuestos del modelo”. Estos supuestos apuntan a formalizar lo que
el investigador sabe o conjetura sobre la verdadera imagen y su distorsion, y al mismo tiempo estan
direccionados a conseguir que el modelo propuesto sea manejable desde el punto de vista teérico y
computacional. Sin embargo, se entiende que el modelo y sus supuestos formales son simplificaciones
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de la realidad y que su validez es, en el mejor de los casos, s6lo aproximada. Muchas veces ocurre que
la mayoria de los datos pueden ser explicados por un modelo paramétrico explicito y una pequena
proporcion de éstos (que no conocemos), no. En este contexto es que surgen los métodos robustos.
El enfoque robusto para el modelado estadistico y el analisis de datos tiene como objetivo derivar
procedimientos que produzcan estimaciones fiables de los parametros, no sélo cuando los datos sigan
exactamente una distribucién hipotética, sino también cuando sigan “sé6lo aproximadamente” esta
distribucion.

Entre los modelos cuyas formulaciones bidimensionales han resultado ser exitosas para repre-
sentar imégenes se destacan la clase de los modelos SAR introducidos por [Whittle (1954)) y la clase
de los modelos CAR estudiados inicialmente por Besag| (1974)). Estos modelos han demostrado ser
de gran importancia en varias areas que se benefician del procesamiento de imagenes (Smith et al
(1986)), [Dormann et al (2007), Sain and Cressie| (2007))). Un caso particular de los modelos SAR,
son los modelos AR-2D los cuales permiten representar la intensidad de una imagen por medio de
un pequeno ntmero de pardmetros. Estos modelos han sido utilizados ampliamente en el estudio y
andlisis de distintos tipos de imégenes: Ojeda et al (2010), Bustos et al (2009), Alata and Olivier
(2003)) ,Sahu et all (2015)), Vallejos and Mardesic| (2004]).

Existen varios métodos de estimacion de los parametros en modelos AR-2D. [Kashyap and Eom
(1988)) propusieron la clase de los estimadores M 2D que presentan un buen desempeno para la esti-
macién paramétrica en modelos AR-2D contaminados innovativamente, pero resultan inadecuados
en el caso de contaminacion aditiva. Posteriormente, |Allende et al (2001) introdujeron los estima-
dores GM-2D los cuales muestran buen comportamiento con los dos esquemas de contaminacion.
Luego, (Ojeda et al (2002)) propusieron los estimadores RA 2D; esta clase de estimadores supera
levemente a la clase de los GM 2D, siendo mas compleja su implementaciéon computacional. Su
principal ventaja sobre los estimadores GM 2D, radica en que se ha demostrado que son consisten-
tes y normalmente asintéticos. Los estimadores mencionados surgieron como generalizaciones de los
estimadores planteados para modelos ARMA de series de tiempo.

En este trabajo se propone un nuevo estimador de los parametros en modelos AR-2D contamina-
dos, para contaminacién aditiva y de reemplazo, introduciendo un modelo auxiliar como estrategia
para controlar la contaminacién. Esta propuesta surge a partir de la idea de extender a dos dimen-
siones el estimador planteado para modelos ARMA de series de tiempo desarrollado por [Muler et al
(2009). Se prueba la consistencia y la normalidad asintética del nuevo estimador.

1.6.3. Contaminacién en procesos AR-2D

Maronna et all (2006)) describié algunos modelos para valores atipicos de series temporales, in-
cluidos los de tipo aditivo (AO), de reemplazo (RO) y de innovacién o innovativo (10). Para modelos
AR-2D, se llevaron a cabo estudios sobre estos procesos considerando modelos bidimensionales de
contaminacién para el caso aditivo e innovativo (Kashyap and Eom| (1988), Allende et all (2001)),
Ojeda et al| (2002))). En esta seccion generalizamos la nocién de valores atipicos de reemplazo para
procesos espaciales.

Definicion 1.6.1. Sea 0 < a < 1 y sea Y un proceso estacionario AR-2D. Diremos que un proceso
Z dado por

Zij=(1—=&)Yi; + & Wi

sigue un modelo bidimensional de outliers de reemplazo (RO), donde £ es un proceso de unos y
ceros tal que P({Y; = 1) = a y P(§; =0) =1 —a y W es un proceso de reemplazo que no es
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necesartamente independiente de Y.

Definicion 1.6.2. Sea 0 < a < 1 y sea Y un proceso estacionario AR-2D. Diremos que un proceso
Z dado por

Zij =1 =&)Y+ &Y, +vij) (1.6.1)
sigue un modelo bidimensional de outliers aditivo (AO), donde £* es un proceso de unos y ceros tal
que P(§; =1)=a y P(§; =0) =1—a yv es un proceso estacionario independiente de Y.

Observacion 1.6.1. .

i) El modelo AO es un caso particular del modelo RO donde
Wij = Yij+Vvij.

ii) Cuando W no sigue la forma de AQ, decimos que el proceso de contaminacion sigue un modelo
de outlier de reemplazo estricto (Strictly Replacement Outlier model o bien SRO).

ii1) El tipo de contaminacion AO es 4til para analizar y modelar distorsiones en imdgenes dpticas
tal como se describe en|Ponomarenko et al (2015).

1.6.4. Expresividad del modelo AR-2D

Muchos de los escenarios reales que se nos presentan a diario son naturalmente ricos en cuanto
a textura, nivel de gris, brillo y color; por ejemplo, las imagenes satelitales de campos cultivados
y de concentraciones de poblacién, muestran una gran diversidad de matices en lo que a textura
se refiere. Lo mismo sucede con las imagenes de regiones geograficas que permiten la confeccion de
mapas vy, en general, con casi todas las fotografias de la tierra. FEsta diversidad de texturas que se
observa en los escenarios reales conduce a que en el estudio y modelizacién de imagenes se deba
recurrir a modelos expresivos, capaces de representar con pocos parametros la riqueza y diversidad
de los escenarios captados por las imagenes. Entre los modelos para imégenes més utilizados por
reunir ambas condiciones, se destacan los modelos AR-2D, por lo cual vienen siendo utilizados
exitosamente en diferentes contextos para la representacién y procesamiento de imagenes digitales
(Baran et al (2004)), |Vallejos and Garcia-Donato| (2006)), [Bustos et al (2009)), Quintana et al (2011},
Zielinski et al (2010), Yao and Brockwell (2006), |[Sadabadi et al| (2009)). En la siguiente seccion
intentamos mostrar la expresividad de estos modelos, a partir de la simulacién en R de variantes de
un modelo AR-2D con tres parametros:

Yij=0o10Yi-15 +¢011Yi-15-1+ Po01Yij-1+ €ij, (1.6.2)
donde £ ~ N(0,1).
e La Figura (a) muestra la imagen generada con el modelo con parametros ¢1,9 = 0,5,
$11 =0, o1 = 0,4999.

e La Figura (b) muestra la imagen generada con el modelo con parametros ¢10 = 0,5,
$11 =0, ¢po1 = 0,4.

e La Figura[l.3}(c) muestra la imagen generada con el modelo con parametros ¢ = 0,01,
¢1,1 = 078, ¢0’1 = 0,01.

e La Figura[l.3}(d) muestra la imagen generada con el modelo con parametros ¢ = 0,15,
¢1,1 = 0727 ¢0,1 = 0717



Figura 1.3: Imagenes generadas a partir de procesos AR-2D con tres parametros. (a) ¢10 = 0,5,
$11 =0, o1 = 0,4999; (b) ¢1,0 = 10,5, ¢1,1 =0, do1 = 0,4; (c) ¢1,0 = 0,01, ¢1,1 = 0,8, g1 = 0,01;
(d) ¢10 = 0,15, 11 = 0,2, ¢g1 = 0,17.
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Capitulo 2

Estimadores BMM para modelos AR
Bidimensionales

Debido a que el estimador de minimos cuadrados de los parametros de un modelo AR-2D (LS)
es muy sensible a la presencia de valores atipicos (Allende et al (1998)), Ojeda et all (2002))), se han
propuesto varios estimadores alternativos para mitigar el impacto de observaciones contaminadas.
Muchas de estas propuestas son extensiones naturales de estimadores robustos estudiados en series
de tiempo. Los estimadores robustos conocidos para procesos autorregresivos bidimensionales son
los estimadores M, GM y RA, los cuales han sido estudiados en [Kashyap and Eom| (1988)), |Allende
et al (1998)) y (Ojeda et al (2002) respectivamente. La idea central de las alternativas robustas para
la estimacion paramétrica en el modelo AR 2D es moderar el efecto de las distorsiones que afectan
a los datos, controlando los residuos.

Por lo visto en el capitulo
I={(i,j)€Z*:i>0,j>0},
T={(kl)el:k<L/I<L,(kI)#(0,0)},
con L € N, conocido, L < M y

War = {(i,j) € Ti,j < M},

En este trabajo consideramos un proceso Y estacionario AR-2D fuertemente causal definido
sobre (€,.A, P) y observado en una ventana fuertemente causal Wj. El proceso Y tiene media
o, un proceso de innovacion fuertemente causal € = {g;;} con variables aleatorias ¢;; i.i.d. con
densidad simétrica estrictamente unimodal y polinomio unilateral ®; con soporte en 71" como en

(1.5.2)), es decir:

Yij=po+ Y & (Yickjor—po) +eig, V(i,5) € War ~T) (2.0.1)
(k)eT

donde
Wy ~T), ={(i,j) e Wayr: (i — L,j — L) € Wy},

17
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o bien de forma compacta:
@0(31, BQ)(Y — Mo) = E&.

Para no recargar la notacion, llamamos (Wy, ~ T') a (Wys ~ T, asumiendo que el valor de L fue
elegido y fijado de antemano.

Como vimos en la seccion [1.5.7], Y admite una “Representacion de Medias Méviles” de la siguiente

= ) MesCiokjts (2.0.2)

(keI

manera.:

donde \py € RY(k, 1) € Iy Moo = 1.
Los parametros del modelo (2.0.1)) se asumen desconocidos con espacio parametrico

B={B=(¢,n):¢¢cBo,pcR},
donde
@ = (61,0, 61,15 P0,15 P2,0, D2,1, 92,2, 1,2, 00,25 -, PL0s s PL,L, PL—1,L» ---» PO, L)

de acuerdo al orden espiral < definido sobre I en el capitulo (1| y

By={p cREL N~ g [ <1-¢}

(k,)ET
para algun € > 0 fijo. Con esta notacion Sy = (¢o, 1o)-

En este modelo AR-2D, V3 € B se definieron las funciones residuales €; ; () en (i,5) € (Wy ~T)
como

eij(8) = Yij — ¢'Yyy (2.0.3)
y €i,j(8) = 0 en caso contrario, donde
Y,; = (BYOy;;, BOVy; ; BOVy, ;. BEOY, ;. BELY, . . BODY,
= (Yie1,4,Yic1,j-1, Yijots ooy Yie Ljs ooy Yie Lj Ly ooy Yij— 1),
siendo Ys,t =Y,; — p. La expresion es equivalente a
eig(B) = = > IaYimkjor — i) (2.0.4)

(kl)eT

cuando (i,7) € (Wy ~ T'). Es importante observar que €;; = &;(8o) V(i,7) € (War ~T).
A partir de aqui nos referimos a este modelo AR-2D como modelo puro o central.

Como vimos en la seccion (1.6.3), podemos modelar un proceso AR-2D contaminado con una
fraccion « de datos atipicos por:

Zij = (1 =&)Y+ &5W,



2.1. MODELO BIP-AR 2D 19

donde Y es un proceso AR-2D puro, W un proceso de reemplazo y £ es un proceso de unos y ceros
tal que P(§; = 1) = ay P(§}; = 0) = 1 — a. La robustez estd relacionada con la posibilidad de
estimar de manera precisa los parametros del modelo central Y cuando en realidad observamos un
proceso contaminado Z; para ello, definimos una nueva familia de modelos que ayudan a controlar
el efecto de los datos atipicos sobre la estimacion de los parametros.

2.1. Modelo BIP-AR 2D

En esta seccién se presenta una nueva clase de modelos acotados no lineales derivados de los
modelos AR-2D: los modelos AR-2D de propagacién innovativa acotada o por su nombre en in-
glés “bounded innovation propagation AR 2D model” (BIP-AR 2D). Esta clase de modelos es una
generalizacion bidimensional del modelo presentado para series de tiempo por Muler et al (2009)).
El modelo BIP-AR 2D surge de la necesidad de estimar los pardmetros del modelo AR-2D puro
de la mejor manera posible cuando se observa un proceso contaminado, controlando mediante una
funcién acotada los valores atipicos que pueden propagarse en las innovaciones.

Sea Y como en (2.0.1) con proceso de innovaciones €, p : R — R una funcion tal que p(0) = 0,
p(x) = p(—z), p(x) es continua, no constante y no decreciente en |z| y b una constante en R tal que
E(p(Z)) = b cuando Z tiene densidad simétrica estrictamente unimodal. Se define la M-escala o de

€ como la solucién de la ecuacion .
E(p (—J)> —b. (2.1.1)
o

Luego, para definir nuestro estimador, se utilizé la siguiente familia de modelos auxiliares, lla-
mada familia BIP-AR 2D:

. Ej_ L i_
Xij= >, Awon (%) +eij, (2.1.2)
(k,H)eIN{(0,0)}

donde Ay ; son como en y dependen de Sy, €; ;’s son las variables aleatorias del proceso de
innovaciones ¢, 7 es una funcién impar y acotada y o es la M-escala robusta de . Se puede destacar
que en el caso en que € ~ N(0,02), la M-escala o coincide con el desvio estandar del proceso &;
es decir, 0 = o.. Esto se debe a la eleccion de b de manera tal que b = E(p(Z)) cuando Z tiene
densidad simétrica estrictamente unimodal. Como €; /0. ~ N(0,1), E(p(e;; \ 0-)) = b; luego, o
es la M-escala de € correspondiente a b y p.

Elegimos 7 acotada y tal que n(z) = z para |z| < k para algin k > 0. En el modelo (2.1.2)), 1 no
modifica los valores de ¢; j/o cuando los mismos estan en el intervalo [—k, k|; y los controla o acota
si estos superan en valor absoluto a k. En cualquier caso, como A; ; — 0 cuando (4, j) — oo (segln
el orden espiral planteado en la seccién , se espera que el efecto de observaciones atipicas en ¢; ;
desaparezca en futuras observaciones de ¢.

Note que (2.1.2) puede ser escrita como
. oo o
Xij = o®y" (Bi, Ba)n) ( w) —on (ﬂ) +€ijs
o o
y multiplicando ambos miembros por ®¢ (B, B2), obtenemos

, . .
®y(B1, B2)Xij = on (;TJ) — 0@y (By, B2)n (*) + ®o(B1, Ba2)ei 5,

Z?]
g
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lo cuél es equivalente a

Ei—k,j—I
Xig=mt Y Kt po) o Y oy (2

(k1)eT (k,)ET

teig = D, Dokt

(k,)ET

En la ventana fuertemente causal Wy, de la expresion anterior, las funciones residuales E (ﬁ, o)
del modelo BIP-AR 2D pueden ser definidas recursivamente para (i,j) € (War ~ T') por

(67 ) 7] — K= Z ¢(kl i—kj—1 — M Z ¢k1077< i=kj= l(ﬂ7 )>

(k)ET (k,l)ET

+ Z O )Er—ij1(B,0), (2.1.3)

(k,)ET

y 5?’1-(5, o) = 0 en cualquier otro caso.

2.2. Estimador de Minimos Cuadrados en el modelo AR 2D
El estimador de minimos cuadrados 8rg de By en el modelo 1} se define como:

BLS:CWQIBHG%] > 00 (2.2.1)

(1,5)e(Wn~T)

Una manera de obtener ﬂALS, es derivar 1} con respecto a ¢y, V(k,l) € T y con respecto a u
obteniendo las siguientes ecuaciones:

> [ai7j(/6) (Wﬂ ‘/3:&5 =0, YkD)eT y

(4,7)€E(Wp~T)
> [ (B2)]| -
(1,5)€E(Wp~T) Op B=BLs
Luego, como
0gi ;i .
Geiglh) _ ~Yi ki, VkDET ¥y (2.2.2)
0Pk
e,
% =-1+ ) dwi= (2.2.3)
a (k)eT

se tiene que el estimador 81 g se obtiene a partir de las ecuaciones:

> |ea®Viw]| =0, VkDET y (2.2.4)

(4,5)€(War~T) B=Brs
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> (e (B)llgop,, = 0. (2.2.5)

(4.5) €W ~T)

Como se vera en el capitulo [3] estos estimadores son muy eficientes para estimar los parametros
de un modelo AR-2D puro, no asi en el caso de un modelo AR-2D con contaminacién. Este hecho ha
sido verificado por diversos autores (Kashyap and Eom| (1988), Allende et al (1998), |Ojedal (1999)).

2.3. Estimadores M, GM y RA en el modelo AR 2D

La alternativa a la estimacion LS en modelos AR-2D contaminados la ofrecen los estimadores
robustos. En esta seccién, se presentan las propuestas conocidas y relacionadas al procesamiento de
iméagenes.

e Sea (f8,0) el vector de parametros donde 5 = (¢, i) es el vector de pardmetros del modelo
AR-2D y o es la M-escala de ¢; j como fue definida en (2.1.1). Se define el M-estimador del
vector de parametros (3,0) por la minimizaciéon en B x RT de la funcién objetivo:

My(Bo)= 1 Y p(ﬁm)a

(1,5)EWn~T

donde N = #(Wyr ~T) = (M — L+ 1)2, p es una funcién continua, diferenciable, convexa y
simétrica con respecto al origen con p(0) = 0 y ademas p tiene derivada continua y acotada.
En este estimador es posible estimar simultaneamente los parametros 8 y o o bien estimar
preliminarmente la M-escala ¢ por algin estimador & y luego estimar los parametros § mini-
mizando la funcion My (8, 5).

e Una clase mas general de estimadores robustos para el modelo AR 2D definido por (1.5.2)),
corresponde a los estimadores GM. Estos estimadores asignan convenientemente pesos a las
distintas observaciones del proceso. Sea (3,0) el vector de parametros donde 5 = (¢, u) es el
vector de pardmetros del modelo AR-2D y o es la M-escala de ¢; ; como fue definida en (2.1.1)).
Similar a la definicién del M estimador, se define el estimador GM del vector de parametros
(B,0) por la minimizacién en B x Rt de la funcién objetivo:

HCUES D SR (Em(% 0.

L ;o
(i) EWn~T I

donde N = #(Wpy; ~T) = (M — L+ 1)2, p es una funcién continua, diferenciable, convexa y
simétrica con respecto al origen con p(0) = 0 y ademas p tiene derivada continua, acotada 1);
l;;; vy ti; son los pesos asignados a la variable Y; ; del proceso Y. Los pesos [; ; y t; j pueden
elegirse de diferentes maneras, determinando en cada caso un estimador GM particular. Segin
la eleccién de los pesos, los principales tipos de estimadores GM son los GM tipo Mallows y los
GM tipo Schweppe (Vallejos (1998))). Para este estimador es posible estimar simultaneamente
los pardmetros 8y o o bien estimar preliminarmente la M-escala o por algin estimador & y
luego estimar los parametros § minimizando la funcion Mﬁ(,@’ ,0).

Las propiedades asintéticas del estimador GM no han sido atn estudiadas.
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e Por ultimo, el estimador robusto RA ha demostrado tener un desempeno aceptable a la hora
de estimar los pardmetros de un modelo como v ademaés posee propiedades estadisticas
de interés como la consistencia y la normalidad asintotica (Ojeda et al (2002)). Sin embargo la
complejidad de la definicién de dicho estimador y el alto costo computacional lo vuelven poco
atractivo. La idea de este método es robustecer las ecuaciones y para obtener

un estimador maés resistente a perturbaciones en las observaciones.

El estimador RA del vector de parametros (3, 0) donde 8 = (¢, u) es el vector de parametros
del modelo AR-2D y o es la M-escala de ¢;; definida en (2.1.1]), se obtiene a partir de las
siguientes ecuaciones:

Z )\s,t908+i,t+j (B? U) = 07 V(Z,j) € T)
(s,t)€D s (3,)

Z " <5k:,g(ﬁ)> —0 vy
(k,1)E(Wpr~T)
Med(lera(Brs)| : (k,1) € (Wa ~T))

0= .

0,6745

donde 0,6745 = Med(|Z|) con Z variable aleatoria con distribucion N(0,1), Brs es el estima-
dor de minimos cuadrados (usado como estimador inicial), Ds(4,5) = U yewy,~m)1(8:1) €
Ii(k—i—sl—j—t)e Wy ~T)},

Pun(B, ) = Z . <EI<:JA(B)’ Ek—u,lA—v(B)> V(u,v) € Z2

(o2 g
(k) e(Wp~T)

con 7 funcién continua, acotada e impar en cada una de sus variables y 1 funcién continua,
acotada e impar. Entre las posibles funciones v, se encuentran: ¢ de Huber, v de Tuckey, ¢
de Hampel y 1 de Andrews. En la implementaciéon computacional usamos la funcién ¢ de
Huber. Como se puede ver, o es estimado de manera independiente; otra posibilidad es la
estimacién simultdnea de todos los parametros. Ahora bien, a los efectos de la implementa-
cion computacional del estimador RA, la estimacion independiente de o, simplifica la rutina
computacional.

2.4. Estimador BMM 2D para procesos AR-2D

En esta subseccion se presenta un nuevo estimador de los parametros en modelos AR-2D conta-
minados como otra alternativa a los métodos robustos existentes que sea competitiva con respecto
a éstos y muestre propiedades asintoticas deseables. Esta propuesta se basa en realizar una doble
M-estimacion de los pardametros en el modelo AR-2D pero con la diferencia de que utiliza-
mos por un lado las funciones residuales del modelo AR-2D y, por otro lado, las funciones
residuales del modelo BIP-AR 2D . La idea principal yace en computar en una primera etapa
una estimaciéon robusta de la escala de las innovaciones del modelo central, y en una segunda etapa,
usar esta escala estimada para calcular una M estimacién de los parametros en el modelo autorre-
gresivo bidimensional puro. Concretamente, nuestra propuesta calcula, en una primera etapa, M
estimaciones de la escala obtenidas considerando las funciones residuales de los modelos AR-2D y
BIP-AR 2D, quedandonos con la menor escala estimada. Luego, en una segunda etapa, se obtienen
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M estimaciones de los parametros de autorregresion del modelo AR-2D puro a partir de la escala
estimada en la etapa previa y considerando las funciones residuales de los dos modelos. Finalmente,
elegimos la mejor estimacion. Este estimador es una generalizacién bidimensional del estimador
propuesto para series de tiempo por Muler et all (2009) en el caso de un proceso AR-2D fuertemente
causal estacionario.

Una manera de estimar de forma robusta la escala en modelos de regresion fue introducida
por Huber (1964). Segun esta propuesta, dada una muestra u = (u1,...,uy) con u; € R, una
M-estimacion de la escala, Sy(u), es definida por el valor s € (0, 00) que satisface

iip (%) =». (2.4.1)
i=1

donde p es una funcion tal que p(0) = 0, p(z) = p(—z), p(x) es continua, no constante y no
decreciente en |z|, y b = E(p(Z)) cuando Z tiene densidad simétrica estrictamente unimodal.
Notemos que la M-estimaciéon de la escala s depende de la muestra u.

Sea Y un proceso AR-2D puro con proceso de innovaciones ¢; y sea {y; j} una sucesion de datos
generada por este proceso observada en la ventana fuertemente causal Wyy.

Si tenemos la certeza de que los datos no estdn contaminados y las variables aleatorias del pro-
ceso de innovaciones distribuyen como una normal, la mejor manera de estimar los pardmetros del
modelo AR-2D subyacente es a través del estimador LS. Sin embargo, si sospechamos que los datos
{¥i.j}i,j)ew,, pueden estar contaminados, lo mas conveniente es recurrir a un método robusto de
estimacion de los parametros. Como se vi6é en la seccion estos métodos robustos propuestos se
basan en minimizar una cierta funcién conveniente de los residuos y no directamente la suma de los
cuadrados de los residuos. Esta funcién intenta controlar los residuos que pudieran estar contami-
nados, afectando asi la estimacién de los parametros. En esta tesis trabajamos con dos alternativas
para expresar los residuos del modelo, y y, consecuentemente, dispondremos de dos
estrategias de minimizacién a partir de funciones convenientes de estas dos formas de expresion de
los residuos.

Partimos de (2.1.1) intentando estimar o a través de la estrategia presentada por Huber (2.4.1)
utilizando los datos y las dos expresiones del residuo en el modelo AR-2D.
Consideramos la siguiente propiedad sobre funciones p: R — R:

P1: p(0) =0, p(x) = p(—x), p(x) es continua, acotada, no constante y no decreciente en |x|.

A continuacion definimos la estimacion BMM 2D en el modelo AR-2D siguiendo las etapas que
se detallan seguidamente:

Primera Etapa: Se consideraron dos estimaciones de o: la primera usando los residuos del
modelo AR-2D y la otra usando los residuos del modelo BIP-AR 2D. Elegimos finalmente la mas
pequena de ellas.

Sea p; una funcion que satisface P1 y tal que b = E(p1(Z)) cuando Z tiene densidad simétrica
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estrictamente unimodal. Entonces definimos una estimacion BS de By € B como
Bs = argmin Sy (en(f)) (2.4.2)
geB

v la correspondiente estimacién de o estd dada por

SN = SN<€N(6AS)), (2.4.3)
donde

EN(ﬁ) = (EM—1,M(5)7€M—1,M—1(B), €M,M—1(5)75M—2,M(5)’ --->5L,L(5)75L+1,L(B)a ---,é‘M,L(B))a

con £5(8) = (yag — 1) — X (esyer S Wi—tg—t — 1) como en @04 y Sy(en(B)) es la M-
estimacion de la escala basada en p1, b y la muestra ey (3), es decir:

v, 2 st

(1,5)E(Wp~T)

como en (2.4.1)).

Para obtener la estimaciéon de o para el modelo BIP-AR, se defini6 Bg por la minimizacién de
Sn(e%(B,6(9))) sobre B, donde &(¢) es una funciéon con dominio en el espacio paramétrico By que
estima la escala o para cada ¢ como si este fuera el verdadero valor del vector del parametro del
modelo y los €; ; fueran normales. Para este caso, como la M-escala o coincide con el desvio
estandar de ¢; 5, de se tiene que

0.2

o? = Y : (2.4.4)
L+ /23 neng00)) M (@)

donde k% = var(n(eij/o)) v 05 = wvar(Y;;). Sea &5 una estimacién robusta de 05 tal que

Gy — 0y a.e.y k? = Var(n(Z)) donde Z ~ N(0,1). Entonces definimos la funcién dependiente de
¢ € B como

() = % : (2.4.5)
L+ 823 g neng©0)) M (@)

Es decir,

ﬁg = argmin Sy (e (8,6())).

BeB
Luego, la escala estimada sl]’v correspondiente al modelo BIP-AR 2D fue definida por
sk = Sn (el (8%, 6(44)))

donde, por simplicidad, denotamos 6 = 6(¢) vy

E?V(Ba &) - (81]7\/171714(57 &)7 E?V[*l,]%*l(ﬁ? 6)7 gl])\/[,Mfl(Bv &)7 ey 5%,1/(57 6')7 S%Jrl,L(/Ba 0)7 ey El])\/[,L(ﬁﬂ &))7

- . . - b b i1(B,5) -
cone? ((8,6) = Gij—> (ke D) Vi—kj—1— 2 (kpyer Pkd) T <'”,,l) 2 kper PrnEr_ki1(8,9),

definida como en (2.1.3) y Sn(e%(B,5(4))) es la M-estimacion de la escala basada en py, by la
muestra €5 (3, 5(¢)), es decir:

1 55'),]'(5’5) .
N2 pl(sN<e§V<5,&<¢>>>>‘

(1,5) €Wy ~T)
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como en (2.4.1)).

Finalmente, nuestra estimacién de o fue
* s b
sy = min(sy, sy)-

Segunda Etapa: Si bien hemos conseguido estimaciones para § en la primera etapa, nuestro
objetivo es mejorar estas estimaciones. Consideremos una funcién py que satisface P1 y tal que
p2 < p1. Sean My y M]Z{, funciones definidas sobre B dadas por:

MN(ﬁ):% > o; <€J(6)> (2.4.6)

S
(i.5)€(Wrr~T) N

gb ’S*
M%(B)Z% > <M> (2.4.7)
)

3*
(6.5)€(Wn~T N
Las correspondientes M estimaciones de los parametros para cada funcién fueron:

B = argmin My () y B = argmin MY (B).
BeB peB

Entonces, definimos la estimacién BMM 2D como:

B = ﬂ:M, si MN(ﬁiM) gM}’V(B:M
M By, st Mn(Bu) > MY (B%)).

Observacion 2.4.1. .

1) Notemos que la definicion de la estimacion BMM 2D depende fuertemente de la muestra. Si
partimos de una muestra aleatoria, en lugar de hablar de estimaciones BMM 2D nos referire-
mos a estimadores BMM 2D.

2) La expresion se obtuvo de tomar varianza en la ecuacion (2.1.4). Como la funcion

n es acotada, los términos A (¢)on (Z=2=L) de la suma infinita estin acotados por una
funcion integrable. Luego, como los términos A\ 1(¢p)on (81_’%") son v.a.i.1.d., por el Teorema
de Convergencia Dominada de Lebesgue, la varianza de la suma infinita de esas variables es

igual o la suma infinita de las varianzas de cada una de ellas. Entonces, se obtiene que:

var(Vig) = var(vi) =var [ 3 Aeu(@on () gy
(k,1)eI\{(0,0)}
Ei—k.i—
- Z /\%l(qﬁ)a%ar <n< Z’] l>)+02
(k,1)€eI\{(0,0)}

05 =02 | K2 Z )\zl(q‘b) +1
(k,1)EIN{(0,0)}
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3) En las simulaciones computacionales, el valor de k en la expresion , fue estimado por
simulaciones de Monte Carlo de var(n(Z)) cuando Z ~ N(0,1).

4) En el modelo AR-2D fuertemente causal con tres pardmetros, los A\ ;’s tienen una ezpresion
conocida y que puede ser calculada segin el trabajo de|Basu and Reinsel (1993). Una expresion
general de los A\ ;’s para un modelo con mds pardmetros se puede obtener calculando los
coeficientes de la expansion multinomial de Taylor de ®(By, Bo) .



Capitulo 3

Comportamiento del Estimador BMM

El principal objetivo de este capitulo es analizar el rendimiento del nuevo estimador BMM 2D
para estimar los parametros en un modelo AR-2D comparado con los estimadores LS, M, GM y RA
bidimensionales. Para ello se llevaron a cabo varios experimentos Monte Carlo donde se estimaron
los parametros bajo el modelo puro y bajo distintos tipos de distorsiones del mismo usando el
estimador BMM 2D y sus competidores. Al final del capitulo se muestran algunas aplicaciones al
procesamiento de imagenes.

3.1. EIl modelo

Se considerd un modelo AR-2D de tres parametros y media 0, dado por:

Yij =0 Yic1;+ 0 1Yic1 -1 + 601 Yij-1 + €, (3.1.1)

con qﬁ%o = 0,15, ¢(1),1 =0,2, ¢871 = 0,17y € = {&;;} un proceso de ruido blanco donde las variables
aleatorias independientes identicamente distribuidas €; ; ~ N (0, 1). El polinomio unilateral asociado
al modelo es:

0 0 0
Do(21,22) = 1 — ¢ 921 — @1 12122 — P 122
Es importante mencionar que el conjunto de parametros fue elegido aleatoriamente satisfaciendo

la condiciéon \qb(l),o\ + \qb(l),l\ + ’¢8,1‘ <L

El estudio se realizo bajo cinco diferentes condiciones del modelo (Casos); en el Caso I, el modelo
no fue contaminado, mientras que en los Casos II, III, IV y V, el modelo fue contaminado como en
(11.6.1):

Zij ==Y+ &5 Wi

» Caso I) Modelo no contaminado como en (3.1.1)), donde ¢ es un proceso tal que €; j ~ N(0, 1)
para todo 1, j.

» Caso II) Contaminacion con outlier de tipo aditivo (AQ), donde el proceso v es independiente
del proceso Y y v; ; ~ N(0,50) para todo i, j.

27
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= Caso IIT) Contaminacion de reemplazo estricto (SRO), donde el proceso de reemplazo W sigue
una distribucién t-Student con 2.3 grados de libertad.

» Caso IV) Contaminaciéon de reemplazo estricto (SRO), donde el proceso de reemplazo W es
otro proceso autorregresivo, independiente del proceso Y, con pardmetros ¢19 = 0,1, ¢1,1 = 0,3

y (Z)O,l = 072

» Caso V) Contaminaciéon de reemplazo estricto (SRO), donde el proceso de reemplazo W es
un proceso de ruido blanco con W; ; ~ N(0,50) para todo i, j.

3.2. Estimacion de los parametros

En cada una de las cinco variantes planteadas, los parametros qﬁ%, (b(l)J y ¢871 fueron estimados
por los cinco procedimientos presentados en el capitulo anterior (LS, M, GM, RA y BMM). En
cada experimento, se generaron 500 simulaciones del modelo, y se calcularon el valor medio mues-
tral, el error cuadratico medio (ECM) y la varianza muestral. Para los modelos contaminados se
consideraron cuatro niveles de contaminacion: 5%, 10 %, 15% y 20 %. Ademaés, el estudio se reali-
76 considerando diferentes tamanos de ventana Wjs: 8 x 8, 16 x 16, 32 x 32 y 57 x 57. Se dan a
continuacion algunos detalles técnicos para el computo de la estimacién BMM 2D.

Empecemos con la estimacion de Bg y Bg De acuerdo a la definicién podemos escribir
Sx(Een(B)) = Xiijye(wa~r) i ;(8) donde

S 2%
rig(8) = NP (52 ).

De esta manera,

B S%(en(B)) €ij(B)
Z T?,j(ﬁ) = Z = Ny M (SN(;N(ﬁ))>

(1,3)E(Wp~T) (1,5)E(Wp~T)
S%(en(B)) Z < &ij(8) >
= e o ey
Nb Sn(en(B))

:S]%[(EN(ﬁ))

NUD Nb = Sk(en(8)).

Luego, para calcular BS podemos usar cualquier algoritmo de minimos cuadrados no lineal; en nues-
tro caso utilizamos el algoritmo de Levenberg-Marquardt implementado en la funcién nls.Im del
paquete minpack.Im de R. Este algoritmo interpola entre el algoritmo Gauss-Newton y el método
de descenso (Marquardt| (1963)).

Similarmente transformamos el problema de minimizar Sy (% (3,5(¢))) en un problema de mi-
nimos cuadrados no lineales.

Para el computo de B y B?\/[ en la segunda etapa, utilizamos nuevamente el algoritmo de
Levenberg-Marquardt usando una idea similar a la anterior y tomando como estimacién inicial la
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mejor estimaciéon calculada en la primera etapa.

En las simulaciones consideramos las siguientes funciones:

0,522, si x| <2
p2(z) = ¢ 0,0022% — 0,0522° + 0,4322* — 097222 4+ 1,792, i 2 < |z| < 3;,
3,25, si 3 < |z

T

p1($) = p2(0,405)
cuando Z ~ N(0,

y 1 = py. La funcion p; fue elegida tal que si b = méx(p1)/2, entonces b = E(p1(Z))
1) y asi la escala coincide con el desvio estdndar para muestras normales.

Para calcular las M-estimaciones se utilizé la misma funcién ps. Ademas, para la implementacion
del estimador GM se fijaron los pesos de acuerdo a |Allende et all (2001) como:

li,j = 13 v Zv] y

o b (Y2, + Y20 +Y5-1)/3)
1,7 — y
! (Yz‘2—1,j + Yz'2—1,j—1 + Yi?j—1)/3

donde ¥ es la siguiente funcién de Huber (Kashyap and Eom)| (1988])):

x, si |z < 1,5
Y (r) =< 1,5, sil,h <
15, siz< 15

3.3. Experimentos

En el primer experimento, estudiamos la performance del estimador BMM 2D para el modelo
no contaminado (Caso I). Todos los métodos estimaron los parametros bastante bien. La tabla
muestra los resultados obtenidos para los cuatro diferentes tamanos de ventana considerados. En
la Figura [3.1] se muestran los correspondientes boxplots de los residuos para ventanas de tamafo
16 x 16, 32 x 32 y 57 x 57. Los graficos de boxplots para el tamano de ventana 8 x 8 fueron omitidos
de la figura por no arrojar resultados reelevantes como se observa en la tabla FEn este caso, es
conveniente usar el método LS debido a su simplicidad y velocidad de célculo.

El segundo experimento fue desarrollado en el contexto del Caso II. Se analizé la capacidad del
método BMM 2D para estimar los pardmetros del modelo, considerando un 10 % de contaminacion
aditiva, y tamanos de ventana 8 x 8, 16 x 16, 32 x 32 y 57 X 57, en comparacion con los métodos
LS, M, GM y RA. La tabla muestra los valores estimados para gb?’o,gb[l)J y gbg’l, usando los
cinco diferentes procedimientos analizados. La Figura [3.2] exhibe los correspondientes boxplots de
los residuos, omitiendo los boxplots para el caso de ventanas de tamano 8 x 8 como en el Caso 1.
Para tamanos de ventana 32 x 32 y 57 x 57, se puedo ver que el estimador BMM es mejor ya que sus
valores son mas cercanos a los verdaderos valores de los parametros que las estimaciones producidas
por los otros métodos mencionados. Ademiés, el estimador BMM tuvo la menor varianza y el menor
ECM. Cuando el tamafio de ventana fue 8 x 8 0 16 x 16, el mejor rendimiento correspondié a los es-
timadores GM y RA; sin embargo, los valores BMM estimados fueron méas parecidos en general a las
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estimaciones GM. Una afirmacion anédloga es valida para la varianza muestral y el ECM del BMM
2D. También se observa que para cualquier tamafio de ventana, el estimador M tuvo la menor va-
rianza muestral pero sus estimaciones fueron erréneas cuando las comparamos con los otros métodos.

El tercer experimento también se refiere al Caso II. Se fij6 el tamafio de ventana en 32 x 32
y se vari6 el nivel de contaminacion aditiva, considerando cuatro niveles: 5%, 10 %, 15% y 20 %.
El método BMM fue el mejor en la mayoria de los casos estudiados, seguido por el estimador RA
aunque este 1ltimo presenté mayor dispersiéon. Este comportamiento fue deducido de la compara-
cion de los valores estimados por el método BMM con las estimaciones respectivas obtenidas por los
otros procedimientos. Los valores de las medidas de dispersiéon también senalaron que el estimador
BMM fue la metodologia més precisa. Los resultados pueden verse en la tabla [3.6] Ademas, de la
Figura se puede notar que para una ventana de tamano 32 x 32 usando cualquiera de los cinco
estimadores, el parametro ?75(1),1 fue estimado con menos precisiéon que ¢(1),0 y d>8,1; mientras que qb?}l
fue sobreestimado por todos los métodos, para todos los niveles de contaminacion, el estimador RA
fue el inico método que subestimé gi)%o y ¢8’1, independientemente del nivel de contaminacién.

El cuarto experimento esté relacionado al Caso III. El proceso de contaminacién fue de reem-
plazo, donde el proceso W sigue una distribucién t-Student con 2.3 g.l.. Las simulaciones fueron
realizadas para una ventana de tamano 57 x 57. La tabla[3.7)y la figura [3.4 muestran los resultados.
Los boxplots exhiben al método BMM como el estimador de mejor desempetio, seguido por los mé-
todos GM, RA, M y LS, en este orden. También se notd que en todos los métodos las estimaciones
se deterioran a medida que el nivel de contaminacién aumenta, siendo méas estable la estimacién
BMM 2D.

El quinto experimento fue ejecutado en el contexto del Caso IV, donde el proceso de reemplazo
W fue un proceso autorregresivo. Se fijo el tamafnio de ventana en 32 x 32, variando el nivel de
contaminacion (5%, 10 %, 15% y 20 %). La tabla [3.8| muestra estos resultados. Ademés, la Figura
3.5 exhibe los boxplots de los correspondientes residuos. Se puede ver un patrén similar al del cuarto
experimento; excepto que en este caso el aumento en el nivel de contaminacién deterioré de manera
similar a todas las estimaciones.

Finalmente, el sexto experimento fue llevado a cabo de acuerdo al Caso V. El proceso de re-
emplazo fue un ruido blanco con varianza 50. Como en el quinto experimento, fijamos el tamano
de ventana en 32 x 32, variando el nivel de contaminacion (5%, 10%, 15% y 20 %). La tabla
muestra los valores estimados obtenidos. Los correspondientes boxplots de los residuos se exhiben
en la Figura Los valores de los parametros ¢(1),0 y ¢871 fueron sobreestimados por todos los
métodos, excluido el estimador RA que los subestimé. El estimador BMM fue menos afectado por
el proceso de contaminacién. Los estimadores LS y M fueron menos exactos que los estimadores
GM, RA y BMM. Comparativamente, el estimador RA presento la varianza més alta, mientras que
el estimador GM, aunque bastante preciso, se deterior6 més que el estimador BMM a medida que
aumenté el nivel de contaminacion.
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3.3.1. Evaluacién del Tiempo Computacional

Todas las rutinas computacionales fueron desarrolladas con el software estadistico R y fueron
llevadas a cabo en el servidor JupiterAce de FAMAF-UNC. Este tiene un procesador de 12-cores
2.40GHz Intel Xeon E5-2620v3, con 128 GiB 2133MHz de memoria RAM DDRA4. En la figura
mostramos el tiempo de ejecucion dado como el logaritmo del tiempo de una sola simulacién para
cada estimador y para cada tamano de ventana en el Caso II. El tiempo fue expresado en segundos.
El gréafico muestra que el costo computacional del estimador RA es el més alto; por ejemplo, en una
ventana de tamafo 32 x 32, el tiempo de ejecucion de la estimacion RA fue de 43.812 segundos,
mientras que el costo computacional para BMM, GM, M y LS fue 2.936, 0.552, 0.516 y 0.436
segundos, respectivamente. Este resultado muestra que, aunque el estimador RA es uno de los
mejores competidores del estimador BMM debido a su exactitud y buenas propiedades asintéticas,
éste exhibe su costo computacional como una desventaja. Este hecho convierte al estimador RA en
un estimador poco atractivo para el procesamiento de imagenes de gran tamano.

log(Time)
n
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X
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_— — "
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T T : ‘
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Figura 3.7: Logaritmo del tiempo de estimacion (en segundos) cuando el proceso tiene contaminacion
aditiva de 02 = 50 de acuerdo al tamafio de ventana.

3.4. Aplicacién a imagenes reales

El anélisis de iméagenes contaminadas es de gran interés en varias areas de investigacion (Allen-
de and Galbiati (2004), Bhandari et al| (2015]), Bustos et all (2009), |(Gottardo et al (2006), Guyon
(1995)), Huang and Lee| (2006), Kashyap and Eom| (1988]), Ponomarenko et al (2009), Ponomarenko
et al (2015)), siendo reelevante la reduccion del ruido que se produce en los procesos de captacion
fisica de la imagen y su transmisién electrénica.

En |Ojeda et al| (2010)), se presentaron dos algoritmos para procesamiento de imagenes basados
en el modelo unilateral AR-2D con dos pardametros. El primero de los algoritmos produce una apro-
ximacion local de las imégenes, y el segundo, es un algoritmo de segmentacién. En este trabajo,
se propuso utilizar una variante de estos algoritmos usando un proceso AR-2D unilateral con tres
parametros , en lugar de dos. Se llamo a los algoritmos modificados Algoritmo 1 y Algoritmo
2. Estos se aplicaron a la reconstrucciéon y segmentacién de imagenes usando los estimadores de los
parametros LS, GM y BMM 2D en el modelo . Luego, se inspeccion6 y compar6 el rendi-
miento de estos estimadores en los Algoritmos 1 y 2 en imagenes contaminadas. Para comparar las
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imégenes generadas por los algoritmos y, por lo tanto, el rendimiento de los diferentes estimadores,
se calcularon tres indices usados en la literatura; el indice SSIM (Wang and Bovik| (2002)), el indice
CQ (Ojeda et al| (2012))), y el indice CQmax (Ojeda et al| (2018)). Estos indices toman valores entre
-1 y 1. Cuando el valor del médulo del indice sea cercano a 1 diremos que hay mayor similaridad
entre las imagenes analizadas. Mientras que si el valor del médulo del indice es cercano a cero
diremos que las imagenes son disimiles.

Luego, se presentaron dos experimentos numéricos usando la imagen “Lenna”, la cual fue tomada
de la base de datos de imagenes USC-SIPI image database http://sipi.usc.edu/database/. En la
Figura [3.8}(I), se muestra la imagen original.

A continuacién se presentan los Algoritmos[1]y 2l Para més detalles acerca de la notacion se puede
ver el trabajo |Ojeda et al (2010).

Algoritmo 1 Aproximacion local de imagenes usando procesos AR-2D.

Require: Imagen original Z.

Ensure: Imagen aproximada Z de la imagen original Z
1: Defina X como X =27 - Z
2: Genere el bloque BX(ib,jb)

3: Compute las estimaciones qS (i5,35) “i’ﬂ’) gb (i0:3) qe $1,0, 91,1 Y ¢0,1 correspondientes al bloque

Bx (i, jp) extendido a B (vajb) = (X ) (k1) (5 — 1) << (b1 )i (b 1)y~ 1) <5< (k1)
4: Defina X en el bloque Bx (ip, jp) por

va]b Zb:]b) Zbujb
_¢1 rls+¢11 Xr 1,s— 1+¢ rsfl

donde (k —1)(ip — 1):1— 1<r<(k—-1iyk-10Ur—1)+1<s<(k—1)j
5: Defina Z como Z = X — Z

Algoritmo 2 Segmentacion

Require: Imagen original Z

Ensure: Imagen segmentada W
1: Genere una imagen aproximada Z de Z con el Algoritmo 1.
2: Compute la imagen residual W definida como W = Z — Z.

En el primer experimento, se aplicé el Algoritmo [I] para evaluar la capacidad del estimador
BMM 2D en la representacion de imégenes. Se ajustd localmente un proceso AR-2D a la imagen
original para diferentes tamanos de ventana, y se estimaron los parametros del modelo con el
estimador BMM 2D. La Fig.[3.8] (a), (b), (¢) y (d) exhibe las imégenes reconstruidas por el estimador
BMM 2D usando los tamanos de ventana 8 x 8, 16 x 16, 32 x 32 y 57 X 57 respectivamente.
Para todos los tamanos de ventana, las imagenes reconstruidas BMM fueron visualimente buenas;
aunque un andlisis cuantitativo de la similaridad entre cada imagen BMM reconstruida y la imagen
original muestra diferencias. Se calcularon los indices SSIM, CQ(1,1) y CQumax, entre cada imagen
reconstruida y la imagen original. Los tres indices revelaron que la similaridad decrece cuando el
tamafio de ventana aumenta (Tabla ; asi, el mejor ajuste fue obtenido con tamanos de ventana
pequefios. Este resultado refleja que la estimacion BMM 2D en el ajuste local de modelos AR-
2D a imégenes es 1til para reproducir imagenes digitales. Luego, se aplico el Algoritmo P] y se
generaron cuatro imégenes diferencia (e), (f), (g) y (h), mostradas en la Fig. Se observé que la
imagen diferencia (h) resalta méas los bordes que las otras. Esto nos dice que cuando se realiza la
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reconstruccion con una ventana de tamano 57 x 57, (Fig.[3.8/(d)), una gran cantidad de informacién
se pierde, lo cudl se ve reflejado en la imagen diferencia (Fig. 3.8 (h)).

Figura 3.8: Imagen (I): imagen original Lena. Abajo: La primera
fila tiene las reconstrucciones hechas con el estimador BMM

ajustadas por tamafios de ventana 8 x 8, 16 x 16, 32x 32 y 57x 57
respectivamente ((a) - (d)). La segunda fila tiene las respectivas
imégenes diferencia ((e) - (h)) con respecto a la imagen original

(D).

(©) | (0

Cuadro 3.1: Indices SSIM, CQ y CQuuaz entre la imagen original y cada una de las imagenes
reconstruidas BMM (a), (b), (¢) y (d) de la Figura

Tamaino de ventana SSIM CQ(1,1) CQmax

8 x 8 0.9948914 0.8582201 0.9706984
16 x 16 0.9827996 0.8309626 0.9544317
32 x 32 0.9779204 0.8151581 0.9462133

57 x b7 0.9762065 0.8073910 0.9423786
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En el segundo experimento, la imagen original fue contaminada aditivamente al 10 % (Fig.
(I)), y se utiliz6 como entrada en el Algoritmo |1} Se obtuvieron cuatro imagenes reconstruidas
usando los estimadores LS, GM y BMM y tamaros de ventana 8 x 8 y 57 x 57. Luego, se aplicd
el Algoritmo [2] En las primeras dos columnas de la Figura se pueden apreciar los resultados
obtenidos considerando ventanas de tamarnio 8 x 8. Visualmente, no hay grandes diferencias entre
las imagenes reconstruidas. Cuando se analiza la tabla se verifica este hecho pues los indi-
ces calculados son comparables unos con otros siendo levemente més alta la similitud CQ(1,1) y
CQmaz para la reconstruccion LS. Por otro lado, la tercera y cuarta columna de la Figura [3.9
muestra los resultados obtenidos por el ajuste de ventanas de tamano 57 x 57. Se observa que
la imagen (1), correspondiente a la diferencia entre la imagen restaurada con el método BMM Fig.
(i) y la imagen contaminada con ruido aditivo (Fig. [3.9}(II)), resalta ligeramente mas los bordes.

Cuadro 3.2: Similaridad entre la imagen original y las reconstrucciones de Lena contaminadas adi-
tivamente usando ventanas de tamario 8 x 8 (Figura (I) vs. figuras (a),(b),(c)).

Estimacion SSIM CQ(1,1) CQumax
LS 0.9836079 0.8416351 0.9588826
GM 0.9390820 0.7821954 0.9103257

BMM 0.9846007 0.8328356 0.9577393

En el tercer experimento, la imagen original fue contaminada aditivamente con o = 10, 20, 30,
40 y 50 porciento. La primera columna de la Fig. ((al) a (ab)) muestra las correspondientes
imagenes contaminadas. La segunda y tercera columnas muestran los resultados de la aplicaciéon de
los Algoritmos [I] y 2| respectivamente. Los estudios se llevaron a cabo considerando un tamao de
ventana 8 x 8 con ruido aditivo v ~ N(0,50). La tabla muestra la similitud medida entre la
imagen original (I) y las reconstrucciones que aparecen en la segunda columna ((b1) a (b5)). Al igual
que en el experimento anterior, visualmente, no se observan diferencias importantes con respecto a la
imagen original en lag imagenes reconstruidas. Sin embargo, se observo que, a medida que aumenta
el nivel de contaminacion, los bordes de las diferentes imégenes se vuelven més prominentes ((cl)
a (ch)). Esto puede ser corroborado por los valores en la Tabla donde para todos los indices
estudiados, a medida que la contaminacién aumenta, la similitud disminuye.

Cuadro 3.3: Similitud entre la imagen original (Fig. [3.10) y las reconstrucciones de Lena (Fig.
(b1) a (b5)) con contaminaciéon aditiva usando un tamano de ventana 8 x 8 para diferentes
porcentajes de contaminacion (v ~ N(0,50)).

Indice ~ SSIM CQ(1,1) CQmax

10%  0.9846007 0.8328356 0.9577393

Nivel 20%  0.9870200 0.8228507 0.9576280

de 30% 09793508 0.8045561 0.9480293
Contaminacion 40 %  0.9858553 0.8017031 0.9526419
50%  0.9745754  0.7828139 0.9398709

Todos los resultados de este capitulo han sido publicados en el trabajo Britos and Ojeda (2018]).
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Figura 3.9: Imagen (I): imagen original Le-
na; Imagen (IT): imagen con 10 % de conta-
minacion aditiva y 72 = 50. En la primera
fila, ajustes hechos LS; en la segunda fila,
con GM; y en la tercera fila, con BMM. Co-
lumnas 1 y 2 corresponden a ajustes con
tamano de ventana 8 x 8, y columnas 3
y 4 con ventanas de tamano 57 x 57. Las
columnas 1 y 3 son las reconstrucciones
hechas con el Algoritmo 1 y las columnas
2 y 4 son las imagenes segmentadas por el
Algoritmo 2.
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Figura 3.10: Imagen (I): imagen original de Lena. La
primera columna muestra las imigenes contaminadas
aditivamente al 10, 20, 30, 40 y 50 % respectivamente
(v ~ N(0,50)). En la segunda columna, se observan
sus correspondientes reconstrucciones con el estimador
BMM. En la tercera columna se muestran las imagenes
diferencia entre (I) y las reconstrucciones.
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Capitulo 4

Propiedades Teoéricas del Estimador
BMM Bidimensional

4.1. Preliminares

Los principales resultados de este capitulo se encuentran en el Teorema v el Teorema
los cuales demuestran la consistencia y la normalidad asintotica (respectivamente) del estima-
dor BMM 2D para procesos AR-2D puro. Para demostrar el Teorema probamos primero la
congistencia del estimador Bg v luego la consistencia del estimador B v (Teoremas y res-
pectivamente). El Teorema relaciona las propiedades del estimador BS con el estimador BMM
2D, B}‘W Por otra parte, para demostrar el Teorema necesitaremos probar antes la normalidad
asintotica del estimador By (Teorema .

Estos resultados dependen de varios lemas que seran enunciados en este capitulo y cuyas de-
mostraciones se encuentran en el Apéndice. Las estrategias de prueba estan inspiradas en algunas
ideas presentadas en [Muler et al| (2009) aportando en este trabajo demostraciones minuciosas de las

afirmaciones para la versiéon bidimensional.

En los siguientes cuadros se presentan sendos esquemas que muestran el orden en que se realizan
las demostraciones de la consistencia y normalidad asintética del estimador BMM para estimar los

parametros en el modelo AR-2D.
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L.4.3.1 @
L ,{L432 L.4.3.3

D

Figura 4.2: Esquema de demostraciéon de la normalidad asintética del estimador BMM 2D

Asumiremos que se cumplen las siguientes condiciones:

P1 p(0) =0, p(x) = p(—=x), p(x) es continua, acotada, no constante y no decreciente en |x|.

P2 El proceso Y = {Y;;}( jezz es un proceso AR-2D estacionario (en el sentido estricto) y

ergodico definido sobre (€2, A, P) con pardmetros Sy = (¢o, po) € B y proceso de innovaciones

g = {Si,j}(i,j)GZQ'

P3 Las variables aleatorias €; ;, del proceso de innovacion €, tienen una distribucion absolutamente

continua con una densidad simétrica y estrictamente unimodal.
P4 P(e; j € C) < 1 para cualquier compacto C.

P5 La funcién 7 es continua, impar y acotada.
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4.2. Resultados que se desprenden del estimador BMM 2D

Debido a que las derivadas de primer orden de ¢; () son como en (2.2.2) y (2.2.3)), se obtuvo
que sus derivadas de segundo orden son:

825i,j(5) _
Y T 0, VY(k1),(m,n)eT, (4.2.1)
5281‘3'(5)
—_— = k,l T 4.2.2
on 11 L, Y(k1)eT vy (4.2.2)
325i,j(5) _
W _— 0. (4.2.3)

Definimos el vector v/ (¢;(3)) que contiene a las derivadas de primer orden de ¢; ;() como:

_ (9eii(B) 0= (B) Oeig(B) 0= (8))
V(gi,j(ﬁ))_ < a¢]170 ) 8¢]1,1 ) 3(13071 y oo aju )

=(-Yic1;,—Yic1-1,—Yi -1, .., Q).

La siguiente definicién nos permitire obtener algunos resultados que necesitaremos para probar

los teoremas de este capitulo.

Definicion 4.2.1. Dada la funcion p1 que satisface P1, se define s(B) como la funcion s : B — R

w  (59) -

donde b es tal que b = E(p1(Z)) cuando Z tiene densidad simétrica y estrictamente unimodal.

dada por

Denotaremos sy como el valor real positivo tal que so = s(fo).

Dada la funcién po que surge en la segunda etapa de la definicién de la estimacion BMM 2D, se

define 19 := pl, v se obtuvieron las siguientes propiedades:

Propiedad 1.

ij 1 i\j
7 (o2 (%22)) = Lo (99 g g0 (125)
Esta propiedad se debe a que:
9 giB)\ 1 (B
8@;7; P2 ( 5o > = 801/12 <50 > Yz—k,j—l, V(k},l) eT (4.2.6)
por y debido a que

o <ei,j(/3’)) _ 1y <5a(m) ¢ (4.2.7)
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por (2.2.3) donde £ = —1 4> ¢ jyer P-

Propiedad 2.

v (o2 (222)) = 53 () 9 0D 9 G + v (F42) . 72 i),

2
S0 S0 S0 S0

Esta propiedad resulta de los hechos

0? &i,j(8) L, (eii(B) ¢ '
: = — : Yt Yiomi— T 4.2.
8¢m,na¢k,l P2 ( 50 ) S% ¢2 ( 50 > i—k,j—lLi—m,j—n; V(k), l), <m7n> ed, ( 9)

o eiiB)) _ &y (2B 1 €i,i(8)
Opdy P2 < p > - _;%1/’2 ( ’ ) Yiokj-1+ glﬁz <]> , V(k, 1) eT (4.2.10)

S0 S0 S0
Y 2 2
gpz <€i’j(ﬂ>) =S (Ei’j(6)> (4.2.11)
n S0 55 S0
de acuerdo a lo visto en la propiedad .
Se tienen, ademés, los siguientes resultados:
Propiedad 3. .
a)
E <¢2 (53(50)» = 0. (4.2.12)
S0
b)
Eiq 1 Eiq
27 (o2 ()] =5 (50 (222)) B0 sl =0, (42.13)
S0 S0 S0

La propiedad (a) se debe a que 19 es impar y la distribucion de ¢; ; es simétrica. La propie-
dad(b) resulta de (4.2.5)) y (4.2.12)) y del hecho de que 7 (&;,(3)) es independiente de 1, <M>

S0

() o ()]

Sea

Vo=F

Propiedad 4.

Vo= 2| 5 (). 9 (8. 9 (st | = £ (i (22) ) B 1w o) v Cula)]
(4.2.15)
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donde

B[V () v 0] = E <(Y ~Heminoammer (CEizag e “GT)

(—&Yi—sj—t) (s.)eT 'S
_ (E(Yizsj—tYimmj—n))(s,t),(mm)er O
0 €2
C
— 0L2X1 (4.2.16)
O1xz. €

con C' = (E(Y';—s,j—ty;—m,j—n))(s,t),(m,n)eT simétrica.

Esta altima propiedad se obtuvo por (4.2.5) y la independencia de 7 (&, ;(5)) de (E” B))

Cabe observar que

E(Yifs,jft}./ifm,jfn) :E(((I)O(BlaBQ) Ej—s,j— t)((I)O(BlaBQ) Ei—m,j— n))

Z )\k,lgi—s—k,j—t—l Z )\q,rei—m—q,j—n—r)

(kD)el (q,r)el

= E( E E >\k,l)\q,rgi—s—k,j—t—lgi—m—q,j—n—r)

(k,D€EI (q,r)el

A g Aqr B (Eims—k j—t—1€i—m—gq,j—n—r)- (4.2.17)
(k,D)EI (q,r)el

Como las variables ¢; j son i.i.d. con media 0, en la suma (4.2.17)) s6lo sobreviviran los términos
con igual subindice, es decir, g = k+s—m y r =1+t — n. Luego, (4.2.17)) nos queda:

. . 9
E(}/i—s,j—tyi—m,j—n) = Z Ak:,l)\k—l—s—m,l—l—t—no'g
(k,herl

2
=o0; § Ak Akt-s—m,l+t—n-
(kD)el

Por lo tanto, C nos queda
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donde
Z(k,l)e[ )‘%,z Z(k:,l)e[ Ak Ak, 1—1 Z(k:,l)e[ Ak g Ak41,0-1 - - - Z(k;,l)e[ Ak Ak 10— L
Z(k,l)e[ Al Aki—1 Z(k,l)e[ /\%,l Z(k,l)el Mg Ak—10 - Z(k,l)e[ Ak Ak41,14+1—L
C= E(k,l)e[ N Ak41,1-1 Z(k,z)el Ak Ak—1,1 Z(kz,l)el )‘z,z T Z(k,l)e[ N g Ak, l+1-L
z(k:,l)ef A Ak+1,1-L T z(kz,l)e] )‘%,l

(4.2.18)
4.3. Consistencia
El siguiente teorema establece la consistencia del estimador ,35 obtenido en la primera etapa de
la definicién del estimador BMM 2D.
Teorema 4.3.1. Sea Y proceso que satisface P2 con proceso de innovaciones satisfaciendo P3.

Sea p1 tal que satisface P1 con sup p1 > b y 1 = p) acotada y continua. Entonces:

i) BS es fuertemente consistente para By, i.e., BS N—> Bo a.e..
— 00

i) SN —> So a.e..
N—o0

El préximo teorema establece que el estimador de la escala sy, obtenido en la primera etapa

de la definicion del estimador BMM 2D, converge casi seguramente a la M-escala en el verdadero
parametro (sop = s(5p))-
Teorema 4.3.2. Sea Y proceso que satisface la condicion P2, con proceso de innovaciones € que

satisface P3 y P4. Sea py tal que satisface P1 con sup p; > b. Supongamos que ¢ = p} es acotada,

continua y sea n tal que se satisface P5. Entonces, si Y no es un ruido blanco,

st = min(sy,s%) = so  a.e..

En el siguiente teorema se demuestra que el estimador B M, obtenido en la segunda etapa de la

definicién del estimador BMM 2D, es consistente para estimar (.

Teorema 4.3.3. Sea Y proceso que satisface P2 con proceso de innovaciones € que satisface P3.
Sean p1 y p2 satisfaciendo P1. Sean 1); = p acotadas y continuas con i = 1,2 y tal que sup p; > b.

Entonces,
By — By a.e..
Finalmente, en el teorema que sigue se demuestra la consistencia del estimador BMM 2D, B]*w

Teorema 4.3.4. Suponga que se satisfacen las suposiciones del Teoremal4.3.5, P4 y P5. Entonces
st el proceso Y no es un rutdo blanco, con probabilidad 1 existe un Ny tal que B}‘W = BM VN > Ny
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1y entonces

By — Bo  ae..

A continuacién enunciamos los lemas necesarios y demostramos los teoremas [4.3.1] [4.3.2] 4.3.3]
y Las demostraciones de los lemas pueden verse en el Apéndice.

El siguiente Lema nos permitié demostrar los Lemas v 4.3.10]

Lema 4.3.1. Sea Y un proceso que satisface P2 con proceso de innovaciones € satisfaciendo P3.
Entonces, para cualquier d > 0 tenemos que existe W0 = {Wi(,)j}(i,j)ez2 proceso estacionario y
ergddico definido sobre (0, A, P) tal que

SUPgeByx[—d.d € (B) < WPy, (i, j) € Z°.
Ademds, E(JW)}]?) < .

Los siguientes tres lemas, fueron necesarios para probar el Teorema El primero establece
propiedades sobre la funciéon que da la M-escala s(3) para diferentes parametros 5 € B. Los dos
lemas que le siguen establecen relaciones entre la funcion s(8) y el estimador de la escala con los
residuos del modelo AR-2D (Sn(en(B))).

Lema 4.3.2. Sea Y un proceso que satisface P2 con proceso de innovaciones € satisfaciendo P3.

Asuma que p1 es una funcion satisfaciendo P1 y que la funcion s es como en . Entonces,

i) si 8 # Bo tenemos que so = s(Bo) < s(B).

i) s es continua.

Lema 4.3.3. Bajo las suposiciones del Teorema para cualquier d > 0 se satisface:

lim sup  [Sn(en(B)) —s(B)| =0 a.e..
N=00 BBy x[~d,d]

Lema 4.3.4. Bajo las suposiciones del Teorema existe d > 0 tal que se satisface:

liminf inf Sy(en(8) > so+1 a.e.
il oL SN (EN(B) > 50 e

A continuacién demostramos el Teorema [4.3.11
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Demostracién Teorema
Probemos primero algunos resultados preliminares.

Sea € > 0 tan chico como se quiera y d como en el Lema Como se demostrd en el Lema
4.3.2) s(f) es continua y alcanza un minimo absoluto en 5y € B. Veamos primero que existe un
v > 0 tal que

min s(B) > so+ 7. 4.3.1
BGBOX[_dydLHB_BOHZE ( ) ( )

Como B es compacto y s(f) es continua, V 3 € By x [—d,d] y ||8 — Bo|| > € se tiene que existe

un 0 < v < 1 tal que s(8) — s(Bo) > 7, i-e., s(8) > v+ s(Bo) = v+ so entonces

min s(B) > sg + 7.
BEBox [~d,d).||Bfo| [ 2¢ (8) K

Por el Lema[4.3.3] 3Ny tal que VN > N1,  sup  [Sn(en(B)) — s(B)| < v/4 a.e..
BeBy x[—d,d]

= —Sn(en(B)) +s(B) < | = Sn(en(B)) +s(B) < %, VB € By x [—d,d];

= s(8)— % < Sy(en(B)), VB € By x [~d,d];

- s(ﬁ)—%<SN(€N(B)), VB € Byx |[—d,d] A ||f—Boll > e

Tomando minimo en la altima expresion y por la ecuacion (4.3.1]) tenemos que

. Y
min Sn(en(B)) > min s - =
BEBox[—d,d],||B—PBol|>e€ (ex(8)) BEBy x[—d,d],||B—Bol|>¢€ 4

Y

230+’Y—Z
3
:804‘1’7

>80+% a.e..

Por lo tanto,

{ v
min Sn(e >S50+ = a.e. 4.3.9
BEBox[~d,d],||B—Bol|>e nien(B)) > 5o 2 ( )

Como By € By x [—d,d] (¢ € Bo y |po| < d) y como por el Lema [£.3.3]

sup [Sn(en(B) ~s(B) < | ac.
BEByx[—d,d]
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entonces
1S (en(Bo)) — s(Bo)| < % a.e..
= Sn(en(fo) = (o) < T ae,
= SN(EN(ﬁo)) < %—i— 8(50) = % + 89 a.e..
Por lo que
Sn(en(Bo)) < % tso ae. (4.3.3)

Por el Lema {4.3.4) liminfy o If|,>q.0eB, SN (en(B)) > s0 + 1 a.e., es decir,

sup (inf < nf (Sk(sk(ﬁ)))> >so+1 ae.

N>0 \k=N \ |p|>d,¢€Bo

C By = inf inf (S, i6 iente, 3Ny tal VN > N.
omo By Jnf <|u|>ldl,l¢680( k(q(ﬁ))) es una sucesion creciente, 3Ny tal que > No,

By >so+7 ae (0<y<1).

= By := inf < inf (Sk(sk(ﬁ))> >s0+7y ae., VN> Ny

k>N \|ul>d,¢€Bo
= inf (Sk(é'k(ﬁ))) >so+v ae, Ye>N VN > N,.
|M|>d7¢€BO
En particular,
inf  (Snv(en(p))) >so+~vy a.e, YN > Na. (4.3.4)
|M|>d7¢680

Veamos ahora (i), es decir, B — 8y a.e..

Dado € > 0, sea Ny = méax(Ny, N2). Entonces, si N > Ny, se satisface (4.3.1), (4.3.2), (4.3.3) v
@34).

De (#.3.2) y (4.3.4) se tiene que

min SN(EN(B)) > So +

a.e.. (4.3.5)
BEB,||B—Poll=e

Ademas, por la definiciéon de BS; se cumple que

Sn(en(B)) > Sn(en(Bs)) VB € B.
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En particular, cuando 5 = Sy,

Sn(en(Bo)) = Sn(en(Bs)). (4.3.6)
Es decir, por y ,
s0 + % > Sn(en(Bo)) = Sn(en(Bs)) ae.. (4.3.7)

Si ||3s — Bo|| > ¢, entonces por (4.3.5)

Sn(en(Bs)) = so+ 5 a.e., (4.3.8)

-2

y luego por (4.3.5) y (4.3.7) se tendria que

~

S0 + % > Sn(en(Bo)) > Sn(en(Bs)) > so + % a.e., lo cual es absurdo.

Por lo tanto, debe ser que VN > Ny = max (N1, Na), HBS — Boll <€ a.e., es decir,

Bs — Bo a.e..
N—o0

Veamos ahora (ii), es decir, sy — so = s(f8o) a.e..
N—o0

A~

Sumando y restando s(fs) se tiene que

lsn — sol < [Sn(en(Bs)) — s(Bs)| + [5(Bs) — sol.

Por la continuidad de s(8) y como Bs —s By a.e., entonces 8(35) — s(Bo) =s0 a.e..
N—o0 N—oo

Ademas, como Sg Pe Bo a.e., para N > 0, Bg € By x [—d, d]. Luego, por el Lema {4.3.3
—00

|Sn(en(Bs)) — s(Bs)] o Oae.

Finalmente se tiene que

SN — Spo a.e.
N—o00

y, por lo tanto, el teorema queda demostrado. O

Los siguientes tres lemas permitieron demostrar el Teorema El Lema [4.3.5| obtuvo una
cota para los residuos en el modelo BIP-AR 2D la cual permiti6é probar los lemas y4.3.11] Los
resultados de los lemas y se utilizaron de forma directa en la demostracién del Teorema

Ademas, el lema contribuy6 a demostrar el Lema [4.3.12] Estos lemas (4.3.6]y es-



54 CAPITULO 4. PROPIEDADES TEORICAS DEL ESTIMADOR BMM BIDIMENSIONAL

tablecieron relaciones entre la M-escala en los verdaderos parametros y los M-estimadores de escala
bajo residuos de un modelo BIP-AR 2D.

Lema 4.3.5. Sea Y wun proceso que satisface la condicion P2. Dado d > 0 y ¢ > 0, existen
constantes C >0 y D > 0 tal que

sup sup \5?73-(5,0) -Yii|<Co+D, (i,j) € (Wy~T).
BEByx[—d,d]0<o <5

Lema 4.3.6. Bajo las suposiciones del Teorema dado d > 0, existe § > 0 tal que

liminf  inf b (8,6 >
fm in 56852[7d7d}SN(5N(/3aU(¢))) >s0+0 ae

Lema 4.3.7. Bajo las suposiciones del Teorema existe d > 0 tal que

liminf fnf  Sy(e% (8,0 >s04+1 ae.
foinf n(en(B,6(9))) = so a.e

A continuacién demostramos el Teorema .32

Demostraciéon Teorema

Sea § > 0 obtenido por el Lema m

De los Lemas y tenemos que existe § = mfn (4, 1) tal que

lim inf inf Sy (e%(8,6())) > so +0  a.e..

N—oco peB
Luego, AN, tal que VN > Nj se tiene que

i Sn(en(8,6(9)) 2 s0+3 ae,

entonces,

Sn(eX(B,6(¢)) > so+0 ae., VBeB, VN> Ni.

En particular,
Sn (el (8%, 6(8%))) > s0+0 ae., YN >Ny,

es decir,
s >s04+6 ae, VYN>N.

Por Teorema m (ii), sy —> so a.e.. Entonces, existe Ny tal que VN > Ny, |sy — so| <

0 a.e., es decir,
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SN <d+4+sy a.e., VN > Ns.

Luego, si N > max (N, Na), se satisface que sy < § +s9 < s&  a.e..

Por lo tanto,

sy = min(sy,s%) = sy, VYN >maz(Ni,Na) a.e.

y como sy — Sg  a.e., entonces sy, — sg a.e. y el teorema queda demostrado.

Los proximos tres lemas intervinieron de manera directa en la demostraciéon del Teorema [{4.3.3
El Lema probo propiedades sobre la funcion esperanza de los residuos del modelo AR-2D con

la funcién pa (m(fB)). Los lemas y [4.3.10| establecieron relaciones entre la funcién m(5) y la
funcién objetivo que determina la M-estimacion de los parametros del modelo AR-2D utilizando las

funciones residuales de dicho modelo.

Lema 4.3.8. Sea Y un proceso que satisface la condicion P2, con proceso de innovaciones € que
satisface P3. Asumamos que p2, dada en la sequnda etapa de la definicion del estimador BMM

satisface la condicion P1. Sea m : B — R funcidn definida por:

Entonces,
i)
= argminm(f3).
Bo gmin (B)

it) m es una funcién continua.

Lema 4.3.9. Sea Y proceso que satisface la condicion P2. Supongamos que ps la condicion P1.

ok T ()

(i.5)€(Wrr~T) N

Definamos

tal como en . Entonces,

lim sup
N—=00 geByx[—d,d]

My(B) — Eg, (p2 <5JS(()B)>)‘ =0 ae, Yd>O0.
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Lema 4.3.10. Bajo las suposiciones del Teorema|4.3.3, existen d > 0 y § > 0 tal que

lIiminf inf M >m +46 a.e.,
o g, M (8) > m{fo)

donde m(By) es definida como en el Lemal4.3.8 y Mn(83) como en el Lemal[{.5.9

A continuacién demostramos el Teorema [4.3.3

Demostracién Teorema

Sea € > 0 tan chico como se quiera y d y § como en el Lema [4.3.10]

Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, la funcion m(3) definida en es

continua (p2 y €; () son continuas y ademas py es acotada).

Por el Lema [4.3.8) m(f) alcanza un minimo absoluto en Sy.

Como m(f) es continua V3 € B, en particular es continua en [y. Es decir, 30 < v < ¢ tal que
si ||8 — Bol| > € entonces m(B) — m(5o) = |m(5) — m(Bo)| > ~y. Luego,

m(B) >~ +m(fo), VB tal que |[8 — Boll = €,

es decir,
min = m(B8) > v+ m(Po).
[|8—Bol|>¢ (B>~ (Bo)
Consecuentemente,
min m(B) > min m(B) > v+ m(bo),
BEBox[—d,d],||B—PBol|>e€ (8) [18—Bol[>¢ (8) (Bo)
con lo cual:

min m >v+m . 4.3.9
BEBox [~ d,d],||B—Bol[>e (B) >+ m(fo) (4.3.9)

Por Lema IN1 tal que YN > N1, supgegyx[—a,aq | Mn(8) —m(B)| < § a.e.. Luego,

—Mny(B) +m(p) <

2

a.e., VB € Byx[—d,d],
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y por lo tanto,
m(B) — - < Mn(B) a.e., VBeByx[—d,d.
Entonces,
m(B) — ¢ < M(B) ae.. VBEBox[-ddyls-pl>e

Por lo tanto, de la ecuacién anterior y usando se tiene:

12

min Mn(5) > min m
6€BOX[_d7d]7HB_BOHZE BGBOX[_dvdLHB_BOHZE
ol 3

> v +m(Bo) — 1= m(fBo) + il

> m(Bo) + % a.e..

Por lo tanto,

in My (B) > m(Bo) +

m
BGBO X [7d7d}7||67ﬁ0”26

o[

a.e., VN > Nj. (4.3.10)

Como By € By x [—d,d] y por el Lema[1.3.9]

My (Bo) = m(Bo)| < | ae., VN>N,

es decir,

Mn(Bo) < %—i—m(ﬂo) a.e., VN > Nj. (4.3.11)

Luego, por el Lema

liminf inf M >m +46 a.e.,
Bt i g, M (8) > m{fo)

es decir,

sup (fnf ( fnf Mk(ﬁ))) >m(fo) +0  ae..

N>0 \k2N \|u|>d,p€By

Debido a que infz>n (inf‘u|>d7¢650 Mk(ﬁ)) es una sucesion creciente, 3Ny tal que VN > Nj :

nf tnf M, > 5 ae., YN > N,
klgN <u>ldr,1¢680 k(5)> - m(ﬁo) + a-¢ =2

entonces,

inf  My(8) >m(Bo) +6 ae,Vk>N VN> N,.
|#|>d’¢€BO
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En particular:

inf ~ My(B) = m(Bo) + 0 > m(fBo) +

lul>d,peB a.e., VN > Na. (4.3.12)
13 ) 0

o[>

Veamos que BM — Bp a.e.. Dado € > 0, sea Ny = maz (N1, N2). Si N > Ny, se satisfacen
@E39), @E310), @E311) y (E312).

De (4.3.10) y (4.3.12) se tiene que

{ v
inf M >m + = a.e. 4313
BEB,||B—Bo||>e ~N(B) = m(Bo) 5 : |

Ademas, por la definicién de B M, se cumple que

Mn(B) > My(Bur), VB € B.

En particular,

Mn(Bo) > Mn(Bu)- (4.3.14)

Si fuera que ||Bar — Bo|| > €, entonces de (4.3.13) se tendria

My (Bar) = m(Bo) +

o[

. (4.3.15)

Luego, de (4.3.11)), (4.3.14) y (4.3.15) se tendria que

m(Bo) + 1 > Muv(Bo) = My (Bar) = m(fo) +

|2

a.e., lo cual es absurdo.

Por lo tanto, debe ser que VN > Ny = maz(Ny, Na), ||BM—BOH < € a.e., es decir, By — By a.e.

v el teorema queda demostrado.

O

Los proximos dos lemas establecieron relaciones entre la funcién objetivo que determina la M-
estimacion de los parametros del modelo AR-2D utilizando las funciones residuales del modelo
BIP-AR 2D y la funcién m(3). Estos lemas permitieron demostrar el teorema final: Teorema [4.3.4]

Lema 4.3.11. Bajo las suposiciones del Teorema para todo d > 0, existe § > 0 tal que

lim inf inf  M? > 5 a.e.
fninf oof g MR (B) = m(Bo) +0 ae
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Lema 4.3.12. Bajo las suposiciones del Teorema|4.3.5, existen d > 0 y § > 0 tal que

liminf inf M. >m +40 a.e.
e S N(B) = m(Bo)

Por dltimo, demostraremos el Teorema [4.3.4

Demostracion Teorema

Dado d > 0y 61 > 0 como en el Lema [4.3.12] sea d2 > 0 como en el Lema [4.3.11] Entonces,

existe d = min(d1,d2) > 0 tal que se cumple que

lim inf inf M%(8) > m(Bo) + 6. (4.3.16)
N—oo peB

Por Teorema , BM — Bo a.e..

Veamos primero que

~

MN(,BM) — m(ﬁo) a.e.. (4.3.17)

A~

Sumando y restando m(Sys), tenemos que

| My (Bar) — m(Bo)| < [Mn(Bar) — m(Bar)| + [m(Bar) — m(Bo)|-

Por la continuidad de m(3) y como By — Bo a.e., entonces m(BM) — m(Bo) a.e., por lo que

‘m(BM) —m(Bo)| — 0 a.e..

Ademas, por el Lema m, UM 00 SUPgegy x[—d,q IMN(8) —m(B)] = 0 a.e.. Como By —
Bo a.e.y By € Bx|—d,d], a partir de un N > 0, 3ys € Bx[—d, d]. Entonces, | My (Bar)—m(Bar)] —
0. Por lo tanto, |My(Bar) — m(Bo)] — 0 a.e..

Por (4.3.16), 3Ny tal que VN > Ny, M%(8) > infgep M4 (8) > m(Bo) + 6. En particular,
m(Bo) +8 < MR (53,).

Por (4.3.17), 3N, tal que VN > N, [Mn(Bar) — m(Bo)| < 8, entonces My (Bar) < m(Bo) + 6.

Por lo tanto, My(Bx) < m(Bo) + 6 < MJZ{/(B%)



60 CAPITULO 4. PROPIEDADES TEORICAS DEL ESTIMADOR BMM BIDIMENSIONAL

Luego, por la definicion de B]*w, B]*w = BM, VN > max(Ny, N2) y como BM — Bo a.e., entonces

B]*\/[ — Bo a.e.

y el teorema queda demostrado.

4.4. Normalidad Asintética

El siguiente teorema establece la consistencia del estimador BX/[ obtenido en la segunda etapa

de la definicién del estimador BMM 2D.

Teorema 4.4.1. Suponga que valen las suposiciones del Teorema [{.5.5 Mds atin, suponga que
Y es una funcion continua y acotada, 02 = E(e;j) < oo y la matriz C = (C;;) de dimension
[(L+1)2 —1] x [(L 4+ 1)? — 1] simétrica definida por

Z(k,l)e[ Ai,z Z(k,l)e[ A Aki—1 Z(k,l)e[ Ak g Ak4+1,-1 - - - Z(k,l)el N g A ke+1,1- L
E(k,l)el NI Ak, 1—1 Z(k,z)ef A%,z Z(k,l)e[ A ARVESHE Z(kz,l)el Mg Ak41,14+1-L
C = | Yhyer Md Mt 11 2bper MdMe—11 kner Mt e do(kd)el Ml Ml1-L

2 (kd)el Mol k10— o > ker M

es no singular. Entonces,

VN (Bar — Bo) 2 N(0,D)

donde

con & = =1+ X ner -

Los siguientes lemas permitieron probar la normalidad asintética del estimador [3’ M-

Lema 4.4.1. Bajo las suposiciones del Teorema se tiene

2 v(n (M) Sx0mw)

(1,5)e(Wn~T)
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7 (n () w (o () ]

Lema 4.4.2. Bajo las suposiciones del Teorema[{.4.1, tenemos

\/1N %:[NT) [v (;;2 (W)) -v <p2 (é@))] — 0 en probabilidad.

(1.5)e(W,

donde
Ww=F

Lema 4.4.3. Bajo las suposiciones del Teorema tenemos que ¥Yd > 0:

i)
lim sup N Z \Va (pg (61*(6)>> - F {vz (pg <€3(5)>>] =0 a.e.,
e peBoxiad [ () e(wi~) o %0
donde ||Al| denota la norma la de la matriz A.
i)

B[ (i (2420))] = E (v (%2)) B (9061600 @ (eusta0)).

Demostracion Teorema
Por definicién de 5 M se cumple que

My(Bum) < Mn(B), VBeDB

Z Ei.q 3
. SN
(,5)€E(Wa~T)

Dados 5y v B M en B, entonces por el Teorema del valor medio se obtiene:

0= ¥ v <p2 (%(W)))
(4,7)E(Wp~T) SN
- Z v <p2 <€Z;(*60)>) * Z va <P2 (a(ﬁﬁ))) (Br — Bo) (4.4.1)
o )

(i,4)E(War~T) (i,)€(Wn~T N

Por lo que 3y satisface:

donde 3 es un punto intermedio entre g y BM, es decir, 8 = By + H(BM — fo) con 0 < 0 < 1.



62 CAPITULO 4. PROPIEDADES TEORICAS DEL ESTIMADOR BMM BIDIMENSIONAL

Por el Teorema m, tenemos que BM — By a.e.y, por lo tanto, B— By ae..
Tomemos d > 0 tal que d > |ug|, entonces, con probabilidad 1, existe Ny tal que Bar € By x [—d, d],

VN > Ng.
_1 2 5117(5)
AN—N”Z V(PQ( o .
(i,5)€E(Wn~T)

Sea
lim Ay =FE {VZ (,;2 (83(5"))” a.e.. (4.4.2)

N—oo S0

Veamos que

Sea € > 0,

IN

Vi (50 ol ((4)

(1,7)E(Wp~T)

L5 o (8)) efor ()

(1) E(Was ~T) °N i 50 ]
eij(5) €i,j(Bo)

7 (i (2))] - [5# (m (222) ]| 143

Como 3 — By a.e., paraun N > 0, 3 € B x [—d, d]. Luego, por el Lema M(l), dNy tal que
VN > Ny, el primer término de la desigualdad (4.4.3) nos queda:

(4,5)€E(War~T) 5N S0

Como la funcién ply = v es continua y acotada y las funciones residuales ¢; ;(5) son continuas,

+||E

<€/2 a.e. (4.4.4)

por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, resulta que F [v2 (pg (%))} es una
funcion continua como funcion de 8. Luego, como 8 — By  a.e., se tiene que IN; tal que VN > Ny,

el segundo término de la desigualdad (4.4.3)) nos queda:

o[ (e ()] -+l (- (49))]

Por lo tanto, de (4.4.4) y (4.4.5), para todo N > max(Ny, N1) la desigualdad (4.4.3) queda
menor que e. Luego, (4.4.2)) se satisface.

<€/2 a.e.. (4.4.5)
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Por Lema 4.4.3(ii), A:= F [vz (pg (M>>} es no singular y como Ay — A a.e. entonces

S0

para N > 0 se tiene que An es no singular.

Por otro lado, dividiendo (4.4.1) por N y llamando

ov=gm 3 w(n(25Y)).

(4,5)E(War~T)

se obtiene que la ecuacion (4.4.1) es equivalente a:

?VNCN + An(Brr — Bo) =0

\;NCN + An(By — Bo) =0

Cn 4+ VNAN(Bar — Bo) =0
ANVN(Bar — Bo) = —Ch.

Entonces para N > 0 tal que Ay sea no singular, se tiene que

VN (B — Bo) = —AR'C.

Luego, para probar el teorema basta ver que A;CN LA N(0, D).

Veamos primero que Cn A N(0,Vp) con V como en (4.2.14).

Sea Zn := \/% E(i,j)e(WMNT) \V/ (pg (6”57(050))) Entonces, por el Lema

[|Cn — Zn|| — 0 en probabilidad,

es decir,

Cn — Zny — 0 en probabilidad.

4.4.2

se tiene que
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Ademas, el Lema dice que Zn B Zcon Z ~ N(0,Vp). Luego, por Slutsky,
In+(Cn—2Z0) B Z+0=2,

es decir,
Cy B Z con Z ~ N(0,Vp). (4.4.6)

Para ir finalizando la demostracion veamos que Ay'Cy B N0, AV (AL,

Como h : READ? 5 READ? definida por A(X) = A~1X es una funcién medible y continua en
R(L+1)? y debido a 1' se tiene por el Teorema 29.2 de [Billingsley| (2013)) que

W(Cn) = A7'Cn B h(Z) = A7 Z con A7'Z ~ N(0, A7 Vo(A7H1).

Por otra parte, como C es acotada (pf es acotada) y A]_\,1 — Al ae. (invertir una matriz es una

funciéon continua) se tiene que
|A™'Cn — Ay C|| — 0 en probabilidad.

Entonces,
A™'Cy — Ay'Cy — 0 en probabilidad. (4.4.7)

Luego, como Ay Cy = (Ay'Cy — A7'COn) + A7'Cy, por Teorema 5.1.5 de [Lehmann| (2004) y
usando (4.4.7) y (4.4.6) se tiene que

A Oy B N0, A7 V(A

Por lo tanto,

VN(Bur — Bo) B N(0, A~ V(A 1)),

Queda ver que D = A~V (A1)E,

Por (4.2.15)) se tiene que

1
Vo= —F
0 S%

Y por (4.2.8) se tiene

v (2 (22)) = s () 9 (ersthun + oo (S22 o e

S0 S0

Vo <5”(’BO)> E [V (€i,j(Bo)) - v (Si,j(ﬁo))t} :

S0
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Entonces,

€i,j(Bo)

S0

€i,j(Bo)

S0

A=E ngwg < > Sva (ei,j(ﬁo))]
=5 (50 () 519 st v s+ B (o () B aton].

) -V (64, (Bo)) - v (£4,5(B0)) + Slolbz (

S0 S0

Luego, por (4.2.12)),

A—E (Slgw; (*200)) B19 60 9 i)'

50

1
B (G (24

Como ademsas E [/ (¢:.;(80)) v (€i.5(Bo))] es simétrica, entonces E [ (¢:(80)) v (€i(B0))"] " es

simétrica. Entonces,

= A7l =

)) E[v (gi5(80)) v (£i,5(80)) 17"

Por ultimo, como se vié en (4.2.16)),

E[v (55(8) v (£:5(8))']

I
N
S Q9
Lo
= Q

(e}
Mmoo
[N
o~
~—

Luego,
_ o2C71 0
E[v (£, (B0)) V (€,5(60))T" = ( :
y por lo tanto el teorema queda demostrado.

0

Finalmente, el siguiente teorema prueba la normalidad asintética del estimador BMM 2D B]*V[
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Teorema 4.4.2. Suponga que valen las suposiciones del Teorema P4 y P5. Entonces,
S D
VN(Bis = Bo) = N(0, D)
donde D es definida como en el Teorema|4.4.1|

Demostracion Teorema [4.4.2¢

Por la demostracion del Teorema m, dNy tal que si N > Ny entonces B}\} = BM-

Sean
Zn = VN(B%; — Bo) con Fz,, su funcion de distribucion

Yy = VN (B M — Bo) con Fy, su funcion de distribucion.

Entonces, Zy = Yy para N > Ny y entonces Fz, = Fy, para N > Nj.

Por el Teorema 3N, tal que si N > Ny, |Fy, (z) — Fz(x)| < € Yo donde Fyz es la distri-
bucién de una N (0, D).
Luego, para N > maxz(Ny, N1), se cumple que |Fz, (z) — F(x)| < € V.

Por lo tanto Zxn Bz y el teorema queda demostrado.



Conclusiones y Trabajos Futuros

En este trabajo se ha propuesto un nuevo estimador para los parametros del modelo autorre-
gresivo bidimensional (AR-2D) con contaminacion al que se ha llamado BMM 2D. La iniciativa
permitié generalizar para procesos AR-2D la versién unidimensional del estimador BMM desarro-

llado para series de tiempo contaminadas presentado por [Muler et al (2009).

El nuevo estimador permite la estimaciéon de los parametros del modelo bajo contaminacién de
reemplazo, que hasta ahora solo habia sido definida para series de tiempo. Este tipo de contami-
nacién incluye a la contaminacién aditiva que es frecuente en el tratamiento y anélisis de imégenes

digitales.

En el Capitulo [3] se analiz6 via simulacién y estudios de Monte Carlo el comportamiento del
estimador BMM 2D para el caso de un modelo AR-2D con tres parametros, puro y bajo diferentes
esquemas y niveles de contaminacién. Se verific6 que el estimador propuesto resulta comparable con
el estimador LS en el caso en que el modelo no esté contaminado (modelo puro) y las variables alea-
torias del proceso de innovaciones distribuyen como una normal; mientras que bajo contamimacién,
el estimador BMM compiti6 con éxito con respecto a otras propuestas robustas (estimadores M, GM
y RA bidimensionales). Para el caso analizado el estimador BMM 2D resulté superior en exactitud
y precisién con respecto al estimador M, siendo mejor en precision que el estimador RA y tanto o
més exacto que el estimador GM. Si bien el estimador GM resulté en precision y exactidud el mejor
competidor de la propuesta BMM 2D, no se tiene conocimiento del comportamiento asintético del
estimador GM; por el contrario en el Capitulo |4] de este trabajo se prob6 que el estimador BMM
es consistente y normalmente asintotico. Estos resultados lo posicionan en un escalén superior con
respecto a la propuesta GM 2D. Por otro lado, si bien el estimador RA es consistente y normal-
mente asintotico, presenta con respecto al estimador BMM 2D mayores dificultades a la hora de su
implementacion y un mayor costo computacional como se vié en el Capitulo [3] Ademas, del estudio
de simulacién resultd que las estimaciones del RA son menos precisas que las obtenidas a partir del
estimador BMM 2D.
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Para indagar sobre las propiedades précticas del estimador en problemas que utilizan el modelo
AR-2D vinculado a anélisis y procesamiento de imagenes Opticas, se realizaron tres experimentos,
a partir de una adaptacion de los algoritmos presentados en |Ojeda et all (2010) para representar y
segmentar imégenes. Con este propodsito se ajustaron localmente a las imagenes modelos AR-2D con
tres parametros y se estimaron los mismos usando el estimador BMM 2D. A la luz de los resultados
obtenidos en la seccién , concluimos que el estimador propuesto en esta tesis, via los algoritmos
adaptados de |Ojeda et all (2010) es util para estimar los parametros de los modelos locales permi-

tiendo resaltar bordes y contornos de las imagenes.

Dentro de las tareas pendientes queda por un lado un estudio comparativo mas profundo del
estimador BMM 2D con sus competidores robustos GM y RA en ajustes locales de modelos AR-2D
a imégenes en problemas de andlisis y procesamiento de iméigenes en general. Por otro, se plantea
como un trabajo a futuro el estudio de las propiedades teéricas de robustez del estimador BMM
2D: punto de quiebre, méaximo sesgo asintético y curva de influencia. Estos conceptos no han sido
abordados para el estimador BMM 2D en este trabajo ni tampoco se conocen estudios de estas

propiedades para las propuestas M, GM y RA.
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Apéndice

Este apéndice presenta las demostraciones de los lemas presentados en el Capitulo [l Ademas,

se muestran los c6digos programados para los diferentes experimentos presentados en este trabajo.
A.1. Demostraciones de lemas

A continuacién demostraremos el Lema

Demostracion Lema

Veamos (i). Una expresion para las funciones residuales ¢; () es la que se observa en (2.0.4)),

la cuél es equivalente a

€ij(B) =Yi; — Z i1 Yik,j—1 + p&, (A.1.1)
(k1)ET

donde § = =14 >~ jyer @k, (ver (2.2.3)). Entonces

lei i (B)] < Yi | + Z [,

(k,)eT

Yiok 1l + 1.

Como 8 € By x [—d,d], entonces > nep |kt < 1y [u] < d, entonces || < 1. Luego, como
#(T) < o0, se tiene que

g (B < 1Yigl+ D Yickjol +2d < o
(k1)eT

Definimos W0 = {Wi?j}(i,j)eZQ tal que VVZ-?j = Y5l + 2 epyer [Yiok,j—1] + 2d. Ademds, como Y

es estacionario con momento de segundo orden finito, WY es estacionario y E((W?; ;)?) < oc.

Veamos que WO es ergédico. Sea ¢ : (RZ*, BZ*) — (R%*,B%*) funcién medible definida por
9(X) = |BOOX)| + X g pyer IBED(X)| + 2d, donde |[B®D(X)|(i,5) = [BED(X)(i, j)|. Entonces
WY =g(Y). Dado A € T = {A' € BZ ;. A" es B®D — invariante Y(k,l) € Z?}, queremos ver que
Pyo(A) =006 1.
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70 APENDICE

Como Pyo(A) = PW? € A) = P(g(Y) € A) = P(Y Y (g7*(A))) = P(Y € g !(A)), para ver
lo que queremos basta ver que g~ 1(A) € T.

Veamos que primero que g~ '(A) esta contenido en B (g=1(A)) = {B&D(X) : g(X) € A},
Y(s,t) € Z*. Sea X € g~ '(A), luego g(X) € A, es decir, | B9 (X)| + > (kD)eT |IBED (X)) 42d € A.
Aplicando B se tiene B~ BOO(X)[+37 ; jep BT BED(X)|42d € BE70(A) = A
(pues A € I). Luego, |[BOO(BC0(X))[ + Y per [BED(BED(X))| 4 2d € A, es decir,
g(BE579(X)) € A. Por lo tanto, X = BEY(BEs-9(X)) € BGY (g1 (A)). Luego, g~ 1(A) C
B (g71(A)) como queriamos. De manera analoga se prueba que B (g71(A)) esta contenido en

g 1 (A). Porlo que g7} (A) €Ty P(Y € g7} (A)) =006 1.
(|

Demostracién Lema

Probemos (i). Note que por cumplirse P1 siempre podemos elegir a s() como una solucion

positiva de la ecuacion (4.2.4]) ya que si s es solucion, |s| también es solucion.
Sea 8 = (¢, 1) # o = (o, p10)- Tenemos

€ij(8) = ®(B1, B2)(Yi; — 1)
=®(By, B2)(Yi; — po) + (B1, Ba) (1o — 1)

=®(By1, B2)®0(B1, Ba) eij+ [ 1= Y k| (1o — 1)
(k)eT

:w(Bl, BQ)EZ"j + C-(NO — /J), (A.1.2)

donde w(By, By) := ®(By, Ba)®o(B1, B2) 'y c = —&. Como 3, By € B, entonces ®(z1, 22)Po(21, 22) *
puede escribirse sobre D* como una suma de serie de potencias: 1 + Z(k,l)e[\{(0,0)} w1 2¥ 2, (ver
Guyon| (1995)).

Luego,
w(By,By) =1+ Z wy, BY BY.
(k,DEI\{(0,0)}
Sea
N i(B) = Z Wi 1Ei—k,j—1 + ¢ (o — f)-
(k,1)€IN{(0,0)}

Entonces, por la ecuacion (A.1.2),

€i,j(B) = €ij + L j(B).
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Entonces

v luego,

Sea S(p, q) definida como

S(p.q) = Eg, (m <E”q+p>> : (A.1.3)

para todo p,q € R con g # 0. Note que S(p,q) es decreciente en |g|. El Lema 3.1 de [Yohai

(1985), muestra que si se satisfacen P1 y P3, entonces para todo p, ¢ # 0 se tiene

S(0,9) < S(p,q),

y la igualdad se cumple si y so6lo si ¢ # 0. Luego,

B (o1 (222 ) =5(00,(0). 50

50
Eiq4
> 5(0780) = E,Bo (Pl <S(’)]>> =b

y la igualdad vale si y s6lo si A; ;(8) = 0 a.e.. Debido a la identificabilidad del modelo AR-2D, esto

ocurre si y s6lo si f = By. Entonces 8 # By implica

Eg, (ﬂl <5”(m)> = 5(4i;(B),s0) > b= 5(Ai;(B),s(B)) = Eg, <Pl (2;;@)) ;

50

y por lo tanto, como S(p,q) es decreciente en |g| y s(5) es una funcién positiva, tenemos sy =

s5(B0) < s(B).

Demostremos ahora (ii).

Sea € > 0 tan chico como se quiera. Como la funcién S(p, q) definida en la ecuacion (A.1.3)) es

decreciente en |q|, sea 81 € By s1 = s(f1) > 0, ocurrira que:
By (o1 (2220)) = S(8u50Bn)oom ) < S(sg(80).50) = By (1 (Z22))) =0 (a1
S1+e€ S1
y

B (o1 (2200)) = 508050810 = 9 > S(805(80).50) = By (1 (222 ) =0 (a15)

S§1 — € S1
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Definamos las variables aleatorias

@A) = sup p; <€”(m> :

l18—B1ll<A s1+e€
q@2(A\) = sup p (Si’j(ﬁ)> .
[1B—B1]|<A S§1—¢€
Luego, las sucesiones de variables aleatorias {qi(1/n)}n>1y {g2(1/n)}n>1 convergen a p; (s’si(fel))

S1—€

y p1 (M) respectivamente.

Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,

i [ amiry @) = [ (2 ary@) =B (m (920)) e

i [ w/mare = [ o (20 ape) = B (0 (H2)), @

n—:aoo

y por la tanto, de (A.1.4) con (A.1.6) y, (A.1.5) con (A.1.7), respectivamente, existe ng tal que si
1 <5”<5)) dPs, (A.1.8)

n > no,
gij(B)
for (22) oo = fmwmar <o= [ (545

/Q,ol (;J@) dPs, > /qg(l/n)dpgo > b—/Q n <‘:zé€)> dPs, (A.1.9)
<L
~no

VB tal que [|B — fol| <

D\

Luego, sea 0 = nio. Por las ecuaciones (]A.I.S[) y (]A.1.9[), si||8 — Pol| < 0 se satisface
%‘(5)) / (%‘(5))
—= ) dPg, < dP,
/Qm (81 te % Qm s(8) .
£i,j (5) / £i,j (B)
for (522 amn > [y (5257 e

entonces como p; es una funcién positiva, se tiene
€i,i(B) €i,;(B)
1 < p1 a.e.
g ( s1+e€ P s9)

(52 ()
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Por lo tanto, como p1(|u|) es no decreciente y s(f3) es positiva, se tiene s1 — e < s(8) < s1 + €,

es decir, s es continua en (1 cualquiera sea f1 € B. Luego, s es continua.

0

Demostracion Lema [4.3.3k

Sean

hi = inf  s(B ho= sup s(B
! BeBox[—d,d] By ? BEBy x[—d,d] )

Entonces, por definiciéon de s(8), h1 > 0y hg < co.

Consideremos la funcion continua f(y, 8,¢) = p1 (w) — Eg, <p1 (%)) defini-
da sobre R x C' con C' = By x [—~d, d] X [h1/2,2hs] compacto. Como Y = {Y] ; }; j)ez2 s un proceso
ergodico, E(f(Y,B,¢)) = 0y sup(gcec [f(Y;B8,¢)] < K (pues por ser una funcién continua sobre

un compacto, es acotada), del Lema 3 de |Muler and Yohai (2002)) se tiene que

i ww [LS (SO g (o (30)) o e,

N—00 ge B x [~d,d],cE€[h1/2,2ha] () EWai~T)
(A.1.10)

donde N = #(Wy ~T) = (M — L+ 1)2.

Sea 0 < € < hy/2 y definamos las funciones g; : B — R para ¢ = 1,2 como

91(8) = Es, (m (f(ﬁj)(i)e)) v 92(B) = Eg, <p1 <s€(5J)(€ )€>>.

Por la definicion de s(8) y debido a que p; satisface P1, tenemos que g1(8) < by g2(8) > b
VB € B.

Como By es un conjunto compacto y g1 y g2 son continuas (pues s(3) y €; ;(f) son continuas y p

cumple P1), tenemos que

K1 = sup  g1(B)<b vy k= inf g2(8) > b.
' BEBy x[—d,d] 1( ) 2 BEBy x[—d,d] 2( )

Sea 0 = min(b — k1, k2 — b). De la ecuacion (A.1.10]), existe un Ny tal que para todo N > Np,

sup

1 €¢j(5)> ( (&'j(ﬁ))) )
-~ E ——— | -F —e s <= aqge.. (Al.11
BeBox[—dd],c€lh1/2,2ha] | N . , ( c Bo \ P1 c =9 ( )

(4,5)€(War~T)

Observemos que s(8) — € € [h1/2,2ha] pues h1/2 = hy — % < s(B) — % < s(B) — € y ademaés
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s(B8) — € < ha — e < ha + € < ha + hy = 2hgy por la condicion sobre € y por las definiciones de h; y

ho respectivamente.

Por lo tanto, de ({A.1.11)), obtenemos que ¥V N > Ny:

35 ) e ()

(1,0)EWN~T

NGRS

es decir,

92(8) —

ot (0 () 52h, 3 (%) e et

(6,5)€(Wn~T)

Luego, tomando {nfimo tenemos

1 () , 5 5
inf — Z p1 < ) ) > mf  gf)— = =ka— - ae. (A.1.12)
BeBox[—d,d] N eV u~T) s(B) —e€ BEByx[—d,d] 2 2

Ademis, por la definicién de d, se sabe que ko — % >b+ g > b, y por la ecuacion (A.1.12) se tiene
que

inf
BEBo X [—d,d]

€ij(B) 1 €ij(8) ae
> (%) mw X alsthe) oo G0

(i,5) (W ~T) (1.)€(Wn~T)

==

Anélogamente podemos observar que s(f5) + € € [h1/2,2hs] pues h1/2 < hy < h1 +€ < s(B) + €
y ademas 3(6)+6<h2+e<h2+% < hg + hy = 2hs.

Por lo tanto, de (A.1.11)), obtenemos que para todo N > Ny,

% (50) 5 (50)) <20 wresontna

(6,5)eWnr~

es decir,

Loy, ( gi,j(i) > - <,01 < i(B) )> L9 :gl(g>+g a.e.. VB e Byx[-dd.

(i,7) (W ~T)

Luego, tomando supremo tenemos

1 Eiq 1) 1)
sup N Z P1 < 4(5) ) < sup  g1(8) + 3= K1 + 3 a.e.. (A.1.14)
pesox-dd NV o G \SB)+e) T penyx(-aa

Ademas, por la definicién de 6, se sabe que k1 + % >b— g < b, y por la ecuacion (A.1.14) se tiene
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que

2l =

sup Z
i,j)E(W

peBox[=dd] =¥ ; ; v~

1 (;gj)(f_)e) <b:% Y om <S;(.ejszﬁ()ﬁ))) ae.. (A.1.15)

(1,5)e(Wn~T)

Veamos que existe un (io, jo) € (W ~ T') tal que sg(éégﬁ) Sij(zg]?]((%))) ‘ a.e., Vp € By x[—d,d|.
Supongamos que Zéé)(f)e > S;E;}Ef%)) ) ,V(i,j) € Wy ~T) y VB e By x [—d,d].

Como s(B)+€ >0y Sy(en(8)) > 0y por la monotonicidad de p;(Ju|) obtenemos p; (Ei’j(ﬁ)) =

s(B)+e
o ('22}?)(‘@) > py (%) =M (Si(éiz(ﬁ)ﬁ))) V(i,j) € Wy ~T) y VB € By x [—d,d], lo cual
implica
Z ,01< 7 = Z pi| =% |, VBe€Byx[-dd]
(i.5)€(Wrr~T) s(B) +e () (WagT) Sn(en(B))

que es absurdo por (A.1.15]).

Luego, vale que |€;‘Eg§i€)| < ;Z%gg((ﬁﬁ);) a.e. para algun (ig,jo) € (War ~ T). Es decir, s(8) + € >

Sn(en(B)), a.e. VB € By x [—d, d].

De la misma manera se demuestra con (A.1.13]) que s(8) —e < Sy(en(B)), a.e. V3 € By x [—d, d]
y para todo N > Nj.

Por lo tanto, |[Sn(en(8)) — s(B)| <€, ae. VB € By x [—d,d] y YN > max(Ny, N1), es decir,

sup  |Sn(en(B)) —s(B)| <e a.e. VN >max(Ng, Ni).
BEByx[—d,d]

Luego,

lim  sup  [Sn(en(B)) —s(B)] =0 ae.
N—=00 BBy x[—d,d]

como se querfa y el lema queda demostrado. ]
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Demostraciéon Lema
Dado 8 = (¢, 1) con ¢ € By, llamemos ¥; j(8) = €;,(B) — €ij(¢,0). De la definicién de €; ;(5)

que aparece en la ecuacion (A.1.1) se tiene que

Dij(B)=pé&=—p 1= > dra|,  V(i,5) € Wy ~T). (A.1.16)
(k)ET
Ademas, es facil ver que
Ui, (8) = pdi;(9,1).

Usando la compacidad de By, existe § > 0y K7 > 0 tal que para todo ¢ € By,

§<1-— Z bry < Ki. (A.1.17)
(k)eT

Luego, de (A.1.16)) y usando (A.1.17) se tiene

5
inf |9; = f 1-— > — Al1l
(;QBOW,J( )| = m p Z i || = 2|M| ( 8)
(k)T
y por Lema (i) obtenemos
sup |g;,;(¢,0)| < W (A.1.19)
PEBo
donde W9 = {W, }(i,j)EZQ es un proceso estacionario.

Como supp; > by limgz—o0p1(|x|) = sup pi, existe kg > 0y A > 1 tal que para todo = que
satisface |z| > ko se cumple que
p1(x) > Ab. (A.1.20)

Como {Wioj}(i,j)622 es estrictamente estacionario, para cada (i, j), las variables VV0 poseen la

misma distribucién por lo que existe un m tal que

P(WY; <m/2) > (A.1.21)

>/\>~

Definimos k por

m
= A.1.22
k = max (80+1’k0> ( )

y sea d constante tal que d > max(4(so + 1)k/6, |po|). Entonces usando (A.1.18)) obtenemos que

<

9:5(B)] = 5d = 2(s0 + 1)k. (A.1.23)

\)

q,')EBo \u\>d
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Como p; satisface P1, se cumple que

) 1 £ij(B) 1 )
inf — g L) > — E inf
¢eBoul>d N P (50 +1)°N PL\ oeBoul>d

(4,5) €Wp ~T) (6,5) €W ~T)

é‘z’,j(ﬁ)
so+1

') I(As;) (A.1.24)

donde A; ; = {Wi?j < m/2} e I(A; ;) denota la funcion indicadora del conjunto A; ;. De la ecuacion
(A.1.19) y la definicén de ¥; ;, se puede escribir

€1 (B)] = 1955 (B)| — les j(#,0) = [0:5(B)] — W7, (A.1.25)

Entonces de (A.1.22)), (A.1.25) y (A.1.23) obtenemos que

Ay c{WP < k. D} c inf i(B)] > k. 1. A.1.26
SO <kt Db { i s8] > Ko+ 1) (A126)

Como p; > 0,y p1(|u]) es no decreciente, de ((A.1.26]), obtenemos

1
— inf
N Z pL <¢EBO»|N|>d

(1,9)E(Wn~T)

ZZOJJ(rﬁl)D I(Aij) > % Z p1(k)I(A; ;)

(4,3)€E(Wp~T)

_ (k) y
= 1N S I(Ay). (A.1.27)

(1,5)e(Wn~T)

Como ij es ergodico y estacionario, por el Teorema Ergodico (Guyon| (1995)) y por (A.1.21})
se tiene . )
Jim %S I = BUA) = P(Ay) > (A1.28)
(4,5)€(Wn ~T)

en £2 y, por lo tanto, converge a.e.. Entonces, de (A.1.24)), (A.1.27) se tiene que

, 1 E; (/3) ,01(k)
nf E J > E I(A;;).
¢€Blo,\,u\>d N pL (SO 1) N ( J)

(4,5) €W ~T) (4,5)€(Wn~T)

Tomando limite inferior y de la expresion (A.1.28)) se tiene que

1 i
lminf  mf 3 (5’J(Bl)> > plik) a.e.. (A.1.29)
T eBl N Wty VO T
Ademas, de (A.1.20) y (A.1.22)) tenemos que
k
k) o, (A.1.30)

A
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por lo que, de (A.1.29)) y (A.1.30)):

. , 1 €ij(8) 1 gii(8)
fuint BN 2 ¢ <so+1>>b_N 2 pl(SN(eN(B))> e

(1,5) (W ~T) (1,5) (W ~T)

Luego, para N > 0,

1 € (8) 1
N Z P1 <SOJ+ ]_) = N

(4,5)e(Wn~T)

< €i,j (5)

S’]\[(E]\[(ﬁ))) V(p S B(), ‘,LL‘ >d a.e.

(4,5)€(Wn~T)
Por argumentos similares a los usados en el Lema se tiene que

so+ 1< Sy(en(p)) Vo € By, |pu| >d ae..

Por lo tanto,

inf  Sn(en(B)) >so+1 a.e. para N> 0.
|u|>d,BeB

Tomando limite inferior obtenemos

liminf inf Sy(e > 50+ 1
foinf nf gSv(EN(B)>so+ 1 ae

Luego, el lema queda demostrado.

Lema A.1.1. Sea C = {f : Bx Rsg — R}, A € MMFOXMH)(C) donde A = [v; (B, 0)]o<ij<m
tal que V(i,j) € Wy ~1T),

vij(B,0) = pfi? (@) + o f5? (B.o) + D Sraviekj-i(B.0) (A.1.31)

(k)eT

donde V(i,j) € Wy ~ T), fli’j es un polinomio en ¢ y f;’j es una funcion acotada sobre un
compacto.
Entonces, ¥(i,j) € Wy ~1T),

vij(8,0) = g’ (@) + 095’ (B.o) + Y g5l (@)vmn(B,0) (A.1.32)

(m,n)eWs,

donde W§, = Wy \ Wy ~ T) y tal que Y(i,5) € (Wy ~ T) y ¥(m,n) € W, g7y gl son

polinomios en ¢ yV(i,5) € Wn ~T), 957 es una funcidn acotada sobre un compacto.
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Dem.:
A continuacion haremos una demostraciéon por induccién en M.

Supongamos que M = 2. Entonces L=1y (Wy ~T) ={(2,2),(1,2),(1,1),(2,1)} y la matriz
A es
v0,2(B,0) v1,2(8,0) v2,2(8,0)
A= voa1(B,0)v1,1(8,0)v2.1(8,0)
v0,0(8,7) v1,0(8,0) v2,0(B,0)

donde v; ;(,0) es como en (A.1.31)). Por (A.1.31)), v1,1(8, o) ya satisface (A.1.32)). Reemplazando la
expresion de vy 1(83,0) en v12(5,0) y v2,1(B3,0), se obtiene que estos satisfacen (A.1.32)). De la mis-

ma manera, reemplazando las expresiones (A.1.32) de vy 1(8,0), v12(8,0) y v21(B,0) en va2(f5,0)
se tiene que v 2(f5,0) cumple (A.1.32). Luego, el lema vale para M = 2.

Supongamos que el lema vale para M = k, veamos que se cumple para M =k + 1.

Sea A la matriz de tamano (M + 1) x (M + 1):

A = [vi;(B,0)]o<ij<(kt1)-

Consideremos ahora la submatriz de tamano M x M: A1, = Al : (k+1),1 : (k+1)] =
[vi:(B,0)]o<st<k donde v},(8,0) = vsi1441(B,0). Luego, v}’j(ﬂ,a) satisface las condiciones de
(A.1.31)) y por hipdtesis inductiva para todo

(t,5) € Wip—1 ~T)={(m,n): (L+1)<m<(k+1),(L+1)<n<(k+1)}:
vi1j1(B0) =vij(B.0) = ngi (@) +ogih(B.o)+ D g (@)vma(B.0)  (A133)
(m,n)EWF o 4

donde ch,Mfl = WI,M—I \ (WI,M—I ~ T).

La idea es probar:

(a) v;;(B,0) se escribe como (A.1.32)) para todo

(i,j)e Hi:={(Lyn): L<n<(k+1)}u{(m,L): L+1<m < (k+1)}.

(b) w;;(B,0) se escribe como (A.1.32) para todo

(1,7) € Wip—1 ~T).
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Probemos (a).
I) Tomemos la submatriz de tamafio M * M: Asj = A[0 : k,0 : k] = [0;;(8,0)]o<i,j<r donde

0i,j(B,0) = vi;(B,0).
Como la matriz A}, satisface las condiciones del lema, por hipétesis inductiva se tiene para
todo (i,7) € Wop—1 ~T)={(m,n): L<m<k,L<n<k}

Bij(8,0) = vij(B,0) = pgy’ (@) + og5sh(B.o)+ D gy (@)vma(B.0) (AL34)

(mn)eWs 4

donde WQC’Mfl = W27M_1\(W27M_1 ~ T) C W& = WM\(WM ~ T). En particular, ’U@j(ﬂ,a)
se escribe como (A.1.34)) para todo (i,j) € Hy :={(L,n) : L <n <k}uU{(m,L): L+1<
m < k} C H;.

IT) Resta ver que vy, x4+1(8,0) y vpy1,0(5,0) se escriben como (|A.1.32). Por definicién (A.1.31]),

UL,k-i-l(Ba U) = /J“flL’k—i_l(d)) + O—fQI/’k+1(B7 J) + Z (Z)m,nUL—m,k-‘rl—n (67 J)

(m,n)eT

=ufH @) + oy B o)+ D braki-vsi(B,0)

(svt)EVL,k-!—l

=/ 1L’k+1(¢) + UfgL’k+1(57U) + Z OL—s k+1-tVst(B,0)

(S,t) EVL,k+1 r\IW]T/I

+ Z PL—s kr1-tVs,i (B, 0)

(s,t) EVL’]‘;J’»l ﬂ(W]\/[ NT)

donde Vi py1 ={(m,n) :0<m < Lk+1—-L<n<k+1,(mn)#(L,k+1)}yyaque

Vi k1 N (War ~ T) C Hy, entonces por lo visto en (I), vy, x41(8, o) satisface (A.1.32). Del
mismo modo se puede ver que v (3, 0) también lo satisface. Luego, (a) queda demostrado.

Probemos (b). Por lo visto en ((A.1.33) para todo (i,7) € (Wi pm—1 ~1T),

vij(8,0) = ngyh (@) + ogth(Boo) + Y G a(@)vma(B,0)

(mmn)eWs

= gy’ (@) + ogih(B. o) + > 9 ()0 (B, 0)
(m,n)EW?E 3 W5,

+ Z gi’imn((ﬁ)vm,n(ﬂv o)

(m,n)GnyMilﬁ(WMNT)

= 19y’ (9) + 0g7h(8,0) + > 91n (@) 0mn(B,0)

(mn)EWY \p MWy

+ Z gll'ﬂn,n(qé)vm,n(ﬁ, O')

(m,n)eH



A.1l. DEMOSTRACIONES DE LEMAS 81

Observemos que Wy, | N Wy, C W§,. Ademés, por lo probado en (a)

Y W@ vmn(B,0) = Y (@) | m(@) Fogy " (Boo) - Y gl (@)use(B,o)

(m,n)eH; (m,n)eH, (s,;t)EWE,

Luego, se tiene probado (b) y, por lo tanto, el lema queda demostrado. ]

Demostracion Lema

Para (i,5) € Wy ~T), B € By x [—d,d] y 0 < & sean

vij(B,0) = €l ;(8,0) = Yij,

D; j(B,0) Z ¢kl77< kg I(B’ )>

(k,l)ET

vy vij(B,0) = =Y;; V(i,j) € War \ (War ~T).

De la definicién de £? (6, o) (ver , se deduce que v; ;(, o) satisface V(i,5) € (Wa ~ T) la

ecuacion recursiva:
vij(Bo)=p| =14 > ri| +0Dii(B,0)+ D> brivior—1(B.0).
(k,heT (khHeT
Usando el Lema [A.1.1] tiene que Y(i,j) € (Wy ~ T), v;j(3,0) se escribe como

Vi (B,0) = pf17 (@) + 0 £37 (B, 0) + X tmmyewar\(was ) Frin (@) Vm.n(B, )
= Mf{,] (¢) + Uf;] (57 0) - Z(m,n)EWM\(WMNT) f%{n((:b)ym,n

donde
Y(i,7), ff’j es un polinomio,
V(i,j) y V(m,n) € Wi \ (War ~T) friln es un polinomio y

V(i,7), fé’j es una funciéon acotada sobre conjuntos compactos.

Como By es compacto, u € [—d,d] y 1 es acotada, existen C y C' tal que

sup  sup |ufi? (@) + o fy?(B.0)| < dCy +6C,  (i,§) € (Wy ~T).
BEBy % |—d,d|0<o<&
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Ademiés, como By es compacto, existe C3 constante tal que

sup  sup_ > vin(®)Ymn| < Cs, (ir5) € (W ~T).
peBox|-dd0<o=0 (m,n)EWn\(Wp~T)

Por los tanto, existen C, D > 0 constantes tal que

sup  sup [v;;(8,0)| < Co+D, (i,j)€ Wu~T).
BEByx[—d,d|0<o <5

Luego, el lema queda demostrado. [l

Demostraciéon Lema [4.3.6t

Para demostrar el lema probaremos que existe § > 0 tal que

1 e i(B0)\ 1 e i(B,6(e) \

(iaj)E(WJWNT) E(W]\/[NT)

pues como 6(¢) < oy y como 0y — oy a.e., entonces 6(¢) < oy para todo N > Ny y se tiene

el (8,6 el (8,6
% Z p1 <M> > % Z p1 ( 156, 5(2)) ) a.e. Vp e Byx[—d,d].

b -
(4,5)E(War~T) so +0 (4,§) E(War~T) SN(gN(ﬁa U(¢)))

Entonces, 3(ig, jo) € (Wy ~ T) tal que

|7, (B, 6(@) _ let;(B,5(a))]

g > S (B.5(0))) a.e. VP € By x[—d,d.

Luego,
Sn (e (8,6(e))) = s0+6

y tomando infimo se tiene

inf (8,6 5 ae..
566011;1[_d7d] Sn(en(B,0(@))) >s0+6 ae

Por lo tanto,

fm i { b 5 > .€..
1}51351010 66832{—d,d} Sn(en(B,0(¢))) >so+0 a.e

Luego el lema quedaria demostrado.
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Para probar (A.1.35) veamos dos hechos:
1) Existe § > 0 tal que

, . 1 gzl') '(57O—>
lim inf sup N Z E <p1 (;0_‘_5 >b+46 ae. (A.1.36)
)

N—oo BEByx[—d,d],oc<oy (i,§)E(Wrs~T

1 63‘(670> 5?,'(670—)
N Z p1<8j0+5>—E<p1<8J0+5>>—>0 a.e..

(6,5) (W ~T)

Veamos 1)

Por la definicion de 6(¢) (ver 2.4.5)), 6(¢p) < 6y, donde 6y es un estimador robusto de oy tal
que limy_ 000y = oy a.e.. Usando el Lema podemos encontrar constantes C; > 0y Cy > 0
tal que

sup e} ;(8,6(¢)) — Yij| < Ciby + Ca,  V(i,j) € (War ~ T).
BEByx[—d,d]
Como limy_000y = oy a.e., con probabilidad 1, 3Ny tal que para N > Ny, Y(i,5) € Wy,

existen constantes C; v Cy tal que

Cioy + O < C~'1(fy + 02 a.e..

Sea D = Cyoy + Cy entonces V N > Ny, V(i,7) € (War ~ T) se tiene que

sup \efj(ﬁ,a) -Yi;|<D Vo <oy, (A.1.37)
BeBox[~d,d]

y en particular,
b A
sup |5i,j(ﬁvg(¢)) - Yi,j| <D.
BEByx[—d,d]
Por otra parte, podemos escribir al proceso {Y;;} como Y;; = po + €i; + vij, donde v;;
es un proceso estacionario que depende de e, cuando (k,1) =< (4,5) v (k,1) # (i,7) (vij =

Z(k,l)eT ¢k,l5i_k’j_l) .

Como el proceso de innovaciones ¢ satisface P4, entonces la distribucién de ¢; ; es no acotada
(V6 >0, P(les ;] > d) > 0). Ademaés, como Y; j no es un ruido blanco tenemos que v; ; también tiene
distribucién no acotada pues: supongamos que v; ; tiene distribucién acotada, entonces 36 > 0 tal
que

0= P(|vij| > 0) > P(|Yij —eijl > 0 + |pol) = P(leiz] — Vil > 0+ [pol)-



84 APENDICE

Como IM > 0 tal que |Y; ;| < M (pues E(]Y; ;|?) = 0% < 00), entonces
0= P(leig| = [Yijl > 6 +[nol) = P(leig| > 6 + |pol + M).

Lo cual es absurdo pues ¢; ; tiene distribucion no acotada.

Sea
uij(B,0) = po +vij + (2,(8,0) = Yij), V(i,j) € (War ~T). (A.1.38)

Podemos escribir

el (B,0) =Y+ (e0;(B,0) = Yij) =Yij +uij(B,0) — po — vij = €ij +uij(B,0).  (A.1.39)

Observe que (A.1.37) y (A.1.38) implican que V 8 € By X [—d,d], 0 < oy y YN > Ny tenemos

luij(B,0)| = |vij — (—po — (€2;(B,0) — Yi ;)]
> |vig] — |po + (€2,;(B,0) — Yi )
> |vij] — |pol — [€2;(8,0) — Vi

> |vij| — |pol — D.

Por lo tanto, V(i,7) € (War ~T) y YN > Ny se tiene

il > D 1} C inf (B, >1.
(ol > Dol w1y e { o inf (o)l 2 1)

Como la distribucién de v;; es no acotada y estacionaria (todas tienen la misma distribucion),
tenemos que

’)/:P(”Uz"j‘ > D+ |M0’ +1) > 0.

Llamemos A;j = {[vi ;| > D + |po| + 1}.

De acuerdo a la definicion de sg, tenemos que Eg, (p1(gi;/s0)) = b.

q
5(0,q) < S(u,q), es decir, Eg, (m (qu)) < B, <p1 <%>>

En particular, si ¢ = sg # 0 se tiene

o (5)) <8 (53] o
S0 S0

Como vimos en el Lema 4.3.2 si S(u,q) = Eg, <p1 (

)), para ¢ # 0 y u # 0 se cumple
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, €ijt+u
f B — > b.
w12 (pl ( 50 ))
Luego,

(1 —7)Ejg, (pl (ZiJ)) +~ inf Eg, (pl <W>> >(1—=9)b+~b=0. (A.1.40)
0

lu|>1 S0

Esto implica que

Sea la funcion F definida por F(q) = (1 —~)S(0,q) + v infj,>1 S(u, q).

F es una funcién decreciente en |g| (por ser S(p, q) decreciente en |g|) y continua (por el Teorema
de Convergencia Dominada de Lebesgue). Por (A.1.40)), F(sg) > b. Luego, 3§ > 0 tal que

F(so+06)>b+34,

es decir,
(1—)Eg, (p1 (S;i(s» ) inf, Es (m (2;:;)) > b+ 4. (A.1.41)
Sean
)
y

1
W= > I(Ay).

(4,5)€(Wn ~T)
Como para cada (i,5) € (Wyr ~T) y N > Ny se tiene que

inf h(u) < inf
|u|>1 lus,j(B,0)|>1,8€By x[—d,d],0 <oy

h(uij(B,0))
entonces

IA,L,fh <1Az inf hi'a
(ig) I, ) < Tia) oyt sty (4952 7)

I(A; j)h(ui (B, 0))

= inf
|ug,;(B,0)|>1,8eBox[—d,d],0 <oy

< inf I(A; Vh(ui (8,0
T |vig|=D+Huol+1,8€Box [~dd o <oy (Aig)h(ui;(B,0))

5€BOX[ir(1i,d]7U§OY ( J) (u J(B o))
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Luego, sumando sobre (Wjy; ~ T)

1
v inf h(u) < — Z inf I(A;j)h(u; 5(8,0))
|u|>1 N (M)GWMNTﬁeBox[fd,d},agcry
1
< inf — I(A; Yh(u; (8,0
oo N 2 T2
1
<~ > I(Aijh(uij(8,0)) VB E By x [~d,d,o <oy, N >Ny (A.142)

(4,5)EWn~T

Ademiés, como

= S(u, s0+9)
> S(0,s0+9)
€i,j
= o (pl (80 +5>)
= n(0) Va, (A.1.43)
entonces por (A.1.42) y (A.1.43)) se tiene
YN |f\rl>f1 h(u) + (1 = yn)h(0) <
1 1
=N > I(Aih(uis(B,0)) + (1 N > I(Ai,j)) h(ui;(B,0))
(4,5)€(War~T) (4,5) €(Wn ~T)
1 1
=N I(A;ij)h(uij(B,0)) + N Z I(Af ) )h(uij(B,0))
(1)) EWn ~T) (4,5) EWn ~T)
1
=N (I(Aij)h(uij(B,0)) + I(AF )h(uij(B,0)))
(1,5) EWn ~T)

I
2| =
(]

h(uij(B,0))

(2,9)E(War~T)
1
< sup ~ Z h(uij(B,0)).
BeBox[~dd,o<oy “% (; ieWy~T)
Por lo tanto,

. 1
YN 11c1>'f1 h(u) + (1 —yn)h(0) < sup N g h(u; ;(B,0)),
|ul> BeByx[—d,d],oc<oy (i,§)€(War~T)

y como vy — 7 a.e. (por Ley de los Grandes Numeros para procesos ergodicos |Guyon (1995)),), por
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se tiene

1
lim inf sup — E h(u; j(8,0)) >~ inf h(u) + (1 —~)h(0)
N=oo gesox—adiosoy N (o G o =1
>b+0 ae.

y luego 1) queda demostrado.

Probemos ahora 2)

Sea

2i(Bo
R j(B,0) =pm <E ;JO(JF(; )> — h(u;;(B,0))
= o1 (5D ) — hluag (8, 0),

Como se vio en la seccion [1.4] tomando las o-algebras F; j = o({ Ry : (k,1) € Vi ;}) se satisface
que Fi; € F;; para cada (k,l)< (4, 7). Luego, aplicando la misma idea que para el caso de series de

tiempo en Muler et al (2009), resulta que {R; ;(5,0), Fi;} es una sucesion diferencia martingala.

Nos pongamos en las condiciones de la Ley de los Grandes Nuimeros para diferencias martingalas
(Quang and Van Huan (2010)): Sea la sucesién {b(; ;) } dada por b(; jy = (i — L+1)(j — L +1). Esta
sucesion satisface que Ab; jy = 0, V(i,7) € Z? y by; jy — 0o cuando (i,7) — oo (con ambos 6rdenes:
=<y X). Ademas,

b2
(070)%(@].) (7”]) Z,])EI ( 7.7) ( ) ( )

E(|Ri;(8,0) S E( !Ru (8,0) Z

Luego, por dicho teorema, se tiene

1 1
; > Rij(B,0) = & Ri;(8,0) >0 ae. (A.1.44)
(MM)(0,0)<(i.) < (M, M) (i,)E(War~T)

y 2) queda demostrado.

Como R; ;j(8,0) es continua y usando argumentos de compacidad, Ve > 0, podemos encontrar
(B1,01,01), 1 <1 <my, con fj € By x [—d,d], o7 < oy, tal que si definimos

Vi={(B,0):[|B=Bll+ o — o] <}
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obtenemos que By x [—d,d] x [0,0y] C U;"9V; (cubrimiento finito de By x [—d,d] x [0,0v]) ¥

1
sup Z [Rij(B,0) — Rij(B1,01)]| <€ Vl=1,...,m

BV N (5 T

Luego,

sup % Z 7] /87 < Z sup N Z [Rz,j(/Bv U) - Ri,j(ﬁlv UZ)]

peboxlddlosoy |7 (i je(Wy~T) =1 BV je(wy~)

1
+y Y Rij(Bro)l-

(1,5)€(Wp~T)

Tomando limite superior en esta tltima desigualdad y por se tiene que

1
lim sup sup N Z R;;j(B,0)| <mg.e a.e.,
N=eo feBox[—ddl.osoy | % jye(Wy~T)
vy como esto vale para todo € > 0, se obtiene
1
lim sup sup — Z R, j(B,0)|=0 a.e.. (A.1.45)
N—oo peByx[—d,d],oc<oy N (1,)€(Was ~T)

Por altimo, por (A.1.36) y (A.1.45) se tiene que a.e.,

b
b+4d < sup E > (m (Zﬁi’?) - Ri,j(ﬁaa))

petoxti=ddozoy N (7 o)

b
1 £ ;(B;0) 1
S et Py N 2P (Ws>+ W |V 2 BB,

BeBox[—dd),o<oy IV (i.)E(Was~T) BeBox[—d,d],c<oy (6,5)€(War~T)
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Luego, tomando limite inferior

1 et (B0
b< b+ <liminf sup — Z o (J(ﬁ)>+

V7 pepoximadiosoy N gy \ SO0
1
limsup oIy 2 FuaBo)
N—oo peByx[—d,d],oc<oy (6.)E(Wag~T)

1 5? 1 y O
= lim inf sup — Z P1 <sj(f—5)> a.e.,
) 0

N0 peBox[—ddlo<oy N (1,5)e(Wpn~T
lo cudl implica que V3 € By x [—d,d],o < oy,

) 2.8.0)\ 1 & (8,6(4))
B i )m( s0+9 ) TN % . <SN(5b (5"3(@))) o

(i,5)€E(Wn~T e(Wy~T

que es lo que queriamos probar en (A.1.35)) y el lema queda demostrado.

O
Demostracion Lema
Por lo visto en el Lema [4.3.5]
vij(B,0) = [e};(8,6()) — Vi
= |ufi? (9) + () 37 (B.6(ep)) — > (@)Y
(m,n)EW]u\(W]uNT)
> ull£77 (@) — |—6 () f37 (B, 6(9)) + > (@)Y
(m,n)GWM\(WMNT)
> [ullfi? (@) — 6 ()| £57 (8, 6(e))| - > (@) Y| -
(m,n)GW]w\(WJMNT)
Luego,
€258, 5(9))] > |ullf17 (9)| — 6(d)| £37 (B, 5())] — > W0 () Yin| — |Yigl-
(m,n)EWM\(WMNT)
(A.1.46)

Como V(m,n) € War\ (Was ~T) y ¥(i,7) € (War ~ T), filn son polinomios sobre By conjunto
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compacto,

sup Z rzr’L],n((ﬁ)Ym,n S Dl-
PEBO | (1) eWa \(Was~T)

Como 0 < d(¢p) <oy y fg’j son funciones acotadas sobre conjuntos compactos se tiene

sup 6(@)|fa7 (8,6 ()| < 6y.C,

PdEBy
entonces
A\ > (@) Ymn| = 6(D)157(B,6()) | > —D1—6v.C. (A147)

(m,n) EWJM\(WM NT)

Ademsés, como By es compacto, V¢ € By existe € > 0 tal que € < ff](q_')) Luego,

inf () > Sl A1.48
(;QBO\MIfl (@) = 3 ul ( )

Por lo tanto, tomando infimo en (|A.1.46)) y usando las cotas encontradas en (A.1.48)) y (A.1.47)

tenemos

inf |2 5(8,6(e))| = inf |p||f17 ()] — |Vigl

PEBoy T ¢EBy
+ fof | - > Wi (8)Ymn| = 6(9) 137 (8,6(¢))
0 (m,n)EW]u\(W]uNT)
> ;!u! — [Yi | — D1 —6y.C. (A.1.49)

Como sup p; > b (por hipotesis del Teorema (4.3.2)) y lim,,—,c p1(|x|) = sup p1, existe ko y A > 1
tal que V|z| > ko,
p1(z) > Ab. (A.1.50)

Ademads, como lim,,_, 6y = oy a.e. entonces existen Dy y C tal que D1 +oy.C < Dy +oy.C.

Sea k1 tal que el conjunto definido como
Cij = {|Yij| < k1 — Dy — éUy}

satisface P(C; ;) >

1
)
Sea k = max(k1/(so + 1), ko) y d constante tal que d > dk(sot1)

€
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Entonces, de la definicién de k y en Cj ;

it [e2:(8,6(¢))| > =d — ki — D1 — Coy + Dy + Coy
¢€Bo,‘ﬂ‘>d ’ 2

€
=-d—-k
2 1
> k(so+1) > k. (A.1.51)

Para todo 8 = (¢, u) tal que |u| > d, ¢ € By se tiene

inf

s0+1 T |ul>d,¢€By so+1

eé’,jw,&(cm)‘ N

Como p; satisface P1, V|u| > d, ¢ € By y V(4,j) € (War ~ T) tenemos

el (8,6(9)) , el ;(8,6(¢))
pl( j80+1 )2/)1 <|M|>g,l<7f5630 D

so+1
> p1 inf
|H‘|>d7¢€BO

so+1

et (8,6(e)) D 1),

Entonces, V|| > d, ¢ € By

1 el (B,6()) 1 )
N Z 1 (&)—i—l) = N Z 1 (u>ldr,1q{f>eBo

(1/7]) EWn~T (’LJ) EWn~T

et (B,6(e))
Jg()ﬂ‘) I(Ci’j).

Luego, tomando infimo:

b ~
1 el ;(B,6()) 1
inf — — T > — inf
lu|>d,peBy N Z 1 ( so+1 - N Z 1 |u|>d, B

. . so+1
(1,9)EWN~T (4,)EWp~T

el (B.5(¢)) D 1),

(A.1.52)
Ademas, por (A.1.51)) y porque p; satisface P1 se tiene

. <¢eror,l|fu|>d|€?’j(ﬂ’6(@)') > p1(k), V(i,j) € Wy ~T),

entonces, sumando sobre (Wyy ~ T'):

X a( e esen) ey > 28 S ey

B
(i)eWa~T)  P€
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y tomando limite inferior tenemos

.. 1 , b A P Pl(k)
it X (e @)]) 1) 2t 5SS r(cy),
(Z’J)G(W]WNT) (ZJ)G(WIMNT)

(A.1.53)

Por la ecuaciéon (A.1.50), el hecho de que {I(C;;)} es estacionario y ergodico y E(I(C;;)) =
P(C;,;) > 1/A, se tiene por el Teorema Ergodico (1.2.1)) que

.. pi(k) N - 1_
lin inf B > I(Cij) = p1(k)P(Cij) = Ab L =b ac.
(,5)€E(War~T)

Entonces, por (A.1.52)) y (A.1.53)) se tiene que

b A
lim inf inf i Z P1 <W> >b a.e.

—00 |p|>d,¢€Bo (4,5) (W ~T) o

Luego, por esto tltimo, para N suficientemente grande y V|u| > d, ¢ € By,

1 el (B.6(9)) 1 el (B.5(¢))
N2 pl(sm)Zb—N 2 )"1<sN<e§V<5,&<¢>>>>

(6,5) €Wy ~T) (6.5) €Wy ~T

entonces, por argumentos similares a los utilizados en el Lema (4.3.3)), existen (i, jo) € (War ~ T)
tal aue (Foaa BOONL Ity 4, (80(9))
q st Sv (e (B:5(6))

a.e., por lo que para N D 0y V|u| > d, ¢ € By se tiene que
SN(EIJ)V(ﬂ,fT((f)))) >s0+1 a.e..

Por lo tanto,

liminf inf  Sy(eX (8.6 >s0+1 ae.
finf n(en(B,6(9))) = so a.e

y el lema queda demostrado.

Demostracion Lema

Probemos (i):

Sea 8 = (¢, i) # Po = (¢o, io). Expresemos como en el Lema €i,j(B) de la siguiente forma:
€i,j(B) = €ij + D j(8) donde A j(B) = D2 e ((0,0)) WhiEi—k,j—i T (1 = 2 (kp)eT ¢k,z> (o — ).
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Entonces,

Ademas, como S(p, q) = Ejg, (pg (%)) es decreciente en |q| y S'(O,q) < 5'(p7 q) para todo
p # 0,q # 0, entonces

= m(fo)-

La igualdad vale si y solo si A\; j(5) = 0 a.e.. Por la identificabilidad del modelo AR esto ocurre
si y s6lo si B = .

Luego, si 8 # Bo entonces m(3) > m(fp). Por lo tanto,

Bo = arg rﬁnelg m(B).

Veamos ahora (ii):

La continuidad de m(f) es inmediata ya que como ¢;;(3) y p2 son continuas y ademas po es

acotada, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, resulta m continua.

g

Demostraciéon Lema [4.3.9t

Por el Teorema de Convergencia Dominada, como ps es continua y acotada y €; () es continua,

= (42

es una funcién continua con respecto a las dos variables.

se tiene que
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Entonces, dado € > 0y f € By x [—d,d], por la continuidad de M(5,v) en v = sy se tiene
que existe 0 < §(8) < sp tal que si |[v — sg| < 6(B) entonces |M(B,v) — M(5,s0)| < €/2 para cada
B € By x[—d,d]. Por la compacidad de By x [—d, d] se tiene que 3§ > 0 tal que |M(S3,v)—M(f, so)| <
€/2,¥5 € By x [—d,d] y Yv € [sg — I, 59 + d], y entonces

sup |M(B,v) — M(B,s0)| <e/2. (A.1.54)
BEBy x[—d,d],vE€[s0—0,50+3]

Consideremos la funcion f(y, B,v) = ’/)2 (w) — Eg, (pg (%))’ continua
definida en R x Cp con Cp = {(5,v) : B € By x [—d, d],v € [so— 9, so+ ]} compacto. Como {Y; ;} es
un proceso ergodico, Eg,(f(Y,58,v)) = 0y supguec, [f(Y;B8;v)] < K con K constante, del Lema

3 de Muler and Yohai| (2002) se tiene que

lim  sup % ;e <€i’jv(5)>—Eﬁo <p2 (5%@)) =0 ae. (A.1.55)

N—so00 (B,v)€Co (1,5)E(Wpr~T)

Por el Teorema [4.3.2, limy_,o S}y = S0 a.e.. Entonces con probabilidad 1, existe Ny tal que
VN > Ny, si € [so — 0,50+ 9] y

sup % o, <%(5)>—E50 (p2 <5;5)>> <€/2 ae. (A.1.56)

BEBox[—d,d] (4,5)E(Wp~T) g "

De (A.1.54) y (A.1.56) tenemos que VN > Np,

Jb(i,j)e(zwzz»wT) " (%ﬁ) -F <p2 (E”Sf)ﬁ)>) :
[ (D) ()] o (42) (o (42)

<€/2+¢€/2, VBe€Byx[-dd ae.

Entonces, tomando supremo:

sup % 3 p2<‘%(m)—E<p2<€i’j(5)>> <eae, YN>N

*
BEBy x[—d,d] (i,j) EWr~T SN

v el lema queda demostrado. O
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La demostracién del siguiente lema es analoga a la prueba del Lema [4.3.4

Demostracion Lema 4.3.10:
(¢, 1) con ¢ € By, sea 9;;(B) = €i;() — €ij($,0). De la definicion de €, ;(5) que

Dado g =
aparece en la ecuacion (A.1.1) se tiene que
Oij(B)=ps=—p|1= > ori|, V(,5) € Wu~T). (A.1.57)
(k)ET
Ademiés, es facil ver que
U;5(B) = p-dij (@, 1).
Usando la compacidad de By, existe 6 > 0y K, > 0 tal que para todo ¢ € By,
0<1- > dpi <Ky (A.1.58)
(k,1)ET
Luego, de (A.1.57) y usando (|A.1.58]) se tiene
inf [0;;(8)] = lnf pfl- bra || = §W (A.1.59)
3 2
(kl)eT
y por Lema [£.3.1] (i) obtenemos
sup |e;j(¢,0)| < W}, (A.1.60)
PEBoy

} es un proceso estacionario.

donde W0 = {W,
= E(p2(&ij/s0)) < sup pa.

Como la innovacion e satisface P3 y po satisface P1, entonces m(5y)
Entonces, 3§ > 0 tal que sup p2 > m(fy)+6. Ademas, como lim,_,oop2(|z|) = sup p2, existe kg > 0

y A > 1 tal que Vx que satisface |z| > kg se cumple que
pa(2) > Am(Bo) + ). (A.1.61)

} es estrictamente estacionario, para cada (i, j), las variables WO poseen la misma

Como {W?
distribucién, por lo que existe un valor m tal que
(A.1.62)

V\H

P(W <m/2) >
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Definimos k por

k = max <T, k0> (A.1.63)
SN

y sea d constante tal que d > méx(4s’k/d, |uo|). Entonces usando (A.1.59) obtenemos que

mf  [0;(8)] > =d > 2sik. (A.1.64)

Como ps satisface P1, se cumple que

, 1 €ij(B) 1 ,
inf — ) > = inf
peBo,|u/>d N Z p2< sy /)N Z P2\ geBolul>d

(1,5)€(Wp~T) (1,5)€(Wp~T)

eij(8)

*
SN

D I(A;;) (A.1.65)

donde A; ; = {Wi?j < m/2} e I(A; ;) denota la funcion indicadora del conjunto A; ;. De la ecuacion

(A.1.60) v la definicion de 9; ;(5), se puede escribir

leig (B) = 19:5(B)] = leij(¢,0)] > [9:5(B)] — W;. (A.1.66)

Entonces de (A.1.63]), (A.1.66) y (A.1.64) obtenemos que

0 * . %
AZ'J' C {Wi,j < k.SN} C {|u|>ldr,1£680 ‘&J(ﬂ)’ > k.sN} . (A.1.67)

Como pa > 0, y p2(|u]) es no decreciente, de (A.1.67]) obtenemos

1 ) gi,;(B) 1
- b .. >7 ..
PRI ECHES SIP ORI
(1.))€(War~T) (i,4) €(War~T)
pa(k
— 2]8) > I(Aiy). (A.1.68)
(i,§) €(War~T)

Como VVZ-% es ergodico y estacionario, por el Teorema Ergodico (Guyon| (1995))) y por (A.1.62))
se tiene .
i > I(Aiy) = E(I(Ai;)) = P(Ai) >
(1,5)EWM~T

(A.1.69)

en £? y, por lo tanto, converge a.e.. Entonces, de (A.1.65), (A.1.68) se tiene

, 1 €ij(B) p2(k)
f — E o > E I(A; ).
oeBolul>d N p2< SN >_ N (4is)

(6,5) €W ~T) (6,5) €W ~T)
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Tomando limite inferior y de la expresion (A.1.69))

1 i
R’fminf Bl’nf N Z P2 <€ ’3(5)> > pa(k) a.e.. (A.1.70)
T B e Wagnr)

Ademés, de (A.1.61) y (A.1.63) tenemos que

> m(Bo) + 6, (A.1.71)

por lo que (A.1.70) y (A.L.71):

liminf  inf 1 Z P2 <EZ;7(VB)> >m(Bo) +6 a.e..

N—o00 ¢peBo,|u|>d N

(6,))€(Wn~T)
Es decir,
liminf inf M >m +4J ae.
o, M (8) > mlfio) +6
y el lema queda demostrado. U

Demostracion Lema M.3.11k

La demostracion de este lema es similar a la del lema [4.3.61

Por el Lema {4.3.5| podemos encontrar constantes C; > 0y Co > 0 tal que Vd > 0y V& > 0,

sup  sup le};(8,0) = Y| < C16 + Co.
BEBy x[—d,d]0<o<c

Dado a > 0 y llamando D = C1(sg + ) + Ca, Vo € [0, sp + ] se tiene

sup  [e};(B,0) = Y| < D. (A.1.72)
BeBox[~d,d]

Por otra parte, podemos escribir al proceso {Y; j} como Y;; = po + €;j + v; 5, donde v; ; es un

proceso estacionario que depende de ey, (k,1) < (4,7) (vi; = Z(k,l)eT O i€i—kj—1)-

Como Y; j no es un ruido blanco y la distribucién de €; ; es no acotada, tenemos que v; ; también

tiene distribucién no acotada.

Sea,
i j(B,0) = po + vij + (€1 ;(B,0) = Yi j)V(i, j) € Wy ~T). (A.1.73)
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Podemos escribir

el i(B,0) =Yi i+ (e2;(B,0) = Yij) = Yij +uij(B,0) — po — vij = €ij +uij(B,0).  (A.1.74)

Por lo tanto, de (A.1.72) y (A.1.73), V(i,j) € (W ~ T) tenemos

il > D 1} C inf (B, >1;.
(ol > Dol w1y e { it (o)l 2 1)

Como la distribucién de v;; es no acotada y {v;;} es estacionario (todas tienen la misma
distribucién), tenemos que
v = P(|vij| > D+ |puo| + 1) > 0.

Llamemos A; j = {|v; ;| > D + |po| + 1}.

De acuerdo a la definicion de m(f), tenemos que m(By) = Eg, (p2(€i,j/50)). Como vimos en el
Lema 4.3.2, para ¢ # 0 y u # 0 se cumple Eg, (,02 (e”)) < Eg, (,02 (é‘i,j-"u)).

q q

En particular, si ¢ = sg # 0 se tiene

m(Bo) = Eg, <ﬂ2 <5;0j>) < Eg, <p2 <€i7j80+ u>> . Vu#0.

inf Eﬁo <p2 (W>> > m(ﬁo)

|u|>1 S0

Esto implica que,

Luego,

(1 =7)Egs <pz (2;)) + Inf B, <pz (T)) > (1 =7)m(fo) +ym(fo) = m(bo)-

ul

Con argumentos similares a los usados en el Lema [4.3.6] podemos encontrar un § > 0 tal que

B i, , €ijtu S
“”%@Qmwﬂﬁ%@ﬁﬁ»ﬂm”& (A.1.75)

Sean

1
W= > I(Ay).

(1.9)€(Wn~T)



A.1l. DEMOSTRACIONES DE LEMAS 99

De manera andloga a la usada en el lema [4.3.6| para todo g € By x [—d,d], 0 < o < sp+ a,

1
7N|1'1|ﬂ>f1h(U) + (1 —n)h(0) < N > huig(8,0)).
= (i.§)€(War~T)

Por lo tanto,

mf h(u)+ (1 )h(0) < fnf ! > h(uiy(B,0)) (A.1.76)

mn u — 11 -— (7 ,0)). 1.

N [u|>1 N T BeBox[—dd,c<so+a N 7
(4,5)€E(War~T)

Debido a que vy — v a.e. (por Ley de los Grandes Numeros para procesos ergodicos (Guyon
(1995))), v por (A.1.76) y (A.1.75) y tomando limite inferior se tiene

1
fm inf L 0i(8,0)) >y nf 1-
l}gl_)lgofﬁesox[—ldl,ld],agsoJraN . M j(8,0)) 7\11?21 Aw) + (1 =7)h(0)
(6,5)EWM~T
>m(Bo) +0 a.e.. (A.1.77)

Por otra parte, sea

b (B,0)
Rij(B.0) = ps ( fiLx ) = huiy(B,))
= p2 (48]11;#3(5*0)) — h(u; (B, 0)).

Tomando las o-algebras F; j = o({ Ry, : (k,1) € Vi;}) resulta que {R; ;(5,0),F;,;} es una sucesion
diferencia martingala. Luego, por la Ley de los Grandes Nimeros para Martingalas se satisface
que

1

N Z [Ri,j(ﬂa U)] =0 a.e.

(4,5) €W ~T)

Por la compacidad de By x [—d,d] x [0, so + a, se obtiene

1
lim sup sup = Z [Rij(B,0)]| =0 a.e.. (A.1.78)
N—oo peByx[—d,d],oc<so+a N (1,/)EWn ~T
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Por ultimo, por (A.1.77) v (A.1.78)) se tiene que para N > 0, a.e.

1 61? '(/870)
)< inf — YA iy
m(Bo) +6 < BeBox[—ldI,ld},USSO-l-Oé N Z ) (pz ( 5013 R; ;(B,0)

(4.5)E(Wp~T
b
1 X y O
< inf ~ Z 02 (zﬂ(ﬁé))
BEByx[—d,d],0<so+a (i) E(War~T) So +
1
+ sup N Z R@j(ﬂ,d) .
BeBox[=ddlossota | jye(Wiy~T)
Luego, tomando limite inferior
b
1 e (B,0
m(fBo) + ¢ < liminf inf — Z P2 & a.e.,
N—co BeBox|[—d,d],0<so+a N sg+ 0
(4,5)€(Wn~T)

es decir, para N > Ny, Vo < sg + « se tiene

1 6? (57 G)
m(Bo) +0 < inf — E P2 (’] a.e..
—d,d N
pebdd N ewynry \ S0 F0

Como por el Teorema sy — S0, 3Ny tal que VN > Ny, sy < so + min(a,d). Luego,
0 < si < sp+ ay debido a que ps satisface P1 se tiene que

b (3 st
mfo)+6<  mf = % p2<%(5’31v)>

mn -—
—dd N 0
B ey N 0T
el (B, s%
< inf % Z P2 (”(B*N) a.e..
PeBox=ddl ¥ jye(Wain) N

Por lo tanto,

<liminf  inf MY
)+ 0 < I il g MV e

Luego el lema queda demostrado.
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Demostraciéon Lema

La demostracion de este lema es similar a la del lema [4.3.71

De la misma manera en que se procede en el Lema [4.3.7] existen constantes positivas €, D1 y C

tal que para algin a > 0, si 0 < 0 < sg + « se tiene

, €
b 1225(8,0)| = Glul = D1 = (50 + 0).C = [¥i) (A.1.79)

Como sup p2 > m(fp), existe 6 > 0 tal que sup p2 > m(fo) + 9. Luego, como lim,,_, p2(|z|) =
sup po, existe kg y A > 1 tal que V|x| > ko,

pa() = A(m(fo) +9). (A.1.80)
Sea ki tal que el conjunto
Cij ={lYijl <ki—D1—C(so+a)}

satisface P(C; ;) >

>l=

Sea
k = max(k1/sy, ko)

v sea d constante tal que
ks

€

d > max(

7|:u0|)

Entonces, de la definiciéon de k y en C; ; sucede que

it [e2,(8,0)] > Sd— Dy — Clso+a) — ki + D1 + Clso + @)
¢6807‘u‘>d ’ 2
€

:id—kl

> kg% (A.1.81)

Para todo 8 = (¢, p) tal que |u| > d, ¢ € By, 0 < o < sp + « se tiene

5?,3’(/8) U)

*
SN

5?,]'(5, U)

> inf
*
SN

= 1
|M| >dv¢€BO
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)

) I(Ci,j) V(’L,]) (S (WM ~ T).

Como py satisface P1, V|u| > d, ¢ € By,

b
el (B,0
02 ﬂ > po inf
SN || >d, By

> p2 inf
|| >d,p€Bo

Entonces, ¥|u| > d y ¢ € By, sumando sobre (Wy; ~ T):

b
% Z 2 <Ei,j(ﬁ7g)> Z %

S*
(i.5)E(War~T) N

6?,]’(5,0_)

*
SN

6?,]'(5,0-)

*
SN

5?,3‘(5, 0)

inf -
N

|.U‘|>d7¢660

) I(Ci ),

) I(C )

(A.1.82)
para ¢ < sp + . Ademas, por la ecuacion (A.1.81) y debido a que py satisface P1 se tiene

2 (
(1,5)E(Wp~T)

luego, tomado infimo se tiene

b
1 &; j(IB’ o) 1
inf — — T > — inf
|u|>d,¢peBy N Z & ( SN N (ij)ez P2\ i doess

(1,5)€(Wp~T) (War~T)

8?,j (57 U)

*
SN

5?0-(5,0)

*
SN

& <¢€Blor,l|#|>d ) > pa(k) (i, j) € (Wn )

Entonces, sumando sobre (Wys ~ T):

1
— inf
N Z P2 <¢eBo,|u|>d

(1,5) (W ~T)

glij,j(ﬁ7o—)

*
SN

> 1(C;5) > pQJEZk) | > I(Cy),

y tomando limite inferior:

gg,j (/87 U)

*
SN

1
liminf — Z P2 < inf
Neoo N ) \gebolul>d N=o0 (i.§)E(Wa~T)

(4,5)e(Wn~T
(A.1.83)
Debido a (A.1.80)), a la definicion de k y como {I(C;;)} es un proceso estacionario y ergodico

con E(I(C;;)) = P(C; ;) > 1/, se tiene por el Teorema Ergodico (1.2.1) que

;. Pz(k)

lim inf == N > I(Cij) = pa(k)P(Ciy)
(,9)€(Wnr~T)

1

> A(m(Bo) + 6>X

=m(By) +9 a.e.. (A.1.84)
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Entonces, por (A.1.82)), (A.1.83) y (A.1.84) se tiene que para 0 < o < s + «:

b
liminf  inf 1 Z 02 (W> >m(By) +0 a.e..

N—oo |u|>d,peBy N 3
(i.1)€(War~T) N

Ademés, como sy — sp a.e., para N >0, sjy <sp+ay

b *
D S (6”([3 ’SN)>>m(Bo)+5 ac.,
)

in
>d,peBy N s
lul>d,¢<Bo (1,5)E(Wpn~T N

es decir,

liminf inf MY (B) > +0 ae.,
}\Ifn—glo \M\>1d{l¢ezso x(8) = m(fh) e

luego el lema queda demostrado.

Demostraciéon Lema

Por lo visto en (4.2.15))

—_ <1O¢ (W» B[ (05(60)) 7 (21,5(50))'] -

50

Como E (%wg (M>) < 00 pues ¥ es acotada y E [ (,;(8)) v (z-:i,j(ﬁ))t] < 00 pues

S0

E(Y?) < oo, entonces Vy < oc.

. . 2
A continuacién probaremos que dado un vector columna ¢ # 0 en R(E+1)

Ziji=cv (p2 <6”s((:80)>>

junto con F;j = 0({Zss : (s,t)=<(4,7)}) es una sucesion diferencia martingala estacionaria:

tenemos que
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1) Debido a que v es acotada, E(Y?) < 0o y se tiene:
Ei g
B2 = £ (| v (s ()
(L+1)? (8
(|5 e (o (50
k=1

(L+1)2
ei; (B
[kl |k <P2 ( >)‘
k=1
(L+1)? N
= D lalE (’Vk (Pz (EZ’](BO)>> D
k=1 50
(L+1)?
c i (B
= 3 e ([on (BA)]) 209k enstoon <
2) Por la observacion (|1.4.1)), basta ver que E(Z; ;|Zs¢) = 0 si (s,t)<(4,7). Debido a (4.2.5)), a
51‘4(50))
S0

que v/ (&,5(Bo)) es funcion de Zs, a que 1o es independiente de Z,; y a (4.2.12):

(9 ( (BE0)) | 2) = X et (5 (e (249 )
S (L (S) s 02
=S (o (059 2 o ot

Por lo tanto, {Z; ;, Fi ;} es una sucesion diferencia martingala. Veamos que es estacionaria.

a) Debido a (4.2.13):
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b)

Cov(Zij, Ziv1,j4m) = E(Zi j.-Zivi,j+m)

(o (22 B o (22
£ e o o () o (5 )

(L+1)2 (L+1)?

> kE(z/J (Ei’f‘s(ff)))%(”*’“J'“w‘”)vk (61(60)) Vr <ei+l,j+m<ﬁo>>)

S0

(L+1)?

= Z Ag. (A.1.85)

» Sil#0om#0= Ay =0Yk=1,..,(L+1)2 por (4.2.12).

m Sil=0y m=0, (A.1.85) es igual a

:E(¢ ( (o) )) Li (Lf; U B (215 (50)) - T (e5(Bo))
)£y .4
= E(Vk (gi,j(Bo)) - Vr (€i,5(B0)))

C(L+1)2 (-t C%L+1)2
o2 Y Bk (e0(F0) + g
0 k=1 0

1)2-1 (L+1)2-1

— 5 (v (242)) [ b e (Con((Th (€1(B0) T (e35(Bo)) + 47

k=1 r=1 0

L 2

C(L+1)2 S (L+1)2

+ 287250 Z Crft + &
0 k=1

lo cudl es independiente de ¢, j pues Y; ; es estacionaria.
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Ademas
. .(50) (L+1)2 (L+1)2 ere
B2, - 5 (4 (240)) raCACPEDICAONEN)
k=1 r=1

VRO Ry

:E<82¢g( )) o S B(T (5(50)) - 7 (665 (50) e
0 0 k=1 r=1

=5 (5 (9] B (eusl0) - o))
0 0

=c'.Vp.c

Luego, por el Teorema Central del Limite para Martingalas (Teorema [1.4.2)) se tiene:
1
- S Ziyy BN, Vo),
(4,5)€(Wn ~T)
es decir,
1 .
— Z . <p2 <€”(60)>> B N, Vy.c)
VN S0
(4,5)€(Wn ~T)

lo cual, por el Teorema 29.4 de Billingsley| (2013)), implica que

o, 37 () s

(1,5)€(Wp~T)

Demostracion Lema [4.4.2k

Por lo probado en la propiedad 1, (4.2.5) podemos escribir

oo ) ()

- Y [ () - e (S ] g .

S
(i) €(Wag ~T) N 0

Definimos para 0 < v < 1,1 < k < (L + 1)? a las funciones An i (v) como,

_ 1 €i,(Bo) N
M) =2 5 e (G o).

(1,5)€(Wp~T)
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Como del Teorema, limpy_o0 83y = S0 a.€., més alin, la convergencia es en probabilidad. Para
probar este lema es suficiente probar que Ay x(v), 1 <k < (L + 1)?, son acotadas en probabilidad
(tight).

Usando el Teorema 12.3 de Billingsley| (2013) es suficiente probar las siguientes 2 condiciones,

(i) An(0) es acotada en probabilidad.

(ii) Para cualquier 0 < v; < v y cualquier A > 0 tenemos que existe una constante ¢; tal que
P(|Anp(vz) = Avp(vi)] 2 A) < 15 (v2 = v)?,

Probemos (ii). Podemos escribir para 1 < k < (L + 1)2,

Gla,v) = o <a> .

(0,5 + ’U)So
Entonces,
E((Ank(v2) = Anp(v1))?) (A.1.86)
2
1
=~ Y (Gleijva) = Gleig,v) Vi (2i(Bo)
(6,))€(Wn~T)
1
=N >, EBLCH)+ Y > E(B;,jCimBimCij)
(imj)E(W]WNT) (ivj)E(W]WNT) (lvm)E(WJ\/[NT)‘(lvm)i(zvj)
donde
Bij =2 (”) — Y2 <EJ> (A.1.87)
’ (0,5 + 112)80 (0,5 + 211)80
y
Cij = Vi (€1, (Bo)) - (A.1.88)

Veamos que ocurre con el segundo sumando:

Sea Vi = (Yic1j,Yio1j-1,Yij1,Yi2,Yi2j1,Yi 2 2,Yi 1,-2,Yi; 2,..) el vector con los
pasados de Y ;. Sil < iy m < j pero (I,m) # (3,]),

E(B; ;C1.mBimCij) = E(E(B; jC1mBimCii|Yi ;).
Como By, depende de Y7, € f’;,j:

E(E(BijCimBimCi;|Yi ;) = E(E(B; jC1mCi j|Yi ;) Bim).-
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Como C;; € Y, ;:

E(E(Bi;CinCi,|Yi;)Bim) = E(E(B; jC1m|Yi)BimCij).-

Como Cy,y, € i}l,m C f’i,j:

E(E(B; jC1m|Y:;) BimCij) = E(E(B; j|Y; ;) BimCijClam)-

Como B;; depende de ¢; ;, B; ; no depende de f’” entonces

E(Bi;|Yi;) = E(Bi;) = 0. (A.1.89)
Veamos ahora como queda el primer sumando:

Como B; ; es independiente de Cj j,

E(Bz‘g,jcz?,j) = E(BEJ)E(CZQJ) (A.1.90)

Por (A.1.86), (A.1.87), (A.1.8%), (A.1.89) y (A.190) se obtiene

E((Ayx(v2) — Ay (v1))?) (A.1.91)

1
-5 | > EBBHEC
(4,7)E(Wn~T)

=FE <1/12 <(075i]w)80> ) <(075i21)50>>2 E(7k (1,5(50)))*.

Sea v1 < v < vo. Entonces, usando el Teorema del Valor Medio obtenemos que

€i,5 €i,j B (v2 —v1) Y Ei,j
V2 ((0,5 + v2)50> — ¥ ((0,5 + vl)so> ~ 50(0,5 + v)251’]w2 <(0,5 + v)so) ’

entonces,

Ei,j €i,5 2 . (U2 - 111)2 / €i,j 2
b <¢2 <(0,5 +JU2)80> G ((0,5 +Jm)so>> EEED D <5”¢2 ((0,5 +JU)80>> ‘

Luego, como v, es acotada, &; ; tiene segundo momento finito y so > 0, podemos concluir que

existe kg > 0 tal que
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2
€i,j €i,j 2
FE <¢2 <(0’5 +]1}2)Sg) - 1/12 <W>> < ]{20(1)2 — Ul) . (A.1.92)

Ademas, como E (ij) < 0o (pues Y tiene segundo momento finito) resulta que

E(Vk (21(Bo)))? < oo (ver ecuaciones (2.2.2)) y (2.2.3)) para conocer las entradas del vector 7k (£,;(80)))-

Entonces, de (A.1.91) y (A.1.92), existe ¢; > 0 tal que

E((Ank(v2) — Ang(v1))?) < cr(va —v1)*.
Asi, (ii) sigue de la desigualdad de Chebyshev.
Veamos (i). Calculemos E(Ay (0)?).
E((Avx(0)))

=l (ISR A T EACHES

2
(.)€ (Wt ~T) S0/

2

1 . -
=N Y. EBLCH)+ ) > E(Bi;jClmBinCi.;)
(ivj)e(W]\JNT) (ivj)e(W]VINT) (l7m)E(W]WNT) ‘ (lvm)?é(lv.])

donde

By (24080)
éi,j = Vk (Ei,j(ﬁo)) .

Veamos que ocurre con el segundo sumando:

De la misma manera en que se probo en la parte (ii), tomemos

Yij= (i1 Yic1j-1,Yij-1,Yi2;5,Yi2,-1,Yi2;2,Yi 12 Yij2 )
el vector con los pasados de Y; ;. Sil < iy m < j pero (I,m) # (i,7),

E(Bi ;CimBimCi;) = E(E(Bi;|Y:;)BimCiiCrm)
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y como B; j depende de ¢; ;, B; j no depende de f’” entonces

E(Bi;|Y;;) = E(Bij).

Ademés, como o es impar y la distribucion de €; ; es simétrica, se tiene que E(B; ;) = 0. Luego, el

segundo sumando se hace cero.
Veamos ahora como queda el primer sumando:

Como Bi,j es independiente de C; ;,

E(Bg,jézj) = E(BZQJ)E(C?]) (A.1.93)

Debido a que la funcién 9 es acotada, existe una constante M > 0 tal que E(Bf]) < M
V(i,7). Ademés, de la expresion de g (E@j(ﬁo))z, se tiene que E(CN’ZQJ) < k donde k es tal que
k = mar(o + u3,&3) = maz(o? + pd, (=1 + > (k1)eT ¢2,Z)2). Luego, de la ecuacion (A.1.93) se
tiene que

E(B};C?;) < M.k,

Por lo que
1 L~
EAns(0) = > BBCE)
(6,))€(Wn~T)
1
< — Z M.k
(6.))€(Wn~T)
= M.Kk.
Sea € > 0, entonces existe § = (Me'“)l/Q. Luego, por Chebyshev se tiene que
1
P(|Ank(0)] > 6) < (TQE(A%V,k(O))
| B(43,(0))
 M.uk/e
< Mk
M./{6
=e.

Por lo tanto, Ay 1(0) es acotada en probabilidad y el lema queda demostrado.
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Demostraciéon Lema

La prueba de (i) es similar a la del Lemma [4.3.9] Veamos como seria:

. . ro_n : .
Por el Teorema de Convergencia Dominada, como ¢ = pj es continua y acotada y &; () es

=50 (2 (42)

es una funcién continua con respecto a las dos variables.

continua, se tiene que

Entonces, dado € > 0y 8 € By x [—d,d], por la continuidad de M(f,v) en v = sq se tiene
que existe 0 < §(8) < so tal que si [v — so| < 6(83) entonces |M(B,v) — M(B,s0)| < €/2 para cada
B € By x[—d,d]. Por la compacidad de By x [—d, d] se tiene que 3§ > 0 tal que ]M(B, v)—M(B, s0)|] <
€/2,¥0 € By x [—d,d] y Yv € [sg — 9, 59 + d], y entonces

sup |M(B,v) — M(B,50)| < €/2. (A.1.94)
BEBy x[—d,d],vE€[so—b,50+3]

Consideremos la funcion

o, (p2 (@(Bl,Bz)(y—M)>) N (Vi,z (m (@(31732)(9_“)»)‘

continua definida en R x Cy con Cy = {(5,v) : B € By x [—d,d],v € [so— 9, so+ 0]} compacto. Como
{Yi;} es un proceso ergédico, Eg,(f(Y,58,v)) = 0y sup(gy)ec, |f(Y:58,v)| < K con K constante,
del Lema 3 de Muler and Yohai| (2002) se tiene que

(L+1)2 (L+1)?

fly,B0)= Y

k=1 =1

1
lim sup — Z f(Yij,B,v) =0 a.e..

N—00 (80)eCy (4,5)E(Wapr~T)

Luego,

i fr B () (- (4)
o () -5 o (42)
1

= lim sup — Y; i, 8,v) =0 a.e.
J

N—00 (8,0)eCy (4,) E(Wps ~T)

(L+1)? (L+1)?

< lim  sup Z Z % Z

N
70 (B,w)eCh k=1 =1 (i,5) E(Wpg ~T)

Por el Teorema [4.3.2) limy_,o sy = so a.e.. Entonces con probabilidad 1, existe Ny tal que
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VN > Ny, si € [so — 0,50+ 9] y

LB ) )
BEB(S)EF—d,d] N(M)G(%;MNT)V P2 v o \ VP2 v <e€/2 ae.
(A.1.95)
De (A.1.94) y (A.1.95) tenemos que YN > Np,
LS () k(o7 (m (242))
(i) E(War~T) N 0
o 2 b))
N e 5N SN

e (= (57)) -2 (= (= (22)

<e€/2+¢/2, VBeByx[-d,d ae.

Entonces, tomando supremo:

B, ) (4]

y la parte (i) del lema queda demostrada.

sup

<e€ae., VN >Ny
BEByx[—d,d]

Ahora probaremos (ii). De la propiedad 2 del Capitulo [2] se tiene ([#.2.8). Ademas, del hecho de
que (i (o)) vy 72(€i;(Bo)) dependen de Y; ; se obtiene que

B (2 (o (5220))) = 5 (05 (2420)) (9 st ¥ i)
+ SloE (1/12 (EH(ﬁO)>) E(V? (e15(Bo))) -

50

Por la propiedad [3}(a), se tiene que E(v2(g;,5(60)/s0)) = 0. Por lo tanto

£ (7 (m (2220))) = 5o (v () £ @ Eutan 7 o)) (1190

50

e (ii) queda demostrado. O
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A.2. Rutinasen R

A.2.1. Experimentos
Simulacién de un proceso AR-2D

En el siguiente c6digo de R se simula un proceso AR-2D no contaminado como el que sigue:
Yij = Yic1; + 05V -1 + d5Yio1 -1 + ey (A.2.1)

donde ¢; ; son v.a.i.i.d. con distribucién simétrica.

ARprocess <- function(N, phi0) {
# La funcidén simula un proceso autorregresivo bidimensional
#
# Argumentos:
# N: Namero natural.
# phi0O: Vector en R"3.
#
# Salida:
# Una matriz N*N que contiene valores simulados del proceso AR-2D.
matrix.normal <- matrix(rnorm(N*N, mean = 0, sd = 1), nrow = N, ncol = N)
matrix.ar <- matrix(0, nrow = N, ncol = N)
matrix.ar[1, ] <- matrix.normalll, ]
matrix.ar[, 1] <- matrix.normall, 1]
for (i in 2:N) {
for (j in 2:N) {
matrix.ar[i, j] = matrix.normalli, j] + (phiO[1] * matrix.ar[i-1, jI)
+ (phiO[2] * matrix.ar[i, j-1]) + (phiO[3] * matrix.ar[i-1, j-11)

b

return(matrix.ar)

Contaminacion aditiva

El cédigo R genera una matriz llamada “matrix.cont.? partir de una matriz inicial “y” y otra
matriz “nu” de la misma dimensiéon. Los valores de “nu''siguen una distribucién N (mu, sigm?). El
prob,100 % de los valores “y"son elegidos al azar. Si y; ; es seleccionado, entonces es reemplazado

por y; j + v ;. Este procedimiento es llamado contaminacion aditiva de prob,100 %.
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AditCont <- function(y, prob, mu, sigm) {

# Esta funcién contamina aditivamente una matriz.

# Argumentos:
# y: Matriz de datos.
#  prob: Numbero entre O y 1.
# mu: Un nimero real.
# sigm: Un namero real positivo.
#
# Salida:
# Matriz con datos contaminados.
N <- dim(y) [1]
matrix.cont <- y
matrix.bin <- matrix(rbinom(N*N, 1, prob), nrow = N, ncol = N)
matrix.normal <- matrix(rnorm(N#N, mean = mu, sd = sigm), nrow = N, ncol = N)
for (i in 1:N) {

for (j in 1:N) {

if (matrix.binli, jl >= 1) {

matrix.cont[i, j] = matrix.cont[i, j] + matrix.normall[i, j]

¥

return(matrix.cont)

Contaminaciéon por t-Student

El cédigo R genera una matriz llamada “matrix.cont.? partir de una matriz inicial “yz otra matriz
“matrix.tst"de la misma dimensién. Los valores de “matrix.tst"siguen una distribucién t-Student de
dfr grados de libertad. El prob,100 % de los valores de “y'"son elegidos aleatoriamente. Si y; ; es
elegido, entonces es reemplazado por la entrada (i, 7) de la matriz “matrix.sts”. Este procedimiento

es llamado contaminacion de reemplazo por t-Student de prob,100 %.

TStudCont <- function(y, prob, dfr){
# Esta funcidén contamina una matriz con contaminacidén de reemplazo.
#
# Argumentos:
# y: Matriz de datos.
#  prob: Numbero entre O y 1.

# dfr: Un nimero positivo.
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#
# Salida:
# Matriz con datos contaminados.
N <- dim(y) [1]
matrix.cont <- y
matrix.bin <- matrix(rbinom(N*N, 1, prob),nrow = N,ncol = N)
matrix.tst <- matrix(rt(N*N, df=dfr), nrow = N, ncol = N)
for (i in 1:N) {

for (j in 1:N) {

if (matrix.binfli, j] >= 1) {

matrix.cont[i, j]l = matrix.cont[i, j] + matrix.tstl[i, j]

¥

return(matrix.cont)

Contaminacién por otro proceso autorregresivo

El cédigo R genera una matriz llamada “matrix.cont.? partir de una matriz inicial “yz otra matriz
“matrix.ar.2"de la misma dimension. Los valores de “matrix.ar.2"son generados con un proceso AR-
2D con un vector de parametros ¢ € R3. El prob,100 % de los valores de “y"son elegidos al azar. Si
yi ; es seleccionado, entonces es reemplazado por la entrada (7,7) de la matriz “matrix.ar.2”. Este

procedimiento es llamado contaminacinn de reemplazo por otro proceso AR-2D al prob,100 %.

ReplARCont <- function(y, prob, sigm, phi2){
# Esta funcién contamina una matriz con contaminacién de reemplazo.
# Argumentos:
# y: Matriz de datos.
# prob: Numbero entre O y 1.
# sigm: Un nimero real positivo.
# phi2: Vector de parametros.
# Salida:
# Matriz con datos contaminados.
N <- dim(y) [1]

matrix.cont <- y

N)

matrix.normal <- matrix(rnorm(N*N, mean=0, sd=sigm), nrow = N, ncol = N)

matrix.bin <- matrix(rbinom(N*N, 1, prob), nrow = N, ncol

matrix.ar.2 <- matrix(0, nrow = N, ncol = N)

matrix.ar.2[1, ] <- matrix.normalll, ]
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matrix.ar.2[, 1] <- matrix.normall, 1]
for (i in 2:N) {
for (j in 2:N) {
matrix.ar.2[i, j] = matrix.normalli, j] + (phi2[1] #* matrix.ar.2[i-1, jl)
+ (phi2[3] * matrix.ar.2[i, j-1]1) + (phi2[3] * matrix.ar.2[i-1, j-11)

¥
for (i in 1:N) {
for (j in 1:N) {
if (matrix.binli, j] >= 1) {

matrix.cont[i, j] = matrix.ar.2[i, jl

by

return(matrix.cont)

Contaminacién por ruido blanco

El c6digo R genera una matriz llamada “matrix.cont.? partir de una matriz inicial “yz otra ma-
triz “matrix.normal"de la misma dimensién. Los valores de “matrix.normal"siguen una distribuciéon
normal N (mu, sigm?). El prob,100 % de los valores de “y"son elegidos al azar. Si y; ; es seleccionado,
entonces es reemplazado por la entrada (i,7) de la matriz “matrix.normal”. Este procedimiento es

llamado contaminacion por ruido blanco al prob,100 %.

ReplWNCont <- function(y, prob, mu, sigm){

# Esta funcién contamina una matriz con contaminacidén de reemplazo.

# Argumentos:
# y: Matriz de datos.

# prob: Numbero entre O y 1.

# mu: Un nimero real.

# sigm: Un namero real positivo.

#

# Salida:

# Matriz con los datos contaminados.

N <- dim(y) [1]

matrix.cont <- y

matrix.bin <- matrix(rbinom(N*N, 1, prob), nrow = N, ncol = N)

matrix.normal <- matrix(rnorm(N#N, mean = mu, sd = sigm), nrow = N, ncol = N)
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for (i in 1:N) {
for (j in 1:N) {
if (matrix.bin[i, j] >= 1) {

matrix.cont[i, j] = matrix.normalli, jl

¥

return(matrix.cont)

Estimaciéon BMM 2D
En el proximo codigo, se calcula la estimacion BMM 2D de los pardmetros del modelo (A.2.1):

library(minpack.lm)
library(nleqgslv)
source("contaminations.R")
LSFunction <- function(x) {
# Esta funcidn estima los parametros de un modelo AR-2D de orden 1 con tres parédmetros

#por el método de Minimos Cuadrados.

#

# Argumentos:

# x: Matriz de datos.

#

# Salida:

# Vector de parametros estimados.

n = dim(x) [1]

m = dim(x) [2]

x.cuadrada = x ~ 2

al = x.cuadradal[1l:(n-1), 2:m]

a2 = x.cuadrada[2:n, 1:(m-1)]

a3 = x.cuadradal[l:(n-1), 1:(m-1)]

bl = x[2:n, 2:m] * x[1:(n-1), 2:m]

b2 = x[2:n, 1:(m-1)]1 * x[1:(n-1), 2:m]
b3 = x[1:(n-1), 1:(m-1)] * x[1:(n-1), 2:m]
cl = x[2:n, 2:m] * x[2:n, 1:(m-1)]

c2 = x[1:(n-1), 1:(m-1)] * x[2:n, 1:(m-1)]
d = x[2:n, 2:m] * x[1:(n-1), 1:(m-1)]
auxl <- c(sum(al), sum(b2), sum(b3), sum(b2), sum(a2), sum(c2), sum(b3),

sum(c2), sum(a3))
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A <- matrix(auxl, nrow = 3, ncol = 3)
aux2 <- c(sum(bl), sum(cl), sum(d))
B <- matrix(aux2, nrow = 3, ncol = 1)
1ls <- solve(A, B)
return(ls)
+
Rho2Function <- function(a) {
# Este proceso define la funcién rho2.
#
# Argumentos:
# a: Nimero real.
#
# Salida:
# Valor que asume la funcidén rho2 en a.
abs.a = abs(a)
if (abs.a <= 2) {
v=20.5% (a*a)
} else if ((2 < abs.a) && (abs.a <= 3)) {
a2 = a * a

ad = a2 * a2

a6 = a2 * a4

a8 = a4 * a4

v = 0.002 * a8 - 0.052 x a6 + 0.432 * a4 - 0.972 *x a2 + 1.792
} else {

v = 3.2b

}
return(v)

}
RholFunction <- function(c) {

# Este proceso define la funciémn rhol.

Argumentos:

c: Nuamero real.

Salida:
Valor que asume la funcidén rhol en c.
= (c / 0.405)
abs.a = abs(a)
if (abs.a <= 2) {

#
#
#
#
#
#
a
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b

EtaFunction <- function(y) {

+
#

kConstantB <- 3.25 / 2

#

v=0.5% (ax*a)
if ((2 < abs.a) && (abs.a <= 3)) {

v =0.002 x a8 - 0.052 * a6 + 0.432 * a4 - 0.972 * a2 + 1.792

} else
a2 = a * a
a4 = a2 * a2
a6 = a2 * a4
a8 = a4 * a4
} else {
v = 3.25
by
return(v)

# Este proceso define la funcidn eta.

#

# Argumentos:

# y: Namero real.

#

# Salida:

# Valor que asume la funcidn

abs.y = abs(y)

if (abs.y <= 2) {

if ((2 < abs.y) && (abs.y <=

v =0.016 * (y7) - 0.312 * (y5) + 1.728 * (y3) - 1.944 x (y)

v=y
} else {
y2 =y *y
y3 = y2 *x y
yb = y3 * y2
y7 = y5 * y2
} else {
v=20
}
}
return(v)

eta en y.

3 {
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PhiFunction <- function(s, u) {

# Funcidén para obtener una estimacidn de la escala sigma.

Argumento:
s: Namero real.
u: Vector en R {(n-1)*(m-1)}.

Salida:

Valor que asume la funcién PhiFunction en (s, uw).
dim(u) [1] + 1

dim(u) [2] + 1

<-u/ s

<- sapply(u, RholFunction)

<- (sum(r) / ((m - 1) * (m - 1))) - kConstantB
return(p)

b

SigmaFunction <- function(y) {

bW R e B B O#®# O#®H O H O R R

# Funcidén que estima la escala.
#
# Argumento:
# y: Matriz de datos.
#
# Salida:
# Valor que asume la funcién definida en y.
sigma <- (median(abs(y)) / 0.6745) ~ 2
return(sigma)
}
ResiduesAR <- function(x, epsilon, beta) {

# Funcidén que calcula los residuos de el modelo AR-2D de tres parametros.

Argumento:
x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.
epsilon: Matriz n*n con distribucidén normal.

beta: Vector en R"3.

Salida:

Matriz (n-1)*(n-1) con los residuos del modelo AR-2D.
dim(x) [1]

dim(x) [2]
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res <- matrix(0, n, m)
res[1, ] <- epsilonl[1l, ]
res[, 1] <- epsilon[, 1]
for (i in 2:n) {
for (j in 2:m) {
res[i, j] = x[i, j1 - ((beta[1] * x[i-1, j1) + (betal2] * x[i, j-11)
+ (betal3] * x[i-1, j-11))

¥
resf <- res[2:n, 2:m]
return(resf)
+
ResiduesBIPAR <- function(x, epsilon, beta) {
# Funcién que calcula los residuos del modelo BIP-AR-2D de tres parametros.
#
Argumento:
x: Matriz de datos n*n generadapor un proceso AR-2D con parédmetros beta.
epsilon: Matriz n*n con distribucidén normal.

beta: Vector en R"3.

Salida:

Matriz (n-1)#*(n-1) con los residuos del modelo BIP-AR-2D.
dim(x) [1]

dim(x) [2]

res <- matrix(0, n, m)

B B # #®# ® # H #H*H =

res[1, 1 <- epsilon[l, ]
res[, 1] <- epsilon[, 1]
scale.value = SigmaFunction(epsilon)
for (i in 2:n){
for (j in 2:m){
resl[i, jl = x[i, j]1 - ((betal1] * x[i-1, j1) + (betal2] * x[i, j-11)
+ (betal3] * x[i-1, j-11)) - (scale.value * ((beta[1l] * EtaFunction(res[i-1, j]
/ scale.value)) + (betal[2] * EtaFunction(res[i, j-1] / scale.value))
+ (betal[3] * EtaFunction(res[i-1, j-1] / scale.value))))
+ (betall] * res[i-1, j1) + (betal2] * res[i, j-11) + (beta[3] * res[i-1, j-11)

}
resf <- res[2:n, 2:m]

return(resf)
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b
#
BetaSEstimationAR <- function(x, epsilon, beta) {
# Esta funcidn objetivo es usada para obtener, en la primera etapa, una S-estimacidn

de los paréametros con los residuos del modelo AR-2D puro:

Argumento:
x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.

epsilon: Matriz n*n con distribucidén normal.

Salida:

Vector en R™{(n-1)*(n-1)3.
dim(x) [1]

dim(x) [2]

<- 1.483 * median(abs(epsilon))

#
#
#
#
#
# Dbeta: Vector en R"3.
#
#
#
n
m
k

residue.AR.output = ResiduesAR(x, epsilon, beta)
s <- uniroot(PhiFunction, c(k/10, k*10), tol = 0.0001, u = residue.AR.output) [[1]]
rhol.partial <- sapply(residue.AR.output / s, RholFunction)
rhol.partial <- sapply(rhol.partial, sqrt)
r <- rhol.partial * s / (sqrt((n - 1) * (m - 1) * kConstantB))
return(r)
+
#
BetaSEstimationBIPAR <- function(x, epsilon, beta) {
# Esta funcidn objetivo es usada para obtener, en la primera etapa, una S-estimacidn

de los pardmetros con los residuos del modelo BIP-AR 2D.

Argumento:
x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.
epsilon: Matriz n*n con distribucidén normal.

#
#
#
#
#
# Dbeta: Vector en R"3.
#
#
#
n
m
k

Salida:

Vector en R~{(n-1)*(n-1)}.
dim(x) [1]

dim(x) [2]

<- 1.483 * median(abs(epsilon))

residue.BIPAR.output = ResiduesBIPAR(x, epsilon, beta)
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sB <- uniroot(PhiFunction, c¢(k/10, k*10), tol = 0.0001, u = residue.BIPAR.output)[[1]]
rhol.partial .BIP <- sapply(residue.BIPAR.output/sB, RholFunction)
rhol.partial .BIP <- sapply(rhol.partial.BIP, sqrt)
r <- rhol.partial.BIP * sB / (sqrt((n - 1) * (m - 1) * kConstantB))
return(r)
+
#
BetaMEstimationAR <- function(x, epsilon, beta, s) {
# Esta funcidn objetivo es usada para obtener, en la segunda etapa, una M-estimacidn

de los parametros con los residuos del modelo Ar-2D puro.

Argumento:
x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.
epsilon: Matriz n*n con distribucidén normal.
beta: Vector en R"3.

s: Namero real positivo.

Salida:

Vector en R°{(n-1)*(n-1)3}.

dim(x) [1]

dim(x) [2]

rho2.partial <- sapply(ResiduesAR(x, epsilon, beta)/s, Rho2Function)
/ ((a-1) * (m - 1))

r <- sapply(rho2.partial, sqrt)

8 B # # & ® # H H H H =

return(r)
b
#
BetaMEstimationBIPAR <- function(x, epsilon, beta, s) {
# Esta funcién objetivo es usada para obtener, en la segunda etapa, una M-estimacidn

# de los parametros con los residuos del modelo BIP-AR 2D.

Argumento:
x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.
epsilon: Matriz n*n con distribucién normal.

beta: Vector en R™3.

Salida:

#

#

#

#

# s: Namero real positivo.

#

#

# Vector en R°{(n-1)*(n-1)}.
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dim(x) [1]

dim(x) [2]

rho2.partial .BIP <- sapply(ResiduesBIPAR(x, epsilon, beta)/s, Rho2Function)
/ ((n-1) % (m- 1))

r <- sapply(rho2.partial.BIP, sqrt)

n

m

return(r)
+
S R R R R R
##Rutina para calcular la BMM-estimacidn
#
# N: Un nlmero real positivo. El valor N*N es el tamafio de la ventana.
N =28
# phiO: Vector de parametros del proceso observado.
phi0 = ¢(0.15,0.17,0.2)
# Una matriz "Y" de tamafio N*N es generada con el proceso AR-2D observado:
Y = ARprocess(N, phiO)
# prob: Un nimero entre O y 1.
prob = 0.1
# mu: Un nimero real. Es la media del proceso contaminante.
mu = 0
# sigm: Un niimero positivo. Es el desvio del proceso contaminante.
sigm = sqrt(50)
# Definicion de innovaciones correspondiente a "Y":
matrix.innovations <- matrix(0, nrow = N, ncol = N)
matrix.innovations[1l, ] <- Y[1, ]
matrix.innovations[, 1] <- Y[, 1]
for (i in 2:N) {
for (j in 2:N) {
matrix.innovations[i, j] = Y[i, j] - (phiO[1] * Y[i-1, ;1)
- (phiO[2] * Y[i, j-11) - (phiO[3] * Y[i-1, j-11)

ks

# La matriz "Y" es contaminada aditivamente:

Z.contaminated = AditCont(Y, prob, mu, sigm)

#

BMMEstimation <- function(Z) {
# Funcidén que obtiene la estimacidén BMM de los parémetros de "Z".
#

# Argumento:
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# Z: Matriz de datos N*N generada por un proceso AR-2D con paréametros beta.
#
# Salida:
# Vector en R"3 que contiene los parametros estimados por el método BMM.
#
#Desvio estimado:
k1l <- 1.483 * median(abs(matrix.innovations))
#Parametros iniciales obtenidos por la funcién LSFunction
par = LSFunction(Z)
HHHHHHHHHAFirst StepH#####H#Hn###
# Calculo de la S-estimacidén de los parametros:
nls.out <- nls.lm(par, lower = NULL, upper = NULL, fn = BetaSEstimationAR,
x = Z, epsilon = matrix.innovations, jac = NULL)
nls.out.B <-nls.lm(par, lower = NULL, upper = NULL, fn = BetaSEstimationBIPAR,
x = Z, epsilon = matrix.innovations, jac = NULL)
beta.s <- nls.out[[1]]
beta.sB <- nls.out.B[[1]]
MSE <- sum((phi0 - beta.s) =~ 2) / length(phiO)
MSE.B <- sum((phiO - beta.sB) ~ 2) / length(phiO)
if (MSE >= MSE.B) A{
beta.s.M <- beta.sB
} else {
beta.s.M <- beta.s
+
# Calculo de la M-estimacién de la escala:
sl <- uniroot(PhiFunction, c(k1/10, k1%10), tol = 0.0001,
u = ResiduesAR(Z, matrix.innovations, beta.s))[[1]]
82 <- uniroot(PhiFunction, c(k1/10, k1%*10), tol = 0.0001,
u = ResiduesBIPAR(Z, matrix.innovations, beta.sB))[[1]]
# Calculo de la M-estimacién final de la escala:
sigma <- min(sl, s2)
HEHHHHHESecond  Step##t##HEH T ###
# Calculo de la M-estimacién de los paréametros:
nls.out2 <- nls.lm(beta.s.M, lower = NULL, upper = NULL, fn = BetaMEstimationAR,
X = Z, epsilon = matrix.innovations, s = sigma)
nls.out2.B <- nls.lm(beta.s.M, lower = NULL, upper = NULL, fn = BetaMEstimationBIPAR,
X = Z, epsilon = matrix.innovations, s = sigma)
beta.BMM <- numeric()

suml <- sum((BetaMEstimationAR(Z, matrix.innovations, nls.out2[[1]], sigma))~2)
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sum2 <- sum((BetaMEstimationBIPAR(Z, matrix.innovations, nls.out2.B[[1]], sigma))~2)
if (suml <= sum2) {
beta.BMM = nls.out2[[1]]
} else {
beta.BMM = nls.out2.B[[1]]
+
return(beta.BMM)
+
BMMEstimation(Y)

A.2.2. Aplicacién

El codigo R transforma la imagen y ( contaminada o no contaminada) en una imagen restaurada
BMM-2D, llamada w1, usando el Algoritmo 1.

library(minpack.lm)
library(readbitmap)
library(ripa)

source ("BMM_estimate.R")

#Tamafio de la ventana deslizante:

k = 57

#Lectura de la imagen:

y <- read.bitmap("lenna.bmp")

#Seleccidén de la banda:

y=yvyl, , 1]

#Definimos el niimero de ventanas de tamafio k que entran en la imagen:
N <- dim(y) [1]

M <- dim(y) [2]

nfil = N
ncol = M
nvent = (nfil - 1) / (k - 1)
mvent = (ncol - 1) / (k - 1)

nvent = as.integer(nvent)

mvent = as.integer (mvent)

N = nvent * (k - 1) + 1
M =mvent * (k - 1) + 1
nfil <- N
ncol <- M

#La imagen original es recortada tal quetodos los bloques de tamafio k entren exactamente:
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y <- y[1:N, 1:M]
#
ResiduesAR2 <- function(x, beta) {
# Funcidén que calcula los residuos del modelo AR-2D de tres parémetros.
#
# Argumento:
# x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.

beta: Vector en R™3.

Matriz (n-1)*(n-1) con los residuos del modelo AR-2D.
dim(x) [1]
dim(x) [2]
res <- matrix(0, n, m)
for (i in 2:n) {
for (j in 2:m) {
res[i, j1 = x[i, j1 - ((beta[1] = x[i-1, j1) + (betal2] * x[i, j-11)
+ (betal3] * x[i-1, j-11))

#
#
# Salida:
#
n
m

}
}
resf <- res[2:n, 2:m]
return(resf)
}
#

ResiduesBIPAR2 <- function(x, beta) {
# Funcién que calcula los residuos del modelo BIP-AR 2D de tres parametros.
#
Argumento:
x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.
beta: Vector en R"3.

Salida:

Matriz (n-1)*(n-1) con los residuos del modelo BIP-AR 2D.
dim(x) [1]

dim(x) [2]

res <- matrix(0, n, m)

B B & H* H H ® =

scale.value = SigmaFunction(ResiduesAR2(x, beta))
for (i in 2:n){
for (j in 2:m){
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+
#

res[i, j1 = x[i, j1 - ((beta[1] * x[i-1, j1) + (betal2] * x[i, j-11)
+ (betal3] * x[i-1, j-11)) - (scale.value
* ((beta[1] * EtaFunction(res[i-1, j] / scale.value))
+ (betal[2] * EtaFunction(res[i, j-1] / scale.value))
+ (betal3] * EtaFunction(res[i-1, j-1] / scale.value))))
+ (betall] * res[i-1, jl1) + (betal[2] * res[i, j-1]) + (betal[3] #* res[i-1, j-11)

+
resf <- res[2:n, 2:m]
return(resf)

BetaSEstimationAR2 <- function(x, beta) {

¥
#

# Esta funcidn objetivo es usada para obtener, en la primera etapa, una S-estimacidn.

de los paréametros con los residuos del modelo AR-2D puro:

#

#

# Argumento:

# x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.
# Dbeta: Vector en R73.
#

#

#

n

ul

Salida:

Vector en R {(n-1)*(n-1)3.

dim(x) [1]

dim(x) [2]

residue.AR.output = ResiduesAR2(x, beta)

8 <- uniroot(PhiFunction, c(1/(10~15), 10%(10~15)), tol = 0.01,
u = residue.AR.output) [[1]]

rhol.partial <- sapply(residue.AR.output / s, RholFunction)
rhol.partial <- sapply(rhol.partial, sqrt)
r <- rhol.partial * s / (sqrt({(n - 1) * (m - 1) * kConstantB))

return(r)

BetaSEstimationBIPAR2 <- function(x, beta) {

# Esta funcidén es usada para obetener, en la primera etapa, una S-estimacidn
# de los parametros con los residuos del modelo BIP-AR 2D:

#

# Argumento:

# x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parametros beta.
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i
#

beta: Vector en R"3.

Vector en R °{(n-1)*(n-1)3}.

dim(x) [1]

dim(x) [2]

residue.BIPAR.output = ResiduesBIPAR2(x, beta)

sB <- uniroot(PhiFunction, c(1/(10~15), 10%x(10~15)), tol = 0.01,
u = residue.BIPAR.output) [[1]]

rhol.partial .BIP <- sapply(residue.BIPAR.output/sB, RholFunction)

#
#
# Salida:
#
n
m

rhol.partial .BIP <- sapply(rhol.partial.BIP, sqrt)
r <- rhol.partial.BIP * sB / (sqrt((n - 1) * (m - 1) * kConstantB))

return(r)

BetaMEstimationAR2 <- function(x, beta, s) {

¥
#

# Esta funcidn objetivo es usada para obtener, en la primera etapa, una M-estimacidn

# de los parametros con los residuos del modelo AR-2D puro:
#

# Argumento:

# x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con pardmetros beta.
# beta: Vector en R"3.

# s: Namero real positivo.

#

# Salida:

# Vector en R*{(n-1)*(n-1)}.

n = dim(x) [1]

m = dim(x) [2]

rho2.partial <- sapply(ResiduesAR2(x, beta)/s, Rho2Function) / ((n - 1) * (m - 1))
r <- sapply(rho2.partial, sqgrt)

return(r)

BetaMEstimationBIPAR2 <- function(x, beta, s) {

# Esta funcidén objetivo es usada para obtener, en la primera etapa, una M-estimacidn

# de los parametros con los residuos del modelo BIP-AR 2D:
#
# Argumento:

# x: Matriz de datos n*n generada por un proceso AR-2D con parémetros beta.
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# Dbeta: Vector en R"3.
# s: Namero real positivo.
#
# Salida:
# Vector en R-{(n-1)*(n-1)}.
n = dim(x) [1]
m = dim(x) [2]

rho2.partial .BIP <- sapply(ResiduesBIPAR2(x, beta)/s, Rho2Function)

r

/ ((n-1) * (m - 1))
<- sapply(rho2.partial.BIP, sqrt)

return(r)

i
#

# Comienza la reconstruccidén de la imagen por el método BMM.

wl

for

matrix(0, N, M)

(ii in 1:nvent) {

for (jj in 1l:mvent) {

z1ij = yLC(Ei-1)*(k-1)+1) : (Lix(k-1)+1), ((§j-1)*(k-1)+1): (ji*(k-1)+1)]
mediaij = mean(z1ij)

z1ij = z1ij - mediaij

wilij = z1ij
wlijLs = z1ij
wlij.1 = z1ij

wlij.1B = z1ij
par <- LSFunction(wlijLS)
nls.out <- nls.lm(par, lower = NULL, upper = NULL, fn = BetaSEstimationAR2,
x = zlij, jac = NULL)
nls.out.B <- nls.lm(par, lower = NULL, upper = NULL,
fn = BetaSEstimationBIPAR2, x = z1ij, jac = NULL)
beta.s <- nls.out[[1]]
beta.sB <- nls.out.B[[1]]
for (i in 2:k) {
for (j in 2:k) {

wlij.1[i, j] = beta.s[1] * z1ij[i-1, jl + beta.s[2] * z1ij[i, j-1]

+ beta.s[3] * z1ij[i-1, j-1]

wlij.1B[i, j1 = beta.sB[1] * z1ij[i-1, j]l + beta.sB[2] * =z1lij[i, j-1]

+ beta.sB[3] * z1ijl[i-1, j-1]
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MSE <- sum((z1ij - wiij.1) ~ 2) / length(z1ij)
MSE.B <- sum((z1ij - wiij.1B) ~ 2) / length(zlij)
if (MSE <= MSE.B) {

beta.sM <- beta.sB

} else {
beta.sM <- be.s
}
sl <- uniroot(PhiFunction, c(1/10~15, 10%(10~15)), tol = 0.01,
u = ResiduesAR2(zlij, beta.s)) [[1]]
82 <- uniroot(PhiFunction, c(1/10~15, 10%(10~15)), tol = 0.01,

u = ResiduesBIPAR2(z1ij, beta.sB))[[1]]
sigma <- min(sl, s2)
nls.out2 <- nls.lm(beta.sM, lower = NULL, upper = NULL,
fn = BetaMEstimationAR2, x = zlij, s = sigma, jac = NULL)
nls.out2.B <- nls.lm(beta.sM, lower = NULL, upper = NULL,
fn = BetaMEstimationBIPAR2, x = zlij, s = sigma, jac = NULL)
beta.BMM <- numeric()
suma.l <- sum((BetaMEstimationAR2(z1ij, nls.out2[[1]], sigma)) ~ 2)
suma.2 <- sum((BetaMEstimationBIPAR2(z1ij, nls.out2.B[[1]], sigma)) ~ 2)

if (suma.l <= suma.2) {

beta.BMM = nls.out2[[1]]

} else {
beta.BMM = nls.out2.B[[1]]
}

for (i in 2:k) {
for (j in 2:k) {
wiijli, j1 = beta.BMM[1] * z1ij[i-1, j] + beta.BMM[2] * z1ij[i, j-1]
+ beta.BMM[3] * z1ij[i-1, j-1]

¥
wlij = wiij + mediaij
wil(Ei-D*(k-1)+2) : (1i*x(k-1)+1), ((Gj-D*%-1)+2): (Gi*(k-1)+1)] = wiij[2:k, 2:k]

i

# Muestra la imagen reconstruida wl
plot (imagematrix{(normalize(wl)))

# Genera la imagen diferencia:
image.segmented <- y-wl

# Muestra la imagen diferencia y-wl
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plot (imagematrix(normalize(y-wl)))
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