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Resumen El estudio de la lógica modal [Blackburn et al., 2001], desde Aristóteles, pro-
viene del deseo de analizar ciertos argumentos filosóficos y aśı poder establecer la verdad
de una proposición: por ejemplo, una proposición puede ser falsa ahora pero verdadera más
tarde, o por el contrario necesariamente verdadera, y aśı sucesivamente. Lo que llamamos
lógica modal describe el comportamiento abstracto de las modalidades � y ♦, pero abarca
una amplia cantidad de modalidades ’reales’ en las expresiones lingǘısticas: tiempo, nece-
sidad, posibilidad, obligación, conocimiento, creencia, etc. Semánticamente, los operadores
modales y más precisamente el ♦, nos permite describir propiedades de los diferentes estados
que podemos alcanzar a partir de un punto de evalación.

Desde que la teoŕıa de modelos modal comenzó a desarrollarse, existe una tendencia
a utilizar métodos basados en la teoŕıa de modelos en lugar de aquellos basados en la
teoŕıa de prueba ya que los sistemas de prueba clásicos eran generalmente insuficientes. Sin
embargo, en los últimos años, nuevas técnicas fueron desarrolladas y los sistemas de prueba
comenzaron a ser mayormente utilizados ya que proveen ciertas ventajas cuando se trabaja
con el análisis y estandarización de pruebas. Para tener más detalles sobre esta dicotomı́a
vease [Negri, 2005]. La deducción etiquetada propuesta por Gabbay [Gabbay, 1996] en los
80’s se presentó como un marco unificador de la teoŕıa de prueba para proporcionar sistemas
de prueba para una amplia gama de lógicas. Para las lógicas modales, también puede tomar
la forma de deducción natural etiquetada y sistemas de secuentes etiquetados como los de
Simpson [Simpson, 1994], Vigano [Vigano, 2013] y Negri [Negri, 2005]. Estos formalismos
hacen un uso expĺıcito no sólo de las etiquetas sino también de los átomos relacionales que
hacen referencia a la relación de accesibilidad con un modelo de Kripke [Kripke, 1959].

Continuaremos con la elección de una presentación de secuentes. Más precisamente, en
este trabajo, el objetivo principal consiste en desarrollar un sistema de secuentes etiquetados
para la lógica modal intuicionista, que involucra dos śımbolos de relación: uno para la
relación de accesibilidad asociada con la semántica de Kripke para lógicas modales clásicas,
y otra relación de pre-orden asociada a la semántica de Kripke para la lógica intuicionista.
Para obtener este resultado, utilizamos un cálculo de secuentes etiquetado propuesto por
Negri [Negri, 2005] para lógicas modales clásicas y lo extendimos con una relación de pre-
orden. Esto permite tener un sistema etiquetado en estrecha correspondencia con los modelos
bi-relacionales de Kripke.

Abstract The study of modal logic [Blackburn et al., 2001], going back to Aristotle, comes
from the desire to analyse certain philosophical arguments, and thus qualify finely the truth
of a proposition: for example a proposition may be false now but true later, or on the contrary
true and necessarily so, and so on. What is now called modal logic describes the behaviour
of the abstract modalities � and ♦, but covers a wide range of ‘real’ modalities in linguistic
expressions: time, necessity, possibility, obligation, knowledge, belief, etc. Semantically, the
modal operators and more precisely the ♦, allows to describe properties of the different
states that you can reach from the evaluation point.

Since the modal model theory began to develop, there is a tendency to use methods based
on model theory instead of proof theory, because the classical proof systems were generally
insufficient. However, in the last years, new techniques were developed, and proof systems
began to be more familiar, that’s why they have certain advantages when it comes to analysis
or standardization of proofs. Look at [Negri, 2005] to have more details of this dichotomy.
Labelled deduction has been more generally proposed by Gabbay [Gabbay, 1996] in the 80’s
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as a unifying framework throughout proof theory in order to provide proof systems for a
wide range of logics. For modal logics it can also take the form of labelled natural deduction
and labelled sequent systems as used, for example, by Simpson [Simpson, 1994], Vigano
[Vigano, 2013], and Negri [Negri, 2005]. These formalisms make explicit use not only of
labels, but also of relational atoms that reference the accessibility relation with a Kripke
model [Kripke, 1959].

We will continue with a choice of a sequent presentation. More precisely, in this work,
the main goal consists of developing a labelled sequent system for intuitionistic modal logic,
that comes with two relation symbols: one for the accessible world relation associated with
the Kripke semantics for classical modal logics, and one for the preorder relation associated
with the Kripke semantics for intuitionistic logic. To obtain this result, we used a labelled
sequent calculus proposed by Negri [Negri, 2005] for classical modal logics and we extended
it with a preorder relation. That allows to have a labelled system in close correspondence
to the birelational Kripke models.

Palabras clave: lógica modal, lógica intuicionista, cálculo de secuentes etiquetados,
teoŕıa de prueba, Gentzen, modelos bi-relacionales.

Key words: modal logic, intuitionistic logic, labelled sequent calculus, proof theory,
Gentzen, bi-relational models.
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1.2. Lógicas modales y su teoŕıa de prueba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3. Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4. Organización del trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2. Lógica modal clásica 11
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Introducción

Existen al menos dos formas de caracterizar todas las verdades o teoremas de una lógica:
por un lado, el formato conocido como axiomatización a la Hilbert y por otra parte, el for-
mato que sigue el estilo de Gentzen, el cual utiliza reglas de secuentes. En este trabajo final,
nuestra contribución se basa en un cálculo de secuentes para lógicas modales intuicionistas.
El resultado se obtiene a partir de extender un cálculo para lógicas modales clásicas con una
relación de pre-orden (≤) (además de la relación de accesibilidad que nos provee la lógica
modal básica) con el objetivo de poder capturar el comportamiento intuicionista. Desde un
punto de vista de la lógica modal, esencialmente la lógica modal intuicionista es simplemen-
te una lógica con dos modalidades, donde una de ellas es interpretada en una relación de
pre-orden. En esta introducción, haremos un breve recorrido por la historia de la teoŕıa de
prueba y su relación con las lógicas modales, aśı como también veremos qué aporta nuestro
nuevo cálculo sobre otros.

1.1. Teoŕıa de prueba
En el razonamiento matemático, existen los teoremas y sus demostraciones. Frecuente-

mente, existen distintas demostraciones para un mismo teorema y nos interesa estudiar y
entender sus similitudes y sus diferencias. Por otro lado, es posible que las demostraciones
de distintos teoremas compartan ciertos patrones, como por ejemplo, inducción o reducción
por el absurdo. Parte de nuestro trabajo es entender cuáles son los contextos de aplicación
de estas formas particulares de razonamiento y cómo hacerlo. Sin embargo, con el objetivo
de comunicar demostraciones (es decir, presentar demostraciones a otras personas y que
ellas las comprendan) los matemáticos usualmente utilizan lenguaje natural con algunos
śımbolos especiales. Con el objeto de describir de manera precisa las demostraciones, es ne-
cesario contar con un lenguaje puramente matemático. De esta manera nace una disciplina
dedicada a estudiar las demostraciones como un objeto formal: la teoŕıa de prueba (en inglés
proof theory). Frege lideró esta disciplina sugiriendo que las pruebas deben ser consideradas
como objetos de estudio matemático en 1879 en su libro Begriffschrift [Frege, 1879]. Luego,
Hilbert siguió las ideas de Frege proponiendo una definición de un sistema deductivo para
formalizar el razonamiento [Hilbert, 1967].

La Teoŕıa de Prueba puede ser considerada como uno de los cuatro pilares de la lógica
matemática junto con la teoŕıa de modelos, la teoŕıa de conjuntos y la teoŕıa de la recursión.
Al diseñar diversos formalismos para ver las pruebas como objetos matemáticos, debemos

7



1. INTRODUCCIÓN 8

entender sus propiedades a través de métodos matemáticos formales. Desde el punto de vista
de las ciencias de la computación, una aplicación directa podŕıa ser el desarrollo de algo-
ritmos para demostrar teoremas automáticamente (demostradores automáticos), o verificar
pruebas matemáticas (verificación/comprobación automática de teoremas). Otra aplicación
podŕıa ser extraer de una prueba un algoritmo; por ejemplo, si el teorema establece la
existencia de un objeto, este objeto también podŕıa construirse efectivamente; otro ejemplo
podŕıa ser el uso de las demostraciones fallidas para la construcción de contraejemplos. Por
otro lado, desde un punto de vista más abstracto, podŕıamos tratar de entender qué axio-
mas se requieren para demostrar ciertos teoremas (matemática inversa), como aśı también
comparar diferentes métodos de prueba y, en particular, los tamaños de las pruebas que
producen (complejidad de la prueba).

Aśı, como mencionamos al comienzo, podŕıamos decir que las matemáticas están hechas
de muchos lemas, algunos teoremas y de sus pruebas. Se podŕıa decir que los matemáticos
no demuestran un teorema desde cero, si no que construyen la prueba a partir de demostrar
otras afirmaciones intermedias que son llamadas lemas. En un sistema deductivo a la Hilbert
y Frege, para probar un teorema T, es posible utilizar un lema dado L si, por un lado,
podemos probar L y si, por otra parte, podemos inferir T de L. Este paso de razonamiento
es llamado Modus Ponens. El desaf́ıo radica en encontrar el lema apropiado.

Sin embargo, para las aplicaciones que mencionamos, cambiar a una teoŕıa diferente del
teorema que queremos demostrar puede no resultar tan sencillo, por lo que muchas veces
preferimos una demostración sin lemas. Es importante aclarar que no todas las pruebas
matemáticas pueden realizarse libres de lemas.

Fue aśı que Gentzen en su Untersuchungen über das logische Schließen. I en 1934 [Gen-
tzen, 1934] introdujo métodos teóricos de prueba para demostrar resultados en la lógica
matemática. En particular, Gentzen fue quién desarrolló el cálculo de secuentes, una re-
presentación alternativa de las pruebas que promueven las reglas de inferencia sobre los
axiomas. El teorema de cut-elimination o también conocido como Hauptsatz declara que
cualquier prueba en el cálculo de secuentes puramente lógica puede transformarse en una
forma anaĺıtica normal. Esto quiere decir que en cálculo de secuentes, cualquier prueba pue-
de ser realizada sin lemas. Para poder probar el Hauptsatz, uno necesita mostrar que una
regla llamada cut, la cual reformula Modus Ponens en el cálculo de secuentes, es redundante
en el sistema. Es decir, establece que cualquier prueba que tenga una demostración en el
cálculo de secuentes utilizando cut, también tiene una demostración sin esta regla.

Otra de las grandes contribuciones de Gentzen fue el estudio paralelo de las lógicas
clásicas e intuicionistas. Las lógicas intuicionisticas surgen con Brouwer [Brouwer, 1920]
como una formalización del razonamiento constructivista (la existencia de un objeto es
equivalente a la posibilidad de su construcción), rechazando el Principio del Tercero Exclúıdo
el cual establece que una proposición tiene que ser verdadera o falsa. Mientras que en la
lógica intuicionista puede haber incertidumbre sobre si una proposición se mantiene o no,
en la lógica clásica, el principio es aceptado.

En este trabajo, vale la pena destacar que por lógica intuicionista nos referimos a la
lógica intuicionista proposicional básica. A la hora de definir cálculos de prueba para esta
lógica, una caracteŕısitica importante es que es posible obtener tales cálculos, simplemente
restringiendo sintácticamente el cálculo de prueba para la lógica clásica correspondiente
[Dalen, 2004] (en nuestro caso, lógica proposicional).

El enfoque intuicionista fue utilizado sobre diferentes lógicas. En este trabajo, nos centra-
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remos en el desarrollo de un cálculo de secuentes para una lógica modal intuicionista. Como
se discutirá en las siguientes secciones, el enfoque modal se acopla adecuadamente, ya que
una de las caracteŕısticas principales es la definición y combinación de nuevos operadores,
dando origen a nuevas familias de lógicas modales. Desde esta perspectiva, la componente
intuicionista es simplemente una modalidad en el lenguaje.

1.2. Lógicas modales y su teoŕıa de prueba
En sus comienzos, las lógicas modales surgen del deseo de analizar ciertos conceptos

filosóficos como necesidad, creencia, conocimiento, obligación, entre otros. Lo que llamamos
lógicas modales se obtienen como extensiones de lógicas clásicas (por ejemplo: lógica propo-
sicional o lógica de predicados) describiendo el comportamiento de modalidades como � y
♦ que representan los conceptos a investigar. Más precisamente estos operadores permiten
describir propiedades de los estados accesibles desde el punto de evaluación. Las lógicas
modales más estudiadas son aquellas basadas en el razonamiento clásico. El interés en las
versiones intuicionistas de las lógicas modales se produjo mucho más tarde y de dos fuen-
tes diferentes: por un lado, los lógicos se interesaron por obtener versiones intuicionistas (es
decir, utilizando razonamiento constructivista), y por otra parte, aplicaciones de las mismas.

Desde Aristóteles y con un gran desarrollo en la Edad Media se fundan las bases de
la lógica modal. Su consolidación se produjo a fines de la década de 1950 y principios de
la década de 1960 con el desarrollo de una semántica basada en los “mundos posibles”
introducida por Kripke [Kripke, 1959] (de alĺı el nombre de la semántica). Nos permite
ver a la lógica modal como un lenguaje para grafos o bien como un lenguaje para describir
procesos, es decir, ver a los elementos del grafo como un conjunto de estados computacionales
y ver a las relaciones como acciones que transforman un estado a otro.

Como consecuencia de lo propuesto por Kripke, en términos de teoŕıa de prueba, algunas
extensiones para secuentes fueron incorporadas beneficiando el manejo de las modalidades.
Dos enfoques se destacaron dentro de estas extensiones: por un lado, sistemas que incorporan
semántica relacional expĺıcita en su formalismo, llamados sistemas etiquetados deductivos
como los cálculos etiquetados [Negri, 2005] y el método de tablas semánticas (mejor conocido
en inglés como semantic tableaux [Fitting, 1983]), y por otra parte, sistemas que utilizan
dispositivos sintácticos para recuperar el lenguaje modal, llamados sistemas deductivos sin
etiquetas (por ejemplo: hypersequents [Avron, 1996], nested sequents [Brünnler, 2009]). Aśı,
los teóricos de prueba interesados en la lógica modal tienen a su disposición una amplia
gama de diferentes formalismos de prueba para elegir, que nos permiten tener herramientas
complementarias para poder explorar la teoŕıa de prueba de la lógica modal. El trabajo
de esta tesis nos muestra uno de estos formalismos nombrados, el de sistemas de pruebas
etiquetados, para analizar pruebas modales.

1.3. Motivación
Nuestro trabajo se centra en sistemas de prueba etiquetados para lógicas modales intui-

cionistas usando dos tipos de relaciones de accesibilidad. Esto significa que hay un śımbolo
relacional para la relación de accesibilidad modal y una para la relación futura (o conocida
como relación de pre-orden). Esta es una novedad ya que nos permite poner el sistema de
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prueba en estrecha relación con la semántica birelacional de Kripke.
Extendemos el sistema etiquetado propuesto por Negri para la lógica modal básica [Negri,

2005] con la relación de pre-orden que se nombró anteriormente (la relación de accesibilidad
ya esta presente en el cálculo para la lógica clásica) para capturar lógicas modales intuicio-
nistas. Para nuestro nuevo sistema, probamos tanto correctitud como completitud, aśı como
también utilizamos el sistema etiquetado propuesto por Simpson [Simpson, 1994] para de-
mostrar que nuestro sistema es un sistema libre de cut. Por último y como trabajo a futuro,
extendemos nuestro sistema agregando el axioma de Scott-Lemmon volviendo a demostrar
correctitud y completitud para nuestro nuevo sistema (con el axioma agregado).

1.4. Organización del trabajo
Esta tesis se estructura de la siguiente manera:
En el Caṕıtulo 2 presentamos a la lógica modal básica con su sintaxis, semántica y sus

distintos formatos de caracterización: presentamos una axiomatización a la Hilbert y una
axiomatización a la Gentzen, en donde vemos en detalle el cálculo de secuentes etiquetado
propuesto por Negri [Negri, 2005].

En el Caṕıtulo 3 se presentan los conceptos de sintaxis y semántica para la lógica modal
intuicionista como aśı también una axiomatización a la Hilbert.

En el Caṕıtulo 4 se plantea en detalle el problema principal que abordamos y se presenta
en detalle el sistema de secuentes etiquetado propuesto para la lógica modal intuicionista
(llamado labIK♥). Se ven en detalle cada una de las reglas de secuentes que conforman al
sistema. En este caṕıtulo también se desarrolla la demostración de que nuestro sistema es
correcto.

En el Caṕıtulo 5 se desarrolla una prueba de completitud sintáctica por medio del siste-
ma a la Hilbert para el sistema labIK♥. Se realiza una demostración en la que se demuestran
todos los axiomas de la lógica modal proposicional, se simula modus ponens y necesitación,
y se prueban las variantes k1, ... k5 del axioma de distributividad k (presentados en detalle en
el Caṕıtulo 3). De esta prueba se obtiene un sistema completo con la regla de cut (utilizada
para simular modus ponens).

En el Caṕıtulo 6 se presentan algunas ĺıneas de trabajo futuro. Entre ellas, se continuará
trabajando en una prueba de completitud utilizando el sistema de secuentes propuesto por
Simpson [Simpson, 1994]. Y por otra parte, se presentan algunas extensiones del sistema
labIK♥ para generar lógicas más fuertes. En particular, en el Caṕıtulo 6 extendemos nuestro
sistema con el axioma de Scott-Lemmon o también conocido como gklmn.

Por último, en el Caṕıtulo 7 presenta un breve resumen de lo realizado a lo largo de
este trabajo final de Licenciatura como aśı también se incluye una pequeña sección de la
experiencia que tuve a lo largo de este trabajo.
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Lógica modal clásica

Usualmente, existen situaciones donde necesitamos como herramienta de modelado una
lógica que tenga buenas propiedades computacionales. En estos casos, la lógica de pri-
mer orden (LPO) [Enderton, 1972] no es la mejor alternativa. En particular, las tareas
de inferencia para LPO no son tratables computacionalmente. Por ejemplo, el problema
de determinar si una fórmula ϕ de LPO es satisfacible, es indecidible [Church, 1936; Tu-
ring, 1937; Berger, 1966], mientras que model checking (es decir, dado un modelo M
y una fórmula ϕ, determinar si M satisface ϕ) es PSPACE-completo [Stockmeyer, 1974;
Chandra and Merlin, 1977; Vardi, 1982]. Por este motivo, es natural buscar nuevos lengua-
jes con mejores propiedades computacionales. Las lógicas modales [Blackburn et al., 2001;
Blackburn and van Benthem, 2006] se encuentran dentro de esta familia de lógicas: son
lógicas diseñadas para hablar de estructuras relacionales lo cual permite su utilización en
diversos campos: lingǘıstica, verificación de software, teoŕıa de juegos, etc. Es por este motivo
que las lógicas modales resultan una elección tan recurrente en ciencias de la computación:
en general, poseen un buen balance entre expresividad y comportamiento computacional.

En este trabajo nos dedicaremos al estudio de lógicas modales intuicionistas. En este
caṕıtulo, comenzaremos por introducir las nociones básicas de la lógica modal clásica: su
sintaxis, su semántica, y una discusión sobre su teoŕıa de prueba, para luego trabajar sobre
el caso intuicionista en los caṕıtulos siguientes.

2.1. Sintaxis y semántica
El lenguaje de la lógica modal básica se obtiene extendiendo lógica proposicional clási-

ca con los conectivos modales � y ♦, los cuales históricamente representan necesidad y
posibilidad respectivamente.

Definición 1. Sea PROP un conjunto infinito contable de proposiciones atómicas, las fórmu-
las modales se construyen a partir de la siguiente gramática:

A ::= a | ā | > | ⊥ | A ∧ A | A ∨ A | �A | ♦A,

donde a ∈ A y ā es su negación.
Siempre asumimos que las fórmulas están en negation normal form, esto es, la negación

está restringida a los átomos. Cuando escribimos ¬A, nos referimos al resultado de computar
la negation normal form, utilizando las siguientes equivalencias: ¬a ≡ ā, ¬ā ≡ a, ¬¬A ≡

11
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A, ¬(A ∧B) ≡ ¬A ∨ ¬B y ¬�A ≡ ♦¬A, donde ≡ denota equivalencia. La implicación
material puede ser definida a partir de este conjunto de conectivos como: A⊃B := ¬A ∨B.
> and ⊥ son las constantes usuales denotando verdadero y falso respectivamente.

Como dijimos anteriormente, las fórmulas de lógica modal se interpretan sobre estruc-
turas relacionales. Por razones históricas, dichas estructuras se conocen como modelos de
Kripke [Kripke, 1959]. La semántica en términos de estos modelos se conoce como semánti-
ca de Kripke o por la interpretación original de los operadores modales, como semántica de
mundos posibles. Intuitivamente, un modelo es un grafo dirigido con etiquetas en los nodos,
y las fórmulas modales permiten expresar propiedades de estos grafos. A la estructura rela-
cional, sin considerar las etiquetas en los nodos, se la conoce como frame. A continuación
introducimos formalmente la definición de frame y de modelo de Kripke.

Definición 2. (Frame) Un frame es un par 〈W, R〉 donde W es un conjunto no vaćıo de
mundos posibles y R es una relación binaria (mejor conocida como relación de accesibilidad)
tal que R ⊆ W ×W .

Las lógicas modales permiten describir axiomáticamente propiedades estructurales de un
modelo, es decir propiedades del frame. Ejemplos de esto pueden ser reflexividad, transiti-
vidad, o simetŕıa de la relación de accesibilidad.

Agregando valuaciones a los mundos, obtenemos los modelos de Kripke:

Definición 3. (Modelos de Kripke) Un modelo M es una tupla 〈W, R, V 〉, donde 〈W, R〉
es un frame, y V : W → 2PROP es una función de valuación, que asigna a cada mundo w un
conjunto de variables proposicionales que se hacen verdaderas en w. Sea w ∈ W , llamamos
a M, w un pointed model.

La Figura 2.1 muestra un ejemplo de un modelo de Kripke. Podemos observar que el mo-
deloM es un grafo con 3 elementos, {w, v, u}. w está etiquetado con p, u con p y q, y v no po-
see etiqueta. Formalmente, M=〈W, R, V 〉, donde W = {w, v, u}, R = {(w, v), (w, u), (v, v),
(v, u), (u, v)}, y V (w)={p}, V (u) = {p, q}.

w

{p}

v

u
{p, q}

M

Figura 2.1: Ejemplo de un modelo de Kripke.

Una proposición expresada por una fórmula que involucra solo los conectivos lógicos de
la lógica proposicional se determina localmente sobre un mundo en particular y es inde-
pendiente del estado de otros mundos. Por otra parte, una proposición expresada por una
fórmula que involucra las modalidades depende fundamentalmente del estado de otros mun-
dos. En un mundo w, la fórmula ♦A expresa la proposición de que A es cierta en algún
mundo v considerado posible desde el punto de vista de w (técnicamente, la definición de
que v es posible de acuerdo con w será modelada por la relación de accesibilidad del modelo).
Dualmente, la fórmula �A expresa la proposición (en w) de que A es verdadera en todos
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los mundos v considerados posibles por w. De este modo, el significado de las modalidades
� y ♦ recibe una lectura basada en la noción primitiva de verdad relativa, es decir, verdad
en un mundo.

Los operadores de la lógica modal básica describen propiedades locales de los modelos,
lo que significa que las fórmulas son evaluadas en algún punto espećıfico. Para eso usamos
pointed models.

Definición 4. SeaM = 〈W, R, V 〉 un modelo, w ∈ W y A una fórmula, decimos queM, w
satisface A (denotado M, w 
 A) si:

M, w 
 a sii a ∈ V (w)
M, w 
 ā sii a 6∈ V (w)

M, w 
 A ∧B sii M, w 
 A y M, w 
 B
M, w 
 A ∨B sii M, w 
 A o M, w 
 B
M, w 
 �A sii para todo v ∈ W tal que wRv y M, v 
 A
M, w 
 ♦A sii existe v ∈ W tal que wRv y M, v 
 A

Una fórmula A es satisfacible si existe un pointed model M, w tal que M, w 
 A.
Diremos que una fórmula A es válida en un modelo (notación M � A) M si y sólo si en
todos los estados w ∈ W vale M, w 
 A.

Notemos la correspondencia entre � y el cuantificador ∀, aśı como también la corres-
pondencia entre el operador ♦ y el cuantificador ∃. En particular, podemos identificar a la
lógica modal clásica como un fragmento de la lógica de primer orden clásica simplemente
internalizando su semántica en LPO.

Como se mencionó anteriormente, en este trabajo nos interesa estudiar los teoremas
y sus demostraciones, en particular, de la lógica modal intuicionista. Para ello veremos
las demostraciones como objetos formales. Existen diferentes tipos de sistemas de pruebas
para un lenguaje lógico, cada uno con ciertas caracteŕısticas particulares. Por ejemplo, los
sistemas á la Hilbert en general consisten de un conjunto de axiomas, y unas pocas reglas que
permiten inferir teoremas a partir de axiomas. En contrapartida, en los sistemas á la Gentzen
predominan las reglas de inferencia por sobre los axiomas. A continuación presentaremos
ambos tipos de sistemas para la lógica modal clásica.

2.2. Axiomatizaciones á la Hilbert
Presentaremos a la lógica modal básica y su teoŕıa como la llamada lógica modal K. La

misma se obtiene a partir de una axiomatización arbitraria de la lógica proposicional clásica,
agregando los siguientes componentes:

la regla de necesitación: si A es un teorema de K, entonces �A también lo es.

el axioma de distributividad, normalmente escrito de la siguiente forma:

k : �(A⊃B)⊃ (�A⊃�B).

Es importante mencionar que lo que llamamos un axioma aqúı es de hecho, como es
estándar en las axiomatizaciones al estilo de Hilbert, un esquema de axiomas, para evitar
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una mención expĺıcita de la regla de sustitución. Más concretamente, una derivación es una
lista de fórmulas que son instancias de algunos esquemas de axiomas dados o deducciones
de fórmulas anteriores combinadas usando una regla de inferencia. Además, como estamos
aceptando el esquema del axioma k en nuestro sistema base, todas las lógicas que conside-
ramos pertenecen a la familia de las lógicas modales normales. Se pueden obtener lógicas
modales más fuertes agregando a K otros axiomas que contienen los conectivos modales. Una
clase de axiomas modales que serán de nuestro interés han sido propuestos por Lemmon y
Scott en [Lemmon and Scott, 1977]. Estos axiomas denominados de Scott-Lemmon están
definidos esquemáticamente por una 4-upla de números naturales 〈h, i, j, k〉 como:

ghijk := ♦h�iA⊃�j♦kA,

donde �n denota n ocurrencias de � (♦n denota n ocurrencias de ♦). Notemos que en el
caso clásico ghijk y gjkhi son equivalentes por De Morgan.

Consideraremos también una subclase particular de estos axiomas llamados path Scott-
Lemmon axioms que corresponden al caso donde i+k es exactamente igual a 1. Por ejemplo,
obtenemos el siguiente axioma:

gh1j0 := ♦h�A⊃�jA

Algunas ocurrencias espećıficas del axioma de Scott-Lemmon se han estudiando con
distintos nombres, como por ejemplo:

g0001 corresponde al axioma t := A⊃ ♦A
g0011 corresponde al axioma b := A⊃�♦A
g0101 corresponde al axioma d := �A⊃ ♦A
g1002 corresponde al axioma 4 := ♦A⊃ ♦♦A
g1011 corresponde al axioma 5 := ♦A⊃�♦A
g1111 corresponde al axioma 2 := ♦�A⊃�♦A

Podemos notar que t, b, 4 y 5 son path Scott-Lemmon axioms, pero d y 2 no lo son.
Seleccionando subconjuntos de estos axiomas nos permite a priori definir treinta y dos

lógicas modales. Sin embargo, algunas de ellas coinciden. Por ejemplo, los conjuntos {b, 4}
y {t, 5} ambos dan como resultado la lógica modal conocida como S5. Se obtienen quince
lógicas modales distintas que se extienden entre K y S5 y se pueden representar en un cubo,
como se muestra en la Figura 2.2. Este cubo es conocido como el cubo S5.

La sintáxis y la semántica descripta en la Sección 2.1 se vinculan mediante el hecho de
que la lógica K es correcta y completa con respecto a la clase de todos los frames.

Teorema 1. ([Kripke, 1963]). Una fórmula A es un teorema de K si y sólo si A es válida
en cada frame.

Además, el poder de esta construcción es que este enlace no está restringido a K: algunas
clases de fórmulas modales corresponden a propiedades espećıficas de frames. Una forma
alternativa, entonces, para obtener lógicas modales más fuertes que K es restringiendo la
clase de frames que queremos considerar, imponiendo algunas restricciones en la relación de
accesibilidad.
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K KB

KB5
K4D

T

S4 S5

TB

DB

D4
D45

K45

D5

K5

Figura 2.2: Cubo S5

2.3. Axiomatizaciones á la Gentzen
A pesar de que la noción de pruebas dada para un sistema axiomático á la Hilbert es

claro y amigable, encontrar una prueba para un teorema espećıfico puede resultar muy
complicado. Uno de los objetivos del formalismo de cálculo de secuentes propuesto por
Gentzen es brindar una forma más intuitiva de estudiar las pruebas.

En el caso clásico, definimos un secuente R = A1, ..., An como un conjunto de fórmulas
donde la coma representa la unión. Una regla de secuentes es una expresión de la forma:

S1 ... Sn

S
,

tal que n ≥ 0, y el secuente S, la conclusión, puede deducirse de los secuentes S1 ... Sn

llamados premisas.
Una derivación, denotada con D, es construida de acuerdo a estas reglas; tendrá una

estructura de un árbol, donde cada arista es un secuente y cada nodo interno es una regla.
Una derivación es una prueba de un secuente en la ráız, si cada hoja es una regla sin premisas.
La altura de una derivación D, denotada por ht(D), es la altura de D vista como un árbol,
es decir, la longitud del camino más largo en el árbol desde su ráız hasta una de sus hojas.

Diseñar un sistema de secuentes completo y correcto para una lógica dada significa definir
el conjunto correcto de reglas de secuentes, de manera que cada fórmula válida de la lógica
en cuestión tenga una prueba en el sistema de secuentes (completitud), y que cualquier
prueba que pueda construirse en el sistema de secuentes deriva una fórmula válida de la
lógica (correctitud).

Decimos que una regla es admisible por un sistema S si, siempre que sus premisas son
demostrables en S, existe una prueba de su conclusión en S. Decimos que es derivable si
existe una derivación en S de sus premisas a su conclusión, posiblemente utilizando premisas
varias veces.
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2.3.1. Sistemas de secuentes etiquetados
Una vez que la semántica de los mundos posibles se estableció como una base sólida para

definir lógicas modales, surgió la idea de incorporar estas nociones en la teoŕıa de la prueba
de las mismas. Una de las primeras formalizaciones de este tipo fue introducida por Fitch
[Fitch, 1948] incluyendo śımbolos que representan mundos posibles, dentro del lenguaje de
sus pruebas en deducción natural.

Los sistemas de prueba etiquetados han sido propuestos por Gabbay [Gabbay, 1996] en
los años 80, como un marco unificador para proporcionar sistemas de prueba para una amplia
gama de lógicas. Para las lógicas modales, un ejemplo de ello son los sistemas de deducción
natural etiquetados y sistemas de secuentes etiquetados, tales como los introducidos por
Simpson [Simpson, 1994], Vigano [Vigano, 2013] y Negri [Negri, 2005]. Estos formalismos
hacen uso expĺıcito no sólo de etiquetas, sino también de átomos relacionales que se refieren
a la relación de accesibilidad de un modelo de Kripke. En esta sección presentaremos el
cálculo de secuentes de Negri para la lógica modal clásica.

Los secuentes etiquetados están formados por fórmulas etiquetadas de la forma x : A y
por átomos relacionales de la forma xRy, donde x, y pertenecen a un conjunto de variables
(llamados etiquetas) y A es una fórmula modal. Un secuente etiquetado unilateral es de la
forma G ⇒ R donde G denota un conjunto de átomos relacionales y R un conjunto de
fórmulas etiquetadas. Labels será el conjunto de variables llamadas etiquetas.

Un sistema de pruebas simple para la lógica modal clásica K puede ser obtenido a partir
del formalismo presentado en la Figura 2.3.

idlab

G ⇒ R, x : a, x : ā
>lab

G ⇒ R, x : >

G ⇒ R, x : A G ⇒ R, x : B
∧lab

G ⇒ R, x : A ∧B

G ⇒ R, x : A, x : B
∨lab

G ⇒ R, x : A ∨B

G, xRy ⇒ R, y : A
�lab y fresh

G ⇒ R, x : �A

G, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A
♦lab

G, xRy ⇒ R, x : ♦A

Figura 2.3: Sistema labK

Las reglas de la Figura 2.3 hacen uso de etiquetas para expresar expĺıcitamente la
semántica de una fórmula en un estado en particular. Expliquemos más en detalle la re-
gla para la conjunción, la regla para el box y la regla para el diamante:

Regla ∧lab.
La regla propuesta en el sistema labK para la conjunción es la que se observa a conti-
nuación:

G ⇒ R, x : A G ⇒ R, x : B
∧lab

G ⇒ R, x : A ∧B
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Dado G un conjunto de átomos relacionales y dado R un conjunto de fórmulas etique-
tadas, esta regla (leyendo desde la conclusión hacia las premisas) semánticamente nos
dice que si A ∧ B se satisface en x, entonces en x debe valer A y en x también debe
ser verdadera B.

Regla �lab.
El caso del � queda representado en el sistema labK con la regla que vemos a conti-
nuación:

G, xRy ⇒ R, y : A
�lab y fresh

G ⇒ R, x : �A

Nuevamente dado G un conjunto de átomos relacionales y dado R un conjunto de
fórmulas etiquetadas, la regla para el � expresa semánticamente que si en x es verda-
dera la fórmula �A (conclusión de la regla) entonces si existe una etiqueta (o mundo)
y tal que xRy, la fórmula A es verdadera en y. Cabe destacar que cuando decimos
existe una etiqueta (o mundo) y, no utilizamos el existe como cuantificador, si no que
hacemos referencia a yfresh. Es decir, y es una nueva etiqueta que no estaba presente
en la conclusión de la regla.

Regla ♦lab:
Para representar el operador ♦, el sistema labK presenta la siguiente regla:

G, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A
♦lab

G, xRy ⇒ R, x : ♦A

Al igual que en las reglas anteriores, dado G un conjunto de átomos relacionales y dado
R un conjunto de fórmulas etiquetadas, la regla para el ♦ expresa semánticamente
(leyendo desde la conclusión hacia las premisas) que dado mundos x, y tal que xRy
entonces en x se satisface ♦A, tenemos que la fórmula A se hace verdadera en y.

De esta manera queda reflejado cómo el uso de etiquetas nos provee una correspondencia
casi directa entre expresiones sintácticas y su semántica, haciendo la teoŕıa de prueba mucho
más intuitiva. Por ejemplo, en [Braüner, 2007] se discuten los beneficios de las etiquetas en
la teoŕıa de prueba modal.

Conclúımos este caṕıtulo enunciando el siguiente resultado:

Teorema 2. ([Negri, 2005]) Una fórmula A es demostrable en el cálculo labK si y sólo si
A es válida en cada frame.



3

Lógica modal intuicionista

El intuicionismo surgió como una escuela de matemáticas fundada por el matemático
holandés Brouwer [Brouwer, 1920]. Él rechazaba los métodos matemáticos cuya justificación
requeŕıa apelar a un concepto abstracto de “verdad”. Más precisamente, Brouwer créıa que
el significado matemático se originaba en el acto humano de “hacer” las matemáticas. Por lo
tanto, para Brouwer, un objeto matemático deb́ıa ser dado por una construcción, y no hay
un sentido abstracto en el que una declaración pueda ser verdadera a menos que tengamos
una prueba de ella (o los medios para encontrar una). Además, los pasos dados en cualquier
prueba deben ser leǵıtimos de acuerdo con esta ŕıgida interpretación de las matemáticas.
Como se ha mencionado anteriormente, tales consideraciones llevaron a Brouwer a rechazar
varios principios clásicos como, por ejemplo, el conocido Tercero exclúıdo: A ∨ ¬A es válida
para cualquier proposición A.

En la década de 1930, Heyting desarrolló la lógica intuicionista, una lógica que incorpora
los principios subyacentes del razonamiento intuicionista. La lógica intuicionista ha sido
enormemente exitosa. En primer lugar, se acepta ampliamente que ha logrado su objetivo
original de aislar los métodos de prueba intuicionistas aceptables. En segundo lugar, ha
logrado proporcionar una base para la investigación meta-matemática de las matemáticas
revelando que las matemáticas intuicionistas son un campo de notable coherencia y de
belleza matemática, ya sea que uno acepte o no sus principios filosóficos subyacentes. En
tercer lugar, hay conexiones profundas con algunos conceptos de reciente crecimiento dentro
de las ciencias de la computación (como ejemplo de dos aplicaciones diferentes ver Martin-
Löf [Martin-Löf, 1982] y Scott [Scott, 1980]). La teoŕıa de prueba de la lógica intuicionista
también ha encontrado aplicación filosófica reciente. Dummett ha argumentado que la teoŕıa
de prueba justifica la lógica intuicionista como la lógica subyacente de una filosof́ıa anti-
realista [Dummett, 1991]. Su argumento da lugar a un intuicionismo que es sustancialmente
diferente al de Brouwer y que se aplica tanto al razonamiento no matemático como al
razonamiento matemático. Para una introducción general a la filosof́ıa y las matemáticas
del intuicionismo y la lógica intuicionista, ver Dummett [Dummett, 1977].

Dada esta breve introducción a la lógica intuicionista, en este trabajo final, como se
dijo en la intruducción, nos centraremos en las lógicas modales intuicionistas. Es decir, nos
aprovecharemos de la semántica de Kripke subyacente, para combinar operadores modales
con el razonamiento intuicionista. Como veremos más adelante, esta combinación resultará
natural a la hora de estudiar su teoŕıa de prueba. En esta sección presentaremos los conceptos
y las notaciones de la lógica modal intuicionista que serán necesarios para el desarrollo de

18
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nuestro trabajo (para mayor detalle, ver [Simpson, 1994]).

3.1. Sintaxis y semántica
En el caso intuicionista, trabajamos con un conjunto diferente de conectivos. Empezando

con un conjunto de proposiciones atómicas que seguimos denotando con a, las fórmulas se
construyen a partir de la siguiente gramática:

A ::= a |> | ⊥ | A ∧ A | A ∨ A | A⊃ A | �A | ♦A

Cuando escribimos ¬A, queremos representar A⊃⊥.
La semántica de Kripke para la lógica modal intuicionista combina la semántica de

Kripke para la lógica proposicional intuicionista con la de la lógica modal clásica, utilizando
dos relaciones distintas en el conjunto de mundos. Para introducir la semántica que es de
nuestro interés introducimos las siguientes definiciones:

Definición 5. (Frame bi-relacional) Un frame bi-relacional F es una tupla 〈W, R,≤〉 donde
W es un conjunto no vaćıo y R, ≤ son dos relaciones binarias R ⊆ W ×W y ≤ ⊆ W ×W .
Insistimos además que ≤ sea un pre-orden (es decir, reflexividad y transitividad) que satis-
face las siguientes condiciones:

(F1) Para todo u, v, v′ ∈ W , si uRv y v ≤ v′ entonces existe u′ tal que u ≤ u′ y u′Rv′.

u

u′

v

v′

≤

R

≤

R

(F2) Para todo u′, u, v ∈ W , si u ≤ u′ y uRv entonces existe v′ tal que u′Rv′ y v ≤ v′.

u

u′

v

v′

≤

R

≤

R

De acuerdo al paradigma de Kripke para la lógica intuicionista, los hechos atómicos
se acumulan a medida que ascendemos el orden parcial. Es decir, podŕıa razonablemente
sostenerse que el hecho de que un mundo w acced́ıa a otro mundo v, es un tipo razonable
de hecho atómico que debeŕıa persistir. Aśı, cualquier mundo w ≤ w′ debeŕıa también, en
efecto, ver v; pero es razonable esperar que también hayamos acumulado más datos sobre v
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que, por lo tanto, pueden haber ’evolucionado’ en algún mundo v ≤ v′. Formalizando estas
consideraciones, llegamos a obtener la condición (F1). Un argumento dual partiendo de que
el mundo v está viendo al mundo w justifica la condición (F2).

Definición 6. (Modelo bi-relacional) Un modelo bi-relacional M es una cuatro-upla 〈W, R,
≤, V 〉 donde 〈W, R,≤〉 es un frame bi-relacional y V una función de valuación monótona
V : W→ 2PROP tal que es una función que asigna a cada mundo w el subconjunto de átomos
proposicionales que son verdaderos en w, sujeto a:

w ≤ w′ ⇒ V (w) ⊆ V (w′)

De esta manera, obtenemos el lema de monotońıa:

Lema 1. (Lema de monotońıa) Si w ≤ w′ y M, w 
 A entonces M, w′ 
 A.

Como vimos en el caso de la lógica clásica, escribimos M, w 
 a si y sólo si a ∈ V (w) y
lo extendemos con inducción a todas las fórmulas siguiendo las reglas para los modelos de
Kripke tanto intuicionistas como clásicos:

Definición 7. Sea M = 〈W, R,≤, V 〉 un modelo bi-relacional, w ∈ W y A una fórmula,
decimos que M, w satisface A (denotado M, w 
 A) si:

M, w 
 A ∧B sii M, w 
 A y M, w 
 B
M, w 
 A ∨B sii M, w 
 A o M, w 
 B
M, w 
 A⊃B sii para todo w′ con w ≤ w′, si M, w′ 
 A entonces M, w′ 
 B
M, w 
 �A sii para todo w′ y u con w ≤ w′ y w′Ru entonces M, u 
 A
M, w 
 ♦A sii existe u ∈ W tal que wRu y M, u 
 A

Escribimos M, w 6
 A si no se da el caso de M, w 
 A, en particular M, w, 6
 ⊥.

Definición 8. (Satisfabilidad y Validez de una fórmula) Una fórmula A es satisfacible en
un modeloM = 〈W, R,≤, V 〉, si existe w ∈ W tal queM, w 
 A. Diremos que una fórmula
A es válida en un modelo M si para todo w ∈ W , M, w 
 A. Lo denotamos con M � A.

3.2. Axiomatizaciones para la lógica modal intuicio-
nista

La lógica modal intuicionista IK (una variante intuicionista de la lógica modal K) es
una extensión de la lógica proposicional intuicionista IPL [Dalen, 2004] compuesta por los
siguientes axiomas:

THEN-1: A⊃ (B ⊃ A)

THEN-2: (A⊃ (B ⊃ C))⊃ ((A⊃B)⊃ (A⊃ C))

AND-1: A ∧B ⊃ A

AND-2: A ∧B ⊃B
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AND-3: A⊃ (B ⊃ (A ∧B))

OR-1: A⊃ A ∨B

OR-2: B ⊃ A ∨B

OR-3: (A⊃ C)⊃ ((B ⊃ C)⊃ (A ∨B ⊃ C))

FALSE: ⊥⊃ A

Una vez introducida la lógica IPL, obtenemos IK añadiendo los siguientes axiomas y
reglas:

la regla de necesitación (nec): si A es un teorema, entonces también �A es un teorema.

las siguientes cinco variantes del axioma de distributividad k:
k1: �(A⊃B)⊃ (�A⊃�B)
k2: �(A⊃B)⊃ (♦A⊃ ♦B)
k3: ♦(A ∨B)⊃ (♦A ∨ ♦B)
k4: (♦A⊃�B)⊃�(A⊃B)
k5: ♦⊥⊃⊥

El sistema modal intuicionista más básico que podŕıa ser considerado, consiste única-
mente de la modalidad �, axiomatizada por el axioma k1. Sin embargo, dicho sistema no
contempla la modalidad ♦. Fitch [Fitch, 1948] fue el primero en proponer un sistema in-
tuicionista para trabajar con ♦ obteniéndolo a partir de IPL+nec+k1+k2, el cual muchas
veces es conocido como CK por lógicas modales constructivas (en inglés constructive mo-
dal logics). En [Wijesekera, 1990] se introdujo un sistema intuicionista que no contempla
la distribuividad de ♦ sobre ∨; el mismo está compuesto por IPL+nec+k1+k2+k5. Estos
sistemas fueron diseñados para algunas aplicaciones concretas, tal como analizar algunos
sistemas de tipos [Benton et al., 1998] o para razonar sobre los estados de una máquina
bajo información parcial [Wijesekera and Nerode, 2005]. Sin embargo, desde un punto de
vista estrictamente lógico, no resulta satisfactorio, ya que la adición del principio del Tercero
Exclúıdo al sistema no produce la lógica modal clásica K, es decir, en este caso no es posible
recuperar la dualidad de De Morgan entre � y ♦.

La axiomatización que es ahora generalmente aceptada como lógica modal intuicionista
denotada como IK fue introducida por Plotkin y Stirling [Plotkin and Stirling, 1986] y es
equivalente a la propuesta por Fischer-Servi [Fischer-Servi, 1984] y por Ewald [Ewald, 1986].
Como se mencionó anteriormente, consiste de IPL, la regla de necesitación, y los axiomas
k1, k2, k3, k4, k5.

Es posible demostrar que el sistema IK es correcto y completo con respecto a la clase de
modelos indicada.

Teorema 3. ([Fischer-Servi, 1984; Plotkin and Stirling, 1986]) Una fórmula A es un teo-
rema de IK si y sólo si A es válida en cada frame bi-relacional.
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Para culminar, notar el paralelismo establecido entre las diferentes axiomatizaciones para
la lógica K (Caṕıtulo 2). En este caṕıtulo, presentamos un sistema á la Hilbert para la lógica
modal intuicionista. Nuestra contribución consiste en la definición de un sistema a la Gentzen
para lógica modal intuicionista, y al estudio de las relaciones con otros sistemas existentes.
Los siguientes caṕıtulos estarán dedicados a la presentación de dichas contribuciones.



4

Un cálculo de secuentes para la lógica
modal intuicionista

En los caṕıtulos anteriores se introdujeron todos los conceptos fundamentales que resul-
tan necesarios para comprender nuestra contribución, que presentaremos en detalle en el
resto de la tesis. A lo largo de este caṕıtulo, en diferentes secciones, presentamos un nuevo
sistema de prueba etiquetado para la lógica modal intuicionista, como aśı también la prueba
de correctitud para cada uno de las reglas que conforman el sistema en cuestión.

4.1. El problema principal
Como se dijo anteriormente, nuestro trabajo consiste en la definición de un sistema de

prueba etiquetado para lógicas modales intuicionistas. La extensión directa de la deducción
etiquetada al entorno intuicionista consiste en la utilización de dos tipos de átomos relacio-
nes: uno para la relación de accesibilidad modal representada con R, y otro para la relación
intuicionista o mejor conocida como relación de preorden ≤. Esto resulta interesante ya que
nos permite poner el sistema de prueba en estrecha relación con la semántica birelacional
de Kripke que se detalló en el Caṕıtulo 3.

En [Negri, 2005] se introdujo un cálculo de secuentes etiquetado para la lógica modal
básica. En este trabajo extenderemos dicho sistema con el objetivo de capturar lógicas moda-
les intuicionistas. Además de las fórmulas etiquetadas de la forma x : A, y de las expresiones
xRy, capturando la relación de accesibilidad (donde x, y pertenecen a un conjunto de eti-
quetas, y A es un fórmula), utilizaremos expresiones del tipo x ≤ y para capturar la relación
de preorden intuicionista. De una manera más formal introducimos la siguiente definición:

Definición 9. Un secuente etiquetado intuicionista es de la forma G, L ⇒ R donde G
denota un conjunto de átomos relacionales y de preorden, y L yR son conjuntos de fórmulas
etiquetadas.

De esta manera obtenemos el sistema de prueba labIK♥ para lógicas modales intuicio-
nistas en este formalismo, y podemos demostrar el siguiente teorema:

Una fórmula A es demostrable en el cálculo labIK♥ si y sólo si A es válida en
cada frame bi-relacional.

23
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La dirección de izquierda a derecha de la sentencia anterior indica que el cálculo es
correcto: las reglas me permiten inferir solo fórmulas válidas. Por otro lado, la implicación
de derecha a izquierda se conoce como completitud: todos los teoremas son demostrables en
el cálculo.

En la siguiente sección, se presenta el nuevo sistema de cálculo de secuentes etiquetados
para las lógicas modales intuicionistas.

4.2. El sistema labIK♥
En esta sección buscamos resolver el problema recientemente propuesto a partir del

sistema de prueba etiquetado que se observa en la Figura 4.1. Como se dijo anteriormente,
para obtener este nuevo sistema, se extendió el cálculo de secuentes etiquetado propuesto
por Negri para la lógica modal básica agregando un śımbolo de relación de pre-orden. En
las siguientes secciones desarrollamos en detalle las reglas que forman parte de este sistema
de secuentes etiquetado para la lógica modal intuicionista llamado labIK♥.

4.2.1. Condiciones para frames
Para poder capturar la lógica modal intuicionista, en primer lugar, buscamos responder a

los requisitos de las definiciones presentadas en el Caṕıtulo 3. La semántica de la lógica modal
intuicionista habla de un modelo bi-relacional el cual esta compuesto por dos relaciones
binarias R y ≤, donde exigimos que ≤ sea una relación de pre-orden, es decir, que sea
reflexiva y transitiva. Por lo tanto, el sistema labIK♥ debe tener reglas que caractericen
tales condiciones (estas reglas se representan con refl y trans). También debe poseer reglas
que caractericen las condiciones F1 y F2 (en el sistema labIK♥ estas reglas son F1 y F2).
Por otra parte, recordemos que la definición de la función de valuación monótona V nos
introduce el lema de monotońıa que será capturado por la regla id del sistema. Estas reglas
son las siguientes:

G, x ≤ x,L ⇒ R
refl

G,L ⇒ R
G, x ≤ y, y ≤ z, x ≤ z,L ⇒ R

trans
G, x ≤ y, y ≤ z,L ⇒ R

id
G,L, x ≤ y, x : a⇒ R, y : a

G,L, xRy, y ≤ z, x ≤ u, uRz ⇒ R
F 1 u fresh

G,L, xRy, y ≤ z ⇒ R
G,L, xRy, x ≤ z, y ≤ u, zRu⇒ R

F 2 u fresh
G,L, xRy, x ≤ z ⇒ R

A modo de ejemplo, explicaremos en detalle las reglas F1 y F2:

Regla F1.
La regla presentada para el cumplimiento de una de las condiciones (F1) de la relación
de preorden ≤ es la siguiente:
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G,L, xRy, y ≤ z, x ≤ u, uRz ⇒ R
F 1 u fresh

G,L, xRy, y ≤ z ⇒ R

Dado G un conjunto de átomos relacionales y de pre-orden, y dados L y R conjuntos
de fórmulas etiquetadas, la regla en cuestión expresa la semántica de la condición F1.
Leyendo desde la conclusión hacia la premisa tenemos etiquetas x, y tal que xRy y
y ≤ z, entonces existe un mundo u tal que x ≤ u y uRz.

Regla F2:
Como vimos anteriormente, la regla para el cumplimiento de F2 se presenta de la
siguiente manera en labIK♥:

G,L, xRy, x ≤ z, y ≤ u, zRu⇒ R
F 2 u fresh

G,L, xRy, x ≤ z ⇒ R

Al igual que con F1, sea G un conjunto de átomos relacionales y de pre-orden, y dados
L y R conjuntos de fórmulas etiquetadas, esta regla expresa semánticamente desde su
conclusión hace su premisa, que dadas las etiquetas x, y y z, si xRy y x ≤ z, entonces
hay una etiqueta (o mundo) u (fresh) tal que y ≤ u y zRu.

4.2.2. Conectivos lógicos de la lógica proposicional intuicionista
Para seguir construyendo un sistema completo y correcto etiquetado para la lógica mo-

dal intuicionista, en esta sección presentamos las reglas que expresan la semántica de los
conectivos lógicos usuales. Es decir, presentamos reglas para la conjunción y la disjunción
que forman parte del sistema labIK♥. Las mismas se presentan a continuación:

G,L, x : A, x : B ⇒ R
∧L

G,L, x : A ∧B ⇒ R
G,L ⇒ R, x : A G,L ⇒ R, x : B

∧R

G,L ⇒ R, x : A ∧B

G,L, x : A⇒ R G,L, x : B ⇒ R
∨L

G,L, x : A ∨B ⇒ R
G,L ⇒ R, x : A, x : B

∨R

G,L ⇒ R, x : A ∨B

También el sistema labIK♥ debe capturar las constantes proposicionales > y ⊥. Para
ello, incorpora las siguientes dos reglas al sistema:

⊥L

G,L, x : ⊥ ⇒ R
>R

G,L ⇒ R, x : >

A continuación explicaremos en detalle la regla de conjunción izquierda ∧L y la regla de
disjunción derecha ∨R:

Regla ∧L:
El sistema labIK♥ presenta la siguiente regla para la conjunción en el lado izquierdo:
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G,L, x : A, x : B ⇒ R
∧L

G,L, x : A ∧B ⇒ R

Al igual que las reglas presentadas en la sección anterior G es un conjunto de átomos
relacionales y de pre-orden, y L y R son conjuntos de fórmulas etiquetadas. Desde
la conclusión hacia la premisa de esta regla, semánticamente nos dice que si en x
se satisface la fórmula A ∧ B, entonces en x se satisface la fórmula A y también se
satisface la fórmula B.

Regla ∨R:
Sea la regla presentada en labIK♥ para la disjunción en el lado derecho:

G,L ⇒ R, x : A, x : B
∨R

G,L ⇒ R, x : A ∨B

Tenemos que, leyendo desde la conclusión hacia la premisa, si en x se satisface A ∨B
(del lado derecho), entonces en x es verdadera la fórmula A y también la fórmula B.

4.2.3. Capturando los operadores modales
En esta sección, introduciremos las reglas que expresan la semántica de los operadores

modales � y ♦. El sistema labIK♥ presenta las siguientes cuatro reglas (dos para el � y dos
para el ♦):

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A, z : A⇒ R
�L

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A⇒ R
G,L, x ≤ y, yRz ⇒ R, z : A

�R y, z fresh
G,L ⇒ R, x : �A

G,L, xRy, y : A⇒ R
♦L y fresh
G,L, x : ♦A⇒ R

G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A
♦R

G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A

Expliquemos más en detalle algunas de ellas:

Regla �L.
Para capturar el � del lado izquierdo, en nuestro sistema introducimos la siguiente
regla:

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A, z : A⇒ R
�L

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A⇒ R

Nuevamente dado G un conjunto de átomos relacionales y de pre-orden, y sean L y
R conjuntos de fórmulas etiquetadas. Esta regla semánticamente expresa, desde su
conclusión hacia su premisa, que dado x, y y z tal que x ≤ y y yRz donde en x se
hace verdadera la fórmula �A, entonces en z se hace válida la fórmula A.

Regla ♦R.
Sea la regla presentada en labIK♥ para ♦ en el lado derecho:
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G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A
♦R

G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A

Semánticamente, el diamante establece que en un modelo M y en un mundo v vale
♦A si y sólo si existe un mundo u tal que vRu y en u la fórmula A se satisface. Para
capturar esta definición semántica, la regla introducida (leyendo desde la conclusión
hacia la premisa) nos dice que, si xRy y en x se satisface ♦A, luego en y la fórmula A
tiene que ser verdadera.

4.2.4. Implicación intuicionista
Por último, nos resta ver que el sistema labIK♥ captura la semántica del operador de

implicación. Es por ello que este sistema de secuentes etiquetado para que sea completo
necesita de las siguientes dos reglas:

G,L, x ≤ y, y : A⇒ R, y : B
⊃R y fresh

G,L ⇒ R, x : A⊃B

G,L, x ≤ y, x : A⊃B ⇒ R, y : A G,L, x ≤ y, x : A⊃B, y : B ⇒ R
⊃L

G,L, x ≤ y, x : A⊃B ⇒ R

Veamos en detalle el significado de la regla de implicación del lado derecho:

Regla ⊃R.
El sistema labIK♥ presenta la siguiente regla para la implicación en el lado derecho:

G,L, x ≤ y, y : A⇒ R, y : B
⊃R y fresh

G,L ⇒ R, x : A⊃B

Dado G un conjunto de átomos relacionales y de preorden, y dados L y R conjuntos
de fórmulas etiquetadas, esta regla (leyendo desde la conclusión hacia la premisa)
semánticamente nos dice que si A ⊃ B se satisface en x, entonces existe un nuevo
(mundo) y tal que x ≤ y y en y vale A, luego en y también B es válida.

4.2.5. Uniendo todas las reglas: sistema labIK♥
Como pudimos ver a lo largo de las subsecciones anteriores, el sistema labIK♥ tiene dos

reglas para cada operador. Esto se debe a que la sintaxis para la lógica modal intuicionista
no presenta la negación ¬, por lo que los operadores ♦ y � dejan de ser operadores duales
como lo eran en el caso clásico.

En la Figura 4.1 se puede ver el sistema de secuentes etiquetado labIK♥ completo con
cada una de las reglas mencionadas anteriormente.
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⊥L

G,L, x : ⊥ ⇒ R
id
G,L, x ≤ y, x : a⇒ R, y : a

>R

G,L ⇒ R, x : >

G,L, x : A, x : B ⇒ R
∧L

G,L, x : A ∧B ⇒ R
G,L ⇒ R, x : A G,L ⇒ R, x : B

∧R

G,L ⇒ R, x : A ∧B

G,L, x : A⇒ R G,L, x : B ⇒ R
∨L

G,L, x : A ∨B ⇒ R
G,L ⇒ R, x : A, x : B

∨R

G,L ⇒ R, x : A ∨B

G,L, x ≤ y, y : A⇒ R, y : B
⊃R y fresh

G,L ⇒ R, x : A⊃B

G,L, x ≤ y, x : A⊃B ⇒ R, y : A G,L, x ≤ y, x : A⊃B, y : B ⇒ R
⊃L

G,L, x ≤ y, x : A⊃B ⇒ R

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A, z : A⇒ R
�L

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A⇒ R
G,L, x ≤ y, yRz ⇒ R, z : A

�R y, z fresh
G,L ⇒ R, x : �A

G,L, xRy, y : A⇒ R
♦L y fresh

G,L, x : ♦A⇒ R
G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A

♦R

G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A

G, x ≤ x,L ⇒ R
refl

G,L ⇒ R
G, x ≤ y, y ≤ z, x ≤ z,L ⇒ R

trans
G, x ≤ y, y ≤ z,L ⇒ R

G,L, xRy, y ≤ z, x ≤ u, uRz ⇒ R
F 1 u fresh

G,L, xRy, y ≤ z ⇒ R
G,L, xRy, x ≤ z, y ≤ u, zRu⇒ R

F 2 u fresh
G,L, xRy, x ≤ z ⇒ R

Figura 4.1: Sistema labIK♥

4.3. Corrección de labIK♥
Como se mencionó anteriormente, debemos mostrar que el sistema introducido tiene dos

propiedades. Por un lado, es necesario demostrar que es un sistema completo (como se verá
en el Caṕıtulo 5, y por otro lado, debemos asegurar que es correcto. Esto último quiere
decir que cada una de las reglas de secuentes que posee nuestro sistema labIK♥ es correcta.
Formalmente:

Para todo modelo M, si M satisface la premisa entonces M satisface la conclusión.

Para poder demostrar la sentencia anterior, primero necesitamos introducir algunas de-
finiciones y notación:

Definición 10. Sea M = 〈W, R,≤, V 〉 un modelo, una función de asignación es una fM :
Labels→ W , que a cada etiqueta ( en inglés label) le asigna un mundo en el modelo M.
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Definición 11. Sea M = 〈W, R,≤, V 〉 un modelo y sea G,L ⇒ R un secuente. Decimos
que M 
 G,L ⇒ R si existe una función de asignación fM tal que: Si se cumplen:

1. Para todo x : A ∈ L tenemos que M, f(x) 
 A (Notación: M 
 L)

2. Para todo xRy ∈ G tenemos que f(x)Rf(y) (Notación: M 
 G)

3. Para todo x ≤ y ∈ G tenemos que f(x) ≤ f(y) (Notación: M 
 G)

Entonces para todo z : B ∈ R tenemos queM, f(z) 
 B (Notación:M 
 R). Diremos que
M 6
 G,L ⇒ R si no es cierto que M 
 G,L ⇒ R.

Siguiendo estas definiciones, en esta sección demostramos que todas las reglas presenta-
das en la Figura 4.1 son correctas. Como la prueba es similar para cada una de las reglas,
demostramos la correctitud de algunas reglas particulares:

Regla ∧L:
Sea ∧L la regla izquierda para la conjunción definida en la Figura 4.1:

G,L, x : A, x : B ⇒ R
∧L

G,L, x : A ∧B ⇒ R

Queremos ver que es correcta. Aplicando la definición, queremos ver que:

Para todo modelo M, si M 
 G,L, x : A, x : B ⇒ R, entonces
M 
 G,L, x : A ∧B ⇒ R.

Para demostrar este enunciado lo hacemos a partir del uso de la contrarrećıproca, es
decir queremos ver que si un existe un modeloM0 tal queM0 6
 G,L, x : A ∧B ⇒ R,
entoncesM0 6
 G,L, x : A, x : B ⇒ R. Asumimos la primera parte de la implicación y
tenemos que M0 6
 G,L, x : A ∧B ⇒ R, es decir, por un lado tenemos que M0 
 G,
M0 
 L y M0 
 x : A ∧B, y por otro lado, M0 6
 R. Como dijimos, en particular
tenemos que M0 
 x : A ∧B. Por definición, obtenemos que M0 
 x : A y M0 

x : B. Finalmente, concluimos que, por un lado: M0 
 G, M0 
 L, M0 
 x : A y
M0 
 x : B y por otro lado,M0 6
 R, que es lo mismo que M0 6
 G,L, x : A, x : B ⇒
R. Por lo tanto, la regla ∧L del sistema labIK♥ es correcta.

Regla ∨R:
Sea la regla ∨R propuesta para el sistema labIK♥ la siguiente:

G,L ⇒ R, x : A, x : B
∨R

G,L ⇒ R, x : A ∨B

Queremos ver la correctitud de esta regla. Más precisamente, queremos ver que:

Para todo modelo M, si M 
 G,L ⇒ R, x : A, x : B, entonces
M 
 G,L ⇒ R, x : A ∨B.
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Para esta prueba utilizamos la contrarrećıproca, es decir, deseamos ver que, si existe un
modeloM0 tal queM0 6
 G,L ⇒ R, x : A ∨B, entoncesM0 6
 G,L ⇒ R, x : A, x : B.
Asumimos entonces queM0 6
 G,L ⇒ R, x : A ∨B, es decir, tenemos que por un lado
M0 
 G y M0 
 L, y por otro, M0 6
 R y M0 6
 x : A ∨B. Por definición de 

para M0 6
 x : A ∨B tenemos que M0 6
 A y M0 6
 B. Por lo tanto, vimos por un
lado que M0 
 G y M0 
 L, y por otro lado, vimos que M0 6
 R, M0 6
 x : A
y M0 6
 x : B. Estas observaciones pueden reescribirse de la siguiente forma: M0 6

G,L ⇒ R, x : A, x : B. Luego, queda demostrado que la regla ∨R es correcta.

Regla �R:
La regla presentada en la Figura 4.1 para �R es la siguiente:

G,L, x ≤ y, yRz ⇒ R, x : �A, z : A
�R

G,L ⇒ R, x : �A

Queremos saber si esta regla es correcta. Utilizando la definición de corrección que
vimos anteriormente queremos ver que:

Para todo modelo M, si M 
 G,L, x ≤ y, yRz ⇒ R, x : �A, z : A, entonces
M 
 G,L ⇒ R, x : �A.

Asumimos que existe un modelo M0 tal que M0 6
 G,L ⇒ R, x : �A y queremos ver
que M0 6
 G,L, x ≤ y, yRz ⇒ R, x : �A, z : A. De nuestra hipótesis obtenemos que
M0 
 G yM0 
 L, y también queM0 6
 R yM0 6
 x : �A. Por definición deM0, x 6

�A tenemos que existen mundos y, z pertenecientes a M0, tal que x ≤ y, yRz donde
M0 6
 z : A. Por lo tanto, M0 6
 G,L, x ≤ y, yRz ⇒ R, x : �A, z : A. Finalmente,
utilizando la contrarrećıproca queda demostrado que la regla �R es correcta.

Regla ♦R:
La regla presentada en la Figura 4.1 para ♦R es la siguiente:

G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A
♦R

G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A

Al igual que como se demostró para �R, queremos saber si la regla ♦R es correcta.
Para ello, volvemos a utilizar la definición de corrección para esta regla en cuestión.
Es decir, correctitud para la regla derecha del diamante ♦R es:

Para todo modelo M, si M 
 G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A, entonces
M 
 G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A.

Utilizando la contrarrećıproca a la definición planteada, asumimos que existe un mo-
deloM0 tal queM0 6
 G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A y queremos ver queM0 6
 G,L, xRy ⇒
R, x : ♦A, y : A. Desglosando nuestra hipótesis tenemos que M0 
 G, M0 
 L,
M0 
 xRy, M0 6
 R y M0 6
 x : ♦A. Por definición de M0 6
 x : ♦A tenemos
que para todo mundo y en M0 donde xRy, M0 6
 y : A. Por lo tanto, podemos con-
cluir que M0 6
 G,L, xRy ⇒ R, x : ♦A, y : A.
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Regla ♦L:
La regla presentada en la Figura 4.1 para la regla del diamante izquierda (denotada
con ♦L) es la siguiente:

G,L, xRy, y : A⇒ R
♦L

G,L, x : ♦A⇒ R

Siguiendo el mismo criterio que venimos utilizando para las reglas anteriores para la
prueba de corrección, definimos corrección para ♦L:

Para todo modelo M, si M 
 G,L, xRy, y : A⇒ R, entonces
M 
 G,L, x : ♦A⇒ R.

Para probar este enunciado, utilizamos la contrarrećıproca: asumimos que existe un
modeloM0 tal queM0 6
 G,L, x : ♦A⇒ R, y queremos ver queM0 6
 G,L, xRy, y : A.
DeM0 6
 G,L, x : ♦A⇒ R tenemos queM0 
 G,M0 
 L,M0 
 x : ♦A yM0 6
 R.
Por M0, x 
 ♦A sabemos que existe un mundo y en M0 tal que xRy y M0, y 
 A.
Por lo tanto, M0 6
 G,L, xRy, y : A⇒ R.

Regla �L:
La regla para �L presentada en nuestro sistema labIK♥ es la siguiente:

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A, z : A⇒ R
�L

G,L, x ≤ y, yRz, x : �A⇒ R

Queremos ver que esta regla es correcta. Para ello, aśı como hicimos con las reglas
anteriores, lo que queremos demostrar es:

Para todo modelo M, si M 
 G,L, x ≤ y, yRz, x : �A, z : A⇒ R, entonces
M 
 G,L, x ≤ y, yRz, x : �A⇒ R.

La prueba de este enunciado la hacemos a partir del uso de la contrarrećıproca, es
decir, lo que queremos ver es que si existe un modelo M0 tal que M0 6
 conclusion,
entonces M0 6
 premisa. Más particularmente para nuestra regla: si existe un mo-
delo M0 tal que M0 6
 G,L, x ≤ y, yRz, x : �A ⇒ R, entonces M0 6
 G,L, x ≤
y, yRz, x : �A, z : A⇒ R.
Asumimos entonces que existe un modeloM0 tal queM0 6
 G,L, x ≤ y, yRz, x : �A⇒
R, es decir M0 
 G, M0 
 L, M0 
 x ≤ y, M0 
 yRz, M0 
 x : �A y M0 6
 R.
Por lo tanto, en particular de M0 
 �A tenemos que para todo mundo y, z tal que
x ≤ y y yRz,M0, f(z) 
 A, o lo que es lo mismoM0 
 z : A. Finalmente obtenemos
que M0 6
 G,L, x ≤ y, yRz, x : �A, z : A⇒ R.

La corrección del resto de las reglas puede demostrarse de manera similar. De esta forma
podemos concluir:
Teorema 4. El sistema labIK♥ es correcto.

Las siguientes secciones serán dedicadas a demostrar la otra propiedad que buscamos,
es decir, que el sistema labIK♥ es completo.
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Completitud

Como se mencionó en el caṕıtulo previo, necesitamos demostrar una propiedad impor-
tante de nuestro sistema que llamamos completitud. Intuitivamente, esta propiedad indica
que nuestro sistema posee todo aquello que es necesario para demostrar las verdades de la
lógica que caracteriza.

En esta tesis, para la demostración de completitud de labIK♥ seguiremos dos estrategias.
La primera consiste en demostrar que con las reglas de labIK♥ podemos obtener todos los
axiomas y reglas del sistema IK. Dado que IK ya es completo, obtenemos la completitud de
nuestro sistema. Por otro lado, demostraremos que nuestro sistema permite simular todas
las reglas del sistema propuesto por Simpson [Simpson, 1994] que también es completo.
Esta última estrategia además nos permite eliminar la regla de cut. Veremos esto en mayor
detalle en el Caṕıtulo 6.

En este caṕıtulo seguiremos la primer estrategia, es decir, realizamos una demostración
sintáctica en la cual las reglas de nuestro sistema son suficientes para la prueba de cada uno
de los axiomas que necesitamos probar.

Teorema 5. Cada teorema de la lógica IK es demostrable en labIK♥.

Demostración. Como se dijo anteriormente, nuestra demostración demuestra completitud
con respecto del sistema a la Hilbert. Para esta prueba necesitamos:

1. Probar las variantes k1, ..., k5 del axioma de distributividad k presentados en el Caṕıtu-
lo 3.

2. Demostrar todos los axiomas de la lógica modal proposicional.

3. Simular modus ponens.

4. Simular necesitación.

Para llevar a cabo todo lo anterior, realizaremos nuestras demostraciones a partir del
uso de las reglas de nuestro sistema labIK♥. De esta manera, como el sistema a la Hilbert
es completo, obtenemos completitud de nuestro sistema.

En primer lugar, veremos que los axiomas k1, ..., k5 se pueden demostrar en el sistema
labIK♥ como se muestra a continuación:

32
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5.1. Axiomas modales
Lema 2. Los axiomas k1, ..., k5 son demostrables en labIK♥

Axioma k1

~ ?
⊃L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, u ≤ u, wRu, y : �(A⊃B), z : �A, u : A, u : A⊃B ⇒ u : B
refl

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, wRu, y : �(A⊃B), z : �A, u : A, u : A⊃B ⇒ u : B
�L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, wRu, y : �(A⊃B), z : �A, u : A⇒ u : B
trans

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, wRu, y : �(A⊃B), z : �A, u : A⇒ u : B
�L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, wRu, y : �(A⊃B), z : �A⇒ u : B
�R w, u fresh

x ≤ y, y ≤ z, y : �(A⊃B), z : �A⇒ z : �B
⊃R z fresh

x ≤ y, y : �(A⊃B)⇒ y : �A⊃�B
⊃R y fresh

⇒ x : �(A⊃B)⊃ (�A⊃�B)

La derivación continúa con dos premisas luego de aplicar la regla de implicación izquierda
⊃L. Por un lado la premisa obtenida en ~ resulta en la siguiente:

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, u ≤ u, wRu, y : �(A⊃B), z : �A, u : A, u : A⊃B ⇒ u : B, u : A

⊃L

~
La otra premisa obtenida en ? está dado por:

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, u ≤ u, wRu, y : �(A⊃B), z : �A, u : A, u : A⊃B, u : B ⇒ u : B

⊃L

?

Axioma k2

~ ?
⊃L

x ≤ y, y ≤ z, zRu, u ≤ u, y : �(A⊃B), u : A, u : A⊃B ⇒ z : ♦B, u : B
refl

x ≤ y, y ≤ z, zRu, y : �(A⊃B), u : A, u : A⊃B ⇒ z : ♦B, u : B
�L

x ≤ y, y ≤ z, zRu, y : �(A⊃B), u : A⇒ z : ♦B, u : B
♦R

x ≤ y, y ≤ z, zRu, y : �(A⊃B), u : A⇒ z : ♦B
♦L u fresh

x ≤ y, y ≤ z, y : �(A⊃B), z : ♦A⇒ z : ♦B
⊃R z fresh

x ≤ y, y : �(A⊃B)⇒ y : (♦A⊃ ♦B)
⊃R y fresh

⇒ x : �(A⊃B)⊃ (♦A⊃ ♦B)

Podemos ver que nuestra derivación continua con dos premisas como resultado de aplicar
la regla de implicación izquierda que resultan de la siguiente manera:

En ~ la derivación se sigue de:

id
x ≤ y, y ≤ z, zRu, u ≤ u, y : �(A⊃B), u : A, u : A⊃B ⇒ z : ♦B, u : B, u : A

⊃L

~
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Y en ? la premisa obtenida está dada por:

id
x ≤ y, y ≤ z, zRu, u ≤ u, y : �(A⊃B), u : A, u : A⊃B, u : B ⇒ z : ♦B, u : B

⊃L

?

Axioma k3

~ ?
∨L

x ≤ y, yRz, z : A ∨B ⇒ y : ♦A ∨ ♦B
♦L

x ≤ y, y : ♦(A ∨B)⇒ y : ♦A ∨ ♦B
⊃R

⇒ x : ♦(A ∨B)⊃ ♦A ∨ ♦B

Luego de aplicar la regla de disjunción para el lado izquierdo, nuestra derivación continúa
con dos premisas. Por un lado tenemos la premisa que se sigue de ~:

id
x ≤ y, z ≤ z, yRz, z : A⇒ y : ♦A, z : A, y : ♦B

refl
x ≤ y, yRz, z : A⇒ y : ♦A, z : A, y : ♦B

♦R

x ≤ y, yRz, z : A⇒ y : ♦A, y : ♦B
∨R

x ≤ y, yRz, z : A⇒ y : ♦A ∨ ♦B
∨L

~

Y por otra parte, tenemos la derivación que continua a partir de ?:

id
x ≤ y, z ≤ z, yRz, z : B ⇒ y : ♦A, y : ♦B, z : B

refl
x ≤ y, yRz, z : B ⇒ y : ♦A, y : ♦B, z : B

♦R

x ≤ y, yRz, z : B ⇒ y : ♦A, y : ♦B
∨R

x ≤ y, yRz, z : B ⇒ y : ♦A ∨ ♦B
∨L

?

Axioma k4

~ ?
⊃L

x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A⇒ u : B
trans

x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A⇒ u : B
F 1

x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, zRw, y : ♦A⊃�B, u : A⇒ u : B
⊃R u fresh

x ≤ y, y ≤ z, zRw, y : ♦A⊃�B ⇒ w : A⊃B
�R z, w fresh

x ≤ y, y : ♦A⊃�B ⇒ y : �(A⊃B)
⊃R y fresh

⇒ x : (♦A⊃�B)⊃�(A⊃B)
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La derivación continúa como resultado de aplicar la regla izquierda de la implicación
⊃L. De esta regla obtenemos dos árboles:

Por un lado, la derivación que se sigue de ~:

id
x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, u ≤ u, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A⇒ u : B, t : ♦A, u : A

refl
x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A⇒ u : B, t : ♦A, u : A

♦R

x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A⇒ u : B, t : ♦A
⊃L

~

Y por otro lado, la derivación que se sigue de ?:

id
x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, t ≤ t, u ≤ u, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A, t : �B, u : B ⇒ u : B

refl
x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, t ≤ t, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A, t : �B, u : B ⇒ u : B

�L

x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, t ≤ t, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A, t : �B ⇒ u : B
refl

x ≤ y, y ≤ z, w ≤ u, z ≤ t, y ≤ t, zRw, tRu, y : ♦A⊃�B, u : A, t : �B ⇒ u : B
⊃L

?

Axioma k5

⊥L

x ≤ y, yRz, z : ⊥ ⇒ y : ⊥
♦L

x ≤ y, y : ♦⊥ ⇒ y : ⊥
⊃R

⇒ x : ♦⊥⊃⊥

5.2. Axiomas proposicionales intuicionistas
Para continuar con esta demostración, también debemos ver que todos los axiomas de

la lógica proposicional intuicionista son demostrables en labIK♥. A continuación se puede
observar una demostración para cada uno de los axiomas que fueron introducidos en el
Caṕıtulo 3. Continuamos con un método sintáctico de prueba en el que utilizamos las reglas
de nuestro sistema.

Lema 3. Los axiomas la lógica proposicional intuicionista son demostrables en labIK♥.

THEN-1
id

x ≤ y, y ≤ z, y : A, z : B ⇒ z : A
⊃R

x ≤ y, y : A⇒ y : B ⊃ A
⊃R

⇒ x : A⊃ (B ⊃ A)
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AND-1
id

x ≤ y, y ≤ y, y : A, y : B ⇒ y : A
refl

x ≤ y, y : A, y : B ⇒ y : A
∧L

x ≤ y, y : A ∧B ⇒ y : A
⊃R

⇒ x : A ∧B ⊃ A

AND-2
id

x ≤ y, y ≤ y, y : A, y : B ⇒ y : B
refl

x ≤ y, y : A, y : B ⇒ y : B
∧L

x ≤ y, y : A ∧B ⇒ y : B
⊃R

⇒ x : A ∧B ⊃B

AND-3

id
x ≤ y, y ≤ z, y : A, z : B ⇒ z : A

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ z, y : A, z : B ⇒ z : B

refl
x ≤ y, y ≤ z, y : A, z : B ⇒ z : B

∧R

x ≤ y, y ≤ z, y : A, z : B ⇒ z : A ∧B
⊃R

x ≤ y, y : A⇒ y : B ⊃ (A ∧B)
⊃R

⇒ x : A⊃ (B ⊃ (A ∧B))

OR-1
id

x ≤ y, y ≤ y, y : A⇒ y : A, y : B
refl

x ≤ y, y : A⇒ y : A, y : B
∨R

x ≤ y, y : A⇒ y : A ∨B
⊃R

⇒ x : A⊃ A ∨B

OR-2
id

x ≤ y, y ≤ y, y : B ⇒ y : A, y : B
refl

x ≤ y, y : B ⇒ y : A, y : B
∨R

x ≤ y, y : B ⇒ y : A ∨B
⊃R

⇒ x : B ⊃ A ∨B



5. COMPLETITUD 37

OR-3

~ ?
⊃L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y : A⊃ C, z : B ⊃ C, w : A, w : B ⇒ w : C
∨L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y : A⊃ C, z : B ⊃ C, A ∨B ⇒ w : C
⊃R

x ≤ y, y ≤ z, y : A⊃ C, z : B : C ⇒ z : A ∨B ⊃ C
⊃R

x ≤ y, y : A⊃ C ⇒ y : (B ⊃ C)⊃ (A ∨B ⊃ C)
⊃R

⇒ x : (A⊃ C)⊃ ((B ⊃ C)⊃ (A ∨B ⊃ C))

La derivación del axioma OR-3 continua por las ramas representadas por ~ y por ?
como resultado de haber aplicado la regla izquierda de implicación ⊃L.

La derivación proveniente de ~ se sigue de:

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ C, z : B ⊃ C, w : A, w : B ⇒ w : C, w : A

refl
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y : A⊃ C, z : B ⊃ C, w : A, w : B ⇒ w : C, w : A

⊃L

~

La derivación que se sigue de ? es la siguiente:

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ C, z : B ⊃ C, w : A, w : B, w : C ⇒ w : C

refl
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y : A⊃ C, z : B ⊃ C, w : A, w : B, w : C ⇒ w : C

⊃L

?

FALSE
⊥L

x ≤ y, y : ⊥ ⇒ y : A
⊃R

⇒ x : ⊥⊃ A

THEN-2

~ ?
⊃L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A⇒ w : C
trans

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A⇒ w : C
⊃R

x ≤ y, y ≤ z, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B ⇒ z : A⊃ C
⊃R

x ≤ y, y : A⊃ (B ⊃ C)⇒ y : (A⊃B)⊃ (A⊃ C)
⊃R

⇒ x : (A⊃ (B ⊃ C))⊃ ((A⊃B)⊃ (A⊃ C))

La derivación, luego de aplicar la regla izquierda de la implicación ⊃L, genera dos pre-
misas. La premisa que continua a partir ~ es de la siguiente forma:
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id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A⇒ w : C, w : A

refl
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A⇒ w : C, w : A

⊃L

~

Mientras que la premisa que continua en ? es de esta forma:

♥ ♣
⊃L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A, w : B ⊃ C ⇒ w : C
trans

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A, w : B ⊃ C ⇒ w : C
⊃L

?

Vemos que en ? al volver aplicar la regla de implicación izquierda ⊃L, genera nuevamente
dos premisas que las representamos con ♥ y ♣ para continuar con nuestra derivación.

Por un lado, la derivación correspondiente a ♣ está dada por:

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A, w : B ⊃ C, w : C ⇒ w : C

⊃L

♣

Por otro lado, de ♥ obtenemos la siguiente derivación que de nuevo utiliza ⊃L. Es por
ello que volvimos a representar las premisas que se obtienen como resultado de esta regla
con ♠ (para la premisa que parte del lado izquierdo) y † (para la premisa que parte del lado
derecho):

♠ †
⊃L

x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A, w : B ⊃ C ⇒ w : C, w : B
⊃L

♥

Finalmente por ♠ concluye la derivación de esta rama de la siguiente forma:

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A, w : B ⊃ C ⇒ w : C, w : B, w : A

⊃L

♠

Y por †, la derivación concluye de esta otra manera:

id
x ≤ y, y ≤ z, z ≤ w, y ≤ w, w ≤ w, y : A⊃ (B ⊃ C), z : A⊃B, w : A, w : B ⊃ C, w : B ⇒ w : C, w : B

⊃L

†
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5.3. Simulando Modus Ponens
Una vez concluida esta demostración para cada uno de los axiomas de la lógica propo-

sicional intuicionista, seguimos adelante con el resto de nuestra demostración para poder
probar la completitud de nuestro sistema labIK♥. Para ello, continuamos mostrando que
podemos simular de modus ponens utilizando la regla de cut donde cut es:

G1,L ⇒ R, z : C G2,L, z : C ⇒ R
cut

G1,G2,L ⇒ R

Es aśı que utilizando cut vemos que la regla de modus ponens
A A⊃B

B
es simulada de

la siguiente manera:

⇒ x : A
w
⇒ x : A, x : B

~ ?
cut

x : A⇒ x : B
cut

⇒ x : B

Hemos representado con ~ y ? la continuación de esta derivación en donde de ~ se sigue:

⇒ x : A⊃B
w

x : A⇒ x : B, x : A⊃B
cut

~

Mientras que de ? se obtiene:

id
x ≤ x, x : A, x : A⊃B ⇒ x : B, x : A

id
x ≤ x, x : A, x : A⊃B, x : B ⇒ x : B

⊃L

x ≤ x, x : A, x : A⊃B ⇒ x : B
refl

x : A, x : A⊃B ⇒ x : B
cut

?

Finalmente, queda demostrado que pudimos simular la regla de modus ponens a partir
del uso de las reglas de secuentes que conforman el sistema labIK♥ y de la regla de cut.

5.4. Simulando Necesitación
Una vez demostrado que podemos simular modus ponens utilizando la regla cut y las

reglas de nuestro sistema, nos resta ver que podemos simular la regla de necesitación donde
necesitación es: Si existe una prueba de A, entonces existe una prueba de �A.

En otras palabras, queremos probar que:

Lema 4. Si existe una prueba de D1

⇒ z : A
entonces existe una prueba de D2

⇒ x : �A
.
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Demostración. Podemos mostrar que:

Si D1

⇒ z : A
entonces tenemos que

Dw
1

x ≤ y, yRz ⇒ z : A
�R

⇒ x : �A

donde llamaremos D2 a lo siguiente: D2 = Dw
1

x ≤ y, yRz ⇒ z : A

Luego, utilizando la regla de debilitamiento (o en inglés weakening) tenemos que:

⇒ z : A
w

x ≤ y, yRz ⇒ z : A
�R

⇒ x : �A

A continuación veremos la demostración de otros lemas que nos permitieron realizar las
distintas demostraciones de las reglas para probar completitud.

En el Lema 5 demostramos la admisibilidad de la regla de debilitamiento o weakening
que fue ya utilizada para simular la regla de necesitación.

Lema 5. Si existe una prueba D

G,L ⇒ R
entonces existe una prueba

Dw

G, xRy, u ≤ v,L, z : A⇒ R, w : B

Demostración. Por induccion en la altura de D.
Para una prueba de altura 1:

Si D = id
G,L, x ≤ y, x : a⇒ R, y : a

entonces tenemos que:

Dw = id
G,L, x ≤ y, xRy, u ≤ v, x : a, z : A⇒ R, w : B, y : a

.

Para una prueba en la altura de D mayor a 1:

D1

G ′,L′ ⇒ R′
r
G,L ⇒ R

Luego, por hipótesis inductiva existe una prueba

Dw
1

G ′, xRy, u ≤ v,L′, z : A⇒ R′, w : B

Por lo tanto, tenemos la prueba
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Dw =
Dw

1

G ′, xRy, u ≤ v,L′, z : A⇒ R′, w : B

G, xRy, u ≤ v,L, z : A⇒ R, w : B

A lo largo de nuestras pruebas sintácticas, hemos utilizado la regla de identidad para
las fórmulas. Ya que labIK♥ presenta únicamente la regla de identidad para átomos, en el
siguiente lema vemos la admisibilidad de la regla para el caso general en nuestro sistema.

Lema 6. La siguiente regla es admisible en labIK♥:

idg

G, x ≤ y,L, x : A⇒ R, y : A

Demostración. Por inducción en el tamaño de A.

A = a:

Tenemos que la regla idg

G, x ≤ y,L, x : a⇒ R, y : a
es la misma regla que forma parte

del sistema labIK♥: id
G, x ≤ y,L, x : a⇒ R, y : a

A = A ∧B:

Por hipótesis inductiva, tamaño(A)≤ n

G, x ≤ y, x : A, x : B,L ⇒ R, y : A
∧L

G, x ≤ y, x : A ∧B,L ⇒ R, y : A

Por hipótesis inductiva, tamaño(B)≤ n

G, x ≤ y, x : A, x : B,L ⇒ R, y : B
∧L

G, x ≤ y, x : A ∧B,L ⇒ R, y : B
∧R

G, x ≤ y, x : A ∧B,L ⇒ R, y : A ∧B

A = A ∨B:

Por hipótesis inductiva, tamaño(A)≤ n

G, x ≤ y, x : A,L ⇒ R, y : A, y : B

Por hipótesis inductiva, tamaño(B)≤ n

G, x ≤ y, x : B,L ⇒ R, y : A, y : B
∨L

G, x ≤ y, x : A ∨B,L ⇒ R, y : A, y : B
∨R

G, x ≤ y, x : A ∨B,L ⇒ R, y : A ∨B

A = �A

Por hipótesis inductiva, tamaño(A)≤ n

G,L, x ≤ y, x ≤ z, w ≤ w, zRw, x : �A, w : A⇒ R, w : A
refl

G,L, x ≤ y, x ≤ z, zRw, x : �A, w : A⇒ R, w : A
�L

G,L, x ≤ y, x ≤ z, zRw, x : �A⇒ R, w : A
�R

G, x ≤ y,L, x : �A⇒ R, y : �A
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A = ♦A

Por hipótesis inductiva, tamaño(B)≤ n

G,L, x ≤ y, z ≤ u, xRz, yRu, z : A⇒ R, y : ♦A, u : A
♦R

G,L, x ≤ y, z ≤ u, xRz, yRu, z : A⇒ R, y : ♦A
F 2

G,L, x ≤ y, xRz, z : A⇒ R, y : ♦A
♦L

G,L, x ≤ y, x : ♦A⇒ R, y : ♦A



6

Trabajo futuro

En este caṕıtulo se describirán brevemente dos resultados que constituyen la continuación
de este trabajo final. En primer lugar discutiremos la demostración de completitud por medio
del sistema de Simpson [Simpson, 1994] mencionada anteriormente, y luego presentaremos
algunas extensiones de nuestro sistema para lógicas más fuertes. En particular, para esto
último, extendemos el sistema labIK♥ añadiendo el axioma de Scott-Lemmon o también
conocido como gklmn.

6.1. Completitud utilizando el sistema de Simpson
El objetivo de esta sección, es discutir una demostración alternativa del resultado de

completitud. Para ello utilizaremos el sistema de Simpson [Simpson, 1994] que se puede
observar en la Figura 6.1. En la sección anterior se realizó una prueba de completitud
sintáctica para el nuevo sistema utilizando la regla de cut para simular modus ponens.
Esto quiere decir que pudimos demostrar completitud con cut para nuestro sistema. Lo que
deseamos lograr ahora, es tener un sistema completo sin cut. Si bien se puede realizar una
prueba conocida como cut elimination, decidimos resolver este problema a partir de saber
que el sistema propuesto por Simpson ya es un sistema libre de cut. Como podemos observar
en la Figura 6.1, la mayoŕıa de las reglas de secuentes que se encuentran en el sistema de
Simpson (lo llamamos labIKs) también están presentes en el sistema labIK♥, por lo que nos
resta ver que las reglas que son distintas o bien no se encuentran en nuestro sistema, pueden
ser deducidas a partir de la aplicación de reglas de secuentes del sistema labIK♥. Realizando
este análisis a cada una de las reglas con éxito, podemos concluir que nuestro sistema labIK♥
es completo sin cut.

Teorema 6. El sistema labIKs es completo sin la regla de cut.

43
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ids

G,L, x : a⇒ x : a
⊥L

G,L, x : ⊥ ⇒ z : A

G,L, x : A, x : B ⇒ z : C
∧Ls

G,L, x : A ∧B ⇒ z : C

G,L ⇒ x : A G,L ⇒ x : B
∧Rs

G,L,⇒ x : A ∧B

G,L, x : A⇒ z : C G,L, x : B ⇒ z : C
∨Ls

G,L, x : A ∨B ⇒ z : C

G,L ⇒ x : A
∨R1s

G,L ⇒ x : A ∨B

G,L ⇒ x : B
∨R2s

G,L ⇒ x : A ∨B

G,L ⇒ x : A G,L, x : B ⇒ z : C
⊃Ls

G,L, x : A⊃B ⇒ z : C

G,L, x : A⇒ x : B
⊃Rs

G,L, x : A⇒ x : B

G, xRy,L, x : �A, y : A⇒ z : B
�Ls

G, xRy,L, x : �A⇒ z : B

G, xRy,L ⇒ y : A
�Rs y fresh

G,L ⇒ x : �A

G, xRy,L, y : A⇒ z : B
♦Ls y fresh

G,L, x : ♦A⇒ z : B

G, xRy,L ⇒ y : A
♦Rs

G, xRy,L ⇒ x : ♦A

Figura 6.1: System labIKs

Demostración. La demostración de completitud utilizando el sistema propuesto por Sim-
pson, como se detalló rápidamente al comienzo de esta sección, será a través de análisis de
casos. La mayoŕıa de las reglas en labIKs son las mismas reglas que en el sistema labIK♥
excepto por las siguientes:

Regla ids:

ids

G,L, x : A⇒ x : a
→ id

G, x ≤ x,L, x : a⇒ x : a
refl

G,L, x : a⇒ x : a

Regla ∨R1s y ∨R2s:

D1

G,L ⇒ x : A
∨R1s

G,L ⇒ x : A ∨B

or
D1

G,L ⇒ x : B
∨R2s

G,L ⇒ x : A ∨B

→ Dw
1

G,L ⇒ x : A, x : B
∨R

G,L ⇒ x : A ∨B
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Regla ⊃Ls:

D1

G,L ⇒ x : A

D2

G,L, x : B ⇒ z : C
⊃Ls

G,L, x : A⊃B ⇒ z : C

↓
Dw

1

G,L, x ≤ x, x : A⊃B ⇒ x : A

Dw
2

G,L, x ≤ x, x : B ⇒ z : C
⊃L

G,L, x ≤ x, x : A⊃B ⇒ z : C
refl

G,L, x : A⊃B ⇒ z : C

Regla ⊃Rs:

D1

G,L, x : A⇒ x : B
⊃Rs

G,L ⇒ x : A⊃B

→ Dw
1

G,L, x ≤ x, x : A⇒ x : B
⊃R

G,L ⇒ x : A⊃B

Regla �Ls:

D1

G,L, xRy, x : �A, y : A⇒ z : B
�Ls

G,L, xRy, x : �A⇒ z : B

↓
Dw

1

G,L, x ≤ x, xRy, x : �A, y : A⇒ z : B
�L

G,L, x ≤ x, xRy, x : �A⇒ z : B
refl

G,L, xRy, x : �A⇒ z : B

Regla �Rs:

D1

G,L, xRy ⇒ y : A
�Rs

G,L ⇒ x : �A

→ Dw
1

G,L, x ≤ x, xRy ⇒ y : A
�R

G,L ⇒ x : �A
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Regla ♦Rs:

D1

G, xRy,L ⇒ y : A
♦Rs

G, xRy,L ⇒ x : ♦A

→ Dw
1

G, xRy,L ⇒ x : ♦A, y : A
♦R

G, xRy,L ⇒ x : ♦A

Nuestra conjetura es que es posible demostrar completitud del sistema labIK♥ haciendo
un análisis de cada una de las reglas de secuentes presentes en el sistema de Simpson (a
partir del uso de las reglas de nuestro sistema).

6.2. Extensiones del sistema labIK♥
La idea parte de generar lógicas más fuertes extendiendo nuestro sistema con otros

axiomas. Decimos una lógica más fuerte para hacer referencia a que estamos restringiendo
la clase de frames que queremos considerar, imponiendo algunas restricciones en la relación
de accesibilidad. En particular, nuestro objetivo es realizar esto utilizando el axioma de
Scott-Lemmon o axioma gklmn:

♦k�lA⊃�m♦nA

Escribiendo nuestro axioma tanto en la lógica clásica como en la intuicionista en lenguaje
de primer orden obtenemos lo siguiente:

? Caso clásico  ∀x, y, z(xRky ∧ xRmz → ∃uyRlu ∧ zRnu)
? Caso intuicionista  ∀x, y, z((xRky ∧ xRmz)⊃ ∃y′(y ≤ y′ ∧ ∃u(y′Rlu ∧ zRnu)))

Para entenderlo en mayor detalle podemos observar la Figura 6.2 que representa al
axioma de Scott-Lemmon para el caso intuicionista la cual nos dice que:

Sean w, u y v mundos (o etiquetas). Si wRku y wRmv entonces existe un mundo
(o etiqueta) u′ tal que u ≤ u′ y existe un mundo (o etiqueta) x tal que u′Rlx y
vRnx.

u′

Rl

��

u

≤

OO

w

Rk
==

Rm
!!

x

v
Rn

>>

Figura 6.2: Axioma gklmn para el caso intuicionista

Ahora añadimos el axioma gklmn (gklmn para el caso intuicionista) y creamos una nueva
regla de sequente para nuestro sistema labIK♥ con el objetivo de capturar el axioma en
cuestión:
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G, y ≤ y′, xRky, xRmz, y′Rlu, zRnu,L ⇒ R
�gklmn y′, u fresh

G, xRky, xRmz,L ⇒ R

Teorema 7. El sistema labIK♥ + axioma gklmn es completo para k = l = m = n = 1.

Demostración. Como resultado de la sección Completitud Sintáctica sabemos que labIK♥+cut
es completo. Por lo tanto, sólo necesitamos mostrar que el axioma gklmn se puede probar a
partir de las reglas que componen a nuestro sistema. Primero demostraremos completitud
para k = l = m = n = 1 como se ve a continuación:

id
x ≤ y, y ≤ z, u ≤ t, t ≤ t′, u ≤ t′, j ≤ j, zRw, yRu, zRt, t′Rj, wRj, u : �A, j : A⇒ w : ♦A, j : A

refl
x ≤ y, y ≤ z, u ≤ t, t ≤ t′, u ≤ t′, zRw, yRu, zRt, t′Rj, wRj, u : �A, j : A⇒ w : ♦A, j : A

�L

x ≤ y, y ≤ z, u ≤ t, t ≤ t′, u ≤ t′, zRw, yRu, zRt, t′Rj, wRj, u : �A⇒ w : ♦A, j : A
trans

x ≤ y, y ≤ z, u ≤ t, t ≤ t′, zRw, yRu, zRt, t′Rj, wRj, u : �A⇒ w : ♦A, j : A
♦R

x ≤ y, y ≤ z, u ≤ t, t ≤ t′, zRw, yRu, zRt, t′Rj, wRj, u : �A⇒ w : ♦A
�gklmn t′, j fresh

x ≤ y, y ≤ z, u ≤ t, zRw, yRu, zRt, u : �A⇒ w : ♦A
F 2 t fresh

x ≤ y, y ≤ z, zRw, yRu, u : �A⇒ w : ♦A
♦L u fresh

x ≤ y, y ≤ z, zRw, y : ♦�A⇒ w : ♦A
�R z, w fresh

x ≤ y, y : ♦�A⇒ y : �♦A
⊃R y fresh

⇒ x : ♦�A⊃�♦A

Para la demostración de completitud del caso general, necesitamos introducir las reglas
que se presentan en el Lema 7.

Lema 7. Las siguientes reglas son admisibles en labIK♥:

1.
G,L, x(≤ ◦R)ky, x : �kA, z : A⇒ R

�k
L G,L, x(≤ ◦R)ky, x : �kA⇒ R

2.
G, x(≤ ◦R)ky,L ⇒ R, y : A

�k
R G,L ⇒ R, x : �kA

3.
G, xRky,L, y : A⇒ R

♦k
L G,L, x : ♦kA⇒ R

4.
G,L, xRky ⇒ R, x : ♦kA, y : A

♦k
R G,L, xRky ⇒ R, x : ♦kA

Nuestra conjetura es que es posible demostrar completitud del sistema para el caso
general, haciendo una demostración por inducción en el parámetro k. Esta demostración se
deja como trabajo futuro.



7

Conclusiones

Este último caṕıtulo abarca, por un lado, un pequeño resumen de lo realizado a lo largo
de esta tesis, como aśı también algunos detalles sobre las ĺıneas de trabajo futuro. Por otro
lado, se incluye una breve sección sobre la experiencia que tuve a la hora de realizar este
trabajo para finalizar mi carrera como Licenciada en Ciencias de la Computación.

7.1. Sobre la tesis
En este trabajo estudiamos un sistema de prueba etiquetado para la lógica modal in-

tuicionista. Para lograr este resultado se requirió el estudio de conceptos fundamentales
para el desarrollo de esta contribución. Los mismos fueron introducidos a lo largo de los
primeros caṕıtulos de la tesis. Comenzamos repasando la sintaxis y la semántica de la lógica
modal básica, para luego introducir una axiomatización a la Hilbert y otra a la Gentzen,
en particular, nos enfocamos en el sistema de secuentes etiquetados propuesto en [Negri,
2005]. Luego nos centramos en la lógica modal intuicionista, donde nuevamente estudiamos
su sintaxis y semántica, para comprender las herramientas necesarias para introducir un
nuevo sistema de secuentes etiquetados que nos permitiera capturar este tipo de lógica.

El enfoque adoptado en este trabajo final consiste en extender el sistema para la lógica
modal básica propuesto por Negri para capturar la lógica modal intuicionista, que denomi-
namos labIK♥. Para ello agregamos un nuevo śımbolo de relación: la relación futura o mejor
conocida como relación de pre-orden ≤. A diferencia de la lógica modal básica, los operado-
res modales ♦ y � no son duales, debido a que la sintaxis de la lógica modal intuicionista no
presenta el operador de negación ¬. Por tal motivo, resulta necesario contar con dos reglas
de secuentes para cada operador para obtener un sistema completo. Otro aspecto a tener en
cuenta fue la necesidad de reglas que caractericen las condiciones de la relación de pre-orden
(es decir, reflexividad y transitividad). Este enfoque resulta novedoso ya que nos permite
poner el sistema de prueba en estrecha relación con la semántica birelacional de Kripke.

En este trabajo final demostramos que el cálculo de secuentes para la lógica modal
intuicionista que definimos es correcto y completo. Esto quiere decir, por un lado, que cada
una de las reglas introducidas son semánticamente correctas, y por el otro, que son suficientes
para caracterizar todos los teoremas de la lógica. En particular, demostramos completitud
sintácticamente por medio del sistema a la Hilbert, lo cual nos permite concluir que el sistema
labIK♥ es correcto y completo con la regla de cut. Sin embargo, continuamos trabajando para
obtener un sistema que sea completo libre de cut. Una alternativa para lograr este tipo de
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sistemas, consiste en demostrar la propiedad de cut elimination, aunque decidimos continuar
nuestro trabajo con el estudio de sistemas completos libres de cut, por el enorme desaf́ıo
que representa dicha prueba. El sistema propuesto por Simpson [Simpson, 1994] se presenta
como una buena alternativa, debido a que resulta simple establecer una correspondencia
entre las reglas de tal sistema y las reglas de nuestro sistema labIK♥. Para completar esta
demostración, es necesario demostrar que el resto de las reglas de Simpson pueden ser
deducidas en nuestro sistema. Esta conjetura terminará de ser formalizada y estudiada en
nuestro trabajo futuro. Vale la pena destacar que, a pesar de poseer reglas similares a
nuestro sistema, el sistema de Simpson no es suficiente para capturar la semántica de la
lógica modal intuicionista. Como se puede observar en la Figura 6.1, las reglas presentadas
para el operador � no capturan la relación de pre-orden aśı como tampoco el sistema nos
permite hablar de la implicación intuicionista. Dado que el cálculo de secuentes etiquetados
propuesto en este trabajo nos permite hablar tanto de la relación de pre-orden como de
la implicación intuicionista, es posible continuar con el estudio de esta demostración para
lograr que el sistema labIK♥ sea un sistema completo sin la regla de cut.

Por otra parte, nuestro trabajo futuro también contempla el estudio de extensiones del
sistema para caracterizar lógicas más fuertes, en particular, para restringir la clase de frames
que queremos considerar. En el último caṕıtulo discutimos extensiones con el axioma gklmn,
presentando una nueva regla de secuente para el sistema labIK♥, y demostrando completitud
para este nuevo sistema. Por el momento, sólo se discutió completitud para el caso k = l =
m = n = 1 pero se continuará con el desarrollo del caso general. Esta demostración y el
estudio de otras extensiones es parte de lo que seguiremos trabajando en un futuro próximo.

Vale la pena agregar que una de las principales ventajas del sistema de secuentes etique-
tado labIK♥, es que nos permite extender de una manera sencilla a otros sistemas. Por otro
lado, gracias al uso de etiquetas, es posible obtener una demostración simple de completitud.

Finalmente, consideramos que el sistema propuesto en este trabajo final, constituye una
herramienta importante para el estudio de la complejidad computacional de las tareas de
inferencia de la lógica modal intuicionista. En particular, del problema de decidir si una
fórmula de esta lógica es válida. Esto también forma parte de las posibles ĺıneas de investi-
gación futuras.

7.2. Sobre mi experiencia de trabajo final de Licencia-
tura

Los comienzos de mi tesis surgieron a partir de una pasant́ıa realizada en Francia desde
diciembre de 2017 a marzo de 2018. El objetivo propuesto fue obtener mi primer experiencia
en el mundo de la investigación y fue alĺı donde descubŕı con certeza que esto era lo queŕıa
para mi futuro. Mi pasant́ıa se realizó en INRIA bajo la supervisión del Dr. Lutz Strassburger
en el equipo PARSIFAL, dirigido por el Dr. Dale Miller.

Mis estudios que constituyen la base de mi trabajo final de Licenciatura comenzaron
alĺı en Palaiseau - Saclay. Luego de tener la oportunidad de indagar en otros temas como
nested sequents y combinatorial proofs, decid́ı inclinarme por el estudio de la lógica modal
intuicionista y su teoŕıa de prueba. A pesar de que antes de esta pasant́ıa realicé un curso de
lógicas modales en FaMAF con el Dr. Carlos Areces y el Dr. Raul Fervari, este fue mi primer
acercamiento a la teoŕıa de prueba. Comenzar con el estudio de dicha área, constituyó uno
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de mis mayores desaf́ıos en conjunto con un nuevo idioma, una nueva cultura, un nuevo
grupo humano y mi primera vez en investigación. Durante mi pasant́ıa tuve la oportunidad
de visitar y colaborar con Sonia Marin (post-doc en IT-University de Copenhague y PhD
obtenido con Dr. Lutz Strassburger) quien fue uno de mis mayores soportes a lo largo de
mi trabajo en INRIA.

Una vez concluida mi pasant́ıa continué con mi trabajo de Licenciatura acompañada del
Dr. Raul Fervari de la FaMAF quien actualmente es uno de mis directores de tesis junto con
el Dr. Lutz Strassburger. En cada uno de mis avances fui también recibiendo sugerencias,
consejos y correcciones del Dr. Carlos Areces.

Considero que dicha pasant́ıa fue una buena oportunidad para afianzar los conocimientos
obtenidos en diferentes etapas de la carrera. Para concluir, es importante destacar que los
aprendizajes adquiridos resultan una base fundamental para continuar con mis estudios de
doctorado.
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[Ewald, 1986] W. B. Ewald. Intuitionistic tense and modal logic. The Journal of Symbolic
Logic, 51(1):166–179, 1986.

[Fischer-Servi, 1984] G. Fischer-Servi. Axiomatizations for some intuitionistic modal logics.
Rend. Sem. Mat. Univers. Politecn. Torino, 42(3):179–194, 1984.

[Fitch, 1948] F. Fitch. Intuitionistic modal logic with quantifiers. Portugaliae mathematica,
7(2):113–118, 1948.

[Fitting, 1983] M. Fitting. Proof methods for modal and intuitionistic logics, volume 169.
Springer Science & Business Media, 1983.

[Frege, 1879] G. Frege. Begriffsschrift, a formula language, modeled upon that of arithmetic,
for pure thought, 1879.

[Gabbay, 1996] D. Gabbay. Labelled deductive systems. Oxford University Press, 1996.

[Gentzen, 1934] G. Gentzen. Untersuchungen über das logische schließen. i. Mathematische
zeitschrift, 39(1):176–210, 1934.

[Hilbert, 1967] D. Hilbert. The foundations of mathematics. in jean van heijenoort. In
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