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Resumen

Sea F' un cuerpo de numeros totalmente real de dimensién d sobre Q,
Op el anillo de enteros y I'g(J) un subgrupo de congruencia de Hecke de
GLs(R). Para cada ideal primo p en Op, p 1 J, p un cuadrado en el grupo de
clases estricto sea T}, el operador de Hecke operando en el espacio de formas
cuspidales de Maass en I'g(J)\G Lz (R)<.

El objeto de este trabajo es investigar la distribucién conjunta de au-
tovalores de T, y de los operadores de Casimir C; en cada componente
arquimedeana de F'. Mds precisamente, dada una familia 2; de subconjun-
tos compactos de R? donde §; creciente si t — oo y un intervalo I, C [—2, 2]
para p 1 J se prueba la estimacién
Y. @ = (I)(Ip)2(\2/7§75 Vol(To(INGL2(R)H)PL() + o(Vi())

WAy €Q
A, pElp

donde ¢"(w) es el coeficiente de Fourier de la representacién w, ®(I,) es la
medida de Sato-Tate de I,, Dr es el discriminante del cuerpo F', Pl denota
la medida de Plancherel y V7 es una medida con V4 = O(P1). Esto implica
que

2v/Dp

lm (PI(Q:)™" D | (@)* = <I’(I;J)W Vol(Io(I)N\GLa(R)).

En particular, esto dice que hay una infinidad de formas automorfas con
autovalores de T}, en I, distribuidas segin la medida de Sato-Tate del inter-
valo y ademaés con autovalor de Casimir en la region 2, distribuidas segun
la medida de Plancherel de la regién. En el caso de formas holomorfas, la
estimacion es muy explicita.

Esto generaliza resultados de Sarnak [Sar87], Serre [Se97], Knightly—Li
[KLO8|[KL13] y Bruggeman-Miatello [BM13].

Como consecuencia, se obtiene un resultado de equidistribucion pesada,
con peso |¢"(w)|?, de los autovalores de Hecke, complementando resultados
de Serre [Se97] y Knightly-Li [KLO8|[KL13].

Math. Subject Classification (2010): 11F25, 11F30, 11F41.
Palabras y frases claves: operadores de Hecke, coeficientes de Fourier de formas automorfas,
formas automorfas sobre GLo .
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Abstract

Let F be a totally real number field, O the ring of integers and I'y(J) a
Hecke congruence subgroup of GLy(R). For each prime ideal p in Op, ptJ
let T, be the Hecke operator acting on the space of Maass cusp forms on
Lo (3)\G L2 (R)%.

The goal of this work is to investigate the joint distribution of eigenvalues
of Hecke operators T}, and of the Casimir operators Cj in each archimedean
component of F'. More precisely, given a family of compact subsets ; of R,
where €y grows as t — oo and an interval I, C [—2,2] for p { J we prove the

estimation
' V
wi A €EQ
Aeo,p€lp

Vol(P\GLg( YHPLQ) + o(Vi ()

where ¢"(w) is the Fourier coefficient of the representation w, ®(I,) is the
Sato-Tate measure of I,, Dp is the discriminant of the field F', Pl denotes
the Plancherel measure and V; = o(P1). This implies that

Jim (P YD (@) = By

Wiy €Q ( )
Aw,p€Ip

Vol(T'o(3)\GLa(R)%).

In particular, this says that there are infinitely many automorphic forms
with eigenvalues of T}, in I, distributed according to the Sato-Tate measure
of the interval and furthermore with the Casimir eigenvalue in the given
region (), distributed according to the Plancherel measure of the region.

This generalizes results of Sarnak [Sar87], Serre [Se97], Knightly-Li
[KLO8] [KL13| and Bruggeman—Miatello [BM13].

As a consequence, one obtains a result of weighted distribution of the
Hecke eigenvalues, with weights |¢” (w)|?, complementing results of Knightly-
Li [KL13].

Math. Subject Classification (2010): 11F25, 11F30, 11F41.
Key words and phrases: Hecke operators, Fourier coefficients of automorphic forms, auto-
morphic forms on GLa.
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Capitulo 1

Introduccién

El estudio de las formas automorfas, es decir, de las funciones analiti-
cas reales sobre un grupo de Lie semisimple G que son invariantes por un
subgrupo aritmético I' de GG, es un tema de interés clasico que tiene un rol
central en la teoria espectral de operadores como asi también en teoria de
ndmeros.

Los operadores de Hecke T}, (ver Subseccién 2.1.3) definen operadores
normales sobre las formas automorfas cuspidales. Ademads, existe una base
ortonormal de autofunciones de Hecke del espacio de Hilbert L?(T'o(NN)\b)
(ver Teorema 2.22), donde I'g(N) denota el subgrupo de Hecke de nivel N.

Los autovalores A(p) de T}, codifican informacién aritmética y estadistica
importante, por ejemplo

- el nimero de formas de representar un entero por una forma cuadra-
tica dada (e.g. como suma de cuatro cuadrados);

- el nimero de puntos de una curva eliptica Q-racional sobre un cuerpo
finito de p elementos.

La conjetura de Ramanujan implica que |A(p)| < 2 para cualquier f holo-
morfa cuspidal. Esta conjetura fue probada por Deligne [De73|.

Serre [Se68] estudio la distribucién asintética de los autovalores de Hec-
ke A¢(p) para f € Si, el espacio de formas cuspidales holomorfas primitivas
normalizadas de peso k para el grupo modular I' = SLy(Z). Ademds, con-
jeturé que para cualquier f € Sy los autovalores A\f(p), con p < x cuando
x — 00, estan equidistribuidos en el intervalo [—2, 2] con respecto a la me-
dida de Sato-Tate

(1.1) o) = 1= dr size[-29]
. poo(2) = — 1 iz ,2].

Esta conjetura es llamada la conjetura de Sato—Tate o el problema hori-
zontal de Sato—Tate. Fue probada por Barnet-Lamb, Geraghty, Harris y
Taylor [ BGHT11].

Otro punto de vista es el problema vertical de Sato—Tate, esto es, fijado
el primo p, determinar la distribucién de los autovalores de T}, sobre una
familia parametrizada de formas cuspidales, cuando un pardametro (nivel o
peso) tiende a infinito. Este problema ha sido abordado por diversos autores.
Para formas de Maass por Bruggeman [Br78] y Sarnak [Sar87], para for-
mas holomorfas por Serre [Se97] y Conrey-Duke-Farmer [CDF97] y para
formas modulares de Hilbert por Li [Li09], Knightly—Li [KLO8] [KL13] y
Bruggeman—Miatello [BM13].

En todos los casos, una de las herramientas principales es una férmu-
la relativa de la traza o de tipo Kuznetsov, habiendo sido utilizadas di-
versas variantes de esta féormula debidas a Eichler [E57], Selberg [S56],

1



2 1. INTRODUCCION

Kuznetsov [Ku80], Bruggeman [Br78], Arthur [Ar78] [Ar05] y Petersson
[P32].

Posteriormente, varias versiones de la férmula de Kuznetsov se han obte-
nido. Mencionamos a Bruggeman—Miatello [BM98][BM13| para el caso de
formas modulares de Hilbert para SLs sobre un cuerpo de niimeros, a Venka-
tesh [Ve04] para GLg sobre un cuerpo de nimeros y a Knightly-Li [KL13|
para GLg sobre Q. Médga [Mal3] obtuvo en 2013 una versién semi-adélica
de dicha férmula.

En esta tesis abordamos el problema vertical de Sato—Tate para formas
automorfas sobre un cuerpos de niimeros totalmente reales.

Estudiamos la funcién

N L) = Y @)

W, A €EQ¢

Ap,ww€lp
la cual suma coeficientes de Fourier ¢"(w) sobre representaciones cuspida-
les de GLo(R)? cuyos autovalores de Casimir y de Hecke son prefijados en
regiones ; C R? e intervalos I, C [—2,2] respectivamente (ver Subseccién
5.3).

En el Teorema 5.5, para conjuntos 2; crecientes como en (5.15) probamos

la estimacion

. 2/|Dp| Vol(I'\G)
T 2
tlig& : ’C (w)‘ - (27_[_)d Pl(Qt)(I)Up) + O(Vl(Qt))7
w, Ay €2
A, p€Ip

donde ®(I,) es un multiplo de la medida de Sato-Tate de I, (ver (5.12)),
Dr es el discriminante del cuerpo F', Pl denota la medida de Plancherel (ver
(5.4)) y Vi = o(P1) (ver (5.8)) .

En particular, esto dice que hay una infinidad de formas automorfas
con autovalores de T}, en I, distribuidas segin la medida de Sato-Tate del
intervalo y ademas con autovalor de Casimir en la regién )y dada para t > 0,
distribuidas segin la medida de Plancherel de la regién (Teorema 5.5). Como
explicamos en el Capitulo 6, este resultado complementa los obtenidos en
[BM13], [KLO08]|, [Li09], [KL13].

FEl caso cléasico de formas cuspidales holomorfas es de especial interés. En
este caso, restringimos las representaciones ®§l:1wj al caso en que para toda

J,w@j € G esté en la serie discreta y obtenemos un resultado de distribucion
asintético para este caso (Teorema 5.9 y Teorema 5.10).

Como aplicacién, obtenemos un resultado de equidistribucion pesada
para los autovalores de Hecke (ver Teorema 5.14) que generaliza los obtenidos
en [Se97],[KLO08] y [KL13]. Como explicamos en el Capitulo 6, la novedad
respecto a trabajos anteriores, es que nuestras familias de autovalores de
Hecke estdn parametrizadas por parametros espectrales.

La tesis esta organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo 2 damos resultados y nociones conocidas sobre formas
holomorfas y formas de Maass en el sentido clasico, definimos los adeles
sobre Q, las formas automorfas adélicas y los operadores de Hecke. Esto es
para motivar el tema de estudio de esta tesis y que desarrollamos en los
siguientes capitulos.



1. INTRODUCCION 3

Para obtener nuestros resultados, precisamos trabajar en un contexto
adélico: en el Capitulo 3 definimos las formas automorfas sobre los adeles de
F, su correspondencia con las formas clasicas y la accion del grupo de clases
(Seccién 3.3).

En el Capitulo 4 definimos los operadores de Hecke T, y estudiamos
su accién sobre el espacio de formas automorfas cuspidales. En la Subsec-
cién 4.2.2 obtenemos una relacién entre los coeficientes de Fourier de las
representaciones w con los autovalores de Hecke (ver Teorema 4.7) que serd
de utilidad esencial en la demostracién de nuestro resultado principal.

En el Capitulo 5 se encuentran los resultados principales obtenidos en
la tesis. Los Teoremas 5.4 y 5.5 son sobre distribucién asintética de autova-
lores de Hecke y de Casimir. Como aplicacién, obtenemos un resultado de
equidistribucién pesada de los autovalores de Hecke (ver Teorema 5.14).

Finalmente, en el Capitulo 6 comparamos nuestros resultados con los
obtenidos en [Se97], [KL08|, [Li09], [KL13] y [BM13].






Capitulo 2

Preliminares

En esta seccion fijaremos la notacién y los conceptos bésicos que usa-
remos a lo largo del texto. En particular, introduciremos las nociones de
formas modulares y formas de Hilbert, desde su versién clasica hasta su
version adélica, que es la que utilizaremos para obtener los resultados prin-
cipales de esta tesis.

Dividiremos esta seccién de la siguiente manera:

1. La teoria clasica de formas modulares: los subgrupos de congruencia,
sus cuspides y la definicién de forma automorfa. Definiciéon de los
operadores de Hecke y su estructura.

2. Las formas automorfas como funciones sobre el grupo de adeles de
Q: definicion de adeles, grupos de congruencia, adelizacion de formas
automorfas clasicas. Definicién de operadores de Hecke adélicos y su
relacion con los operadores de Hecke clasicos.

3. Formas modulares de Hilbert. El caso de cuerpos de ntimeros total-
mente reales.

2.1. Formas modulares clasicas

En primer lugar, introduciremos la notacién en el sentido clasico que es
como empezo a surgir esta teoria, para luego introducir el caso de cuerpos
de numeros totalmente reales y las técnicas sobre los adeles.

DEFINICION 2.1. El subgrupo principal de congruencia de nivel N esté
dado por

(2.1)  T(N)= {(‘C‘ Z) € SLy(Z) : (i Z) = (é 2) (méd N)}.

Cualquier subgrupo de SLs(Z) que contiene a I'(IN) es llamado subgrupo de
congruencia de nivel N.

EJEMPLO 2.2. El ejemplo bésico es el grupo I'(1) = SLa(Z), el cual es
llamado el grupo de congruencia completo o grupo modular.

EJEMPLO 2.3. En esta tesis estaremos particularmente interesados en
los subgrupos de Hecke, es decir

Ty(N) = {(‘c‘ Z) €SLy(Z):c=0 (méd N)}.

A partir de ahora, nos interesaremos en los subgrupos de Hecke, es decir,
consideramos I' = Ty (V).

El grupo GL3 (R) actda en el semiplano complejo superior h := {z €
C : Im(z) > 0} por transformaciones de Mébius. Si g = (¢5) € GL3 (R),

5



6 2. PRELIMINARES
az+b
cz+d*
el cual se identifica con la frontera de h := {z € C : Im(2) > 0}.

Para I' un subgrupo de congruencia, decimos que dos puntos 21,23 € b
son I'-equivalentes si vz; = 29 para algin v € I

entonces g(z) = Esta accién se extiende de manera trivial a R U {oo},

DEFINICION 2.4. Un subconjunto ® de § es un dominio fundamental
para I' si se cumplen las siguientes condiciones.

(i) © es un subconjunto abierto y conexo de b,
(ii) no hay puntos en © que sean I'-equivalentes,
(iii) para todo z € h existe un zg € ® tal que vz = zp con v € T

Cada g € G:LéIr (R) actia por movimientos rigidos del plano hiperbdlico.
Podemos distinguir a cada g = (‘Cl 3) # £({9) en tres clases diferentes
seguin sus puntos fijos.

(i) Parabdlica si g tiene s6lo un punto fijo en RU{cc} < Tr(g)? = det(g)
(ii) Hiperbdlica si g tiene dos puntos fijos en RU{oc} < Tr(g)* > det(g)
(iii) Eliptica si g tiene un punto fijo en b y otro en h < Tr(g)? < det(g)

DEFINICION 2.5. Se dice que un punto z € R U {oco} es una cispide de
I" si existe un elemento parabdlico de I' que fija a x.

Los grupos Fuchsianos (i.e. subgrupos discretos de SLo(R) de covolumen
finito), y los subgrupos de Hecke en particular, tienen un nimero finito de
cuspides médulo I'-equivalencia (ver [Iw97, Cap. 2]). Finalmente podemos
definir la nocién de funcién automorfa.

DEFINICION 2.6. Una funcién f(z) : h — C se dice forma T'-automorfa
de peso k (o forma automorfa de peso k para I') si satisface las siguientes
condiciones:

(i) f(v2) = f(22E5) = (cz + d)F f(2) para todo vy = (24) € T;

(ii) f es holomorfa en b;y

(iii) f es holomorfa en todas las cispides de I' (ver [Iw97]).

Al espacio de dichas funciones lo denotamos My (T).

Para f € My(T'), donde I es un subgrupo de Hecke I'g(V), tenemos que
f(z) = f(z+1), por lo que f tiene expansién de Fourier en el co de la forma

(2.2) f(z) = ianezmnz.
n=0

DEFINICION 2.7. Una forma I'-automorfa se dice que es una forma cus-
pidal si ag = 0 para cada cuspide de I'. El espacio de formas I'-cuspidales
de peso k sera denotado Si(T").

2.1.1. Series de Eisenstein.

DEFINICION 2.8. Sea z = x + iy € b, Re(s) > 1. Definimos la serie de

Fisenstein por
S

1 Yy
FE = — _
(Z’S) 2 Z |cz—|—d]25

c,d€Z
(c,d)=1



2.1. FORMAS MODULARES CLASICAS 7

PROPOSICION 2.9. Las series de Eisenstein F(z,s) convergen absoluta y
uniformemente sobre conjuntos compactos para z = x + iy € h y Re(s) > 1.
Son analiticas reales en z y analiticas complejas en s. Ademds, satisfacen
las siguientes propiedades:

(i) Sea € > 0. Para v = Re(z) > 1+¢€ > 1, existe una constante c(e€) tal
que

|E(z,8) —y°| < c(€)y™© para todo y > 1.

(ii) E(gzzig,s) = E(z,s) para todo (2Y) € SLa(Z).

(iii) AE(z,s) =s(1 —s)E(z,s).

2.1.2. Formas de Maass. Sea f una funcién automorfa de peso k pa-
ra I'g(IV). Consideraremos también el caso donde f(z) no es necesariamiente
una funcién holomorfa para z € h. Este tipo de funciones aparecieron en los
trabajos de Maass [M47], [M49], [M53].

DEFINICION 2.10. Sean N,k € Z con N > 1. Sea v € C. Fijamos un
caracter x (mod N). Una forma de Maass de tipo v de peso k y cardcter
x para I'g(IV) es una funcién suave f : h — C que satisface las siguientes
condiciones:

(i) f(v2) = x(d)(cz + d)* f(2) para todo v = (2}) € To(N), z € b.

(i) Apf = v(1 —v)f, donde Ay = —y? (a%?g + 5%) + ik‘y% es el ope-
rador de Laplace.
i) f es de crecimiento moderado (ver [GoHul, pégina 79]).

dxd
// )2 $2y<oo
FoN)\b Yy

Estamos interesados en las funciones I'g (N )—automorfas que son de cua-
drado integrables, es decir en el espacio L?(T'o(N)\b).

TEOREMA 2.11 (Maass). El subespacio de L*(Io(N)\b) formado por
formas de Maass de tipo v es de dimension finita.

DEMOSTRACION. Ver [Gol5, pdg. 71]. O

El operador diferencial Aj tiene la propiedad de llevar formas automorfas
de peso k en si mismas. La descomposicion espectral de Selberg dice que el
espacio de Hilbert L? (FO(N )\b) se descompone en formas cuspidales de
Maass e integrales de series de Eisenstein. Es decir

L*(To(N)\B) = C @ L2, (To(N)\b) @ L2, (To(N)\b)

donde C es el espacio 1-dimensional de funciones constantes, Lcusp( o(IV )\b)
representa el espacio de Hilbert de funciones de cuadrado integrable cuyos
términos constantes son cero, y L2, (Fo (N )\h) representa todas las funcio-
nes cuadrado integrables que son representables como integrales de series de
Eisenstein. Especificamente, sean 7;(z) (j = 1,2,...) una base ortonormal
de formas de Maass para I'o(N). Como veremos en Teorema 2.22, podemos
tomar cada n; autofuncién de todos los operadores de Hecke.
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TEOREMA 2.12 (Descomposicién espectral). Para f € LQ(FO(N)\h),
tenemos que
%Jrioo

=S Ui+ - [ B ) B s)ds,
7=0

1 .
3 100

—dxdy
(2)= 3
To(N)\ Yy

es el producto interno de Petersson.

DEMOSTRACION. Ver [Gol5, §3.16]. O

donde

2.1.3. Operadores de Hecke. En términos generales, los operadores
de Hecke son operadores que promedian los valores de una f automorfa sobre
una coleccion finita de coclases dobles de cierto conjunto.

DEFINICION 2.13. Fijamos un entero k. Para cualquier A € GLJ (R) el
operador |. estd definido en funciones f : h — C por

(2.3) fia(z) = (det A)¥/254(2)7* f(Az)
donde ja(z) =cz+dsi A= (2}%). Llamamos a j_(.) factor de automorfia.

Para un entero positivo n consideramos el conjunto

(2.4) Gn:{<a b>: a,b,c,d € Z, ad—bc:n}.

c d
En particular, G; = SL2(Z). El grupo modular SLs(Z) actia sobre G,, a
ambos lados y G,, = SL2(Z2)G,, = G,,SLa(Z).

LEMA 2.14. La coleccion

(2.5) mn:—{(g Z):ad—n,0§b<d}

es un conjunto completo de representantes de coclases a derecha de G,
mddulo SLe(Z). Es decir

(2.6) Gn = |_| SL2(Z)p
PERL
DEMOSTRACION. Ver [Iw97]. O

Notar que R, es un conjunto finito con o(n) = >, d elementos.

Dado k£ un entero positivo, definimos el operador T, sobre funciones
f:h— C por

(2.7) Tof =02 Y i

PERL
Por el Lema 2.14, escribimos T}, operando en f como

(2.8) CHICEED SPUS S (“Zjb> |

ad=n 0<b<d

Los operadores de Hecke T;, preservan el espacio de formas I'y-automorfas,

1 wu
dondefoo—{:lz (0 1> : uEZ}.
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TEOREMA 2.15. El operador T,, lleva formas I's-automorfas en formas
' -automorfas.

A continuacién se expresan los coeficientes de Fourier de la forma mo-
dular T, f en términos de los coeficientes de Fourier de f. Escribimos

o0

(2.9) 1) =Y alm)er=,

m=0

donde a(m) son los coeficientes de Fourier de f.

PROPOSICION 2.16. Supongamos que f € My(T) estd dada por (2.9) y
que converge absolutamente en §y. Entonces T, f estd dada por la serie

(2.10) (Tuf)(z) = b(m)e*™m=
m=0
cuyos coeficientes de Fourier son
(2.11) bim) =Y d*'a(mnd?).
d|(m,n)

COROLARIO 2.17. Para n > 1 tenemos
(2.12) an(0) = ok_1(n)a(0),
donde o5(n) =3 4, d°.

Nos interesa especialmente la estructura del dlgebra que generan estos
operadores.

TEOREMA 2.18. Para todo m,n > 1 se tiene

(2.13) TTn = > d" Ty
d|(m,n)
DEMOSTRACION. Ver [Iw97, Capitulo 6]. O

COROLARIO 2.19. Para todo m,n > 1 se tiene T,,,T,, = T,,T},.

Usando la inversién de Mdbius en (2.13) se obtiene

(2.14) Ton = Z N(d)dkile/dTn/dv
d|(m,n)

donde p(d) es la funcién de Mobius. En particular,
Ton =TT, si(m,n) =1.
Sim =p" y n=p, usando (2.14) obtenemos la férmula de recurrencia

(2.15) Tyrir = Ty Tyr — p" 1Ty

Llamaremos dlgebra de Hecke al dlgebra H sobre C generada por todos
los operadores de Hecke T, para n > 1. Por las propiedades enunciadas,
concluimos que H es un dlgebra conmutativa generada por los elementos T},
con p un ndmero primo.

Como generalizacién del Teorema 2.15 tenemos el siguiente enunciado
para los subgrupos de congruencia I'o(N).
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TEOREMA 2.20. Los operadores de Hecke transforman formas automor-
fas (cuspidales) en formas automorfas (cuspidales), es decir

T (Mi(To(N))) € Mi(To(N))  (Tn(Sk(To(N))) € Sk(Co(N)))-

Una propiedad fundamental es que los operadores de Hecke T,, con
(n, N) = 1 son autoadjuntos con respecto al producto interno de Peters-
son. Dadas dos formas automorfas cuspidales f y g se define (ver [KLO6b])

(216) (o) = [ F)E
I\b
TEOREMA 2.21. Sean f,g € Sp(T'o(N)) y (n, N) = 1. Entonces
(2.17) <Tnf7 g) = <f7 Tng>'

Es decir, el operador T, es autoadjunto y por lo tanto normal.
Como consecuencia de esto, tenemos el siguiente resultado fundamental.

TEOREMA 2.22 (Hecke). El espacio de formas cuspidales S, (I'o(N)) tie-
ne una base ortonormal F que consiste de autofunciones de todos los ope-
radores de Hecke T,, con (n,N) = 1.

Llamamos autofuncion de Hecke a una autofuncién f de todos los T,
con (n, N) = 1. Se dice que una autofuncién es normalizada si a(1) = 1. Las
autofunciones con a(1) = 0 son llamadas oldforms, las cuales provienen de
Sk(To(M)) para M | N. Se puede demostrar que Si(I'g(/N)) tiene una base
ortogonal de autofunciones normalizadas (ver [KLO0G6]).

oo
PROPOSICION 2.23. Si f(z) = Z a(m)e*™™* es qutofuncion de Ty, con

m=1
coeficiente principal a(1) = 1, entonces T,,f = a(n)f.

2.1.4. Polinomios de Chebyshev. En esta subseccién comentare-
mos sobre los polinomios de Chebyshev, los cuales son muy importantes en
nuestro tema ya que interconectan los operadores de Hecke y por lo tanto,
los autovalores de los mismos.

Estos polinomios son muy estudiados en [Se97]. A continuacién comen-
tamos algunas de sus propiedades mas importantes.

Supongamos que x € [—2,2]. Entonces z puede ser expresado univoca-
mente de la forma: £ = 2cosp para 0 < ¢ < 7.

Para z € [—2,2] y para cualquier entero ¢ > 0, definimos

i 1)p _ p—i(t+1)gp

e — e~

(218) XZ(;[;) = eing + ei(Z_Q)GD 4+ 4 e—ing _

sin(¢ 4+ 1)
sinp

Tenemos que Xy(z) € Z[x] es un polinomio de grado ¢. Como
sin((€+1)p+ @) +sin((€ + 1) — ) = 2cospsin(f + 1)p
estos polinomios verifican la siguiente formula recursiva

(2.19) Xop1(z) = 2 Xo(z) — Xo—1(2).
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DEFINICION 2.24. Los polinomios Xy(z) son conocidos como los polino-
mios de Chebyshev de sequndo tipo.

DEFINICION 2.25. Sea

(2.20) dpioo(z) = {iﬂdfﬂ si @ €[-2,2],

0 otros x

la medida de Sato-Tate.

Esta puede escribirse en términos de ¢ como sigue

27
doo () = sin2<pd<'0'

Sean n,m € Ny
/7r sin(n + 1)¢ sin(m + 1)¢
0 sin ¢ sin ¢

lo cual implica el siguiente resultado

sin2¢ dp = g&mn,

PROPOSICION 2.26. Los polinomios de Chebyshev son ortonormales con
respecto a la medida de Sato—Tute:

(2.21) AXn(x)Xm(x)dﬂm(x) = Spm.-

Es sabido que el dlgebra de Hecke estd generada por los 7T}, y los polino-
mios de Chebyshev nos permiten relacionar los T, con los 7.

PROPOSICION 2.27. Los operadores de Hecke cumplen la siguiente rela-
cion
(2.22) Ty = Xy(Ty) para todo £ € Ny.

DEMOSTRACION. Por definicién TpTye = Tyeer 4 Tpe-1, es decir Tyern =
T,T,e — Tye-1. La proposicién sigue de la férmula de recurrencia (2.19) e
induccién.

O
Como consecuencia inmediata de lo anterior, tenemos

COROLARIO 2.28. Sea f autofuncion de Hecke con autovalor A y. Los
autovalores de Hecke estan relacionados por los polinomios de Chebyshev

(2.23) )‘Pe,f = Xg()\pyf).
2.2. Formas automorfas sobre el grupo de adeles

En esta seccion definiremos las formas automorfas sobre el grupo de ade-
les y veremos el procedimiento estandar para adelizar una forma automorfa
clasica, esto es, asociarle una forma cuspidal adélica. Ademaés, veremos cémo
se define el dlgebra de Hecke en este caso, y la conmutatividad entre las ope-
raciones de adelizacion y la actuacién de los operadores de Hecke. Todo esto
lo haremos sobre Q que es el caso base y el més estudiado. Luego, lo gene-
ralizaremos al caso de cuerpos de niimeros totalmente reales. Algunos de los
textos de referencia para estos tépicos son [GoHul], (GoHu2|, [Bu97| y
[GeT5].
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2.2.1. Adeles sobre Q. Definimos a continuacién los cuerpos p-adi-
cos y los adeles sobre Q.
El cuerpo de los niimeros racionales Q tiene el clasico valor absoluto

arquimedeano que denotamos |.|oo. Ademads, para cada primo p podemos

definir los valores absolutos |.|, como sigue. Dado z € Q con z = pF =t con

ptmny k € Z, definimos |z|, = [p" 2|, = p~F.

TEOREMA 2.29 (Ostrowski). Cualquier valor absoluto sobre Q es equi-
valente a |.|oc 0 a |.|p para algin p primo.

La completacién de Q con respecto al valor absoluto |.|« es R. Para p un
numero primo, la completacion de QQ con respecto al valor absoluto p-adico
|.|p es denotada Q, y la llamamos cuerpo p-ddico.

DEFINICION 2.30. Llamaremos anillo de enteros p-ddicos a los elementos
x € Q, que satisfacen |z|, < 1. A este anillo lo denotamos Z,. Este es un
anillo local con ideal maximal p := {z € Z, : |z|, < 1}. Es facil ver que

p= pr-

Formalmente, el anillo de adeles sobre Q es el anillo determinado por el
producto restringido relativo a los subgrupos Z,,

Rx [] @
p

donde casi todas (i.e. todas salvo una cantidad finitas) las componentes en
el producto son iguales a Z,,.

DEFINICION 2.31. El anillo de adeles sobre Q, denotado Ag, estd definido
como

Ag = {#oo, 22, 23,...} : xp € Qp Vp < 00,2, € Zy, para casi todo p},

donde la suma y el producto entre x = {zog, z2,3,...} y o’ = {zl, b, 25, ...}
en Ag estdn dadas por
/ / / /
T+ ={Too + T, T2+ Ty, T3+ T3,...},
/ /
T9.Ty, T3.T3,...}.

/ /
2.0 = {To0-Toos

Ademas, los ideles sobre QQ son el subgrupo multiplicativo A@ de Ag, esto
es,

Ay = {H{zoo, w2, 23,...}  xp € Q, Vp < o0, x) € Z, para casi todo p}-
Notar que Q se incluye diagonalmente en Ag como
e {x,z,x,.. .}

Esto a su vez induce el embedding de GL2(Q) en GL3(A), el cual tiene
imagen discreta.

DEFINICION 2.32. El anillo de adeles finitos Ay sobre Q estd definido
por

Ay ={{z2, z3, ...} : 2, € Q,Vp < 00,2, € Z, para casi todo p},
mientras que los ideles finitos sobre Q estan definido por

AF ={{z2, 23, ...} 12y € Q) Vp < 00, 7, € Z para casi todo p}.
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El embedding natural de Ay en Ag estd dado por

{1'2, xs, } — {0, X9, I3, }

De manera similar, tenemos el embedding de A; en Ag dado por

{1‘2, xr3, .. } — {1, xro, T3, .. }

Hablando sin total rigurosidad, una forma automorfa adélica es una fun-
cién ¢ : GLa2(Ag) — C que satisface ciertas condiciones adicionales: ‘suavi-
dad’, ‘crecimiento moderado’, ‘ser K-finita a derecha’ y ‘ser Z(U(g))-finita’.
Ahora procedemos a definir cada uno de ellas.

DEFINICION 2.33. (Suavidad) Una funcién ¢ : GLa(Ag) — C se dice
que es suave si para todo go € GL2(Aq), existe un entorno abierto U de go
en GL2(Ag) y una funcién suave ¢ : GL2(R) — C tal que ¢(g9) = ¢ (9s0)
para todo g € U.

Sea g = (2%) € GLa(Ag) donde a = {ano,a2,...}, b = {boo,b2,...},
c={cx,2,...} y d={doo,d2,...} estan en Ag. Definimos la norma de g
por

lgll = H MAx{ @], |bolos [Colos [dolvs [audy — bvcv‘gl}-

<00

DEFINICION 2.34. (Crecimiento moderado) Decimos que una funcién
¢ : GL2(Q)\GL2(Ag) — C es de crecimiento moderado si existen constantes
B,C > 0 tales que |¢(g)|c < C||g||? para toda g € GL2(Ag).

DEFINICION 2.35. (K-finitud) Sea K = O2(R) ][, GL2(Z,) el subgrupo
compacto maximal de GL2(Ag). Una funcién ¢ : GL2(Q)\GL2(Ag) — C
se dice que es K-finita a derecha si el conjunto {¢(gk)|k € K} genera un
espacio finito dimensional.

DEFINICION 2.36. (Z(U(g))-finitud) Denotamos Z(U(g)) al centro del
algebra universal envolvente de g = gl,(C). Se dice que una funcién suave
¢ : GL2(Q)\GL2(Ag) — C es Z(U(g))-finita si el conjunto {D¢(g)|D €
Z(U(g))} genera un espacio vectorial finito dimensional.

DEFINICION 2.37. (Cardcter de Hecke) Un cardcter de Hecke de Ag esta
definido como un homomorfismo continuo w : Q*\Ag — C*. Un cardcter
de Hecke se dice unitario si todos sus valores tienen valor absoluto 1.

Un carécter de Hecke unitario esté caracterizado por las siguientes cuatro
propiedades:

(i) w(gy') = w(g)w(y') para todos g,9" € Ag;
(ii) w(vg) = w(g) para todos v € Q* y g € Ag;
(iii) w es continuo en (1,1,1,...);

(iv) |wlc = 1.

DEFINICION 2.38. (Forma automorfa adélica con cardcter central) Fija-
mos un caracter de Hecke w : QX\Aé — C*. Una forma automorfa para
GL2(Ag) con cardcter central w es una funcién suave ¢ : GL2(Ag) — C que
satisface

(1) ¢(vg) = ¢(g) para todo g € GLz(Ag) y v € GL2(Q);
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(i) ¢(z w(z)$(g) para todo g € GLa(Ag) y 2 € Ag;
(iii) ¢ es K finita a derecha;
(i) & es Z(U(g))-finita;
(v) ¢ es de crecimiento moderado.

DEFINICION 2.39. (Forma automorfa adélica cuspidal) Una forma auto-
morfa adélica ¢ con caracter central w se dice cuspidal si

(2.24) /Q\A@ ¢ <<(1) i‘) g) du =0

para casi toda g € GLa(Ag). Acd (§#) = {(§ % ),...,(é%”),...}.

A continuacién describiremos la relacion entre las formas modulares cus-

pidales clasicas y las adélicas. Para la buena definicién de la forma automorfa
adélica utilizamos el teorema de aproximacién fuerte (TAF) para GLy sobre

Q.

TEOREMA 2.40. Cualquier matriz de GLa(Ag) se puede escribir de la
siguiente manera:

(2.25) GLa(Ag) = GL2(Q)GLS (R)K)  donde Kj = [ K.
p<oo
KI’, es cualquier eleccion de subgrupo compacto abierto de K, := GLy(Z,)

tal que K, = GLa(Zp) para casi todo p.

En particular, uno puede tomar

(2.26) KI’,:KIJ,V:{(CCL Z)er; CEO(N)}

para cualquier N entero positivo.
El anélogo del Teorema 2.40 para GL; es
(2.27) Ay =QRY [] 2z

p<oo

Por (2.27) tenemos que cada caracter de (Z/NZ)* determina un cardcter
de Ag trivial sobre Q*. Llamamos 1 al cardcter de (Z/NZ)*. Entonces v
determina un cardcter 1, de Z;; por composicion con el homomorfismo na-
tural de Z, a (Z/NZ)*. El producto [],_ ., ¥ da un carédcter de [[,_ Z;',
por lo tanto, un cardcter de A* trivial sobre Q*.

Sea f € S;(I'0(V)). Usando el Teorema 2.40 y el cardcter de Ky que en
KI],V estd dado por (‘c‘ g) — 1Pp(d), podemos definir una funcién ¢¢(g) sobre

GL2 (A@) por

(2.28) 05(9) = [ (950 (1))5 (900 )" (ko)
para ¢ = Ygsoko y [[¥p = . Esta funcién estd bien definida pues f €
Sk(To(N)) y

(2.29) GL:(Q) NGL [ K) =

Usando el Teorema 2.40 podemos obtener la siguiente proposicién que
relaciona las formas automorfas cldsicas con las adélicas.
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PROPOSICION 2.41. La asignacion anterior f — ¢5 da un isomorfismo
entre Sp(T'o(N)) y el espacio de funciones 1) sobre GLa(A) que satisfacen
las siguientes condiciones:

(i) ¢(v9) = ¢(g) para toda v € GL2(Q);

(i) ¢(gko) = ¢(g9)¥ (ko) para todo ko € T] KN

(i) 6(gr(6)) = e*0(9) 5i r(6) = (Gnie) antey )7

(iv) wista como funcion sobre GL (R), ¢ es autofuncion del operador de
Laplace—Beltrami

(2.30) Ap = —g (k - 1) b3

(v) ¢(z9) = ¢(92) = (2)d(g) para todo z € Za;
(vi) ¢ es de crecimiento moderado, es decir, para todo ¢ > 0 y un sub-
conjunto compacto K de GLa(Aq) existen constantes C y N tal que

o((5 9)9) = crar

para todo g € K ya € A* con |a| > ¢ .
(vii) ¢ es cuspidal, esto es

/ 0] ((é f) g) dx =0 para cast todo g.
Q\4

2.2.2. Operadores de Hecke adélicos. En esta seccién veremos la
version adélica de los operadores de Hecke definidos en la Subseccién 2.1.3
y su relacion con los operadores de Hecke clasicos.

Sea I' =T'¢(/N) y p un primo que no divide a N. Tomamos KI],V =K, =
GL2(Zp). En GL3(Q)) consideramos la doble coclase

p O
H, =K, (0 1> K,.
Observamos que es lo mismo tomar K, ( 2) K, ya que w = (_01 (1)) cK,y

w(fy)w™=(op)
Si ¢ es una funcién sobre GLa(Aq) invariante a derecha por K),, usamos

fp¢ i= ¢ * X, para denotar la convolucién sobre GL2(Qp) de ¢ con la
funcién caracteristica de H),.
En particular, para cada ¢ € L?(GL2(Q)\GL2(Ag)/K{Y),

T,6(9) = [ ¢(gh)dh

Hp
LEMA 2.42. Si ¢ = ¢f con f € Sp(I"), entonces
E_ ~
p? ' Tp6 = ¢r, .
DEMOSTRACION. Ver [GeT5, Lema 3.7]. O

Este lema nos dice que, dada f € Sk(I'o(NV)), las acciones de adelizar y
hacer operar el algebra de Hecke conmutan.
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2.3. Formas modulares de Hilbert

En los siguientes capitulos trabajaremos con formas de Hilbert sobre
cuerpos de numeros totalmente reales. Aqui daremos la definicién de las
formas holomorfas de Hilbert. En el Capitulo 3 daremos las formas de Maass
y la teoria de Hecke adélica para este caso.

Sea F' un cuerpo de nuimeros totalmente real (i.e. todas sus inmersiones
son reales) de grado d = [F' : Q], y sea OF su anillo de enteros. Denotamos
OF al grupo de unidades y (Of)" al subgrupo de unidades totalmente
positivas (i.e. positivo en todas las inmersiones).

Los lugares arquimedeanos de F' seran denotados por v y los lugares no
arquimedeanos por p. También escribiremos v | 0o y p < oo para referirnos
a lugares arquimedeanos y no arquimedeanos respectivamente. Denotamos
por GLy(F') el grupo de matrices 2 x 2 inversibles con coeficientes en F'.

DEFINICION 2.43. Sea J un ideal entero de F'. El subgrupo de congruencia
I'o(J) de GLa(F') esta dado por

(2.31) T'o(3) = {(‘CL Z) :a,b,c,d € Op, c=0  (méd 3)}.

DEFINICION 2.44. Para z = (z1,...,29) € b%, a,b,c,d € RY, k =
d
(kr,eoka) € 24 g = (o) = ((44)) € GLI(R)! y wna funcién
T T ,L:
f : b4 — C, definimos

(a) la accién de GL3 (R)? sobre h? por transformacién de Mdebius

a;z; + b; d d.
= ((szz +di>>i1 <h
(b) el factor de automorfia

d

§(9,2) == (cz + d) det(g)""/* = [ [ (cizi + di)(det(g:)) />,
=1

(c) el operador barra -|j
(Fleg)(z) = (g, 2) ™" f(g2) = det(9)*/*(cz + )™ f(g2)
donde (cz + d)* = 1% (cizi + di)*, det(g)* =TI, (det g;)".
Para toda g,h € GLo(F) y z € h? — C se tiene que j(gh,z) =
(g, hz)j(h,z) y fle(gh) = (flxg)|kh-

DEFINICION 2.45. Una forma modular de Hilbert de peso k para un
grupo I' con cardcter x es una funcién holomorfa f : h? — C que satisface

fley = x(v) f para todo v € T'. El espacio de tales formas serd denotado por

Daremos la expansién de Fourier de dichas formas de Hilbert. El con-

junto
a:{aeF: ((1) ‘f) er}

es un ideal de F', y denotamos por (ad)" su dual.
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PROPOSICION 2.46. (Ezpansion de Fourier) Sea f € My(T'). Entonces
f(2) tiene una expansion de Fourier de la forma

(2.32) f(z)= Z a,e?™9(r2)
re(ad)’

donde S(x) = >, x; y ar = 0 salvo que r® > 0 para todo i. Ademds, si
z = (z; + iyj)?zl se tiene

1 .

2.3 = —2miS) gy L dag.

(2:33) T Nol(R4/a) /Rd/af (z)e L.
DEMOSTRACION. Ver [Ga90, §1.2]. O

OBSERVACION 2.47. Todos o ninguno de los conjugados 79 de r son
iguales a 0. Por eso la expansién de Fourier de f tiene un término constan-
te ap (que podria ser cero) y todos los otros coeficientes a, pertenecen a
elementos totalmente positivos r € (ad)’.

OBSERVACION 2.48. La condicién [F' : Q] > 1 es crucial para la vali-
dez de la proposicién anterior. En el caso F' = Q, podriamos necesitar un
requerimiento adicional de que f sea regular en las cuspides. Esto significa
que no haya coeficientes de Fourier a, no nulos, para r = (r1,...,74) con
algin r; < 0. Si [F : Q] > 1, el principio de Koecher garantiza que este
requerimiento de regularidad se satisface automaticamente.

DEFINICION 2.49. Una forma modular de Hilbert f € My (T") se dice
forma cuspidal si para toda v € GL3 (F) el término constante en la expan-
sién de Fourier de f|r7y se anula. El espacio de tales formas serd denotado

por Sk (L', X).

PROPOSICION 2.50. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

(i) Las formas modulares de Hilbert de peso 0 con cardcter trivial son
constantes, i.e. Mo(I') = C y So(I") = {0}.

(ii) Las formas modulares de Hilbert con cardcter trivial que no son cus-
pidales existen solo para peso paralelo, i.e., para ki = --- = k,. En
otras palabras, My(I') = S(I") si k no es paralelo.

(iii) Una condicion necesaria para la existencia de una forma modular
no nula en el espacio My(I',x) es que

a 0 s k
(2.34) X (0 a> = sign(a)
para toda (& 9) €T, donde sign(a) = (sign(a), ..., sign(a™)).

DEMOSTRACION. Los incisos (i) y (ii) se pueden encontrar [EF90, Cap.
I, 84]. Para el inciso (iii), ver [Geb09, pag 12]. O






Capitulo 3

Formas de Hilbert adélicas

En este capitulo definiremos las formas de Hilbert adélicas, su relacién
con las formas clésicas y la accién del grupo de clases.

3.1. Notacién

Sea F' un cuerpo de nimeros totalmente real de dimension d sobre Q,
es decir [F : Q] = d. Para cada i = 1,...,d, sean ¢ los embeddings de
F en R. Denotamos F_i) = R a las completaciones de F' respecto a cada
embedding ¢ y F. := H?Zl F ) =R

Denotamos OF al anillo de enteros de F'. Para cada ideal primo p de Op
llamamos Fy, y Oy a la completacién p-ddica de F'y de O respectivamente.

Llamamos Ap al anillo de adeles de F', A} el grupo de unidades de Ap
y Ap s el anillo de adeles finitos. Esto es,

!
Ap = Fy H F, donde F, = Op para casi todo p < o0,
p
A% =F} H/ E donde F,* = Op, para casi todo p < oo,
p
Apy = HFP donde F, = Of para casi todo p < 0.
p

Tenemos las siguientes inmersiones naturales de £’ en Ap:

1:F — Ap, x— {x,z,x,...} (la inmersién diagonal);
0o :F — Ap, = {Zoo, 1,1,...} (la inmersién infinito);
if :F— Ap, x = {le,z,x,...} (la inmersion finita).

Denotamos Cr al grupo de clases de ideales de F', es decir, Cr = Zr /P
donde Zr denota el grupo de ideales fraccionarios de F'y Pr el subgrupo de
ideales principales. Este es un grupo abeliano finito con cardinal h g, llamado
numero de clases de F'. De manera similar, consideramos el grupo de clases
de ideales estricto de F, C;C = ZF/P;E donde 73;5 es el grupo de ideales
principales generado por elementos totalmente positivos (i.e. elementos de
F que en todos sus embeddings reales son positivos). Esta vez, el cardinal
C;E serd denotado por h; y llamado nimero de clase estricto de F.

A cada ideal fraccionario J de F' podemos asociarle un idele m3 € Ay
que en cada lugar no arquimedeano tenga la misma valuacién que J (esto es,
vp(m3) = vp(J) para todo p < 0o0) y sea 1 en los lugares co. Notar que este
idele es unico salvo unidades. Nosotros fijamos dicho idele correspondiente
y lo denotamos 73.

19
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También fijamos representantes a1, ..., a,+ del grupo de clases C; donde
a; es un ideal entero para todo j € {1,...,h"} y sus correspondientes ideles
asociados mq,, ... s Ta, - Como representante de la identidad en C; elegimos

a O y el idele asociado mp =i(1) = {1,1,1,... }.

Definimos a continuacién ciertos subgrupos de GLg(R)?. Dados z =
(1,...,2q) € R y = (y1,...,yq) € (RX) para j = 1,...,d, y 0
(61,...,04) € R definimos

=5 1) =((0 )0 %),
= (1) = (5 1) (8 1)

0= (50 o)

= (i i) (ol )

Ademas, denotamos

N = {n(z) : € RY},
A={aly) :y e ®), y
K ={k(6):60 c R%.
El centro Z de GLg es el conjunto
Z={(32):z € ®R)}.
Notar que Z ~ (Rs)? x {£1}%.
Tenemos la siguiente igualdad GLy(R)? = ZNAK.

3.1.1. Subgrupos de congruencia. Definimos a continuacién cier-
tos subgrupos de congruencia de GLa(Af), la parte finita de GLa(A). Dados
J un ideal fraccionario y a un ideal entero de F', para cada lugar finito v de
F', sea
(3.1) Ko y(Jp,0y) = {(Z Z) cad—bceO), ce Tlvaqjl, be av} .

Sea Ko(J,a) =[], Kow(Jv, ay) nuestro subgrupo de congruencia finito.
Como caso particular, si a = O, abreviamos Ky (J) en lugar de Ky(J,0O).

OBSERVACION 3.1. Sobre @, uno sélo necesita considerar a, = O,. En

el caso general, la inclusién de a, es necesaria para trabajar con cuerpos de
nimeros con numero de clase mayor que 1.

También necesitamos definir ciertos grupos de congruencia clasicos. Sea
(3.2) I'o(J,a) = GLo(F) N Ko(J, a)
donde la interseccion se toma en GLa(Ap)y, es decir I'g(J, a) es el subgrupo
de GLy(F) tal que i5(I'o(J,a)) = Ko(J, a).

Explicitamente,
(3.3)

Fo(ﬁ,a):{ccl Z) :a,de(’)F,bEa,cea_ljyad—bc:ue(’);}.
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Sea
(3.4) I'n(J,a) = N(F)NTy(T,a).
Este subgrupo serd usado para la expansion de Fourier de formas automorfas.

OBSERVACION 3.2. Para a = O, tenemos que I'g(J, Q) es el subgrupo de
Hecke T'y(J).

Haremos uso del siguiente teorema de aproximacién fuerte para el caso de
cuerpos de niimeros con nimero de clases estricto h™ (narrow class number).

TEOREMA 3.3 (Aproximacién Fuerte). Tenemos las siguientes descom-
posiciones

Ap =i(F)+ (Fouo x [ Op),

p<oo
ht
Ap = | | iF)m, (FL < TT 0,
J=1 p<oo
ht 0
GLalhe) = | JiGLa(r) (1) (L (50 x 5
j=1

donde Ky es cualquier subgrupo compacto abierto de GLa(Ay).
DEMOSTRACION. Ver [Geer88|. O
OBSERVACION 3.4. Notar la diferencia con el Teorema 2.40.

Si x, es un cardcter ramificado (es decir, que x,(u) # 1 para algin
u € OF) de F;* con conductor que divide a J,, éste induce un caracter (que
también denotaremos x,) de Ky(J,,a,) dado por

(3.5) <Z Z) = xo(ay)-

Si xf es un cardcter de A% 7 con conductor (global) que divide a J,, deno-
tamos por x s al cardcter de Ko(J,a) definido por

a b
(36) u=(E 0= T )
viXo ramificado
Dado ¢q € Z%, consideramos el cardcter unitario ¢q de 02(R)? dado por
(3.7) dq(k(0)) = €@ para k(6) € Oy(R)?

donde S(z) := Z;.lzl xj.

Consideramos formas automorfas sobre GLy(R)? donde el centro actuaré

mediante un cardcter central ¢ que es trivial en (29) para z € Rio y en

(8 2) para ¢ = {£1}%, 1 estd dado por

o o((5 (5 D)l

Jj=1
donde & := (&1,...,&) € {0,1}4.



22 3. FORMAS DE HILBERT ADELICAS

Elegimos un conjunto P de representantes de las clases de I'-equivalencia
de las cuspides de T'.

Como representante de la ctspide oo tomamos al co. Para cada cuspide
k € P elegimos g, € GLo(F) tal que kK = gxo0. Para la cispide kK = oo
elegimos goo = Id.

3.2. Relacién entre formas de Hilbert clasicas y adélicas

En esta seccion daremos una correspondencia entre las formas de Hilbert
clasicas y las adélicas, analogo a lo hecho en la Proposicién 2.41.

El espacio GLy(F)\GL2(Ar)/Ko(J) tiene ht componentes conexas pa-
rametrizadas por el grupo de clases estricto

ht

(39)  GLa(F)\GLa(hr)/Ko(d) = | | (7 V) ine(GL (Fic)).

Sea q € Z¢
Fun, (GL2(F)\GL2(AF)/Ko(3)), € L*(GL2(F)\GLa(Ar)/Ko(J))

el espacio formado por funciones f : GLa(Ap) — C que cumplen

i / 1£(9)2dg < oo,
GLa(F)\GL2(A)/Z(Ar)

ii) f(v9(§2) kooky) = f(9)0q(koo)xs(ky) paray € i(GLy(F)), z € FX,
ks € Koo, ky € Ko(J).

Sea
Fun, (To(J,0)\GLa(Fix)), C L*(To(3,a)\GLa(Fx))

el espacio de funciones f : GLy(Fx) — C que cumplen

i) / |f(9)Pdg < oo,
o(3,0)\GL2(Fwo)/Z(F)

ii) f(vgk) = x7(v) "' f(9)dq(k) para v € To(J,a), k € Koo donde ¢g es
el cardcter unitario del grupo compacto K, definido en (3.7).

PROPOSICION 3.5. Tenemos el siguiente isomorfismo

I
Funy, (GLa(F)\GLa(Ar)/Ko(J)), = @ Fun, (To(3, a;)\GL2(Fi)),.
j=1
DEMOSTRACION. Dada f € Funy (GL2(F)\GL2(AF)/Ko(J)), defini-
mos una aplicacién ®(f) = ( faj)?Il donde f,; estd definida para cada
j=1,...,h" por
(3.10) o) =3 (T3 §) 9.

Queremos ver que fq; € Fun, (Fg(ﬁ,a)\GLg(Foo))q, esto es, f,, cumple
fa; (vgk) = x5 (1) 7 f(9)$q(k) para vy € To(3,a;) y k € Koo
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Por la definicién de f,; tenemos

fa;(vg) = x(ma,)f ((F{)‘j (1)) 'ygoo> :

Como 7 tiene so6lo componentes en el infinito tenemos
o) =X (10)is ) (a7 §) ).
Como f es invariante a izquierda por GLa(F'), tenemos que
fa;(v9) = X(ma,) f (if(’Y_l) (W{)‘j (1)> goo> :

Si~vy= (g Z) €lo(J,a5), v 1= ( d ;b), entonces

—C

i) (e )= (e 1) is <<‘jr“ﬂ' —bzaf>)
r((La, ) e

pues b € a;, y por lo tanto br,, € O, para todo v y ademas c € aj_lj por lo
que cmq; € Jy para todo v. Luego,

o, (v9) =x(ma,) ((”5]‘ ‘f) goo) xs(d)

= X(ma)f <(”5j 2) goo) xr(1)™

= fo; (9)xr(7)”

donde

Hemos demostramos hasta aqui que
ht

Fun, (GL2(F)\GLa(Ar)/Ko(3)), < P Fun, (To (3, a)\GLa(Fi)) -

j=1
Ahora, dada f; forma automorfa en Fun, (I'g(J, a;)\GLs (F))q para cada

j=1,...., 1", definimos U(f1,..., fr+) = f € Funy (GL2(F)\GL2(AF)/Ko(J)),
fijando el valor de f en cada componente del espacio, esto es

f (v (ﬁ{)‘j (1)) gookooko> = X£(k0).fj(9o0)Pq (ko)

donde v € GLa(F), goo € GLa(Fio), koo € Koo v ko € Ko(T).
No es dificil chequear que ambas correspondencias son una la inversa de
la otra, con lo que probamos el isomorfismo. O

Debido a esta biyeccién, podemos asociar a cada forma automorfa adéli-
ca f € Fun, (GLQ(F)\GLQ(AF)/KO(ﬁ))q una ht-upla de funciones f,, €

Fun,, (Io(3, aj)\GLg(Foo))q indexadas por el grupo de clases estricto de F:
+
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3.3. Accion del grupo de clases

En esta seccién describimos la accién de los elementos de Z(Ap) en las
componentes del espacio GLa(F)\GL2(Ar)/Ko(J).

Utilizaremos el siguiente teorema, el cual es consecuencia de aproxima-
cion fuerte para SLo.

TEOREMA 3.6. Sea K un subgrupo compacto abierto de SLa(Af ). Se
tiene

(3.11) SLa(Ap,f) = ip(SLa(F))K.

Sean go, € GLa(Fs), a'y b ideales fraccionarios de F'y 74, 7 sus ideles
asociados. Como consecuencia de la aproximacién fuerte (en SLg) tenemos

T 0 me 0 _ (memq O
(3.12) (0 m,) (o 1) oo = < 0 m,) geo
_ 7rb_1 0 mme 0
“\L0 0 1)
. 21, 0
= ’Lf(fy 1) < bO ‘ 1 gOOk’Y

para algin k, € Ko(J) y v € GLa(F).

Notar que el elemento central <76‘ 7&) lleva la componente a a la com-

ponente ab?. Esta accién del grupo de clases serd muy ttil para nuestros
calculos posteriores, por lo que es ttil describir los elementos v € GLy(F)
que aparecen en (3.12). En [Ve04, §6], se muestra que

(3.13) ~v € i(GLy(F)) N GLa(Fx) (”50% (1]) k, (”*’O”“ 0 ) - .

Denotamos por I'(a — ab?) al conjunto {7 : v que satisface (3.13)}. Pa-
ra cada v € I'(a — ab?) denotamos por k. al elemento de Ko(J) definido
por (3.13). Ahora fijamos un elemento 7, 2 € I'(a — ab?).

Entonces, esta accién del grupo de clases sobre las componentes co-
nexas del espacio GLo(F)\GL2(AFr)/Ko(J) se traduce en una accién de
los elementos del centro Z(Ap,r) en Fun, (GLa(F)\GL2(Ar)/Ko(J)). Sea
f = (fa) € Fun, (GL2(F)\GL2(Ap)/Ko(J)). Escribimos la accién del ele-

mento z := <78’ 7&) sobre f como z.f. Tenemos que
(3.14) (2-f)al9o0) = x(m6)° x5 (k2 ) fa? (Vasap?9o0)

va que por definicién
(=-Falgse) =X f (5 9) (5 2) g
=X f (1072 ) (570 oo Qs )ock e )
= XX EmR) ((757 ) oo (amsar?) e ) X5 U )

= X(ﬂ-g)fab2 (iw(Va%abg)gm)Xf(kvaﬁubz )
En la segunda igualdad usamos (3.12).
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LEMA 3.7. [Ve04, Lemal4] Se tiene que
Fla—ab?)={(28):aebbeab,cealb7'3,deb ! ad—bce OF}.
La descomposicién de Bruhat es GLy(F') = Pr U CF donde

PF:{(; :)GGLQ(F)}, CF:{(C;O :)GGLQ(F)}.

El conjunto Pr es cominmente llamado la celda pequena de Bruhat, mientras
que Cp es la celda grande de Bruhat.

OBSERVACION 3.8. El conjunto I'(a — ab?) estd contenido en la celda
grande de Bruhat, salvo que b sea principal. Esto es, siy € I'(a — ab2) NPg,
v = (8 3) con ad € OF, a € b, d € b~!. Estamos diciendo entonces que el
inverso de a estd en b™!, pues ad = u € O}.. Entonces a'lb CO=0bC
aO C b, es decir b = aO.






Capitulo 4

Operadores de Hecke

A continuacién definimos los operadores de Hecke adélicos y luego tra-
ducimos su accién sobre las componentes cldsicas de la funcién dada.
4.1. Operadores de Hecke

Sea p un ideal primo en O tal que p t J. Sean F,, Oy, las completaciones
de F'y O respectivamente. Sea m, el uniformizador del anillo local Oy y sea
A(p*) = {g € Ma(Oy) : det(g) € wﬁ(’)px}. Tenemos que

¢ l—s
(4.1) ApH =] || <”p0 fS)GLQ(op)

=0 B0, /(rf~") ’

(ver por ejemplo [Bu97, §4.6]).
Dada f € Fun, (GL2(F)\GL2(Ap)/Ko(J)) v g € GLa(Ap), definimos
entonces el operador de Hecke T, por

(4.2) (T, f)(g) = /G o S )
2(Ay

5T 60 )

5=0 Be0y /(my ™)

Como estamos interesados en las componentes clasicas de dichas funcio-
nes, calculamos (sz f)a. Vemos que

43 Tpflo) =3 Z“fa(goo (W‘% f))

=0 B0, /(nl*) i

:i > (5 8) (%

0 m)7)
5=0 Be0y /(my™*)
Ademas,

e 0\ (7t B m " mafB\ [(mam, O
o (B -0 BT )

Notamos que (w‘gs ﬂ;f ) € SLy(A F, f). Entonces usamos el Teorema 3.6 para
p

T, o T
< 6 7:;3 ) if (s, S)k'yﬁ,s’

27

escribir
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donde v, € SLa(F) y kv, € Ko(3, ap’). Luego

e O wﬁsﬁ_. 7ru77£0~
(o 1)( 0 m) TUEI " ) R

donde k::;s € Ko(J) es el conjugado de kg . por (”“Oﬂﬁ (1)) Podemos agregar

la componente de v3 5 en el infinito,

ma 0 gsﬁ_. 7Ta71'£0. N
(0 1)( 0 ﬂ_s _Z(PY,B,S) 0 1 200(75,3)]{75,57

y reemplazar en (4.3), obteniendo

(4.5)

T =Y Y s (0 ("5 0) it

5=0 B0,/ (my ™)

— f: Z x(ma) f ((W‘bﬂg (1)> ioo(’@é)ﬁoo) Xf(k:;,s)

5=0 Be0, /(my™*)

L
=3 > e (e300 ) X
=0 Be0y /(my %)

Esto expresa a (Ty¢ f)q en términos de fy,.
Por lo visto en la Seccién 3.3, si p es un cuadrado en el grupo de clases
estricto, es decir, si existe solucion en el grupo de clases a la ecuacion

(4.6) [p][6)* = [1],

podemos volver de la componente ap’ a la componente a.

Trabajamos a partir de ahora con ideales primos p que sean cuadrados
en el grupo de clases estricto. Sea b un ideal entero que sea solucién a
la ecuacién (4.6) y es decir, tal que pb% = (), donde 7p5) € OF y es
totalmente positivo.

Notar que para cada £ > 1 tenemos p‘(b%)? = <17£7b>.

Queremos estudiar los representantes del operador de Hecke en las for-
mas de Hilbert cldsicas una vez que actud el centro, es decir, las matrices de
GL2(F') que aparecen por aproximacién fuerte en

e O ﬁs I 7r£ 0 _ Faﬂgﬂg 5 7ru7rbﬁ
0 1)\ o0 m)\0 m 0 TaT,
_ 71'[:[77{5 Waﬂbﬁ % Z me 0
0 7TpTrh 0 1/

—L_—s
Como (W" (;T ’ 7::7:;”8 ) € SLa(AF,f), utilizamos aproximacién fuerte y escri-
P70

bimos
(4 7) w;Zﬂ' s ﬂ'aﬂ'b,B — ( )]{3
° 0 TI'pTI'[ f ’75 S V8,s

donde 3,5 € (SLa(F))? y ko, € Ko(J,a) (con abuso de notacién).
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Luego,
(4.8)

mq 0O Wg_s 3 TI'g 0y _ 7rb_£7rp_S 7Ta7rbﬁ QZ E mq 0
0 1 0 7T§ 0 7T[l; 0 7rp7rb 0 1
. 7rlr, 0\ —
= Zf('Y,B,s) < b OP ¢ 1 k’}’ﬁ,s
. 72lrtr, 0\ . N
= i) (P ) iz

donde kfv € Ko(J) es el conjugado de k., , por <”§Zgﬁ”a (1)) Como b%pt =

£ ) se tiene m2'r e =1 u para algin u € OJF, por lo tanto
Thp,6/ b ! 77p b v<oo Fv

w6 -
(% D) D= ((5 ) )

Por (3.14), si reemplazamos la expresién anterior en (4.5) obtenemos el
siguiente resultado.

PROPOSICION 4.1. La siguiente relacion entre (Tyef)a y fa es vdlida:

-1
(Tpe f)al Z > fa (zoo (( ‘f) vg‘,i)gm) Xr(vs.):

SOﬂe(/)/fS

DEMOSTRACION. Reemplazando (4.9) en (4.5) y usando (3.14) obtene-
mos

w3 S (3 3) (4 5)(F %))

’B€< f; %)
V4 ¢ ¢ -1
=3 3w (s (oo (5 ONE 9 (e (5 D) i
5:056 (;ES
<7"p >
0 ¢ —1
_ e O Nyp O —
= ZO . X(ma) f <<0 1> <’Yﬂs < 6 1>> gm) Xf(k'Yﬁ,s)
s= p
pe (m57%)
l ¢ —1
. 0 —
-3 (s (e (0 1) oe) et
SZOBG (Zg_p9
(xl=%)

O

Serd de utilidad estudiar las matrices g, € SLa(F') que aparecen en la
ecuacion (4.7) al hacer aproximacion fuerte en SLa(Ay).
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Hacemos distincién de dos casos: cuando p*b¢ es principal y aquellos
casos en los que no.

Sise{0,1,...,¢} es tal que p*b’ es principal, entonces podemos tomar
v8,s una matriz diagonal:

—{_—s V4 -1
Ty Mg~ TaTuf _ . ag 0 1 aSﬂ'aTrbB
o () =e (0 D)6

donde a, € OF tal que (as) = p°b’. Es decir, si p*b’ es principal, tenemos
que

_ as O
(4.11) Vo = (0 %_1) € SLy(F) y
1 asmarl ~
(4.12) ks, = <0 1 > € Ko(7J).

En el caso en que p°b’ no es principal, podemos obtener informacién de
78,5 a partir de la ecuacién (4.8). En este caso tenemos
(4.13)
20,4 —L,_s—{ a1 —0,_—¢
.1 . Ty TpTa 0 (T T T =BT, T
i) € inCtae) 0 (TP ) Kooy (T T Ty,

Sea (%) € Ko(J). Entonces

w2t gﬂ'a 0\ fa b\ (m, eTrS n —ﬂﬂ';ewge
0 1 c d 0 7'rp_s7rb_€
_ 2t fﬁaa Fgeﬂ'g ab (7, ews bn 1 0 1 —pm, *ma
c d 0 7rp_s7rb_£ 0 1

:< Wﬁﬂfa 7T£7Tp 7Tab> (1 —ﬁﬂpsﬂa>
-1, —{_s—¢ 1 :

Tq Ty Ty C T ﬂhzd

y cuando intersecamos con ir(GL2(F')) tenemos que

V4 0, _L—s spl L l—s
Ty 7Tb7rp Tab . . p°b b'p%a
(W e fﬂs ¢ —s ed) Nif(GLa(F)) € iy (a‘lb_fps_fj pspt )

Como el determinante es una unidad, obtenemos que

L £, _L—s
b\ .. . 26
( e, Ty T ) Nig(GLa(F)) € iy (T(ap ™ > ap’s™) )

st
T Ty Tp C T hd

Por otro lado,

<é ‘5”1*7 s”ﬂ) Nip(GLa(F)) € Dy (T, ap~° Jap*=)

ya que [ € Op/(wgf“”) entonces [, *mq Ni(F) € iy (ap_s/apf—%),
Hemos obtenido la descomposicion

. _ 1 «
(4.14) ino(751) = Yaus (O 1),
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donde
_ (as bs psbf bfpéfsa
(415) Ye,s = <Cs ds> € (albépséj pfsbfﬁ )

ad —bc = u € O,y a € ap~%/ap*~2. Notar que vy(as) = s + vp(b*) y
para los primos q que dividen a b, q # p, vq(as) = vq(bf) y como p*b¢ no es
principal, as no puede tener valuacién 0 en todos los otros primos.

Antes de reemplazar esto en la Proposicién 4.1 podemos decir un poco
més sobre (4.15).

LEMA 4.2. Sea 4,5 como en (4.15). Entonces

(4‘16) Ya,s = 'mpa,s
donde Ya.s € To(J,ap’0?") y pa.s es un elemento parabdlico.

DEMOSTRACION. Si ¢ = 0 entonces no hay nada que probar.

Supongamos ahora que ¢ # 0. Observamos que a # 0 pues si a = 0
entonces bc = u lo que contradice a be € J. Como a € p*b’ y ¢ € a~ b~ p5~¢3
existe i € J tal que iac™! € ap’b?’. Entonces podemos descomponer

_fa b (1 ach\ [(a —icl4+b
Tas =\e q) T \ea itu 0 a! )
Como ac™ti € ap®d?, ca™ € alp~b=%T e i + u € O, tenemos que
1 ac_li ~ .20
(ca_l i+u> € Io(T, ap®b="). O
PROPOSICION 4.3. Tenemos que
417 77p_£a5 np_fbs 1 «
( N ) ( p[f Z Z f[l 70 (17_1 0 1 goo
s=0 acap— s/ape 2s S

donde a, € p°bt.

DEMOSTRACION. Reemplazando en la Proposicién 4.1 lo obtenido en
(4.8) y en el Lema 4.2, obtenemos que

(Tye f)al Z Y fa (Zoo (’Yﬁs (770 (1)>>_lgoo> Xr (ks

5=08€0, /(r5~*)

z = (5 )i

aetlp—s/apZ—QS

V4 Y, -1
) 0 1 « _
E fa (ZOO ((nlab 1>) Ya,sPa,s <0 1) goo> Xf(kfyf},s).
s=0 ac

ap—*5
upe*25
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-1
Como el elemento is (("%b ?)) conjuga elementos de I'o(J, ap‘b?) en

elementos de I'y(J, a), tenemos que

17;5 1 Or ap’b? _ 77;7501:‘ n;ﬁap£b2
0 1)\a'p~“623 Op alp~fb23  Op
_ Or a T]p_ﬁ 1
a3 Op 0o 1)’
lo cual implica que

¢ -1 ¢ -1
) Mo b 0 _ Mob 0
(e 9) = ()

donde ¥ € I'y(J, a). Esto, junto a la descripcién dada sobre p, s demuestra
la proposicién. O

4.2. Relacién entre términos de Fourier y autovalores de Hecke

Nuestro siguiente objetivo es relacionar los términos de Fourier de (Tp¢ f)q
con los de fj.

4.2.1. Coeficientes de Fourier. En [BMO09, §2.2, §2.3|, se normali-
zan los términos de Fourier de las formas automorfas en la cispide co. Esta
normalizacion sera utilizada para nuestros resultados.

Para cualquier € R? definimos el caricter x, de N dado por

(4.18) xr(n(z)) = 2750T),

donde la funcién S : R? — R est4 dada por S(z) = 3 ;@ es tal que extiende
a la funcién Trpg : F' — Q.

Toda funcién continua f sobre GLz(R)¢ que satisface f(vg) = x(d)f(g)
para toda g € GLa(R)? y toda v = (‘; g) € I tiene expansion de Fourier en
el oo

(4.19) flng) = Y xr(M)F.f(g) (n€N)

rep—!

donde

(4200 Foflg) = —

— —2miS (ra)
= VolRE/0) /Rd/o e f(n(x)g)dz.

Si la funcién f también satisface C;f = (% - ij)f para 1 < 5 <d con
v; € C donde C; denota el operador de Casimir en el j-ésimo factor de G,
los términos de Fourier F).f son también autofunciones de los operadores
de Casimir. Esto, junto con la condicién de crecimiento: para cada ctspide
k € P, flgra(y)g) = O(N(y)*) cuando y — oo para algin a que depende
de f y k, implica para r # 0 que el término de Fourier F,f es un multiplo
de la siguiente funcion

d
(421) Wq(rv v na(y>k) = Xr<n>¢q(k) H ij sign(r;)/2,v; (47T\7“j’yj);
j=1

donde W gign(r;)/2,0; €s la funcion de Whittaker.
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Debido a la estructura de las representaciones automorfas de cuadrado
integrable w = ®;w; se puede conseguir una base ortogonal (g q) del
espacio de Hilbert asociado a w.

DEFINICION 4.4. Definimos el inverso del diferente de O sobre Z como
(4.22) vl={z e F : S(zx€) € Z para todo £ € OF}.
Este es un ideal fraccionario en F'.
Definimos los coeficientes de Fourier ¢"(w) de w con orden r € 9~! por
(4.23) Frpeq(g) = ¢ (@)d (¢, v ) We(r, vs 9)
para ¢ € Z% un peso en w donde
T4

d
\/2d]DFN ]‘;[ —|— vj+ 27 Sign(rj))'

4.2.2. Relacion entre coeficientes de Fourier.

(4.24) d"(q,v) ==

PROPOSICION 4.5. Para s =0,1,...,/ sea
—0 —0
(S) = nprbas npzbbs 1 @

con as € p°b. La funcién f©) es I'n (T, a)—invariante a izquierda y sus térmi-
nos de Fourier estdn dados por

N(p)*N(n ) asnt bt , o
7’}7 ) ]J,b p7b o s ,o 7
Frf(s)(goo):{ N rzﬁg,bfa << 0 o’ Joo) siT € pta

0 otrosr.

DEMOSTRACION. Veamos que f(*) es I'y(J, a)-invariante a izquierda.
Esto es porque el conjunto

-1 —1
~ Qs bs 1
i FO(“”a)( 7 :ff’b) (0 ?)

ap—$ S

ac-M___
€ aplf2s

es invariante a derecha por el grupo I'y(J,ap~®%) = {n(w) : w € ap~*}y
este grupo contiene a I'y(J,a) = {n(w) : we a} yaquea Cap™*

Entonces f(®) tiene expansién de Fourier. Definimos para cualquier ideal
¢ de F, v(c) := Vol(R%/c).

1 .

Foof®(g) = / ~2iS(ra) ¢(s) )d
,af (g ) U(Cl) Rd/ae f (n(m)g )li

1

_ )/ Z e—27riS(r(x+a))f(s) (TL(.’L’ + Oé)goo)d-’E

U(a Rd/apfs
1 —27rz'S('ra)>/ —27miS(rz) ¢(s)
= — e e ¥ (n(x)geo)dr.
Sl )y [ (n(x)g0)
€T

d/ap*S
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Notar que

—2miS(ra) N (ps) sire psa—la—l
g e =
0 otro caso .

aps

y que Eaeﬂ fO (n(z + a)ges) es Tn (T, ap~*)-invariante. Basta entonces

calcular los coeficientes de Fourier para r € pa= 101,

Fraf™(goo) = My /R e~ 28 £5) (n(2) goo ) da

v(a) Jrd/ap—s
L () D)

N(P)s/ —2miS(rz) Myols Ty ubs
— TIO(TXT s 8 o d
v(a) Jrd/pe-2s ¢ Ja 0 a;! n(@)g “

Como
n;fas 77p fb 1 oz) _ (1 xn;éag asnpif bs77p g
0 0 1 0 1 0

sigue que
Fr,af(s) (gco) =
N(p)s/ —2miS(ra) T gs 1 obs
T (re p,b™'s pb o d
(@) St jape-s fo | e gad) (g azt ) 9= )

Hacemos un cambio de variables x — :m]g O

N<p>sN<n£b>
Frof®(goo) = o)

N(a
—27iS —L
/ ( > ( <77p bs Ty s ) goo> dx
Rd/ﬂp aQup[ 2s CLS

Como <n£ ) = p’b? y a, € p°b, tenemos que un ba 2apt=25 C Op. Luego,

s N
Fr,uf(s) (9o) = NUEE; ]\I(Z?;éb))

S

V4
—27iS m"""’) v )
/ e ( “ ) fa <n(w) (77"’5&5 np;"%) goo) dx
¢ _ _

R%/a ag
s 1 1
_ N(p) N(npﬁ)Fr ¢ fa st ¢ Snfe’b oo
N(az) The 0 a
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COROLARIO 4.6. Sea p un ideal primo de O que no divide a J, y tal que
p’ es un cuadrado en el grupo de clases estricto. Sea f una forma automorfa.
Tenemos la siguiente relacion

£ N(p)*N ¢ s _151 bsn, ¢
Fr(Tye fa(900) = Z WFM*{’“ fa ((a %r b ;711 b) goo> .

— s
s=0 a2

DEMOSTRACION. La afirmacién sigue de que las f(*) son las sumas in-
ternas de la relacién escrita en la Proposicién 4.3. O

Ahora consideramos la accién de los operadores de Hecke sobre el espacio
cuspidal Fun, (T'o(J, a)\GLg(Foo))q C L*(To(3,a)\GLa(Fx)) y definimos
los autovalores de los operadores de Hecke que estudiamos.

Como todos los T)r son operadores autoadjuntos acotados y conmutan
con los operadores de Casimir C}, j = 1,...,d, podemos elegir un sistema
ortogonal {V} de subespacios cuspidales irreducibles tal que TyVm C Vg
para cada w. De hecho, T}, actia por A ,.Id. sobre V; donde A, . € Res
el autovalor de Hecke.

Podemos relacionar los autovalores de T, y los coeficientes de Fourier
de las representaciones automorfas cuspidales .

TEOREMA 4.7. Sea p un ideal primo entero coprimo con J y tal que
p’ sea un cuadrado en el grupo de clases estricto. Sea r € 9~'. Para cada
espacto cuspidal irreducible Vo invariante por los operadores de Hecke Ty
tenemos la siguiente relacion

¢
TMp,b

Apec”( ZN D2y ke e (),

donde (np’b> =p'b?, a; €p®b y b, € F.
OBSERVACION 4.8. Observar la analogfa con la férmula (2.11).

DEMOSTRACION. Sea ¢ un peso que aparezca en V. Usamos (4.23) en
la relacién del Corolario 4.15

)‘pe,wcr(w)dr<qv Vg g)Wq(Ta Ve g) =

L s 4 rmy ™y
N(p*)N () e 5t Ty,
gwxf(k,ys)c a% (W)d a% (q, V@)WQ( 2 7V’ZD7psg>

~1 -1
b
donde ps = <a878f2’b Sn”fv") )
a

s

Utilizando las definiciones (4.21) y (4.24) observamos que

l
Ty 6 2miS ( Lbs
Wq( > 7Vw;psg> =e (as)Wq(Tva;g) y
S
14
Deb N(a
d o (qve) = V(a,) d" (¢, V).

N(nne,b)l/Q

Luego, la proposicién sigue.
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OBSERVACION 4.9. En [BM13, Thm 4.5] obtienen una relacién para los
T,2 andloga a la nuestra pero que involucra coeficientes de Fourier en varias
cuspides
2

Ao (@)= S N(E)x(gneps) 1N (as)] ([ siem(as,))

s=0 ]
repso—1 J

eQWiS(rbs/ag)Cﬁ(S)vr/ag (w) .

4.3. Caso ¢ = 1. Los T,

En esta seccién haremos explicitos los resultados de la Seccién 4.2 para
el caso particular £ = 1, es decir, para 7.

Tenemos explicitamente, A(p) = {g € M2(O,) : tal que det(g) € mOy'},
se descompone

Ap) = GLa(0) (T ) 6La(0)

1 1-s
7r
5=0 BE0y /(my1—s) ’
T B 1 0
(4.26) = I (¢ 7)) (y 5 )GL2(0)
p
BEOy [y
Dada f € L*(GLa(F)\GL2(Ap)/Ko(J)) y g € GL2(Ar) tenemos que el
operador T}, queda

(Tyf)(g) = /G o S @
2(Ay

X ()06 5)

,BGOF/’TFP

(4.27)

Como estamos interesados en las componentes clasicas de dichas funcio-
nes, describimos (7}, f)a. Reemplazando £ =1 en (4.5) tenemos

G =3 Y £ (o= (" 2))

s=0 BeOy /7y P
Z fa (goo (783 If)) +fu <goo <(1) 7_23))
BEO, /mp
(4.28) =D D X () faplioo (V.00 900) X ()
5=0 B0y /mp

lo cual muestra que 7}, mueve la componente a a la componente ap.
Como anteriormente, fijamos un ideal b tal que pb? = (nyp) sea principal
generado por un elemento totalmente positivo.

OBSERVACION 4.10. Notar que esta restricciéon no tiene efecto en los
cuerpos con numero de clases estricto impar, ya que si |CIT(F)| = ht es

impar, entonces la ecuacién pb? = [1] tiene siempre la solucién b = p(h+*1)/ 2,
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En el caso de los cuerpos con niimero de clases estricto par, podremos operar
con los ideales primos principales y dependiendo del orden par, se podra
abarcar mas casos. En el caso especifico de cuerpos con nimero de clases
estricto igual a 2, s6lo podemos trabajar con los ideales primos principales.

Entonces, para los p que tengan un cuadrado como inverso en el grupo
de clases, podemos relacionar por la accién del centro (seccién 3.3) a (T, f)a
con f,. Para los p que cumplan esta restriccion tenemos la relaciéon de la
Proposicién 4.1 para el caso £ =1

PROPOSICION 4.11. Tenemos la siguiente relacion entre (Tpf)a y fa

1
(4.29) (Tp f)a(goo) = Z Z fa(ioo(n(np,b)_1’Y§é)900))(f<k7ﬁ,s)'

5=0B€0y /(mp)

Teniendo en cuenta esto, necesitamos estudiar con el mayor detalle po-
sible los 3 ¢ representantes del dlgebra de Hecke en las formas de Hilbert
clasicas una vez que actud el centro también.

En la Seccion 4.2 hemos obtenido la descomposicién

. - 1l «
(430) ZOO(’VB;) = ’yOZ,S <O 1)

donde 7,5 € T(ap' =2 — apb?) y o € ap~* /ap'~2° .
También pudimos decir un poco mas sobre los 7, . Como estdn en
I'(ap'=2%  apb?), tenemos que

a b b bpl~*a
(4.31) vas= <c d) € (albp1p513 pprl> y ad —bc =u € OF.

Enunciamos un resultado andlogo al Lema 4.2 de la Seccién 4.2 para el
caso £ =1

LEMA 4.12. Si v, es como en (4.31), se tiene la descomposicion
(4.32) Yos = YarsPar,s
donde Va5 € To(J,apb?) y pas es un parabdlico.
Debido a este lema, podemos refinar la Proposicién 4.11
PROPOSICION 4.13. Tenemos la siguiente relacién

133 G- 3 ﬁ((”pé“s ”g§?8> (é ‘f) goo>

s=0 aeap—s/apl—Qs
donde as € p°b.

4.3.1. Relacién entre términos de Fourier. A continuacion rela-
cionamos los términos de Fourier de (T}, f)q con los de f;.

PROPOSICION 4.14. Para s = 0,1 sea

-1 —1
(434) f(s) (goo) — Z fa ((nplbbas nzls,_blbs> <(1) ?) goo>



38 4. OPERADORES DE HECKE

con as € p°b. Esta funcion es T n(J, a)—invariante a izquierda y los términos
de Fourier de f®) estdn dados por
(4.35)

-1 -1
as bs . s
F ) (900) = {F*’J’f“« o a”'”f") goo> sior€alpTo

0 otros casos .

COROLARIO 4.15. Sea p un ideal primo de Op que no divide a J, y
tal que p es un cuadrado en el grupo de clases estricto. Sea f una forma
automorfa. Tenemos la siguiente relacion

1

N SN s —1 bs —1
FT‘(TPf)Cl(gOO) = E (p])\f(a2(;7p7b)FTn}J2,b fCl ((a ’gpvb a”zpib> goo> .
s=0 s as S

DEMOSTRACION. Sigue del hecho que las f(¥) son las sumas internas de
la relacién escrita en la Proposicion 4.3. (]

De este modo se obtiene

TEOREMA 4.16. Sea p un ideal primo entero coprimo con J y tal que
p sea un cuadrado en el grupo de clases estricto. Sea r € d~'. Para cada
espacio cuspidal irreducible Vo invariante por los operadores de Casimir y
los operadores de Hecke T, tenemos la siguiente relacion

rbs TMp,b

1 .
M (@) = N () N )25 ) s (ke o (),
s=0




Capitulo 5

Distribucion de autovalores

En este capitulo demostraremos nuestros resultados principales sobre
distribucién conjunta de autovalores de Casimir y de Hecke (Seccién 5.3,
Teorema 5.5). Como caso particular, obtenemos un resultado para el caso
holomorfo (Seccién 5.4, Teorema 5.9). Finalmente, como aplicacién damos
un resultado de equidistribucién de los autovalores de Hecke (Seccién 5.5,
Teorema 5.14).

5.1. Representaciones de GL,

Sea L?(To(J,a)\GL3 (R)%, x) el espacio de Hilbert de funciones que

transforman f(vg) = x7(7)f(g) para v € I'o(J, a). El grupo GL3 (R)? actia
unitariamente en este espacio de Hilbert por traslaciéon a derecha. Denota-
mos por Lg (Fo(ﬁ, a)\GL;(]R)d,Xf) al subespacio en el que el centro actia

por
d

G 0 Ga O &

(5 &) (5 &)~ 10"

donde (; € {1, —1}. Se tiene la descomposicién ortogonal

(5.1) L™ (To(3,a)\GLT (R)!, xs) & LF*™ (To(3, a)\GLF (R)?, x;)

El subespacio G-invariante Lg’com (To(3,a)\GL3 (R)4, xs) puede ser descrip-
to por integrales de series de Eisenstein, y el complemento ortogonal
Lg’discr (To(3,a)\GL3 (R)%, xf) es una suma directa de subespacios cerrados
irreducibles G-invariantes de multiplicidad finita. Si x; = 1, las funciones
constantes forman un subespacio invariante. Los otros subespacios invarian-
tes irreducibles tienen dimension infinita, son cuspidales y generan el espacio
Lz’cuSp (To(3,a)\GL3 (R)?, xs), que es el complemento ortogonal de las fun-
ciones constantes en Lz’discr (To(3,a)\GL3 (R)%, x7).

Fijamos un sistema ortogonal maximal {V}, de subespacios irreduci-
bles en el espacio de Hilbert L?’CUSp (To(3, a)\GLa2(R)%, x ).

Cada representacion automorfa irreducible w de G = H?Zl GL2(R) es
el producto tensorial ®;-l:1wj de representaciones irreducibles de GLa(R) y

Ao = ()\wj);l:l.
Se sabe que los autovalores A, estdn en los siguientes conjuntos de R:
)\wje{g—%:beN,b22par}U[Ao,oo) si & =0,
)\wje{%—%:beN,bZQimpar}U[%,oo) si g =1,

39
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donde A\ € (0, %] Por una conjetura de Selberg para el caso esférico, uno
espera que pueda tomarse \g = i. Kim—Shahidi-Sarnak probaron i— (%)2 <
Ao < %. Esta cota fue luego mejorada por Blomer—Brumley [BB11] quienes
demostraron que Ao > 3 — (6—74)2.

Llamamos a Ay = (A, );l:l € R? vector autovalor de la representa-
ci6n w. Como se explica en [BM10, §1.1], se demuestra que el conjunto de
vectores autovalores {\} es discreto en R,

A veces, en lugar de trabajar con los autovalores A\, = i — I/;’j € R,
es conveniente utilizar los pardmetros vy, € (0,00) U i[0,00). Escribimos
Ve = (uw’j);lzl, y llamamos a vy v & = (fw,j)j»lzl € {0,1}* pardmetros

espectrales de w. Tenemos que vy € Yy = H?Zl Ye, donde
(5.2) Yo = {%2 1 b > 2 par} Ui[0, 00) U (0, o],
(5.3) V1= {52 : b > 2 impar} U [0, 00),

donde vy = \/% — Ap.

A continuacién introducimos una tabla con todas las representaciones
unitarias irreducibles del grupo de Lie GL2(R) a menos de un caracter uni-
tario central. La ultima columna da un parametro espectral v, con Re v > 0,
tal que A\(v) = % — 12 es el autovalor del operador de Casimir.

Notacién Nombre K o—tipo v

1 Representacién trivial 0 %

H(s) s€1[0,00) Serie principal unitaria qEZ 3

H(s) se€(0,1) Serie complementaria qeZ 5
D;r b>2,beZ Serie discreta holomorfa qg>bqge’Z bg—l
D, b>2,beZ | Serie discreta antiholomorfa | ¢ < —b, ¢ € Z bg—l

TABLA 5.1. Ver por ejemplo [BMPO03, Table 1] o [La75,
Chap. 6, §6]

La medida de Plancherel P1 sobre R? es el producto Pl = ®;Ple;, donde
Pl¢; es la medida sobre R dada por

(5.4) Ply(f) = 12 £()) tanh (wA - i) A

LY (b—l)f(lz) <1_g)>

b>2,b=0 mod 2

%0 1
(5.5) PL(f) = L F(A\) coth <m /X — 4) dA

+ > (b—l)f<g <1—Z>>

b>3,b=1 mod 2

OBSERVACION 5.1. La medida Plg, tiene medida cero sobre el conjunto
de wvalores excepcionales en [\, %)
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En la variable v la medida de Plancherel sobre Y estd dada por 1515 =
®;Plg;, donde

6.9 Plg( =2 fap0de2 S fE)

&+l

56 2 +NO
con 51]- dada por
plj(t)
£ =0 t €iR | |t|tanh7|¢|
=1 t €iR | |t| cothl|t|
t=5" mod1]¢eR\{0} It|
t= 5" mod 1]t eR\{0} 0

5.2. Distribucién asintética de autovalores del Casimir

En [BMPO03], [BMO09] y [BM10] se obtienen férmulas asintdticas para
sumas pesadas de representaciones cuspidales de SLy sobre un cuerpo de
numeros totalmente real de grado d con autovalores de Casimir C; en una
region especifica. Esto es, para una familia creciente de conjuntos compactos
Q € R? se estudia la funcién de conteo

(5.7) N'(Q) = ) (@),

w:)\weﬂt

cuando t — oo, con 7 € 0~ 1\{0}. Las representaciones w recorren el sistema
ortogonal de subespacios irreducibles de L?CUSp (To(3)\SLa2(R)%, ) fijado
anteriormente.

Los resultados obtenidos en [BM10], fueron generalizados en [BM13]
a la funcién

! ! ! !
NETET Q) = § : (@) (@),
w,)\weﬂt
que involucra coeficientes de Fourier de las ctspides «, k' y los 6rdenes r, 1.
Como antes, Q; C R? es un conjunto compacto creciente bajo ciertas con-
) t

diciones y w recorre el sistema ortogonal de subespacios irreducibles de
LZ’CuSp (Fo(3)\SL2(R)?, xs). Haremos uso del siguiente

TEOREMA 5.2. [BM10][BM13] Sean r,x' € P y r,r’ € 071\ {0} tal
que signr = signr’. Cuando t — oo tenemos
2 Vol(R4/M,) Vol(T\G)
(2m)d

NS (9,) = 60,150, 7) PL(S%) + o(Va(S2),

donde 6(k, k') =1 si k = k' y 0 en los demds casos y 6(r,7') =1 sir/r' €
(OX)2 y 0 en los demds casos y M, es un ideal fraccionario de F.
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La medida Vi que aparece en el teorema tiene estructura de producto
Vi=®;Vig, con

1 o0 1 5/4
(5.8) /thLo == h(N)dX + / A — 1747124
2 /5.4 2 Jo
+ > Bh(1/4-p7),
8>0,=1/2 (1)

1 00 1 5/4
. hdVy 1 =— R(N)dA + = A —1/4|712g)
(5.9) / 11 2/5/4 (\) +2/1/4\ 1/4]
+ Z Bh(1/4 - %)

£>0,5=0 (1)

Esta medida V7 es positiva sobre todos los conjuntos en que los vectores
autovalores pueden ocurrir, y es comparable a Pl cerca de los puntos A para
los que todas las coordenadas estan a una distancia positiva del intervalo
(0,1/4). Luego, la férmula asintdtica no excluye valores excepcionales A,
pero limita su densidad. El término o(V;(£2;)) es pequeno en comparacién
con P1(£2).

También podemos expresar V; en la variable v. Denotamos ‘71 = ®j‘71,5].

la medida sobre el espacio ((0,00) U [0, oo))d donde

(5.10)
%) 1 %)
/ hdh o = / th(it)dt + / h(it)dt + / Madz+ Y Bh(B),
' ’ ’ >0,6=5 (1)
/hdﬁl :/Ooth(it)dt+/1 hitydt+ > Bh(B).
1 0

3>0,8=0 (1)

La medida V; es positiva sobre Yey ﬁ/l(ﬁ) < V1(Q) para todo Q.

5.3. Distribucién conjunta de autovalores de Hecke y de Casimir

En esta seccién, trabajamos con la funcién N"(2) pero incluyendo tam-
bién condiciones sobre los autovalores de Hecke Ay, de la representacion
w.

Esto es, dado un subintervalo I, C [—2, 2] estudiamos el comportamiento
asintético de la funcion

(5.11) N'(@QL)= > |(@)

W, A EQ
A pelp
con r € 971\ {0} y las representaciones @ recorren un sistema ortogonal de
subespacios irreducibles de Lz’cuSp (To(3,a)\GL2(R)%, x 7).
Respecto de los autovalores de Hecke, uno espera medir su distribucion
respecto a la medida de Sato—Tate. Por cuestiones técnicas y siguiendo los
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trabajos [KLO8] y [Li09], dado r € 9! utilizaremos la siguiente medida

ordy (rd)

(5.12) Z Koo () dpoo ()

para estudiar la distribucién de autovalores de Hecke, donde dpi~ €s la me-
dida de Sato-Tate descripta en (2.20).

OBSERVACION 5.3. Notar que esta medida es un multiplo de la de Sato—
Tate. En el caso en que el orden de p en (rd) es cero tenemos efectivamente
la medida de Sato—Tate. Resaltamos que para cada r fijo esto ocurre para
todos salvo finitos ideales p.

Dada una particién del conjunto de los lugares arquimedeanos de F'
(5.13) {1,...,d} =FEFUQ+UQ_,

donde Q := Q. LU Q_ # (), consideraremos el conjunto R de las represen-
taciones automorfas cuspidales w en L? (Fo(’J, a)\GLa(R)4, x f) que tienen
parametros espectrales prefijados en los lugares j € E y en los otros lugares
pueden tener un parametro espectral que crece con la condiciéon de que si
j € Q_ estan en la serie discreta y si j € Q1 estan en la serie principal o en
la serie complementaria. Esto es, consideramos el conjunto

Aw; € [aj,b)] para j € B
(5.14) R = { w cuspidal := { Aw; >0 sij e @y
Aw; <0 sijeQ-
A los intervalos [aj,b;] C R, se les impone la condicién de que los extremos
a;,b; no sean de la forma % (1 — %) conb>1,b=¢& mod 2.
Sea

(5.15) Q= [Jlaj 050 x T] (450, B;0)] x ] [Ci(1), D;(t)],
JEE JEQ+ JEQ-

donde Bj(t) — oo para al menos algin j € Q4 o D;(t) — oo para algin

jeQ-_.

A seguir, enunciamos nuestros resultados principales

TEOREMA 5.4. Sea t — Q una familia de conjuntos en R% como en
(5.15). Sea p { I, p un cuadrado en el grupo de clases estricto, Ay el
autovalor de T, y ® es como en (5.12). Cuando t — oo tenemos

> ¢ @PXe) = MR b0 x0) + o).

w,/\weﬂt
donde Vi es como en (5.8) y (5.9).

DEMOSTRACION. Como p es un cuadrado en el grupo de clases estricto,
tomamos b un ideal entero tal que pb? = (Np), ¥ por lo tanto, para cada
¢ > 0 tenemos p‘b?* = <77£7b). Por el Corolario 2.28 tenemos que Xy(\p, w) =
Aptw ¥ por el Teorema 4.7 tenemos la siguiente relacién

y4
Ty b

ZN 1/2 QWZS(TbS)ch(w)Xf(k%)-
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Entonces

Yo l@PX O w) = Y (@) (@) Ay

w,)\wth w,)\weﬂt

4
T"p,h

l
S S E@N N2 ) (ke (o)

w0, €EQt s=0

—ZN 02 ) ) Y F@e ().

w,AWEQt

Por el Teorema 5.2 tenemos
l

S @)X O ) = 3NN ) 2 ) (k).

w0, A €EQ 5=0
rnt o 0 J d
<5<T’ Z’Z’b) 2 Vol(R?¢/a) V(;STT;(;(J)\GLz(R) )Pl(Qt) n 0(V1(Qt))>

Por el Teorema 5.2 se tiene que §(r,r’) = 1 si y sélo si r.r’~! € (OF)2.

-1
£ £
) D ™ .
En nuestro caso 8 (r, a’;“) = 1siy sélosir. ( a';"’) € (0F)?, es decir,
S S

. a
si 3= =u € (0F)>.
Ty,
Veremos que esta condiciéon ocurre solo en el caso en que 2s = /.
4
. ™ .. a2
Notar que si § (r,—%* ) = 1, es decir, si 5= = u € (O})? entonces
a3 o6

aty n)f,b generan el mismo ideal, i.e. (a2) = <n£’b> = p(b2)*. Esto implica

que £ tiene que ser par, y que la valuacién de as en p tiene que ser £ y
la valuacién de ag en los primos que ocurren en la factorizacién de b tiene
que ser la misma que b multiplicada por 2¢/. Como los elementos as € F
fueron tomados en la ecuacién (4.15) de modo tal que vy(as) = s+ vy (b%) y
vq(as) = vq(b) para aquellos primos q # p que dividen a b, tenemos que es
condicién necesaria que 2s = £. Vemos a continuacién que esta condicién es
suficiente.
Sea ¢ par, y tomamos s = %. En este caso, p’/2b! = <n€/2> y por lo tanto
p,b ’

en la ecuacién (4.10)) tenemos que ag/; = nﬁ/bgu con u € OF.

L

,r] b
Notar entonces que en el caso s = 5 en que § (r =

=1, como bs; =0

o rbs
(ver 3,5 en la ecuacion (4.11)) implica que eQmS( as ) = 1y el compacto ki,
que aparece en la ecuacién (4.12) tiene xf(k+,) = 1.
Dado que los polinomios de Chebyshev son ortonormales respecto de la
medida de Sato—Tate,

o ordy(rd) ordy (rd)

/ Z Xop Xedpioo = Z 200,

cuando ¢ = ¢/2 obtenemos nuestro resultado. O
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Como los polinomios de Chebyshev { X} son una base para el espacio de
todos los polinomios y éstos son densos en C([—2,2]), podemos reemplazar
Xy por cualquier funcién continua f en Teorema 5.4 siguiendo la prueba en
[BM13] o en [KL13, Thm. 10.2].

En [BM13, §4.3.2] extienden este tipo de férmula a funciones carac-
teristicas. Como consecuencia

TEOREMA 5.5. Sea t — € una familia de conjuntos en R? como en
(5.15). Sea p { I, p un cuadrado en el grupo de clases estricto, Ay el
autovalor de Ty, para la representacion w y sea ® como en (5.12). Para un
intervalo I, C [—2,2] , tenemos que cuando t — oo:

(516) Y | (@)= 2@;‘;”\@ PUQu)®(I,) + o(VA ().

w, A EQg

Aeo,p€1p

En particular esto dice que hay una infinidad de formas automorfas con

autovalores de 7, en I, y con autovalor de Casimir en la regién ; dada,

con densidades segin la medida de Sato-Tate y la medida de Plancherel
respectivamente.

OBSERVACION 5.6. Este resultado incluye el obtenido por Bruggeman—
Miatello en [BM13, Thm 1.1] y lo extiende a los autovalores reales de A
en vez de a los autovalores A, ;2 y usamos la medida de Sato-Tate en lugar
de la variante utilizada en [BM13].

5.4. Distribucién en regiones especificas

En [BM10] se generalizan los resultados asintéticos sobre N'+' () y

N T5T/(Qt) a una gran variedad de regiones crecientes €.
Resultara de utilidad trabajar con la funcién

(5.17) N(@)= > @),

w,uweﬁ

para conjuntos {2 C Yg.
El caso clasico de formas cuspidales holomorfas es de especial interés.
Es decir, restringimos las representaciones ®;l:1wj~ al caso en que w; € G

. . . b b
estd en la serie discreta. En este caso, los autovalores A\, = 3 (1 — —J) con

2
bj € Z. Se tiene

TEOREMA 5.7. [BM10] Sea €2y, el singleton p = (b12—1’ e bd%). Si el

b;i—1 ,. . .
producto Hd ‘5~ tiende a infinito, tenemos

j=1
SN 1273 W A s TR A
(5.18) N'(Qp) = (27)d H( 2 )+ E( 2 )

bi—1 T ~

donde D es el discriminante de F'. Ademds H?:l 5 = Pl(Qp) yV1(Qp) =
d (b—-1)"2
M (%)
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OBSERVACION 5.8. En ciertos casos, el término del error se puede mejo-

1\ —A
rar a o (H?:l (b]2 1) ) con A > 2, A conveniente [BM10, Prop.1.2]

Podemos utilizar esta férmula en el Teorema 5.5 para el caso de la serie
discreta y obtenemos

TEOREMA 5.9. Sea Qp = {p} = (m%,...,bd;1>. Sea p 1 T, p un

cuadrado en el grupo de clases estricto, Ay el autovalor de T, para la
representacion w y sea ® = Ordb(m)

I, C [-2,2] , si el producto H;l:l

XM( Ydptoo(z). Dado un intervalo

d
(5.19) ijlp Z " ()2 2\/\DF Vol (T\G) H (b-—l) L)

@, v €Qp ]:1

Aw,p€lp
d
(%)
2
j=1

donde H?Zl (bgl) = ﬁl(Qp) Y ngl (ij;l)i2 = V1(Qp).

Tenemos una version explicita del Teorema 5.4 para el caso holomorfo:

TEOREMA 5.10. Sea Qp = {p} = (blgl,...,bd 1) Sea p tJ, p un
cuadrado en C;C, Ap,w el autovalor de T, para la representacion w. Si el

producto H?:l 8

> lc%w)FXAAp,w):{ o S (B)7) £ =20y 0 < £ < ordy(m)
@, Aw EQp olros €asos.

2v/|Dr| Vol(T\G)

Dy N =TI, (457

DEMOSTRACION. En el Teorema 5.4 tomamos ©; = Qp y usando que

donde J =

)1, sil =20y 0<V <ordy,(md)
®(Xe) _{ 0 si ¢ impar .

O

OBSERVACION 5.11. En el Capitulo 6 compararemos este resultado con
los de la Proposicién 6.2.

5.5. Equidistribucién pesada de autovalores de Hecke

En este capitulo daremos un resultado de equidistribucién pesada que
complementa los obtenidos en [Se97] y [KLOS].

Antes de enunciar nuestro teorema, explicaremos el concepto de equidis-
tribucion y de equidistribucion pesada.
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DEFINICION 5.12. Sea (X, ;1) un espacio topolégico localmente compacto
y 1 una medida de Borel en X. Sea S1, 59, ... una sucesién de subconjuntos
finitos no vacios de X, y denotemos |S;| el nimero de elementos de S;.
Decimos que {S;} estd equidistribuido con respecto a du, o p-equidistri-
buido, si para cualquier funcién continua f sobre X se tiene que

(5.20) lim 2res, /(@ / flx)du(z
ivoo |Si]

EjempLo 5.13. Si S; = {0,1/4,2/i,...,1}, entonces {S;} esta equidistri-
buido relativo a la medida de Lebesgue sobre X = [0, 1].

Si a cada elemento x € S; le asignamos un peso w, € R™, decimos que
la sucesion {S;} estd w-equidistribuida o equidistribuida con peso w, si para
cualquier funcién continua f : X — C, tenemos que

(5.21) Ifm ZIES / flx

1—+00 xES Wy

Como aplicacién del Teorema 5.4 y del Teorema 5.5 podemos obtener
un resultado de equidistribucién pesada de los autovalores de Hecke.

TEOREMA 5.14. Sea t — € una familia de conjuntos en R® como en

(5.15). Sea p 1 J, p un cuadrado en el grupo de clases estricto, Ny el

autovalor de Ty, para la representacion w y ® = Zri'a(m) Xop ()dpoo ().

Sea f cualquier funcion continua sobre R. Cuando t — oo tenemos que

; Zw,)\weﬂt ‘C ( | f )‘pw
(5.22) lim o / fla

t—o0 Zw,)\weﬁt

DEMOSTRACION. Tomamos ¢ = 0 en el Teorema 5.4:

Z ’CT(W)F 2\/ ‘DF VO] F\G Pl

(2m)¢

() + o(Vi())
W, EQt

Para ¢ > 0 tenemos

(2m)

D I R COR VACHNE
o(V1(€)) ¢ impar.

WA EQt

Tomando el cociente entre estas ultimas dos ecuaciones llegamos al re-
sultado

lim
t—00 Zw,/\weﬂt ’cr

Y wamen, ¢ (@ )IQXe pr /Xe { 1si0=20

0 /¢ impar.

Como el conjunto {Xy} genera el espacio de todos los polinomios y a
su vez el espacio de todos los polinomios es denso en C([—2,2]), podemos
reemplazar X, por cualquier funcién continua y obtenemos el resultado. [J

COROLARIO 5.15. Los autovalores {\g p} forman un conjunto denso en
[—2,2].
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OBSERVACION 5.16. Como veremos con mayor detalle en el Capitulo
6 nuestros resultados extienden los obtenidos por Serre en [Se97] para el
caso clasico y holomorfo; y el obtenido por Knightly—Li en [KLO8| para el
caso de cuerpos de numeros totalmente reales y la serie discreta de peso
minimo. En este resultado, nosotros incluimos todas las representaciones
unitarias irreducibles de G y el pardmetro que hacemos tender a infinito es
un parametro espectral y no el nivel de I' en GG, como ocurre en los trabajos
citados.



Capitulo 6

Comparacion con resultados previos

A continuacién comentaremos resultados previos sobre distribucién asintéti-

ca y de equidistribucién de autovalores de Hecke y la relacién con los obte-
nidos en nuestro trabajo.

6.1. Resultados de distribucién asintdtica

En esta seccién comentaremos los resultados obtenidos en [KL13| y
[BM13] sobre distribucién asintética de autovalores de Hecke de formas
de Maass (el primero es para Q y el segundo para cuerpos de nimeros
totalmente reales), y los obtenidos en [KLO8| y [Li09] sobre distribucién
asintotica de autovalores de Hecke para formas holomorfas sobre un cuerpo
de numeros totalmente real F'.

PROPOSICION 6.1. [KL13] Sea h una funcién de prueba, F(N) = {u;}
una base de
L (To(N)\GL2(Q)). Cuando N — oo tenemos

|am(u)|2 JY(N) + O(N%‘“) sil =20 y0 </l < ord,(m)
ZX[ wr) B O(N%+E) otros casos
u€F(N) ’
donde am(u) es el coeficiente de Fourier de u de orden m,
J = 25 [%_ h(t) tanh(mt)tdt, (N) = NIIyn(1+ %) y Xy es el £{—ésimo
polmomzo de Chebyshev.

En particular, demuestran la existencia de formas cuspidales con m—ési-
mo coeficiente de Fourier no nulo para todo nivel N suficientemente grande.
La masa Ji(N) se corresponde con el término delta de la férmula de Kuz-
netsov que obtienen.

En el Teorema 5.4 podemos tomar F' = Q y de este modo obtenemos
una version complementaria de este resultado, con la diferencia de que el
parametro que tiende a infinito es espectral. En nuestro caso, la masa tam-
bién se corresponde con el término delta de la formula de tipo Kuznetsov.

En el caso de formas holomorfas sobre cuerpos de niimeros totalmente
reales, Knightly—Li obtienen

PROPOSICION 6.2. [KLO8] Sea m € 97', es decir, m € 07! y totalmente
positivo. Sea p primo, p 1 J. Para l >0 y 0 < € < 1 cuando N(J) — oo
tenemos

L\ Ay 2
O(N21 6) otros casos,

49
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donde Xy es el {—ésimo polinomio de Chebyshev, |al| es el coeficiente de
Fourier de uw de orden m y

Y2 (drg(m))ki—!
6 = N (14 ) 0 = ke T 0
p[J j=1

OBSERVACION 6.3. La masa J¢(NN) corresponde al término delta de la
férmula de Petersson que Knightly—Li obtienen en su trabajo. En particular,
este teorema demuestra que para N(J) suficientemente grande existe una
forma holomorfa con el coeficiente de Fourier de orden m no nulo.

La Proposicién 6.2 es comparable con nuestro resultado en el Teorema
5.10. En ambos casos, tenemos que la masa es el término delta de la férmula
de Kuznetsov que utilizamos. El término de error, en el caso de Knightly—Li
tiende a cero cuando el nivel tiende a infinito y en el nuestro depende de
los parametros espectrales y tiende a cero cuando algiin parametro espectral
tiende a infinito.

OBSERVACION 6.4. En [Li09, Proposition 4.3], Charles Li consigue un
resultado andlogo sin los pesos. Esto lo logra por utilizar una férmula de
la traza para los operadores de Hecke que generaliza la formula de Eichler—
Selberg a cuerpos de nimeros totalmente reales.

En [BM13] se da un resultado de distribucién conjunta de autovalores
del Casimir y de autovalores de los operadores de Hecke T}2 para el caso de
formas automorfas sobre un cuerpo de nimeros totalmente real F'.

Consideraron el grupo de Lie G = SLz(R)“ como el producto de SLy(F, i)
para todas las completaciones arquimedeanas Fi,; ~ R de F'.

En su trabajo, se hace uso de las expansiones de Fourier de las formas
automorfas en todas sus cispides. Aqui no precisamos involucrarnos con
otras cuspides que no sea el co.

A diferencia de [BM13] trabajamos con los T}, (para p que sea un cua-
drado en C;E) en lugar de los 7}2. Utilizamos una medida que es multiplo de
la Sato-Tate e incluimos conjuntos €2 més generales que en [BM13] (ver
(5.15)) en el espiritu de [BM10]. En particular, esto nos permitié incluir un
estudio detallado del caso holomorfo en la Seccién 5.4.

6.2. Resultados de equidistribucién pesada

Serre consider6 el problema vertical de Sato-Tate (ver Introduccién)
para formas holomorfas cuspidales sobre Q.

Dado N € N, k € N par, sea S(I'g(V)) el espacio de formas cuspidales
holomorfas. Sea p primo fijo, cuando el nivel N y el peso k varian, los
autovalores Ay, del operador de Hecke T}, siguen leyes de distribucién.

TEOREMA 6.5. [Se97] Sean N,k enteros positivos tal que k es par,
N+k — oo yp es un primo tal que p t+ N para ningin N. Entonces
los autovalores normalizados Ay,  , de Hecke estdn equidistribuidos en el
intervalo Q = [—2,2] con respecto a la medida p-ddica de Sato—Tate dada
por

_p+1 (1—ax2/4)'/?

Pp == P2 4 p1/2)E xzdx‘
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COROLARIO 6.6. Los autovalores Ay, ., son densos en [—2,2].

La demostracién del teorema de Serre utiliza la férmula de la traza de
Eichler—Selberg para el operador de Hecke T},m.

El resultado de Serre vale para F' = Q, para formas holomorfas y sin
la apariciéon de pesos en la férmula final. En nuestro caso, se obtiene una
férmula de equidistribucién con pesos, valida para formas holomorfas, for-
mas de Maass o formas mixtas en el caso en que F' es cualquier cuerpo de
nimeros totalmente real y usando un multiplo de la medida de Sato—Tate.

Mencionamos que hay versiones efectivas del Teorema 6.5, calculando la
velocidad de convergencia a la integral (ver [MuSi09], [LW11] ) .

En [KL13] utilizan una medida que es miltiplo de la Sato—Tate pero la
equidistribucién es con los coeficientes de Fourier como pesos.

TEOREMA 6.7. [KL13] Fijamos un primo p y un entero positivo m.
Para cadai=1,2,...,

e sean N; enteros positivos coprimos con p, tal que lim; o N; = oo,

o sea F; = {uy)} una base ortogonal para L3(To(N;)\GL2(Q)) de au-
tofunciones de Maass, y

e definimos el multiconjunto S; = {\j|u € F;}.

Jam ()2

[T ‘
medida du(x) = ZTZ’(’)(m) Xop (x)dpso(x), donde am(uy)) es el coeficiente
de Fourier de u§-i) de orden m, djis(x) es la medida de Sato-Tate y X,(x)
es el £—ésimo polinomio de Chebyshev.

La sucesion {S;} es equidistribuida con peso con respecto a la

OBSERVACION 6.8. (i) Si tomamos m tal que p { m, entonces du = dpso
la medida de Sato—Tate. En este caso, la medida es independiente de p.

(ii) El teorema también implica que los autovalores de Hecke A; son
densos en el intervalo [—2,2].

En el Teorema 5.14 extendemos este resultado al caso de cuerpos de
numeros totalmente reales y el parametro que tiende a infinito es espectral
y el nivel esta fijo.

Para el caso holomorfo sobre cuerpos de numeros totalmente reales
Knightly—Li demuestran

TEOREMA 6.9. [KLO8] Sea m € Djrl, p un ideal primo de F y sea
k = (ki,...kq) un vector peso con k; > 2 para todo j =1,...,d. Para cada
i1=1,2,... consideramos

(i) J; un ideal coprimo con p con lim; oo N(J;) = 0o, donde N(3J;) es

la norma del ideal, y

(ii) F; una base ortogonal para el espacio de formas holomorfas Si(7J).

lam (u{)[?
a2

la medida du(x) = f;‘é”@m) Xog(x)dpoo(x) donde duso(x) es la mgdz’da de
Sato-Tate y Xy(x) es el £—ésimo polinomio de Chebyshev y am(uy)) es el
coeficiente de Fourier de u de orden m.

La sucesion S; = {\pu}ucF es equidistribuida con peso relativo a
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Observamos que cuando p 1 (md), la medida u coincide con la medida
de Sato—Tate y es independiente de p.

COROLARIO 6.10. Los autovalores de Hecke Ay, son densos en el inter-
valo [—2,2].

En el Corolario 5.15 probamos que la familia de autovalores {\x ,}, con
w € () variando y nivel J fijo, también estd equidistribuida respecto de la
medida du.
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