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Resumen

En este trabajo estudiamos el anillo INg-filtrado de operadores diferenciales sobre k-
algebras no conmutativas, Dx(A) = U,>¢ Di (A). Dicho anillo fue definido por primera
vez por Lunts y Rosenberg de forma intrinseca [LR97], de la siguiente manera: sea A :
A — Endg(A) la representacién natural obtenida de la multiplicacién a izquierda con

elementos de A. Se considera D, '(A) = 0, y para cada n > 0, D{(A) es el espacio
vectorial generado por los operadores {A,VA, € Endy(A) : V € Z}(A),a,b € A},
donde

V € Z!(A) siysolosi VA, — A,V € D/ "1(A), Va € A.

Iniciamos este trabajo estudiando los operadores diferenciales del dlgebra de ma-
trices polinémicas M,,(C[X]), y mostramos que los operadores diferenciales D¢ (C[X])
y De(M,(C[X])), son equivalentes Morita. Més aun, al estudiar el anillo de polino-
mios B[X], con coeficientes en una k-algebra B de dimensioén finita, mostramos que,
Dy (B[X]) = Di(B) ® Dg(k[X]), y con esta estructura extendemos de manera efectiva
herramientas de la teorfa de médulos sobre la n-dlgebra de Weyl, al contexto de los
Dy (B[X])-m6dulos.

Luego estudiamos los operadores diferenciales de familias de dlgebras de caminos so-
bre un carcaj finito, aciclico y conexo I'y(Q). Con estas estructura obtenemos ejemplos de
algebra de dimension finta tales que Dy (T'(Q)) # Endx(I'(Q)). Por otra parte, realizamos
computos explicitos de la dimensién del primer grupo de cohomologia de Hochschild
HY(T(Q)), y con esto, revelamos el bajo impacto de dim H'(T'(Q)) sobre el acotamiento
superior para la filtracion del anillo Dy (T'(Q)). Vale destacar, que encontramos élgebras
de caminos donde, H'(T'(Q)) # 0y Di(T'(Q)) = DY(T'(Q)). Dichos sea de paso, es la
primera vez que se documenta un ejemplo con esta propiedad, a la luz de la teorfa de D-
modulos. Ademds, con estos computos abrimos el telén a nuevos objetos para evaluar la

afirmacion de la Dra. Iyer [102], esta es; si H' (T(Q)) = 0, entonces Dy (T(Q)) = DY(T(Q)).

Finalmente, estudiamos los operadores diferenciales del dlgebra de matrices triangu-
lares formales T, = [ZE g] , inducida por dos k-dlgebras R, S y un bimédulo sBg. Des-

cribimos el anillo Dx(Ty), extendiendo las propiedades encontradas en las 4lgebras de
caminos Dy (T'(Q)). Para ello, construimos recursivamente tres familias de subespacios
{QF, € D{(R) }uzo, {5, € DE(B) }uzo y {5, € Hom(R, B) },>0. Luego, exhibimos las
relaciones entre estos subespacios, que nos permiten recuperar el anillo completo de ope-
radores matriciales D(Ty). Mas atn, Qf; = Uy,>0 Q%1 Q50 = U0 Q% ¥ Q31 = Uns0 55,
son refinamientos de Di(R), Dx(B) y Hom(R, B), y a partir de ellos, logramos formular la
INo-inclusion de estas estructuras en Dy (T ), problema que naci6 de la lectura del articulo
[SIK16].

PALABRAS CLAVE. Algebras asociativas, anillos de operadores diferenciales.

2010 MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION: 16532
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Abstract

In this work, we study the INy-filtering ring of differential operators on non commu-
tative k-algebras, Dy (A) = U, >0 Di (A). This ring was defined for the first time by Lunts
and Rosenberg in an intrinsic way [LR97] as follows: be A : A — Endy(A) the natu-
ral representation obtained from left multiplication with elements of A. It is considered

D, !(A) = 0 and for each n > 0, D{(A) is the vectorial space generated by operators
{AaV Ay € Endi(A) : V € Z}(A),a,b € A} where

V € Z}(A)siysolosi VA, — A,V € D/ 1(A), Va € A.

We begin this work by studying the differential operators of the polynomial matrix al-
gebra M,,(C[X]), and we show that the differential operators D¢ (C[X]) and D¢ (M, (C[X])),
are Morita equivalents. More over, when studying the polynomials ring B[X], with coef-
ficients in a finite-dimensional k-algebra B, we show that Dy (B[X]) = Dx(B) ® Dk (k[X])
and with this structure we effectively extend the tools of the modules theory on Weyl
n-algebra, to the context of the Dy (B[X])-modules.

Then, we study the differential operators of path algebra over a finite, acyclic and
connected quiver I'y(Q). With these structures, we get examples of finite dimensional
algebra such that Dy (T'(Q)) # Endx(T'(Q)). On the other hand, we made explicit compu-

tations of the dimention of the first Hochschild cohomology group H!(T'(Q)) and with
this, we reveal the low impact of dim H!(T'(Q)) on the upper boundary for the filtering
of D (T(Q)) ring. It is worth mentioning, that we find path algebras where H (T(Q)) # 0

and Dy (T(Q)) = DY(I'(Q)). Incidentally, it is the first time that an example is documen-
ted with this property, in light of the theory of D-modules. Also, with these computations
we open the curtain to new objects to evaluate the Dr. Iyer’s affirmation [102], this is if

H'(T(Q)) = 0, then Dy(T(Q)) = DL(T(Q))-
Finally, we study the differential operators of the formal triangular matrices algebra
T, = [I; g] , induced by two k-algebras R, S and a bimodule sBg. We discribe the ring

Di(TL) by extending the properties found in path algebras Dy (I'(Q)). To do this, we
build recursively three families of subspaces {Q)f; € Dy(R)}u>0, {5, € DI (B)}u>o0
and {Q%, € Hom(R, B)},>0. Then, we show the relationships between these subspa-
ces, that allow us to recover the complete ring of matrix operators D(T;). Even more,
OF1 = Ups0 1, O3 = U0 O3, and O3 = U,,»0 O, are refinements of Dy (R), D (B) y
Hom(R, B), and from them, we manage to formulate the INy-injection of these structures
in Di(Tr), problem that emerge from reading the article [SIK16].

KEYS WORDS: Associatives rings and algebras, Rings of differential operators
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Introduccion

Este trabajo de tesis doctoral tiene como marco de referencia la Teoria Algebraica de los
Sistemas Diferenciales Lineales, o mejor conocida como Teoria de los D-mddulos. Desde 1970,
la teoria de D-mo6dulos se ha desarrollado de la mano de los mateméaticos M. Sato, M.
Kashiwara, T. Kaway, J. Bernstein, J-E. Bjork, B. Malgrange y A. Beilingson (ver [B79],
[B93], [C95]). Esta teoria encuentra sus fundamentos en la Geometria Algebraica propina-
da por A. Grothendieck. Este enfoque de caracter global es muy distinto al dado por el
andlisis funcional para el estudio de los operadores diferenciales. La definicién canéni-
camente establecidas del anillo de operadores diferenciales sobre dlgebra conmutativas,
es la siguiente; dada A una k-dlgebra conmutativa, se obtienen el anillo de operadores
diferenciales Dx(A) = U,,~o D¢ (A), tal que,

V €D} (A) <= [V, A, €DI"H(A), Va € A
donde, A, es el endomorfismo inducido por la multiplicacién a izquierda por a € A.

Por otra parte, encontramos en los trabajos de Griinbaum, Tirao y Pacharoni ( ver
[GPT02], [T03], [GTO07]), una estructura distinguida de operadores diferenciales D(W),
asociada al dlgebra de matrices cuadradas de orden m x m con entradas en el anillo de po-
linomios en una variable con coeficientes en los ntimeros complejos, M,,(C[x]). A gran-
des rasgos se define de la siguiente manera; sean A,p : M,,(C[x]) — End(M,,(Clx])),
tales que, Af(,) es la transformacién lineal inducida por la multiplicacién a izquierda,
Y Pf(x) es la transformacion lineal inducida por la multiplicacién a derecha. Ahora, en
[GT07, Proposition 2. 6. pg. 457], se estudian ecuaciones diferenciales del tipo

N ) N )
Y 0" (pn)fi = Gnpn, V1 € No, <= ()_ 0" — Ag,)(pn) = 0,Vn € Ny,
i=1 i=1

para ciertas sucesiones distinguidas de polinomios {g,; p» € My (k[x])}. Con estos en
mente, nos surge como motivacién primera encontrar un anillo de operadores D, que ad-
mita una formulacion inherente al anillo no conmutativo M,,(C|x]). El cual con permita
implementar las técnicas de cardcter global, propias de la la teoria de D-médulo, y a su
vez, D sea el espacio ambiente para los operadores diferenciales del tipo V, = p f(x)ai

y V), = )\g(x)af . De esta forma, D se presenta como un nuevo objeto de estudio para la
teoria de representaciones.

En 1997, los matematicos V. Lunts y A. Rosenberg publican un primer trabajo [LR97],
en el cual se proponen tres tipos de anillos de operadores asociados a las dlgebras no con-
mutativos estos son los operadores diferénciales D(A), los B-operadores diferenciales Dg(A)
y los operadores diferenciales cudnticos Dy(A). El primero de ellos brinda una extensién no
trivial de la teoria de D-médulos de tipo Grothendieck, al contexto de las dlgebras no con-
mutativas, més atn, al contexto de los esquemas no conmutativos. Este anillo se define
de la siguiente manera: dada una k-4lgebra no conmutativa A, sea Dy(A) = U,>¢ Di (A),

IX



X Introduccién

donde, Dy (A) es el espacio generado por el conjunto de operadores
{AaVA, € Endi(A) | V € Z{(A),a,b e A}

tal que,
V e ZlA) <= [V, A €DI"HA), Va € A

donde, A : A — Endg(A), es el morfismo inducido por la multiplicacién a izquierda por
elementos de A. Vale mencionar que los trabajos posteriores de Lunts y Rosenberg se
enfocan en la consolidacién de una teoria general de esquemas no conmutativos, y son
sus discipulos Uma N. Iyer y T. C. McCune, los que mds han publicado sobre operadores
diferenciales para el contexto de dlgebras no conmutativas (ver [101], [102], [105], [106],
[IMc12],[SIK16]).

En el presente trabajo hacemos una recopilacién de muchos de los resultados publica-
dos en los articulos que hemos mencionado. De esta manera, presentamos en un mismo
texto las herramientas pertinentes para el estudio de las propiedades basicas de los ope-
radores diferenciales de algebras no conmutativas de tipo Lunts-Rosenberg.

Iniciamos nuestro estudio con la n-dlgebra de Weyl, la cual se define como el anillo de
operadores diferenciales de tipo Grothendieck del dlgebra de polinomios de n-variables
sobre un cuerpo k con caracteristica cero, es decir, A,(k) = Dx(k[X]), donde X denota
el conjunto de variables indeterminadas {x, ..., x,}. Con esta idea en mente, tomamos
el anillo de polinomios B[X], con B una k-dlgebra no conmutativa de dimensién fini-
ta, y le calculamos los operadores diferenciales de tipo Lunts-Rosenberg, y de esta for-
ma, proponemos un paralelo entre los A,-mé6dulos y los D(B[X])-mé6dulos. En primer
lugar, obtenemos que Dx(B[X]) = Dx(B) ® A,. Por otra parte, es de conocimiento ge-
neral que A, = Sumy{A;(,)04(x)9% | f(x),&(x) € k[X], « € Nf}, teniendo presente que
0% =97 - - 9",y 0; es el operador definido como la derivada parcial. Luego, extendemos
naturalmente al contexto de D(B[X]), la formulacién anterior, es decir,

D(B[X]) = Sum{Af(x)pg(x)0" | f(x),8(x) € B[X], « € Ng}.

Con esto en mente, replicamos la definicién del conjunto solucién asociado a un sistema
de ecuaciones diferenciales sobre A,-moddulos al contexto de los D(B[X])-mddulos, de
esta manera; Fijado un conjunto de operadores {V; € D(B[X]) : 1 <i < I},ydadoT
un D(B[X])-mo6dulo izquierdo, se define el conjuto solucién como Solp(V;) = {f € T':
Vi(f) =0,V¥i =1,...,1}. Entonces, replicamos la descripcién del conjunto Solr(V;) en
términos puramente algebraicos,

Solr(V;) = Hompp(x))(D(B[X])/],T),

donde, ] = Y}, D(B[X])V; denota el ideal generado por el conjunto de operadores
(V1,...,V)) en D(B[X]). En el caso particular B = M,,(C), los resultados previamen-
te mencionados dan respuesta a la motivacion primera. Méas atn, logramos dar cuenta
de los operadores diferenciales para el algebra de matrices con entradas en el anillo de
polinomios de n-variables, y a su vez obtenemos que, D(M,,(k[X])) es equivalente Mo-
rita a A, (k). Esto se sigue de la igualdad D(M,, (k[X])) = M,,2(Ax(k)).

Estas primeras indagaciones nos motivan a comprender con mayor profundidad la

estructura de aquellas 4lgebras B tales que, Dy(B) = DY(B) y a buscar ejemplos donde
eso no suceda. En esta direccion la Dra. U. N. Iyer en [I02] formula el siguiente problema
abierto,

si B es una k-dlgebra tal que el primer grupo de cohomologia de
Hochschild es cero, entonces D(B) = D°(B).



Xl

Nosotros abordamos este problema, estudiando el anillo de operadores diferenciales
de dlgebras de caminos generadas por un carcaj Q finito, aciclico y conexo. En este con-
texto, formulamos como pregunta de trabajo,

¢ Es una condicién suficiente y necesaria que el primer grupo de
cohomologia de Hochschild sea cero, para que todos los operadores

diferenciales sean interiores, es decir, D(B) = D°(B)?

Es notorio que encontramos familias de dlgebras cuyo anillo de operadores diferencia-
les rompen con los preconceptos que se generan de la teoria de D-médulos sobre dlgebras
conmutativas. Por ejemplo, presentamos una k-dlgebra de caminos B, cuyo primer grupo
de cohomologia de Hochschild es distinto de cero, pero a su vez todos los operadores
diferenciales son de orden cero. Es decir que el espacio de las derivaciones exteriores
Der, (B) es distinto al espacio de las derivaciones interiores Int(B), y al mismo tiempo se

da la inclusién Der, (B) C D°(B).

Por otra parte, los calculos explicitos que realizamos para obtener una descripcién del
anillo de operadores diferenciales de algunas familias de dlgebras de caminos, estudiadas
en el Capitulo 3 de esta tesis, nos brindaron las herramientas para describir los opera-
dores diferenciales de dlgebras méas generales, tal es el caso de las matrices triangulares
formales T1(R, B, S). Las mismas estdn definidas por un par de k-dlgebras (R, S), y un
(S, R)-bimé6dulo B, cuya estructura de algebra es la multiplicacién natural de matrices de
esta manera,

TL(R,B,S) = [g g]
La clave para calcular D" (T ), consiste en dos ingredientes fundamentales, una de ellos
fue identificar con precision tres familias de subespacios,

{Of; CD"(R) :n € No}, {05, CD"(B):neNp}, {Qj CHom(R,B):n e Ny}
tales que los siguientes diagramas son inyectivos para cada n > 0,

D"(R)“—> End(T;) D"(B)—= End(T;) Hom(R, B)— End(T})

| A D R

O ¢ »DYTL) Q¢ =DUTL) O ~D"(Tw)
Luego, se demuestra la igualdad

aQn oo 0
D"(Ty) = | Qg Q3 D*(S,sB)
0 0 DS

El segundo ingrediente, fue detectar las estructuras adecuadas para Zy(T.) en forma
inductiva.

El contenido de este proyecto de tesis estd organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se exponen los preliminares bésicos de dlgebras y médulos. Luego
introducimos una estructura distinguida de A-bimédulo sobre los espacios de transfor-
maciones k-lineales Hom(M, N), End;(M) y Endi(A), inducida por el homomorfismo
A 1 A — Endi(A) multiplicacién a izquierda por elementos de A. Brindamos las defini-
ciéon de operadores diferenciales de tipo Lunts-Rosenberg, para luego cerrar con una lista
de resultados generales sobre operadores diferenciales recopilados de distintos articulos.
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En el Capitulo 2 estudiamos los operadores diferenciales del anillo de polinomios con
coeficientes en una k-dlgebra no conmutativa B de dimension finita, D(B[X]), obteniendo
en este caso que, D(B[X]) = D(B) ® D(k[X]). Luego centramos nuestra atenciéon sobre

algebras B, tales que D(B) = D°(B), condicién que rescatamos como un propiedad que
generaliza los resultados obtenidos del estudio de los operadores diferenciales del alge-
bra de matrices polinomiales, M,,(C[X]), y el anillo de polinomios con coeficientes en las
algebras de Clifford (nimeros hipercomplejos), Cl,,[X]. Por otra parte, extendemos natu-
ralmente varios objetos de la categoria de médulos izquierdos sobre la n-dlgebra de Weyl,
a la categoria de modulos izquierdos sobre D(B[X]). Cerramos el capitulo, evidenciando
la riqueza y complejidad que presenta la clasificacién de la categoria de dlgebras cuyos
operadores diferenciales son todos interiores, es decir, D(B) = D°(B).

En el Capitulo 3 realizamos calculos explicitos del anillo de operadores diferenciales
sobre familias de algebras de caminos {I'x(Q,) : n € Ny}, inducidas por un carcaj Q,,
finito, aciclico y conexo. Teniendo como pregunta directriz la validez de la afirmacién

siguiente: si H' (A) es primer grupo de cohomologia de Hochschild, entonces,
dimH'(A) = 0 <= D"(A) = D(A), ¥n > 0

Familias y propiedades obtenidos en este capitulo:

= La n-dlgebra de Kronecker;

dimD(Ty (e > @)) = dim D! (T (e > @)) = n? +2n +2
dimHY (T, (o 5 @)) = n? — 1.

= Una extension natural de la n-dlgebra de Kronecker;

T i=T(e — 05 o) = [T(o 5 ) 0]

k”'H k
D' (T(1,n)) # T (1) ® Dera(T(y,))
D’(T () # D(T (1) # End(T(1,))
dim DO( ) =6n+9
dim D(T <1,n>) = dimD'(T(y ) =3n* +6n+6
dimH'(T(;,,)) = n* — 1.
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= El dlgebra de matrices triangulares inferiores;

MLya() = M 0]

dimH' (ML, (k)) = 0

D(ML,) = D°(ML,)

MUy 0 0 0 7
MU,;; MUy 0 0

D°(ML,) = {MUz; MUz, MUs;

: : : .. 0
_MUn,l MUn,Z MUn,3 MUn,n_

= El dlgebra de caminos I'y, inducida por el carcaj

X

es un ejemplo donde Der, (T;) € D°(T;), a pesar que, Int(T;) # Der, (T;). Esto re-
vela un echo relevante no documentado hasta la fecha, este es, existe una derivacién
que no es cldsicamente interior, pero, dicha derivacion si es un operador diferencial
interior de tipo Lunts-Rosenberg. Cerramos el Capitulo 3 con una pregunta aun
abierta, la cual extiende la propiedad distinguida del carcaj anterior, ast:

Dada el dlgebra de caminos T, inducida por n-copias del carcaj anterior

Afirmamos que todos los operadores diferenciales de I',, son interiores,
esto es

D"™(T,) = D°(T,),Vm > 0.

Ya se sabe que dim H!(T',) = 7, y esto implica que Int(T,) # Der, (T,). Si conside-
ramos nuestra afirmacién verdadera, obtenemos que Der, (T,,) € D°(T,,).

En el Capitulo 4 estudiamos los operadores diferenciales del algebra de matrices
triangulares inferiores,

T.(R,B,S) = [g g]
donde (R, S) son dlgebras y B un (S, R)-bimo6dulo. Hacemos notar, que esta dlgebra nos
permite generalizar las estructuras de algebras de caminos estudiadas en el Capitulo
3, pero, a su vez, el estudio de dichos ejemplos concretos nos permiti¢ identificar las
relaciones y estructuras necesarias para obtener la descripcion de los espacios de ope-
radores Z;(Tr) y D} (TL), para cada n > 0. Cerramos este capitulo respondiendo a un
problema técnico que encontramos en el articulo [SIK16], el cual ameritaba un trata-
miento cuidadoso y detallado. El problema consiste en describir la estructura heredada
de los espacios Dg(R), Dg(R) y Hom(R, B), al verse como subespacios de D(T;). Pa-
ra ello, propusimos un refinamiento para cada uno de estos espacios, Q}j; € Di(R),
Qj, C D¢(B) y Q5; € Hom(R, B), tales que, Di(R) = Qf; C D(T.), Dx(B) = Q3, C
D(Tr) yHom(R, B) = O}, C D(Ty).
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Capitulo 1

Operadores diferenciales de tipo
Lunts-Rosenberg

En este capitulo recordamos definiciones y propiedades bésicas sobre dlgebras, médu-
los y sus morfismos, con el &nimo de fijar la notacion pertinente a nuestra linea de trabajo.
Posteriormente, exponemos la definicion de los operadores diferenciales de tipo Lunts-
Rosenberg para médulos y algebras. Dichos operadores resultan en una generalizaciéon
de la teoria de D-médulos, para el contexto de algebras no conmutativas y médulos. Ce-
rramos este capitulo con una lista de resultados generales, con el animo de documentar y
sintetizar en un solo texto los resultados més relevantes obtenidos en esta drea, por otra
parte, condensamos en una seccién un banco de herramientas que usaremos a lo largo de
todo nuestro trabajo.

SECCION 1.1

Preliminares

Los contenidos de esta secciéon son ampliamente conocidos en el estudio de la teoria
de anillos y médulos, hemos adaptado las definiciones y propiedades a las necesidades
de este proyecto (ver [McR97], [R91],[R06],[R08]).

Hacemos notar que todos los objetos algebraicos mencionados en este trabajo tendran
por defecto una estructura de k-espacio vectorial, donde, k denota un cuerpo (por co-
modidad con caracteristica cero, salvo que se diga lo contrario). Similarmente, todos los
morfismos entre objetos serdn por defecto transformaciones k-lineales. En términos for-
males, todos los objetos y morfismos de nuestro interés formaran una subcategoria de la
categoria de k-espacios vectoriales.

1.1.1. Algebras y médulos

Sea k un cuerpo, una k-algebra es un anillo A unitario (1 € A) tal que A posee estruc-
tura de k-espacio vectorial y satisface
r(ab) = (ra)b = a(rb)

para cualquier a,b € Ay para cualquier r € k.



2 Operadores diferenciales de tipo Lunts-Rosenberg

En general, estamos interesados en trabajar sobre dlgebras no conmutativas. Sea A una
k-algebra, el dlgebra opuesta A°F se obtiene con la estructura de k-espacio vectorial de
A, y cuya regla de multiplicacién es; si a,b € A, entonces a°b° = (ba)°. Aqui, a° denota
el elemento a € A, considerado como elemento de A°?. Por otra parte, el centro de A se
define como el espacio

C(A)={ceAlac—ca=0,Vac A}
Con esto en mente, diremos que una k-dlgebra A es conmutativa si A = C(A).

Sea S un subconjuto de A, S C A, el subespacio vectorial generado por S en A se
define como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas con elementosen S, y
serd denotado por Sumg(S) o simplemente Sum(S). Similarmente, la subdlgebra genera-
da por S en A se define como el conjunto de todas la multiplicaciones posibles entre las
combinaciones lineales finitas de elementos en S, y serd denotada por Geng(S) o simple-
mente Gen(S). En general, sabemos que Sum(S) es subespacio vectorial de Gen(S).

Diremos que A es de dimensidn finita si existe un conjunto finito de elementos {ay, ..., a,}
tal que Sumy{ay,...,a,} = A; es decir, si existe n € N, tal que dimg(A) < n. Similar-
mente, diremos que A es una k-algebra finitamente generada si existe un subconjunto
finito {ay,...,a,} C A tal que Geng{ay,...,a,} = A. Vale mencionar, para cada ntimero
natural m > 0, tenemos los multi-indices con norma m, dados por

n
= (ag,00,...,00) € NG 2 o] : =) aj = m.
i=1
A su vez, denotaremos al conjunto de permutaciones de n elementos, con
[n!] := {0 := (01,02,...,04) | 0 permutacion}.

De esta forma, podemos escribir comodamente al conjunto de monomios generadores
por un conjunto {ay, ..., a,}, dados por,

& . K K2 . 4%
Ay i= g Ay ag!

Ahora, se sigue facilmente que

Geng{ay,...,an}y = |J | {af |« € Ng}.

m=0 oeln!]

Sean A, B un par de k-dlgebras, la suma directa se define con el conjunto
A®B={(ab)|ac Abec B}
dotado de la estructura natural de suma y producto, es decir;

(a1,b1) + (az, bp) = (a1 + a2, b1 + by),
(a1,b1)(az, b2) = (a1a2, b1by),
r(ay,by) = (ray, rby)

paracadag; € A, b; € By r € k. En particular, A" denota la suma directa de n copias de
A. Por otra parte, el producto tensorial A @y B tiene una estructura natural de k-dlgebra,
donde el producto se obtiene al extender k-bilinealmente las expresiones del tipo,

(a1 ® bl)(az ® bz) = (a1ﬂ2) X (blbz),
7’(511 & 172) = (7’!11) QKb =a1® (1’171)

paracadaa; € A, bj € Byr € k. La unidad es 14 ® 15. En particular, A®" denota el
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producto tensorial de n copias de A. En estos términos, obtenemos el dlgebra extendida
A = A® A%, tal que,

(a1 @ bY) (a2 @ b3) = (a1a2) @ (b1D3) = (ara2) © (babr)°
para cualquier (a;,b9) € A x A°.

Sea A una k-dlgebra, un A-médulo izquierdo M (o simplemente A-mdédulo), es un
k-espacio vectorial M con una accién de A en M tal que

a(m1 + mz) = amj + amy
(a1 + ax)m = aym + aym
(a1a2)m = ay(aym)
Im=m

para cada 4; € A, m; € M. Similarmente, un A-médulo derecho N es un k-espacio
vectorial unido con una accién de A en N tal que

(n1 +nz)a = ma+ naa
n(ay + az) = naj + nay
n(ayay) = (nay)ay

nl=mn

paracadaa; € A, nj € N. En estos términos, si A, B son un par de dlgebras entonces un

(A, B)-bimédulo M, es un k-espacio vectorial con una estructura de A-médulo izquierdo,
junto con una estructura de B-médulo derecho, tal que,sim € M,a € Ay b € B, entonces

a(mb) = (am)b

Vale mencionar, la estructura destacada de los operadores diferencias es de k-algebra
INo-filtrada, y por tal motivo, se hace necesario brindar la siguiente lista de definiciones.

Definicién 1.1.1. Sea A una k-dlgebra. Diremos que A es un k-dlgebra INy-graduada, si
existe una familia de subespacios vectoriales {A; C A}icn, tales que

A = Djen, Ai
AlA] - Ai+j,Vi,j € NNy

Al subespacio A; se le llama componente homogénea de grado i de A.

Si A, B son k-dlgebras, entonces un homomorfismo f : A — B es una transformacién
k-lineal tal que

f(maz) = f(a1)f(a2), f(1a) = 1p

para cada 4; € A. Similarmente, definiremos los homomorfismo entre dlgebras gradua-
das.

Definicién 1.1.2. Sean A = ®;eN, Ai Y B = @ien, B; un par de k-dlgebras INo-graduadas,
un homomorfismo de k-dlgebra f : A — B se dice INy-graduado, si f(A;) C B; para cada
i € Np.

Definicién 1.1.3. Sea A = ®;cN, A; una k-dlgebra INp-graduada. Un A-médulo izquier-
do M es INy-graduado, si existe una familia de subespacios {M; C M};cn, tal que

M = ®jen, M;

AiM]' - Mi+j,Vi,j € INp.
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Al subespacio M,; se le llama componente homogénea de grado i de M.

Definicién 1.1.4. Sea A una k-dlgebra. Diremos que A es un k-dlgebra INy-filtrada, si
existe una familia de subespacios vectoriales {A; C A}icn, tales que

A C Ay, VieNp
Al‘A]‘ - Ai+j/ Vl,] € Ny
A= UiE]No A;.

Al espacio Gro(A) = Ap se lo llama componente homogénea de grado cero asociada al
algebra filtrada A, y al espacio cociente,

Gri(A) = Ai/Aiflr Vi 2 1
se le llama componente homogénea de grado i asociado al dlgebra filtrada A.

Proposicién 1.1.1. [C95, pg 56] Sea A es una k-dlgebra No-filtrada, donde, A = Ujen, A
Sean Gro(A) = Aoy Gri(A) = Ai/ A1, Vi > 1, entonces Gr(A) = ®jen, Gri(A) es una
k-dlgebra graduada.

Definicién 1.1.5. Sea A = Ujcn, AA; una k-dlgebra No-filtrada. Un A-médulo izquierdo
M es Ny-filtrado, si existe una familia de subespacios {I'; C M};cn, tales que

I CTip1, VieNp
Azr] g ri+]'/ VI,] € NO/

1.1.2. Operadores y derivaciones

Sean M y N un par de A-médulos izquierdos, el espacio de transformaciones k-lineales
de M en N serd denotado por Hom(M, N). Similarmente, el espacio de las transforma-
ciones A-lineales de M en N sera denotado por Hom 4 (M, N). Se sigue de la definicién
que Hom 4 (M, N) es un subespacio de Hom(M, N). Por otra parte, si ¢ : M — N es una
transformacion k-lineal, entonces el espacio imagen de ¢ se denota con Im(¢) y el espa-
cio nulidad o ntcleo de ¢, se denota con Nu(¢). Si ¢ € Hom(M, N) y ¢ € Hom(N, H)
entonces ¢ o ¢ € Hom(M, H) (o simplemente ¢) denota la composicién entre trans-
formaciones. En particular, el dlgebra de endomorfismos End(M) = Hom(M, M), se
obtiene al considerar el producto como la composicién ¢, y al endomorfismo identidad
Id ) como su unidad.

Ahora consideremos la representacién natural A : A — End(M) definida por la
multiplicacién a izquierda, donde, para cada a € A, se obtiene A, € End(M) tal que
Ag(m) = am, Vm € M. Se sigue de la definicion las siguientes propiedades,

)\ab = /\ﬂ)\b/
)\erb =1Ag+ Ay,
A = Idy

para cualquier, a,b € A, m € My r € k. De estas relaciones se deduce que A : A —
End(M) es un homomorfismo de k-algebras, y més atin, A : A — End(A) es un homo-
morfismo inyectivo.

Definicién 1.1.6. Sea A una k-dlgebra y sean M, N un par de A-médulos izquierdos. Si
a € A, entonces para cada ¢ € Hom(M, N) se define la transformacién A, € Hom (M, N)
tal que

(Aagp)(m) = ag(m), ¥m € M
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Similarmente, se obtiene la transformacién ¢A, € Hom(M, N) tal que

(pAg)(m) = @(am), Vm € M.

Notemos que las acciones previamente definidas admiten una descripciéon equivalente
en términos de la composicién de transformaciones, de esta forma, para cada elemento
a € A se tienen los endomorfismos

/\(a,N) : N — N, tal que A(ﬂ,N)(n) =an
y similarmente,
AMamy * M — M, tal que A, ppy(m) = am
y de esta forma, A, = /\(a,N)GD Yy ¢Aa = g@o /\(u,M)'

Proposicién 1.1.2. Si M, N son A-médulos izquierdos, entonces Hom (M, N) tiene una estruc-
tura de A-bimédulo.

Demostracién. Sean ¢, € Hom(M,N) ya, b € A, entonces

Aa(@+ ) = Aan) (@ + ) =A@ + AP = Aa + Aatp

Por otra parte,

Aavp = Aa + Ay = A = (Ao +20)@ = Aagp + Apg

Aabp = AaAy = Aap@ = (AaAp) @ = Aa(Ab9)

AM=Ildy = )L1§0:IdN§0: ¢.
De las relaciones anteriores se deduce que Hom(M, N) es un A-mé6dulo izquierdo. Simi-
larmente, se demuestra que Hom(M, N) es un A-médulo derecho empleando para ello

el endomorfimo A(, yy). finalmente, de la propiedad asociativa de la composicién entre
transformaciones se obtiene la compatibilidad de las ambas acciones, de esta forma,

AaNy (@A BM)) = (M) P)A M) = Aa(PAb) = (Aap) Ay
O

Definicién 1.1.7. Si M, N son A-médulos izquierdos, entonces para cada ¢ € Hom (M, N)
y a € A se define un corchete [¢, A,] € Hom(M, N), inducido por el conmutador entre
operadores,

(9, Al = Ao — Aoy
Proposicién 1.1.3. Sea M, N un par de A-médulos izquierdos. Sia,b € Ay ¢, € Hom(M, N),
entonces
(Ao, Aa] = Ap a9 + Ap[9, Ad]
(@A, Ad] = [@, Aa]Ap + @A 4
[+, Aa] = [@, Aa] + [, Ad]

Demostracién. Teniendo presente la estructura de k-espacio vectorial de Hom(M, N), jun-
to con la compatibilidad de la estructura de A-bimédulo previamente definida, obtene-
mos que,
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A + Aol Aa] = (Apa — Aap) ¥ + Ap(PAa — Aatp)
= )‘bulp - )‘ab#] + Ab#”‘a - /\b/\a¢
= (MpPAa — Awp¥p) + (Apap — ApAatp)
= (M) Aa = Aa(Aptp) + (ApAatp — ApAatp)
= [Ablpl /\a]
teniendo presente la notacion, [b, a] = ba — ab. Similarmente,
(@, Aa]Ap + @A 0 = (@A — Aa@)Ap + @(Apa — Agp)
= QA A — Ag@Ay + AYA; — PALAY
= @Ab)\a - /\a(P/\b
= [@Ap, Ad]
Por otra parte,
lo+ 9. 2a] = (¢ +9)Aa — Aalg +¢)

= (pAa — M) + (PAa — Aap)
= [, Aa] + [9, Ad]

Ahora, si M es un A-moédulo izquierdo consideremos la transformacién natural p :
M — Hom(A, M) inducida por la multiplicacion a derecha, donde, para cada m € M,
se obtiene p,, € Hom(A, B), tal que py(a) = am,Va € A. Se verifican facilmente las
siguientes propiedades,

Oab = PvPa < Phoge = PpPa
Pra+b = TPa + Po
p1 =1dxy

De estas relaciones se deduce que p : A° — End(A) es un homomorfismo inyectivo de
k-algebras.

Definicién 1.1.8. Sea A una k-dlgebra y M un A-mdédulo. Se define el espacio de las A-
derivaciones sobre A, como

Der)(A) = {6 € End(A) | 6(ab) = ad(b) + (a)b,V(a,b) € A x A}
Similarmente, se define el espacio de las p-derivaciones sobre M, como
Der,(M) = {A € Hom(A, M) | A(ab) = aA(b) + bA(a),V(a,b) € A x A}
Proposicién 1.1.4. Sea A es una k-dlgebra. Entonces,

J€ DQIA(A) < [(S//\a] = Ag(a),Vﬂ €A

Demostracion.

0 € Der)(A) <= 6(ab) = ad(b) +(a)b,¥(a,b) € Ax A
<= 6(ab) —ad(b) = 6(a)b,¥(a,b) € Ax A
—

[l)\a]—A5a) Vae A
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Similarmente, podemos describir las p-derivaciones sobre un médulo en términos del
corchete inducido por las acciones de A sobre los operadores End (M).

Proposicién 1.1.5. Sea M un A-médulo izquierdo. Entonces,

A e Derp(M) < [A,)\a] = pA(a),Va €A

Demostracion.

A € Der,(M) <= A(ab) = aA(b) 4 bA(a),V(a,b) € A x A
<= A(ab) —aA(b) = bA(a),V(a,b) € Ax A
< [A, )\a] = pA(u),Vﬂ €A

En general, los espacios Der, (A) y Der,(A) son distintos. No obstante, para el caso en
el que A = C(A) sea conmutativa, si se puede garantizar la igualdad.

Proposicion 1.1.6. Si M un A-médulo izquierdo, entonces Dery(A) y Der,(M) son C(A)-
modulos.

Demostracion. Sea c € C(A). Se sigue entonces que [A¢, As] = A, = 0,Va € A. Por otra
parte, si § € Der,(A) y considerando la Prop.1.1.3 se obtiene que

(A6, Aa = Apea)6 + Ac[6, Aa) = Achs(a) = Aes(a), Va € A
Esto implica que A0 € Der,(A). Similarmente, si A € Der,(M) entonces
Aed, Ad] = A+ AclB, Aa] = Acpaga) = Peaa), Va € A
Esto implica que A;A € Der,(M). O

Proposiciéon 1.1.7. Si§ € Dery(A) NDer,(A), entonces Im(5) € C(A).

Demostracién. Sea 6 € Der)(A) NDer,(A),sia € A entonces

[0, Aa] = Agq) = d(ax) —ad(x) =d(a)x,Vx € A
[0, Aa] = ps(a) = d(ax) —ad(x) = xé(a),Vx € A

Se sigue entonces que 6(a)x — xé(a) =0, Vx € A, estoes, §(a) € C(A). O

Definicién 1.1.9. Sea A una k-adlgebra. Se define el espacio de las derivaciones interiores,
como
Int(A) =Sum{ad, = A, —p, |a € A}

Proposicién 1.1.8. Si A es una k-dlgebra, entonces Int(A) C Der) (A).

Demostracién. Sea a € Ay consideremos el operador ad, = A; — p,. Notemos, para cada
b € A se cumple la igualdad
ad,(b) = [a,b]

En efecto, dado que ad,(b) = As(b) — pa(b) = ab —ba = |[a,b]. Por otra parte, para
cualquiera,b € A,
AaPp = PpAa <= [pa, Ap] =0
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con esto en mente justificamos las igualdades,
[adar /\b] = )‘[u,b]

En efecto, [ad,, Ap] = [Aa — pa, Ap] = [Aa, Ap) — [0a, Ab] = Alap)- Obtenemos de lo anterior,
[ada, Ap] = Aag,(») ¥ con esta igualdad se demuestra que ad, € Der, (A). m

Proposicién 1.1.9. Si A es una k-dlgebra de dimension finita, entonces

dimInt(A) = dim A — dim C(A)

Demostracion. Supongamos que dim A = n, y dimC(A) = m. Luego, fijemos una base
{c1,...,cm} para el centro C(A), y a su vez, consideremos una extension de dicha base
{a1,...,as} , tal que, m + s = n, de esta forma,

Sum{cy,...,cn} = C(A)
Sum{ay,...,as} =W
{c1,...,cm,a1,...,as} base para A
C(A)aW = A

Ahora, sic € C(A) entonces ad, = 0. Con esto en mente se demuestra que {ad,,, . ..,ad,, }
es una base para el espacio Int(A). En efecto, dado que, sia € A entonces

S

m S S
ric; + Z riaj = ad, = Zri ad., + Z rj adaj = Z rj ada],
j=1 i=1 j=1 j=1

a =

o

Il
—_

1
.o _
Por otra parte, si Zj:1 rj ada]. = 0 entonces

S

S
adys |, = Z%rj ad,, =0 = Z%rjaj € C(A)
= =

De esta forma, ijl riaj € C (A) "W, y por construccion obtenemos que
S

riaj=0 = r;=0,Vj=1,...,s
=1

]

Cerraremos esta seccion describiendo el espacio Hom 4 (M, N), en funcién del corchete
definido sobre Hom (M, N).

Proposicién 1.1.10. Se M, N es un par de A-mddulos izquierdos. Entonces,

@ € Homs(M,N) < [p,A;] =0,Va € A

Demostracion.

¢ € Homy(M,N) <= ¢(am) = ap(m),Va € A,Vm € M
< ¢(am) —ap(m) =0,Ya € A,Vme M
= A — Mo =0,Vac A
< [p, M) =0,Va e A
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Proposicién 1.1.11. Si M es un A-médulo izquierdo, entonces ¢ € Homy (A, M) si y solo si
@ = pm para algiin m € M.
Demostracion.

¢ € Homp (A, M) <= ¢(a) =ag@(l),Yac A
< ¢ = pm, donde m = ¢(1)

SECCION 1.2

Operadores diferenciales

A grandes rasgos, en el articulo [LR97] Lunts y Rosenberg definen una familia infinito
numerable de functores dirigidos {Diff,(-) | n € Ny}, tales que, para cada A-bimédulo
(), se obtiene su parte diferencial

Diff(€2) = Upen, Diffx(Q)

y dicho objeto es un nuevo A-biméddulo con una estructura adicional de IN-filtracién.
Vale mencionar que Lunts y Rosenberg realizan una generalizacién no trivial de los ope-
radores diferenciales regulares sobre Esquemas no conmutativos, extensible a su vez, a
la configuracion de categorias monoidales trenzadas.

Para los objetivos de este proyecto de investigacién, estamos interesados en el A-
bimédulo de transformaciones k-lineales definidas entre un par de A-moédulos izquier-
dos, O = Hom(M, N), (ver Def.1.1.6). De esta forma, se obtienen los operadores dife-
renciales de M en N, como Diff(Hom(M, N)). Similarmente, se define el anillo de opera-
dores diferenciales de una k-dlgebra A, como la parte diferencial del A-bimédulo de sus
endomorfismo, esto es, Diff(End(A)).

1.2.1. Operadores diferenciales entre médulos

A continuacién brindaremos una definicién recursiva de los operadores diferenciales
entre modulos izquierdos sobre una k-algebra A no conmutativa, como bien lo propone
la Dra. Uma Iyer en sus trabajos [I05], [106], [IMc12] y [SIK16]. Esta definicién es una
adaptacién de la formulacién por Lunts-Rosenber para el caso particular de dlgebras y
modulos. Es notorio, que en dichos trabajos todas las demostraciones se focalizan en
el caso de dlgebras y poco es lo que se hace en el contexto de médulos, por esa razén
vemos pertinente adaptar las demostraciones al contexto de los médulos. Por otra parte,
estos objetos serdn de vital importancia para los resultados que hemos obtenidos en el
Capitulo 4.

Definicién 1.2.1. [LR97, pg. 2] - [105, pg. 1]. Sean M, N un par de A-médulos izquierdos,
se define primero el subespacio Z)(M,4 N) € Hom(M, N), tal que,

VeZ)MuN) < [V,A\)]=0,Vac A

El espacio de los operadores diferenciales interiores DJ(M, 4 N), se obtiene como el A-
bimoédulo generado por Z]g(M, 4 N), de esta forma,

DY(M, 4 N) = Sumy{A, VA, € Hom(M,N) | V € Z)(M,4 N),a,b € A}
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Proposicién 1.2.1. Sean M, N un par de A-médulos izquierdos. Se verifican las siguientes rela-
ciones:

1. Z)(M,4 N) = Homu (M, N).

2. SiV e ZE(M,A N), entonces gV Ay = Ay, V, para cualquier par a, b € A.

3. DY(M,4 N) = Sum{A,V | V € Homs (M, N),a € A}

Demostracién. La igualdad Z(M,4 N) = Hom(M, N) se sigue de la Prop.1.1.10. Para

demostrar el item(2), basta considerar un operador V € Z)(M,4 N) y luego usar las
propiedades del corchete formuladas en la Prop.1.1.3, y con esto obtener,

AV A, = /\a(AbV + [V, Ab]) =AMV = AV
Elitem(3), se sigue delaDef.1.2.1,junto con los resultados previos item(1) e item(2).

O

Ahora, se definen los operadores diferenciales de orden superior Dj} (M, 4 N) de ma-
nera inductiva, teniendo presente la buena definicién de los operadores diferenciales in-

teriores DY(M,4 N).

Definicién 1.2.2. Sean M, N un par de A-mdédulos izquierdos. Para cada n € N, se define
el espacio de operadores n-centrales, Z; (M,4 N) C Hom(M, N), tal que,

V eZ}(MaN) <= [V,A] €D} {(M,aN),Va€ A

El espacio de los operadores diferenciales de orden 7, D{(M,4 N) se obtiene como el
A-bimédulo generado por Z; (M, 4 N), de esta forma,

D;(M,a N) = Sumg{A, VA, € Hom(M,N) | V € Z{(M,sN),a,b € A}

Proposicién 1.2.2. Sean M, N y H A-médulos izquierdos y n,m € Ny, entonces se verifican
las siquientes relaciones:

1. SiV € Z'"(M,sN)ya,b € A, entonces existe un operador V' € D" "1 (M, 4 N) tal que
AV A, = AV + V.

2. D"(M,psN) C Z""'(M,s N) C D" (M, N).
3. D"(M,ps N) = Sum{A,V | V € Z"(M,4 N),a € A}.
4. SiAN€D"(N,sH)yV € D"(M,4 N) , entonces AV € D"" (M, 4 H).

Demostracion. Veamos el item(1).SiV € Z"(M,4 N) se sigue de laDef.1.2.2 que
[V,Ap] € D" Y (M,oN),Vbe A
Luego, para cada a € A se tiene la igualdad
AV A, = AV — Ay [V, Ap]

En efecto, A, VA, = A(AV — [V, A]) = AV — A4[V, Ay (propiedades del corchete
Prop.1.1.3). Finalmente, consideremos V' = —A,[V, ], y dado que D""1(M, 4 N) es
un A-bimédulo (ver Def.1.2.2), obtenemos que V' € D" '(M,4 N) y de esta forma se
demuestra lo que querfamos.
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Veamos el item(2). Primero veamos que
Z""Y(M,o N) C D""Y(M,o N),Vn >0

Por comodidad, usaremos la notacién Z"*! = Z"*1(M, 4, N) y D"*! = D" (M, 4 N).
Luego, recordemos que los operadores idys y idy son de la forma A4, se sigue entonces

7" = Sum{idy Vidy | V € 2"} € D!

Para demostrar la otra inclusion D" (M, 4 N) C Z”H(M, A N),Vn > 0, vamos a razonar
por induccién. Para ver el caso base, DO(M, aN) C Zl(M, A N), recordemos primero la

igualdad D = Sum{A,V | V € Z%a € A} (ver Prop.1.2.1 ). Teniendo en mente la
igualdad anterior, basta demostrar que

VezZ' = \VeZ,Vae A
Sia e Ay V € Z’ entonces [V, 1] =0y A,V € D. Luego,
AV, Ap] = )\[a,b]v + AV, A = /\[a,b] V,Vbe A

Esto implica A,V € Z! (verDef.1.2.2), y con esto queda demostrado el paso base. Aho-
ra, supongamos que D"(M,4 N) C Z”H(M, 4 N). Notemos que, para ver la inclusion
D""Y(M,4 N) C Z""%(M,4 N), basta con demostrar,

Vezt — A\, VA, €Z'2 Va,be A

En efecto, dado que D"*! = Sumy{A,VA, | V € Z"",4,b € A} (ver Def.1.2.2). Ya

sabemos que 7z D" v >0, y teniendo en cuenta que D" es un A-bimédulo, se
sigue entonces

VeZ'" = [A,VAy, A €D Va,b,cc A
— AVA, €722 Va,be A

De lo anterior queda demostrada la inclusién que buscabamos, esta es, D+l C 72,

Veamos el item(3). Recordemos que Idy; = A; esto implica Sum{A,VA; |V € Z",a €
A} C D". Por otra parte, la doble inclusion se obtiene de la siguiente forma;

D" = Sum{A, VA, | V € Z",a,b € A} Def.1.2.1
=Sum{A;,V+V' |V ez, V eD"abc A} item(1)
CSum{A,V |V eZ" ac A} item(2)

Veamos el item(4). Razonemos por induccién sobre la suma de los ordenes, de la
siguiente forma, si k = m + n, entonces

V eD"(M,sN),AeD"(N,sH) = AV € D(M,4 H)
Demostremos el caso base de la Prop.1.2.1-item(3) sabemos que
D%(M,s N) = Sum{A,V | V € Homs(M,N),a € A}
y similarmente,
DY(N,4 H) = Sum{A,A | A € Hom,(N,H),a € A}

Luego, veamos que la afirmacién es verdadera para cualquier par de generadores de
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DO(M, AN)y DO(N, A H), respectivamente. Con esto en mente, sean A,A; y A, V5, donde,
A1 € Homu (N, H) Vo, € Homy (M, N) y a,b € A. Por otra parte, sabemos que

/\aAlAbVZ = /\aAbA1V2 Prop. 1.1.10
= Awp(A1V2) € DY (M, 4 H) Prop.1.2.1

Se demuestra con lo anterior lo que buscdbamos. Ahora, consideremos como hipétesis, si
k = m + n entonces

A€eD'(N,,H),V € D"(M,4N) = AV € D¥(M,, H)

Luego, supongamos que k + 1 = m + n y veamos que la afirmacién inductiva se cumple
para cualquier par de generadores de los espacios A € D"(N,4 H)y V € D"(M,4 N), res-
pectivamente. Primero, consideremos un par de operadores centrales A1 € Z"(N,4 H), y
Vj, € Z"(M,4 N). De las propiedades del corchete se tiene la igualdad,

[AIVZI )\a] = [Alz)\a]VZ + Al[VZI )\a]/ va e A

De la Def.1.2.2 se sigue, [A1,A,] € D" 1(N,4 H), v, [V2,A4] € D" }(M,4 N). Ahora, de
la hipétesis inductiva obtenemos que,

[A1,Ag]V2 € D" Y(N,4 H) Z" (M, N) C D""Y(N,, H) D" (M, 4 N)
— |[A1, 4] V2 € DF(M, 4 H)

y similarmente,

M[Va,Ay) € Z"(N,s HY D" 1 (M,s N) C D"(N,4 H) D" 1(M,4 N)
— | A[V2, Ag] € D¥(M, 4 H)

Se sigue de lo anterior,
Ay € Z'(N,oH),Vy € Z"(M,aN) = AV, € ZFPY (M, 4 H)

Por otra parte, consideremos generadores para D"(N,4 H) y D"(M,4 N), de la forma,
AaB1y ApVa, donde Ay € Z'(N,pH), Vo € Z"(M,s N) y a,b € A. Luego, del item(1)
sabemos de la existencia de A} € D" }(N,4 H), tal que,

AaD A Vo = (A + Ai)Vz =AM Vo + Ain

Ahora, ya sabemos que A1V, € Z¥'1(M, 4 H), y con esto obtenemos que el operador
A V2o € DkH(M, 4 H). Por otra lado, gracias a la hipétesis inductiva tenemos que,
NV, € D" Y(M,o H) Z"(M,s H) C D¥(M, 4 H). Obtenemos por lo tanto que, si k +1 =
m + n entonces

AabA Vo = AgyA Vo + A)V, € DMYY (M, 4 H) + DF(M, 4 H)

= | AsA 1ALV € D1 (M,A H)
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Definicién 1.2.3. Sean M, N un par de A-mdédulos izquierdos. Se define el A-bimédulo
No-filtrado de operadores diferenciales D(M,4 N), con la unién de todos los espacios
de operadores diferenciales de orden 7, esto es,

/AN UD /AN

n>0

Notemos, de la Prop.1.2.2, se verifica de inmediato que D(M, 4 N) es un espacio vec-
torial Ny-filtrado, ver Def.1.1.5.

1.2.2. Operadores diferenciales de dlgebras

Iniciaremos con la definiciéon del anillo de operadores diferenciales para un A-médulo,
el cual se obtiene del A-bimédulo Ny-filtrado D(M, 4 N), considerando N = M. Similar-
mente, se define el anillo de operadores diferenciales para la misma k-dlgebra A conside-
rando N = M = A.

Definicién 1.2.4. Sea A una k-algebra y M un A-médulo izquierdo. Para cada n € INg se
define el espacio de operadores diferenciales n-centrales

Zi(aM) = Z (M, 4 M)
A su vez, se define el A-bimédulo de operadores diferenciales de orden n
Di(aM) = Di(M,a M)

Corolario 1.2.3. Sea M un A-médulo izquierdo, entonces se verifican las siguientes relaciones:

1. Z)(aM)

End (M) es una k-dlgebra.

N
»)

0(aM) =
e (AM)
D"(aM)D

AEnd4 (M) es una k-dlgebra.

w
A}
| ﬂ

H(4M) C DI (M) Vn >0
( M) C D" (4M), Vn,m > 0.

S

D" (4M) es un D°( 4 M)-bimédulo, para cada n > 0.

IS

SiD(aM) = U,>o D" (aM), entonces D(4 M) es una k-dlgebra, No-filtrada.

N

Si M, N son A-mddulos izquierdos, entonces D(M, 4 N) es un (D(4N); D(4M))-bimédulo
INo-filtrado.

Demostracién. Notemos que los resultados enumerados son una consecuencia inmediata
dela Prop.1.2.1. O

Vale la pena hacer un par de comentarios sobre la notacién. Para el caso de los ope-
radores diferenciales interiores, estamos identificando el algebra A con la subalgebra de
endomorfismos Im(A), esto es,

DY(4M) = AEnda (M) = Sum{A,V | V € End(aM),a € A}

Por otra parte, es bien sabido que los endomorfismos A-lineales forman una subdalgebra

de End(M), en tal caso Z)(4M) = End (M) es una k-algebra. Para el caso de los opera-
dores diferenciales interiores, basta recordar la Prop.1.2.1, con la cual se demuestra que,
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siA,V € Z)(4M), entonces
MDAV = Ay (AV)

y de esta forma, DO( AM) tiene estructura de k-dlgebra.

Definicién 1.2.5. Sea A una k-algebra. Para cada n € INg se define el espacio de operado-
res diferenciales n-centrales
Zp(A) = Zg(a4A)

A su vez se define el A-bimédulo de operadores diferenciales de orden n
Dy (A) = Di(ad)

Corolario 1.2.4. Sea A una k-dlgebra y A°P su dlgebra opuesta, entonces se verifican las siguien-
tes relaciones:

1. Z)(A) = Gen{p, | a € A} = A° es una k-dlgebra.
(A) = Gen{Aupp | a,b € A} = AA° es una k-dlgebra.
3. DI(A) C ZI"(A) CDIT(A), vn >0
(A)D™(A) C D" (A), Vn,m > 0.
) es un DY A)-bimédulo, para cada n > 0.

6. SiD(A) = U,>0 D"(A), entonces D(A) es una k-dlgebra, No-filtrada. Mds aiin, D(A)
es un D°( A)-bimédulo No-filtrado.

7. Si M es un A-médulo izquierdo, entonces D(4 M) es un D(A)-bimédulo No-filtrado.

Demostracién. Notemos que los resultados enumerados son de una consecuencia inme-
diata de la Prop.1.2.1. O

Vale hacer las siguientes aclaraciones, dado que Z)(A) = End4(A) y teniendo en
cuenta la formulacién en la Prop.1.1.11, podemos hacer naturalmente la siguiente identi-
ficacion Im(p) = End4 (A). Por otra parte, de la propiedades de la multiplicacion a dere-
cha, podemos considerar al dlgebra opuesta, A°?, como una subdlgebra de End(A), jus-
tamente con la identificaciéon A° = Im(p). De igual forma, se trabaja con los operadores

diferenciales interiores, donde, D (A) = Gen{A,0, | a,b € A} = Im(A) Im(p) = AA°.

1.2.3. Propiedades generales

A continuacién exponemos las propiedades mads relevantes para nuestro proyecto de
investigacion, teniendo como material de referencia los trabajos de la Dra. Uma Iyer (ver
[101], [102], [105], [106] y [IMc12]).

Proposicién 1.2.5. Sean A, B un par de k-dlgebras, se verifican las siguientes propiedades:
1. [102, pg. 128 - Proposition 3.3.1]. El bimédulo de operadores diferenciales de orden n para
el dlgebra A @ B se obtiene de la igualdad
DI(A® B) = D(A) &
Di(A @ B) = Dy(A) @ Dx(B)
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2. [102, pg. 126 - Theorem 3.1.1]. Si A, B son finitamente generadas, entonces el bimédulo de
operadores diferenciales de orden n para el dlgebra A ® B, se obtiene de la identificacion

D/(A®B)= Y DL(A)®DL(B)
i+j=n

Dk(A X B) = Dk<A) X Dk(B)

3. [101, pg. 6 - Corollary 3.1.3]. Sea R un anillo conmutativo. Si M,,(R) es el dlgebra de
matrices cuadradas de orden m X m, con entradas en R, entonces

D" (M (R)) = M,,2(D"(R))

4. [101, pg. 3 - Corollary 2.0.3]. EI homomorfismo entre k-dlgebras,

A® A° = D)(A)
a® b’ — Ayop

es sobreyectivo.

5. [101, pg. 3 - Corollary 2.0.5]. Sea R una subdlgebra central de A, esto es, R C C(A).
El espacio de operadores diferenciales de orden n para el dlgebra A, es un subespacio del
R-médulo de operadores diferenciales de r A, esto es,

Di(4) € Di(rA)
6. [I01, pg. 3 - Remark 2.0.6]. Si A una k-dlgebra conmutativa, entonces
V eD}A) <= [[...[[V, Aag)Aay] - - JAa,] =0, Y(ag,aq,...,a51) € A"
Brindaremos a continuacién una lista de proposiciones, con el &nimo de revelar algu-
nas relaciones entre el espacio de las derivaciones y los operadores diferenciales, dado

que, los espacios Int(A), Der, (A) y Der,(A), brindan una primera aproximacién para el
estudio de D(A).

Proposicion 1.2.6. Si A es una k-dlgebra, entonces se verifican las siguientes relaciones;

1. Int(A) C Der,(A) NDY(A)

2. Dery(A) € Zy(A) 'y Derp(A) C Zi(A)

Demostracién. Para ver el item(1), ecordemos que
Int(A) = Sum{ad, = A, —p, | a € A} C D°(A) ver Corol.1.2.4

Por otra parte, para cada a € A, se cumple que

[ada, /\b] = [/\u, Ab] — [pa,)\b] = /\[a,b]/ Vbe A
ada(b) = [a,b], Vb € A

— |ad, € Der,(A)| verProp.1.14
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Para demostrar el item(2). Basta ver que

6 € Dery(A) == [0,Aa] = As(s), Va € A, verProp.1.14
= [0,Aa] = Asa) € DY(A), Va € A, verCorol.1.2.4
— € Z(A) verDef.125

Similarmente,

A € Dery(A) = [6,Aa] = psa), Va € A, verProp.1.1.5
= [0, Aa] = psa) € DY(A), Va€ A ver Corol.1.2.4
— 6cZ'(A) verDef.125

Corolario 1.2.7. Si A es una k-dlgebra, entonces

DY(A) + Dery(A) + Der,(A) C ZL(A)

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de la proposicién anterior, ver Prop.1.2.6.
O

Vale la pena describir el comportamiento de estas estructuras, cuando A es una k-
algebra conmutativa.

Corolario 1.2.8. Sea A una k-dlgebra conmutativa, entonces se verifican las siguienres relacio-
nes;

1. DY(A) = A C End(A)
2. Z}(A) = DL(A)
3. Dery(A) = Der,(A)

4. DY(A) @ Der(A) = Di(A)

Demostracién. Los tres primeros items son una consecuencia directa de la definicién de
las respectivas estructuras, y el hecho mismo que A es conmutativa. Para demostrar el
item(4), hace falta ver la doble inclusiéon. Notemos primero que

Z'(A) =D'(A), DY(A)NDer(A) =0 = DY(A) @ Der(A) C DL(A)
Por otra parte, sea V € D'(A) y consideremos el operador
6=V —Ayq)

Se sigue de los resultados previos que V = § + Ay € D!(A). Luego, para cada a € A,
existe b € A, tal que, [V, A;] = Ay, esto implica la relacion

[V, A (x) = Ap(x) = bx = Ap(1)x, Vx € A
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Luego, sia € A, tenemos el operador [4, A,] y al compararlo con el operador Ay, obte-
nemos que,

(16, Aa] = As(ay) (%) = [6, Aa](x) = Ag(a)(x) = 6(ax) —ad(x) — &(a)x
= (V(ax ) V(1)ax) —a(V(x) = V(1)x) — (V(a) = V(1)a)x
=V(ax) = V(1)ax —aV(x) +aV(1)x — V(a)x + V(1)ax

= (V(ax) —aV(x)) = (V(a)x —aV(1)x)

= [V, Ad](x) = (V(a1) — aV(1))x

[V, Aa] (x) = ([V, Aa] (1)) x
= /\b(x) — Ab(l)x =0

Se sigue que, [0, A,] = )\5(&), Va € Ay de esta forma queda demostrado que 6 € Der, (A),
(ver Prop.1.1.4). O

Ahora, consideraremos la siguiente notacién para el espacio
Der) (A) @ Sum{ida} = Der(,;4)(A)
A partir del cual, definiremos facilmente el dlgebra generada por las A-derivaciones.

Definicién 1.2.6. Sea A una k-algebra. Para cada n € INj se define la siguiente sucesiéon
de subespacios de operadores lineales,

A (A) =D°(A)
Se define A} (A) como el D’(A)-bimédulo generado por A% (A)Der ) iq)(A), esto es,
A}\(A) = Sum{/\alpblv&\azpbz ‘ V e Ag(A),(S € Der(Md)(A),ai, b]' € A}

Similarmente, para cada n > 1, se define A% (A) como el D’(A)-bimédulo, generado
por A% (A)Der, iq)(A), esto es,

ATHA) = Sum{Ag, 00, VAa,op, | V € AL(A),6 € Der () ;q)(A), a;, bj € A}

Corolario 1.2.9. Si A es una k-dlgebra, entonces A} (A) = A%(A)AL (A), ¥n > 0.

Demostracion. Se verifica directamente al tener en cuenta que, A% (A) y A} (A) son DY(A)-
bimédulos, més el hecho de que Der() j4)(A) € A} (A). O

Proposicién 1.2.10. Si A es una k-dlgebra, entonces A" (A) C AYT(A), Vn > 0. Mds aiin,
AL(A)AT(A) C AT (A), Vin,m > 0.

Demostracion. Dado que id4 € A} (A), entonces para cada n > 1, se cumple que
AX(A) C AR(A)AL(A) = ATTH(A)

Para el caso mas general razonemos inductivamente sobre la suma de los pardmetros de
esta forma, si n +m = k, entonces A} (A)A%(A) C AX(A).Sin+m =0, se sigue que n =
m = 0, entonces A (A) = DY(A) y con ello, A (A)AT(A) = DY(A)DY(A) = DY(A) =
A9 (A), dado que DY(A) es un dlgebra, ver Prop.1.2.4-item(2). Ahora, supongamos que,
sin+m = k, entonces A% (A)AT(A) C Ak (A),y veamos el paso inductivo. Sean n,m > 0,
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tales que, n +m = k + 1, entonces

AZ(A)AT(A) = AL (A)ATH(A)AL (A) Corol.1.2.9
c AT a)AL(A) Hip. Ind.n+ (m—1) =k
C AU (4) Corol.1.2.9
C AFFL(A) Hip. n+m=k+1

O
Corolario 1.2.11. Si A es una k-dlgebra, entonces Ay(A) = U,>o A} (A), es una k-dlgebra
INo-filtrada.

Demostracién. Se sigue de inmediato de la Prop.1.2.10. o

Proposicion 1.2.12. Sea A una k-dlgebra, entonces A (A) C Dy (A), para cada n > 0.

Demostracién. Razonemos por induccion, paran = 0 se tienen por definicion que A (A) =
DY(A). Por otra parte, como Der ) iq)(A) C DL(A) y DL(A) es un DY(A)-bimédulo, en-
tonces,

A} (A) = DY(A)Der(y iq)(A) Dy(A) € Dy(A) Dy(A) DY(A) C Dy(A)
Ahora, supongamos que A’ (A) C Dy (A), y veamos el paso inductivo. Notemos que
AGTH(A) = AJ(A)B)(A) € DE(A) Dy(A) € DE(A)
O
Corolario 1.2.13. Si A es una k-dlgebra, entonces A)(A) C Dy(A) es una k-subdlgebra INy-
filtrada.

Demostracién. Se sigue de la proposicién anterior. o

Para finalizar este capitulo, recordemos el Teorema-PBW (ver [McR97]), del cual se des-
prende la siguiente formulacién

n
AK(A) = Sum{/\apb(éi‘l s (5ﬁ”) ‘ 6; € DerA(A),a,b € A,thi < 1’1}.
i=1

1

De forma analoga podemos definir el algebra generada por las p-derivaciones sobre
A, la cual denotaremos de forma natural A, (A) = Uy>0 Aj(A), y similarmente, el espacio

Ap se puede describir con la formulacion

n
AG(A) = Sum{A,0,(07" - -+ 03") | 6; € Dery(A),a,b € A, Y a; < n}.
i=1



Capitulo 2

Operadores diferenciales del algebra
de polinomios con coeficientes no
conmutativos

En esta capitulo estudiaremos los operadores diferenciales del anillo de polinomios
con coeficientes en una k-algebra no conmutativa B, de dimension finita, D(B[X]). Con
esta estructura, extenderemos naturalmente varios objetos de la categoria de médulos
sobre la A, dlgebra de Weyl, al contexto de los D(B[X])-mddulos.

SECCION 2.1

D-médulos y ecuaciones diferenciales polindmicas

En esta seccién introduciremos la n-dlgebra de Weyl como el anillo de operadores di-
ferenciales del anillo de polinomios en varias variables y coeficientes en un cuerpo k con
caracteristica cero, es decir, A, = Dg(k[X]). De la misma forma, usaremos los operadores
diferenciales de tipo Lunts-Rosemberg para obtener el anillo D(B[X]).

2.1.1. Conjunto solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales

Denotaremos con k[X] al anillo de polinomios de n-variables con coeficientes en un
cuerpo k. Iniciaremos exponiendo algunas definiciones y propiedades de los médulos
sobre el n-algebra de Weyl, para luego extender dichas propiedades de manera natural al
contexto de los moédulos sobre D(B[X]).

Definicién 2.1.1. Se define la n-algebra de Weyl A, (k) sobre k, como el anillo de opera-
dores diferenciales del algebra de polinomios k[X], esto es
Ay (k) = D(k[X])

Consideremos las siguientes propiedades basicas sobre el dlgebra de Weyl.

19
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Proposicién 2.1.1. (ver [C95])

1. Sea 9; € End(k[X]) el operador diferencial dado por la derivada parcial formal, con respecto
a la variable x;. Sia € INj y 0* = a’i‘l -0y, entonces,

Ap(k) = Sum{g,0" | gn € k[X],a € NG}

2. Ay(k) es un dominio, simple y Noetheriano.

Ahora, fijemos un conjunto finito de operadores diferenciales en A, (k),
(Pl,Pz, .. .,Pl) | b e An(k)

De esta forma, podemos definir con naturalidad el conjunto solucién del sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales homogéneo inducido por los operadores (Py, P, ..., P;), re-
lativos a un A,-moédulo izquierdo I' como:

SOlr(Pl,Pz,...,Pl) = {f el | P,'(f) =0,vi= 1,...,1}

Vale mencionar que el A,-médulo I' puede ser definido de manera clésica, esto es, co-
mo un espacio de funciones polindmicas o como un espacio de funciones infinitamente
diferenciables . Pero gracias a la construcciéon propuesta desde la teoria de A,-mdédulos,
I' puede ser pensado como un espacio de objetos formales, tal es el caso de las series
formales, de las distribuciones, de las hiperfunciones o de las microfunciones. En esta di-
reccién, uno de los primeros resultados notorios de la teorfa de A,-médulo, es la descrip-
cién puramente algebraica del conjunto solucién en el espacio I' asociado a un sistema de
operadores diferenciales (Pj, ..., P;). De esta forma, si consideramos el ideal a izquierda

] = 2521 Ay P;, junto con el médulo cociente A, /], entonces existe un isomorfismo de
espacios vectorial que valida la formula

SOlr(Pl, .. -/Pl) = HOIIlAn (An/],r)

Ahora recrearemos estas ideas para el anillo de polinomios B[X], donde B es una k-
algebra de dimensién finita no conmutativa. De esta forma, si el dlgebra de Weyl A, se
obtiene como el anillo de operadores diferenciales de k[X], es natural pensar en el anillo
de operadores diferenciales de tipo Lunts-Rosenberg D(B[X]) como sustituto de A, para
luego extender el concepto de conjunto solucién asociado a un sistema de operadores
diferenciales en D(B[X]). En este sentido, consideremos

(Pl,PZ,...,Pl) ‘ b e D(B[X])
I'un D(B[X]) — médulo izquierdo
SOlr(Pl,Pz,...,Pl) = {f er ’ Pl(f) =0,vi= 1,...,1}

Proposicién 2.1.2. Sea T un D(B[X])-médulo izquierdo. Si ] = Y:_, D(B[X])P; es el ideal a
izquierda generado por los operadores (Py, Py, ..., P;), entonces

Solr(Py, P, ..., Pi) = Hompp(x)) (D(B[X])/],T)

Demostracion. Fijemos un conjunto finito de operadores (P, P, ..., P;), tales que P; €
D(B[X]). Luego consideremos el ideal izquierdo | = Y}_, D(B[X])P,. Ahora, definamos
la funcién ¢ : Solr(P;) — Homppx))(D(B[X])/],T), tal que a cada f € Solr(F;), le
asigna la transformacién ¢ : D(B[X])/] — T, definida de la siguiente manera

¢f(V+]) = V(f), ¥V € D(B[X])
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Veamos que ¢y esta bien definida, para ello, hace falta ver que ¢ no depende del repre-
sentante. Sean V1, V, € D(B[X]), tales que

l
Vi—-Vye] = Vl—VQZEAiPi
i=1

Luego como f € Solr(P;) entonces P;(f) = 0, Vi. Se sigue entonces que
l
(Vi=V2)(f) = ) AR(f) =0 = Vi(f) = Va(f)

i=1

De esta forma, queda demostrado que ¢y esta bien definido. Ahora veamos que ¢y es
en realidad un morfismo entre D(B[X])-mdédulos, esto es, para cualquier operador A €
D(B[X]), demostremos que

or(AV +])) = Agp(V +]), ¥V € D(B[X])
En efecto, se sigue de la composiciéon de operadores que,

P (AV+])) = ¢ (AV +]) = (AV)(f) = A(V(f)) = Ales(V +]))

Notemos que si f,g € Sol(P;), entonces para cualquier r € ky V € D(B[X]), se
cumple la linealidad,

Prrg(V+]) =V(f+78) = V(f) +1V(8) = ¢s(V +]) +19s(V +])

Por otra parte, definamos § : Homp(x)) (D(B[X])/],T) — Solr(P;), tal que,
¥(0) = o(1+]), Vo € Homp gy (D(B[X])/],T)
Veamos que ¢ esta bien definido, para ello demostremos que
0 € Hompp(x))(D(B[X])/],T) = o(1+]) € Solr(P;)
En efecto, dado que P; € ], Vi, 0(1+]) € I'y ¢ € Hompp(x))(D(B[X])/],T) entonces
Pit]=] = P(e(1+]) =c(Pi+])=0o(]) =0

Ahora veamos que ¢ es un isomorfismo entre espacios vectorial, para ello, basta demos-
trar

Py(e) =0, Vo € Homp gy (D(B[X])/],T)
¥(ef) = f, Vf € Solr(P)

Si - € Hompys(x),(D(B[X])/J, ) entonces
Pyp)(V+]) = V(o)) =V(e(1+])) =c(V+]), VV € D(B[X])
= [P0 =7
Por otra parte,
feSolr(P) = Plof) =@s(1+]) =1(f) = f
— |Y(of) = f

De esta forma queda caracterizado el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales homogéneo, Solr (P, Py, ..., P;) = Hompgx)) (D(B[X])/],T) o
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SECCION 2.2

Operadores diferenciales de B[X]

Hasta el momento solo hemos pedido que el anillo de coeficientes B sea una k-algebra
de dimension finita. Se sigue de ello lo siguiente.

Lema 2.2.1. Sea B una k-dlgebra de dimension finita, entonces 3N € Ny, tal que

D(B[X]) = DY(B) ® An(k)

Demostraciéon. Dado que B es un élgebra de dimension finita y D(B) es un anillo Np-
filtrado se sigue, la existencia de un entero N € Ny tal que D'(B) = DV(B), Vi > N. Por
otra parte, gracias a la Prop.1.2.5 - [102, pg. 126 - Theorem 3.1.1], sabemos que, D(B[X]) =
D(B) ® D(k[X]). Finalmente, de la Prop. 2.1.1 obtenemos D(k[X]) = A,. O

2.2.1. Operadores diferenciales de M,,(C)[X]

Vale la pena mencionar que a la luz del [I01, pg. 6 - Corollary 3.1.3] es facil calcular
los operadores diferenciales del dlgebra de matrices M,,(C[X]), dado que el anillo de
polinomios C[X] es conmutativo entonces

D(Mu(C[X])) = M,2(D(C[X])) = M,2(An)

No obstante, esta descripcién no nos permite ver con claridad cual es el papel de los
operadores que se definen en los trabajos de Tirao, Griinbaum y Pacharoni [GPT02], cu-
yos coeficientes se obtienen con la multiplicacién a izquierda y a derecha de polinomios,
obteniendo dos clases distinguidas de operadores, esto son

Pp = Zpaaﬁxﬁa“’ aﬂéﬁ E Mm(C); lx,ﬁ 6 Ng,
P, = Z/\gaﬁxﬁa“, anp c Mm(C), a,ﬁ e NE‘

Es por esta razén que proponemos la siguiente descomposicion tensorial para el anillo
My (C[X]),

M (C[X]) = Mw(C)[X] = Mu(C[X]) = M (C) ® C[X]

Veamos ahora que los operadores diferenciales del dlgebra de matrices M,,(C) son todos
interiores, y para ello, proponemos una demostracién independientes a la que propone la
Dra. U. N. Iyer, en la cual, usa herramientas muy generales y no logran resolver nuestras
motivaciones, como ya lo he mencionado un par de lineas atras.

Proposicién 2.2.2. Todos los operadores diferenciales del dlgebra de matrices M,,(C) son inte-
riores, esto es, ‘
D (M,,(C)) = D°(M,,(C)), ¥i >0

Mis aiin, D(M,,(C)) = End(M,(C)) = M,,2(C) = M,,(C) ® M,,(C)°.

Demostracién. Sea {E;; | 1 <i < m,1 < j < m} labase canénica de M,,(C), cuya ley de
multiplicacién esta dada por
Ez’jErs = 5eris

Luego, para cada par de indices («, B) se tienen los operadores diferenciales interiores
Aups Pap € End(M;,(C)), definidos por la multiplicacion a izquierda y a derecha, respec-
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tivamente. De esta forma
Aap(Eij) = EnpEij = 0piEaj
pup(Eij) = EijExg = juEip

Por otra parte, consideremos una base para el espacio End(M,,(C)), definida de la si-
guiente manera. Para cada pareja de duplas (a«B) y («'f’), tenemos el operador lineal

(pz/ﬁ B tal que

Pulp 0 si(w,p)# (i)

Ahora veamos que (pﬁg/ = Awwppp- En efecto, dado que

% (£ = {Eaﬁ si (,B) = (i)

G”z/ﬁﬁ/(Ezj ) = OwibpiEap = 0p/j(OwiLap)
= (5;3/]')\m’(Ei5) = /\aﬂf'((sﬁ/jEiﬁ)
= /\aﬂt’pﬁ/ﬁ(Eij>

Finalmente, hemos demostrado que
End (M, (C)) = Sum{gy} = Sum{Auwpps} = D°(M(C))

Por lo tanto, D'(M,,(C)) = D°(M,(C)) = End(M,,(C)), Vi > 0. O
Corolario 2.2.3. Sea A, la n-dlgebra de Weyl. Entonces

D(Mu(C)[X]) = M (C) @ Mu(C)° ® Ay
Ms aiin, D(M,,(C)[X]) = M (C[X]) ®c[x) Mm(C[X])° ®¢[x) Sum{o* | & € INj}.

Demostracion. Se sigue del Lema 2.2.1 y de la Prop.2.2.2. Para ver la segunda descripcion,
basta con tener presente que C[X] es un subalgebra central de M,,(C) ® M,,(C)° ® A,,.
O

Con el trabajo realizado, vemos con naturalidad que el anillo de operadores diferen-
ciales de tipo Lunts-Rosenberg, D(M,,(C)[X]), resulta ser una estructura natural en la
cual habitan los operadores diferenciales del tipo P, y P, junto con los operadores ob-
tenidos con la composicién de estos, V = P, P,. De esta manera, obtenemos una estruc-
tura ambiente id6énea para describir el conjunto solucién Solr(Vy, ..., V), asociado a un
D(M,,(C)[X])-médulo izquierdo I', donde,

Vi =) AagpPong) xFor

tal que; a, B € ]Ng,a(i,“,ﬁ),b(i,a,ﬁ) € M,,(C).

2.2.2. Operadores diferenciales de Cl,,,(R)[X]

Sea IR el cuerpo de los niimeros reales, C el cuerpo de los ntiimeros complejos y H
la R-dlgebra de cuaterniones. Ahora consideremos la sucesién de R-dlgebras de Clifford
Cl,;, como una familia de anillos de divisién que extienden la terna (R, C,H), de esta
forma

{Clo =R, Ch=C Ch=H

Cl,, : m > 0, algebra de divisién
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Ahora proponemos estudiar los operadores diferenciales del anillo de polinomios de n-
variables, Cl,,,[X].

Definicién 2.2.1. Se define la R-dlgebra de Clifford Cl,, como el R-espacio vectorial
generado por los elementos bésicos {ey, ..., ey}, junto con la siguiente regla de multipli-
cacién

e;e; + eje; = 2(51']‘
donde J;; es la delta de Kronecker.

Consideremos las siguientes propiedades relevantes sobre el dlgebra de Clifford.

Proposicion 2.2.4. (ver [Lam04],[B02])

1. El conjunto {eje;,---¢;, |1 < iy <ip < --- < i, <m0 <r < m}, es una base para
Cl,.

2. Cly, es una R-dlgebra de divisién con dimp (Cl,,) = 2™.

3. Para cada m > 0, el dlgebra Cl,,1g, es isomorfa al dlgebra de matrices My(Cly,), esto nos
permite hacer la identificacién entre dlgebras,

Clyys = Mi6(Cly) = Mi(R) @ Cly

4. Las primeras ocho dlgebras de Clifford son de la forma,

Clp=R,Cl4 =C, Cl, =H,
Cb=H®H, Cly = Mz(H), Cls = M4(C),
Clg = Mg(]R), Cl; = Mg(]R) D Ms(]R), Clg = M16(1R).

Notemos que de [I01, pg. 6 - Corollary 3.1.3] sabemos que D(M,,(R)) = M,,2(R), siem-
pre y cuando, R sea una k-dlgebra conmutativa. Ahora sabemos que Cl,,+5 = Mi4(Cly),
y como Cl,; no es conmutativa para m > 2, entonces no podemos describir tan direc-
tamente los operadores diferenciales del dlgebra de Clifford. No obstante, vuelve a ser
pertinente usar la descomposicién tensorial.

Proposicion 2.2.5. Todos los operadores diferenciales del dlgebra de Clifford son interiores, esto
es, '
D'(Cl,,) = D(Cly,), Vi >0

Mds aiin, existen m € Ny tales que D°(Cl,,) # End(Cl,,),

Demostracién. Dado que Cly,4+8 = Mi6(Cly,), obtenemos de [102, pg. 126 - Theorem 3.1.1]

que D(Cl18) = D°(Ms(R)) ® D(Cl,,). Basta ver que las primeras ocho algebras de
Clifford Cl,, admiten una descomposicién tensorial Cl,, = A1 ® --- ® Ay, tales que

D(A)) = DO(Aj). De lo que se sigue, D'(Cl,,) = D°(A;) ® - - - ® D°(Ay), Vi > 0.

Para el caso, Cly = R, se obtiene trivialmente que D(Cly) = D°(Clp) = End(R). Para
el caso Cl; = C, dado que C es una R-dlgebra conmutativa, se sigue del Corol. 1.2.8,

DY%C) =C, D!'(C)=D’C)® Der(C)
Basta ver que Der(C) = {0}, y con ello, obtenemos

D!(C) =D°(C) = Di(CL) =D%Cl;) =C, Vi >0
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Sea ¢ € Der(C), notemos que (1) = (i) = 0. En efecto, dado que

1=1> = §(1) =6(1*) =15(1) +5(1)1 = 6(1) =0

—1=# = 0=06(—1)=6(*) =id(i) +5(i)i = (i) =0
Finalmente, para cada z € C, 6(z) = d(a+bi) = ad(1) + bé(i) = 0. Por lo tanto,
toda derivacion en C, es idénticamente nula. Para el caso Cl, = H, consideremos la

base ordenada para los cuaterniones {1,1,,k}, cuyas relaciones de multiplicacion son:

2 = j2 = k* = ijk = —1. De esta manera, identificamos el anillo de endomorfismos
con el dlgebra de matrices, Endg(H) = My(R) = Gen{E;; | 1 < i,j < 4}. Luego, las
transformaciones asociadas a la multiplicacioén a izquierda son de la forma:

M =Ej1+Ex+Esz+ Eu, Aj = (Ex1 + Es3) — (E12 + E34)
Ai = (Exa + E31) — (E13 + Eg), Aj = (Esp + E41) — (E1a + En3)

A su vez, las transformaciones asociadas a la multiplicacién a derecha son de la forma;

p1 = E11 + Ex + Es3 + Eg, pi = (E21 + E34) — (Ex1 + Eg3)
pj = (Es1 + Eg2) — (E13 + E24), px = (Ex3 + E41) — (E1a + E32)

Ahora, del Corol 1.2.4 sabemos que Z°(H) = Gen{p1,0i,0j, 0k}, ¥ D°(H) = Gen{A,pp |
a,b € H}. Al hacer las multiplicaciones pertinentes se obtiene

Gen{A,pp | a,b € H} = My4(R)

Por lo tanto, D°(H) = Endg(H), y esto fuerza la igualdad, D(IH) = D°(H). Para los
caso restantes basta usar las propiedades functoriales de los operadores diferenciales de
algebras, de esta manera:

Clb =H®H = D(Cl) = D(H) @ D(H) = D°(Cl3)

Cly = My(H) = My(R) ® (H) = D(Cly) = D(Mz(R) ® D(H) = D(Cly)

Cls = My(C) = D(Cls) = D(M4(C)) = D°(Cls)
Cls = Ms(R) = D(Cls) = D(Ms(RR)) = D"(Cls)
Cl; = Ms(R) © Ms(R) = D(Cly) = D(Ms(R)) ® D(Ms(R)) = D°(Cly)

O

Corolario 2.2.6. Los operadores diferenciales del dlgebra de polinomios Cl,,[X] son de la forma

D(Clm [X]) = DO(Clm) ® Ap (IR)
Demostracion. Se sigue del Lema 2.2.1 y la Prop.2.2.5. o

Teniendo en mente lo previamente estudiado, es facil deducir como son los operadores
diferenciales de B[X], siempre y cuando B se pueda descomponer como sumando directo
de &lgebras de matrices. De esta forma, teniendo presente el Teorema de Wedderburn-
Artin-Molien, podemos analizar D(B[X]) con B una k-dlgebra semisimple de dimensién
finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Teorema 2.2.7 (Wedderburn-Artin-Molien). [DKV94, pg.39] Sea k = k un cuerpo dlgebrai-
camente cerrado. Si B es una k-dlgebra semisimple y de dimensién finita, entonces B es isomorfa
a una suma directa de dlgebras de matrices, es decir, existen ny,...,n; € IN tales que

B = My, (k) ® - - - © My, (k)
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Proposicion 2.2.8. Si B es un dlgebra semisimple y de dimension finita sobre un cuerpok = k
algebraicamente cerrado, entonces D(B[X]) = D°(B) ® A, (k). Mds aiin, par cada i > 0,

i n
D'(B[X]) = Sum{A.0pxP0"* | a,b € B, Y _a; < i, a,p € Nj}
=1

= Sum{Apps0° | p,q € B[X], ) a; <i,ap€Ng}

n
j=1

Demostracién. Teniendo en cuenta el teorema de Wedderburn-Artin-Molien, sabemos que,
B = My, (k)@ - ® My, (k). Se sigue de la Prop.1.2.5, que D(M,, (k)) = D°(M,, (k)), para
cadai=1,...,I. Luego

D(B) = EZBDO(Mni (k)) = D(B) = D(B[X]) = D°(B) ® Ay (k)
i=1

Finalmente, sabemos que D°(B) = Sum{A,p, | a,b € B}, y por lo tanto,

D'(B[X]) = D(B) ® Sum{xP3* | a, B € N, fa]- < i}
j=1

n
= Sum{A,0pxP0" | a, p € N§, Y aj <i,a,b € B}
=1

Podemos sintetizar con amplia generalidad lo estudiado en esta seccion de la siguiente
manera.

Proposicién 2.2.9. Sea B una k-dlgebra de dimension finita, tal que todos sus operadores dife-
renciales son interiores, esto es, D(B) = D°(B). Si A, denota la n-dlgebra de Weyl entonces
D(B[X]) = D%(B) ® A,. Mis aiin, para cada i > 0, se cumple,

i n
D'(B[X]) = Sum{AppxP0* | a,b € B, } a;j < i, a,p € Nj}
j=1
n

= Sum{A,040" | p,q € B[X], ) aj <i,a € Ng}
=1

Demostracién. Se demuestra de la misma manera que en la Prop. 2.2.8. |

SECCION 2.3

Morita equivalencia y los D(B|[X])-médulos

Como ya lo hemos mencionado antes, si B = M,, (k) entonces D(M,, [k[X]) = M,,2(An).
Ahora, esta dltima descripcion de los operadores diferenciales nos revela una equivalen-
cia de tipo Morita, entre el dlgebra de Weyl A, y el dlgebra D(M,,(k[X]). Para ver esto
con mas claridad consideremos las siguientes definiciones y resultado generales.
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Definicién 2.3.1. Dos categorias C, D son llamadas equivalentes, si existe un par de
functores F : C —+ Dy G : D — C, tales que F o G es naturalmente equivalente al functor
identidad Idp, y a su vez, G o F es naturalmente equivalente al functor identidad Idc.

Definicién 2.3.2 (Equivalencia Morita). Un par de anillos R y S, son llamados equiva-
lentes Morita, si las categorias g Mod y s Mod, son equivalentes.

Proposicién 2.3.1. [Lam99, pg. 470] Sea R es un anillo. Si M,,(R) es el dlgebra de matrices con
entradas en R, entonces R y M,,(R) son equivalentes Morita.

Si implementamos la Prop. 2.3.1 en nuestro caso, veremos que, la equivalencia entre
las categorias de médulos izquierdos 4, Mod y y ,(4,) Mod, se obtiene a través de los

functores
M2 1 4, Mod — M, 2(Ay) Mod
X e M, 2 (X) = X [X1,..., %]
<Pl lez(qv) I
Y e M (Y) = Y [p(x1), -+ @(22)]
y

P1 :Mmz(An) Mod — Ay Mod
prl(V) = E11V E11U

e

Wwpl(W) = E11W Enl[](’())

Notemos que para el caso en que B es dlgebra finita y semisimple sobre un cuerpo al-
gebraicamente cerrado, obtenemos una situacién similar. Dado que B = My, (k) & - -- &
M,, (k), entonces B[X] = My, (k[X]) @ - - - & M, (k[X]). Por lo tanto, D(B[X]) serd equi-
valente Moritaa A, = @l_, A,.

De esta manera podemos garantizar todo conjunto de soluciones homogéneas sobre
un moédulo izquierdo I', asociado a un sistema de operadores diferenciales (V1, Va, ..., V)
de D(B[X]), los podemos analizar como un sistema sistema de ecuaciones en la categoria
de moédulos sobre el dlgebra de Weyl, dado que, los functores P; y M, 2, traducen fiel-
mente la informacién de los ideales, cocientes y morfismo que intervienen en la igualdad,
Solr(V1,Va,..., Vi) = Hompy, «ix))) (D(B[X])/],T), por lo cual la teoria se reduce al
estudio cldsico de A,-mdodulos.

Notemos que a la luz del estudio de las representaciones del anillo de operadores
D(B[X]), es pertinente escapar del contexto de equivalencia Morita, para garantizar el
estudio de representaciones de nuevos objeto. Es por ello que nos surgi6 el interés de
obtener ejemplos de dlgebras B tales que,

D°(B) # D(B) # End(B)

No obstante, como ya lo hemos sugerido, el contexto de Morita es conveniente como
método para solucionar sistemas de operadores en D(B[X]).

Por otra parte, en la Prop. 2.2.9 vemos una situacion interesante para seguir trabajan-
do. Esta es, si B es una k-dlgebra de dimensién finita tal que D(B) = D’(B), entonces los
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operadores diferenciales V € D(B[X]) son de la forma

V =Y Appgd", talque, pu, 4o € B[X]

Se motiva naturalmente el estudio de las 4lgebras de dimensién finita B cuyos opera-
dores diferenciales sean todos interiores. En esta direccién la Dra. Uma Iyer en su articulo
[102], sugiere como punto de partida estudiar el primer grupo de cohomologia de Hochs-
child, formulando la siguiente pregunta aun abierta: ;Existe una k-dlgebra B, tal que el
primer grupo de cohmologia de Hochschild sea cero, y a su vez, dicha dlgebra admita operadores
diferenciales no interiores?

Con esto en mente, nosotros presentamos en el Capitulo 3 cdlculos explicitos del ani-
llo de operadores diferenciales de dlgebra de caminos y sus relaciones con el primer gru-
po de cohomologia de Hochschild.



Capitulo 3

Operadores diferenciales de algebras
de caminos

En este capitulo realizaremos célculos explicitos del anillo de operadores diferencia-
les sobre élgebras de caminos I',(Q), inducidas por un carcaj Q finito, aciclico y conexo.
Con esta estructura en particular, tendremos una herramienta diagramatica para calcu-
lar la dimension del primer grupo de cohomologia de Hochschild. Con esto en mente,
evaluaremos la veracidad de la proposicién

dimHY(T',(Q)) = 0 <= D"(T(Q)) = D*(Tx(Q)), Vn > 0.

Por otra parte, el anillo de operadores diferenciales de las algebras de caminos I'y(Q)
que son estudiadas en este capitulo, no alcanzan al espacio Endx (I'(Q)), es decir,

Dy (I (Q)) # End(Tx(Q)).

Esta propiedad es una caracteristica de todas las dlgebras de caminos I'y(Q), siempre y
cuando, Q sea un carcaj finito, aciclico y conexo. No obstante, las herramientas que nos
permitirdn demostrar esta afirmacion, serdn generadas en el Capitulo 4.

SECCION 3.1

Algebras de caminos

En esta seccién exponemos los preliminares bésicos para introducirnos en el estudio
de las 4lgebras de caminos I'x(Q), inducidas por un carcaj Q, finito, aciclico y conexo
(bibliogréfica de referencia [CLS82] y [ASS06]). Vale mencionar, que estas dlgebras de
caminos Iy (Q) admiten una identificacién natural con matrices triangulares inferiores
formales, y con las propiedades de dicha estructura matricial, calcularemos el anillo de
operadores diferenciales D(I'(Q)).

3.1.1. Definiciones y propiedades

Definicién 3.1.1. Un carcaj es un diagrama orientado, Q = (Qo, Q1;s,1), el cual consta
de dos conjuntos Qo y Q1 y dos funciones s, t : Q1 — Qp. Donde Qg es llamado conjunto
de vértices y Q; conjunto de flechas. A cada flecha a# € Q; se le asigna un vértice inicial

29
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s(a) =i € Qo y un vértice final t(x) = j € Qp. Cada flecha « € Q serd denotado con un
segmento dirigido, a : i — joi > j.

Un carcaj Q se dice finito si Qp y Q; son finitos. Se define el grafo subyacente Q de un
carcaj Q, como 31 grafo obtenido al olvidar las orientaciones de las flechas. Un carcaj Q se

dice conexo si Q es un grafo conexo.

Ejemplo 1. Son ejemplos de carcaj

C. .

Definicién 3.1.2. Fijemos un par de vértices ;,j € Qo. Un camino de longitud [ >1que
inicia en i y termina en j, es una secuencia del tipo (i | a1 - - - a; | j) tal que

ap € Q1 s(w) =i, tlag) =s(axe1), tHay) =]

Usaremos la notacion aja; - - - &) cuando no se genere ninguna ambigiiedad y el grafo
correspondiente es

/77N
NS

]

. 5} 1% 9] 9] .
1 =4y ai a1 —=4a,=].

Al conjunto de todos los caminos de longitud / lo denotaremos con Q;. Notemos que
al conjunto de vértices Qp lo podemos identificar con el conjunto de caminos de longitud
I = 0, donde para cada vértice i € Qp, le asignamos el camino trivial

e = (i)

Similarmente, el conjunto de flechas Q; se identifica naturalmente con los caminos de
longitud [ = 1.

Por otra parte, un camino de longitud / > 1 es llamado ciclo si el vértice de inicio coin-
cide con el vértice final, esto es, si s(ajaz - - - a;) = t(a1a2 - - - &;), y todo ciclo de longitud
I = 1 es llamado lazo. Por lo tanto, diremos que un carcaj Q es aciclico si no posee ciclos.

Definicién 3.1.3. Sea Q un carcaj. El dlgebra de caminos I'y(Q) es una k-dlgebra, cuya
base como k-espacio vectorial es el conjunto de todos los caminos a1 ---a; con! > 0 en
Q, esto es,
Ie(Q) = Sume {(i | a1~y | j) [ @1+ -4y € U Qi}-
El producto entre dos elementos bésicos esta dado por
(@ faa--ap [f) s (] Br---Pum | k) =i [ar--wpr--Bu|k).
donde Jj;, denota la delta de Kronecker, la cual se define como

5o — 0 sij#h
M1 sij=h

Por tltimo, este producto se extiende bilinealmente a todo el espacio vectorial I'y (Q),
obteniendo de esta forma el dlgebra de caminos como

I (Q) = Geng{(i | ay-- -y | ) | a1y € Upso Qi)
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Ejemplo 2. Consideremos el carcaj, Q = (e, — o1). Se sigue que,
Ti(e = o) = Geny{e; = (1| 1),e2= (2] 2),a=(2]a]|1)}
Su tabla de multiplicar esta dada por las siguientes relaciones;

eie2=(1[[1)(2]/2) =0, eer=(2]]2)(1][1) =0,

el = (1|[1)2]a]1)=0, ea=(2][2)2]all)=a,

aer = (2|a|(A[[1) =0, ae=(2]a[1)(2]]2)=0,

=D =e, &g=02]2)@2]2)=e o=@2[a]])2]a]l)=0,
e1+e = (1|1) + (2]]2) = 1.

Por otra parte, podemos ver con naturalidad que la transformacién lineal definida de la
siguiente forma,

10 00 00
€1 — <0 0> =Eqy, 2 (0 1> = E(a), . — <1 0> = Ep).

induce un isomorfismo entre las k-algebras,
Genk{el, €2, 0(} = Genk{E(ll), E(ZZ)/ E(21) }

De esta forma, obtenemos que

Ti(er % o) = Hi Hg] .

Hacemos notar que toda 4lgebra de caminos I'y(Q) admite una identificacién como al-
gebra de matrices triangulares, siempre y cuando, el carcaj Q sea finito, aciclico y conexo.
Este resultado se presentard mas adelante.

Ejemplo 3. Consideremos el carcaj Q, dado por el lazo

9}

Se tiene que T (Q) = Sumy{e, = (o || ®),a” = (¢ | a---a | ®) | n € N}, y su tabla de
n
multiplicacién es:

ot = a'eq = a", aa™ =a"t", e, =1.

Se deduce facilmente que la transformacién lineal definida como
€e—> 1, a—x

induce un isomorfismo entre las algebra, I':(Q) = k[x]. Donde, k[x] es el élgebra de
polinomios en la variable x.

Hacemos notar que si el carcaj Q tiene por lo menos un lazo o un ciclo, entonces su
algebra de caminos es de dimensién infinita. En nuestro caso, estamos interesados en
el estudio de los operadores diferenciales del algebra de caminos asociado a un carcaj
aciclico.
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Proposicién 3.1.1. [ASS06, pg. 45 - Lemma.1.4.] Sea Q un carcaj y Ty (Q) su dlgebra de cami-
nos. Entonces se verifican las siquientes relaciones:

1. Ty (Q) tiene elemento identidad si y solo si Qo es finitoy 1 = Y ey, €.
2. Tx(Q) es de dimension finita si y solo si Q es finito y aciclico.

3. Si Q es finito entonces {€; | i € Qo} es un sistema completo de idempotentes ortogonales
primitivos de Ty (Q).

4. Sea Q un carcaj finito. El dlgebra de caminos T'y(Q) es conexa si y solo si Q es un carcaj
conexo.

3.1.2. Matrices formales

A esta altura de la seccién ya contamos con las definiciones y herramientas basicas
para presentar con naturalidad nuestro campo de trabajo, este es: las algebras de caminos
I't(Q) sobre un carcaj Q finito, aciclico y conexo. Nuestro proximo objetivo, es definir las
matrices formales y con ellas, daremos una representacién matricial a las dlgebras de
caminos sobre un carcaj.

Consideremos, un conjunto de édlgebras {A; | 1 < i < n} y un conjunto de (A;, Aj)-
bimédulos {M;; | 1 < i,j < n} tales que M;; = A; para cada i. Supongamos que para
cada terna de indices (i, j, k), se tiene una transformacion de (A;, Ax)-bimédulos, dado
por, qofk : Ml] & M]k — My, tal que

o5 (gl ©1) = ¢ (1® ¢ly)
para cualquier (i, j, k, ). Esta relacion se expresa con la conmutatividad del diagrama,

1o¢}
Mi]' ® M]‘k & My —— Mz‘]’ X M]'[ .

(P{k®1i iq’gl
M ® My M

ol
Definicién 3.1.4. Con las condiciones previamente mencionadas, se define la k-dlgebra de
matrices formales de orden 1 x n, inducida por las familias (A;, Mij), como el k-espacio
vectorial

My My --- My,
My M -+ My, .

: ) .| = Sumy{(x;;) | xij € Mjjcon1 <i,j <n}
Mnl MnZ Tt Mnn

cuya multiplicacién entre sus generadores se define como
- k
(xij) . (yij) = (Ci]‘) tal que ¢jj = Z (Pi]'(xik ®ykj)-
k=1
Definicién 3.1.5. Si Q es un carcaj finito, conexo y aciclico, al conjunto de vértices se le

puede enumerar de la forma Qp = {1,2,...,n}, donde la relacién de orden esta dada por
el criterio

j < i, siempre y cuando exista un camino que inicia en i y termina en j.
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Luego, para el dlgebra de camino I'u(Q), se obtiene el bimédulo M;; = €;I'x(Q)ej, para
cadal <i,j<n.

Proposicion 3.1.2. [ASS06, pg. 51 - Lemma. 1.12] Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico, con
vértices enumerados convenientemente Qo = {1,2,...,n}. Entonces, T'y(Q) se puede identificar
naturalmente con una k-dlgebra de matrices formales triangulares e inferiores, donde,

el (Q)er 0 0
ry(Q) = €2T(Q)€1 €2F(Q)€2 0

enF(Q)el enF(Q)ez enF(Q)en

3.1.3. Cohomologia de Hochschild para I';(Q)

Sea A una k-algebra, y consideremos su algebra extendida, A° = A ® A°. Recordemos
que todo A-bimédulo se puede identificar de forma natural con un A°-médulo izquierdo.
A continuacién se define el n-grupo de cohomologia de Hochschild, en términos del fun-
ctor Ext, pero, exhibiremos un resultado de tipo diagramatico que nos permitira calcular

facilmente la dimensi6n del primer grupo de cohomologia H'.

Definicién 3.1.6. Sea M un A°-moédulo. Para cada n € IN se define el grupo de coho-
mologia de Hochschild, H" (A, M) = Extj.(A, M). Para el caso A = M, lo denotaremos
simplemente con H" (A).

Recordemos que, C(A) es el centro del dlgebra A. Por otra parte, si M, N son un par
de subespacios vectoriales entonces M /N denota el espacio cociente. Ahora exhibiremos

un resultado que nos permita calcular los primeros grupos de cohomologia H® y H! de
la siguiente manera.

Proposicion 3.1.3. [CO0]-[C88]. Sea A una k-dlgebra, entonces
HY(A) =C(A) y H'(A) =Der,(A)/Int(A).

Definicién 3.1.7. Sea Q un carcaj y Q; el conjunto de caminos de longitud / > 0. Conside-
remos el conjunto Q. = ;o Q;. Se define el conjunto de caminos paralelos al conjunto
de flechas como

Q.//Q1={(71,a) € Qe x Q1 :5(7) = s(a), t(y) = t(a)}.

Proposicion 3.1.4. [CO0]-[C88]. Si Q es un carcaj finito, conexo y aciclico, entonces

dimy H'([(Q)) =1— [ Qo | + | Q«// Q1 |-

SECCION 3.2

La n-Algebra de Kronecker, I'; (e N o)

En esta seccion calculamos el anillo de operadores diferenciales de la llamada n-dlgebra
de Kronecker. De esta manera obtenemos una familia infinito numerable de 4lgebras de
dimension finita, Ty (e N e) con tres propiedades distinguidas: Primero, el anillo de ope-
radores diferenciales es un subespacio propio del anillo de endomorfismo y a su vez,
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distinto de los operadores diferenciales interiores, esto es

DI, (o & o)) £ D(I'. (o = o)) # End(Ty(e = )).

Segundo, los operadores diferenciales de grado uno, se pueden reconstruir en funcién
de las A-derivaciones y la representacién del dlgebra, via multiplicacion a izquierda,

D!(Ty(e 5 o)) =Ty (e = o) @ Der, (T (o = o))

recreando de esta forma una propiedad distinguida de las 4lgebras conmutativas, ver
Corol.1.2.8. Tercero, el primer grupo de cohomologia de Hochschild se recupera con el
primer médulo graduado inducido por los operadores diferenciales

Hl(rk(o N °)) = Dl(rk(o N °))/ DO(Fk(o N °)).

3.2.1. Calculos iniciales

Para cada n € IN, consideremos el carcaj Q = (8, > #1), constituido por dos puntos,
Qo ={e1=(11]1),e2 = (2] 2)}, junto a un conjunto de n-flechas de longitud uno,
paralelas y con la misma orientacion,

Qi ={2|a;|1):1<i<n.

Definicién 3.2.1. Sea k un cuerpo. Se define la n-dlgebra de Kronecker con el dlgebra de
camino T (e LN o).

Dado que el carcaj Q = (o2 N 1) es finito, aciclico y conexo, sabemos que la n-
algebra de Kronecker es de dimensién finita, ver Prop.3.1.1. Por otra parte, su tabla de
multiplicar se construye de la siguiente forma

eij = (1)) = dijej, 1,j=1,2

wij = (2| a; |1)(2]aj|1) =0, i,j=1,...,n

e = (i [|1)(2|aj|1) =0pa;, i=12,j=1,...,n
wie;= (2 |aj [1)(i || i) =0na;, i=12,j=1,...,n
e1+e = (1|1) + (2]]2) = 1.

Proposicién 3.2.1. Para cada n € IN, se verifican las siguiente igualdades,

1. dimTy(e = ) = n 42, dimEnd(Ty (e > @)) = (n +2)%
2. dimInt(Ty (e = @)) = n+1, dimH (T, (e > o)) = n? — 1.

3. dim Der, (T (o = o)) = n?2 +n.

Demostraciéon. Para ver el item(1), basta recordar la Def.3.1.3, en la cual, se define al
conjunto |J;>¢ Q;, como base del dlgebra de caminos del carcaj. En este caso particular,

tenemos que la base para I'y(e LN o), esta dada por {e1,e2,%; | 1 < i < n}. Esto im-

. . n n . . .,
plica, dimTI'y(e — ) = n + 2. Luego, como I';(e — e) es un espacio de dimensioén
finita, es bien sabido que la dimensién del espacio de endomorfismo, se obtiene con el

cuadrado de la dimensién del espacio base, es decir, dimEnd (T (e = o)) = (1 +2)2.
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Para ver el item(2) usamos la Prop.1.1.9, por la cual, dim Int(T (e = o)) = dim Ty (e =
) — dimC(Ty(e * e)). Ahora el centro del 4lgebra de caminos es justamente el gene-
rado por la identidad, es decir, dimC(Ty(e = o)) = 1. De esta forma obtenemos lo
que buscabamos, esto es dim Int(I';(e = o)) = n + 1. Por otra parte, la dimensién del
H!(Ty(e = o)) la podemos calcular de la siguiente forma

Q+//Q1={(7,a) € Qu x Q1 :5(y) =s(a),t(y) =tw)} Def.3.1.7
Q=(ee) = Q.//Q=QxQ
dimHYT(Q)) =1— | Qo | + | Q://Q1 | Prop.3.1.4

dimH'(I(Q)) =1-2+n*=n*—1
Finalmente, el item(3) se obtiene asf
H'(Ty(e 25 o)) = Der, (Ty(e = @))/Int(Ty (o > o)) Prop.3.1.3
dim H' (T (e = @)) = dim Der (Ty(e = @)) — dim Int(T.(e = o))
dim Der) (Ty(e > ) = (1> — 1)+ (n+1) =n’®+n item(1) y (2).
o
Nuestra primera aproximacién al estudio de los operadores diferenciales de la n-

algebra de Kronecker, fue calculando explicitamente bases para cada uno de los espacios
de nuestro interés,

Ti(e2 = e1), Int(Ty(ey = e1)), Der(Tx(ex — o1)),

End(Ty(e2 = 1), D(Ti(es > e1), H(Ty(ey > e1)).

De esta forma exponemos el comportamiento de las dimensiones de dichos espacios, para
las primeras ocho élgebras de Kronecker, notando que el anillo de operadores diferencia-

les se trunca en D' (T (e > 7).

Carcaj | Ty |Int(Ty) | Der(Ty) | D°(Ty) | D'(Ty) | End(Ty) | H?
ebe| 3 2 5 5 9 0

e 2ol 4 3 7 10 16

e el 5 4 12 9 17 25 8
etel 6 5 20 11 26 36 15
ool 7 6 30 13 37 49 24
e e| 8 7 4 15 50 64 35
A 8 56 17 65 81 48
e el 10 9 72 19 82 100 63
e BLelnt2| n+l |nn+1)| 22 2?2 | (n+2)?|n?-1

Con esta informacion parcial formulamos las siguientes afirmaciones, las cuales seran
demostradas con todo el rigor al final de la seccién.
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Nota. Sean € N, se verifican

1. Todos los operadores diferenciales de la n-dlgebra de Kronecker son a lo sumo de
orden uno, es decir,

m>1 = D"(Ty(e = @) =D (T(e > o).
2. Vale mencionar, que para el caso n = 1, todos los operadores diferenciales son
interiores, esto es, D" (T (¢ = @)) = D(T' (o > @)), Vm > 0.

3. La funcién dimensién aplicada sobre los operadores diferenciales describe un par
de férmulas polindmicas, de la siguiente manera,

dimD°(Ty(e = ) =21 +3, dimD!(Ty(e = o)) = n® +2n +2.

3.2.2. Operadores interiores

Iniciaremos esta subseccion identificando la n-dlgebra de Kronecker con su matriz
triangular formal, ver Prop.3.1.2.

Proposicién 3.2.2. Para cada n € IN se tienen el isomorfismo de dlgebras,

Ti(er ™ o1) = [ﬁi ﬂ .

Demostracién. Como ya se ha mencionado, de la Prop.3.1.2 se sigue que, la n-algebra de
Kronecker es de la forma

" el (o S °)e 0
(o2 o) = Lln. e el(s >] |

Ahora, teniendo presente la tabla de multiplicar de esta dlgebra obtenemos las siguientes
igualdades,

el (o 5 o)e; = Sum{e;} = eI (0 > 0)ex = Sum{e;} =k

el (o 5 o) =Sum{w; |1 <i<n}=k"

Notemos quesi {e; | 1 <i < n} denota los vectores de la base canénica para k", entonces
la identificacién de la n-dlgebra de Kronecker con el dlgebra de matrices formales, se
obtiene con las siguientes transformaciones lineales,

L (1Oy 00y 00y
€1 00 ; €2 0 1 ; & e 0/’ r1=1,...,1n.

Por otra parte, de la Prop.3.2.2 se ve facilmente el isomorfismo entre espacio vectorial,
Ty (e 5 ) = kD K" Dk, y en estos términos obtenemos las siguientes identificaciones:

1. Paracada t € Ty(e = ), existe una tinica terna (r,b,s) € k @ k" @ k tal que

tz(r,b,s)z(lz (s)> y 1:€1—|—€2:(1,0,1):<(1) (1))
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2. Sity, by € Ti(e LN e), entonces la multiplicacion se expresa en los siguientes térmi-
nos,
tt:<rl 0)(1’7_ 0):< 1t O>
1%2 by st by s biry +s1bp s182 )"

t1ty = (r1,b1,51)(r2, ba, 52) = (172, bira + 51b2, 5152).

Similarmente,

3. El édlgebra de endomorfismo de Ty(e X o) también se puede identificar con un
dlgebra de matrices formales, teniendo presente la descomposiciéon del item(1); de
esta forma, los operadores lineales los veremos como matrices cuadradas con la
siguiente forma

End(Ty(e 5 o)) =

End(k) Hom(k", k)  End(k)
Hom(k k")  End(k") Hom(k k")
nd (k) Hom(k", k) End (k) ]

Donde la composicién de operadores lineales se identifica naturalmente con la mul-
tiplicaciéon de matrices.

Ahora brindaremos una descripcién matricial para los operadores interiores de la n-
algebra de Kronecker.

Proposicién 3.2.3. Sea n € N, entonces la representacion multiplicar a izquierda, A : Ty (o 2>
) — End(Ty(e = e)), le asigna a cada elemento

t=(r,b,s) eTy(e > o) =kdk'®k

el operador matricial
A 00
/\(r,b,s) =1|A, As 0| €
0 0 A

Demostracién. Sit = (r,b,s) € Ty(e > o) = k ® k" @k, asumiendo algunas identificacio-

nes evidentes, se tiene que
0 x 0 rx 0
)\(V,b,s)((xl v,y)) = S> (v y> - (bx-l—sv sy)

g
(5426

siempre que, (x,v,y) € Fk(' o) = kd k" @ k. Por otra parte, se verifica facilmente que
At Aty = Ay, paracadat; € Ty(e = o). -

Hom(k, k") End(k") Hom(k, k")
End(k) Hom(k", k)  End(k)

End(k)  Hom(k", k) End(k)]

Con el resultado anterior, podemos identificar el dlgebra I';(e > ) con la subalgebra
Im(A) del anillo de endomorfismo End (T (e > e)).

Corolario 3.2.4. Para cada n € IN, se cumple que,

A0 O
Iy(e >e)=Gen< (A, As O
A

) € End(Ty(e = @)) | (r,b,s) Ek@k”@k}.
0 0 s
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Demostracién. Basta ver que el homomorfismo A : Ty(e > @) — End(T (e > e)) es
inyectivo. Esto se obtiene facilmente, dado que, sea (7,b,s) € Ker(A), esto es, AMrps) €s el
operador idénticamente nulo. Luego

A(,,bls)((1,o,1)) = (r,b,5)(1,0,1) = (r1,b1 4+ s0,s1) = (r,b,s) = (0,0,0).
Se obtienen de esta forma que Ker(A) = {(0,0,0) € Ty (e = o) =k Dk" D k}. m

Proposicién 3.2.5. Sea n € IN, entonces la representacién multiplicar a derecha, p : Ty(e =
¢)°? — End(Ty(e > e)), toma a cualquier elemento del dlgebra opuesta, t°? = (r,b,s) €
Ti(e = )7 = kD K" Sk y le asigna el operador matricial

A, 00
Prpbs) = 0 A Ay ) €
0 0 A

Demostracion. Sit = (r,b,s) € Ty(e = o) = k ® k" @ k entonces,

_(x 0\ [r 0\ _ xr 0\ _ rx 0
P(r,b,S)((x'v’y))_ v y)\b s)  \vr+yb ys)  \rv+by sy

Ay 00\ [x
=10 A A (0],
0 0 As) \y

siempre que (x,v,y) € Ty(e > o) = k ® k" @ k. Por otra parte, se verifica facilmente que
0013 = PPt = Pty = (11,0, Para cada t; € T (e 5 o). =

End(k) Hom(k", k)  End(k) ]
Hom(k, k") End(k") Hom(kk")|.
End(k) Hom(k", k)  End(

Con el resultado anterior, podemos describir el espacio de operadores centrales
Z%(T(e % o)) con la subélgebra Im(p) del anillo de endomorfismo End (T (e - e)).

Corolario 3.2.6. Para cada n € IN, se cumple que

A 00
70Ty (o 5 @) = Gen{ (0 Ay /\b) € End(Ty(e > @)) | (r,b,5) € kDK" @k} .
0 0 A

Demostracién. Del Corol.1.2.4, sabemos que
Z°(Te(o % o)) = Sum{p, | £ € Ti(e 2 o)}

y junto al resultado anterior, Prop.3.2.5 se verifica la igualdad que buscamos. Por otra
parte, el homomorfismo p : Ty(e > @) — End(Ty(e > e)) es inyectivo. Esto se obtiene
facilmente, dado que, si (r,b,s) € Ker(p) entonces p, ;) es el operador idénticamente

nulo. Luego
Pirps)((1,0,1)) = (1,0,1)(r,b,s) = (r,b,5) = (0,0,0)

Se obtienen de esta forma que Ker(p) = {(0,0,0) € Ty(e = o) = k ® K" O k}. O
Ya contamos con todos los ingredientes para brindar un conjunto de generadores que

nos permiten describir el anillo de operadores diferenciales interiores de la n-dlgebra de
Kronecker como un subespacio de operadores matriciales formales.
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Teorema 3.2.7. Para cada n € IN, se verifica la igualdad

Aey, 00
DTy (0 5 o)) = Gen{ (Abi Ar, /\bz) € End(Tk(e > o)) |1, €k bj € k”} .
0 0 A,

Demostracién. Del Corol.1.2.4, obtenemos la igualdad

n

D'(Tu(s 2 ) = Gen{Anpp | £ € (e 25 o).

Luego, si t1 = (r1,b1,51) y t2 = (12, b2, 52) elementos en Ty (e N e), entonces gracias a la
Prop.3.2.3 junto con la Prop.3.2.5, obtenemos

A 0 0\ (A, O O Ad, 00
/\tuotz == /\bl AS] 0 O Ayz Abz == Abl Ayz Asl Arz )\sl )\bz
00 0 Ay \O 0O A 0 0 Al

Arir 0 0
= Ab1 2 Asiry )‘51 by
0 0 )\5152

con lo cual obtenemos la primera inclusion

Ay, 00
DTy (e 5 o)) C Gen{ (Abi Ar, /\bz) € End(Tx(e > o)) |1, €k, b; € k”} :
0 0 A,

Por otra parte, para ver la doble inclusién, sir; € ky v; € k", entonces

Ay, 00
Aoy Ay Avy | = A 01m)P1,0,0) T A0,01)0(0,00,03)

0 0 Ay,
Ay 00
esto implica que todo operador matricial | Ay, A, Ay, | es un operador diferencial
0 0 Apn
interior. |
Corolario 3.2.8. Para cada n € IN, se cumple la igualdad
End (k) 0 0
DY(I'(e = o)) = |Hom(k, k") Sum{Idi»} Hom(kk")| .
0 0 End(k)

Demostracion. Si tenemos presente la descripcion de los operadores diferenciales interio-
res propuesta en el Teor.3.2.7. Basta con ver las siguientes identificaciones:

End(k) = k = Sum{r; | r1 € k} = Sum{rs | r3 € k}

Sum{Idy} =k = Sum{r, | r» € k}
Hom(k, k") = Sum{A, | b € X"}
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3.2.3. Operadores diferenciales

En esta subseccion demostraremos que el anillo de todos los operadores diferenciales
de la n-algebra de Kronecker son a lo sumo de orden uno.

Teorema 3.2.9. Para cada n € IN, verifica la igualdad

End (k) 0 0
Z (T (e = o)) = [Hom(k, k") End(k") Hom(k,k”)].
0 0 End (k)

Demostracién. Primero, sabemos que para cada t € T'(e > o) existe (r,b,5) € kO k" Dk
tales que t = (7,b,s) y el operador A; es de la forma

A 00
S

Por otra parte, cada operador V € End(I'(e > e)) admite una expresién matricial de la

forma
Vi Vi Vg3
V=|Va Vn Vx]e
Vi1 Vi Vga

End(k) Hom(k",k) End(k ]
Hom(k k") End(k") Hom(kk")|.
End(k) Hom(k", k)  End(k)

Luego, de la Def.1.2.2 sabemos que, V € Z!(T'(e - o)) si y solosi [V,A;] € D°(T(e &
e)),Vt € T(e = o). Ahora la expresion matricial para el corchete [V, Arp5)] se obtiene
de la multiplicacién de operadores matriciales, de la siguiente manera

V1A + VoA VigAs VisAg
VoA + VoA, VaAs VazAg

VA( ,h, ) =
rs V31Ar + VA, VpAs VagAg

AV AV A Vi3
AMrps)V = | MV11 +AsVar ApVia + AV ApViz + AV

/\sv31 /\sv32 )LSV33
Vi1, Al + VA Vi2As — AV Vizs — A Vi3
[V, Ao = | VarAr = AsVar + Vaady = A Vi [V, Al = A Vi [Vaz, As] — Ay Vs
V31Ar = AsV31 4 VA [V32, As) V33, As]

Ahora, como V;; es transformacion k-lineal, se obtiene que, Vr,s € k

[Vij, Al = [Vij, As] =0,

Vz’j)\r — )sti]' = (1’ — S)VZ']',

V,']'AS — Arvi]' = (S — T)Vij.

Con lo cual, obtenemos una expresién mas cémoda para el corchete V(r, b,s) € T(e > o),
Vu/\b (S — V)Vu (S — T)Vlg)

VAl = | (r=5)Va 4+ Vody = AV =4V —AVi3
(r—s)Vs1 + Va4, 0 0
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Veamos la primera inclusién, del Corol.3.2.8. Sabemos que

End (k) 0 0
D'(I'(e = o)) = |Hom(k, k") Sum{Idy»} Hom(k, k")
0 0 End (k)

luego, si V € Z!(T'(e = o)) entonces (s — )V = 0y (s — r)Vi3 = 0. En particular,
podemos considerar (s —r) # 0, y con ello obtenemos que los operadores

V12:0 y VZ3:0.

Similarmente, se tiene que (¥ —s) V31 + Va2A, = 0. En particular, si consideramos b = 0,
y (r —s) # 0 entonces VA, = 0y asuvez,

(1’ —S)Vg,] + VA = (7’ —S)Vg,l =0 = V5 =0

de esta forma, obtenemos que VA, = 0, Vb € k". Luego como Vi, € Hom(k" k) y
V32Ap € Hom(k, k) entonces

Va(b) = (V) (1) =0, Vb € X' = V3 = 0.

Por lo tanto, podemos decir que todo operador V € Z!(I'(e = o)) admite una forma
matricial del tipo

Vi 0 0 End (k) 0 0
V=|(Va Vn Vx| e |Hom(kk") End(k") Hom(kXk")|.
0 0 Vi )

Ahora veamos la doble inclusién, como ya sabemos,

End(T(e = @)) = Hom(k,ﬂ)g”) End(k") Hom( ,ﬂ)g

End(k)  Hom(k" k) End(k)]
n) )

End( Hom(k", k)  End(
Luego, si
Vn 0 0 End(k) 0 0
V=|Va Vi V]| e |Hom(kk") End(k") Hom(k k")
0 0 Vs 0 0 End(k)

entonces el corchete [V, A, ;)] es de la forma

0

00
[V, M) = ((Y —5)Vo1 + VoA, — A4V 0 0) .
0 00

Ahora, para que [V,A(nbls)] € DO(Fk(o LN )),V(r,b,s) € Tx(eo LN o), gracias a la expre-
sion matricial de los operadores diferenciales interiores, Corol.3.2.8, basta ver que

(1’ — S)V21 + VQQ/\;, — )va11 S Hom(k,k”).
Notemos que

V2 € Hom(k, k") = (r —s)V2 € Hom(k, k")
Vo € End(k“) Yy Ap € Hom(k, kn) = VA € HOIn(k, kn)
Vi € El‘ld(k) y Ay € Hom(k,k”) = AV € Hom(k,k”)
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obtenemos entonces que todo operador de la forma

Vi1 0 0
V=|[Va Vn Vu|cZ{(l(e5e)).
0 0 Vs

Como conclusién de la demostracién propinada previamente, obtenemos una descrip-
: 2 z Z n
cién més comoda de Z! (T (o = o)).

Corolario 3.2.10. Para cada n € IN se cumple que

1. Z T(e 5 o)) = {v € End(Ty(e % o)) | Vip = Vi3 = Va1 = Vap = o}.

2. Z1(Ty(e 2 o)) es una k-dlgebra.

3. ZHTw(
DO (I (

o 5 o)) esunTy(e = )-bimédulo, mds aiin, Z' (T (e = ®)) es un
o 5 o))-bimddulo.
Demostracion. Notemos que el item(1) es una consecuencia inmediata del Teor.3.2.9.

Ahora, para ver el item(2), basta con realizar el siguiente producto de operadores matri-
ciales,

V11 0 0 A1 O 0 V11A11 0 0
Va1 Vo Vg Ay A Apz | = | VarAur + VAo VA VA + VasAszs
0 0 Va3 0 0 Az 0 0 V33As3

Por ultimo, el item(3) se demuestra usando la Prop.1.2.2-item(2), con la cual pode-
mos garantizar la inclusién,

DU(Ti(e % #)) C Z'(Ti(s 2 o))
Luego, como Z! (T, (e ™ e)) es una 4lgebra, entonces
D(Ti(e %5 ) Z1(Ti(s 25 #)) C Z/(Tu(s 25 »))

y similarmente,
n n

Z!(Tu(s 2% ) DO(Te(o %5 0)) C Z!(Tu(o % o))

Obtenemos de esta forma, que Z! (I (e > o)) es un D°(T'y (e =+ o))-bimédulo. Notemos,

gracias a la identificacién de T';(e = ) = Im(A), Corol.3.2.4, podemos ver naturalmen-
te que T.(e¢ = o) C DY(T' (e = @)), Teor.3.2.7. De lo que se sigue, Z! (T, (e —> o)) es un
Iy (e = o)-bimodulo. o

Teorema 3.2.11. D" (Ty(e > o)) = Z! (T (e > o)), para cada m € N,
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Demostraciéon. Teniendo en cuenta el Corol.1.2.4, sabemos de la validez de la inclusion

D" (Ty(e = ) CZ" 1 (Ty(e B o)), ¥YmecN.

Por otra parte, sabemos que Z!(T'y (e > o)) es un I' (e > )-bimédulo gracias al
Corol.3.2.10. Luego, por Prop.1.2.2,

D!(Te(e 5 o)) = Tu(e 5 o) Z! (Tu(s 5 @) € Z!(Te(e 5 o))

y teniendo en cuenta que Z!(T'y (e —> o)) siempre esta icluido en D! (T (e > )), obtene-
mos la igualdad D' (T (e = o)) = Z (T (e = o)).

Ahora basta ver Z2(Ty(e = o)) C Z!(Ty(e = o)), para demostrar que todos los
operadores diferenciales de la n-dlgebra de Kronecker son a los sumo de orden uno. Si

V € Z*(Ty(e = e)), se sigue de la Def.1.2.2, que para cada (r,b,s) € Ty(e > o) el
corchete [V, A, )] € D!(Ty(e > o)), pero en este contexto, sabemos que D*(Ty(e =

o)) = Z!(I'y(e 5 e)), y por ende, podemos refrescar la formulaciéon de la siguiente
manera,

[V, A ps)) € Z'(Ti(o = @), V(r,b,s) € Ti(o = ).

Por otra parte, la expresion matricial para este corchete ya la hemos calculado en demos-
traciones anteriores, donde

ViAp (s—=7r)Via (s—1)Vi3
[V, Apps] = | (r =8)Va1 + VoA = AV AV —Ap Vi3
(r —5)Vz1 4+ VA 0 0

De la formulacién propuesta en el Corol.3.2.10-item(1), obtenemos que Vr,s € k,
(S — T)vlz = (S — T’)VB =0.

Basta entonces con tomar s # r, para obtener V1, = V43 = 0. Por otro lado, tenemos que
(r —s)Va1 + V3, = 0. Si consideramos b = 0 entonces VA, = 0,asuvez, sir —s # 0
entonces

(7’ — S)V31 + VAo = (7’ — S)V31 =0 = V31 =0.

Ahora, si tenemos en cuenta que V3, € Hom(k", k) y VaA, € Hom(k, k) entonces
ng(b) = ((1’ — S)O + V32Ab)(1) =0,Vbek"” = V3 =0.

Finalmente, todo operador V € ZZ(Fk(o N o)), esta forzado a cumplir que Vi, = Vi3 =

V31 = Va2 = 0. Por lo tanto, V € Z!(T(e > e)). O

Con la lista de resultados de esta secciéon podemos dar respuesta cabal a las afirmacio-
nes conjeturadas en la Nota 3.2.1, de esta forma podemos decir.

Corolario 3.2.12. Para la n-dlgebra de Kronecker, T'(® LN e) se verifican

1. Todos los operadores diferenciales de Ty (e > o) son a lo sumo de grado uno, mds aiin,
D(Te(e = o)) = Z(Ty (e 5 o).

2. dimD (T (e > o)) =21 +3, dimD!(Ty(e > )) = n? 421+ 2.
3. En particular, para n =1, se obtiene la igualdad,

D(Ty(e — o)) = Z}(Ty(e — o)) = D'(Ty (o — @)).
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4. La dimension del primer grupo de cohomologia de Hochschild se puede calcular en funcion
de los operadores diferenciales, donde,

dim H! (T (e - @)) = dim DY (T, (e = @)) — DO(Iy (e > o)).

Demostraciéon. Para ver el item(1), basta ver

D(Tx(e 5 o)) = | J D"(Tx(e o)) Def.1.2.3
meN
— Zl(rk(o LN o)) Teor.3.2.11.

Ahora, para ver el item(2), recordemos primero el Corol.3.2.8, en donde se brinda una
descripcién matricial de los operadores diferenciales interiores, de esta manera,

dim D°(T (e = o)) = 2dim Hom(k, k") + 2 dim End (k) + dim Sum{Id}'}
=2n+2+1
=2n+3.

Similarmente, recordemos la descripcién matricial para Z!' (Ty(e > o)), formulada en el
Teor.3.2.9, y de esta forma,

dim D! (T (e > o)) = 2dim Hom(k, k") + 2 dim End (k) 4 dim End (k")
=2n+ 2+ n?
=n?+2n+2.

Para ver el item(3), basta particularizar en n = 1y tener presente
DY(Ti(e 5 o)) C Z!(Ti(e -+ o)) = D'(Ti(e 5 o).

Luego la igualdad se resuelve calculando las respectivas dimensiones, en este caso se
tiene que

dim DT, (e > o)) =2(1)+3=5
dim D' (T (e > o)) = (1) +2(1) +2 = 5.

Para ver el item(4), basta recordar la Prop.3.2.1, donde tenemos el calculo explicito de
la dimensién del primer grupo de cohomologia, de esta forma,

dimH! (T (e = o)) = n? — 1.
Por otra parte,

dim D! (Ty(e = o)) — dimD°(Ty(e = )) =n? +2n +2 —2n —3 = n*> — 1.

3.2.4. Derivaciones

Ahora estudiaremos el espacio de las A-derivaciones de la n-dlgebra de Kronecker y
con este espacio, recuperaremos el anillo de operadores diferenciales. A su vez, brinda-
remos una linda formulacién para el primer grupo de cohomologia de Hochschild.
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Proposicién 3.2.13. El espacio de las A-derivaciones de la n-dlgebra de Kronecker admite la
siguiente descripcion matricial

0 0 O
Der (Ty(o = o)) = Sum{ (Ab ¢ Ab) |bek ¢e End(k")} .
0 0 O

Demostracién. Primero, recordemos la Prop.3.2.1, en la cual, formulamos la dimensién
del espacio de las A-derivaciones, de esta forma

dim Der, (T (o = ®)) = n? +n.
Por otra parte, la dimensién del espacio que proponemos verifica la siguiente igualdad,

0 0 O
dimSum{ (Ab @ Ab) |b ek, ¢c End(k”)} = dim End (k") + dimk" = n® + n.
0 0 0

0 0 0
Para ver laigualdad, basta con demostrar que todo operador matricial de la forma (/\b ) /\b>
0 0 0

es una A-derivacion, siempre que b € k" y ¢ € End(k").

Notemos primero que, para cada b € k" se cumple la igualdad

0O 0 O A 0O A 0 0
A 0 =Ap | =M A 0] =10 At Ay )| =Aap1) —Papr) = ad@pn) -
0O 0 O 0O 0 A 0 0 A

Claramente, ad1 ;1) € Int(I(e % e)) C Der,(Ty(e =5 e)). Ahora, consideremos el

0 00
operador V.= [0 ¢ 0 |.Luego, delaProp.1.1.4, podemos determinar que V es una
0 00

A-derivacion si demostramos la relacién

[V, A = Ag () LVt € Ty(eo LN o)

Por una parte, para cada t = (r,v,s) € I'y(e N e) se cumple que

0 0O r 0 0 00
Vit)=10 ¢ 0] |v] =190 ] = Avin =Xogwo = |Yew 0 0.
0 0 0 s 0 0 00
Por otra parte, para cada t = (r,v,5) € T'y(e -+ ) se tiene que
[V, Af] = V/\(r,v,s) - )\(r,v,s)v
0 0O Ar 0 O Ar 0 0 0 0O
(0 ¢ 0)[Ae As O) {2 A O] [0 ¢ 0
0 0O 0 0 A 0 0 A 0 0O
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Notemos que dado que ¢ es k-lineal y s € k, entonces [¢, A;] = 0. Ahora teniendo en
cuenta que Ay (), A, € Hom(k, k") entonces para cada « € k se cumple la igualdad,

Ag(o) (&) = @(v)a = p(va) = (9Av)(a).

Concluimos entonces que

0 00 0
[V, )\t] == A‘P(U) 0 0 = (pAU
0 00 0

Por lo tanto, si b € k" y ¢ € End (k") entonces el operador matricial

[N el e)
o OO

) = Ay, Vt = (r,v,s5) € Tk(e® 5 o).

0 0 0
(M ¢ Ab> =V +ad(y;;) € Dery(T(e = o).
0 0 0

Corolario 3.2.14. Para cada n € IN se cumplen

es una k-subdlgebra asociativa del anillo de endomorfismos.

es un Ty(e = o)-submédulo izquierdo de End(Ty (e = ®)). Mds aiin,
es un D(Ty(o = o))-submédulo izquierdo de End(Ty (e > o)).

=0,
4. Se cumple la igualdad entre Ty (o > @)-mddulos izquierdos,
D!(Ty(e > o)) =Ty(e > @) @ Der, (Tx(o = o)).

Demostracién. Para ver el item(1), sean b,v € ky ¢,¢ € End(k"), y recordemos de la
demostracion anterior la igualdad de operadores

Ay = Agpy en Hom(kk").

Ahora basta con multiplicar los operadores matriciales

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A ¢ =M (Ao © A | =[0rhe 9o —9As | = | Ap) PP —Agro) | -
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Para ver el item(2), sean t = (r,b,s) € Tx(e N e),v € ky ¢ € End(k"). Luego,
recordemos que estamos trabajando con la identificacién

Ty(e = o) = Gen{A; |t € Ty(e 2 o)}

Ahora basta que realicemos la multiplicacién de operadores matriciales,

A 00 0O 0 O 0 0 0 0 O 0
)\b /\s O A() ¢ _/\U — S/\U )\SQD _/\s)\p - )\sy Sq) _)\sv .
0 0 A 0 0 O 0 0 0 0 O 0

Para ver que Der,(T';(¢ = o)) es un D’(Ty(e = e))-submédulo izquierdo, hace falta
tomar generadores matriciales para D°(Ty(e > @)), ver Teor.3.2.7, esto implica, consi-
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derarr; € k, bj,v € k" y ¢ € End(Ty(e s o)). Luego basta con hacer la multiplicacién de
operadores matriciales

Ay, 00 0 0 O 0 0 0
/\bl A;/Z )\hz /\v ¢ _A'U - Ayz /\v )\rz q) _/\rz )\U
0 0 A, 0 0 O 0 0 0

0 0 0
= Arzv ne _)\rzv .
0 0 0

Para ver el item(3), notemos primero qué sucede con las combinaciones lineales entre
n . , .
los generadores de I'y (e — ), visto como subdlgebra de endomorfismo, de esta forma,

m
Z Ay = Ayt
i=1

Similarmente, veamos como se comportan las combinaciones lineales entre los genera-
n
dores de Der, (Tx(e — o)),

m 0 O 0 0 0 0
Z Ao @i —Ao | = | By Aoy ity @i — X Ay,
i=t \ 0 O 0 0 0 0

0 0 0
= | Aoy o B2 @i — A o |-
0 0 0

Se deduce entonces que basta suponer la existencia de t = (r,b,s) € Ty(e > o), v € k" y
¢ € End(k"), tales que,

A 0 0 00 0 .
AtzAbAsozAv¢—Av:>{_
0 0 A 0 0 0 Ap =

Pero como el homomorfimos A : Ty (e = e) — End(Ty(e > e)) es inyectivo, entonces
v = b = 0. Por lo tanto, el tinico operador A; que a su vez es una A-derivacion es el
operador nulo.

0
v =0

>

Finalmente, para ver el item(4), dado que Dery(Ty(e > o)) NTy(e = o) =0,y

recordando que Der; (T(e = o)) y T'(e = o) estdn en D! (T, (e > @)), ver Corol.1.2.7,
entonces basta demostrar que la dimensién del espacio suma es igual a la dimensién del
espacios de operadores diferenciales de orden uno. De esta forma obtenemos gracias al
Corol.3.2.12,

dim DY (T, (e = o)) = n? +2n+2

y por otra parte,

dimTy(e 5 o) =n+2 Prop.3.2.1
dim Der) (Ty(e = @)) =n*>+n Prop.3.2.1
dim (Fk(o % o) NDer; (Ty(o = o))) =0 item(3).
Por lo tanto, D!(Ty (e = @) = I',(e =5 @) @ Der, (Ty(e = o)). m

Teorema 3.2.15. H! (T, (¢ > o)) = D} (T(o > o))/ D (T (e = o)).
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Demostracién. Gracias a la Prop.3.1.3, sabemos que el primer grupo de cohomologia
Hochschild sobre un 4lgebra se obtiene de la siguiente forma

H!(Ty (o = o)) = Der,(Ty (o = @))/Int(Ty (e > o)).

Por otra parte, tenemos una buena descripcién matricial de las A-derivaciones y de las
derivaciones interiores, donde

0 0 O
Der) (T (e > @) =Sum<{ [ Ay ¢ —Ay | | b €K, ¢ € End(K") Prop.3.2.13
0 0 O
0o 0 O
Int(Ty(e > @) =Sum<{ (A, A, —Ay | |bEK,r €k Prop.3.2.3y3.2.5.
0 O 0

Luego, como el cociente es sobre la estructura de espacios vectorial y los espacios de
matrices son sumas directas, entonces el cociente de matrices se obtiene cocientando las
estructuras correspondientes a cada componente, de esta forma,

0 0 0
H!(Ty(e > @)) = |0 End(K")/Sum{Idy} 0
0 0 0

Por otra parte, la descripcién que tenemos de los operadores diferenciales es la siguiente,

End (k) 0 0
D!(I'.(e & o)) = |Hom(k,k") End(k") Hom(k k") Teor.3.2.9
0 0 End (k)
End (k) 0 0
DY(T'(e 5 o)) = Hom(]k, k") Sum{Idkn} Hom(ﬂE( ]l)gn) Corol.3.2.8.

Similarmente, como el cociente es sobre la estructura de espacios vectorial y los espacios
de matrices son sumas directas, entonces el cociente de matrices se obtiene cocientando
las estructuras correspondientes a cada componente, de esta forma,

0 0 0
D!(Ty(e = ¢))/D%T'(e 5 o)) = |0 End(k")/Sum{ldw} 0
0 0 0
Por lo tanto, H1(rk(. LN °)) = Dl(rk(o LN °))/ DO(Tk(o LN °)). O

SECCION 3.3

La extensi6n, T (e — o =5 o)

En esta seccién tenemos como objetivo calcular el anillo de operadores diferenciales
del 4lgebra de caminos, I';(¢ — e > ). Esta dlgebra es una extension natural de la
n-algebra de Kronecker T';(e = @), de la cual, ya conocemos su anillo de operadores

n

diferénciales, D(I'(e — ®)).
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Vale mencionar, que el cdlculo efectivo del anillo de operadores diferenciales de esta
extension, lo hemos logrado, gracias a la siguiente identificacién,

O R s

Y del conocimiento previo de los operadores diferenciales de la n-dlgebra de Kronecker,
obtenemos una descripcién del anillo D(T (e — = o).

Por otra parte, este es un ejemplo de k-dlgebra tal que,

D!(T (e — o 5 e)) T (e — 01> e)@Dery(Tx(e — o = o))
D'(T'y(o — o 5 o)) £D(I' (o — o > o)) #End(I(e — o = o)).

3.3.1. Calculos iniciales

Para cada n € IN, consideremos el carcaj Q = (o3 — o LN e;), constituido por el
conjunto de puntos, Qo = {€1 = (1 || 1),e2 = (2 || 2),e3 = (3 || 3)} un conjunto de
flechas de longitud uno Q1 = {(2 | «; | 1) : 1 <i <n}U{(3| B |2)}, vy el conjunto de
flechas de longitud dos Q2 = {(3 | Ba; | 1) : 1 < i < n}.Luego, como el carcaj Q = (o3 —

o 5 e1) es finito, aciclico y conexo, entonces su 4lgebra de caminos I'(e3 — N ®1)es
de dimensién finita, ver Prop.3.1.1. Su respectiva tabla de multiplicacién esta dada por
las siguientes relaciones,

eie; = (i 1) |1 ) = dye;, Vi j=1,2,3,

ep=(11)3|p|2)=63p Vi=123

Bei= (3|B|2)(|li)=0pB Vi=123

ez-oc]- = (l || 1)(2 | (X]' | 1) = (SQIXJ', Vi = 1,2,3,Vj = 1,...,1’1

ajei = (2 | uc]' | 1)(1 H l) = 51'106]', Vi = 1,2,3,\V/j = 1,...,1’1

(Xilkj = (2 ‘ & | 1)(2 | ch | 1) :0, Vi,j: 1,...,1’1

Puaj = B|1B12)(2] o | 1) =paj, Vi=1,...,n

aip = (2| & |1)(3|B812)=0, Vj=1,...,n

e1+er+es = (1[1) + (2]12) + (3]I3) = 1.

Proposicién 3.3.1. Para cada n € IN se verifican las siguientes igualdades,

~

. dimTy (e — o 5 o) =21+ 4.

2. dimEnd(Ty(e — o = o)) = (21 +4)%
3. dimInt(T, (e — @ > @)) = 21 + 3.

4. dimH (Ty(e — @ 5 o)) =n2 —1.

5. dimDer (T (o — o = o)) = n2+2n+2.

Demostracién. Razonaremos de forma andloga al caso de la n-algebra de Kronecker. Para
ver el item(1), basta recordar la Def.3.1.3, en la cual, se define al conjunto U;~( Q;, como
base de generadores del dlgebra de caminos del carcaj. En este caso particular, tenemos

que, la base para I' (e — o N o), esta dada por, {€1,€2,€3,B,a;, fa; | 1 < i < n}. Esto



50 Operadores diferenciales de algebras de caminos

implica, dimTy(e — o -5 @) = 21 + 4. El item(2) se obtiene con el cuadrado de la

dimensién del espacio base, es decir, dim End(T'y (e — e > o)) = (21 + 4)2. Para ver el
item(3) usamos la Prop.1.1.9, con la cual se valida la igualdad,

dimInt(Ty(e — @ 2> @)) = dimTy(e — & = o) — dim C(T,(e — & = o)).

Ahora el centro del 4dlgebra de caminos es justamente el generado por la identidad, es
decir, dim C(T(e — @ -5 @)) = 1. De esta forma obtenemos lo que buscdbamos, esto es
dimInt(T, (e — e > @)) = 21 + 3. Para ver el item(4), recordemos que la dimensi6n
del H (T (e — @ = )) la podemos calcular de la siguiente forma,

Q«//Q1 = {(7,a) € Qux x Q1 : 5(7) = s(a),t(7y) = t(a)} Def.3.1.7
Q=(o—ee) = Q.//Q ={(na));(BB)}
dim; HY(T(Q)) =1— | Qo | + | Q«//Q1 | Prop.3.1.4

dim, H(T(Q)) =1-3+n*+1=n>—-1
Finalmente, el item(3) se obtiene asi
H'(Q) = Der,(Q)/Int(Q) Prop.3.1.3
dimH'(Q) = dim Der; (Q) — dim Int(Q)
dimDer, (Q) = (n* —1) + (2n +3) = n> +2n +2 item(3)y (4).

De la misma forma que en el caso de la n-algebra de Kronecker, nuestra primera apro-
ximacioén al estudio de los operadores diferenciales de estas 4lgebras fue calculando
explicitamente bases para cada uno de los espacios de nuestro interés

T(e — e e), End(Ti(e —e>e))

Int(T'x(e — LN e)), Der(I'y(e — e LN o))
D(Ty(e — o 5 e)), H'(Ty(e — o5 e)).

De esta forma exponemos el comportamiento de las dimensiones de dichos espacios, ha-
cemos notar que, para las primeras cuatro dlgebras, el anillo de operadores diferenciales

se trunca en D' (T (o — o > o)).

Carcaj Iy |Int(Ty) | Dery(Ty) |D°(Ty) | DY(Ty) | Endy(Ty) | H!
e ele 5 5 15 15 62
e e >e| 8 7 10 21 30 82
e e el 10 9 17 27 51 102 8
e e be| 12 11 26 33 78 122 15
o e e |2n+4|2n+3|(n+1)2+1| 2 2?2 | (2n+4)?|n2-1

Con esta tabla de calculos parciales, realizamos las las siguientes afirmaciones:
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Nota. Para cada n € IN, se verifican:

1. Sim > 1, entonces D" (Ty(e — o = o)) = D' (T (¢ — o > 0))
2. dimD%(Ty(e — o 2 @) =61 +9,
dim D (T (e — o > @) =312 +6n+6
3. dimD°(Ty(e — o 5 o)) =3dimD°(Ty (e = e)),
dim D' (T (e — o 5 o)) = 3dim D! (T, (e = »)).

3.3.2. Operadores interiores
Primero vamos a usar la Prop.3.1.2, con la cual obtendremos una expresién matricial
para el dlgebra de caminos que estamos estudiando.

Proposicién 3.3.2. Sin € IN, entonces

k
(o3 — o LN o) = |:k
k

=

S
~ R O

r OO
= =

Demostracion. De la Prop.3.1.2 obtenemos

€1l (o3 — o LN o1 )€l 0 0
el (o3 — o LN o1)e; €(e3 — o) LN o )éer 0
€3r(03 — @) i) .1)€1 €3r(03 — @) i} .1)€2 €3r(03 — @) i} .1)€3

Luego

el (o3 — oy ™ o)e; = Sum{e;} =k,i =1,2,3

el (o3 — o) = @) = Sum{a;} =k",j=1,...,n

€3l (o3 — o N o1)e; =Sum{Bua;} =k",j=1,...,n
( )

el (o3 — o) - @1)er = Sum{B} = k.

Sea {¢; | 1 < i < n} base candnica de k", entonces la identificacién de la extensién de la
n-dlgebra de Kronecker con el dlgebra de matrices formales, se obtiene con las siguientes
transformacines lineales

1 00 0 0O 0 0O 0 00
eg— |0 0 0),ea—= [0 1 0},e3— [0 0 O 0 0O
0 00 0 00 0 01 010

0

0

0

o , Bai— , Vi=1,...,n.

ol o
o OO
(e Ne i ew)

Corolario 3.3.3. Sin € IN, entonces
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Demostracién. Basta con descomponer la matriz de la Prop.3.3.2 en bloques y recordar la

identificacion ' (e N o) = [kk}, 12] , ver prop.3.2.2. De esta forma obtenemos

k k O 0
kn k k [kn k] k kn—H k

Queda por demostrar que el espacio k"*! tiene una estructura natural de
(k, T (o = o))-bimodulo.

Sib € k"lys €k, entonces

b= (b, b)) €K@k = sb=s(by,by) = (sby,sb).
Sim = (ﬂjll 0 ) €Ty(e LN ¢) =k k" Bk, entonces

0

= = (bymyy + baifiyy, bymyy).
121 mzz) ( ’ )

Ahora, por comodidad consideremos la siguiente notacién
Tp=Tc(e > e 0) y T,=Te(e>e)
Por otra parte, del Corol.3.3.3 se ve facilmente el isomorfismo entre espacios vectoriales,
T =Tn @K Gk

y en estos términos obtenemos las siguientes identificaciones. Para cada t € I'(; ), existe
una Unica terna (m,b,s) € T, k"' @k tal que

t:(m,bls>:(’g 2) y 1=(1,0,1)=<é (1)>

Luego, si t1,t; € 'y ), entonces la multiplicacién esta dada por,

bty — nq 0 niy 0 - ni1miyp 0
172 = by s by sy  \bymy+siby s152

y esta a su vez, se puede expresar de la siguiente forma,
tity = (my, by, $1)(m2, by, 52) = (mymgz, bymy + s1b2, 5152).

El dlgebra de endomorfismo End (T ,,)) se puede identificar con un dlgebra de matrices

formales, teniendo presente la descomposicion Iy ,,) = I’y @ k"1 @ k. De esta forma, los
operadores lineales los veremos como matrices formales del tipo

End(T,) Hom(k"™1,T,) Hom(k,T}y)
End(T(1,)) = |Hom(T,,, k™)  End(k"™')  Hom(k k")
Hom(T,,k)  Hom(k"*! k) End (k)

Donde, la composicién de operadores lineales se identifica naturalmente con la multipli-
cacién de matrices.
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Ahora, brindaremos una descripcién matricial para los operadores interiores para la
extension de la n-dlgebra de Kronecker.

Proposicion 3.3.4. Sin € IN, entonces el homomorfismo multiplicacion a izquierda A : T (1 ,) —
End(T(1,)), asigna a cualquier elemento t = (m,b,s) € Ty, = [, ® K" @k, el operador
matricial

A 0 0
S

Demostracion. Sit = (m,b,s) € T(y,)) =T @ k"1 & k entonces,

Hom(T,, k")  End(k"*!)  Hom(k k")
Hom(T,, k)  Hom(k"! k) End (k)

End(T},) Hom(k"*1,T,) Hom(k,T},) ]

V(x,y,2z) €Ty, =T &K' ®k, se cumple

N _(m 0\ (x 0\ _ [ mx 0\ _ ))\\m )(3 8 X
mhs) (2 1,2) =] ¢ y z) \bx+sy sz) Ob OS A ]z/ :

Finalmente, recordando las primeras observaciones de la seccién Operadores y Derivaciones
en el primer capitulo, obtenemos, Ay Ay, = Ay, cont; € I'(q . |

Corolario 3.3.5. Sin € IN, entonces

Aw 0 0
F(Ln):Gen )\b /\r /g

) € End(T(y,)) | (m,b,r) € T, @K™ @k}.
0 0 A

Demostracion. Veamos que A : I'3 ) — End(I'(3,)) es inyectivo. Sea (m,b,r) € Ty, tal
que,
A(m,b,r)(xlylz) = (O, 0, 0) ,V(X, Y Z) € Iﬂ(l,n)

En particular, si (x,y,z) = (1,0,1), entonces

Ay ((1,0,1)) = (m,b,7)(1,0,1) = (m1,b1 +10,r1) = (m,b,r) = (0,0,0)
- Ker(/\) = {(0,0,0) € F(lln)}.

Proposicién 3.3.6. Si n € IN, entonces el homomorfismo multiplicacion a derecha p:
0

F?f,n) — End(T(y,)), asigna a cada t = (m,v,7) € F(f’n) = I, K" @k, el operador

matricial
pm 0 O
O(m,or) = 0 Pm Ao | €
0 0 A,

Demostracion. Seat = (m,v,r) € Ty, =Ty @ k"1 @k, luego,

Hom(T,, k")  End(k"™!)  Hom(k k"*1)
Hom(l,, k)  Hom(k''! k) End (k)

End(T),) Hom(k"*!,T,) Hom(k,T,) ]

V(x,y,z) € ['(1,n), se cumple

0 0 x

x 0\ (m O xm 0 Om
om0 = (5 0) (0 9) = ( )={0 o 2 (4]
(mv,r) y z v or ym+zo zr 0 0 A, »

Es f4cil ver que para cada t; € F(Ln), se cumple, PE1E = P(tytr)e = PEL- O
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Ya contamos con todos los ingredientes para brindar generadores matriciales para el
algebra Z° (T

Corolario 3.3.7. Sin € IN, entonces

om0 O
Z%(T (1) = Gen { ( 0 Om /\v) € End(T (1) | (m,0,7) € T, K" @k} :
0 0 A

Demostracién. Basta recordar el Corol.1.2.4, con el cual obtenemos que ZO(F(M)) = Gen{p; |
t € FOP } Veamos que el homomorfismo p : F( 0 End(T ;) es inyectivo. Sea
(m,v, r) e [, tal que,

/\(m,vlr)(x,y,z) =(0,0,0),VY(x,y,z) € L)
En particular, si (x,y,z) = (1,0,1), entonces
(mos)((1,0,1)) = (1,0,1)(m,v,s) = (m,v,5) = (0,0,0).

Por lo tanto, Ker(p) = {(0,0,0) € Ty )} O

Continuamos entonces con la descripcion matricial del anillo de operadores diferen-
ciales interiores.

Teorema 3.3.8. Para cada n € IN, se verifica la igualdad

As

/\mlme 0 O
DO(F(l,n)) = Gen AbPmy  Pmy Ap, | € End( ) | m; € Ty bj € K+l r ek S,
0 0

Demostracién. Para ver la primera inclusion, basta recordar el Corol.1.2.4, donde,
DO(F(LH)) = Gen{/\tlptZ | t; € 1“(1,,1)}

Ahora, recordemos la Prop.3.3.4 y la Prop.3.3.6. Luego, si t; = (m;, v, 1;) € 1"(1,,1), enton-

ces
/\ml 0 Pm, O 0
Atl Pt, = Avl )‘ﬁ 0 0 Om, /\vz
0 0 )Lrl 0 0 Arz

Am] Pmy 0 0 Am] Pmy 0 0
= )‘01 Py )‘1’1 Py /\7‘1 )‘Uz = /\Ul Pmy  Primy )\1’1 v |-
0 0 A A 0 0 )‘7172

Obtenemos de esta forma que,

APy 0 0
DT (1)) CGenS | Appmy omy Ap, | €End(T (1) | m €Ty bj €k r ek
0 0

r



3.3 La extension, T, (e — o > o) 55

Para ver la doble inclusién, si m; € T', b]- € k"t y s € k, entonces

)\mlpmz 0 0
Ao Pmy Py My | = My 0,0)0 (1m2,00) + A 0,61,0)P (113,0,0)
0 0 A

+ A 0,01)P(mg,00) T A0,0,1)0(0,62,0) T A(0,0,5)P(0,0,1)

Amlpmz 0 0 0
= /\blé)ma pgu Ap, 6D(r(l,n))'

As
O
Corolario 3.3.9. Sin € IN, entonces
D’r,) 0 0
DO(I’(LH)) = kn—&-lrzp ]_'*ZP k1
0 0 k
Demostracién. Gracias al Teor.3.3.8, basta realizar los siguientes calculos
D%(T,) =T,/ = Gen{Au,pm, € End(T,) | m; €T}, ver Corol.1.2.4
KT = Sum{Ay, o, € Hom(T,,, K1) | by € K"t my € Ty}
I/ = Gen{py, € End(k"™) | my € T,}
K" = Sum{A,, € Hom(k, k" ™) | b, € "}
End(k) = Gen{r € k} =k.
O

3.3.3. Operadores diferenciales

En esta subseccion demostraremos que el anillo de todos los operadores diferenciales
de la extensioén para la n-dlgebra de Kronecker, son a lo sumo de orden uno.

Vale la pena hacer las siguientes observaciones, con las cuales aliviaremos la notacién
y marcaremos con exactitud las estructuras distinguidas al momento de hacer las demos-
traciones. Primero consideremos los isomorfismos entre espacios vectoriales

I,=kek'ek K=Kk Ty,=T.o" ek

Gracias a estas descomposiciones en sumandos directos, podemos considerar natural a
las 4lgebras de endomorfismo de la siguiente manera,

End (k" 1) = End(k") Hom(k, ﬂ)gn)

Hom(k",k)  End(

End(k) Hom(k", k) End(k)
End(T,) = Hom(k k")  End(k") Hom(k k")
End(k) Hom(k",k)  End(k)
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End(T,) Hom(k"*1,T,) Hom(k,T},)
End(T(;,)) = |Hom(L,, k")  End(k"*!)  Hom(k k"*!)
Hom(T,, k)  Hom(k"*1,k) End (k)

y de las secciones anteriores tenemos

0
D(T,) = DY(T,) = ZY(T,) = Gen * | € End(T,)

S ¥ %
O *x O

D%r,) 0 0
D (T(y) = &0 T/ &) C End(Tj ).
0 0 k
Ahora, usando las propiedades expuestas en el primer capitulo, podemos afirmar,
K" visto como dlgebra = D(kK" ™) = D (k" 1) = ",
k" visto como k-médulo = D( k") = D(.k" ™) = End(K").
Por otra parte, consideremos los siguientes resultados para luego abordar con natura-

lidad el resultado relevantes de esta seccion.

Lema 3.3.10. Si k"*'T,Y C Hom(T,, k"*1), entonces
KT = {(g )65 I) € Hom(T,, k") | s € k}
dimk" I = 20 + 2.

Demostracion. Seanb = (by,by) € K" @kym = (my1,mp1, mp) € I'y =k & k" & k. Luego,
paracada (x,y,z) € T, =k © k" &k, se verifican

Mo ((%,y,2)) = (b1, b2) (" 0) (mu 0 >

y z mp1 My

= (byxmyq + byymyy + byzmay, byzmy )

X
— /\bﬂ"n /\bzmn AmeZI y
0 0

bamay z

Ahora, de la independencia de las variables (by, bp) y (111, m21, m22), se deduce facilmen-
te que,

K"ITP = Sum { (Aé’l Aorl }}t;’z) = Hom(Fn,k"+l) | v; € k”,r]- e k} .
2

Lema 3.3.11. Si T,/ C End(k"*1), entonces

I/ = Gen { ()Sr :) € End(k"™) | r € k}} :
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Demostracion. Sea m = (mqq,mp1, myp) € Ty = k@ k" & k. Luego, para cada (x,y) €

k™ & k, se verifican

on((x,)) = (x,) (ﬁi m022>

= (xmy1 + ymyy, ymo)

— /\mll /\m21 X
0 Amy, v)
Ahora, de la independencia de las variables (111, m21, M), se deduce facilmente

Iy} = Gen{ (mlloldkn ?n";zzl) € End (K" | (my1, moy, mp) €T, = kK" @k} )

Lema 3.3.12. Sit = (m,b,s) € Ty =Tn@® KlakyV e End(l“(l,n)), entonces

VoiAm + VoA, Vaods VA

V1iAm + VA VipAs VizAs
VA =
V31Am + VA Vs VazAg

AmV11 AuVi2 AnV13
MV = | AyVii + AV AV + AV ApViz +AsVas
AsV3q AsV32 AsV33
Vi1, Am] + Vi2Ap (As = Am)Viz (As —Aw)Vi3
[V, A = | Vor(Am — As) + VoA, — A Vi A Vi A Vi3 .
V31 (Am — As) + VA 0 0

Demostracién. Seat = (m,b,s), de la Prop.3.3.4 sabemos que

Aw 00
S

Se sigue de la multiplicacién de matrices las expresiones propuestas para VA; y A;V.
Para el corchete, hace falta tener presente que [VZ-]-, As] = 0,Vs €k, de esta forma,

VioAs =AwViz  VizAs = A, Vi3

(Vi1 Am] + V2 Ay
[V, As] = Ay Va2 [Vaz, As] — A Vs

Voi1Am — AsVor + VoA, — AV

[v/ )\(m,b,s)] =
V31Am — AsV31 + VA, [V32, Ag] V33, Ag]
[V11, Am] + V122 (As —Am)Vi2 (A —Ap)Vis
= | V(A — As) + VoA, — AV —ApV12 —ApVi3

V31 (Am — As) + VA 0 0
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Brindamos a continuacién una descripcién de los operadores diferenciales 1-centrales.

Teorema 3.3.13. Sean € N, entonces, V € Zl(l"(lln)) si y solo si

Vi1 € Z1 (Fn)

Viiu 0 0 Va1 € K
V=|Vy Vn Vx| e End(F n ) tal que (*) = 21 "
( 0 0 v33) o Var — Vi € k{lde)

vi=0
Vii 0 0
donde Vi1 = | V31 VZ V2| €End(l,)y Vo = (
0o 0 V&

11 12
VZZ VZZ

€ End(k"™).
Vi V%%)

Demostracién. Consideremos un operador
Vii 0 0
V=|Va Vn Vx]|ce End(r(lln))
0 0 Vs

que cumple las relaciones propuestas en (x). Ahora, al tener presente las observaciones
exhibidas al inicio de la subseccion, las relaciones (x) se traducen de la siguiente forma

vVii 0 0
Vi = Vﬂ V%% Vﬁ’ € End(T},)
o o0 V¥

vll V12 v13
Vo = < 021 021 o2 € Hom(T,,, k"), tal que V3% € kIdyn
21

vll Vlz
Vo = < 022 Vg) € End(k"*!), tal que V33 — V37 € kIdn
2

Veamos entonces que V € Z! (T(1,n))- Primero, sea t = (m,b,s) € T ). De la formulacién
propuesta en el Lema3.3.12, sobre el corchete [V, A;], tenemos que,

[V, /\t] = | Vy ()\m — )\s) + VA, —AV1r 0 0.
0 0 0

Segundo, Vi; € DY(T,) y del Teor.3.2.11 sabemos que D'(T,,) = Z!(T,), entonces
[V11,Am] € DYT,). Tercero, del Lema.3.3.10, sabemos que el operador Vy; € k"7,
esto implica Vo = YN Ap,om; Y por ende,

Var(A Z Ao (Am — As) = ) Ap(Am — As)om;

Mz
1=

)\b im /\b S pml
i=1

— Vyu (Am — )\s) S k”“l‘ff’.
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Luego, dado que V31 — V22 € k{Idy }, entonces existe un r € k tal que
V% - Vﬁ = Ar.

Ahora, veamos la expresion matricial para VopAy, — Ay V11, Vb = (b1, b)) € K" @k, dada
por

VA 0V bV +0aVy) (A Vii bVE bV + 5V _
0 0 b, V2 0o 0 bV
_ (V2 =M Vi (V= Vi) BV + 0 V5 = bV - b Vi)
0 0 bVE - bV

B <>x< boA, >|<>
0 0 =
= VnA, — AV € K'Y, Wb € kL
De los resultados anteriores se deducen,
V11, Am] € DUT,),¥m €T,

Vo ()\m — )LS) + VoA, — A V11 € kn_HFZP ,V(m, b,S) € ].—'(1,”).

De esta forma, se obtiene

V11, Am 00 p’r,) 0 0
Vor(Am —As) + VoA = AV 0 0 € |k*Hryf T krtd
0 00 0 0 k

— [V, )\t] S DO(F(LH)) ,Vt € r(l,n)

— |V e Zl (F(Ln)) .

Ahora, veamos la doble inclusién. Sea
Vit Vi Vg3
V = VZ1 sz VQ3 c End(l“(lln)).
Vi1 Vaz Vg3
tal que V € Zl(F(Ln)). Demostraremos que se cumplen las relaciones exigidas en (x).

Como ya lo hemos mencionado antes, primero usamos la forma matricial del corchete
para el operador V, como se expone en el Lema3.3.12, de esta forma

Vi1, Am] + V122 (As —Am)Viz (As —Aw)Vi3
[V, Amps)] = | Vor(Am — As) + VoAy — AV —Ap V12 —Ap Vi3
Va1 (/\m — /\s) + V3 Ay 0 0

Luego, recordamos la forma matricial para los operadores diferenciales interiores obteni-
da en Corol.3.3.9, junto con la definicién de operador diferencial 1-central, para obtener
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con ello lo siguiente, Vt = (m, b,s) € Ty =Tn® k"t pk

[Vi1, Am] + V2 Ay (As = Am)Vi2 (As —Aw)Vi3
Vo1 (Am — As) + VA — A V13 —Ap V12 —Ap Vi3
V31 (Am — As) + VA, 0 0

D%r,) 0 0
kn+1 FZP I‘ZP kn+1
0 0 k

S

Ahora veamos que los operadores Vi = Vi3 = V33 = V3 = 0. Para ello, podemos
considerar el caso particular A,, = 0y s = 1 y de esta forma conseguimos

vlz = (1 — 0)V12 = (/\5 — /\m)vlz =0 = .

Similarmente,

Vis=(1-0)Viz= (A — Au) Vi3 =0 => | V13 =0],
Ahora consideremos A, = A, = 0y s = —1 entonces
Va1 = Va1(0 = (—1)) 4+ V20 = Va1 (Aw — As) + Vadp =0 => | V3 = 0],
Por otra parte, como ya sabemos que V31 = 0 entonces
VaAp = Va1 (Am — As) + VA, = 0,Vb € k'L
Luego, como V3 € Hom(k" 1, k) entonces
Va(b) = (VaA)(1) = 0,¥b € K" = [V = 0]

Con las igualdades recién obtenidas podemos refrescar la expresién matricial para el ope-
rador V de esta forma

Vii 0 0

V=[Vn Vxn Vxys]|e End(l"(lln)).
0 0 Va3

Asuvez,siVt= (m,b,s) € T, secumple

DT,) 0 0

knJrll'*ZP I‘ZP knJrl
0 0 k

- DO(F(l,n))-

V11, Aml 0 0
Vo1 ()Lm — )LS> 4+ VoA, — AV 0 0] €
0 00

Se sigue de inmediato que

Vi1, Am] € DY(T,),Vm € T,, = |V € ZY(T,) = DY(T,) |

Ahora consideremos A, = A, = 0y s = —1 entonces

Vo1 = V(00— (—1)) + V20— 0Vyy
=Vn ()\m - )\s) + vzz/\b — )Lan S knJrerP

— |V, € knJrerp
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Por otra parte, si consideramos A,, = s = 0 entonces

VoA, = A Vi1 = V21 (0—0) + VoA, — A, Vg
= Vo1 (Am — As) + VoA, — A Vg

= VpAy, —AV11 € k”“l“ff’ ,Vb € kn+1
Ahora, sib = (b1, by) € k" @k tal que b, = 1, entonces
VoA = A Vi =
_(VRAn BV VR +0VEY (A Vi BV BVE+ 5V
VA Vi baV3 0 0 bV
_ (VoA = Vin 0V = Vi) 02V +0Vy — b Vi — bV
V3, V3, bV3 — bV

1 2
o * VZ% - v%l * n+170p
o 21 21 €k Ty

Vi — V3 ck{ldw}

Lema.3.3.10 —

21 __
VZZ -

Finalmente, todo operador V & Vie (F(l,n)) es de la forma

V11 0 0 V11 € Zl (rn)/
V=1|Vy Vxy Vy]|e End(l’(lln)) tal que Vo € k”“l‘f]’,
0 0 Vs VI — V2 ¢ k{Idp}, V3 =0

n n
Teorema 3.3.14. Sean € N. Si d = [Endo(k ) ]i} C End(k"*1), entonces
DY(T,) 0 0
D'(Tm) = |1 DY(T,) + KT + @k & Hom(k, k')
0 0 End (k)

Demostracion. Del Teor.3.3.13 podemos ver facilmente, que el espacio de operadores di-
ferenciales Z!(T (1,n)) esta generado por las matrices

Vi 0 0 0 00 00 O 00 O
0 Vxn 0, Va1 0 0], 0 0 Va|, 00 O
0 0 0 0 00 00 O 0 0 Va3

tales que Vy; € K" TITF Vs € Hom (k, k"), V33 € End(k), V11 € Zl(I"n), y

2
Vo = <V110+ Ar *> e o.

*

paraalgin r € k. Ahora veamos que para cualquier (m;, b;,s;) € I, k" @k, el espacios
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de operadores diferenciales D' (T'(1,1)) esta generado por el siguiente conjunto de matrices

AmViiAm, 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 Ablvl1)\m2 0 0 51V22)\b2 00 0 Sle2)\52 0
0 00 0 00 0 00 0 0 0

0 0 0 00 0
S1 leAmz 0 0 00 S1 V23/\52
0 00 00 0

{Vn € Z1 (Fn), V21 € kn—Her

coo
coo
195}
et
8w oo
S
v
N
\_/

tales que,

Vyn € ®, Vi € Hom(k,kn+l), Viz € End(k),

En efecto, basta recurrir al Lema.3.3.12 con el cual describimos las acciones Ay, VA, sobre
los generadores de z! (I’(Ln)), para obtener de esta forma, los generadores propuestos

para D! (Cam)-

Notemos que

0 00 0 0 0
A(m1,bl,51) Vzl 0 0 A(mz,bz,sz): 51V21)\m2 0 0
0 00 0 0 0
00 O 0 0 0
Amprs) [0 0 Va3 ) Apyis) = |0 0 51VsA,
00 O 0 0 0
00 O 00 0
)‘(m1,b1,81) 00 O A(mez’Sz) 0 0 0
0 0 Vg 0 0 s1Va3As,

Por otra parte,

Vi1 0 0 Viiu 0 0 Vi 00
0 00 0

y similarmente,

0 0 O Vi1 0 0 0 0 O
0 sz 0] = /\(0/0’1) 0 VZZ 0 — 0 v22 0] € Dl (r(l,n))'
0 0 O 0

Se sigue entonces,
/\(mlrblrsl) O 0 O /\(mz,bz,SZ) = /\bl vll/\mz O
0O 00 0
0
0
0

— )\(1,0,0) /\blvn)\mz 0 0 0
0 00 0
Am1 vll/\THQ 0 O 0 O 0
— )\(0/0,1) /\blvu)\mz 0 0] = Ablvu)\mz 0 0] € D! (F(l,n))
0 00 0 00
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Similarmente,
0O 0 O 0 0 0
/\(mlrbl,ﬂ) 0 sz 0 A(m2!b2152) = 51v22/\b2 81V22A52 0
0 0 O 0 0 0

o

0 0
) /\(0,0,1) - (O S]V(Q)Z)\SZ 8) € Dl(r(lln))

0 00
/\(1,0,0): slv(z)z)\bz 8 8 eDl(F(Ln)).

]

0 0
= (51 VoA, $1VaAs,
0 0

OO OO Oo

0 0
= | 51VnAp, $1VnAs,
0 0

Luego, tener en cuenta el Lema.3.3.10, para ver que k"*'T}’ es un I',-médulo derecho, y
de esta forma es facil ver que, {Ap, V11Am,, 51 V21Am,, 51V22A, } tales que Vi € Zl(Fn),
Vn € K, Vo € @,y (my,b;,s;) € Ty @K' ©k, es un conjunto de generadores
para el espacio k"+! D!(T,,) + k"*'T}} + ®k"*+1. Por ultimo,

o= [E“do(k” ]ﬁ (V= (‘g I) € End(k"*1) | ¢ € End(i")}.

Corolario 3.3.15. Sea V € End(T'(y,)). Entonces

*x 0 0
* ok % 0 0

1 o O O *
VeD (Tyy) <= V= . x x . .
0 0 = 0 = *
0 0 *

Demostracion. Como ya sabemos que podemos descomponer al espacio de los operadores
en sus respectivas componentes, basta entonces con recordar como estdn constituidos

sus respectivos subespacios. Notemos que dado que T, = ko k" @k y k"'l = k" @k,

entonces
DY(T,) = { ( ) € End(l"n)}

P = {(E") :) € End(k”“)}.

Hom(k", k) End(k", k") Hom(k", k)}
End(k) Hom(k k") End(k) |-

S ¥ X
O x O
* ¥ O

Por otra parte,
Hom(Fn,k”+1) = [
Luego, para cada b = (b, bp) € kK"*1y V € DY(T,) se cumple
K+ DY(T,) = Sum {AbV _ </\b10V11 bzgzz bzvifZ—VFiZV%) c Hom(l—vmkn—i-l)}

[Hom(k",k) End (K", k") 0

n+1 11 n+1
0 0 End(k)] Ck"" D (I'y) C Hom(T,, k").
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Recordemos el Lema3.3.10, donde

0 0 Hom(k k") n+1pop ~ |Hom(k" k) End(k”, k") Hom(k k")
:>[00 0 }gk A 0 End (k)

Ahora, basta tener presente que para cada b = (by,by) € k"1 y V € ® se cumple

P! — {V/\b _ (V%Abl bzgn bzvgz%-:;lez) c Hom(l—vn,kn—i—l)}

nt1 ~ |Hom(k", k) End(k", k") Hom(k k")
— Pk g[ 0 0 End (k)

Finalmente, se verifica la igualdad

Hom(k",k) End(k",k") Hom(k, kn) _ on+l1l n+1y0p n+1
0 0 End (k) =k""D(T,) +k"" T}/ + k"""
De esta manera queda demostrado lo que queriamos. o

Teorema 3.3.16. Todos los operadores diferenciales de F(lrn) son a lo sumo de orden uno, esto es,
D"(T(1,)) = D"(F (1)), Vi > 1.

Demostracién. Del Corol.1.2.3, sabemos que
DY (T(1,m) € Z*(T(1m)-

Por otra parte,
D*(T1,0)) = Tam) Z2(C1,m)T 1,0
entonces, para ver que todos los operadores diferenciales de I'(; ,) son a lo sumo de or-

den uno, basta demostrar que, ZZ(F(M)) C Dl(F(lln)), dado que, Dl(r(lrn)) esun T ,)-
bimédulo.

Sea
Vii Vi Vg3
V=|Va Vxn Vx| ce End(r(lln)) talque V € ZZ(F(W)
Vi1 Vs Vg3
— [V, )Lt] € D! (r(l,n)) LVt e F(lln).

Luego, del Lema.3.3.12 conocemos la expresién matricial para dicho corchete, donde, pa-
ratodo t = (m,b,s) € T, = [, @K' @k, se cumple

[V11, Am] + V122 (As —Am)Via (As —Awm)Vi3
[V, A = | Vor(Am — As) + VoA — A Vg —Ap V12 —Ap Vi3
V31 (Am — As) + VA 0 0
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Por otra parte, tenemos la expresion obtenida en el Teor.3.3.14 para los operadores
diferenciales de orden uno

DY(T,) 0 0
D' (T (1)) = |k DY(T,) + k" HITY + @k @& Hom(k, k")
0 0  End(k)
n n
donde, ® = [Endo(k ) ﬂi{k] C End(k"*1). De lo previamente mencionado obtenemos las

siguientes restricciones para el operador V,

(As = Am)Vi2 = (As = Aw)Viz = Va1 (A — As) + VA =0
[Vi1, Am] + V12A, € DY(T,)

Vo1 (Am — As) + VoA, — A Vg € K 1DYT,) + KT + dktt]
—/\qu e P, —AhV13 S Hom(k, kn+1)

Ahora, razonaremos de forma similar a las demostraciones anteriores, veamos primero
que los operadores Vi, = Vi3 = V31 = V3, = 0. Para ello, podemos considerar un caso
particular donde A, = 0y s = 1, asi obtenemos,

Vie=(1-0)Vip =X —Ap)Vi2 =0 = .

Similarmente,

V13 = (1 —0)V13 = (/\s —Am)V13 =0 = .

Ahora, consideremos A, = A, = 0y s = —1 entonces
Va1 = Va1 (0+1) + Va0 = Va1 (Aw — As) + Vapdy =0 = [ Va1 =0
Por otra parte, como ya sabemos que V3; = 0 entonces
VaoAp = Va1 (Am — As) + Vady, = 0, Vb € KL
Luego, como V3 € Hom(k" !, k) entonces
Va(b) = (VA,)(1) =0,Vb € K" = [V =0]

Con las igualdades recién obtenida podemos refrescar la expresiéon matricial para el ope-
rador V, de esta forma

Vi 0 0
V=1[Vy Vi Vpy EEnd(F(Ln))
0 0 Vg

y por otra parte del Teor.3.3.14 podemos obtener que, Vt = (m,b,s) € ['(1 ),

0 00
DY(T,) 0 0
S

[Vi11, Am] 00
Vo (/\m — /\5) + VoA, —AV1r 0 0

kn—H Dl(rn)+kn+lrzp+q)kn+l d Hom(k,k”“)
0 0  End(k)
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Se sigue ahora que [Vi1,A,] € DY(T,), esto implica que Vy; € Z2(T,), pero del

Teor.3.2.11 sabemos que Z*(T,,) = D'(T,), entonces | V1; € DY(T,) | Luego considere-
mos Ay, = Ay =0y s = —1, sesigue

Vo1 =Van(0+1)+ Vn0 -0V
= Vo1 (Am — As) + Vo — A Vi € KL DY) + K" + k!

— V21 c knJrl Dl (rn) +kn+lrzp + chnH i

Notemos, k"1 DY(T,,) 4+ k"I, + ®k"*! es I',-invariante a derecha, entonces
Vo1 (Am — As) € K"TIDYT,) + KT + @k,
Por otra parte, como Vi1 € DY(T,,) entonces

AV € K" DYT,) + K 4+ ok, Wb € kT

y asuvez
Vo1 (Am — As) + Vardy — A, Vi € KT DYT,) + KP4 Pk
= VnAy, € "DYT,) + KT + @K', Vb € K
Ahora, dado que

vll v12 ;
Vo = (vﬁ V§§> € End (k")
2 V22

VA, bVIL b VI b, V12
— Vb = (blrbZ) Gkn+l,VQ2)\b _ ( 227V 2V 2V 2V

VI, V3 baVE + b5, VE
en particular

T 0 Vi vil4+vi . [Hom(k“,k) End (k" k") Hom(k,k”)]
22740,1) 0 V2 V2 4V2 0 0 End (k)

vll V12
— VZZ _ 22 22 cd|
0 V22

Obtenemos finalmente que todo operador diferencial V € Z2 (T,) verifica

Vi 0 0 DY(T,) 0 0
V=|Va Vn Vx| e |DY(T,) +KT)) + 0k & Hom(k k")
0 0 Vg 0 0 End (k)

= |V € Dl(F(Ln)) X

Demostramos de esta forma que ZZ(F(M)) c D! (Cam))- i
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Corolario 3.3.17. Para cada n € IN, se verifican las siguientes propiedades

1. dimD(T(y,,)) = 6n+9,
2. dimZ'(Ty,)) =n>+6n+8, dimD'(Ty,)) = 3n*+6n+6.
3. dimD"(T'(y,)) = 3dimD°(T,,), dimD'(T(;,)) = 3dimD'(T,).

Demostracién. Para ver el item(1), basta recordar que

D%Tr,) 0 0
DO(F(l,‘Vl)) — kn+1rzp I‘ZP kn+l
0 0 k

KT = {<3 VOH :) € Hom(T,,, k"1 | Vip € k{Idkn}}

— dimD(T(y,,)) = dimDO(T,) + dim kK" 'T;7 + dim I}/ 4 dim k"™ + dim k.

Ahora, del Corol.3.2.12 obtenemos que dim D°(T,;) = 21 + 3. Del Lema.3.3.10 sabemos
que dim k" tITP =21 +2.Y de la Prop.3.2.2 se sigue dim IY = n+ 2. De esta forma,

dimD(Ty,)) = (21 +3)+ (2n+2) + (n+2) + (n+1) +1

— |dimD°(T (1)) = 6n 49|

Ahora, para calcular la dimensién de Z! (T (1,0)) y demostrar el item(2), basta recordar
el Teor.3.3.13 con el cual obtenemos, que para cada V € End(k") y para cualquier par
de escalares r,s € k,

* 0 0
* Vo ox 0 0
1 . 0 O *
Z (Tan) = . A VA o | € End(Trn)
0 0 = 0 * *
\ 0 0 * W
donde, r,s €k, y
x 0 0 End(k) Hom(k k")  End(k)
* V x| e€End(l;) = |Hom(k", k) End(k") Hom(k" k)
0 0 = End(k) Hom(k k") End(k)
As % 41, _ |Hom(k",k) End(k") Hom(k k")
< 0 *>€H°m(rmkn )—[ End(k) Hom(k k")  End(k)

q O *

( "g/\r I) € End (k") = [Hirrf(%ﬁn) H%I;lo(lﬂ(gij)gn)] '

Se sigue entonces

dim Z'(T (1)) = (" +2n+2) + 2n+2) + (n+2) + (n+1) + 1

— |dimZ"(T(y ) = n* +6n+8|
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Por otra parte, para calcular la dimisién de D! (F(Ln)), basta recordar el Teor.3.3.14,
donde

* 0 0
* % % 0 0
0 0 =«
DY (T (1)) = . % x . u o | € End(Tam)
0 0 =« <O *> (*)
0 0 * )

Similarmente, se deduce

dimD' (T (1)) = (n* +2n+2) + (" +2n+1) + ("> +n+1) + (n+1) + 1

= |dim Dl(F(lln)) =3n’+6n+6|

Finalmente, el item(3) es una consecuencia inmediata de los items(1) y (2),junto
con el Corol.3.2.12, en el cual se calcularon las dimensiones

dimD(T,) =2n+3, y,dimDY(T,) = n* +2n +2
— dimD(T(y,,)) = 6n+9 = 3(2n + 3)

— dimD'(I(y,,)) = 3n* +6n+6 = 3(n* +2n +2).

Cerramos esta subseccion mencionando, que el estudio del espacios de las A-derivaciones
serd tratado nuevamente en el capitulo cuatro con mayor generalidad.

SECCION 3.4

Matrices Triangulares sobre un cuerpo, ML, (k)

En esta secciéon estudiaremos los operadores diferenciales del dlgebra de caminos in-
ducida por el carcaj

Ap—1 Xp—2 1153 (5}
.71 .nfl e .2 .1 .

Dicha algebra de caminos es isomorfa al dlgebra de matrices triangulares inferiores sobre
un cuerpo k, de orden n x n, denotada como ML, (k), ver Prop.3.4.1.

Nuestra primera motivacion, consiste en consolidar un procedimiento efectivo y siste-
matico para calcular el anillo de operadores diferenciales. Dicho procedimiento lo hemos

. . n . .
implementado por primera vez con D(I';(e — e — e)), y este consta de los siguiente
pasos; primero, iniciamos con una identificacién matricial formal, en este caso,

ML, 1 (k) = [Mﬁfg(k) ]]2] .
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Segundo, identificamos el dlgebra de endomorfismo con un algebra de matrices for-
males,

End(ML,) Hom(k",ML,) Hom(k,ML,)
End(ML, ;1) = |Hom(ML,, k") End (k") Hom(k, k

Hom(ML,,k)  Hom(k" k) End(

n
")
)
Y finalmente, describimos las relaciones existentes entre D (ML,11(k)), D (ML, (k)) y

D(xk"), teniendo presente las estructuras heredadas por sus respectivas inyecciones en
D (ML, 41 (k)).

Vale la pena mencionar que en el articulo [SIK16], los matemdticos M. Sumanth Datta,
Uma N. Iyer y G. Koteswara Raoa, calculan el anillo de operadores diferenciales del 4l-
gebra de matrices triangulares superiores sobre un cuerpo MU, (k). En dicho trabajo, los
autores exponen ingeniosamente una base de generadores para el algebra D (MU, (k)).
De esta forma, su demostracién queda fuertemente confinada al contexto de MUy, (k).

Como se verd en el Capitulo 4, las estrategias que hemos empleado para calcular
el anillo de operadores diferenciales sobre estas familias de dlgebras de caminos, admi-
ten una generalizacién natural al contexto de las matrices triangulares formales, y més
aun, brindaremos nuevos resultados sobre dichos objetos, por ejemplo, en esta seccién
brindaremos una descripcién altamente recursiva del anillo de operadores diferénciale
D (ML, (k)), dada por la representacién matricial formal

MU 0 0 0 7

MU,; MUy 0 0

D(ML,) = | MUs; MUz, MUs; :

: : : . 0
_MUn,l MUn,Z MUn,?, . MUn,i’l_

3.4.1. Calculos iniciales
Para cada n € IN, consideremos el carcaj

Ln = ( o, - ®, 1 fn-2 . e 2 o) il o )

constituido por un conjunto de n puntos ordenados L, o) = {1,2,...,n}, como se descri-
be enla Def.3.1.5. Un conjunto de n — 1 flechas

Ly ={ai=(+1|a;|i):1<i<n-—1}.

Luego, como el carcaj L, es finito, aciclico y conexo entonces su algebra de camino I'(L;,)
resulta ser finita y unitaria, con su ley de multiplicaciéon dada por las siguientes relacio-
nes:

eiej = (L[ 1) ([ 1) = dije;

e1+---+e, =1

wg = (i+1|a; [1)(j+1]a;|]) :(51-(]-+1)(i+1 | ajaj | )
e = (i || ))(j+1]aj|f) =1

wie; = (j+1 ] a; [ /)i || 1) = &je;.
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Por otra parte, el conjunto de flechas de longitud I, para el carcaj L,, lo denotaremos
como, L, ), y este caso admite la siguiente caracterizacion,

BeELyn < Fk<n|p=(k+!]aptri—1-ax|k).

Ahora consideremos el dlgebra de matrices triangulares inferiores de orden n x n,
MLn(k) = {[rij]lgi,jgn ‘ 1"1']' ek, 7’1']‘ =0sii < ]}

Ahora veamos como de la Prop.3.1.2 obtenemos que I'(L,,) = ML, (k).
Proposicién 3.4.1. Sin € N, entonces I'(L,) = ML, (k).

Demostracién. Como ya lo mencionamos, de la Prop.3.1.2 sabemos que
[(Ly) = {laij] | a;j € eT(Lu)ej, 1 <i,j <n}.

Ahora, sii < j entonces no existe cadena f € U;>o, L, tal que p inicie i y termine en
j. Se sigue entonces que elF(L )ej = 0. Por otra parte, si i > j entonces existe una tnica
B € Ui>0, L), tal que B inicia en i y termina en j. Se sigue entonces que

el (Ln)ej =k{(i | B [])}-

Luego, el isomorfismo que buscamos envia a (i | B | j) = E;j, donde {E;; | i > j} esla
base candnica de ML, (k). O

Corolario 3.4.2. Sean € IN. Si t,, = @, entonces

1. dimT(L,) = t,, dimEnd(T(L,)) = £.
2. dimHY(T(L,)) = 0.
3. dimDer,(T'(L,)) = dimInt(I'(L,)) = ¢, — 1.

Demostracién. El item(1) se sigue facilmente de la Prop.3.1.2, dado que
dimT(L,) = dimML, (k) = t,
y a suvez, dimEnd(T(L,)) = t2. Para ver el item(2) basta calcular

Q.//Q1 ={(7,a) € Qu x Q1 :s5(y) =s(a), t(y) = t(a)} Def.3.1.7
= L) // Ly ={(ap0) [1<i<n—1}

dimH'(T(Ly,)) = 1— | Luo) | + | Lnsy // Liupy | Prop.3.1.4
— dimHYT(L,)) =1—-n+(n—1) =0.

Finalmente, para ver el item(3) basta tener presente la igualdad

dimHY(T'(L,)) = dim Der, (T'(L,)) — dim Int(T(L,,)) Prop.3.1.3
= dim Der, (I'(L,)) = dimInt(T'(L,))
dimInt(T'(L,)) = dimT'(L,) — dim C(I'(L,)) Prop.1.1.9

= dimInt(I'(L,)) =t, — L.
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Cerramos esta subseccién con la siguiente observacion. Para el caso particular, n = 2
tenemos I'(L,)) = I'(e — ). Esto implica, que I'(Ly)) es justamente el dlgebra de Kro-
necker, y como ya sabemos, todos sus operadores diferenciales son interiores. Es decir,

[k 0
r(Lz) = r(. — 0) = MLQ(k) = k k

D" (ML, (k)) = D°(MLy(k)),Vm > 0

kK [0 0] 1]
DY(ML,(k)) = W ﬂéﬁ :

Mostraremos a lo largo de toda esta seccién que las propiedades previamente mencio-
nadas se extienden a todas las édlgebras I'(L,), y por lo tanto, a las dlgebras de matrices
triangulares ML, (k). Por comodidad, en lo sucesivo denotaremos al dlgebra de matrices
triangulares inferiores de ornde n x n sobre un cuerpo k, con ML,,.

3.4.2. Operadores diferenciales para ML, (k)

Iniciaremos esta subseccion identificando al dlgebra de matrices triangulares ML,, con
una matriz triangular formal, la cual se obtiene de una descomposicién por bloques.

Proposicién 3.4.3. Sin € IN, entonces

ML, O
MLn—H = |: knn k:| .

Demostracién. Primero, al dlgebra de matrices triangulares ML, se deja descomponer
por bloques en la matriz
ML, 0
k' k|-

Ahora, para que la identificaciéon de ML, como &lgebra de matrices formales este bien
definida, hace falta mostrar que el bloque correspondiente a k" admite una estructura
natural de (k, ML, )-bimé6dulo. Para ver esto, consideremos {¢; € k" | 1 < I < n} base
canénica de k", ordenada de manera natural, junto a {E;; € ML, | 1 < j < i < n} base
para ML, con el orden lexicogréfico, esto es,

(i,j) < (hk)<=i<h 6 i=h y j<k
Luego recordemos las siguientes relaciones estructurales:

EijEw = jn Ei, eEij = dyiej.
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De esta forma, se definen las acciones de (k, ML,,) sobre k", donde,

n
U= Z Ve € kK", m= Z mijEi]‘ € ML,,, Vr,u, mij € k
=1 1<j<i<n

n

n
= rom= Z rvlmijelEij = Z Z 1’011’1’11’]'511‘61'
i<i I=1 j<i

= rom= Z (Z 1’7]1771[]'> e;.

i<l

N
Il
—
~
A

Ahora observemos que si t € ML, 1, entonces existe una dnica terna (m,v,t) €
ML, ®©k" @k, tal que

t:(m,v,r):<7;1 8) y 1:(1,0,1):(8 (1)>

Por otra parte, si t; = (m;,v;,r;) € ML, @k" @k, entonces la multiplicacién admite las
siguientes expresion

tt_mlo my 0\ mqmy 0
27\ n)\v n) \vim+rnov nn

= hitp = (my,v1,11)(m2,v2,12) = (Mymy, vimy + 1102, 1172).

Luego, si consideramos
ML,11 =ML, ©k" @k

entonces el dlgebra de endomorfismo admite la siguiente identificacion matricial,

End(ML,) Hom(k",ML,) Hom(k,ML,)
End(ML,,1) = |Hom(ML,, k") End (k") Hom (k, k")
Hom(ML,,k)  Hom(k", k) End (k)

Nuestro siguiente objetivo es calcular un conjunto de generadores para el anillo de
operadores diferenciales interiores de ML, . Para ello, basta estudiar los homomorfis-
mos multiplicar a izquierda, A : ML,.+1 — End(ML,,1), y el homomorfismo multiplicar

a derecha, p : MLZ’?H — End(ML,,41).

Proposicién 3.4.4. Sin € N, entonces el homomorfismo A : ML, 11 — End(ML,,11), toma a
cada elemento t = (m,v,r) € ML,11 = ML, ®k" @k, y le asigna el operador

Aw 00 End(ML,)  Hom(k",ML,) Hom(k ML,)
Amoyy = | Ao rlden 0| € |Hom(MLy, k") End (k") Hom (k, k")
0 0 r Hom(ML,, k)  Hom(k" k) End (k)

Similarmente, el homomorfismo p : ML," | — End(ML,,11), toma a cada elemento t = (m,v,r) €
ML, 11 = ML, ®k" © k, y le asigna el operador

pm 0 0 End(ML,) Hom(k",ML,) Hom(k,ML,)
Omor) = | 0 pm Ao | € |[Hom(MLy, k") End (k") Hom/(k, k™)
o 0 r Hom(ML,,k)  Hom(k", k) End (k)
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Demostracién. Para cada terna (x,y,z) € ML, 1, se tiene que

<

A 0 0 X
Amon) (X, Y,2)) = <1;1 8) <x g) - <vxnfr roz> =|A A 0 y
Y y o 0 AJ \z

Similarmente,
0 O X
_(x 0\ (m 0\ _ xm 0\ Om
o= (5 (5 (e -5 4 2) 2)

Corolario 3.4.5. si n € IN, entonces

r

Am 0 0
ML, ;1 = Gen Ao Ay 0] € End(ML,41) | (m,v,7) € ML, k" ® k
0 0 A
pm 0 O
Z°(ML, ;1) = Gen 0 pm Av| €End(ML,.q) | (m,0,7) € ML, K" Dk
0 0 A

Demostracién. Se usa primero la Prop.3.4.4 y luego, hace falta ver que los homomorfismo

A : MLyy1 — End(MLy41) y p : ML)" | — End(ML,1), son inyectivos. Para ello, bas-

ta replicar los calculos realizado en las demostraciéon del Corol.3.3.5 y del Corol.3.3.7,
teniendo presente que las variables (m,v,r) € ML, k" @ k. o

Teorema 3.4.6. Sin € IN, entonces

Amlpmz 0 0
D°(MLy41) = Gen{ | Apom; Omy Ap, | € End(MLyy1) | m; € MLy, b; €K', 7 €k
0 0

T

Demostracién. Basta recrear los célculos de la demostracion presentada en el Teor.3.3.8,
junto con el cambio pertinente de las variables m; € MLy, b; € k", r € k. O

Corolario 3.4.7. Sin € IN, entonces
D'ML,) 0 0
DML, 1) = | ¥ MLY MLY k"
0 0 k

dDemostmcién. Nuevamente, basta recrear los calculos propuestos en el Corol.3.3.9, don-
e

DY(ML,) = ML, ML)’ = Gen{A;, 0, € End(ML,,) | m; € ML, }

K" ML,! = Sum{Ay, o, € Hom(ML,, k") | by € k", m3 € ML, }

ML,/ = Gen{p;, € End(k") | my € ML, }

k" = Sum{A;, € Hom(k k") | b, € k"}

End(k) = Gen{r €k} =k
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Para encarar el resultado central de estd seccidén, el cual consiste en demostrar que
todos los operadores diferenciales del dlgebra ML, son interiores, veamos antes las si-
guientes observaciones.

Lema3.4.8. Sin € N,y {e; € k" |1 <i < n} es la base candnica de k", entonces

Hom(k, k") = Sum{A,, € Hom(k, k") | 1 <i < n}.

Demostracion. Sea ¢ € Hom(k, k™) un transformacion k-lineal. Luego, existen ¢; € k tales
que ¢(1) = Y1 ; pie;. Se sigue entonces,

n n n
p(t) =tp(1) =Y toie; =) (pie))t, Vt €k < ¢ =) @i, € Hom(kk").
i=1 i=1

i=1 i

Por otra parte, si consideremos la base {E;; € End(k") | 1 <i <n,1<j<n}, conel
orden lexicogréfico para End(k"), donde, méds que una base para el espacio vectorial, es
un conjunto de generadores para el dlgebra de endomorfismo, entonces

End(k") = Gen{E;; € End(k") |1 <i<n,1<j<n}

Lema 3.4.9. Sean € N,y {E;; € End(k") | 1 <i <n,1 < j < n} base canénica de End (k"),
entonces End (k") = ML, @ Wa,, donde

ML, = Sum {E;; € End(x") |1 <i <j<n}
Wp = Sum {E;; € End(K") [n>i>j>1}.

Demostracién. Recordemos que ML," = {p,, € End(k") | m € ML, }. Luego, si m € ML,,
tal que m = [m;j]1<j<i<, entonces

01
om(v) = (v1,...,00)[mjj] = [my] |+ ]| Vo ek
O

<~ Pm = Z mji Ei]' S End(k“).

1<i<j<n

Se deduce entonces que ML;” = Sum {E;; € End(k") | 1 <i < j < n} y por otra parte,
Wy, = Sum {E;; € End(k") | n > i > j > 1} es un sumando directo del subespacio ML,
en End(k"). O

Nuevamente, consideremos {¢; € k" | 1 < I < n} base canénica de k", ordenada de
manera natural, junto a {Eij € ML, |1 <j <i< n}base para ML,, con el orden lexico-
grafico. Luego podemos inducir naturalmente una base para el espacio Hom(ML,, k"),
de la siguiente manera. Para cada terna (,i,j) talesque 1 <[ <ny1 <j<i<mn,se
define la transformacion k-lineal Ell-]- € Hom(ML,, k"), donde

Ezl‘j(Ehk) = (Shi 5kj ey, V(l’l,k) 01 < k < h <n

e; si(i,j)=(hk)

= Ey(Ew) = {o si (i,7) # (h,k)
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Se deduce con naturalidad que el conjunto
{El; € Hom(ML,, k") [1 <1 <n,1<j<i<n}

es una base ordenada para el espacio vectorial, Hom(ML,, k"), donde la relacién de orden
vuelve a ser el lexicografico, es decir,

(Li,)<l,i'j)<=lI<lol=lyi<ioli)=,i")yj<].

Lema 3.4.10. Sea n € N, y{El € Hom(ML,,k") | 1 <1 <n,1 <j<i< n}labase
ordenada de Hom(ML,, k"), entonces Hom(ML,,, k") = k" ML} & Wy, donde,

K"ML,F = Sum{EZﬁ € Hom(ML,, k") |[1<a<n1<y<B<a}

Wai = Sum{E]; € Hom(ML,, k") [1<a <nn>7>p1<p<a}.

Demostracién. Recordemos
K"ML,} = {Apom € Hom(ML,, k") | v € K", m € ML, }

Luego, para cadae, € k", conl < a < nym = Zlﬁ’ygﬁgn mmEm, se verifican las
siguientes igualdades, si x = } j<¢<;<;, XnEnr entonces

(Aewom)(x) = €a xm
=) ) ea (v Ee) (mpy Egy) = Y ), (xieipy) ex Ene Epy

i=h 1P i<h 1=p
=) ) (xumpy) Onacex Bpy = Y, ), (%) Onaip e
k<h v<p k<h y<p

Ahora, notemos que
Onalkp ey = EZﬁ(Ehk) Yy<B<u
5;[“5;(/567:0 e.o.p ’

Se sigue entonces

(Aesom)(x) = ) Y (xmmpy) Egs(Enr)

Y<B<a k<h

=) EmmEZﬁ(xthhk)

Y<p<a k<h

= X (mﬁvE;Yﬁ) ().

Y<B<Za

Por lo tanto, para cualquier « = 1, ..., n obtenemos que,

Aoy = Yy Mg, EZﬁ € Hom(ML,, k") |.

1<y<B<a<n
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Se deduce entonces que
k"ML, = Sum{EZﬁ € Hom(ML,, k") |[1<a<n1<y<B<al
y a su vez,

Wy = Sum{EZﬁ € Hom(ML,,k") [1<a<nn>vy>B,1<B<a}

es un sumando directo del subespacio k" ML;” en Hom(ML,, k"). O

Teorema 3.4.11. [SIK16, pg. 7 - Theorem 4.1] Sea n € IN, entonces todos los operadores diferen-
ciales del dlgebra ML,, son interiores.

Hacemos notar, que la Dra. Iyer y compafiia [SIK16], brindan un resultado equivalente
en el contexto de las matrices triangulares superiores MU,,. No obstante, nosotros brin-
damos una demostracién distinta, aprovechando la estructura intrinseca propinada por
la descomposicién conveniente como algebra de matrices formales.

Demostracién. Gracias al Corol.1.2.4, ya tenemos que
DY(ML,) € Z}(ML,).

Basta ver entonces la otra inclusion, para ello, razonemos por induccién sobre el paré-
metro n € IN. Como ya lo hemos discutido al inicio de esta seccién, para n = 1 tenemos
que

ML, =T(L;) =T(e — ) y por Corol.3.2.12
— D"(ML,) = D°(ML,),Vm € N.

Ahora supongamos que el anillo de operadores diferenciales del dlgebra ML, son todos
interiores, esto es,
D"(ML,) = D°(ML,(k)),Vm € N.

Veamos entonces, que los operadores diferenciales del dlgebra ML, también son inte-

riores. Sea V € Z! (ML,,11), se sigue de la definicién de operadores diferencial 1-central,
que
[V, As] € DY(ML,11),Vt € ML, 1.

Por otra parte, al considerar ML, .1 = ML, ©k" @ k sabemos que el operador V admite
una expresion matricial de la forma

V]l V12 V13 End(MLn) Hom(]k”, MLn> Hom(k, MLn)
V=1V Vxy Vy3]|e HOl’n(MLn, kn) End (kn) Hom(k, k”)
Vi1 Vs Vg3 Hom(ML,, k)  Hom(k", k) End (k)

Luego, gracias a la Prop.3.4.4, sabemos que, para cada t = (m,v,r) € ML, ®k" @k el
operadora A; admite la expresién matricial,

Anw 0 O
Amor) = [ Ao Ar 0
0 0 A,
Se sigue entonces,
Vi1, Am] + Vi2Ay (Ar = Am)Viz (A —Am)Vis
[V, Amon] = | V21(Am — Ar) + Va2ds — AoV —AoV12 —AsVi3

Vi31(Am — Ar) + VA, 0 0
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Por otra parte, recordemos la expresiéon matricial de DY (ML,,;1), dada en el Corol.3.4.7,

D’(ML,) 0 0
D’(MLy41) = | " ML) MLY Hom(k k")
0 0 End (k)

Ahora, dado que [V, A] € DO(MLnH) ,Vt € ML,1, entonces obtenemos las siguientes
restricciones para el operador V,

()\7 - )\m)VIZ = (/\r - AM)VB = v31 ()\m - )\r) + v32/\7; =0
[V]l,/\m] + VA, € DO(MLn)
Vor(Am — Ar) + Vaady — A,V € K*MLY
—ApV12 € MLZP, —Ay,V3 € Hom(k,k")
Vale mencionar, que las ideas y cédlculo que se exponen a continuacién, son similares a

los que realizamos en la demostracion del Teor.3.3.16. Teniendo este referente, nuestro
primer paso consiste en demostrar que

Vi = Vi3 =V3 = V3 =0.
Para ver esto, consideremos

Am=0,r=1

Vip = (1 — O)Vu = ()\r — )\m)Vu =0 = |Vpp=0
V13 = (1 — 0)V13 = ()\r — )\m)VB =0 = V13 =0

Similarmente,
A=Ay =0,r=—1
V31 = V31(0 + 1) + V320 = V31<Am — 1’) + V32)\v =0 =
E ng(v) = (V32/\v)(1) = (V31 (Am — Ar) + V32/\v) (1) =0 = V32 =0
Vo1 = Vy (Am — )\y) + VA, — A, V11 € K tl MLZP = |V € kn+1 MLZP

Nuestro segundo paso es usar la restriccién impuesta sobre V, sabiendo que Vi, =0,
[V, Am] € D°(ML,),¥m € ML,, = V1; € Z}(ML,)

y gracias a la hipétesis inductiva obtenemos que

Z'(ML,) = D°(ML,) = |Vy; € D°(ML,) |

El tercer paso consiste en usar la otra restricciéon sobre V,
Vo1 (Am — Ar) + Vaady — A, V11 € K* ML,
y considerar (m,r) € ML, @k tales que, (A, — A,) = 0, para obtener asi,
VAo — AV € "ML, Vo € K.

Ahora exponemos la parte mas delicada de la demostracién, donde haremos el célculo
explicito de la expresiéon matricial VoA, — A, V1. Para esto, usaremos los Lemas enun-
ciados al inicio de la subseccién. Sinteticemos lo que ya sabemos del operador V hasta el
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momento:
Vi O 0
V=|Va Vn V| €End(ML, ) tal que
0 0 Va3

Vi1 € D°(ML,) = 3Im; € MLy, : Vi1 = Ay, o,

Vn € K'ML) = Fu; €X', Imz € ML, : Vo = Ay, 0m,
Va2 € Hom(k, k"), (Lema.3.4.8 ) = Juvp, € k" : Va3 = Ay,
Vi3 € End(k) = ds€k:Vz = A

V2, € End(k"), (Lema.3.4.9 ) == 3drg,s.p € k tales que,
V22 = 100m, + Lp<a SupEap € MLy (k) & Wag
Vo, — A,V € K'MLY (k), Vo € K

Se sigue entonces, que para cada v € k"

VZZ/\U - )\vvll - <7’Opm4 + Z StxﬁEaﬁ) AU - )\v (/\mlpmz)

B<ua

= (T’OPva - /\v)\mlpmz) + Z S(x‘BEaﬁ)\v

B<wa

= (Arovpnu - /\vmnomz) + Z SaﬁEaﬁAv-

B<a
Notemos que para cerrar con la demostraciéon basta ver que los escalares
Sap = O,V,B <a = Vp= T00my € MLZP.

Para lograr nuestro objetivo usaremos el Lema.3.4.10, en donde, tenemos la descomposi-
cion Hom(ML,, k") = k" ML,/ @& Wy, tal que,

Woi = Sum{E]; € Hom(ML,, k") [1<a <nn>7>p1<p<a}.
De los cdlculos anteriores se deduce
Vs — AV €K"MLY, v, (Aryol@my — Aom,0my) € K" ML
— Y supEapho = (Vardo — Ao V1) — (Aryolmy — Aomy0my)

B<a
= | Y supEapro € "ML, |

B<a

Por otra parte, para cada elemento de la base canénica e, € k", tenemos que A¢ 0 €
k" ML,11,y del Lema.3.4.10 obtenemos la expresién

m=)_ myEj = Aeom = ), miE,

j<i 1<j<i<a

n :
1= ; E]] - Aga = Aeapl = Z E(]X] .

j 1<j<a<n
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Ahora, la composicién entre operadores E;; € End(k") y E aﬁHom(MLn(k),k”) se ex-
presa de la siguiente manera,

ocﬁ 57] Eﬂéﬁ

—> Eupre, = Eap ), Egj =) EaﬁEgj

i<i j<i

— Eaﬁftgi = Z (S}g]'E;'Xj .

jsi

Ya disponemos de todos los ingredientes para justificar los siguientes calculos, si v =
Y., vie; € k" entonces

Y supEupho = ) Z Sap0i) Eaple

B<a B<a i=
n
=L L L (wpoidip)k =Y ¥ ¥ G
i=1 B<a j<i i=1 B<i B<w

Analicemos ahora las relaciones de orden entre los indices de la tiltima sumatoria, en ella,
tenemos que Vi = 1,...7n se cumple que « > By asuvez, f < i. Por lo tanto,

Y supEapho € Sum{Ezﬁ € Hom(ML,, k") |[1<a<nn>g>B,1<p<a}

B<a

- 2 SaIBEa‘BAU € Wy

B<a

Luego, recurriendo al Lema.3.4.10, obtenemos que

Hom(ML, k") = k"ML, @ W2 y Y susEapho € K" ML MWy

B<a
= Z Sa‘BEaﬁ)\v =0,Vv e k"
B<a
(Z Sw}gEﬂéﬁ) <Z SupEapAo ) (1) =0,Vo € k"
p<a B<a

—> ) supEup =0 y sabemos que {E,s} es un conjunto L.I en Hom(ML,, k")

B<wa

— saﬁ:0,1§5<a§n.

Finalmente, el operador V2, = 7opm, + Yg<x SapEap = Topm, y de esta manera queda
demostrado, que todo operador V € Z' (ML, 1) es de la forma

Amlpmz 0 0 0
V= /\01PM3 T0Pmy )\vz eD (MLn+1).
0 0 As

Por lo tanto, todos los operadores diferenciales de ML, ;1 son interiores. O
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Con el siguiente resultado brindamos una descripcién inédita para el anillo de ope-
radores diferenciales del dlgebra ML, . Para ello, queremos exponer las siguientes ob-
servaciones. De la demostracién del Teor.3.4.11, podemos decir en particular que los
operadores diferenciales de ML3, son de la forma:

000 0 o ¥k 00 [0 0 0
k k k 000 [k] [kk} [ooo}
00k 00O ol lo x| loo o
D(ML3):kkkkkk:k 7 e
00k 0Kk k oL le sl 1o i s

Ahora, de los bloques de matrices previamente sugeridos es pertinente considerar la
siguiente notacion,

MUy =k

k k
MUy = [0] , MUp = [0 ]]J

k
MU3z; = {0] , MUz =

SO
o R K
~ R R

k k
0 k|, MUsgp=
00

] |

Se verifica naturalmente la igualdad de espacios vectoriales

dimML]'<k) = dlmMU” = t]' = ](] —2|— 1) ,VZ

De esta manera podemos brindar una descripcién de los operadores diferenciales, con
un interesante valor estético, por su auto-similitud. Por otra parte, queda claramente ma-
nifiesto el cdlculo efectivo de la dimensién, de esta forma,

MU; 0 0
D(ML3) = |MUy; MU 0
MUz MUz, MUs;
dim D(ML3) = 3t + 2t + ts3.
Ahora, para cada par 1 < o < B < n + 1, definimos el arreglo rectangular formal de

orden o x S,

j<i<a ﬁkl‘j:()
=== i<j<p = kj=k

Se sigue de la definicion que dimMLg = dimMU,g = tg = M

Teorema 3.4.12. Los operadores diferenciales de ML, (k), verifican la iqualdad

(MU 0 0 e 0 7
MUy;; MUp 0 .. 0

D(ML,) = |MUs; MUz, MUz

_MUn,l MUn,Z MUn,?, . MU?I,H
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Demostracién. Razonemos por induccién. Como ya lo hemos mencionado antes, para el
caso ML, tenemos,

P R
AR

Por otra parte, vale la pena hacer las siguientes observaciones, las cuales replicaremos en
el paso inductivo:

'D(ML;) 0 0
D(ML;) = | 2MLY MLy K2 Corol.3.4.7
0 0 k
[ D(MLy) 0 0
k k k k k k
= HO] [0 k” {0 k] [k} Lema.3.4.10
| [0 0 0] [0 O] k
[ {MU11 0 0
MU,; MUy
= k|l |k k k k k hip.ind.
0] [0 k 0 k k
| |0] |0 O 0 0 k
(MU, 0 0
= MU21 MU22 0 Def. MU3,]'.
MUz MUz, MUzs

Ahora, para extender los calculos anteriores al contexto inductivo hace falta tener pre-
sente,
D’ML,) 0 0
D'ML,;1) = | ¥*MLY MLY k"
0 0 k

Luego, podemos deducir de las definiciones que

ML)} k"
|: Ol’l k:| = MU?I+1,71+1 (*)

Por dltimo, hace falta demostrar que el subespacio k" ML,F C Hom(ML,, k") admite una
descomposiciéon en sumandos directos, de la forma

K'ML) =MU,,; @MU, ... &MU,  (*)

En efecto, para cada « = 1,...,n tenemos la transformacién T, : ML, — k" ML,?, tal
que To(m) = A, = Li<yepen T8y EZ;; € Hom(ML,, k") (ver Lema.3.4.10). Gracias a la
formulacién anterior podemos destacar

Im(Tlx) — MU;«[’“ ,le
Im(T,) NIm(Tg) =0,Ya # B
K'ML)” = &ll_; Im(Ty).
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Para ver con mads claridad la descomposicién anterior, notemos que para cada m =
Yj<i mij € ML, se verifican,

Ti(m)= ), mp,Ely=mnEy = Im(Ty) = MU,; C Hom(ML,, &").
1<y<B<n

Similarmente,

Tz(m) = E Wlﬁly E 28 = m11E21 + m12E22 + m22E22

1<y<Bp<n

= Im(T;) = MU, > € Hom(ML,, k").

Teniendo estas observaciones presentes podemos cerrar la demostracién de la siguien-
te forma

D°ML,) 0 0

D°ML,41) = | ¥ MLY MLY k" Corol.3.4.7
0 0 k
D°(ML,,) 0
= |[MU,; MU,, ... MU,,|] [MLY x" (%)
0 0 0 0 k
DY(ML,) 0 ]
[[MUn—HJ MU,t12 ... MUpi1n] MUjgu4 € i
[ TMU71; 0 0 0 7 i
MU, MUy 0 0
MU3z; MU;3; MUz ... : 0 . .
= . . . hip. ind.
: : : 0
MU,; MU, MU,3 ... MU,,]|
MUp111 MUpt12 oo MUpi1n]  MUpy1u1]

De esta forma demostramos lo que queriamos ver, para todas las dlgebras D(ML,,;+1). O

Corolario 3.4.13. Sin € Ny tg = M, entonces

n+1
dimDML, 1) = Y (n+2—B)tg=(n+ 1)ty +ntr+ - + tyy1.
p=1

Demostracion. El célculo de la dimension para los operadores diferenciales de ML, lo
podemos realizar de la siguiente manera,

n+1 n+2—p
dimD(ML, ;1) = Z Z dim MU, Teor.3.4.12
n+1 n+2—p
= Z Z tg dimMUMg = tlg,VlX
JF
Z (n+2—PB)tg
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SECCION 3.5

Fenémeno distinguido: Int(T") # Der, (I') C D°(T)

En esta seccién, mostraremos ejemplos distinguidos de k-dlgebras de caminos I tales
que

HY(T) # 0, pero D"(I') = D°(T'),vn > 1
Der (T'(Qu)) € D*(T(Qn))

Estos ejemplos marcan un precedente en el estado del arte de la teoria de D-médulos de
tipo Lunts-Rosenberg, por cuanto, mostramos que no es suficiente que el primer grupo
de cohomologia sea distinto de cero, para que el anillo de operadores diferenciales tenga
orden mayor a cero. Mds adn, presentamos por primera vez en la literatura una familia
de algebras de caminos I'(Q,,), de las cuales conjeturamos la siguiente propiedad,

Int(I'(Qy)) # Dera (T'(Qx)) € D*(I(Qn))
D°(I'(Qu)) = D(I(Qu)) # End(I'(Qn)).

3.5.1. Primer caso

Consideremos el carcaj Q de la forma

Nuestro objetivo es demostrar, que el élgebra de caminos I'(Q) verifica la relacion anti-

intuitiva,
Int(T(Q)) # Der,(T(Q)) € D°(T(Q)).

Mas atin, mostraremos que, D"(T'(Q)) = D*(T(Q)),Vn € N. La tabla de multiplicar del
algebra I'(Q), esta dada por

Qo = {er = (1[1),&2 = (2/[2),e3 = (3]3), 4 = (4]|4)},
Qi = {(3lal1), (3laf2), (4laf1), (4laj2)}
eiej = dier,  (ilalj)(hlalk) = 8 (ilalk) =0,

4
ei(hlalk) = S (ilalk), (Hlalk)e; = du(hlali), Y e =1
i=1

Proposicién 3.5.1. El dlgebra de caminos I'(Q) es isomorfa al dlgebra de matrices

~ R O
R R O
O R OO
O oo
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Demostracién. De la Prop.3.1.2, sabemos que
[(Q) = {lay] | a;j € eI'(Q)e;j, 1 < i,j < n}

Basta entonces con exponer las siguientes igualdades, las cuales se deducen directamente
de la tabla de multiplicar previamente exhibida:

el (Q)ei =k{e}Vi=1,2,3,4

el'(Q)e; =0,Vi<j

2I'(Q)er = esl'(Q)er =0

el (Q)ej = k{(ilalj)}si (i,)) € {(3,1),(3,2),(4,1),(42)}.

m

O
. k 0 k k . .
Proposicién 3.5.2. Sean R = | | y M = | |, entonces, el dlgebra de caminos T'(Q) es

isomorfa al dlgebra de matrices formales, [ ZI\{/I 12} .

Demostracién. Basta con hacer una descomposicién por bloques del dlgebra

k 0 0 0 [ko} 0
0k 00 0 k

k k k 0 k k| [k 0
k k 0 k [kk}[Ok]

De esta forma, obtenemos una estructura natural de R-bimédulo sobre el dlgebra de ma-
trices M y a su vez, para cada elemento f € I'(Q), existen tinicos (r,m,s) € R& M@ R,
r

- . Mas atn,

tales que t = (r,m,s) = (

ti = (ri,my,s;)) €T(Q)=R®M®R

_(rn O rn 0Y) _ 172 0
— hb = <m1 51> <m2 Sz) - <m1r2+51m2 5152>

— 1=(1,0,1) = <(1) (1)>

Ahora identificamos el algebra de endomorfismo de I'(Q) en funcién de la descompo-
sicion previa, como ya lo hemos realizado antes, de esta forma

End(T(Q)) = Hom(R,];\/I) End(M) Hom(R,

End(R Hom(M,R)  End(R

End(R Hom(M, R) End(R)]
M)| .
)
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Hacemos notar que el dlgebra R = [ﬂé 12] es conmutativa. No obstante, la estructura

de R-bimédulo sobre M = {E ﬁ no es central, esto significa, que la accion por izquierda

Ay, es en general distinta de la accién por derecha p,. Salvo, claro estd, que r € {c € R |
cm —mc = 0,Vm € M}. Por otra parte, es claro que R es una subdlgebra de M, y la
estructura de R-bimédulo se obtiene por la restriccion del producto.

0

Proposicion 3.5.3. Sean R = PS k} yM= £ . Entonces, el homomorfismo A : T(Q) —

k
k
€

k
End(T'(Q)), toma a cada elemento t = (r,m,s) € T(Q) = R® M & R, y le asigna el operador

A 000
S

Similarmente, el homomorfismo p : T(Q) — End(I'(Q)), toma a cada elemento t = (r,m,s) €
I'(Q) =R& M@ R,y le asigna el operador

A, 00
p(r,m,s) = 0 Pr Pm | €
0 0 As

Demostracion. Para cada terna (x,y,z) € I'(Q) = R® M @ R, se tiene que

N _(r 0\ [x 0\ _ rx 0\ _ )}L\r /8 8 X
) (6 9,2)) = {4 y z)  \mx+sy sz) — \"" 0y ]z/ :

Similarmente, al tener presente que R es conmutativa entonces

Ar 00
_(x 0 r 0\ xr 0y 0
O(rms) (%,9,2)) = y z)\m s) \yr+zm zs) | 4 %r ’/)\’” Z :
S

End(R) Hom(M,R) End(R ]
Hom(R,M) End(M) Hom(R,M)|.
End(R) Hom(M,R) End(R)

Hom(R,M) End(M) Hom(R, M)
End(R) Hom(M,R) End(R)

End(R) Hom(M,R) End(R ]

Corolario 3.5.4. Sean R = [}g ]12] yM= [i i] Entonces

Ar 0 O
rQ) = { (/\m As 0) € End(T'(Q)) | (r,m,s) € R@M@R}
0 0 A

Ao 00
ZO(F(Q)){(g P &m) eEnd(F(Q))(r,m,s)GR@M@R}.

Demostracién. Las ideas ya las hemos trabajado en secciones anteriores, basta usar la
Prop.3.5.3. O
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Teorema 3.5.5. Sean R = F(% 112] yM= [i }ﬁj . Entonces

Ay 00
DTr(Q)) = { (AS” Arzoprs §m2> € End(T'(Q)) |, € R,m; € M}

R 0 0
— DUI(Q)) = {M RRP M"P] :
0 0 R

Demostracion. Basta con calcular la matriz asociada al producto de los operadores Ay, py,,
donde t; = (r;,m;,s;) € RG& M @ R, de esta forma,

/\1’1 O 0 )\rz 0 0
)‘tl Pt, = /\611 )‘61 /\0 8 962 f/)\mz
S1 52

/\ﬁrz 0 0
= /\m17’2 )‘51 Or, /\S1pm2
0 0 )\5152

Nota. Ag, pm, (r) = sirm = r(s1ma) = ps,;m, (1), Vr € R. Se sigue entonces,

Aflpfzz /\mlrz AS1OP7’2 Psymy

0 /\5152

R 0 0
= DI(I(Q)) € {M RROP M“P]
0 0 R

Para ver la otra inclusién basta tomar un generador matricial y descomponerlo como una
combinacién lineal de operadores interiores, de la siguiente forma,

A 00
(/\611 )‘rzopm f;\mz) = Ar,m 0P (1,00) T A0,0,12)P (13,00 T A0,0,1)0(0,m0,74)-
T4

Corolario 3.5.6. Sean R = PS ]12] yM= [i %i] Entonces,

-k 0]
o | 0 0
k 0] [k 0 0 0] [k O
0kl |0k ool |ko
D@D =g ol lo 0 x o |0&
0kl 000Kkl |0k
-
0 0 0 &
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Demostracién. Como ya sabemos del Teor.3.5.5 los operadores diferenciales interiores de
I'(Q) son de la forma,

R 0 0
DY(r'(Q)) = |M RR°? M°P
0o 0 R

Ahora recordemos que la identificacion de M C Hom(R, M) esta dada por la multi-

plicacion a izquierda, donde, M = {A,, € Hom(R,M) | m € M}. Luego, para cada
s 0 _ (my1 M2 . re . . .

r= <0 y) € Ry paracadam = <m21 m22> € M, se verifican las siguientes igualda-

des,

Am(r) = (M1 M2 (X 0\ _ (mux mpy
" my ) \O y)  \maux myy

Fijar la base canénica{E11, E12, Ez1, Exo } para M

miq 0
| 0 mp| (x
— A, = My 0 (y) .
0 nioo

Por otra parte, la identificaciéon de M°? C Hom(R, M) esta dada por la multiplicacién a

derecha, donde M? = {p,, € Hom(R, M) | m € M}. Luego, para cada r = (g ](/)> €R

y paracadam = 1 121} ¢ M, se verifican las siguientes igualdades,
My M2

x 0) (my1 myp XMy XMy
om(r) = 0 y)\mu mayn) = \ymu ymxn

Fijar la base canoénica{E11, E1, Ez1, Exo } para M

mi1 0
— | m2 0 (x)
pm o 0 moq y '
0 nipo

Similarmente, la identificacion de RR°” C End(M) se logra a través de la igualdad

RR? = {A,ps € End(M) | r,s € R}. Luego, sir = <r11 O> ys = (S(l)l 5(2)2>, en-

0 22
1 12> , se verifican las siguientes igualdades,

mp1 My

Aps(m) = ri1 0 myp mip\ (s 0\ _ [rumisn riimis»
TMs - —
0 rp) \my mnp 0 s» r2M21811  1221M2282)

Fijar la base canénica{E11, E1p, E1, Exo } para M

tonces, para cualquier m = <

ri1s11 0O 0 0 miy
B 0 rs;2 O 0 my3
e Arpm B 0 0 22511 0 M1

0 0 0 22822 Mmoo
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Por ultimo, notemos que, para cualquier (x,y,z,w) € k* obtenemos la igualdad entre
operadores

x 00 0
0Oy 0 0] _
00z o =Mx 0P/ oyt 0\Pr0 oy
0 00 w 0 z) \0 O 0 w) \0 1
De esta forma demostramos lo que queriamos. |

0 k k k
de T(Q) son interiores, esto es,

Teorema 3.5.7. Sean R = [k 0} yM = {k k]. Entonces todos los operadores diferenciales

D"(I'(Q)) = D*(I'(Q)),vn € N.

Demostracién. Notemos primero que si M = [i ﬂ yR = [HS ]?J , entonces

D"(R) =D°(R) = R,¥n € N

En efecto, como R = k @ k como k-dlgebra entonces podemos usar la Prop.1.2.5 del
primer capitulo. De esta forma,

D(R) = D(k&k) = D(k) ®D(k) =k @k = R.

Por otra parte, se demuestra que D°(R,g M) = RM°? = M°P. Basta recordar la Prop.1.2.1,
donde, D°(R,g M) = R Homg(R, M). Luego, usar la Prop.1.1.11, para obtener

Homg (R, M) = p(M) = M

Por altimo, como R es un algebra conmutativa, para cada (r,m) € R @ M, se cumple que,
Arpm(s) = r(sm) = s(rm) = prm, Vs € R. Esto implica que

D%(R,g M) = RHomg (R, M) = RM° = M°P.
El siguiente paso serd demostrar que Z' (T(Q)) € D°(T'(Q)). Para ello, consideremos pri-

mero la identificaciéon de I'(Q) = R ¢ M & R, para obtener una representacién matricial
para los endomorfismo V, A(; ), [V, Arms] € End(I'(Q)), de esta forma,

Vii Vi Vg3 A 0 0
V= V21 sz V23 y A(r,m,s): )Lm As 0 y

Vi1 Va2 Vg3 0 0 A
[V, A(r,m,s)] =
V11, Ar] + VA ViAs = AV VizAds = A Vi3
VoA —AsVo1 + Vod, —AuVir [Vao, Al = AuVia [Vas, As] = AnVis | .
V31Ar — AsV31 + VA, [V32, As] [V33, Ag]

Ahora, si V € Z}(T(Q)), entonces [V, Arms)] € D%(T'(Q)),¥(r,m,b) € T(Q). Luego, por
el Corol.3.5.6 obtenemos,

R 0 0
[vr)\(r,m,s)]e M RR°? M°P|.
0 0 R
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Se sigue entonces la siguiente lista de restricciones,

(Vi2As — A Vi = VisAs — A, Vi3 =0
V31Ar = AsVa1 + VA, = [V, Al =0
Vi1, Ar] + Vi2Am € R, [V33,A¢] € R
VoA = AsVor + VoA — AV € M
[sz, /\s] — AmV12 € RRP
[V23, /\5] — )Lme € M°p

V(r,ms) E ROEM®R =

Notemos que en particular,

s=1r=0 =

Vi =VpA = A V=0 = |Vi2=0
Viz=VA; —A, Vi3 =0 = |Vi3=0

Similarmente,

r=1,s=0m=0 = V3 =Vz1A, —A;V31+ VA, =0 = .

Dado que V3; = 0, entonces podemos demostrar que V3, también es nulo. En efecto,

m=1eM = V3 =Vz31A —A;V31+ VA, =0 = .

Con lo anterior podemos refrescar la notacién y obtener lo siguiente, si V € Z}(T'(Q))
entonces para cualquier terna (r,m,s) € R& M @GR,

[V11,A+] € R, [V33,A6] € R

V= (V2 v V| talque 4 V2t~ Ao Vaody — An Vi € M
0 0 V33 [VZZ/ /\S] € RR

[Vzg,, /\s] e M°p

Ahora, la primera condiciéon sobre los corchetes [Vi1,A,] y [V33, As] es equivalente a
Vi1 € Z(R), y similarmente, para V33 € Z!(R). Pero, ya hemos visto al inicio de es-
ta demostracién que D(R) = D°(R) = R. Por lo tanto,

Vit Vi € Z(R) = DU(R) =

Por otra parte,

r=1s=0m=0 = V3 = VA, — AV + VoA, —A,V11 € M

— [VaeM]

Para continuar, consideremos a R = k? y a M = Sum{E11, E1p, Ez1, En}, y de esta forma
podemos identificar a Hom(R, M) con las matrices rectangulares de orden Mats . (k), y a
su vez, End(M) = Matyx4(k). De esta forma obtenemos una nueva descripcién matricial
para Va3 € Hom(R, M) y Vy € End(M), tales que

11 12 11 12 13 14

VZS v23 v22 VZZ VZZ VZZ

21 22 21 22 23 24

v v23 v23 y v v22 VZZ VZZ VZZ
23 = 22 =

31 32 31 32 33 34

VZS v23 VZZ VZZ VZZ v22

41 42 41 42 43 44
v23 v23 VZZ VZZ VZZ VZZ
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Luego, para cualquier s = <S(1)1 5(2)2> € R tenemos que,

511 0 0 0
_ [S11 0 . 0 S11 0 0
As = <0 522) €End(R) v As=1|, 7 s;m 0] € End(M)
0 0 0 S22
y teniendo en cuenta el Corol.3.5.6, podemos ver que
k 0
0 k 0
M = 0 x| € Hom(R, M)
0 k
De esta forma, se deducen
0 —(511 — Szz)v%
k 0O
0 —(s11 —$22) V3 k 0
Va3, As] = 31 €lo &k
(511 — 522)V23 0 0 k
(511 —52) V33 0

S11 # S — V%:V%:V%:V%:O = |V € M?|

Similarmente, gracias al Corol.3.5.6 sabemos que

k O 0 O
0 k 0O
op _
RR? = |0 6 1 0| CEnd(M)
0 0 0 k
y dado que, [V, As] € RR? se obtiene que
0 —(s11 —$2)Vh —(s11—52)VH —(s11—s2)V)
VA (s11 — 522) V33 0 —(s11 —52)V3 —(s11 —52)V3
22, \s| =
(s11 —s2)V3y (511 —s22) V35 0 —(s11 —s22) V3
(s11 —52)V33  (s11—s2)V3 —(s11—s2)Vi 0

S11 # S3p — V;].ZZO,VZ'?E]’ — .

Finalmente, podemos demostrar que si V € Z!(I'(Q)) entonces

V11 0 0 R 0 0
V=1|Vy V»n Vxu]|] e |M RR?P” MP :DO(F(Q)).
0 0 Vs 0 0 R

Por lo tanto, todos los operadores diferenciales del dlgebra de caminos I'(Q) son interio-
res. O

Ahora, estudiaremos los espacios de derivaciones de I'(Q).
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Corolario 3.5.8. La dimension del primer grupo de cohomologia del dlgebra T'(Q) es uno, esto es,

dimHYT(Q)) =1 = Int(T(Q)) # Der,(T(Q)).

Por otra parte, como todos los operadores diferenciales de I'(Q) son interiores, entonces

Der,(T(Q)) € Z'(T(Q)) = Der,([(Q)) € D’(T(Q)).

Demostracion. Para calcular la dimensién de H!(I'(Q)), hace falta determinar al conjunto
de flechas paralelas sobre el carcaj Q, y usar la igualdad propuesta en la Prop.3.1.4. De
esta forma,

.3 Ky K3 .4

15

LA o)
entonces Q..//Q1 = {(a;,a;) | i=1,2,3,4} y Qo = {e; | i =1,2,3,4}. Luego,
dim; H'(T(Q)) =1— | Qo | + | Q+//Q1 |=1.

Por otra parte, de la Prop.1.2.6 sabemos que Der, (T(Q)) € Z(T(Q)), y como todos los
operadores diferenciales de T'(Q) son interiores, entonces Der; (T(Q)) € D’(T'(Q)). o

Cerramos el estudio del dlgebra de caminos I'(Q) exhibiendo generadores matriciales
para los espacios Int(I'(Q)) y Der, (I'(Q)).

Primero, recordemos que
I'(Q) = Gen{E11,Ex, E31,E, E33, Eq1, Eqp, Ess }
Luego, consideremos
R = Gen{Eq1, E»n}, R =Gen{Es;, Eyu}
M = Sum{Es1, Es, Es1,Es2}

Se verifica facilmente que las dlgebras R y R’ son isomorfas. De esta forma, obtenemos la
descomposicion de I'(Q) como suma directa R & M & R/, dada por,

I'(Q) = Gen{E11, Exn} & Sum{Ez1, E3p, Eq1, En} & Gen{Ezs, Eqq}

Segundo, si 6} denota la delta de Kronecker, entonces definamos el operador § € End(T'(Q)),
tal que

O(Ejj) = 5§5£Eij = {532 Z EZ; :((3322)) .

Ahora, veamos las siguientes proposicion

Proposicién 3.5.9.

1. & es una A-derivacion que no es interiot, esto es,

d € Dery(T(Q)), ¢¢Int(T(Q))
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2. Si consideramos la descomposicion
['(Q) = Gen{E11, Ex} ® Sum{Es1, Esp, Eg1, Ep} © Gen{Es3, Egq}

y con esta, identificamos el dlgebra End(T'(Q)) como una matriz formal, como ya lo he-
mos venido trabajando previamente, entonces el operador & tienen la siguiente expresion

matricial
0 0 0
0= 0 A33p22 0
0 0 0
teniendo en cuenta que Ag3, denota al operador Ag,, y p22 denota al operador pg,,.

3. Consideremos los operadores Ao ), 0 (Ex,0,0) € End(T'(Q)), entonces

0 0 O Ay, 0 0
AooEs) = |0 Az 0 |, PEpo0=|( 0 p22 0
0 0 Az 0 0 0

Mds aiin, obtenemos la igualdad de operadores & = A (g E,,)0(Ep,0,0)-

Demostracién. Para demostrar el item(1) veamos que
O(EijEn) = Eij6(Enx) + 0(Eij) Enk
Por un lado tenemos que,

S(EijEn) = 6(6/'Eix) = 610585 Exe

(5hE32 Zk ( )
0 # (32)

E3 32) ]_he{2 3}
0 eop

por otro lado,

Eij6(Ene) + 6(Eij) Ene = (8505 + 850, EyjEpe = (8505 + 850}) 0] Eye
(0305 +63)0/ Eqc =3
=4 (05 +0i65)61En k=2
0 e.0.p

OKEsp i=3,j=h=2
=({8Er k=2j=h=3

0 e.0.p
- Es3 (lk) = (32),j =he {2,3}
10 eop '

Para demostrar el item(2) basta tomar una terna (E,g, Ejj, E;v) € R® M © R, para luego,

0 0 0\ [Ey 0 0 0
0 Aszpn O Eij | = | Assp22(Ejj) | = | EssEijEn2 | = | 8465E;; | -
0 0 0/ \Ew 0 0 0
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Para demostrar el item(3) basta con hacer los siguientes calculos

0 0 Ayp O 0 0
2

0 0 0
)‘(O,O,E33)P(E11,0,0) = 0 /\33 0 0 p 2 0 = 0 /\33p22 0
0 0 Ass 0 0 0 0 0 0

Con las afirmaciones anteriores en mente, podemos ver con toda naturalidad la si-
guiente proposicion

Proposici(’)n 3.5.10. SiR = Gel’l{En, Ezz}, R = Gen{E33, E44}, M= Sum{Egl, E32, E41, E42}
yT(Q) = R® M@ R/, entonces,

0 0 0
Int(r(Q)) = A As—pr —Pm | (7’, m, S) EROMOR
0 0 0

Der, (T'(Q)) = Int(T'(Q)) & Sum{é}.

Demostracién. La demostracién es inmediata de las afirmaciones enumeradas previamen-
te. O

3.5.2. Segundo caso

En la subseccién anterior hemos presentado el dlgebra de caminos I'(Q), definida por
el carcaj

x|

El cual se presenta como un ejemplo desconcertante, por cuanto, hemos demostrados tres
propiedades que no se han publicado hasta la fecha, y estas son,

Int(I'(Q)) # Der,(I(Q)) € D(T(Q))
D(r(Q)) = D’(T(Q))
dimHY(T(Q,)) = 1.

Mostramos de esta forma, que la teoria de D-médulo de tipo Lunts-Rosenberg no so-
lo extiende las definiciones propinadas por Grothendieck para el anillo de operadores
diferenciales sobre dlgebras conmutativo, sino que, incorpora objetos con nuevas propie-
dades que no existen en el contexto conmutativo. Por otra parte, queremos mostrarle al
lector, que el estudio de los operadores diferenciales sobre la categoria de algebras de
caminos inducidos por un carcaj es muy prometedora. A continuacién, exponemos una
cadena numerable de dlgebras de caminos que presentan la misma patologia previamen-
te mencionada.

Consideremos el carcarj Q, el cual se obtiene con la réplica del carcaj Q, de esta forma,
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Brevemente, podemos mencionar que,

A

@)

N

N~—

I
AR R OOR
R OOR O
FMOR R OO
cor oo
oroocoo
OO OO

|

0
0
k
k] [k
o] 1o
k

0

A~ AR O O R O

O R O

=]
1

y su anillo de operadores diferenciales tienen la siguiente expresion

My O 0
D(Q2) = |Ma1 My My
0 0 Msz
donde,
k 0O k 0O
My=10 kK 0| My=|0 k 0
0 0 k 0 0 k
[k 0 O] [k 0 0 0 0 0 O] [k 0 O]
0 0 k 0Ok OO0 O0OO0UO k 0O
k 00 00k OOOU 0 k O
Myu=10 k O, ¥y Mp=10 00k 00 0|, y My=1[0 k 0
k 00 0 000 kK OO 0 0 k
0 kK O 0 000 O0Kk O 0 0 k
0 0 Kk 00000 0 K 0 0 K

Vale mencionar, que el dlgebra I'(Q») replica las propiedades distinguidas de I'(Q),
donde

Int(I'(Q2)) # Der, (I(Q2)) € D°(T(Q2))
D(I'(Q2)) = D’(I'(Q2))
con una peculiaridad més, su cohomologia aumenta, de esta forma,
dimHY(T(Q,)) = 2.
En esta subsecciéon no haremos una demostracién de estos hechos. Nuestro objetivo

es enunciar una pregunta de investigacién de actual pertinencia, y su formulacién es la
siguiente: Sea Q) el carcaj que se obtiene con n réplicas del carcaj Q es decir,
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entonces, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

Int(T(Q,)) # Dery (T(Qy)) € DY(T(Qx)) Af. (1)
dimHYT(Q,)) =n Af.(2)
D(I(Qx)) = D’(T(Qu)) Af. (3).

Vale mencionar que usando la Prop.3.1.4 y algunos argumentos de conteo sobre el
carcaj Qy, se puede ver con naturalidad la veracidad de la Af. (2), y de esta forma se

obtiene
dimHl(r(Qn)) =n = Int(I'(Q,)) # Dery(I'(Qy)).

Actualmente estamos trabajando en una demostracién completa de estas propiedades
tan singulares del édlgebra de caminos I'(Q,), en particular, tenemos una demostracién

parcial de la inclusién Der, (I'(Q,)) € D%(T'(Q,)), y para esta, usamos resultados obte-

nidos en el capitulo cuatro de este trabajo de investigacion.
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Capitulo 4

Operadores diferenciales de matrices
triangulares formales

Recordemos que para calcular el anillo de operadores diferenciales Dy (I'(Q)) usamos
fuertemente su descripcién matricial, dada por

I(Q) = {[eT(Qe) : 1< j<i<n}

Luego realizamos una descomposiciéon conveniente de dicha algebra de matrices para
calcular con mayor comodidad los operadores diferenciales. Vale destacar que las téc-
nicas que empleamos para describir Dy (I'(Q)), pueden ser extendidas con naturalidad
al contexto de las dlgebras de matrices triangulares inferiores formales. De esta forma,
tomaremos un élgebra del tipo

T.(R,B,S) = [g g]

donde (R, S) son un par de k-dlgebras, y B es un bimédulo, izquierdo por la accién de
S y derecho por la accién de R. Luego replicaremos las estrategias que implementamos
en las dlgebras de caminos estudiadas en el Capitulo 3, para estudiar los operadores
diferenciales Dy (TL(R, B, S)).

Vale la pena mencionar que ya existen precedentes en esta direccién, un ejemplo rele-

vante es el articulo [SIK16], en el cual se estudian los operadores diferenciales del dlgebra
de matrices triangulares superiores formales T(;(S, B, R). Estas algebras son de la forma

Tu(S,B,R) = [g l’i] .

Hacemos notar que la transformacién k-lineal 7 : Ty;(S, B, R) — T1(R, B, S), tal que

76 )= )

resulta ser un isomorfismo de élgebra. En efecto, por un lado tenemos que

T S1 bl T 52 bz (" 0 ry 0 o rir 0
0 r1 0 4] - bl S1 bz S o b11’2+51b2 S152

97
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y por otro lado,

T s1 by Sy by —T s152  s1bp + by _ 1112 0
0 n 0 m - 0 7172 T \biro+s1by 519

sin entrar mucho en los detalles, se cumple que 7 (t1)7 (t2) = T (t1t2), Vt; € Tu(S, B, R).

En este trabajo de investigacion logramos describir el espacio de los operadores di-
ferenciales n-centrales Z"(Ty), los cuales no son estudiados en el articulo [SIK16]. Més
aun, brindamos un conjunto de generadores para Dy (T.(R, B, S)), con los cuales po-
demos describir correctamente los morfismos de inyecciéon de D (R), D"(S)x, D} (sB)
y Di(S,s B), en el dlgebra de operadores matriciales Dy (T (R, B, S)), mejorando de es-
ta manera, la formulacién propinada en la Prop. 3.3 del articulo [SIK16, pg.5]. A su vez,
construimos ejemplos que revelan ciertas dificultades técnicas, que los autores no visuali-
zanen el Teor.3.1[SIK16, pg.6]. No obstante, nosotros logramos brindar demostraciones
independientes a los argumentos propinados en [SIK16], salvando por completo dichas
dificultades técnicas.

SECCION 4.1

Algebras triangulares T; (R, B, S)

Definicién 4.1.1. Sean (R,S) un par de k-dlgebras y B un (S, R)-bimédulo. Definimos
el dlgebra de matrices triangulares inferiores formales generada por (R, B,S), como el
espacio vectorial

TL(R,B,S)={<£ 2) \(nb,s)GR@B@S}: ﬁ; g}

donde la suma y la multiplicacion se definen naturalmente, como la suma y el producto
entre matrices, a saber,

r1 O n rn 0\  [ri+n 0
b1 st by sp)  \b1+by s1+s
rn 0Y (ra 0 _ 112 0
by s1) \b2 s2)  \bira+siby 5152
10\ _

(O 1) .

En lo sucesivo, denotaremos el algebra de matrices triangulares inferiores formales
inducidas par la terna (R, B, S), tan solo con Ty, siempre y cuando no genere ninguna
ambigiiedad.

Ahora, si consideramos el isomorfismo entre espacio vectoriales T, = R@B @ S, pode-
mos describir el anillo de endomorfismo k-lineales End (T} ), como un 4lgebra de matrices
de la forma

End(R,R) Hom(B,R) Hom(

S/
End(T.) = |Hom(R,B) End(B) Hom(S,
Hom(R,S) Hom(B,S) End(S)

R)
B)
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Por otra parte, tenemos el homomorfismo de multiplicacién a izquierda A : Ty —
End(Ty), tal que, para cada (r,b,s) € R@ B & S, se tiene el operador matricial

A 00
S

Como ya lo hemos discutido antes, esta expresion matricial para el operador A, ;)
se obtiene de las reglas de multiplicacién sobre Tr. Por otra parte, hacemos notar que
los operadores correspondientes a las componente (22) y (33) de dicha matriz, son de-
notados de la misma forma A, dado que ambos acttian por multiplicacién a izquierda,
pero técnicamente son distintos, porque el operador de la componente (22) es un endo-
morfismo del bim6dulo B, donde, As(b) = sb, Vb € B.. Mientras que, el operador de la
componente (33), es un endomorfismo del algebra S, donde, As(s’) = ss/, Vs’ € S.

Similarmente, tenemos el homomorfismo multiplicacién a derecha, p : TZP — End(Ty),
tal que para cada (r,b,s) € R@& B @& S, se tiene el operador matricial

pr 0 0
Pops) =0 por o]
0 0 ps

Nuevamente, hacemos notar el abuso de notacién, en los operadores de la componente
(11) y (22). Son denotados de la misma forma p,, dado que ambos acttan por multiplica-
cién a derecha, pero uno de ellos es un endormorfismo de R y el otro, es un endomorfismo
de B.

Lema 4.1.1. Sea V € End(Ty) un operador lineal de la forma
Vit Vi Vi3
V=|Vy Vxn Vyu|e Hom(R, B) End(B) Hom( )

V31 V32 V33 HOI’II(R,S) Hom(B,S) End(S)

End(R,R) Hom(B,R) Hom(S,R)]
S,B

Sit=(r,b,s) € R® B® S, entonces se verifican siguientes igualdades,

V1A + VA, VipAs VizAg
VA= | VoA, + VA, VpAs VasAg
V3iAr + VA, Vads VazAs

AV AV AV
MV = [ AVin + AV AV + AV ApViz + AV

ASV31 )\SVBZ /\sv33
[V, A =
V11, Ar] + VA ViAs — AV VizAds = A Vi3
Vo Adr = AsVor + VoA, — A Vi —ApVia + [V, Al —Ap Vs + [Vas, A
V31Ar + VA — AV [V, Ag] V33, As)

Demostracién. Estas expresiones matriciales se siguen de la identificacion del produc-
to entre matrices formales y la composicién entre los operadores A;V, VA v [V, Ay] =
V)Lt — AtV O
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4.1.1. Operadores interiores de T (R, B, S)

Como ya lo hemos estudiado antes, para obtener una descripcién de Z°(A), basta
conocer como se identifica su dlgebras opuesta en el anillo End(A), via la multiplicacién
a derecha, ver Corol.1.2.4. En este caso, si (R, S) son k-dlgebras y B un (S, R)-bimédulo,
de acuerdo a los comentarios de la seccion anterior, los operadores diferenciales centrales
de orden cero del 4lgebra T, generada por (R, B, S) son de la forma,

or 0 0
Z%T) =<0 pr pp||rER bEB,s€S .
0 0 ps

Lema 4.1.2. Sea Ty el digebra generada por (R, B, S), entonces

Z°%(R) 0 0
Z%T)c | o Z%B) Z°%S,sB)
0 0 Z°(S).

Demostracién. Para ver la inclusién propuesta, hace falta recordar el Corol.1.2.3 del pri-
mer capitulo. Al considerar las respectivas estructuras de dlgebras y médulos izquierdos,
obtenemos las siguientes identificaciones

R’ = 7°(R), R°? C 7°(sB), B =Z°S,sB), S =2Z°%S).

Sea V € Z°(T}), como ya lo mencionamos previamente, sabemos de la existencia de una
terna (r,b,s) € R®B® S, tal que,

or 0 0 R?” 0 0 Z°(R) 0 0
V=1|0 p pp| €| 0 RP BP|lc| 0 2Z°%B) Z°S,;sB)
0 0 ps 0o 0 &% 0 0 7°(s)

Vale mencionar, el espacio de matrices

Z°%(R) 0 0
0 Z%sB) Z%(SsB)
0 0 7%(S)
en general no es un subespacio de D(Ty). Dado que, la condicién
[V,/\t] S DO(TL), Vte Ty

induce una relacién entre los operadores V11 y V. Es decir, si (V,A) € Z%(R) x Z%(sB),
diremos que

~ A Jr € R tal
\Y <= dr € Rtal que {A:preEnd(B)

Con esta relacién, brindaremos una nueva caracterizacién de Z°(Ty ), la cual serd exten-
dida a los operadores diferenciales-centrales de orden superior.
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Corolario 4.1.3. Sea Ty el dlgebra de matrices generada por (R,B,S). Sea V. € End(Ty) tal

que,
Vi1 Vio Vi3
V=1|Vy Vxn Vx].
Vi1 V3 Vs
Entonces,

Vip=Vi3=V3 =V3 =Vzn=0
V e ZO(TL) <~ (v11,v22) c ZO<R) X ZO<SB> ’ Vi1 ~ Vo
Va3 € ZO(S,S B), Va3 € ZO(S)

Mds aiin, Z°(T1) admite una descomposicion como suma directa de subesapcios de D(Tp),

ZR) 0 0 0 0 0
Z%T)={Vel| 0 2Z%B) 0| |Vi~Vnpa®|0 0 Z°S,sB)
0 0 0 00 Z%s)

Demostracién. Se sigue de las observaciones previas junto con el Lema.4.1.2. Por otra par-
te, para ver que la suma es directa, basta demostrar que la relacién definida para toda
dupla de operadores es invariante bajo la suma y la multiplicacién por un escalar. Sean

(V1,01),(Vo, Ay) € ZO(R) X ZO(SB), tal que, V1 ~ A1y V2 ~ Ap). Esto implica la exis-
tencia der,s € R tales que,

Vi=p,V2=ps €End(R) vy A1 =p, A =ps € End(B).
Luego, para cada ¢ € k tenemos que

esto implica que (V1 +cVa) ~ (A1 4 cAy). m

Vale la pena mencionar, que el siguiente lema es equivalente a la Prop. 3. 1[SIK16, pg.
3]. Tiene como valor agregado, que en esta formulacion revelamos las relaciones existen-
tes entre los operadores de cada una de las componentes del operador matricial.

Lema 4.1.4. Sea T| el dlgebra de matrices generada por (R, B, S). Entonces, los operadores dife-
renciales admiten la siguiente descripcién

. A Pry 0 0
Dk(TL) = /\blprz )‘511072 /\S1pb2 ‘ ri € R; bj S B/ Sk € Sy
0 0 As, Ps,

Demostracién. Sabemos de laDef.1.2.5 que, DY(T;) = T Z°(Ty) T;. Basta entones con es-
tudiar el espacio de operadores generados por la multiplicacién a izquierda y a derecha,
de esta forma,

DO(TL) = Gen{)tflptz/\t3 | t; = (1’1', b;, Sl') ERD®BD S}

Si tenemos en cuenta la conmutabilidad entre estos operadores A4, pr, = pr,At,, junto con
las propiedades de representaciéon obtenemos que

Ay, = A, PPt = Poty Aaol) = Pa01) =1
(At o1,) (Aspry) = (An ) (P6P1) = Mtits)P(tat)-
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Se sigue entonces que
D%(T.) = {Aypn, | ti = (ri,bi,5) € ROB® S}

Por otra parte, para cada (r;,b;,s;) € R @& B & S sabemos que

/\7’1 O O prz O O
A(T],b],S]) = Abl /\51 O y P(Vz,bQ,Sz) = 0 prz pbz

O 0 Asl 0 0 pSz
entonces
Aﬁ Or, 0 0
A(H,bllsl)p(mbzlsz) = Ablpfz )\SlprZ Aslpbz
0 0 /\Slpsz

Como puede verse, el resultado anterior es una consecuencia directa de la definicién
del los operadores diferenciales interiores. No obstante, con los estudios realizado en el

capitulo tres, podemos brindar una formulacién mas refinada para el anillo DY(T; ), dada
por el siguiente teorema.

Teorema 4.1.5. Sea Ty, el dlgebra de matrices triangulares generada por (R, B, S). Entonces,

RR? 0 0
DY(T.) = | BR°? SR°FP SB°P

0 0 Ss
como k-dlgebras. Mds aiin,
D%(R) 0 0
DY(T.) € | BR?? D°sB) D°S,sB)
0 0 DY(S)
Demostracién. Recordemos que
RR? 0 0 Anpr, O 0
BR? SR SBP| =Sum{ | Appry Asi0ry Asyfp, | |1 €R, bj €B, st €S
0 0 Ss 0 0 Asps,

Luego, este subespacio tiene estructura de subélgebra de End(T), dado que,

Anpr, O 0 Aoy, 0 0
Abbpra AsiPry Asy 00, )‘biprg /\s’lpn’1 )‘sépbé =

0 AS3PS4 0 O Asé psl}

/\ﬁprz)‘rﬁprg 0 0
= Ablpf?/\ripré + A51p74/\bgpr’3 /\S1p1’4)\s’1pn’1 )‘Slpm)\sgpb’z + )\Szpbz)‘sgpsfl
0 0 A53PS4)\53P5"1

)‘rlrﬁ Y rhry 0 0

= Ab]rﬁprgrg + )‘slb’lprgm Aslsﬁprflm )‘s1s’zpb§u + )‘szsgpsgbz
0 0 /\53s§ps£154
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Se sigue entonces

0 Aﬁsz 0 0
Dk(TL) = )\blprz )leprZ )\s]pbz | ri € R, b] €B, s, €S Lema.4.1.4
0 0

Aslpsz
RR°P 0 0
C | BR? SR SBoP| .
0 0 55°p

Para ver la otra inclusién, basta tomar (r;,b;,s;) € R@ B @ S y realizar la siguiente
descomposicion,

Aﬁprz 0 0 )\lerz 0 0
0 0 0) =1 Aopr, Aopr, 0] = A(11,0,0)P(2,0,0)
0 0 0 0 0 0
0 00 A0Prs 0 0
/\b1Pr3 0 0f= )‘b1p73 Aopr, 0] = )‘(O,h1,0)p(r3,0,0)
0 0 0 0 0
0 0 0 Aopr, 0 0
0 A51p7’4 0| = )‘OPM /\Slpm 0| = A(O,O,S1)p(r4,0,0)
0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0
0 0 Ao, | = [0 As,00 AsiPb, | = A0,0,52)0(0,52,0)
00 0 0 0 As, 00
00 0 0 0 0
00 0 =0 Agp0 Aspo | = A0,0,53)0(0,0,54)
0 0 Asps, 0 0 As;Ps,

De lo anterior obtenemos que cualquier operador matricial de la forma

)Lrlpr2 0 0
/\bbprs AsiPry APy | = Ar1,0,0)0(r2,0,0) T A(0,61,0)0(3,0,0)

3054

+ A 0,0,5)P(r1,0,0) T A0,0,52)0(0,52,0) T A(0,0,55)P(0,0,5)

es un operador diferencial interior.

Para demostrar la inclusién de DY(T;) en el espacio matricial propuesto, es suficiente
ver

RR% = {A,,0s, € End(R) | r; € R} = DY(R) Corol.1.2.4
SS% = {As,ps, € End(S) | 5; € S} = DY(S) Corol.1.2.4
7°(S,s B) = Homg(S, B) = {p, € Hom(S,B) | b € B} Prop.1.2.1

= SB = {Aspp | b€ B,s € S} =SZ°S,s B) C DY(S,s B)

Similarmente, Z°(sB) = Ends(sB) y R?” = {p, € End(sB) | r € R} C Z°(sB) entonces
SR°? C $Z°(sB) C DY(sB). O



104 Operadores diferenciales de matrices triangulares formales

Nuevamente, vale mencionar que en general D(Ty), esta contenido estrictamente en
el espacio de matrices,

D°(R) 0 0
BR? D°sB) DY(S,sB)
0 0 DY(S)

Basta comparar los espacios de la componente (22) de ambas estructuras, donde en ge-
neral SR # D(sB) y esto nos impide garantizar la igualdad entre D2(T}) y el espacio
matricial previamente exhibido. No obstante, dicho espacio matricial serd un buen am-
biente para estudiar el espacio de operadores.

Ahora, dedicaremos nuestros esfuerzos para extender los resultados previamente de-
mostrados, a los operadores diferenciales de orden superior. Vale mencionar que en [SIK16,
pg. 5 - Proposition.3.2], los autores demuestran que; si V € Dy (Ty;) es un operadores di-
ferenciales matricial, entonces Vi, = Vi3 = V31 = V3 = 0. No obstante, nosotros
logramos mejorar dicha formulacién, por cuanto, exhibimos las estructura que compo-
nen cada una de las entradas de los operadores matriciales, tanto de Z"(Tr) como de
D{(Tr). Y dicho conocimiento, nos permitird avanzar en el estudio de Dg(Ty). Por otra
parte, las herramientas argumentativas que empleamos son constructivas.

Proposicién 4.1.6. Si Ty es el digebra de matrices triangulares generada por (R, B, S), entonces

Z"(R) 0 0
Z"(T;) € |Hom(R,B) Z"(sB) Z"(S,sB)
0 0 Z"(S)

[ D"(R) 0 0
DE(TL)C Hom(R,B) Dn(sB) Dn(S,SB)
0 0 D"(S)

para cadan € IN.

Demostracién. Realicemos una induccién sobre el orden de los operadores, de esta forma,
el paso base se deduce directamente de los resultados obtenidos al inicio de la subseccién,
a saber, Lema.4.1.2 y Teor.4.1.5. Ahora, supongamos que el T;-bimédulo de operadores
diferenciales de orden n > 0 verifica la inclusién

D"(R) 0 0
DQ(TL)C Hom(R,B) Dn(sB) Dn(S,SB)
0 0 D"(S)
Veamos entonces que
[ Z"T(R) 0 0
Z"(T) € |Hom(R,B) Z"*'(sB) Z"*(S,sB)
0 0 Z"Y(s)
[ D""(R) 0 0
D/"}(T.) C |Hom(R,B) D"*!(sB) D"*!(S,sB)
.0 0 D"(S)
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Si V € Z"(T.) se sigue de la definicién que [V, A;] € D"(T.),Vt € Ty. Luego, del
Lema.4.1.1 obtenemos la férmula del corchete para los operadores matriciales,

Vi1, Ar] + Vi2Ay Vi2As = AV VizAs = A Vi3
[V, A = [ Vo Ar = AsVor + VoA — A Vi A Vo + [V, Al —Ap Vg + [Vas, Ag]
Vi31Ar + VoA, — AV V32, As] V33, As]
Ahora, si hacemos b = s = 0 entonces, para cada r € R se cumplen
Vi, A =AYV =AYV
[V, )\(r,0,0)] = VoA, 0 0 € Dﬁ (TL)
Via1A, 0 0

y gracias a la hipétesis inductiva se sigue, por un lado, que

[Vi1,Ar] € D*(R),Vr € R <= |Vy; € Z"(R)

y por otra lado,
—A Vi = —AVi3 = VaA, = 0.

Si hacemos r = —1 obtenemos que
Vio=—-AVip =0, Viz=-AVi=0

Similarmente, si hacemos r = 1 se obtiene que V31 = V314, = 0. De esta forma conse-
guimos que

‘V12=V13=V31=0‘-

Si hacemos r = s = 0 entonces para cada b € B se tienen que

Vi2Ap 0 0
[V, Aopo) = | Voords = AV —AViz —ApVas | € Di(Ty).
Va Ay 0 0

Se sigue de la hipétesis inductiva que , VA, = 0,Vb € B. Como Vi € Hom(B, S)
entonces podemos evaluar el operador, de esta forma,

Va(b) = (V) (1) =0,Vb € B = _

Nuevamente, si hacemos r = b = 0 entonces, paracadas € S,

0 0 0
[V, A000] = | —AsVar [V, As] [V, As] | € DE(TL)
0 0 [V33, As]

y de la hipétesis inductiva se deduce que

[v33/ As] S Dn(S),VS €S <+=|Vgy €E Zn-i—l(s)

[Vo3,As] € D"(S,sB),Vs € S <= |V € Zn+1(5,5 B)

[sz,)\s] € Dn(sB),VS €5 <= |Vypc Zn+1(SB) .

Por lo tanto, para cada V € Z"*!(T1) se cumple que

Vi 0 0 Z"(R) 0 0
V=|(Vn Vn V| € |Hom(R,B) Z""(sB) Z"(S,sB)
0 0 Vs 0 0 Zm(s)
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Ahora, veamos que el bimédulo generado por Z"1(T}) verifica la contencién que

buscamos. Para cada t1,t, € Try V € Z"1(T.), tenemos del Lema.4.1.1 junto con la
descripcion recién hecha para los operadores diferenciales centrales que,

)\rl (Vl]Arz) O O
A (VAL) = | Ay, (V11An) +Asy (Vaidry, + V2Ay,) Ay (Vozz)\sz) As; (Va3As,)

0 )\51 (V33)\52)
D" (R) 0 0
= Ay (VAy,) € |Hom(R,B) D"*1(sB) D""1(S,sB)| .
0 0 D"TL(S)

Finalmente, obtenemos lo que esperabamos ver, dado que,

D" (TL) = Sum{A;, VA, | t; € T, V € Z"(T1)}

D" (R) 0 0
C |Hom(R,B) D""'(sB) D"*1(S,sB)|.
0 0 D"tL(S)

Vale la pena hacer las siguientes aclaraciones. Por una lado, los subespacios de endo-
morfismo lineales

Z"(R) 0 0 ] D"(R) 0 0 ]
Hom(R,B) Z"(sB) Z"(S,sB)| y |Hom(R,B) D"(sB) D"(S,sB)
0 0 Z"(S) 0 0 D"(S)

en general no son subespacios de los operadores diferenciales Dy (Ty), pero serdn de uti-
lidad para aliviar los cdlculos, y mds atn, estos espacios nos brindaran un marco de
referencia linealmente independiente sobre el cual describiremos las relaciones que nos
permitirdn comprender la estructura interna de los operadores diferenciales.

Por otra parte, en general la inclusiéon que se propone en la Prop.4.1.6 es estricta.
Basta con recordar el caso de los operadores diferenciales interiores, donde en general

SR ¢ DO(B), y por ende,

RR? 0 0 D%(R) 0 0
DY(T;) = |BR” SR’ SB°?| ¢ |Hom(R,B) D°(B) D%S,B)
0 0 557 0 0 DYS)

Con base en el resultado anterior, podemos reformular las relaciones del conmutador
para los operadores diferenciales del dlgebra de matrices triangulares inferiores.
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Corolario 4.1.7. Si V € D{(TL), para algiin n € Ny, entonces para cualquier
t=(r,b,s) € R® B® S se cumplen

V1 Ar 0 0
VApps) = | V21Ar + VoA VioAs VisAg
0 0 Vi3As
AV 0 0
Meps)V = AV11+AsVar AV AV
[vlll /\r] 0 0
[V Al = | VaiAr = AsVor + VoA — Ay Vin [V, As] - [V, A
0 0 [V33, As]

Demostracion. Primero, de la Prop.4.1.6 obtenemos que, para cada V € End(Ty)

Vii Vio Vg3
V=1|Va Vn V]| eDiT) = Vip=Vi3=V3=Vpp=0
Vi1 V3 Vs

luego, usando el Lema.4.1.1 para refrescar las relaciones del conmutador [V, A;], para
cualquier t € T;. o

4.1.2. Operadores diferenciales de T (R, B, S)

Nuestro siguiente objetivo consiste en describir el bimédulo de operadores diferen-
ciales D} (TL), junto con Z"(Tr), en funcién de las estructuras inherentes a cada una
de las componentes matriciales. Recordemos que End(R), es un R-bimédulo, y similar-
mente, Hom(S, B), End(S) y End(B) son S-bimédulo, dado que, tanto S como B son
S-moédulos izquierdos. Por otra parte, el espacio Hom(R, B) admite una estructura de
(R, S)-bimé6dulo (inducida por la multiplicacién a izquierda), y como no hemos pedido
ninguna condicién sobre las dlgebras R y S entonces, no tenemos a priori, una estructura
natural sobre Hom(R, B) para inducir operadores diferénciales sobre dicho espacio.

Por otra parte, vale la pena mencionar que en el articulo [SIK16], los matemé&ticos M.
Sumanth Datta, Uma N. Iyer y G. Koteswara Raoa, no caracterizan los espacios de ope-
radores diferenciales centrales de las matrices triangulares superiores formales. A su vez,
presentan algunos detalles formales que reclaman ser explicados, y es en esa direccion
que presentamos las siguientes definiciones y resultados propios de nuestro trabajo de
investigacion.

Sea S una k-dlgebra y B un S-médulo izquierdo. Recordemos que End(B) admite una
estructura natural de S-bimédulo, inducida por la representaciéon A : S — End(B), ver
Def.1.1.6.

Definicién 4.1.2. Sea () C End(B) un subespacio de operadores, definimos el espacio
Z5 Q por
Zz QO ={A€End(B) | [A As] €Q, Vs € S}.

Se sigue a continuacion una lista de propiedades bésicas para el espacio previamente
definida.
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Proposicién 4.1.8. Sea B un S-mddulo izquierdo y Q); C End(B) subespacio vectorial.

1. Si0y € Oy C End(B), entonces Z5 O C Z5 .
2. Para cualquier subespacio Q C End(B), se cumple que, Z°(sB) C Z}; Q.
3. Paracadan € N, Z}(D"(sB)) = Z""1(sB).
4. Mis general aiin, Si QO C D"(sB), entonces Zj Q0 C Z"(sB).
Demostracién. Para demostrar el item(1), sea V € Z5 (), de la Def.4.1.2 tenemos que,
]

[V,As] € O1,Vs € S.Si () C ) entonces [V, As] € (), Vs € S, se sigue de esta forma
que, V e Zg 0.

Para demostrar el item(2), basta ver Z°(sB) = Zj{0}. En efecto, por una parte
V € Z°(sB) <= [V, A] =0,¥s € S <=V € Z;{0}

por otro lado, dado que {0} C Q para cualquier subesapcio (3 C End(B) entonces
7°(sB) = Z3{0} C Z5 Q.
Para demostrar el item(3)y(4), razonamos similarmente,

V € 2" (sB) <= [V, As] € D"(sB),V¥s € S Def.1.2.4
< V € Z;(D"(sB)) Def.4.1.2

Mis general, si 3 C D"(sB), se sigue de la primera parte, que Zz Q) C Z5 D"(sB). De la
tercer parte tenemos la igualdad, Z§(D"(sB)) = Z"™(sB), obteniendo de esta forma que
Z5Q C 2" (sB). o

Nuestro siguiente objetivo serd formular una descripcién para el espacio Z"(Ty) y
para ello, razonaremos de forma andloga al Corol.4.1.3. En donde definimos una relacién

entre pares de operadores (V,A) € Z°(R) x Z°(sB), dado por,

V ~ A <= dr € Rtal que {A:preEnd(B)
<= VA, —AyA =0 € Hom(R,B), Vb € B.

Y luego demostrar que

(Vn, sz) S ZO(R) X ZO(SB) : Vi1 ~ Vo
VeZ (T) <= {VueZ(SsB) y VaeZ(S)
Viz = Vi3 = V35 = V3 =0.

Definicién 4.1.3. Sea B un R-médulo derecho y I' C Hom(R, B) un subespacio vectorial.
Para cada par de operadores (V,A) € End(R) x End(B), definimos la relacién

\Y ~(B,I) A<= ANy — A,V €T,Vb € B.
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Proposicién 4.1.9. Sea B un R-médulo derecho y T C Hom(R, B) un subespacio vectorial.
Entonces, el conjunto de pares ordenados

{(V,A) € End(R) x End(B) | V ~(g 1) A}

es un subespacio de End(R) @ End(B).

Demostracion. Sea I' C Hom(R, B) un subespacio. Veamos primero que 0 ~p,r) 0. En

efecto,
0A, —A0=0€T,Vb € B.

Veamos ahora que este conjunto de pares ordenados es cerrado en la suma y en la multi-
plicacién por un escalar. Sean (V,A) € End(R) x End(B), tales que, V ~ ) A. Luego,
para cualquier ¢ € k se cumple,

ANy — AV €T,¥b € B<= ¢(ANy — A)V) €T,Vb € B
< (cA)Ap — Ap(cV) €T,Vb € B
<~ (CV) ~(BT) (CA)

donde claramente ¢(V,A) = (cV,cA) € End(R) © End(B),Vc € k. Similarmente, si
Vi ~(BT) A1y Vs ~(B,I) A, entonces

MAy =AMV ETVDEB vy MA,—AV2€T,VbEB
— (Al)\b — /\bvl) + (AZ)\h - /\bVZ) el,vbeB
= (A + M)Ay —Ap(V1+ Vo) €T,VDEB
= (V1+V2) ~@r) (1 + M2)

donde claramente (V1,A1) + (V2,A2) = (V1 + V2, A1 + Ay) € End(R) @ End(B). m

Vale la pena recordar la descripcién que obtuvimos para el espacio Z! (C(1,0)), para que
veamos cual es el papel de la relacién entre operadores V ~ 1) A, previamente definida.
Sabemos del Capitulo 3 que,

( *x 0 0
X @ % 0 0
0 0 =«
1 —
Z (F(l,n)) = « Ay # P+A € End( ( ))
0 0 = 0 * *
0 0 *
En este caso I'y ) = an O] entonces R = I',, S = ky B = k"L, Por otra parte,

consideremos los operadores

* 0 0
0 0 =«

Sabemos del Capitulo 3, que para cada b = (by,by) € k" @k = B, se cumple que

x by(p+Ar) x* x bp x * Apy ¥
Ay — AV = _ _ ,
0 0 * 0 0 =« 0 0 =
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Finalmente, si consideramos el subespacio

x Ag  *
Q= € Hom(R,B):s €k,
0 0 =«

se sigue de los célculos anteriores que, V ~ g o) A.

Ahora contamos con todos los ingredientes para formular y demostrar el resultado
central de este capitulo.

Teorema 4.1.10. Sea Ty el dlgebra de matrices triangulares inferiores generada por (R, B, S).
Para cada n > 0 existen tres subespacios

Of CD'(R), O CHom(R,B), O CD"(sB)
tales que;
a0 0
Prop.(1). D"(T.)= |Q} Q) D"(SsB)
0 0 D"(S)

Prop.(2). V € Z""Y(Ty) si y solo si

V11 0 0 V21 c le
V=|Va Van Vx| tadquel (Vi Vi3) € 2" (S,s B) x Z"T1(S)
0 0 Vs (V11, V) € ZR Qlfy X Z5Qlfy - Vin ~(pay) Va2

Mis atin, la cadena de espacios {(Qf,, Q,, Q) : n € No}, admiten una descripcion recursiva
e independiente a la estructura del dlgebra de matrices, de la siguiente forma:

0} = RR? C D(R), OY; = BR?” C Hom(R, B), O, = SR? C D°(sB)
Y a partir de los subespacios "' C Z"(R) y @41 C Z"(B), dados por
O ={V e ZR O | V ~an) A, paraalgiin A € Zi O}
L ={AeZ5Q5 |V ~Bay) B paraalgin V € Zy Ofy }
se construyen los espacios de nivel n 4 1:
Q4! = ROYTR € DM(R)

04! = S0s C D(sB)
Q5 = BO'R + SO R + S4B C Hom(R, B)

Demostracién. Razonemos por induccion sobre el orden de los operadores diferenciales.
Para el caso n = 0, definamos los subespacios

0}, =DY%R), O, =BR”, OF, = SR

Veamos primero que se cumple la Prop. (1). Para ello, usaremos el Teor.4.1.5 del cual
obtenemos

RROP 0 0 DO(R) 0 0
D%(T.) = |BR” SR°? SB°?| C | BR?” D°(sB) D°(S,sB)
0 0 Sso 0 0 D°(8)
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Luego, usemos el Corol.1.2.4 para obtener
D%(R) = Gen{A,,0,, € End(R) | r; € R} = RR°P

— | Q% = RR”

DY(S) = Gen{As,ps, € End(S) | s; € S}
— |D%(S) = 55°°

Por otra parte, las siguientes estructuras estdn bien definidas gracias a la composicién de
transformaciones,

BR? = Sum{A,p, € Hom(R,B) | b € B,r € R}
SRP = Sum{Asp, € End(B) | s € B,r € R}
SB? = Sum{Asp, € Hom(S,B) | s € S,b € B}

Asimismo, veamos que SB°? = DY(S,s B). En efecto, si V € Z°(S,s B) entonces [V, As] =
0,Vs € S. Esto implica que V es una transformacién S-lineal, por consiguiente, V = py,
con b = V(1). Notemos, los argumentos anteriores nos muestran que todo operador del

tipo py, es interior. De la doble inclusién se sigue la igualdad, B? = Z°(S,s B), por lo tanto

DY(S,sB) = SZ°(S,s B)S = Sum{As, pp)s, | S; € S,b € B
1067,
= Sum{Aspp | s € S,b € B} =SB

— |SB =D'(S,s B)

De lo anterior obtenemos que QJ, C D°(R), O, € Hom(R, N) y Q3, C D(B) tales que

RR? 0 0 a0 0
D°(T.) = |BR? SR SB*| = |0}, Qf, D°(SsB)
0 0 559 0 0 D)

Ahora, para demostrar la Prop. (2) estudiemos los operadores 1-centrales. Sea V &€
Z!(Ty), de la misma definicién obtenemos que,

[V, A(rps)) € DX(TL), ¥(r,b,s) € R x BXS.

Teniendo presente el Corol.4.1.7, donde se describe la forma matricial del corchete para

los operadores, junto con la descripcién matricial de la Prop. (1) para D°(Ty), obtenemos
que, para cada (r,b,s) € Rx B x S,

V11, Ar] 0 0 oy 0 0
Vaidr = AV + VoA, = AV [V, Al [V, Al | € (9, 09, D(S,sB)
0 0 Va3, As] 0 0 DY%S)
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Notemos entonces, que de esta tltima férmula podemos deducir las siguientes con-
clusiones. De la Def.4.1.2 sabemos que

Vi, A € QY Vr € R <= | V1 € Z3OY,

[V, As] € ng, VseS <= |Vxpe Zg’ng

Por otra parte, de la Def.1.2.4 obtenemos que

[V23,As] € D(S,sB),Vs € S <= |Va € Z(S,5B)

[V33,As] € DO(S),VS €S<+=|Vz € Zl(S) .

Ahora, dado que V1A, — AsVo1 + VoA, — AV € le,V(r, b,s) € R x B x S, podemos
considerar el caso v = s = 0, para obtener

VoA, — Ay Vi1 € 081Vb €B — |Vn1 ~(B,0Y,) Vol

Por otra parte, si hacemos b = s = 0y r = 1, obtenemos | Va1 € Y, |. De esta forma

demostramos que

V11 0 0 ZE Q(l)l 0 0
7! (TL) - Vi1 V2o Vo3| € le Zg ng Zl(S,S B) V1 ~(B,09,) Voo 5.
0 0 Vs 0 0 zY(s)

Ahora, para ver la igualdad basta con demostrar que, V (r,b,s) € RxBxS

Vi~ o) V2
— VnA — AsVar + VoA, — A, Vi € Q9
Vo € le

Notemos, si Vo1 € le = BR entonces existen (r;,b;) € R x B, tales que Va1 = Y A1,
Luego, para cualquier (7,s) € (R, S) se cumple

Vordr = AsVor = (Y Apor)Ar — As(Y Avpr,)
= Z)\hi)\n"ri - Z/\s)‘bipm
=Y " Aprpr — Y Asp0r, € QY
— | VoA, — AVo € Y, (7,5) € (R,S)

Por otra parte, si V13 ~(B,0Y) V2, se sigue de la Def.4.1.3 que

VoA, — AV € le,Vb €B

Entonces, (V;ﬂ/\r — /\SV21) + (sz/\b — )\bvll) € le ,V(i’, b,S) € Rx B xS.
Con lo anterior podemos garantizar la igualdad
* ()0
vy 0 0 Zr O, 0 0
Z1 (TL) = Vzl sz VZg c le Zg ng 21(5,5 B) : V11 N(B,le) VZQ
0 0 Vi 0 0 Z'(S)
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y de esta forma, demostramos la relacién de equivalencia que se formula en la Prop. (2).

Ahora realicemos el paso inductivo, supongamos que para n > 0 existen subespacios
% CD'(R), Q% CHom(R,B), O CD'(sB)
tales que

a0 0

Prop.(1). D"(Tp) = |Qf, Qf, D"(S,sB)
0 0 DYS)

Prop.(2). V € Z""(T.) siysolosi

VH 0 0 on Zn+1 S<B Zn+1 S

el que {<v21,v23, Vi) € O x 2" (S5 B) x Z"(S)

vV=|V \% \%
021 022 Vig (V11, Vo) € Z% Of; x Z5 a5 :Vn ~(B,0%,) Vo

Demostremos entonces la existencia de otros tres subespacios
Q' ¢ D"Y(R), Q5! € Hom(R,B), Q51 C D""!(sB)

los cuales verifiquen Prop. (1)y(2). Para esto, consideremos primero el espacio de pares
ordenados

Luego, adoptemos la siguiente notacién, ®" ™ C End(R) y @} C End(B), para sus
respectivas proyecciones, es decir,

q)1111+1 _ {V c Zfz % \ \V4 ~ (B, A, paraalgin A € Zl*; Qﬁlz}
@512—1 — {A c Z‘g ng | v N(B/le) A, para a].gl./ln V S Z?{ T]}'

De esta forma, podemos definir Q"' como el R-bisubmédulo de End(R), generado por

n+1
q)ll ’

Q! = RO"R = Sum{A,, VA, € End(R) | r; € R,V € !

y similarmente, Q! es el S-bisumédulo de End(B), generado por @4, !,

Q5 =SP4 1S = Sum{A;, VA, € End(B) | s; €S,V € @'}

Por otra parte, gracias a la composicién de operadores lineales podemos identificar a las
siguientes estructuras con subespacios de Hom(R, B),

BO''R = Sum{A, VA, € Hom(R,B) | (b,V,r) € B x /1 x R}
SO% R = Sum{A;VA, € Hom(R,B) | (s,V,r) € S x O3 x R}
S4B = Sum{A; VA, € Hom(R, B) | (s, V,b) € S x @' x B}.

De esta forma, podemos definir fo 1 c Hom(R, B) con la suma de estos subespacios, es
decir,

Q5 = B[R + SQF R + SO B.

Ahora, nos daremos a la tarea de demostrar que los tres espacios Q;"!, Q5 , y Q4F,
verifican todas y cada una de las condiciones que se proponen en el teorema. Veamos
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primero que se verifican las inclusiones
Q' € D"(R), ' CD"(sB), Q4" C Hom(R,B).
En efecto, Q%' € Hom(R, B) de la misma construccién, y junto a la hipétesis inductiva
tenemos que ), C D"(R) y O, € D"(sB). Luego, usamos la Prop.4.1.8-item(3) para
obtener
Zp Oy CZ"U(R),  Zp05, C 2" (sB).
Por otra parte, por construccién de &%, y ®2! sabemos que
i x @5 C ZR O x Zj O

Esto implica,

Q' = RO'MR C RZE Q%R C RZ"™H(R)R = D" (R)
y similarmente,

Q! = sdIrls € 75 05,8 C SZ'(sB)S = D" (5B).

De lo anterior podemos ver la inclusién entre los espacios matriciales

anft oo 0 D"*1(R) 0 0
Q" D™(S,sB)| € |Hom(R,B) D"'(sB) D"*!(SsB)
0 0 D"T1(S) 0 0 D"TL(S)

De esta forma, demostramos que el dlgebra de matrices conformada por los espacios de
operadores propuestos, estd incluida en el mismo espacio ambiente que el de los opera-

dores diferenciales D" (T ). Nuestro siguiente objetivo es demostrar la igualdad
ot oo 0
Dn-‘rl (TL) — Q;lil»l ngJrl DI’H—l (S/S B)
0 0 D"TL(S)
Para ello, usamos primero la definicién del bimédulo Dl (TL), donde,
D" Y(Ty) = T Z" Y (T,) Ty .

Esto nos lleva al estudio de los operadores (1 + 1)-centrales, sea V € Z"™(T}). Gracias
a la hipétesis inductiva sabemos que

Vii 0 0 o a .
tal que {(VZL Va3, V33) S 021 X Z (S/S B) % Z (S)

V=1[|V AV \Y%
021 022 v;z (VH, sz) € Zﬁ Q’fl X ZE ng : Vn N(B,le) v22

Notemos, de la construccion de @1y @1 1a segunda fila de la proposicion anterior,
. 1 Y®»
se sigue que

(Vn,sz) = Z}E QTl X Zg 0'212 : V]l ~ (B, sz — (VH,VZQ) = CI)T{H X @g;l.
(B,OY)

Luego, para cualquier (r;,b;,s;) € R@® B @& S, tenemos la expresion matriciales del opera-
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dor Ay, b s1) VA (1,,,5,), Obtenida del Corol.4.1.7, esta es,

A Viihy, 0 0
A(l’l,bl,sl) VA(rz,bz,sz) = )\bl V11)&1’2 + )\sl v21)\1’2 + /\51 VZZAbZ Asl VZZ/\sz )\51 V23)\52
0 0 )\51 V33)\52

Se siguen entonces las siguientes relaciones

Vi1 € q)'ilf_l — Arlvn)\rz S RCI)ﬁHR = |Vq1 € Qﬁ‘_l

Vo € @3;1 == /\Sl sz/\sZ € SCI)EHS — |V € Qg;l

Similarmente,

Vs € Z"(S,sB) = Ay, VsAs, € SZ"(S,5B)S = | Va3 € D"T(S,5 B)

Vs € Z"(S) = Ay, VasAs, € SZ'(S)S = | V33 € D"T(S)

y de la misma forma,
SiA = /\ban/\rz + )\s] le/\rz + )\5] VQzAbz

= A € BO}'R+ SQ4 R+ SP'B

= |A e Q)|

Ahora, como todo operador diferencial en D"*! (T ) es combinacién lineal de operadores
del ipo Ay, b, 1) VA (1, 0,,5,), €NtONCES Obtenemos una primera inclusion

ayft oo 0
Dn—‘rl (TL) C le—i-l ng-l Dn+1(sls B)
0 0 D"1(S)
Para ver la otra inclusién, estudiemos primero los siguientes casos:

Si V € @'y r; € R, entonces existe A € ®5;, tal que, V ~ B,y,) A Se sigue que,
A VA, 0 0 AR
0 0 0| =A400|0 A 0]Ap00 €TeZ"(TL)TL.
0 00 0 0 0

SivV e df 1 b € Byr € R, entonces existe A € ®L, tal que, V ~(B,y,) A Se sigue

que,
0 00 \Y
/\bV)\r 0 0 - A(O,b,O) O
0 00 0

SiV e (),,s € Syr € R entonces

0
0) Airo0) € TLZ"H(TL) Ty
0

o> o

Mooy € TLZ"(TL) Ty .

>
w
oo
>
Ry
coco
oo o
|
>
=
o
N
oo
coco
coco
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SiA € CDg;l, b€ Bys € S, entonces existe V € <I>'111+1, tal que V ~ (B, A. Luego,
0 00 vV 0

)\SA)\b 0 0 — A(O,O,S) 0 A

0 00 0 0

SiA € @51, ys; € S entonces existe V € @}, tal que V ~(B,0y) A Luego,

0 0 0 vV 0 0
0 /\slA/\sz 0] = )\(0,0,51) 0 A O A(O,O,Sz) eT; z" 1 (TL) Tr .
0 0 0 0 0 O

o OO

) A(O,b,O) e Ty Zn_‘—1 (TL) Tr.

SiV ezt (S,sB),ys; € S, entonces

00 0
0 0 )\51 V/\Sz = A(O,O,Sl)
00 0

SiVe Z”+1(S), y s; € S, entonces

0 0 0
0 0 0 :/\(Ololsl)
0 0 Ay, VA,

Notemos, todo operador matricial del espacio

(e Nelen)
[N el en)

0
V) )\(0,0/52) - TL Zn—H (TL) TL .
0

0
%) A(O,O,sz) €Ty Zn+1 (TL) T .

(e N e ew)
o OO

ot oo 0
3t O3t DTS5 B)
0 0 D"(S)
es una combinacion lineal de los operadores previamente estudiados, y como hemos de-
mostrado, cada uno de ello se encuentra en T Z"*! (Tr) Tr. Por lo tanto, queda demos-
trada que los espacios Qﬁ' b Qg; 1 y ng’ L cumple con la Prop. (1), esta es,
1
orf 0 0
Dn-‘rl (TL) — TL Zn+l (TL) TL — Qgikl ngJrl D”H(S,S B)
0 0 D"1(S)

Ahora, veamos que los espacios Q" Loty oV !, cumplen con la Prop. (2), esto

es, V € Z"2(Ty) siy solo si

Vi Vn (Va1, Vas, Va) € 057 x Z"72(S,5 B) x Z"H4(S)
V= tal que

Vo1 Vo Vo3
0 0 Vs (Vi1, Vo) € ZR Of? x Z5 Q3372 : Vi ~ oyt V22
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Primero, de la Prop.4.1.6 obtenemos la inclusiéon

Z"2(R) 0 0
Z"2(Ty) € |Hom(R,B) Z"*2(sB) Z"*2(S,5B)
0 0 Z"2(S)

Luego, Si V € Z"2(Ty), se sigue de su definicién que
[v//\(r,b,s)] € Dn+1 (TL),V(T’, b,S) € RxBxS

Teniendo presente la forma matricial del corchete Corol.4.1.7, junto con la expresiéon

matricial para D"*1(T.) propuesta en la Prop. (1), obtenemos que, para cada (r,b,s) €
RxB xS,

Q?H-l 0 0
V11, Ar] 0 0 11
Vaidr = AsVor + Viody — Vi [V, Al [Vaz Ad] | € | Q5T Qi D'(S,s B)

0 0 [V33/ )\S] 0 0 Dﬂ+1(s)

Se sigue entonces la veracidad de las siguientes afirmaciones

[V, As] € D"(S,sB),¥s €S y [Vs3,As] € D"1(S),¥s €S
(®) =< [ViL, A € QL VvreR y [Vap, Al € Q4 Ws €S
VoA — AsVo1 + V22/\b — )\bvll S Qg;rl,VO’, b,S) €ERxBxS

Nuestro siguiente objetivo sera demostrar

(V23,V33) IS Zn+2(5,5 B) X Z”+2(S)
(®) < { Vx € Qi
(Vn, sz) € Z}({ Q;lf_z X Zg Qg;z V11 N(B,Q;‘frl) Vo

Notemos, de la definiciéon de operador diferencial central se obtiene que

[v23/ )\s] S Dn+1(S,5 B),VS €S VZB c ZVH—Z(SIS B)
<
[VSSI )\s] S Dn_H(S),VS €S VSB c Zn+2(S)

y similarmente, usando la Def.4.1.2 obtenemos

[Vn,/\r] € Q{’fl,w € R V1 € Zf{ Qﬁq
<
[sz, /\5] € Q;;l,vs €S Vo € Zg Qg;l

Basta entonces, demostrar que
Prop.(a) := VA, — AV + VoA, — AV € leﬂ ,Y(r,b,s)

siy solo si

Vo € Q;il
Prop. (b) :=

De esta forma, supongamos primero que Prop. (a) es verdadera, luego, si hacemos
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r = s = 0 obtenemos
VoA, — AV € ng_l ,Vb € B<— V11 ~ (B V» Def.4.1.3

por otra parte, si hacemos b = s = 0 y r = 1, obtenemos que Vy; € ng 1 Veamos ahora

su reciproco, para ello supongamos que Prop. (b) es verdadera; luego, si Vy; € ng 1,

entonces por construccién tenemos que
Q5 = BOY IR + SOS R + Sy, 'B
de esta forma, el operador V; es combinacioén lineal del conjunto
{ApBDA  AsBoAy  AsBD3Ay | Ay € DU, Ay € QF1, A € D5V (r,b,8) ).

Ahora, veamos primero que V1A, —AsVp € ng 1 ¥(s,r) € S x R, basta con demostrar-
la para cada uno de los generadores. Entonces, para cualquier ' € Ry s’ € S se verifican
los siguientes casos:

()\bAl/\r)/\r’ - /\s’()\bAlAr) = )\bAl/\rr/ - )\s’bAl)\r € le—H
similarmente,

(AsBaAr) Ay — Ag (AsBady) = AsBodyy — Mg, € Q!
y de igual forma,

(AsD3Ap) Ay — Ag (AsA3Ap) = AsAzApy — AgsAshy € leﬂ

Por otra parte, si (V11, Va2) € Z{ foz X Z5 ngﬂ : Vi ~ (B, V2, entonces por

Def.4.1.3 se sigue que, VoA, — AV € QZH,Vb € B. Por ultimo, se suman las ex-
presiones anteriores, (V1A — AsVa1) v (VoA — Ap V1) para obtener el resultado que
buscédbamos, este es,

VoiAr — AsVor + VA, — AV € ngl,V(i", b,S) € RxBxS.

Finalmente, se demuestra asi que los espacios Q" Loty ayf !, cumplen con la
Prop.(2), y por lo tanto, estos espacios cumplen con todos los requerimientos que se
formulan en el teorema. O

Vale la pena cerrar esta subseccién con algunos comentarios. Primero, la descripciéon
de los operadores diferenciales previamente demostrada, nos revela una descomposicién
en sumandos directos de los operadores diferenciales, donde;

Vi 0 0
Z”Jrl(TL) = 0 Vy»n 0 ‘ (V11, sz) € Cbiffl X CDE[ZJA, Vi1 ~(BQY) Vo
0 0 0
0 00 00 0 00 0
® |05 0 0|@® |0 0 2" (S,sB)|® [0 0 0
0 00 0 0 0 0 0 Z"(s)



4.1 Algebras triangulares Ty (R, B, S) 119

A suvez,
aOf 00 0O 00 0 0 O
D'(Ty)=| 0 0 0|a®|QF 0 0|& (0 OQF O
0 0 0O 00 0O 0 O
00 0 00 0
®|0 0 D'S,sB)|® |0 0 0
00 0 0 0 D'(S)

Segundo, la construccién que brindamos a la secuencia de espacios {(Qf;, Q5,,0%,) : n €
Ny}, respeta la estructura intrinseca de cada uno de ellos, propinada por las inclusiones,

11 € D"(R), Q3 € Hom(R, B), Oz, € D"(sB).

De tal forma, que dicha estructura es compatible con la identificacién de dichos subespa-
cios en el dlgebra de operadores matriciales D" (T}), es decir, las siguientes transforma-
ciones lineales son compatibles con las estructura ambiente heredada de D(Ty),

vV 00
p11: Qf; = D" (T) talque Vi— [0 0 0
0 00

0 0 O
¢ Q) — D"(Ty) talque V— [0 V O
0 0 O

0 00
¢ :Qy —D"(Ty) talque V— [V 0 0
0 00

Ya estudiaremos con mayor atencién esta cuestion, en la seccién de Inyecciones estructu-
rales de Dy (Ty).

4.1.3. Derivaciones de T (R, B, S)

Primero realizaremos las siguientes observaciones, sea B es un bimédulo izquierdo
por la accién de S y derecho por la acciéon de R. Se sigue la buena definicién del espacio
de las transformaciones S-lineales, denotado con, Homg (S, B). Similarmente, tenemos el
espacio de operadores S-lineales a izquierda, Endg(B), y de forma dual, tenemos el espa-
cio de operadores R-lineales a derecha, denotado con Endger (B). Por otra parte, usaremos
la notacién End g o) (B), para designar al espacio de operadores S-lineales a izquierda,
y a su vez, R-lineales a derecha, es decir,

End s gor) (B) = Ends(B) N Endga (B).

Asimismo, como ya se demostré en la Prop.1.2.6, Der,(T.) C ZYTy). Luego, de la
Prop.4.1.6 sabemos que todo operador diferencial V de End(T;) admite una expresion
matricial de la forma

Vi 0 0
V=|Va Vn Vxy
0 0 Vs3

Contamos entonces con todos los ingrediente para formular una descripcién matricial
del espacio Der, (Ty).
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Teorema 4.1.11. Sea Ty el dlgebra de matrices triangulares inferiores generada por (R,B,S) y

sea V € End(Ty) de la forma
Vi1 0 0
V=|(Va Van Vi|.
0 0 Vs

Se sigue entonces,

V11 € Dery(R), V33 € Der,(S)
V e DerA(TL) < V23 € HOl’I’ls(S, B), Vz] = )\V23(—1)
sz S End(S,Rop)(B)

Demostracion. Veamos la primera implicacion, supongamos que V € Der, (Ty), se sigue
dela Prop.1.1.4, que
[V, At] = )\V(t) ,Vt c TL .

Ahora, calculemos la matriz asociada al operador /\V(t), para ello, consideremos t =
(r,b,s) € R&B®S. Luego,

(Vn 0 0 ) (1’) ( VH(T) )
V(t) =|Va Vo Vi b|=1Va (7’) + sz(b) + VZB(S)
0 0 V) \s (s)

entonces V (t) = (V11(r), Va1 (r) + Voo (b) + Vas(s), Vas(s)) € R@® B@® S. De esta forma,
basta con recordar la forma matricial del operador multiplicacién a izquierda, donde,

/\Vn(r) 0 0
AV(t) = /\V21(r)+V22(b)+V23(5) /\V33(5) 0 :
0 0 /\Vsa(s)

Por otra parte, usemos el Corol.4.1.7 para obtener la expresion matricial del corchete, de
esta forma,

Vi1, Ar] 0 0
[V Apps)] = | VarAr = AsVar + Vaady — AV [V, As] [V, A
0 0 [V33/ AS]

De la igualacion de estas matrices, obtenemos que todo operador V que verifica la si-
guiente lista de relaciones es si o si una A-derivacién en Ty ;

[Viu, Al = Avy )/ V7, [Va3,As] = Ay s), Vs
(*) = [Vzg, /\S] =0,Vs [sz, /\s] = )‘V33(s) , Vs
AV ()4 V) +Va(s) = Vairr = AsVar + Vaady = AV, (1, b, s)

Notemos, que de la primera fila de (x) se deduce facilmente que

Vi1 € Dery(R)| y | Va3 € Der,(S) |

Por otra parte,

[Va3,As] =0,Vs (x) = | Va3 € Homs(S, B) Prop.1.1.10.
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Luego, si consideramos ¥ = b = 0y s = 1 en la tercera fina de (%) obtenemos que

Avy1) = MV = |Avy,-1) = Var |

Ahora, consideremos los operadores

Vi 0 0 0 0 0
0= 0O 0 O A= |V Vxn Vxy]l.
0 0 Vg3 0 0 0

Notemos que 0 verifica (*), esto implica que € Der,(T.) y como hemos supuesto que
V € Der,(TL), entonces A = (V —§) € Der,(TL). Se sigue de esta manera que A es-
ta forzado a verificar (x), y esto nos permite refrescar las relaciones propuestas en ()
considerando el caso V11 = V33 = 0, de esto manera obtenemos

{[VZZ, As] =0,Vs <= |V, € Endg(B)
ANy (1) 4+ Vo (0)+ Vs (s) = V21Ar — AsVo1 + VoAy, V(7, b, s)

Luego, si r = s = 0 entonces Ay,,;) = Va2A,, Vb. Notemos que esta es una igualdad

entre operadores de Hom(R, B), entonces podemos evaluar los operadores en cualquier
r € R, de esta forma
(Avp(v)) (1) = V2(b)r Vb, r

similarmente,

(sz)\b) (1’) = sz (bi’) , Vb, r
y dada la igualdad entre los operadores Asz(b) (r) = VaaAy(r), Vb, 1, se sigue que,

VZZ(b)T’ = VZZ(bT) ,Vb,r <~ sz € EI’IdRop(B)

. Finalmente, hemos demostrados lo que buscdbamos. o

SECCION 4.2

INo-Inyeccién estructural en D(T})

Dada un algebra de matrices triangulares inferiores T}, generada por la terna (R, B, S),
es pertinente dar una descripcién de la inyeccion de cada uno de los espacios D(R),
D(sB), D(S,s B) y D(S) en el algebra de operadores diferenciales matriciales D(Ty). Para
ello, consideremos primero las siguientes inyecciones

|
|

coq
coo
coco

¢} : D"(R) — End(T.) talque V — (

@5 : D"(B) — End(T.) talque V — (

cocooc ‘coo
coo oqo

oo ocoo

¢33 : D"(S) — End(T.) talque V — (
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Similarmente,
0 00
¢y : Hom(R,B) < End(T;) talque V+— |V 0 O
0 00
00 O
¢y : D"(S,sB) — End(Ty) talque V— [0 0 V
00 0

La situacion problema se presenta al restringir la imagen de ¢j; sobre D"(Tr), es

decir, para cada n > 0, consideremos los espacios D}; = D"(R), D}; = Hom(R, B),
D%, = D"(sB), Dy = D"(S,s B) y D33 = D"'(S), correspondientes a la No-filtracién de los
dominios para cada q)f] En general puede suceder que qoZ(Df]) ¢ D"(Tr) o aun peor,

¢;;(Dij) ¢ D(TL)

Ahora, nuestro objetivo es describir con precision las condiciones suficientes para que las
transformaciones ¢j;, admita una restriccion compatible estructuralmente con la estruc-

tura INo-filtrada de los operadores diferenciales D(Ty).

Vale la pena mencionar, que la motivacion a este trabajo la encontramos en el articulo
[SIK16]. Los autores de dicho articulo recurren a la estructura INg-filtrada de cada uno
de los morfismos ¢f; : Dj; < D"(Ty), presuponiendo de esta forma, que siempre es

valida la inclusion, ¢f;(Djj) € D"(Ty). Y con esta idea en mente, realizan una induccién

sobre el orden de los operadores diferenciales, con el cual, demuestran Prop.3.2,pg5 y
Teor.3.1,pg6.

4.2.1. Ejemplo distinguido

En esta subseccién exponemos una &lgebra de matrices triangulares inferiores, Ty,
generada por (R, B, S), donde el homomorfismo ¢z : D(Sg) — D(TL) no respeta la
estructura INo-filtrada de los operadores diferenciales. Posteriormente, mostraremos la
existencia de un par (Q)3,, ¢3,) tales que, 23, es un refinamiento de D(Sg), y ¢35, : Q5, —
D(Tt) es un homomorfismo que si respeta la filtracion, es decir,

$2(Q3) € D*(TL), Vn € No
y a su vez, hace conmutar el diagrama de algebras INo-filtradas
D(sB)—22 End(T,) .
3¢ > D(TL)
P22

Consideremos el dlgebra de matrices formales

=[S ¢

donde C denota el cuerpo de los nimeros complejos y M (C) denota el dlgebra de ma-
trices cuadradas de orden 2 x 2. Ahora, usemos la notacion R = M;(C), S = C para
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las C-algebras y B = M;(C) para denotar el (C, M(C))-bimé6dulo. Vale mencionar, que
el dlgebra T; admite operadores diferenciales de orden uno, a pesar que, los operadores
diferenciales de sus generadores (M (C), M»(C),C) son interiores.

Proposicién 4.2.1. Los operadores diferenciales de Ty = [ﬁigg 8] , son de la forma
M(C) - M7 (C) 0 0
DY(T1) = | Ma(C) - MY(C) M'(C) M'(C)
i 0 0 C
[ M,(C) - My’ (C) 0 0
DI(Tu) = | Ma(C) - MY(C) Ma(C)- MY'(C) M (©)
0 0

D"(T;) = DY(T.),Vn > 1.

Demostracién. Primero, usemos el Teor.4.1.5, donde,
RR? 0 0 ]

D%(T.) = | BR? SR°P SB°P
0 0 Ssor

Ahora, de la Prop.1.2.5 podemos ver que
D"(R) =D(R),Vn >0 = D(R) = RR?” = M,(C) - My (C)
D"(S) =D%S),vn >0 = DY(S) =557 =C
D(sB) = D(B) = D(R) = D"(sB) = D’(sB) = M(C) - M,/ (C),¥n >0

D°(S,s B) = SB? = C - M,/ (C) = M’ (C)
= D"(S,sB) =D"(S,sB) = My"(C),Vn >0

BR? = M,(C) - M,/ (C)
SR? = C- M, (C) = M;"(C).

Luego,
My(C) - M’ (C) 0 0
DU(TL) = | Ma(C)- My (€) My'(C) M'(C)
0 0 C

Ahora, veamos que @}, x @, = My(C) - M;y"(C) x My(C) - My’ (C). En efecto, dado
que,
Zy Oy = Zx D°(R) = Z!(R) = My(C) - My’ (C).
similarmente,
Z O = Ma(C) - My (C)
Por otra parte,
09, = BR? = My(C) - M;?(C).
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Finalmente, como M,(C) - M;"(C) = End(M,(C)) se verifica de inmediato que, todo
par de operadores (V,A) € Zz Q) x Z5Q),, estan trivialmente ~(8,0Q,) relacionado.
Para ello, basta ver que,

VA — ApA € QY = End(M(C)), Vb € B.
Se sigue entonces @}, x @, = 75 O, x 25 QY. Luego, O}, = R®}, R = M,(C) - M, (C)

y QL, = M(C) - M5"(C). De esta forma, tenemos todos los ingrediente para demostrar
que

O 0 0 M,(C) - M"(C) 0 0
DY(T;) = [0%1 0l D1<1s,sB> = !Mz(C)-MZP(C) M;(C) - My’ (C) MS”(C)]
0 0 D!(S) 0 0 C

Por otra parte, de la Prop.4.1.6 sabemos que todos los operadores diferenciales tienen
como espacio ambiente,

D(R) 0 0 M;(C) - Mé”(C) 0 0
Hom(R,B) D(sB) D(S,sB)| = {MZ(C)-MZP(C) M,(C) - M7 (C) Mgf’(e:)]
0 0 D(S) 0 0 C

se sigue entonces que los operadores diferenciales de orden uno, se corresponden con
todos los operadores posibles, es decir,

D(R) 0 0
DY(T.) = |Hom(R,B) D(sB) D(S,sB)
0 0 D(S)

— D"(T;) =DY(Ty),Vn > 1.

Corolario 4.2.2. Sean R =B = M(C),S=Cy T, = [MZ(C) 0]

Mz(C) (S
Si @20 : D(sB) < D(TL) es el homomorfismo de inyeccion, entonces

¢2(D"(sB)) ¢ D°(Ty).
Demostracién. De la proposicion anterior, sabemos que
D(sB) = D"(sB) = Ma(C) - My’ (C).

Por otra parte, D(T;) = D°(T;) UD!(T;), donde,

[M,(C) - M (C) 0 0
DY(T) = | Ma(C) -OMS”(C) M;Z)(C) MEE(C)

D'(TL) = | My
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Luego, ¢22(D%(sB)) ¢ D°(T}). En efecto, como M, (C) - My" (C) ¢ M," (C) vistos como
subespacios de End(M;(C)), entonces,

0 0 0 M,(C) - My"(C) 0 0
0 M(C)- M (C) 0| ¢ |My(C)-M(C) MF(C) My(C)
0 0 0 0 0 C

Ahora, el dlgebra D(sB) admite un refinamiento, dado por,
ng = Mgp(C)/ Q%z = M(C) ‘MZP(C)~
Luego, consideremos ()3, = 09, UQ), = D(sB). De esta forma obtenemos el homomor-

fismo inyeccion, ¢35, : 3, — D(TL), el cual respeta la No-filtracion de las algebras Q3, y
D(TL). Maés aun, verifica la conmutatividad del diagrama,

D(sB)—22 End(T,)
03, D(T1)
P2

4.2.2. Refinamiento y teorema de inyeccién

Considéreme un algebra de matrices triangulares T;, generada por (R,B,S), tenien-
do presente que (R, S) son k-élgebras, B es un bimédulo, derecho por la accién de S e
izquierdo por la accién de R. Gracias al Teor.4.1.10 sabemos de la existencia de tres fa-
milias de subespacios de operadores {Q)f; C D"(R) : n € Ny}, {4, CD"(B) : n € No}
y {Q5; € Hom(R, B) : n € Ny}, biunivocamente relacionados con la sucesién de opera-
dores diferenciales {D"(T.) : n € Ny}, donde, para cara n € INy obtenemos

Qfp 0 0
D'(T) = |5 Q3 D'(SsB)
0 0 D"(S)

Ahora, revelaremos algunas propiedades de la terna (Qf,, Q5;, O3, ) n>0.

Proposicion 4.2.3. Sea Ty el dlgebra de matrices triangulares inferiores generada por (R, B, S).
Sea (O, O, Q) la terna de subespacios de operadores, asociada al dlgebra D" (Ty), para cada
n € INo. Entonces, se verifican las siguientes propiedades;

1. Las sucesiones (O} )n>0y (Q,)n>0 son filtraciones, es decir, para cualquier par 0 < n <
m se cumplen
+
nCOn y 0700 Cof”

05 C Oy vy 0505 C O™

2. La sucesion (Q05) >0 es (O, )filtrada por izquierda y (VY )-filtrado por derecha, es decir,
para cualquier par 0 < n < m se cumple

+ +
0 COyn vy 007 COy™ v 0307 COy™
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3. El anillo OF; = U,>0 QY es una subdlgebra filtrada de D(R). Similarmente, el anillo
03, = Upso OF, es una subdlgebra filtrada de D(B).

4. El modulo O} = U,>0 OF; es un (Q3,, O )-bimdédulo No-filtrado.
Demostracion. Este resultado se obtiene directamente del Teor.4.1.10, junto con las pro-

piedades de INp-filtracién que ya poseen los operadores diferenciales D(T). De esta for-
ma, si

Yy 0 0 QL 0
Vo Vo 0] € le ng DH(S,S B) = Dn(TL)
0 0 0 0 0 DS

y m

Ay Ap 0 € |Q) OF D"(SsB)| =D"(Tp)
basta hacer la multiplicacién de matrices para obtener lo que buscamos

n—+m
Vi1An 0 0 hy 0 0
V21A11 + VoA VnArn 0] € ng—m ng Dn+m(5,5 B) = Dn+m(TL).
0 0 0 0 0  DU(s)

Contamos entonces con todos los ingredientes para enunciar correctamente lo que
hemos llamado la ecualizacién de los morfismos de inclusién, mencionado al principio
de esta subseccién. Recordemos que tenemos las inyecciones naturales

P11 : D(R) — End(TL), ¢ : HOI’II(R, B) — El’ld(TL)

@2 : D(B) — End(TL), @23 : D(S,s B) — End(TL)
@33 : D(S) — El’ld(TL).

Nuestro objetivo es describir los espacios Im(¢;;) N D(T.), de tal forma, que dicha
imagen nos brinde una correcta identificacion de la estructura INo-filtrada de los domi-
nios de ¢;; en D(TL). Teniendo esto en mente, para los casos de @23 y @33 no se presenta
ningiin contratiempo, gracias a la inclusién

00 0
0 0 D"(S,sB)| CD"(Typ).
0 0 D*S)
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Se sigue entonces que, el siguientes diagrama entre estructura INy-filtradas conmuta

D(S,s B)“2~End(T) y  D(S)—22 End(T,)

D(S,s B)C,. = D(T1) D(S)C = D(Ty)

P33

¢23(D"(S,sB)) CD"(TL) y  ¢x(D"(S)) € D"(TL).

Por comodidad, adoptemos la siguiente notacién
11=D"(R), Dy =D"(B), ,Dj =Hom(R,B),

de esta forma, podemos referirnos tranquilamente a los tres homomorfismo faltantes con
la notacién, @;; : D;; < End(Ty).

Teorema 4.2.4. Para cada homomorfismo de dlgebras ¢;; : D;; — End(Ty), con (ij) € {(11),(21),(22)},
existe un homomorfismo inyectivo @7; : O — D(TL), tal que, ¢7;(Qf;) € D*(TL), y mds aiin,
hace conmutar el diagrama,Nn > 0
9
D}, & End(Ty) .

n -~ D"
Q¢ ~D'(T)

o)

Demostracion. Basta ver la inclusién entre los espacios de operadores matriciales

QL 0 0
Q3 O 0 CD'(Ty)
0 0 0

propinada por el Teor.4.1.10, junto con las propiedades mencionadas en el Corol.4.2.3.
O
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