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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar la correspondencia de Langlands para el caso méas
simple: dimensién 1.

En la primera parte repasamos la teoria de Galois para extensiones infinitas, necesaria
para luego estudiar las representaciones de Galois, uno de los lados de dicha correspondencia.
En segunda instancia se abordan las distintas completaciones de un cuerpo de niimeros y sus
adeles e ideles, requeridos para tratar con los caracteres de Hecke, el segundo objeto a tener
en cuenta en la correspondencia de Langlands.

Luego, se expone la teoria de cuerpos de clases, herramienta fundamental para la conexién
de ambos mundos. Por tltimo se trata la correspondencia, relacionando las representaciones
de Galois con los caracteres de Hecke para el caso unidimensional y finalizamos el presente
trabajo mencionando los ingredientes que aparecen al tratar de generalizar estos resultados a
dimensiones mayores (siendo la correspondencia ain una conjetura en varios casos).



Abstract

The main goal of this work is to present Langlands correspondence for the simplest case:
dimension 1.

In the first part we review the Galois theory for infinite extensions, necessary to study the
Galois representations, one of the sides of this correspondence.

A second part approaches the study of the different completions of a number field and its
adeles and idéles, requirements to deal with the Hecke characters, the second object of the
Langlands correspondence.

Then, the class field theory is presented, a fundamental tool for the connection of both
worlds. Finally the correspondence is treated, relating the Galois representations with the
Hecke characters for the one-dimensional case and we conclude this work by mentioning the
ingredients that appear when we trying to generalize these results to larger dimensions (the
correspondence still being a conjecture in several cases).
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Introduccion

Este trabajo tiene como principal objetivo exponer la correspondencia de Langlands en
dimensioén 1. El programa surgié como una serie de conjeturas alrededor de 1967 y fue presen-
tado por Robert Langlands, aunque el caso unidimensional tiene sus bases fundamentalmente
en la ley de reciprocidad de Artin y en los trabajos de Hecke, encargado de realizar toda la
teoria automorfa.

La ley de reciprocidad de Artin (1927) debe su nombre a la ley de reciprocidad cuadrética
de Gauss y relaciona extensiones abelianas no ramificadas de un cuerpo de nimeros K con la
factorizacién de nimeros en K. Esta teoria cubre uno de los mundos sobre los que versan las
conjeturas de Langlands, con lo cual su estudio nos llevara gran parte este trabajo. Para poder
explayarnos en estos tépicos, primero daremos un repaso de la teoria de Galois, que estudia
extensiones finitas I de un cuerpo K. La misma fue desarrollada por Galois, y consiste en
asociarle un grupo finito (llamado el grupo de Galois de la extensién, y denotado Gal(L/K))
a dicha extensién. La teoria de cuerpos de clases estudia qué extensiones L cumplen que el
grupo Gal(L/K) es conmutativo, y cémo obtenerlas. La misma, permite demostrar la ley
de reciprocidad de Gauss (Gauss mismo dio una demostracién de su ley de reciprocidad
usando extensiones de cuerpos) y la generaliza. Esta teorfa se desarrolld gracias al aporte
de grandes matematicos como Kummer, Kronecker, Hensel, Weber, Hilbert, Takagi, Artin,
Hasse, Chevalley y Tate.

En lo que se conoce como teoria local de cuerpos de clases, se trabaja reemplazando K
por un cuerpo local. Histéricamente primero se demostro la llamada teoria global de cuerpos
de clases (que correspondia a extensiones finitas de Q) utilizando métodos completamente
analiticos, a partir de los cuales se pudieron estudiar cuerpos locales. Hasse fue el primero en
dar una demostraciéon de cémo la teoria de cuerpos de clases local implicaba también la teoria
global, y propuso encontrar una demostracién alternativa directa para el caso local. Esta, fue
dada por el propio Hasse y luego simplificada utilizando cohomologia de grupos (utilizando
distintas herramientas desarrolladas por Hochschild, Nakayama, Weil, Artin y Tate).

En la década de 1930, Chevalley introduce la nocién de ideéles, que consiste no en estudiar
un cuerpo de nimeros K, sino todas sus posibles completaciones juntas. Anos mas tarde, éstos
permitieron dar una reinterpretacién mas conceptual del mapa de Artin y de su nicleo. A la
vez, los ideéles permiten estudiar caracteres de Hecke (estudiados y desarrollados por Hecke
anos antes de la incorporacién de los idéles en la teoria de cuerpos de clases [Hec37]) desde un
enfoque méas general. Dicho enfoque fue el explotado por Tate en su tesis doctoral de 1950 (y
fue clave en generalizar la teoria de cuerpos de clases a casos no conmutativos). Los caracteres
de Hecke generalizan a los caracteres de Dirichlet y tienen la propiedad importante de que
sus funciones L poseen una continuacién analitica y satisfacen una cierta ecuacion funcional
(como lo hace la funcién zeta de Riemann). Son justamente estos caracteres los que estan
(por la correspondencia de Langlands) en correspondencia con las representaciones de Galois
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continuas de dimensién 1.

Si bien la teoria de cuerpos de clases explica la relacién entre representaciones de Galois
abelianas y los caracteres de Hecke, no se sabia muy bien qué objeto tendria que ir del lado
analitico al estudiar extensiones finitas que no sean abelianas. Aqui es donde Langlands dio
una interpretaciéon profunda de la teorfa de clases (que presentamos en este trabajo), y ex-
plicé qué objetos deben ir de cada lado de la correspondencia. Para el caso “local” (cuerpos
que son completaciones de Q), su propuesta resulté muy fructifera (Langlands demostré los
primeros casos de dicha correspondencia), y al dia de hoy esta casi completamente entendida.
No obstante, el caso global es mucho mas complicado, y el objeto que deberia reemplazar a
los caracteres de Hecke no estd demostrado que exista (aunque si varias de las propiedades
que debe satisfacer). Al final del presente trabajo explicaremos brevemente las implicancias
de las conjeturas de Langlands, y los resultados demostrados en los tltimos anos.

Contenidos:

En el primer capitulo se exponen los conceptos basicos para el trabajo. Contiene una
seccién introductoria a la teorfa algebraica de ntimeros y una sobre la teoria de Galois para
extensiones finitas e infinitas.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de representacién de Galois y se estudian
en més detalle las representaciones de Artin.

El tercer capitulo trata de los lugares y las completaciones de un cuerpo de ntimeros y sus
extensiones. Los contenidos que se dan son los necesarios para poder entender el resto de los
capitulos.

Se definen en el cuarto capitulo los adeles y los ideles y se prueban sus principales propie-
dades.

El capitulo 5 tiene como objetivo familiarizarse con los caracteres de Hecke. Para ello se
estudian primeramente los caracteres de Dirichlet y los de Hecke clasicos.

El sexto capitulo se trata de la teoria de cuerpos de clases. Se definen las nociones bésicas
y se enuncian los teoremas principales.

Se expone en el dltimo capitulo la correspondencia de Langlands en dimension 1 y se
menciona brevemente cémo se generaliza la correspondencia para dimensiones mas altas.



—Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria algebraica de niimeros

En esta seccién se daran las nociones y los resultados basicos de la teoria algebraica de
numeros. Para mas detalles se puede ver [Mar77], [Lan94] o [Mil17].

Definicién 1.1.1. Un cuerpo de ntimeros es un cuerpo K tal que K/Q es finita.

Observacién 1.1.2. Dado que toda extension finita es algebraica, tenemos que si K es un
cuerpo de nimeros, entonces K/Q es algebraica.

De ahora en adelante, K va a denotar un cuerpo de niimeros.

Definiciéon 1.1.3. Dado un cuerpo de ntmeros K, un elemento o € K se dice que es un
entero algebraico de K si existe p(z) € Z[z] ménico tal que p(a) = 0.

Claramente, un entero algebraico de K es un elemento algebraico en K. Denotamos al
conjunto de todos los enteros algebraicos de K por Ok o por O si se sobreentiende cudl es el
cuerpo en el que estamos trabajando. Es decir,

Ok = {a € K : « es entero algebraico de K}.
La siguiente proposicién nos da otra forma equivalente de definir lo que es un entero algebraico.
Proposicion 1.1.4. Sea a € C. Son equivalentes:
(1) « es entero algebraico.
(2) mq(z) € Z[x], donde mq(x) es el polinomio minimal de a.

(3) Z|a] es un Z-mobdulo finitamente generado.

(4) Existe un Z-submédulo M de C finitamente generado tal que oM C M.

Demostracién: Ver [Mar77, Teorema 2]. O

Corolario 1.1.5. Ok es un subanillo de K.
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Demostracién: Sean «, 3 € C. Por la proposiciéon anterior, Z[a] y Z[5] son finitamente
generados. En consecuencia, Z|«, 3] es finitamente generado.

Como «a + B,af € Z[a, 5], entonces usando nuevamente la Proposiciéon 1.1.4 obtenemos
que a+ 3,af € Ok. Luego, Ok es un subanillo de K. O

Ejemplo 1.1.6. Notemos que Og = Z. Esto es as{ porque si @ € Z entonces es raiz de
x — o € Z[x]. Reciprocamente, si o« € Og entonces o € Q y por la Proposiciéon 1.1.4, z — a =
meq(x) € Z[x] y esto nos dice que a € Z.

En general, para un cuerpo K vale que K = Frac(Of), donde si R es un dominio integro,
Frac(R) denota su cuerpo de fracciones. Es decir,

si ad = be

aulo

Frac(R):—{Z:a,bER,b;é()}/w, donde %N

Definicion 1.1.7. Un anillo R se dice Noetheriano si cumple algunas de las siguientes
propiedades equivalentes:

(1) Si existe una cadena ascendente de ideales I; C Is C I3 C ... de R, entonces se estaciona,
es decir que existe N € N tal que I,, = Iy Vn > N.

(2) Todo ideal es finitamente generado.

Definicion 1.1.8. Decimos que un dominio integro R es integramente cerrado si cumple
la siguiente propiedad:

Si a € Frac(R) es raiz de un polinomio en R[x] entonces a € R.
Definicion 1.1.9. Un dominio de Dedekind R es un dominio integro que satisface:
(1) R es Noetheriano.
(2) Todo ideal primo no nulo es maximal.
(3) R es integramente cerrado.

Teorema 1.1.10. Si K es un cuerpo de niimeros, entonces Ok es un dominio de Dedekind.

Demostracién: Ver [Mar77, Ejercicio 4 del capitulo 2]. ]

Queremos estudiar los anillos Ok. Ya enunciado el Teorema 1.1.10, pasaremos momenta-
neamente a describir algunas propiedades que tienen los dominios de Dedekind. Es decir que
de aqui en adelante R va a ser un dominio de Dedekind.

Teorema 1.1.11. Sea a un ideal propio de R. Entonces existen p; ideales primos de R y
e; € N tales que

T
a= H p;
i=1

Maés aun, esta factorizacién es tnica salvo orden.
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Demostracién: Ver [Mar77, Teorema 16]. O

Es sabido que todo anillo DIP (dominio de ideales principales) es DFU (dominio de facto-
rizacién tnica). También sabemos que la reciproca no vale en general. La siguiente proposicién
nos dice que estas nociones son equivalentes en los dominios de Dedekind.

Proposiciéon 1.1.12. Si R es DFU entonces es DIP.

Demostracién: Ver [Mar77, Teorema 18]. O

Definicion 1.1.13. Dados dos ideales no nulos a, b de R decimos que a y b son coprimos si no
tienen un ideal primo en comun dentro de su factorizacién en ideales primos. Lo denotaremos
como (a,b) = 1.

De ahora en adelante, vamos a concentrarnos en el caso R = Og. A un ideal primo de
Ok lo llamaremos ideal primo de K o simplemente primo (de K).

Definiciéon 1.1.14. Un ideal fraccionario de K es un Og -moédulo a de K tal que existe
b e Z\ {0} de manera que cumple que ba C Og-.

Observaciéon 1.1.15. Los ideales enteros de K son ideales fraccionarios de K.

Definiciéon 1.1.16. Un ideal fraccionario a se dice que es principal si existe o € K tal que
aQ K = a.

Proposicion 1.1.17. Dado a ideal fraccionario no nulo de K, entonces
a=]]p>,
p

donde la productoria recorre todos los primos p, e, € Z y e, = 0 para casi todo p, i.e., e, =0
salvo para una cantidad finita de p. Mas atin, esta factorizacién es tinica salvo orden.

Demostracién: Ver [Mar77, Ejercicio 31 del capitulo 3]. O

Entonces se dice que un primo p de K aparece en a si e, # 0. Si b es otro ideal fraccionario
de K, decimos que a y b son coprimos si no existe un primo p de K que aparezca en a y
en b. Esta condicién se denota como (a,b) = 1. Notemos que esta nocién generaliza la de dos
ideales enteros coprimos. Por simplicidad, de ahora en mas llamaremos simplemente ideal a
un ideal fraccionario y si queremos hacer referencia a un ideal de Ok diremos ideal entero.

Proposicién 1.1.18. Si a y b son ideales (fraccionarios) de K entonces ab es un ideal de K.
Ademés, si a es no nulo entonces el conjunto a™! := {a € K : aa C Ok} es también un ideal
fraccionario de K y cumple que aa~! = Ok.

Demostracién: Ver [Mar77, Ejercicio 31 del capitulo 2]. ]

Proposicién 1.1.19. Si a es un ideal entero no nulo de K entonces Ok /a es finito.
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Demostracién: Ver [Mar77, Pagina 56]. O

Si a es un ideal entero no nulo de K se lama norma de a al ntimero entero N (a) := | Ok /a|.
Por la Proposiciéon 1.1.19 tenemos que la norma de cualquier ideal no nulo de K es un ntimero
finito. Es sabido también que la norma es multiplicativa, es decir que si a, b son ideales enteros
no nulos de K, entonces N(ab) = N(a)N(b) (ver [Mar77, Teorema 22]).

Vamos a denotar por Ix al conjunto de todos los ideales fraccionarios no nulos de K.
Luego, por la Proposicién 1.1.18, Ix es un grupo y claramente es abeliano. También, vamos a
denotar como Pg al conjunto de los ideales fraccionarios principales no nulos. Es claro entonces
que Pk resulta un subgrupo (normal) de Ix. Esto nos da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 1.1.20. Definimos el grupo de clases de ideales de Ok como el cociente I/ Pk
y lo denotaremos por CI(K).

Se puede ver que si K es un cuerpo de ntimeros, entonces C1(K) es grupo abeliano con una
cantidad finita de elementos (ver [Mill7, Teorema 4.4]). Es por eso que tenemos la siguiente
definicion.

Definicién 1.1.21. Definimos el ntimero de clases como el nimero hg = |CI(K)|.

1.1.1. Factorizacion en extensiones

Supongamos que K es un cuerpo de nimeros y L/K es una extension finita. Dado un
ideal primo p de O, se tiene que p Or, es un ideal de Op,. Por el Teorema 1.1.11, tenemos
que existen primos B, de Of, tales que

— MeL .. .M%

A los enteros e; los llamamos indice de ramificaciéon de p en ;. En este caso decimos que
los primos B, estan sobre p (y que p estd debajo de ;). Usamos la notacién B |p para decir
que ‘P estd sobre p o divide a p (es decir si aparece en la descomposicién en primos de p)
y solemos denotar al indice de ramificacion como e(*B |p). En caso de que B no esté sobre p
diremos que e(P|p) = 0.

Lema 1.1.22. Un primo P de L esta sobre un primo p de K si y sélo si p =P NK.

Demostracién: Supongamos primero que ‘B | p. Entonces p C By por lo tanto p C PN Ok.
Luego, como P NK # Ok y p es maximal resulta que p = P NK. Reciprocamente, como p C P
entonces P | p. O

Ademaés, notemos que si P estd sobre p, entonces resulta Ok /p C Or /PB. Esto es porque
a partir de la inclusién canénica O — Of, podemos tomar cociente y obtener Ox — Op, /*B.
Por tltimo, tomando cociente por el nicleo PPN Ok = p (esta ultima igualdad vale debido a
que PNOx =P NK) se sigue que

Ok / p— Oy, / ‘B
Si P esta sobre p, definimos el grado de inercia de p en B como el nimero

fOB[p) :=[0L/PB: Ok /]

El siguiente teorema se encarga de relacionar el indice de ramificacién y el grado de inercia
de un primo dado.
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Teorema 1.1.23. Sea L/K extensién, p primo de K. Entonces vale que

[L: K=Y e(B[p)f(Bp)
PBlp

Demostracién: Primero notemos que la suma del miembro derecho es finita ya que existen
finitos P que estdn sobre un p fijo. Para probar la igualdad veamos que ambos miembros
son iguales a [Of, /p Of : Ok /p]. Supongamos que p = RS ... Pg’. Por el Teorema chino del
resto para ideales,

Or/pOrL =0/ =][0OL/%B .
1=1 =1

Entonces para ver que > i e;fi = [Or /p O : Ok / p] basta ver que el grado de la extensién
(O /B4) /(O / p) es igual a e; f;. Para cada rg, P+ / P+ es un (O, /PB;)- médulo y como
no hay ningtn ideal entre PB;* y ‘BZ’“H entonces tiene dimensién 1 como (Op, /B;)- espacio
vectorial, y por lo tanto dimensién f; como (O /p)-espacio vectorial. Luego, cada cociente
de la cadena

OLDP; DP? D ... DR

tiene dimensién f; sobre Ok /p y por lo tanto O, /B’ tiene dimensién e; f;. Para ver que
[L:K]=[0L/pOr: Ok /p] ver [Mill7, Teorema 3.34]. O

Definicién 1.1.24. Sea L/K una extensién y p primo de K. Decimos que p ramifica si
existe un primo P de L tal que e(P|p) > 1. Caso contrario, decimos que p no ramifica.
Decimos que la extensién L/K es no ramificada si p no ramifica para todo primo p de K.

Veamos que en el caso en que L/K es finita y Galois se simplifica la férmula del Teore-
ma 1.1.23.

Teorema 1.1.25. Sea L/K Galois, p primo de K. Entonces:

(1) Gal(L/K) actiia transitivamente en los primos de L que estan sobre p. Esto es, que si P
y B’ son primos de L que estan sobre p entonces existe o € Gal(L/K) tal que o(*B) = B'.

(2) Los primos de L que estan sobre p tienen el mismo indice de ramificaciéon y el mismo
grado de inercia.

Demostracién: Si o € Gal(L/K) entonces 0(Or) = Or y luego si B es un primo de L
entonces o(P) también lo es. Mas atin, si p Op = P ... Ly’ tenemos que

pOL =0(p)o(OL) =a(pOr) = o(P1)"...o(B,).

Es decir que si 3 |p entonces ()| p. Supongamos ahora que B y P’ son dos primos sobre
p vy que no existe o € Gal(L/K) tal que o(*B) = . Por el Teorema Chino de Resto, existe
B € P tal que B € o(P) para todo o € Gal(L/K). Luego, b := Np/k(B) € Ok y como
B € P’ entonces b € P’ y por ende b € PN O = p. Por otro lado, como B ¢ o~ (L) para
todo o € Gal(L/K) entonces o(8) ¢ B. Absurdo, pues P es primo y

[T B =Nyx(B)=bePNOx=pCP.

o€Gal(L/K)
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Queda asi demostrada la afirmacion. O

Como consecuencia del inciso (2) del teorema anterior tenemos que si el indice de ramifi-
cacion de los primos de L sobre p es e y el grado de inercia es f entonces

[L:K]=efg,

donde g es la cantidad de primos de L que estan sobre p. Si e = f = 1 decimos que p se
parte completamente (en L). En este tltimo caso p es no ramificado y p O, es el producto
de [L : K] primos distintos.

Definicién 1.1.26. Sea L/K Galois con grupo de Galois G = Gal(L/K) y P un primo de
L. Definimos el grupo de descomposicién y al grupo de inercia respectivamente como

Dy ={0€G:o(¥) =T}
Ip={ceG:0(a)=a (méd P) Vo€ O}

Observacién 1.1.27. Notemos que Iy C Dy, porque si o € I entonces dado oo € P C Oy,
vale que o(a) € B, pues a € Py o € Ip. Luego, o(P) C ‘B, pero esto claramente implica
que o(*PB) = P. Luego, Dy es un subgrupo de G e Iy es un subgrupo de Dy.

Definicién 1.1.28. Si p es un primo de K, llamamos cuerpo residual al cociente Ok /p y
lo denotaremos por k.

Si tomamos o € Dy entonces automaticamente tenemos definida su clase @ en Iy = Or, /B
que actia trivialmente en los elementos de ky, donde p = BN O . Esto nos define un morfismo

Dqg — Gal(lqg/kp), o 0.
Proposiciéon 1.1.29. Vale que:

(1) El morfismo Dy — Gal(lp/ky), o — @ es suryectivo y tiene como nicleo al grupo de
inercia. En particular, Iz es un subgrupo normal de Dy.

(2) [l =e(Bp)y [Dpl =e(B|p)f(Bp).

Demostracion:

(1) o estd enelnicleo <= o(a)+ P =a+P Vaec O <= o(a)=a (méd P) Vaec O
<= o € Iy. Para ver que es suryectiva ver [Mar77, Teorema 28].

(2) Para ver que |Dg| = e(*B|p)f(B |p) probemos que [Gal(L/K) : Dyp] = g, con la notacién
en la que veniamos trabajando. Cada clase a izquierda oDy (con o € Gal(L/K)) manda
B en o(*P) y es claro que oDy = 7Dsyp si y sdlo si o(*P) = 7(P). Esto nos dice que existe
una correspondencia biunivoca entre las clases a izquierda oDy y los primos o(*B), que
por el Teorema 1.1.25 son todos los primos que estan sobre p. Por lo tanto, hay g de ellos.
Por tltimo, por inciso (1) tenemos que |Dg/Iyp| = | Gal(lyg/ky)| = [l : kp] = f, lo cual
implica que |Ip| = e(B | p). O
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1.1.2. Norma en extensiones finitas separables

Sea L/K una extension finita separable de grado n. Podemos definir una funcién norma
Np/k : L* — K> como

Nyg()= [ ol

o€Homp (L,L)

donde L es una clausura algebraica fija de L.
Notemos que si L/K es Galois con grupo de Galois G = Gal(L/K), entonces la norma se
puede expresar como Ny /x(a) = [[ o(a).
aclG

Proposicién 1.1.30. La funcién norma cumple las siguientes propiedades:

(1) Npjr(aB) = Npjg(a)Np (B) Va,B € L*.

(2) [Ngjgla)l = N((a)) Va € K*, viendo a (o) como ideal.

Demostracién:

(1) Resulta directo, pues o es multiplicativa para todo o € Autg(L).

(2) Ver [Mar77, Teorema 22]. O

Asi como tenemos definida una funcién norma de L* a K*, podemos definir una funcién
de los ideales de I}, a los de Ix. Méas atin, podemos hacerlo de tal forma que ésta extienda a
la anterior, considerando a L dentro de I, via la funcién id : L™ — I, z— (x).

Definici6én 1.1.31. Definimos la funcién norma Ny : I, — I de la siguiente manera:
Si I € I, entonces Ny, i (I) es el ideal fraccionario generado por { Ny x(x) : x € I}.

Lema 1.1.32. Sea P € I, un primo de L y p = PNK. Entonces Ny (B) = ACEDN

Demostracién: Ver [Jan96, Proposicion 8.2]. O
Lema 1.1.33. El siguiente diagrama es conmutativo:

Lx o7

NL/K\L \LNL/K
K> —— Ik
id

Demostracién: Dado z € L™, usando la definicién (2) tenemos que Ny, k((x)) es el ideal
generado por Ny /k(z), que es por definicién (N k(z)). Luego, Ny /k((x)) = (Np/k(x)). O

El Lema 1.1.33 automdticamente nos define un morfismo Ny, : CI(L) — CI(K), que no
tiene por que ser inyectivo o suryectivo.
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1.2. Teoria de Galois

Comenzaremos dando una descripcién de la teoria de Galois enunciando solamente el
principal teorema de Galois para extensiones finitas para poder centrarnos luego en extesiones
de Galois infinitas; y finalmente, en nuestro principal objeto de estudio de esta seccién, que
seran las extensiones abelianas. Para mas detalles se puede consultar [Cox12] o [Mill8].

1.2.1. Extensiones finitas

Para el caso de extensiones finitas, tenemos el siguiente teorema de Galois que nos dara
una correspondencia entre subgrupos del grupo de Galois y subextensiones.

Teorema 1.2.1. Sea K es un cuerpo y L/K una extensién finita y de Galois con grupo de
Galois G := Gal(L/K) = Autk (L). Entonces existe una correspondencia

{subgrupos de G} <— {subextensiones de L/K'}
H — L7
Gal(L/F) <— F
donde L := {a € L : 0(a) = a Vo € H}. Ademés, se cumple que:
(1) La correspondencia revierte contenciones. Es decir que Hy C Hy < L D 2,

(2) Los indices son iguales a los grados. Es decir que si Hy C H; entonces

[Hy : Hy] = [LH2 . LF1),

(3) Sic e G, H < G, entonces L7H7 " = (LH).
(4) H < G <= L¥ /K es normal (y por lo tanto Galois). En tal caso, Gal(L /K) = G/H.

Demostracién: Ver [Mill8, Teorema 3.16]. O

1.2.2. Extensiones infinitas
Cuando tenemos una extension L/ K algebraica pero no finita, entra en juego la topologia.

Definicién 1.2.2. Un grupo topoldgico es un grupo (G, ) donde G es un espacio topolégico
y-:GxG = Gei:G— G, g g~ ! son funciones continuas (donde G x G tiene la topologia
producto).

En general, vamos a denotar un grupo topoldgico simplemente como G. Notemos que si
G es un grupo topoldgico entonces para cada g € G tenemos definida la traslacion

ty: G — G, h— gh

que resulta claramente biyectiva y mas aun, un homeomorfismo.
Luego, la base de entornos de cualquier punto (en particular el 1) determina los abiertos
en todos los puntos del grupo. Como consecuencia de este hecho, tenemos el siguiente lema.

Lema 1.2.3. Si GG es un grupo topolégico y H es un subgrupo de G abierto, entonces H es
cerrado.
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Demostraciéon: Como H es abierto, entonces gH es abierto para cada g € H. Como

G=H||| | ¢#].
geG/H
g#1

donde | | indica unién disjunta, entonces H = (| |gH)® es cerrado, pues unién de abiertos es
abierto y complemento de un abierto es cerrado. (Il

Si tenemos L/K una extensién de Galois no finita, queremos dotar a Gal(L/K) con una
topologia para que resulte un grupo topolégico.
Si S es un subconjunto finito de L, denotamos

G(S):={ceG:0(s)=s Vse S},
que resulta un subgrupo de G.
Lema 1.2.4. G(S) = Gal(L/K(S))
Demostracién: Cabe aclarar que tiene sentido hablar del grupo de Galois de L/K(S) ya
que si L/K es Galois, entonces L/K(S) también lo es. Veamos ahora ambas contenciones.

Si o € G(S) entonces fija los elementos de K y de S y luego fija los elementos de K(.5).
La otra contencién es trivial. O

Observacion 1.2.5. Como K (S)/K es algebraica y finita (pues S es finito) entonces el indice
[G : G(5)] resulta finito.

Proposicién 1.2.6. Existe en G = Gal(L/K) una tnica topologia que lo hace un grupo
topolégico para el cual los conjuntos G(S) con |S| < oo forman una base de abiertos de
Id = 1g.

Demostracién: Para ver que los conjuntos G(S) definen una topologia que hacen a (G, -)
un grupo topolégico, basta ver lo siguiente:

(1) Dados Uy, Uy entornos de 1 existe Us entorno de 1 tal que Us C Uy N Us.

(2) Dado U entorno de 1 existe U’ entorno de 1 tal que U'U’ C U.

(3) Para todo U entorno de 1 y para todo g € G existe U’ entorno de 1 tal que U’ C gUg ™!
(4) Para todo U entorno de 1 existe U’ entorno de 1 tal que U’ C UL

Estas cuatro condiciones se satisfacen trivialmente, pues:

(1) Vale porque G(S1) N G(S2) = G(S1 U S2). Esto nos dice que los conjuntos G(S) forman
una base de entornos.

(2) Vale porque G(S) es un subgrupo, entonces G(S)G(S) = G(S).

(3) Como U es entorno de 1 entonces existe G(S) contenido en U. Dado o € G definimos
U' = G(a(9)). Luego, U' = G(a(S)) = 0G(S)o~! ColUo™ 1.
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(4) Nuevamente, vale porque G(S) es un subgrupo, entonces G(S)~! = G(S).

Notemos que (3) nos dice que el producto es continuo. En efecto, si U es entorno de 1 y
g1, 92 € G son tales que g1g2 € U, entonces existe U tal que 9192[7 C U y ademas existen
entornos de g1 y g2 que van a parar a U por el producto, pues por (2), existe U’ entorno del
1 tal que U'U’ C U. Entonces, por (3) existe un entorno V' tal que g5 'Vga C U’ y luego

(1V)(92U") = g192(95 'V g2)U' C g1g2U'U" C U C U.

1

A su vez, (4) nos asegura que i : G — G, g+ g es continua. O

Definicion 1.2.7. A la topologia dada por la proposicién anterior se la llama topologia de
Krull.

Observacion 1.2.8. Si L/K es finita, esta topologia es la discreta, es decir, que todo sub-
cojunto de G es abierto. En efecto, si L/K es finita entonces L = Klay, ..., a,]. Tomando
entonces S = {aq,...a, } se tiene que G(S) = {Id}, lo cual nos dice que {Id} es abierto y por
lo tanto todos los puntos lo son.

Proposicién 1.2.9. Si L/K es algebraica y de Galois, entonces Gal(L/K) es compacto,
Hausdorff y totalmente disconexo.

Demostracién: Ver [Mill8, Proposicién 7.8]. O
Teorema 1.2.10. Si L/K es Galois, entonces se cumplen:

(1) Si K C F C L entonces L/F es Galois y Gal(L/F) < Gal(L/K) es cerrado.

(2) Si H es subgrupo de Gal(L/K), entonces Gal(L/L) = H.

Demostracién:

(1) Si S C F es finito, entonces G(5) es subgrupo abierto de Gal(L/K) y luego es cerrado
por el Lema 1.2.3. Ademas,
Gal(L/F) = () G(9).

SCF
finito

Por lo tanto, Gal(L/F') es un subgrupo de Gal(L/K) y es cerrado, pues es intersecciéon
de cerrados.

(2) Por (1) sabemos que Gal(L/L*) es cerrado y ademas, claramente contiene a H. Luego,
H C Gal(L/LH).

Por otro lado, como Gal(L/L*)\H es abierto, entonces si existiera ¢ € Gal(L/L7)\H,
existirfa un conjunto finito S tal que

oG (S) = o Gal(L/K(S)) C Gal(L/L")\H.

Sea E := K(S)y ¢: Gal(L/K) — Gal(E/K) el mapa que restringe, claramente suryecti-
vo. Luego, ¢(0) = o, & ¢(H). En efecto, supongamos que existe 7 € H tal que 7, = o,
entonces 7(s) = o(s) Vs € E = K(S) D S. Resulta asi que 7 € 0G(S) C Gal(L/L")\H,
lo cual es una contradiccién, pues 7 € H. Por lo tanto, como ¢(o) & ¢(H), o mueve algin
elemento de E¢H) C LH 1o cual es absurdo. ]
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Ahora si estamos en condiciones de enunciar el teorema que explica la correspondencia de
Galois para extensiones infinitas.

Teorema 1.2.11. Sea L/K una extension de Galois y G := Gal(L/K). Entonces existe una
correspondencia

{subgrupos cerrados de G} «— {subextensiones de L/K}
H — "
Gal(L/F) «— F
que satisface:
(1) La correspondencia revierte contenciones. Es decir que Hy C Hy <= L1 D L2,
(2) H < G es abierto si y sélo si L7 /K es finita, en cuyo caso, [L7 : K] =[G : H].
(3) Sioc e G, H < G, entonces L7717 " = (L),
(4) H < G <= L" /K es normal (y por lo tanto Galois). En tal caso, Gal(L" /K) =~ G/H.

Demostracién: Se sigue de los resultados anteriores. S6lo resta ver (2). Para eso, veamos
que H < G cerrado es abierto si y sélo si [G : H] < co. Como

G=H||| || 9H#

geG/H
971

entonces si H es abierto tenemos un cubrimiento abierto de GG, que es compacto. Pero como
el cubrimiento es disjunto entonces tiene que ser finito y esto implica que hay una cantidad
finita de coclases, es decir, que [G : H] < oc.

Reciprocamente, como H es cerrado y tenemos un cubrimiento finito, entonces

Ll 9H

geG/H
g#1

es cerrado (pues es unidn finita de cerrados) y luego, H es abierto. ]
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Representaciones de Galois

Dado un cuerpo K, las representaciones de Galois son muy estudiadas para poder entender
el grupo G = Gal(K/K).

Es sabido que conocer todas las representaciones de un grupo finito determina a éste
univocamente. Veamos entonces que Gk se puede ver como limite (inverso) de una sucesién
de grupos finitos.

Definicién 2.0.1. Sea (I, <) un conjunto parcialmente ordenado dirigido. Sea {G;};cr una
familia de grupos finitos y v;; : G; — G; para todo i < j una familia de homomorfismos con
las siguientes propiedades:

(1) j; es la identidad en Gj.
(2) ik = 1ij 0 1pjj, para todo i < j < k.

Definimos como limite inverso o limite proyectivo de la familia ({G;}, {1s;}) al grupo

lim G = {(gz‘)ief € [[ Gi : ¢ij(g;) = gi para todo i < j} :
iel

Es facil ver que G := @Gi es un grupo con la multiplicacién coordenada a coordenada.
Mas aun, podemos dotar a G con la topologia menos fina de manera que las proyecciones
canénicas 7; : G — G; resulten continuas. Dicha topologia serd la topologia profinita. Con
la topologia profinita, G resulta un grupo topoldgico. La siguiente proposicién nos dice que
los grupos de Galois de extensiones infinitas no son mas que limites inversos de grupos de
Galois de extensiones finitas.

Proposicién 2.0.2. Si L/K es Galois entonces el mapa natural

¢:Gal(L/K) = lim Gal(F/K), o— (op),
FCL,
F/K finita
y Galois

es un isomorfismo de grupos topolédgicos.

Demostraciéon: Por simplicidad, sean

G:=Gal(L/K) y E:= U
r ’

F/K finita

y Galois

=

Gal(F/K).

‘QT
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Como G es compacto (por la Proposicion 1.2.9) y E es Hausdorff (por ser todo limite inverso
Hausdorff), basta ver que ¢ es biyectiva y continua (pues ademads es trivial que es morfismo
de grupos).

Si ¢(0) = 1g, dado o € L, tomando F = K(«), tenemos que F' es finita. Tomando la
menor extension de F' que resulte Galois sigue siendo finita y o restringida alli es trivial.
Como ésta contiene a « entonces o(a) = «, con lo cual ¢ es inyectiva. Para ver que ¢ es
suryectiva, sea 7 = (7p)p € E. Sea o definida de la siguiente manera: dado o € L, tomamos
una extensiéon finita F; de Galois que contenga a K («) y definimos o(«) := 7, (o). Notemos
que o estd bien definida, ya que si Fy es otra extensién finita de Galois que contiene a K («)
entonces 7p, (o) = T, (), pues T € E. Basta ver que o € G, pues en este caso es claro que
¢(0) = 7. Por un lado, es claro que 0|, = Idk y por otro lado, dado o, 8 € L, K(«,f3) es
finita y 7 es un morfismo, luego, o lo es.

Por tltimo ¢ es continua porque compuesta con cada proyeccién es continua, por [Mill8,
Proposicién 7.7]. O

Si V es un k-espacio vectorial de dimensién n, donde k es un cuerpo topoldgico, tenemos
un isomorfismo no canénico Auty (V') = GL, (k) dado por elegir una base (pues todo elemento
de Auti (V) manda una base en otra).

Ademas, como GL, (k) estd contenido en M, (k) (el conjunto de matrices n x n con coefi-
cientes en k) y M, (k) = k™, entonces dotando a GLy, (k) con la topologia inducida de M, (k)
resulta Autg (V') un espacio topoldgico.

Definicion 2.0.3. Una representacién de Galois es un morfismo continuo
p: G — Auti(V).

Por lo tanto, podemos pensar que una representacién es un morfismo continuo de Gg en
GL, (k).

Ejemplo 2.0.4. Sin =1y k = C, entonces las representaciones de Galois son caracteres
continuos de G (es decir, morfismos de grupos de Gx a C*). Sea K = Q. Si 0 € G entonces
o (1) = +i. Definamos

o(i)

?

p(o):

Por definicién, p es trivial en Gal(Q/Q(i)). Luego, p factoriza por Gal(Q(i)/Q), es decir que
tenemos el siguiente diagrama:

e {£1}.

Gal(Q/Q) < Cx

e
7
e
rest

Gal(Q(i)/Q)

Notemos que como Gal(Q(z)/Q) = Z/2Z entonces p es la representacioén no trivial de ese grupo
y por lo tanto es un caracter. Ademaés, la continuidad de p se deduce de que la imagen es
discreta y por lo tanto basta ver que el nticleo es abierto, pero ker(p) = Gal(Q/Q(i)) = G({i}),
que resulta ser un abierto basico.
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Definicién 2.0.5. Si pj, p2 son dos representaciones de Galois de G en Autg (V) decimos
que son equivalentes si existe una transformacién lineal ¢ € Autg (V) tal que

p1(0)(v) = 7 (p2(0) (¥ (v))) Vo € Gk, VeV

Notemos que cuando identificamos Auty (V') con GL,, (V') estabamos fijando una base B de V'y
entonces podiamos pensar a una representacion p de G en Auty (V') como una representacién
de Galois

PB : GK — GLn(V).
Elegir otra base B’ de V determina otra representaciéon pg que es equivalente a pp.

Las siguientes definiciones seran ttiles en la siguiente seccién pero son enunciadas a con-
tinuacion por mayor generalidad.

Definicion 2.0.6. Una representacién de Galois es de dimensién n si la dimension de V
como k-espacio vectorial es n y es abeliana si Im(p) es un grupo abeliano.

Definicién 2.0.7. Dada una representacién de Galois p : Gg — Autg(V) se dice que un
subespacio U C V es p-invariante si

p(o)U CU Vo € Gg.

Definicién 2.0.8. Una representacién de Galois p : Gxg — Autg(V) se dice irreducible si
no existe un subespacio propio no nulo de V' que sea p-invariante.

Observacion 2.0.9. Sip : Gxg — Autg (V') es una representacion de Galois y U es p-invariante
entonces tenemos definida una representacion de Galois p : G — Auty(U).

Definicién 2.0.10. Una representacién de Galois p : Gxg — Autg (V) se dice semi-simple
si V' se puede descomponer como
V=PV
i

donde cada V; es p-invariante y las representaciones p : Gx — Autg(V;) son irreducibles.

2.1. Representaciones de Artin

Con la notacién en la que venimos trabajando, una representacion de Galois se dice que
es un representacion de Artin si k = C.

Teorema 2.1.1. Si p: Gxg — Autc(V) es una representacién de Artin entonces p factoriza
por una extensién finita. Es decir, existe L/K finita y p: Gal(L/K) — Autc(V) inyectiva tal
que el siguiente diagrama conmuta;:

Gk & Aute(V)
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Demostracién: Sea H = ker(p). Como p es un morfismo entonces H un subgrupo de
Gk . Notemos que si H es abierto, entonces por el Lema 1.2.3, H es un subgrupo cerrado y
entonces es de la forma Gal(K /L), donde L/K es finita. Luego, p factoriza por Gal(K/K)/H,
que resulta isomorfo a Gal(L/K), y es claro que p es inyectiva, pues U es el ntcleo de p. Luego,
basta ver que H es abierto.

Para eso, supongamos primero que n = 1, con lo cual tenemos p : Gg — C*. Sea U
un entorno abierto del 1 en C* que no contenga subgrupos de C* no triviales (por ejemplo,
tomar U = B(1,4)). Como p es continua, entonces p~1(U) es abierto y mas atin, un entorno
de la identidad en Gg. Luego, existe un conjunto finito S tal que G(S) C p~(U). Entonces
p(G(S)) C U, pero como G(S) es un subgrupo de G se tiene que p(G(S)) es un subgrupo
de U y por lo tanto p(G(S)) = {1}. Es decir que G(S) C H y por lo tanto H es abierto.

Para n > 1 la prueba es similar. Simplemente debemos encontrar un entorno de la matriz
identidad (n x n) que no contiene subgrupos no triviales. La idea es tomar una bola centrada
en la identidad de radio € pequeno y fijo. Supongamos que tenemos un subgrupo H dentro
de la bola. Todos los elementos de H resultan diagonalizables y si M € H tiene un autovalor
A entonces |A — 1] < % (para una eleccién de ¢ adecuada, que no depende de M). Pero como
M es un elemento de H entonces sus potencias también, con lo cual |A" — 1| < % para todo
m € Z. Por lo tanto A =1 y M es la matriz identidad. (I

Observacién 2.1.2. Con la notacién anterior, tenemos que
[ Im(p)| = [Im(p)| < |Gal(L/K)| = [L : K] < occ.
Por lo tanto p es de orden finito.

Teorema 2.1.3. Toda representacion de Artin es semi-simple.

Demostracién: Sea p: Gxg — GL¢ (V) una representacién de Artin. Por el Teorema 2.1.1
sabemos que p factoriza por una extensién finita. O sea que existe L/K Galois y finita
y p: Gal(L/K) — GL¢(V) tal que p = p o rest, donde rest : Gx — Gal(L/K) es la
funcién restringir. Luego, el resultado sigue del Teorema de Maschke (que afirma que toda
representacién de un grupo finito G en un C-espacio vectorial V' tal que la caracteristica de
k no divide al orden de G es semi-simple). Ver [Mas98]. O

Observaciéon 2.1.4. En general no vale que toda representacién de Galois es semi-simple.
Usamos fuertemente que k£ = C. Para ver esto, tomemos K = Q, L como el cuerpo de
descomposicién del polinomio 22 — 3z — 1 y k = F3. Viendo el discriminante del polinomio es
facil notar que Gal(L/K) es ciclio de orden 3. Luego,

p:Cs=Gal(L/K) — GLa(F3), [1]— ( (1) } )

resulta una representacién de Galois que no es semi-simple, pues el subespacio ((1,0)) es
invariante pero no tiene complemento invariante.

Proposicién 2.1.5. Una representacién de Artin irreducible es abeliana si y sélo si es de
dimensién 1. Ademds, con la notacién del Teorema 2.1.1 tenemos en este caso que L/K es
abeliana.
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Demostracién: Sea p: Gxg — GLc (V) una representacién de Artin irreducible abeliana y
veamos que es de dimensién 1. Sea 0 € Gg y v € V autovector de p(o) no nulo con autovalor
A € C. Notemos que ker(p(c) — AId) es un subespacio no trivial de V' que resulta p-invariante.
En efecto, si w € ker(p(c) — AId) y 7 € Gk entonces

donde la primera igualdad vale por ser p abeliana. Dicha igualdad nos dice que p(7)w €
ker(p(o) — AId) y por lo tanto vale la afirmacion.

Luego, como p es irreducible entonces ker(p(c) — AId) = V, es decir que todo vector es
autovector de p(¢). Como o es arbitrario (v) es p-invariante y por lo tanto (v) = V. Es decir
que p es de dimension 1.

La reciproca es trivial y L/K resulta abeliana porque al ser p inyectiva entonces el grupo
de Galois Gal(L/K) es isomorfo a Im(p) < C* y C* es abeliano. O



—Capitulo 3
Valores absolutos y
completaciones

3.1. Numeros p-adicos

En esta secciéon vamos a introducir la nocién de ntimeros p-adicos, donde p es un niimero
primo. Estos van a formar un cuerpo que extendera a Q. Fueron descriptos por primera vez
por Kurt Hensel en 1897 y tienen un rol muy importante en el Teorema de Hasse-Minkowski,
que sirve para saber si determinado tipo de ecuaciones poseen soluciones racionales. Mas in-
formacién se puede encontrar en [Kob84].

Dado p un ntimero primo fijo, sabemos por el Teorema Fundamental de la Aritmética que
para cada a € Z existe un dnico n € Zx>g tal que a = p"r, con (r,p) = 1. Esto nos permite
dar la siguiente definicion.

Definicién 3.1.1. Definimos la valuacién p-adica como una funcién v, : Z \ {0} — Z tal
que

vp(x) =max{n € Z:p" | x}
Notemos que vp(ab) = vp(a) +vp(b). Esto dltimo nos dice que podemos extender la valua-

cién a Q* de manera que resulte un morfismo de grupos. Finalmente, también definimos la
valuacion p-adica en 0 como co. Es decir que tenemos v, : Q — Z U {oo} definida como

b 00 si a=0.

(a) { vp(a) —vp(b)  si a#0,

Up =

Esta funcién estd bien definida porque si a/b = ¢/d € Q entonces ad = be. Luego, vale que
vp(a) + vp(d) = vp(ad) = vp(be) = vy(b) + vy(c) (por la siguiente proposicién) y por lo tanto

a C

o (5) = vl = eplb) = ) — wyld) =, (5)
Proposicién 3.1.2. Sean z,y € QQ, entonces:

(1) vp(zy) = vp(2) + vp(y)-

(2) vp(e +y) = min{vp(x), vp(y)}-
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Demostracion:

(1) Extendimos la funcién a Q* de tal manera que resulte morfismo de grupos. Supongamos
ahora sin pérdida de generalidad que x = 0, entonces tenemos
v(zy) = v(0) = 00 = 0o +v(y) = v(z) + v(y).
(2) Supongamos que z = wp", y = gp™, con (ri,p) = (si,p) = 1 para ¢ = 1, 2. Supongamos
sin pérdida de generalidad que n < m. Entonces

182 + 81T2Pm_n> P

r S
Ty = p"+ ph = (
2 52 282

Sim —n > 0 entonces (p,r1s2 + s1r2p™ ") = (p,r252) = 1. Luego vy(x +y) = n = vy(z).
Si m = n, como vy(rese) =1y vp(ris2 + sir2) > 0, tenemos entonces por inciso (1) que
Up(x +y) >n= Up(x) = Up(y)-

O

Observacion 3.1.3. En la prueba de (2) pudimos ver algo mas fuerte:
vp(z 4+ y) > min{u,(z),vp(y)} v la igualdad vale si vy(x) # vp(y).

Notemos ahora que esta valuacién nos permite definir un valor absoluto (en el sentido usual)
en Q.

Definicién 3.1.4. Dado un nimero primo p definimos la funcién |.|, en Q como

], = pur(@) si oz #0,
P 0 si x=0.

Es facil ver que |.|, es un valor absoluto (en el sentido usual) en Q. Mas aun, de la
Observacion 3.1.3 se sigue que

|z + ylp, < méx{|z|p, [ylp} vy si |x]p # |y|, entonces se verifica la igualdad.
Definicién 3.1.5. Diremos que dos valores absolutos |.|1, |.]2 en @ son equivalentes si
existe alguna constante c € R>( tal que
=11z
para todo = € Q.
Cabe aclarar que uno podria haber definido a la norma | - |, como
2|, = ¢ vr(@) si x #0,
b 0 si x=0.

para cualquier ¢ > 1 y esta nueva norma seria equivalente a la ya definida. La razén por la
cual tomamos ¢ = p la veremos en breve.

Definicion 3.1.6. Llamamos valor absoluto trivial a la funcién

1 si x#0,
|5‘”‘_{0 si x=0.

Denotamos a la norma usual como |- |o. Esta notacién junto con la definicién anterior
dan a lugar al siguiente teorema que incentiva a estudiar las normas p-adicas.

Teorema 3.1.7. (Ostrowski) Todo valor absoluto no trivial en Q es equivalente a |.|, donde
p es un ndmero primo o p = oo.
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Demostracién: Ver [Cas67, pagina 45], [Kob84, Teorema 1] o méas en general [Sha66, pa-
ginas 278-280]. O

La relacion definida en la Definicién 3.1.5 resulta una relacion de equivalencia. Llamaremos
lugar a cada clase de equivalencia no trivial y al conjunto de lugares lo denotaremos como
Mg. Denotaremos con la letra v a los lugares y en general a un representante del lugar v lo
denotaremos como |.|,. Por el Teorema de Ostrowski, si v € Mg entonces |.|, es equivalente a
|.|p para algin primo p o para p = co. De ahora en adelante vamos a tomar a |.|, como dicha
norma. A continuacién, damos el lema que le da sentido tomar ¢ = p en la Definicién 3.1.4.

Lema 3.1.8. (Férmula del producto para Q) Tomando |.|, como se dijo anteriormente se

tiene que
H |z =1
UEMQ

Demostracion: La funcién

f(z) = H ||y

p primo,
p=0

estd bien definida, ya que dado z € Q, |z|, = 1 para casi todo p. Més atin, el conjunto de
primos para los cuales |z], # 1 es exactamente el que contiene a aquellos que dividen al
numerador o al denominador (asumiendo que escribimos a x como fraccién irreducible). Por
otro lado, |z|s = 1 si y sélo si z = £1.

Ademas, como cada norma es multiplicativa entonces f lo es y por lo tanto basta ver que
la afirmacién se cumple para los primos enteros. Esto tltimo es trivial, ya que

1
f(p) = ’p‘oo‘p’p =p-=1
p
Queda asi probada la férmula. O

Es sabido que toda norma induce una distancia, lo que nos da a lugar a la siguiente
definicién.

Definicién 3.1.9. Definimos la métrica p-adica en Q como d,(z,y) = |z — ylp.

De la misma manera en la que uno completa a Q con la métrica usual (la euclidea) y
obtiene R, podemos completar ahora pero respecto de nuestra nueva métrica.

Definicion 3.1.10. Definimos el conjunto de los ntimeros p-adicos como la completacion
de Q respecto de la métrica d,. A este conjunto lo denotaremos como Q,.

Es facil ver que si completamos QQ con dos métricas que provienen de normas equivalentes,
entonces las completaciones resultan iguales. La reciproca también es cierta, es decir que Q,
y Qg son realmente distintos como espacios topolégicos si p # ¢, pues p" — 0 en Q, mientras

n —
que |p", = 1.

En Q, consideramos la topologia inducida por la métrica p-adica. Obviamente, considerado
como espacio métrico, @, resulta completo y Q es denso en Q. Por otro lado, @, resulta un
anillo topoldgico con las operaciones naturales.
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3.2. Valores absolutos para cuerpos aribitrarios

Veremos en esta secciéon que lo hecho para Q en la seccién anterior no es mas que un caso
particular de lo que podemos hacer para un cuerpo de nimeros arbitrario K. Al igual que en
Q, vamos a intentar dotar a K de una topologia, que va a depender de las distintas métricas
que podamos aportarle. Para la primera parte, basta tomar K un cuerpo genérico.

Definicién 3.2.1. Un valor absoluto de K es una funcién |- |: K — R tal que:
(1) || > 0 para todo z € K y || =0 si y s6lo si z = 0.

(2) |zy| = |z||y| para todos z,y € K.

(3) |z +y| < |z|+ |y| para todos z,y € K.

Si en vez de (3), el valor absoluto satisface la propiedad atin més fuerte

(3") |z +y| < max{|z|, |y|} para todos z,y € K,

decimos que el valor absoluto es no arquimediano.

Observacién 3.2.2. Notemos que:

(1) Podemos ver a un valor absoluto como un morfismo de grupos |.| : K* — R>g que se
extiende a |0] = 0 y que satisface (3).

(2) Si K =Q y p es un nimero primo entonces |.|, es no arquimediano.

Al igual que en Q, siempre existe el valor absoluto trivial. De ahora en adelante nos vamos
a ocupar de los valores absolutos no triviales.

Es sabido que un valor absoluto |.| define una distancia d : K x K — R de la forma
d(z,y) := |z — y|. En consecuencia, cada valor absoluto nos va a determinar una topologia
en nuestro cuerpo K, inducida por la métrica dada. Esto no es muy llamativo, ya que es lo
mismo que ocurria para Q, y de la misma manera, da lugar a la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. Dos valores absolutos |.|1, |.|]2 en K se dicen equivalentes si existe ¢ € R>q
tal que

- = [l5-

Podemos definir una relacién de equivalencia dentro del conjunto de valores absolutos. A
su vez, esta nos dice que los valores absolutos equivalentes son elementos de una misma clase.

Observaciéon 3.2.4. La clase de equivalencia del valor absoluto trivial se compone s6lo de
éste.

Recordemos que decimos que un valor absoluto es no arquimediano si cumple (3’). Tam-
bién, diremos que es arquimediano si no es no arquimediano. Nos gustaria hablar ahora de
clases de valores absolutos arquimedianos. Para eso es necesario el siguiente lema.

Lema 3.2.5. Sean |.|1,].]2 dos valores absolutos de K equivalentes. Entonces |.|; es arquime-
diano si y solo si |.|2 es arquimediano.
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Demostracién: Supongamos que |.|; es no arquimediano. Esto significa que vale (3’). Vea-
mos que |.|o también lo cumple. Como |.|; y |.|2 son equivalentes, existe ¢ positivo tal que
|.l2 = |.|{. Sean z,y € K, entonces

2 +yl2 = |2+ yli < (méx{|z]y, [y[1})" = max{|z[}, [yl5} = max{|z2, [yl2}-
Luego, |.|2 es no arquimediano. O

Definicion 3.2.6. Una clase de equivalencia de valores absolutos no triviales se llamara un
lugar de K.

Al igual que en Q usaremos la letra v para denotar un lugar de K, y por |.|, a un valor
absoluto que lo represente.

Como lo anticipamos antes, el Lema 3.2.5 nos permite hablar de lugares arquimedianos y
lugares no arquimedianos. Para preservar la analogia con Q, a veces llamamos a los arquime-
dianos como infinitos y a los otros como finitos. Dado un cuerpo K, denotaremos por Mg
el conjunto de todos sus lugares.

A partir de ahora K serd un cuerpo de nimeros. En el siguiente ejemplo veremos més
explicitamente cémo esto generaliza el caso de Q.

Ejemplo 3.2.7. Sea p C Ok un ideal primo. Si € K*, definimos ordy(z) como la maxima
potencia en la que aparece p en la descomposicién en primos de (x), que tambien denotaremos
como vp((z)). Tomemos ¢ > 1 un nimero real arbitrario y definamos el valor absoluto en K
|$|p _ C—ordp(ac)'
Es facil ver que |.|, es un valor absoluto y claramente es no arquimediano. El siguiente
lema nos dice que es indiferente el valor de ¢ que tomemos (siempre y cuando sea mayor a 1)
va que todos ellos definen valores absolutos equivalentes.

Lema 3.2.8. Sea p un primo de K y c¢1,c2 > 1. Entonces |z|; := cfomp(w) es equivalente a
’x‘Q — c;ordp(:):)
Demostracién: Sit := log,, (c2) tenemos que ¢; = ¢ y por lo tanto |.|; = |.[5. O

Es comin tomar ¢ = N(p). Llamamos a este valor absoluto p-adico y a su clase de
equivalencia la denotaremos vy.

Aligual que en QQ, tenemos que primos distintos nos dan valores absolutos no equivalentes.
Por otro lado también es cierto que todo valor absoluto no arquimediano en K es equivalente
a uno de éstos. En el caso de Q esto no es otra cosa que el Teorema de Ostrowski.

Es claro que dados z, c € R>(, entonces
r<ls2°<1l, z=1z2°=1 y z<lez‘<l
Esto nos dice que dado un lugar v finito estan bien definidos los siguiente conjuntos:

Op:={reK:|z|, <1}
Uy ={z e K :|z|, =1}
pp i ={re K :|z|, <1}
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Lema 3.2.9. Si v es un lugar finito de K, entonces:

1) O, es un subanillo de K.

(1)
(2) Frac(0,) = K.
(3) O
(4)

3
4) p, es un ideal de O,. Més aiin, O, es un anillo local y p,, es su ideal maximal.
Demostracion:

(1) Dados z,y € O,, entonces xy € O, por la propiedad (2) de la definicién de valor absoluto
y z +y € O, por ser éste ademas arquimediano (y por lo tanto satisfacer la propiedad
(3’) de dicha definicién).

(2) Como (1) es cierta, entonces es inmediato que Frac(O,) C K. Reciprocamente, si x € K
entonces hay dos opciones: si |z|, < 1 entonces z € O, C Frac(O,). Caso contrario,
entonces |z|, > 1y luego |1/x|, < 1. Por lo tanto, 1/z € O,, de lo que se sigue que
x € Frac(Oy).

(3) Si z € O, entonces por definicién, |z|, < 1. Ademds, como = es una unidad en O,
entonces 1/x € O, y luego |1/z|, < 1, lo cual implica |z|, > 1. Por lo tanto, |z|, =1, lo
que nos dice que = € U,,.

La reciproca (también) es trivial, porque si |z|, = 1 entonces |1/z|, = 1.

(4) La primera afirmacién es cierta porque si zy € p, entonces |zy|, < 1y luego |z|, < 1o
lylo < 1. Es decir, x € p, 0 y € Py

La segunda afirmacién resulta de que
po = 0u \Uy = 0, \ OF
Resulta asi probado el lema. O
Al anillo local O, lo llamamos anillo de enteros de K respecto de v.
Lema 3.2.10. Sea v un lugar finito de K, entonces O C O,
Demostracién: Si o € O, entonces ord,(a) > 0 y luego ¢ (®) < 1. O
Maés atn, si para cada subconjunto S de Mg que contiende a S, definimos
Ogs={reK:|z|, <1Vv¢gS5}
entonces se cumple que O = Ok 5.
Recordemos que dado un primo p de K teniamos definido un lugar finito v cuyo represen-
tante podia ser tomado como el valor absoluto |z|, = "% () con ¢ > 1. Es claro entonces

que p,, = p. Reciprocamente, dado un lugar finito v, si miramos el lugar que define el primo p,,
entonces volvemos a obtener v. Esto nos dice que hablar de lugares finitos y primos de K es
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lo mismo. Por simplicidad denotaremos a veces como ord,(z) a ord, () si estamos hablando
de lugares finitos en vez de primos.

En el caso K = QQ vimos que cada lugar finito v viene dado por un primo p y obtenemos
asi

O’U = Z(p)7 uv = Z(Xp)) Py = pZ(p)7
donde Z,) es el anillo de los enteros localizado en el ideal primo (p). Es sabido que

Lp)/PLp) = L/ PL.

En general vale que si p es un primo de K que define un lugar v, entonces por el Lema 3.2.10
tenemos

O = Oy — 0y /p,

que resulta suryectivo y con nicleo Og Np, = p. Por lo tanto, O, /p, = Ok /p. En particular
esto nos dice que | O, /p, | = N(p) < 0.

3.3. Topologia dada por un valor absoluto

Es sabido que lo hecho en QQ para dotarlo de una topologia no tiene nada en especial.
De hecho, si estamos trabajando con un cuerpo K dotado de un valor absoluto |.| entonces
podemos definir una topologia que tenga como abiertos basicos a las bolas B(a,d) := {z €
K:|r—a|<d},dondea e Kyd>0.

Proposicién 3.3.1. Dos valores absolutos en K son equivalentes si y s6lo si inducen la misma
topologia.

Demostracién: Es claro que si dos valores absolutos son equivalentes entonces definen la
misma bola unidad y luego que inducen la misma topologia.

Reciprocamente, supongamos que [.|1, |.|2 son dos valores absolutos que inducen la misma
topologia en K. Como el conjunto de los z tales que |z|; < 1 es exactamente el conjunto de
los z tales que 2™ — 0 cuando n — oo (con el valor absoluto |.|1) y las topologias inducidas
son las mismas, entonces la sucesiéon {z"} también converge a 0 con el valor absoluto |.|2 y
por lo tanto |z|; < 1 siy sélo si |z]2 < 1. Como |.|; no es trivial entonces existe y € K tal
que |y|1 > 1. Sea c tal que |y|2 = |y|{ y veamos que [.|]2 = |.[§.

Six € K* entonces existe b real tal que |z|; = |y|. Veamos que |z|z = |y|5. Sea m/n, n > 0
un nimero racional mayor que b. Entonces |z|; = |y} < \ym/n y por lo tanto |2"/y™|; < 1.

Luego, por lo dicho antes, |z"/y™|2 < 1y |z]2 < |y]£n/n Como vale para todos los raciones
mayores a b entonces |z| < |y/3. Andlogamente, tomando los racionales menores a b vemos
que |z]a > |yl5 v luego vale la igualdad. Asi,

b b
|zl = lyla = [y[i® = [=5.

Por lo tanto, |.|1 y |.|2 son equivalentes. O

En particular, esto prueba que la definicién dada de valores absolutos equivalentes coincide
con la dada para Q.

Gracias a la Proposicién 3.3.1 tenemos derecho a hablar de topologias inducidas por un
lugar v de K. De la misma forma que la usual, uno puede decir que K es completo si toda
sucesién de Cauchy converge (con el valor absoluto |.|,).
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Proposicién 3.3.2. Dado un cuerpo K y un lugar v, existe un par (K,,7) que consiste en
un cuerpo completo K, respecto a un valor absoluto |.| y una inclusién i : K < K, tal que
|z], = |i(x)] Va € K y tal que K es denso en K,. Més atn, si (K,i') es otro par con esta
propiedad, entonces existe un tinico homeomorfismo de cuerpos ¢ : K, — K| que preserva el
valor absoluto y hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

Demostraciéon: La prueba de la existencia es esencialmente lo mismo que ocurre cuando
formamos R completando a Q con la norma euclidea. Consideramos las sucesiones de Cauchy
en K respecto del valor absoluto |.|, y notamos que forma un anillo, con las operaciones de
suma y multiplicacién componente a componente. Diremos ademés que una sucesion {xz,} es
equivalente a la sucesiéon {0} si nh_)r{.lo xn = 0. Luego, las sucesiones equivalentes a las nulas
forman un ideal maximal. Cocientando entonces el anillo de las sucesiones de Cauchy por
dicho ideal obtenemos el cuerpo K, deseado. Resultan asi dos sucesiones {z,} e {yn} en K
equivalentes si nhﬁrrolo (zn, —yn) = 0. Por un lado, es claro que K se incrusta en K, via la funcién

i, que a un x lo manda a la clase de la sucesién constantemente x. Por otro lado, vamos a
considerar el valor absoluto |.| en K, que se define como

o] = Jim [l

Notemos que el valor absoluto estd bien definido ya que como {|x,|,} es una sucesién de
Cauchy en R, entonces converge y ademas claramente no dependen del representante que
tomemos. Luego,

i(2)| = [{}] = lim_|z]o = o

Para terminar la prueba de la existencia, resta ver entonces que K, es completo respecto a
este valor absoluto. Para eso, tomemos una sucesién {%, } de Cauchy en K, con u, = {x i}k
y veamos que converge. Probemos esto dltimo en tres pasos:

(1) Para cada n € N existe v, = {yn 1} tal que v, =T, y

1
| Ynp — Unyq I< — para todo p,q > 0.

Demostracion: Como {z, 1} es de Cauchy entonces existe N = N(n) tal que

1
| Thp — Tng |< — paratodo p,q>0.
n

Como omitir los primeros N términos de u, no cambia la clase entonces podemos reenu-
merar y definir vy, := {y, ;} con y, ; = z, N1, que satisface lo que queriamos.

(2) {Yn,1} es una sucesién de Cauchy en K.
Demostracién: Dado € > 0, como {v,} es de Cauchy, existe N = N(¢) tal que
5

- (3.1)

‘ Up — Um |: lim | Ynk — ym,k| <
k—o0
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para todo n,m > N. Sea s > méax{N(¢), 3/e}. Entonces 1/s < €/3 y (3.1) vale para todo
n,m > s. Ahora, viendo el limite en (3.1), existe N7 tal que

€
| Ynk — Ymi |< 3 para todo n,m > Nj.
Asi, tomando ¢ := 1+ Nj y usando la desigualdad triangular tenemos que
| Yna = Yma | <l Una = Yng |+ 1 Yng = Ymg | + 1 Ymg = Ymo1 |
<lyegloee e,
“n 3 m 3 3 3
para todo n,m > s. Por lo tanto {y, 1} es de Cauchy.

(3) {vn} converge a y = {yn1}.
Demostracion: Queremos ver que
| on —y |= tliglo | Ynt — Yt | (3.2)

tiende a 0 cuando n — oo. Dado € > 0, existe My tal que
€
| Yn1 — Ym,1 [< 5 Dpara todo n,m > M.

Sea M > méx{Mj,2/e}. Entonces 1/M < ¢/2y (3.2) vale para n,m > M. Luego, usando
nuevamente la desigualdad triangular y (1), se tiene que

‘yn,t_yt,1|§‘yn,t_yn7l‘+’yn,1_yt,1|
<1+5<
—+-<e
-—n 3

para todo n,m > M, probando asi lo que queriamos.

Luego, como {v,} converge entonces {u,} también y queda probada la existencia.
Para ver la unicidad, supongamos que (K ,i") es otro par que cumple lo mismo. Dado

a = {an} € K,, entonces como {a,} es de Cauchy en K, {i'(a,)} es de Cauchy en K y por
lo tanto converge. Sea ¢ : K,, — K|, como

o(a) = Jim i (an).

Se puede ver que ¢ estd bien definida, preserva el valor absoluto y que claramente @ o4 = 7’
Ademds preserva las operaciones de cuerpos. Andlogamente existe ¢ : K| — K, tal que
¢ o4’ =i y cumple las mismas propiedades que ¢. Por lo tanto,

(60¢)(a) = ¢ (lim i'(an)) = lim 6(i'(an)) = lim i(an) = a.

Es decir que ¢ o p = Idg, y andlogamente ¢ o ¢ = Idy;. Queda probado entonces que ¢ es
un homeomorfismo de cuerpos.

Por tltimo, si existiera ¢’ : K, — K| que hace conmutar el diagrama y preserva el valor
absoluto, entonces

¢(a) = lim ¢ (i(a,)) = lm (a,) = p(a).

n—o0

Queda asfi finalizada la proposicién. O

Dado que para cada lugar v de K vamos a obtener uno de estos pares (salvo isomorfismo),
vamos a denotar a tal par por (K,,0,), donde o, es la inclusién de la proposicién. Al valor
absoluto de K, que extiende a |.|, también la denotaremos como |.,.
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Definicién 3.3.3. A un par como el de la Proposicién 3.3.2 lo llamaremos completacién
de K (respecto del lugar v). Més adelante, s6lo nos referiremos como completacién al cuerpo
K,.

Supongamos que v es un lugar arquimediano de K. Entonces |.|, en Q es equivalente a
|.|loo ¥ como K, es completo, se sigue que K, contiene a la completacién de Q con la norma
usual, i.e., K, 2 R. Ademas, como K es un cuerpo de nimeros entonces C O K, y luego
K,=Ro K, =C.

Vimos que un primo p de K define un lugar v de K no arquimediano. Supongamos ahora
que tenemos un morfismo o : K — C. Entonces éste nos define un valor absoluto arquimediano
dado por

|ale := |o(a)].

En general diremos que o es real si 0(K) C R y diremos que es compleja si no es real.
Es claro entonces que si 0 : K — C es un morfismo y K, es la completacion de K respecto
de |.|s resulta que K, = R si y sélo si o es real.

Por definicién, si o es real entonces @ = o y si es compleja @ # o. Luego, la cantidad de
morfismos o : K — C que son complejos es par. Entonces, si K es un cuerpo de ntimeros de
grado n, por teoria de Galois existen n morfismos ¢; : K — C. Suponiendo que hay r; reales
y 2r9 complejos, entonces r1 + 2ry = n.

Definicion 3.3.4. Dada una extensién L de K, diremos que un morfismo real o : K — C
ramifica en L si existe una extension de o a L que resulte compleja.

El siguiente teorema nos dice que lo demostrado por Ostrowski para Q siguen valiendo
para cualquier cuerpo de nimeros.

Teorema 3.3.5. Si K es un cuerpo de nimeros y |.| un valor absoluto de K, entonces |.| es
equivalente solamente a una de las siguiente posibilidades:

(1) |.|» para algin morfismo o : K — C

(2) |.|p para algin primo p de K.

Demostracién: Ver [Sha66, Paginas 278-280)]. O

Asumiendo que el Teorema 3.3.5 es vélido, entonces si v es un lugar infinito, K, = K,
con 0 : K — C morfismo. Diremos que v es un lugar infinito real si ¢ es real y un lugar
infinito complejo si o es complejo.

Centrémonos ahora en los lugares no arquimedianos. Dado un lugar v no arquimediano, y
Ok el anillo de enteros, denotamos momentdneamente como Ok, a la completaciéon de O
en K. Definimos también a los conjuntos

Op:={reK,:|z|, <1}
Uy ={z e K, :|z|, =1}
pp i ={r e K, :|z|, <1}
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Si K = Q entonces para un lugar finito dado por un primo p tenemos
@:va Zj{\v:Z;, ]SEZPZp,
donde Z, es el conjunto de los enterios p-adicos.
Lema 3.3.6. Si v es finito, entonces 0, =0, ¥ o = b, (clausura en K,).
Demostraciéon: Veamos sélo que @ = 62‘\ Esto se debe por un ladg a que (/9\@ es cerrado
y contiene a O,, lo que nos dice que O, C O,. Por otro lado, si x € O,, entonces z € K, y

|z], < 1. Como K es denso en K, entonces existe una sucesion (z,) en K tal que z,, — .
Pero entonces si n es suficientemente grande, tenemos que

|Tn|o = |20 — x + 2|y < méx{|z, — x|, |z|y} < max{|z, — 2|y, 1} < 1.

Esto nos dice que para n suficientemente grande, la sucesiéon estd en O, y luego, esto nos
asegura que x € O,,. O

Lema 3.3.7. Si v es finito, entonces Ok, = (7)\1,

Demostraciéon: Como Og C O, por el Lema 3.3.6, entonces Ok, C 0, = @, Recipro-
camente, si x = {2,} € O,, entonces |z|, < 1. Ademads, cambiando los primeros términos de
la sucesiéon podemos suponer |z,| <1 Vn €N, i.e, z, € O,. Luego, para cada n € N existe
yn € Ok tal que {yn} = {zn}. O

Ademas, como es claro que @ NK =0,y p,NK = p,, entonces al igual que antes
tenemos un isomorfismo de los cuerpos residuales:

Oy /by = Ou/bu,
lo que implica a su vez que |Oy/py| = N(p) < .

Definicion 3.3.8. Decimos que un elemento 7, € p, es un uniformizador local o simple-
mente uniformizador si p, = 7, O,.

Lema 3.3.9. Si v es un lugar finito, entonces p,, tiene un uniformizador.
Demostracién: Como ord,(O,) # {0} entonces podemos reescalar el orden (tomando un

multiplo) de forma tal que el menor valor es el 1. Luego, existe m € O, tal que ord,(n) = 1.
Veamos que m O, = p,. Por un lado, es claro que 7 O, C p,. Por otro lado, si z € p, entonces

ord, ($> >0,
T

T
r=m—€n0,.
T

lo que implica que

Luego, 7 es un uniformizador. O
Ejemplo 3.3.10. Por lo dicho antes, en el caso K = QQ podemos tomar m, = p.

Proposiciéon 3.3.11. Si v es una valuacién y m € p, es un uniformizador entonces dado
x € K no nulo existen u € U, y 7 € Z tales que x = n"u. Més ain, r = ord,(z).
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Demostracién: Supongamos primero que z € O,. Por definiciéon de uniformizador sabemos
que p, = 7 O,. Veamos que la afirmacion es cierta por induccién en ord, ().

Si ord,(z) = 0, entonces x € U, y luego tomando r = 0 se cumple. Supongamos que vale
para todo y € K que cumple que ord,(y) = n. Sea ahora x € K con ord,(z) = n+ 1. Veamos
que se cumple para x.

Como ord,(z) > 0, entonces z € p, = m O,. Luego,

T
ord, () =ordy(z)—1=mn
T
Por hipétesis inductiva, existe u € U, tal que z/7 = 7"u. Finalmente, x = 7" 1.
Si z ¢ O, entonces =1 € O,. Vimos entonces que existen s € NU {0} y w € U, tales que

r~! = 7%w. Luego, tomando r := —s € Zy u = w™ ' € U, resulta z = 7. g

Con la notacion de la Proposicion 3.3.11 decimos que 7 es el orden de a.. Al uniformizador
lo denotaremos como 7 si se sobreentiende sobre qué lugar nos estamos refiriendo. Notemos
que el orden de un elemento « si estd bien definido, porque si 7, € p, es otro uniformizador,
entonces 7, /7, € Uy,.

Al igual que en Q, podemos definir entonces un valor absoluto que sea de la forma

[ =[Oy /p, ",

donde r = ord,(z). Cabe destacar que por lo dicho antes, | O, /p, | = N(p,) es un niimero
finito y méas atn, potencia de un primo. Este valor absoluto definido va a estar en la clase de
equivalencia del lugar v asi que de ahora en adelante, este sera el representante que tomaremos
cuando hablemos de un lugar finito v.

Lema 3.3.12. Si v es un lugar finito entonces K, es totalmente disconexo.

Demostraciéon: Para ver que K, es totalmente disconexo veamos que todas las bolas abier-
tas en K, son cerradas y todas las bolas cerradas son abiertas. Esto ocurre porque la funciéon
distancia d(x,y) = |z — y|, toma valores discretos (salvo el 0), con lo cual < pueden ser
reemplazados por < y > por >. Para ver eso, sea ¢ = | O, /p, | y B(x,d) una bola en K,. Si
§ < 1, entonces existe un tnico k € N tal que § € (¢~ **D, ¢=*] y luego

B(x,8) = B(z,r) Vre [g~* D ¢
y andlogamente si § > 1, entonces § € (¢*, ¢*1] y
B(z,0) = B(x,r) ¥reld® ¢").
Reciprocamente, es claro que toda bola cerrada es abierta. ]
Proposicién 3.3.13. Si v es un lugar finito entonces se cumplen las siguiente propiedades:
(1) O, es un dominio integro cuyo cuerpo de fracciones es K.
(2) O, es un subanillo cerrado de K.

(3) O, resulta completo con la métrica inducida de K.
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—

(4) O, es compacto.

(5) K, resulta un espacio de Hausdorff localmente compacto.
(6) O, es un anillo local con ideal maximal p,.
Demostracion:

(1) Es claro que (/O\U es dominio integro, pues si x,y € (/O\U son tales que zy = 0, entonces
0 = [0]y = |zylv = |2]o]ylv- Luego, sin pérdida de generalidad, x|, = 0 y por lo tanto
x = 0. Resulta asi que O, es un dominio integro. La demostracién de que Frac(O,) = K,
es andloga a lo hecho en el Lema 3.2.9.

(2) 0, = B(0,1) es cerrado por definicién.
(3) Todo conjunto cerrado de un espacio completo es completo.

(4) Por inciso (2) O, es cerrado y, por definicién, es acotado en un espacio métrico. Luego,
O, es compacto.

(5) Por inciso (4) Ty = Py es compacto y por lo tanto para cada = € K, se tiene una base
de entornos compactos dada por {x+7"O, }nen = {z+p," fnen- Luego, K, es localmente
compacto y claramente es Hausdorff.

(6) Andlogo a lo dicho en el Lema 3.2.9. O
Observacién 3.3.14. El inciso (2) y el Lema 3.3.12 nos dicen que O, es abierto en K.

Ya sabemos que @ es un anillo y un espacio topolégico. Nuestro siguiente objetivo sera

estudiar al conjunto Zj{\v = (/’)\UX como grupo topoldgico. Los siguiente lemas técnicos seran
utilizados para probar el Teorema 3.3.20.

Lema 3.3.15. Seaz € 1+p,, ¢ = ]@,/ﬁ;\ y sea s € N tal que (g, s) = 1. Entonces para cada
n € N existe w, € U, tal que:

(1) wi =z (méd 7).

(2) wy, = wy_1 (méd 777 1) sion > 2.

Demostracién: Veamos que es cierto por inducciéon en n. Para n = 1 definimos w; := 1.
Supongamos que es cierto para n. Notemos que si
—~ —~n+1
Ap =1+ pvn)/(l + pvm_ ),
—~ —~n+1
Bni=(14+pa)/(1+5,""),
Cpi=(1+p,)/(1+p,").
entonces la sucesion A
15 A, ™ B, 2% C, — 1

resulta exacta corta, donde i, es la inclusién y ¢, es el morfismo natural que manda la clase
en la clase.
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En efecto, i,41 es inyectica, ¢, es suryectiva y claramente Im(i,,) C ker(¢p+1). Ademas,
como

n—1

|Bn’ qn
7 =10 = Tern)] ~ Ther(en)

se tiene que |ker(y,)| = ¢ y luego
Im(i,) = ker(ey,).

Ahora, como x € 1+ p,, por hipétesis inductiva existe w,, € U, tal que w; =z (mod 7).
Entonces

E

=1 (méd 7™) y por lo tanto % cl+p,".

n

—
&

Como |A,| =q vy (g,s) = 1, entonces la funcién y — y* es inyectiva y por lo tanto (como
A,, es finito) suryectiva. Luego, existe a € A,, tal que

T .
— =a’ (méd 7
wn

n—i—l)'

Por lo tanto,

z=w,a’® = (wpar)®  (méd 7

s n+1).

Finalmente, wy4+1 := wya cumple las hipdtesis. ]
Observacion 3.3.16. En consecuencia, la sucesién (w,,) del teorema es de Cauchy y defi-

niendo w := lim w, se tiene que w® = x.
n—oo

Lema 3.3.17. Si p es un ntimero primo y e es el grado de ramificaciéon de p en K, entonces
para cada n € N se cumple que la sucesién

es exacta corta, donde iy, la inclusién y ¢p,(z) = oP.

Demostraciéon: Primero notemos que como e es el grado de ramificacion, entonces p = 7¢u,
con u € U,. Veamos que ¢,, estd bien definida:
Por la férmula del Binomio de Newton, tenemos que

p
(1+an™ HP = Z (p) (am™ 1),
1
i=0
Pero como
p n—1\i — m° n—1\i — 2 n+e .
Nan" )= [(ar™ ) =0 (méd 7" Vi>1
podemos concluir que

(I+ar™ Y =1+par™ =1 (méd 7" 11e).

Al igual que en el Lema 3.3.15, basta ver que ¢, es suryectiva. Sea y € 1+ ﬁ;n_He,
entonces y = 1 +an” 'T¢ cona € O, y luego w := 1 +an" 1 € 1+ ﬁ;nil. Basta ver entonces
que wP =y (moéd 71¢). Andlogamente a la cuenta anterior,

wP = (1 +ar™ Y =14par™ =y (méd 7).

Queda asi probada la afirmacién. O
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Lema 3.3.18. Si p es un ntimero primo y e es el grado de ramificaciéon de p en K, entonces
dado r € N, la sucesién

L= (LR D/ 43" 2 (45045 25 (L+5,7) /(145" = 1
es exacta corta Vn > r, donde i, es la inclusion y ¢, (z) = aP.
Notemos que el Lema 3.3.17 es un caso particular del Lema 3.3.18 tomandon =r+2 > r

y luego haciendo un cambio de variable.

Demostraciéon: Lo probaremos por induccién en n.
Denotemos

A= (14" /A + P,
By = (1+p.)/(1+p,"),
Cn: (1 +E;T+e)/(1+55n+6_1)‘

Para n = r 4+ 1 resulta directo porque C,, es el grupo trivial y A,, = B,,. Supongamos que
es cierto para n y veamos que vale para n + 1.
Dado z € 1+p, ¢, por hipétesis inductiva existe w € 1+p, tal que w? = z (méd 7nre—t).
Es decir que
T

—~n+e—1

x
y por lo tanto — €1+ p,
wP

=1 (mdd 7T"+671)

wP

Usando ahora el Lema 3.3.17 tenemos que existe t € 1 + ]3;"_1 tal que

x
— =t (méd 7"*¢) y por lo tanto = (wt)? (méd 7

n-+e
wP )

En particular, z = (wt)? (méd 7e—1)

suryectivo.
Aplicando el mismo razonamiento sobre las dimensiones de los espacios hecho en el Lema
3.3.17 se tiene que la sucesién es exacta.

. Luego, tomando « := wt obtenemos que ¢, €s

0

Observacion 3.3.19. Como consecuencia de lema anterior, dado z € 1 + ﬁ;eﬂ existe una
sucesién (wy,) en 1+ p, tal que w2 = x (méd 7") y wpy1 = w, (méd 77) Vn € N. Resulta
entonces que (wy) es de Cauchy y tomando w := li_>m wy, tenemos que w? = x.

n—0o0

Teorema 3.3.20. Dado H un subgrupo de Zjl\v, entonces H es abierto siy sélo si [Zj{\v : H] < 0.

Demostracién: Supongamos primero que H es un subgrupo abierto de U, esto es que si
|0y /Po| = ¢ = p* entonces existe n € N tal que B(1,¢™") C H, es decir que 1+ p," < H.
Basta ver entonces que
Uy : 14+ p,"] < 0.
— ~ o\ X
Sea ¢ : U, — (Ov/pvn) el epimorfismo dado por ¢(z) = x.

Entonces, como ker(¢) = 1+ p,", resulta que

U/ (1+5") = (0u/m")”
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y luego

U : 1+ 52" = |tho/1+ 52"

= ‘(5/1?")‘ < oo.

Reciprocamente, supongamos que [Zjl\v : H = n = p"s donde p { s. Entonces por el teorema
de Lagrange tenemos que dado = € U,, 2" € H. Por lo tanto,

(14ps)" < H.
Luego, basta ver que se cumplen las siguientes dos propiedades:
(1) (14pu)" =1+pw.
2) (1+p0)" =1+p, .
En efecto, si asumimos (1) y (2), entonces
L0 Y = (145)" = (14+52)") = (1+5)" < H
y por lo tanto H es abierto.

Resta ver entonces (1) y (2):
(1) resulta directo de la Observacién 3.3.16, porque dado x € 1 + p, vimos que existe
w € 1+ p, tal que w® = z. Por lo tanto

(14+p0)" 21+ py.

Pero la otra contencién es clara, pues 1 + p, es un subgrupo.
(2) también resulta directo porque, por la Observacién 3.3.19 (1 +p,)” D1 +,5 v esto
implica
(1+p)” 21+p "

Luego, es claro que vale la igualdad. ]

3.4. Extensiones locales

Si L/K es una extensién finita y w € M|, entonces la restriccién de |.|, a K nos define
v € M. La siguiente proposicién nos dice que asi se obtienen todos los lugares de K.

Proposicién 3.4.1. Si L/K es una extensién finita entonces el mapa M — Mg, w — v de
manera tal que |.|, es equivalente a |[.[,|,, es suryectivo. Si w + v decimos que w|v. En este
caso el morfismo i : K — L se extiende de manera tnica a K, — L, y el siguiente diagrama
es conmutativo:

o,

L
1]
K= Ko
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Demostraciéon: Sea v € Mg. Por el Teorema 3.3.5, si v es finito entonces proviene de
un primo p de K. Sea P primo de L tal que P |p, entonces P define w € M. Luego, si
|z|, = ¢ "% (*) entonces

—ordy (z) Cl—ordp(l‘)e(‘n Ip)

|-T’w = _ ~—ordp(a3)’

donde ¢ := ci(wp)

. Por lo tanto |.|, es equivalente a |.[,, y w|v.

Si v es infinito entonces proviene de un morfismo o : K — C. Como C es algebraicamente
cerrado, o se puede extender a L, definiendo asi un lugar w € M. Por definicién, es claro
que wlv y, por lo tanto, el mapa es suryectivo. La existencia y unicidad de la extensién del
morfismo i : K — L es andloga a la de la Proposicion 3.3.2. En efecto, si a = {a,} € K,
entonces como {a,} es de Cauchy en K, {i(a,)} es de Cauchy en L. Luego, {0 (i(an))} es

de Cauchy en L,, y por lo tanto converge. Luego, definimos ¢ : K,, = L,, como

p(a) = lm {(ow o i)(an)},

n—00

que extiende a 1. O
Definicién 3.4.2. Sin = [L : K|, entonces llamamos a n,, = [L,, : K,] el grado local.

Proposicién 3.4.3. Sea L/K finita y separable de grado n y v un lugar finito. Entonces

n=3 .

wlv

Demostracién: Como L/K es finita y separable entonces existe a € L tal que L = K(«).
Sea

ma(z) = fi(x) - fr(z)

la descomposicién del polinomio minimal de « en K, en polinomios irreducibles. Como la
extension es separable, entonces cada polinomio aparece con multiplicidad 1.

Los morfismos de L en K, se corresponden con las funciones que mandan « en las raices de
fi- Dos morfismos van a ser conjugados si y sélo si mandan « a una raiz del mismo polinomio
fi- Ademas, es claro que el grado local en cada caso estd dado por el grado de f; y por lo
tanto

n=I[L: K] =gr(ma) = Y er(f) = 3 nu
=1

wlv

Queda asi probada la afirmacién. O

Proposicién 3.4.4. Sea L/K finita y separable y v un lugar finito de K. Entonces

Npk(@) =[] Ny, (@),

wlv

TT’L/K(CL’) = ZT’/’LM/KU ((L’)

wlv
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Demostracién: Al igual que en la demostraciéon de la Proposicion 3.4.3, existe o € L tal
que L = K(«). Sea
ma(z) = fi(z) - fr(z)

la descomposicion en K, en polinomios irreducibles del polinomio minimal de «. Luego,
Np/k(z) es igual a (—1)&'(ma) yeces el término independiente de m,, y de manera similar para
cada f;. Como el término independiente de m,, es el producto de los términos independientes
de cada f;, queda probada la primera afirmacién. Andlogamente, para el caso de la traza hay
que ver el pentltimo término (ordenados de menor a mayor grado) de m,, y de cada f;. O

Observacién 3.4.5. Notemos que la proposiciéon anterior sigue siendo cierta si tomamos v
infinito, ya que en este caso, si w|v entonces L,,/K, = C/R, C/C é6 R/R. Mas atn, en el
primer caso Ny i es la norma compleja y en el segundo y el tercero es la identidad.

3.5. Valuaciones en las completaciones

Ahora, si w es una lugar finito de L sobre un lugar finito v de K entonces tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

Ow /Py —> Ou/Pu

1

Ov/pv?é\v/ﬁ;

Esto nos dice que el grado de ramificacién e(L|K) no cambia con la completacién. En
efecto, si v es finito definido por p y p O = B ... By?, entonces como Oy /B, = Ow /Py ¥
Ou/po & O, / p, se tiene que

FBulpo) = f(PBu o) =[O /Bi - Ok /9],

donde la tltima igualdad se sigue de que O, = (Ok), v su ideal maximal es el generado por
p y de que el cuerpo residual de la localizacién en un maximal es el cuerpo residual global.

Algo similar ocurre con el indice de ramificacién. Si v es un lugar finito de K, definimos
el grupo de valuacién al conjunto

Ky = {[z]o: 2 € K},
que claramente resulta un grupo.
Lema 3.5.1. Dado v lugar finito de K, se tiene que |K,|, = |K|,
Demostracién: Es claro que |K|, C |K,|,, asi que veamos la otra contencién. Sea = € K.
Como K es denso en K, existe y € K tal que |z — y|, < |z|,. Luego, como v es valuacién se

tiene que
ylo = ly — z + z[y, = min{|y — x|y, [2|u} = |20,

por ser |y — x|, # |z|y, lo que prueba lo que queriamos. O
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Notemos que como L/K es finita entonces L,, /K, es finita y ademés separable, por estar
en caracteristica 0. Tenemos también que el siguiente diagrama es conmutativo:

|L|w :5 |Lw|w

|K|’U = |Kv|v

Por lo tanto, el indice de ramificacién tampoco cambia en la completacion. Luego, por el
Teorema 1.1.23 tenemos que

(L + K] = e(Fy ) F(Bulpu) = e(Fi [9) £ (F: )
Denotando f(w|v) := f(B,, | p,) ¥ e(w|v) := e(P,, | p,,) entonces tenemos que
[Ly : Ky] = e(w|v) f(w|v).

Si L/K es una extension finita y separable y v es un lugar infinito de K, entonces todo
lugar w de L sobre v serd infinito. Escribimos e(w|v) = 2 si v es real y w es complejo, y 1
en cualquier otro caso. Decimos que v es ramificado en L si es real en K y alguna de sus
extensiones a L es compleja. Escribimos f(w|v) = 1 siempre. Es facil ver entonces que sigue
valiendo la férmula [L,, : K] = e(w|v) f(w|v).

3.6. Accion del grupo de Galois

Veamos primero que si E es un cuerpo de nimeros, o : E — o(FE) es un isomorfismo y
v es un lugar de E entonces podemos definir un lugar de o(F), que denotaremos ov, de la
siguiente formas:

’y|av = |O'71(y)‘v

Luego, como FE es denso en FE,, entonces por continuidad podemos extender . Luego, o nos
induce un nuevo isomorfismo en la completacién, tnicamente determinado por continuidad,
que también denotaremos como o. Es decir, tenemos un isomorfismo o : E, — 0(E) .

Supongamos ahora que L/K es finita y Galois con grupo de Galois G = Gal(L/K). Si
o € G entonces o : L — L es un isomorfismo por definicién. Notemos que si w € My, es
finito, entonces sabemos que estd dado por un primo B de L. Entonces si y = o(z), = € L,
supongamos sin pérdida de generalidad que

(2) = P -0, con P =y, 1 >0,

Entonces |y|sw = ¢ €. Por otro lado, tenemos que

(y) = o(P)" -0 (Py)™,

lo que nos dice que |y|,¢p,) = ¢ = [y|sw. Esto en particular nos dice que si w es finito,

entonces cw también. Si w es infinito, entonces ocw también lo es.

Por lo dicho antes, para cada lugar w de L, tenemos definida o, : Ly, — L4y como
{z;} = {o(x;)}. Ademas, si v es un lugar de K debajo de w, entonces o, es un K,-isomorfismo,
pues o) = ldg.



38 CAPITULO 3. VALORES ABSOLUTOS Y COMPLETACIONES

Definimos el grupo de descomposicién de w como
D(w):={0 € G:ow=w}.

Por la cuenta hecha mas arriba, resulta directo que en el caso en que w sea finito y esté dado
por P, entonces este no es otra cosa que D (). Esto nos dice que la nueva definicién extiende
a la anterior para los primos infinitos. De igual manera, sigue valiendo lo mismo que antes:

Lema 3.6.1. Dado 0 € G y w primo, D(cw) = o D(w)o~!.

Demostraciéon: Sea ¢ € (G, entonces

Wlsow) =16 W)low =10 0 N W)|w =10 0) " ) ]w = Yl (5o0) (w)-
Esto nos dice que (ocw) = (6 o o)(w). Supongamos ahora que & € D(ocw) esto es, ow =
F(ow) = (Fo0)(w). Luego, (6 1o o0)(w) = w, es decir, (¢ 0o500) € D(w) y por lo tanto

—1 _ ~ 1

G=co(ctogoo)oo ! € oD(w)o L.

Luego, D(ow) C oD(w)o~! y la reciproca es similar. O

Con lo cual el grupo de descomposicién de w esta determinado a menos de conjugacion
por el lugar v. Luego, se tiene una inyeccion

i: D(w) — Gal(Ly/K,)

definida como i(0) = o,,. Notemos que para que esta inyeccién tenga sentido debemos ver
primero que L,,/K, es Galois.

Proposicién 3.6.2. L, /K, es finita y Galois, y la inyeccién ¢ es un isomorfismo.

Demostracién: Notemos que como L/K es finita y separable entonces existe a € L tal que
L = K(«). Luego, como K, C L, y a € L C L, entonces K,(«) C L,,. Ademds, como L es
denso en L,, tenemos que L es denso en K,(a).

Por otro lado, como K,(a)/K, es finita y K, es completo entonces K,(«) es completo.
Luego, por Proposicién 3.3.2 resulta L,, = K,(«). Esto nos asegura que L,,/K, es Galois.
Veamos ahora que i es un isomorfismo. Sea o,, € Gal(L,,/K,) tal que o, = Idy,, y € L.
Luego,

{z} = ow({z}) = {o(2)}.
Por lo tanto, o(z) = & y como x era arbitrario esto implica que o = Idy, y por lo tanto i es
inyectiva. Notemos que si v es infinito entonces la proposicion es trivial, ya que K, = R o
K, = C y por lo tanto L,,/K, es de grado 1 6 2. Si v es finito entonces w también y por la
Proposicién 1.1.29 tenemos |D(w)| = e(B|p)f(P|p), P y p son respectivamente los primos
que definen a w y v. Luego, por lo visto antes tenemos que |D(w)| = | Gal(L,,/K,)| y por lo
tanto ¢ es suryectiva y claramente un isomorfismo. O

Como consecuencia de la Proposicién 3.6.2 tenemos que

D(w) = Gal(Ly/Ky).
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Vimos que si p era un primo de K entonces G actuaba transitivamente sobre los primos
de L que estaban sobre p. No deberia sorprendernos entonces que esto siga siendo cierto para
un lugar v de K. La siguiente proposicién nos asegura eso, generalizando lo que ya habiamos
visto

Proposicién 3.6.3. Sea L/K Galois y v un lugar infinito de K. Entonces G acttia transiti-
vamente sobre los lugares w de L que estan sobre v.

Demostracién: Sea o : K — C una inmersién correspondiente a v. Si wy y ws son dos luga-
res infinitos de L que estan sobre v correspondientes a extensiones 71, 7o de o respectivamente,
entonces existe p € Gal(L/K) tal que 72 = 11~ L. Luego,

|2y = m2(2)| = [r207 ()] = |07 (@) |y = 2] pur -

Por lo tanto, ws = pws. O

Corolario 3.6.4. Sea L/K Galois, v un lugar de K y wy,wo dos lugares de L que extienden
a v. Entonces Ly, vy Ly, son isomorfas.

Demostracién: Sea 0 € Gal(L/K) que manda w; en wsy. Definimos ¢ : Ly, — Ly, como
o({zn}) = {o(z,)}. Entonces ¢ manda sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy y es
claramente isomorfismo. O

Como las extensiones L,,/K, son isomorfas entre si (sobre K,), denotaremos como L' a
cualquiera de ellas y como GY = Gal(L"/K,). Por lo dicho antes, sabemos entonces que G es
isomorfo a algin grupo de descomposicién D(w). Si suponemos ahora que L/K es abeliana,
por la Proposiciéon 6.1.1 tenemos que este grupo es tinico, es decir que no depende del lugar
w elegido sobre v. (Notemos que la Proposicién 6.1.1 nos asegura lo dicho para el caso en que
v sea finito, pero el caso de v infinito es trivial).
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Adeles e idéles

4.1. Adéles

Fueron definidos en primera instancia por el francés Claude Chevalley (1909-1984) con el
fin de describir la teoria global de clases para extensiones infinitas, pero anos después usé los
ideles (que veremos en la préxima seccién) para dar una conexién entre la teoria de clases
global y la local.

Por una cuestién de simplicidad haremos abuso de notacién escribiendo O, en vez de
(’)v, U, en lugar de Z/lv y denotaremos S, al subconjunto de My que consiste en todos los
lugares infinitos. Para estudiar K tiene sentido pensar simultdneamente en todas las posibles
completaciones que tiene y pegar de alguna forma toda esta informacién local para obtener
datos globales. Es logico entonces pensar en primera instancia en el producto de todos los
K. Uno de los problemas que trae esto es que dicho producto no es en general localmente
compacto. Es entonces cuando comenzamos a trabajar con los adéles.

Consideremos primero un subconjunto finito S de Mg tal que Sy C S. Podemos definir
entonces al conjunto de S-adeéles como

A% ::HOUXHKU.

vegS veS

Lema 4.1.1. Si S,o € S C Mg entonces Af( dotado de la topologia producto resulta un
anillo topolégico (con la suma y el producto punto a punto) localmente compacto.

Demostraciéon: Como O, es compacto, el Teorema de Tijonov nos asegura que va 5Oy es
compacto y como K, es localmente compacto y S es finito, entonces [],cq K, es localmente
compacto y por lo tanto Af( lo es. Por tultimo, que A}q{ es un grupo topologico resulta claro
si dotamos al conjunto con el producto lugar a lugar. ([l

Definicion 4.1.2. Definimos ahora el anillo de adéles como la unién de todos los S-adéles.

Es decir,
S
U Af.
SeoCS,
SCMp
Notemos que resulta asi Ag = {(x,) : z, € O, para todo v salvo una cantidad finita}.
Esto es claramente un subconjunto del producto de los K, y se llama el producto directo
restringido de los K, respecto de los O,. Las operaciones que le dan a Ag la estructura de
anillo son el producto y la suma lugar a lugar y la topologia dada es la que tiene como base
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de entornos a los entornos basicos de Af( para cada S finito que contiende a So.

Resulta asi que A es un anillo topologico. Para ser mas explicitos, notemos que como es
anillo topolégico basta describir los entornos del 0. Los entornos de 0 en la topologia de los

adeles son los conjuntos
11 0v < I1 Uule).
pgS veS

donde Uy(e) = {zx € K, : |z], <e} y § D S es finito.

Notemos que si z € K entonces x € K, para todo v € Mk y x € O, para casi todo lugar
v. Este hecho nos permite definir una inyeccién natural K — Ag dada por z — (z,z,...).
Como consecuencia, podemos ver a K como un subgrupo de Ag. Llamaremos a los elementos
de esta imagen adéles principales.

Lema 4.1.3. Sean vy, ...,v, € M. Entonces para cada 1 < k < r existe ax € K tal que

|ak|vk>1 y |ak|vz<1 si l#k

Demostraciéon: Basta ver el caso k = 1. Lo haremos por induccién en r.
Si r =2, como v] y v2 no son equivalentes entonces existen «, f € K tales que |al,, < 1,
|alpy > 1, |Bloy =175 |Blo, < 1. Sea entonces a; := Ba™L.

Si r > 3, por hipétesis inductiva existe z € K tal que |z],, > 1, 2]y, < 1811 <@ <.
Ademas, por el caso r = 2 existe w € K tal que |w|,, > 1y |w|,, < 1. Tomando ahora

z si|z]e, <1,
aj = 2w si|z|y, =1,
—1izmw si |z]y, > 1.
donde m € N es suficientemente grande queda probado el lema. O

Teorema 4.1.4. (Teorema de aproximacién débil). Sean vy, ...,v, € Mg, x1,...,2, € K y
e > 0. Entonces existe x € K tal que |z — z;|,, < € para todo i =1, ..., 7.

Demostraciéon: Aplicando el Lema 4.1.3, tenemos que para cada 1 < k < r existe aj, tal
que |akly, >1 'y |agly, <1sil# k. Luego,

CLZL ||'”k a/’;cn H’Ul .
1y — 0 sil#k.
1+ ap” 1+ap”
Por lo tanto,
rpap’ v, zrap’ |y .
—0 | #k.
T+ap " Y Tqap sl
Asi,
T m
xrpap’ o )
— = x; ara todo 1< <.
kz::l 1+ azn i P 7>

Luego, dado € > 0 podemos tomar

" ozpal

_ k
T = Z 1 + am
k=1 k

para un m suficientemente grande. O
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Observaciéon 4.1.5. El teorema de aproximacién sigue valiendo si tomamos z; € K,, en
lugar de K. Para dicho caso, podriamos tomar z; € K cerca de z; y luego tomar x cerca de
los . El teorema nos dice entonces que K es denso en [[;_; K.

Teorema 4.1.6. (Férmula del producto) Si K es un cuerpo de nimeros y z € K* entonces

H |z, = 1.

’UGMK

Demostracién: Sean o1, ...,0, las inmersiones de K en C. Dado z € K*, sabemos por
Teorema 1.1.17 que existen primos p, ..., p,, y enteros ar, ..., a,, tales que (z) = [[i~; p;*. Por
Proposicion 1.1.30,

[Nicjo(@)l = N((z)) = ] N(p)™
y por definicion, si v es un lugar finito definido por un primo q entonces

‘$|v — { N(pz)_ ’ si g = p;,

1 q7p;-
Entonces,
II !w\u—Hsz H\Uz =TI M) Nijglz \—HNI% HNPZ
vEM g =1
Queda asi probada la afirmacién. O

Teorema 4.1.7. Ag /K es compacto.

Demostracién: [Cas67, pagina 64]. O

4.2. Idéles

El término “idele” es una variacién del término “ideal”, cuya relacién veremos mas ade-
lante. Fue también introducido por Chevalley y hace referencia a “ideal element”(abreviado
id.el.) mientras que “adele” hace referencia a “additive idele”.

El conjunto de los idéles es por definicién I := Aj. Esto nos dice que

I :=Ag ={z = (2,) € Ag : Iy = (y) € A :zy =1}
={x=(vy) €EAg:Jy=(y») EAg 2y, =1 Vv € Mg}
={x = (z,) € Ag iz, € K Yy x, € O para casi todo v}.

Por lo tanto I resulta el producto directo restringido de los K¢ respecto de los O . La
razén por la cual lo denotamos Ik y no simplemente A% es la topologia. Vamos a considerar
en I i la topologia producto, que no coincide con la heredada por la de los adéles.

Lema 4.2.1. La topologia producto en I i es estrictamente mas fina que la inducida por Ag.
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Demostracién: Sea U abierto basico de Aj (como subespacio de Ag). Entonces U es de
la forma Aj NV, donde V es un abierto basico de Ag. Luego,

V=1]] 0ux [[ W

végSy v€EST

donde V,, es abierto de K, y S un subconjunto finito de Mg que contiene a S.,. Miremos

X
entonces quién es V' N (Af() con S finito arbitrario:

(A%) nv={TIor < TT &5 |N| I @ x II Vo

vgS veS v Sy veST
= II oxx I & no)x [[ vix ] W,
vgSUS1 veS\S1 veESI\S vESNST

donde V es abierto de U, y W es abierto de K,*. Ademés, K, N O, = O, \{0}.
Sea entonces So = SUST y

B= ]t x [ [(O\{O})NVINW]] x WL.
PESo S2\So

Entonces B es abierto de I, porque [(O, \{0}) NV, N W] es abierto de K, pues V, lo es,
W/ lo es (porque U, es abierto de KX) y O, \{0} lo es.

X
Como claramente B C (Af() NV, entonces B C U y por lo tanto la topologia de I es

més fina que la de Aj.
Es estrictamente mds fina porque si fuesen iguales, dado U’ abierto bésico de I, tenemos

que
U'=T[oxx IV
véSs3 vES3

con Ss finito y V,, abierto de K, existe U abierto de Aj tal que U C U’ donde U es como
antes. Sea S finito tal que S} U S3 C S, entonces existe vy € S tal que vy ¢ S1 U S3. Como

(A%)X NV C U’ entonces Oy, \{0} = Oy NK = O

o0 10 cual lleva a un absurdo. 0

La ventaja de trabajar con una topologia més fina es que ahora Iy resulta un grupo
topoldgico localmente compacto, ya que O es compacto y por lo tanto podemos utlizar,
analogamente a lo hecho con los adéles, el Teorema de Tijonov. Esto no va a ser cierto en
general si consideramos la topologia inducida por Ax ya que K0 no es compacto.

Notemos que dado x € K*, entonces por definicién x € K para todo v € Mg y
ademés r € U, para casi todo v. Luego, al igual que en el caso de los adéles, tenemos
una inyeccién natural K* < Ix dada por z — (x,z,...). Sin embargo, no es cierto que
Ix /K> sea compacto. Aln asi, este cociente tendrd un rol muy importante. Lo llamaremos
grupo de clases de idéles y lo denotaremos como Ck.

Definicién 4.2.2. Definimos la funcién contenido o volumen |.| : [x — R como

laf =T lalo.
v
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Por lo dicho antes, el producto de la derecha es finito y la funcién estd bien definida. Si
a € Ix decimos que tiene volumen o contenido |a|. Al conjunto de los idéles de contenido
1 lo denotaremos como H}(. Como la funciéon contenido es un morfismo de grupos entonces
tenemos que I} = ker(].|) es un subgrupo de Ik y ademés como la funcién es claramente
suryectiva, tenemos que la siguiente sucesién es exacta corta

0Tk B bRy — 0.

Para ver que dicha sucesién se parte, consideremos la funcién f : Rsg — [x dada por
1 ve Sy
1

rn T € Ss

donde [K : Q] = n.
Entonces es claro que |f(x)| = “T% | = x y por lo tanto la sucesién se parte, obteniendo
asi que
I = I x Rso.

Por otro lado, por la férmula del producto sabemos que K* C ]I}(. Entonces si denotamos
Cl =1L /KX, se sigue que
Cx = C x Rsy.

Como anticipamos antes, esto en particular nos dice que Cx no es compacto. Pero se tiene la
siguiente proposicién

Proposicién 4.2.3. C}- es compacto.

Demostracién: Ver [Cas67, Pagina 70]. O

Ejemplo 4.2.4. SI K =Qy Z = [1, Zp, entonces veamos que:
Ip =2Q* xZ* y CH=Zx.

Dado x = ((upp®)p,r) € Ig, donde uy, € Z;;, 7 € R* y e, € Z es nulo para casi todo p, existe
un unico racional

o=+ H p~? e Q*

p primo

tal que ax = (uy,) x ', donde uy, € Z) y r' € Rxo.
Luego, existe un isomorfismo canénico entre g y Q* x 7% x R~g, de lo que se sigue lo
que queriamos.

4.2.1. Norma de idéles

En esta seccién, L/K va a ser una extensién finita y Galois con grupo de Galois G.
Ya definimos en el Capitulo 1 una norma para los elementos de L* y otra para los de Ij,.
Abusando aiin més de la notacién, vamos a definir ahora una norma

NL/K N — Ik
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Més atin, si pensamos a L* como subconjunto de Iy, queremos que Ny /i acttie como la
norma ya definida alli. Es decir, queremos que extienda a la norma ya conocida. Esto es, que
si x € L, queremos que

(N (2))o = Npjr(z) = [ o(=).
oeG

Definicién 4.2.5. Definimos la norma Ny, /x : I, — [k como

(N (@))o = [ [ New/x, (@w)-

w|v

Con esta definicion, la norma cumple lo que queriamos, por la Proposicién 3.4.4 y por la
Observacion 3.4.5. Por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta:

L —ts1,
NL/Ki lNL/K
KX ? ]IK

Luego, Ny, g induce un morfismo Ny i : C, — Ck que resulta continuo pero no necesa-
riamente inyectivo o suryectivo.
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Caracteres

El principal objetivo de este capitulo es estudiar los caracteres de Hecke. Para ello intro-
ducimos primero la nocién de caracter, presentamos los caracteres de Dirichlet y finalmente
los caracteres de Hecke, tanto en el contexto clasico como en el idelico. Para este capitulo se
puede ver [Shu].

Definicién 5.0.1. Dado un grupo abeliano G, un caracter de G es un morfismo y : G — C*.
Durante las préximas secciones nos centraremos en caracteres de grupos abelianos finitos.

Proposicion 5.0.2. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces el conjunto de caracteres de
G, denotado G, tiene una estructura natural de grupo (con el producto de funciones punto a
punto), y como grupo G = G de forma no canédnica.

Demostraciéon: Por el Teorema de estructuras, existen enteros /d1<.,dn € Z tales que
dilde| - |dp y G=Z/dy X Z)dy X -+ X Z/dy,. Como claramente G1 X G = G1 X Gg, basta
suponer G ciclico (de orden n digamos). En ese caso, (g) = G, entonces x(g) es una raiz
n-ésima de la unidad (no necesariamente primitiva). Sea (;,, una raiz n-ésima primitiva, luego
todo caracter es una potencia del caracter x(g) = (. O

5.1. Caracteres de Dirichlet

Definicién 5.1.1. Un caracter de Dirichlet de médulo n es un caracter del grupo (Z/nZ)*.

Observaciéon 5.1.2. Para todo a € (Z/nZ)* se cumple que x(a) es una raiz p(n)-ésima
de la unidad, donde ¢ es la funcién de Euler. En efecto, por el pequefio teorema de Fermat
tenemos que

x(@)?™ = x(a®™) = x(1) = 1.

Ejemplo 5.1.3. Para n = 15, un posible caracter de Dirchlet es x : (Z/15Z)* — C* dado
por x(2) =iy x(7) = —i. Resulta entonces x univocamente determinado y se tiene que

3
NN

W

\]

g§ 11 13 14
x(m) 1 ¢ -1 —i —i -1 4 1

Podemos extender el caracter a todo Z definiendo x(a) = 0 para los a tales que (a,n) > 1.

Ejemplo 5.1.4. Sean x3 y X9 los caracteres de Dirichlet de mdodulo 3 y 9 respectivamente
definidos por x3(2) = x9(2) = —1 y luego extendidos a todo Z (basta saber su valor en 2
ya que éste genera tanto (Z/3Z)* como (Z/9Z)*). Dado a € Z, por un lado se cumple que
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X9(a) = x3(a) =0si (a,9) > 1, pues un ntimero es coprimo con 9 si y sélo si lo es con 3. Por
otro lado, si (a,9) = 1 = (a, 3), entonces x9(a) = x3(a), donde @ denota la clase de a médulo
9 en el miembro izquierdo y médulo 3 en el miembro derecho.

Esto nos dice que con conocer a x3 ya podemos determinar g y por lo tanto x3 induce a
X9. Esto no es tan sorprendente ya que yg es “igual” a x3:

m 1 2 3 4 5 6 7 8 0
xa(m) |[ 1 1 0 1 1 0 1 1 0
Yo(m) |[ 1 1 0 1 1 0 1 1 0

Es decir, que xg esta dado por
Xo : (Z)9Z)* — (Z/37)* X% C*.

Ejemplo 5.1.5. Sea y3 como en el ejemplo anterior y x¢ el caracter de médulo 6 no trivial,
i.e, tal que x6(5) = —1. A diferencia del ejemplo anterior, ahora extendiendo los caracteres a
Z no van a resultar iguales, ya que xg se va a anular en cualquier nimero par, mientras que
X3 s6lo se anulara en los multiplos de 3. Sin embargo, vale que

wio={ 05 0

Con lo cual, nuevamente conocer a x3 alcanza para determinar a yg. Estos dos ultimos
ejemplos motivan a la siguiente definicién.

Definicion 5.1.6. Un caracter de Dirichlet se dice primitivo si no es inducido por otro
caracter de médulo més chico.

Proposicion 5.1.7. Considerando la definicion de caracter de Dirchilet extendida a Z, si x es

T
un caracter de Dirichlet de médulo ny n = [] p;" es su descomposicién en primos, entonces
i=1

T
X = H Xis
i=1
donde x; es un caracter de Dirichlet de médulo p;*.
Demostracién: Sea a € Z y sean a; € Z tales que a = a; (mé6d p;*). Por el Teorema chino
del resto, para cada i € {1,...,7} existe ¢; € Z tal que
ci=a; (médp) y =1 (méd p?j) Vg # i

Entonces, vale que a = ¢ (méd pj) y multiplicando a ambos lados por ¢;, para todo j
distinto de 4, tenemos que a = ¢; - - ¢, (méd pi*) y por lo tanto

a=cr ¢ (mbdd n).
Luego, si definimos x; : (Z/p;"Z)* — C* de la forma x;(a) := x(c;) entonces se tiene que
(X1 xr)(@) = xa(a) - xr(a) = x(c1) -+ x(er) = x(e1 -+~ &) = x(a).
Resulta asi probada la afirmacién. O

Ejemplo 5.1.8. Retomando el Ejemplo 5.1.3, se tiene que x = x3X5, donde x; es de médulo
Jyx3(2) = -1, x5(2) = —i.
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5.2. Caracteres de Hecke clasicos

En la presente seccién daremos una presentacion de lo que son los caracteres de Hecke,
que van a generalizar a los de Dirichlet.

En la definicién dada de caracter de Dirichlet trabajabamos con el anillo de enteros al-
gebraicos del cuerpo de nimeros Q, que es Og = Z. Elegiamos un ntmero natural n y
llamébamos caracter de Dirichlet (de mdédulo n) a un morfismo

e: (Z/nZ)* — C*.

Notemos que elegir un ntimero natural n en Z y ver el cociente Z/nZ es equivalente a
tomar un ideal no nulo I de Z y mirar el cociente Z/I, puesto que Z es un DIP.
En general, para un cuerpo de nimeros K, un caracter de Dirichlet serd un morfismo

e: (Okg/f)* — C~

donde f es un ideal entero no nulo de Ok, que de ahora en adelante denotaremos como O.

A su vez, (Z/nZ)* se compone de los nimeros coprimos con n. Esta nocién es generalizada
con la que nos dice cudando dos ideales son coprimos en el anillo de enteros algebraicos. Asi
como dadon € Ny a =r/s € Q* con (r,s) = 1 podemos decir que « es coprimo con n
si (n,r) = (n,s) = 1, vimos que podemos también generalizar la idea de cudndo un ideal
fraccionario es coprimo con f y més atn, cuando dos ideales fraccionarios son coprimos. Tiene
sentido entonces definir a

K(f) :={ae K~ : ((),f) = 1},

que resulta un subgrupo de K*. Definimos también a
K(§)f:={6 € K* : vp((0)) > vp(f) para todo p que aparece en f} U {0}.
Lema 5.2.1. K(f)f cumple las siguientes propiedades:
(1) Contiene al 0.
(2) Es cerrado bajo la multiplicacién por elemento de K (f).

(3) Es cerrado bajo la suma.

Demostracién: (1) y (2) son triviales y para ver (3) basta tomar 6,0’ € K(f)f y p un
primo de Ok que aparezca en f. Entonces vp((6)) > vp(f) v vp((6”)) > vp(f) y por lo tanto
vp((6+0")) = vy(f). 0

El lema anterior nos dice que la siguiente definicién nos da una relacién de equivalencia.

Definicién 5.2.2. Dados «, 5 € K(f) diremos que « es congruente a 5 médulo f si

B —ae K(fi

y lo denotaremos como

a=p mod *f
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Légicamente, se sigue cumpliendo (gracias a que K (f)f es cerrado por multiplicacién de
K(f)) que si o, 8,7,9 € K(f) son tales que

a=pf méd *f y y=§ mod *f

entonces
ay=p£5 mod *f,
y como caso particular,

a=pB méd *f implica ay =By mod *f.

Gracias a estas propiedades podemos definir ahora el subgrupo Kj de K(f) por el cual
vamos a cocientar:

Ki=1+K(f)f={a e K*:a=1 méd *f} C K(f).

Ejemplo 5.2.3. En el caso en que K = Q tenemos que

a/

p . p . a
méd *n siysélosi — — - =n—

c c
d b d b

%z
con (W,n) =1y

Q(n) ={a € Q" : (a,n) =1}
Qn)n = {nz : (bn) = 1}
Q,={aecQ:a=1 mdd *n}.

Notemos que Kj es un subgrupo, pues es cerrado por inversos y si o, = 1 moéd *f,
multiplicando por 37! resulta que af~! = 1 mdéd *f y por lo tanto aB~! € K;. Ademds,
dados «, g € K(f), la equivalencia

§—ae K= featKDi=atak{ff< " el K{i=K

nos dice que o = f modd *§ es equivalente a 3/a € Kj.

Proposicién 5.2.4. Sea § un ideal entero de O. Existe un isomorfismo

(O/f) = K(f)/K;,  a+fm ak;.

Demostracién: Notemos que si a +f =+ f en (O/f)* entonces ((«),f) = ((5),f) =1y
B —«a € f. Entonces a, 5 € K(f) y a = mdd * §. Por lo tanto la funcién esta bien definida.
El ntcleo de la funcién es
{a+fe(0O/f)" e K}
={a+fe(O/f)  :a=1 méod *f}
={a+fe(0/§)" rael+K(f)f}

Pero a € O, con lo cual resulta que el niicleo es

{a+fe(O/H)  :ael+f=1+F
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y por lo tanto la funcién es inyectiva.
Para ver que la funcién es suryectica, tomamos un elemento aK; de K(f)/Kj. Sea

(Oﬁ)neg = Hpep, ep < 0
p

el “denominador” del ideal principal («). Por el Teorema 4.1.4, existe 8 € O tal que
B=1 (médf), B=0 (méd [[p~).
p
Luego, =1 mdd * f, con lo cual afK; = aK;. Ademds, a3 € O y es coprimo con §, por lo
tanto el elemento aff +f € (O /f)* va a parar a aKj € K(f)/Kj. O

Observacién 5.2.5. La proposicién sigue valiendo para cualquier completacién no arquime-
diana K, de K. En dicho caso nos queda

(O /p5") =07 /(L +py),
que ya fue probado en la demostracién del Teorema 3.3.20.
Dado un ideal entero f, definimos a los siguientes conjuntos:

Ik (f) = {ideales fraccionarios de K coprimos con f}
Pk (f) = {ideales fraccionarios principales («) de K coprimos con f}
P} (f) = {ideales fraccionarios principales (o) de K :a =1 méd *§}

Entonces tenemos el siguiente diagrama, en donde los segmentos verticales indican con-
tencién y los horizontales mapean un elemento « en el ideal («).

Ik (F)

K(f)— Pk (f)

K P (f)

Asi, Ik (f) resultard naturalmente el dominio de los caracteres cldsicos de Hecke. En pri-
mera instancia esto puede ir en contra de la intuicién, ya que en el caso de K = Q sélo vemos
los ideales principales. Esto estd de alguna manera escondido, ya que en ese caso todos los
ideales son principales y por lo tanto Ig(f) = Pg(f).

Dado K cuerpo de ntimeros de grado n sobre Q veamos que tenemos una funcién natural

KX — (R¥)™ x (CX)2.

Sean o1,...,0p, las r; inmersiones reales y 71,71...,Try, 7r, 1l0s 72 pares de inmersiones
complejas. Entonces la funcién

a— (o1(a), ..., op (@), (@), ooy Ty (@)
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es la que queriamos. Esto es equivalente a identificar a R®g K con R x C™ de la forma usual:
sabemos que existe un polinomio p(z) € Q[z] irreducible de grado n tal que K = Q[z]/(p(z)).
Asi resulta

R ®q K =R ©q Qz]/(p(z)) = Rlz]/(p(x)).

Entonces como p(x) es irreducible sobre Q[z], se factoriza sobre R[z] como el producto de 71
polinomios lineales y 7 cuadraticos, donde r1 + ro = n. Luego,

R®g K =R x C

KX = (R x (C)2, am 1@a.

Estamos entonces en condiciones de enunciar la primera definicién de caracter de Hecke
clésico.

Definiciéon 5.2.6. Sea f un ideal no nulo de O y
Xoo : (R*)™ x (C*)2 — C*
un caracter continuo. Entonces el caracter
X Ik (f) = C*
es un caracter de Hecke con conductor § y tipo-infinito x. si
X((@) = x5 (1®a) Ya e kK

estd bien definido. Esto es, que el siguiente diagrama conmute:

Observacién 5.2.7. Que x este bien definido quiere decir que si (a) = (8) con o, € Kj,
entonces

x((@)) = x((8))-

Pero notemos que si (a) = (f), entonces aw = fu con u € O*. Entonces

X(0)) =xx (1@ a) = x5 (1@ fu)
—xoo(1®5) f1®u)
X((8))xao (1 @ u).

Por lo tanto x((«)) = x((B)) si y s6lo si xeo(l®@u) =1 Yu € O*.



52 CAPITULO 5. CARACTERES

En el contexto de caracteres de Hecke, los caracteres no van a ser necesariamente unitarios.
Es decir, su imagen no va a estar contenida en el circulo unitario complejo T, como vimos
que si pasaba en el caso de los caracteres de Dirichlet.

Naturalmente, un caracter de Hecke clasico con conductor f es primitivo si no es inducido
por otro caracter de Hecke cldsico con conductor f que divida a §f. Todo caracter de Hecke
clésico es inducido por un tnico caracter de Hecke clésico primitivo. Mas adelante veremos
que la nocién de primitividad desaparece en el contexto idélico.

Ahora notemos que si x es un caracter de Hecke con conductor f y tipo-infinito x.. que
determina a y en P}< (), entonces y tiene ademéds asociado un caracter de un grupo finito

e (O/f)

tal que Xoo y € determinan a x en P(f). En efecto, por la Proposicién 1.1.19 y la Proposi-
cién 5.2.4 se tiene que n = |K(§)/Kj| es un nimero finito. Entonces, dado ov € K*,

a € K(f) = a" € Kj

= x((a)" = x((@") =x 1®a") =x (1@ a)"
= x((@) = e(a)xo (1® a) donde ()" = 1.

Como () = x((a))xeo(1l ® ), se sigue que € : K(f) — T es un caracter. Mas ain, ¢
es trivial en Kj porque x es un caracter de Hecke clasico, asi que podemos ver a € como un
caracter de K (f)/Kj. Luego, como dijimos al comienzo, € es un caracter de (O /f)*. Visto
esto, podemos reescribir la definicién de caracter de Hecke clésico.

Definicion 5.2.8. Sea f un ideal no nulo de O,

e: (O/f)

un caracter y

Xoo : (RX)™ x (CX)2 — C

un caracter continuo. Entonces el caracter

X : Ig(f) = C~

es un caracter de Hecke con conductor f§, tipo-(O/§)* ¢ y tipo-infinito x si

X((0)) = e(akp)xz (1@ @) Va € K(f)

estd bien definido, donde ¢ estd visto como un caracter de K (f)/Kj. Esto es, que el siguiente

diagrama conmute:
/ \
s Osz , 1®a ”/

(1)/Kj x (R¥)™ x (C*)"2
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Observacion 5.2.9. Nuevamente, que x esté bien definido quiere decir que si () = () con
a, B € K(f), entonces

x((@)) = x((8))-

Pero como antes, si (a) = (8) entonces a = fu con u € O*. Luego

x((@))

(KX (1® )

e(BukKs)xo (1 ® Bu)

e(BKf) X (1® B)[e(uky)x o (1 @ w)]
X((8))[e(uEy) x5 (1 @ w)).

Por lo tanto x((a)) = x((B)) si y sélo si e(uK}) = Xoo(l @ u) Yu e O*.

€

5.3. Correspondencia entre caracteres de Dirichlet y de Hecke
clasicos

Como fue dicho anteriormente, los caracteres de Hecke van a resultar una generalizacion
de los de Dirichlet. A priori uno estaria tentado en decir que los caracteres de Dirichlet se
van a corresponder con caracteres de Hecke clasicos sobre QQ, pero esto no va a ser cierto.
Una diferencia es que los caracteres de Dirichlet tienen orden finito, y no asi los de Hecke
cldsicos. Veamos que existe una correspondencia entre los caracteres de Dirichlet (vistos como
caracteres de Q(f)/Q;) y los caracteres de Hecke clasicos sobre Q de orden finito.

{caracteres de Dirichlet} <+— {caracteres de Hecke clasicos sobre Q de orden finito}
e(aQ) «—  x((@) = e(aQ)) xx ()

Definimos ¢ como la funcién que a un caracter de Dirichlet ¢ : Q(f)/Q; :— C* lo manda al
caracter de Hecke clasico x = ex5}, donde

o) = 1 si 5(—1@f) =1,
Xool) 1= { sgn(a)  si e(—1Q5) = —1.

Reciprocamente, definimos la funcién ¢ que manda a un caracter de Hecke clasico sobre QQ de
orden finito, con conductor f, tipo-(O /§)* ¢ y tipo-infinito x a €.

Claramente ¢ o ¢ = Id. Veamos que ¢ o ¢ = Id. Sea x un caracter de Hecke de orden
finito sobre Q. Entonces

X(@) = e(aQ) x5 ().

Que x tenga orden finito quiere decir que Yo : R* — C* es de orden finito. Luego, si
H := ker(x) entonces H < R* y [R* : H] =n < oc.

Como Ry es divisible (es decir que Vx € Rsg y ¥Yn € Z no nulo existe y € Ry tal
que y" = x) entonces Ryg C H, pues si z € R-q existe y € Ryg tal que x = y" € H
([R* : H] = n). Luego, como [R* : Ryg] = 2, entonces H = R* o H = R~(. En particular,

Yod(a) =1 VYa € Ry
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Resulta asi
Xoo (@) = Xoo(asgn(a))Xoeo(sgn(ar)) = Xoo(sgn(a)).
Como
1= x((1) = x((-1)) = e(-1Qp)x (-1)

entonces si e(—1Qy) = 1, tenemos que x5 (—1) = 1 y luego Xoo(@) = 1 para todo «; y si
£(—1Qj) = —1 entonces x5 (—1) = —1 y luego xoo(a) = sgn(a). Por lo tanto

po¢=Id.

El hecho de que haya una correspondencia entre estos dos conjuntos nos lleva a la pregunta
de si sera cierto que ocurre lo mismo para un cuerpo genérico K. Esto no sera cierto. El caso de
K = Q funciona bien porque Og = Z tiene pocas unidades (1 y —1). En general, los cuerpos
cuadraticos imaginarios tienen finitas unidades pero en un cuerpo de niimeros arbitrario suele
haber muchas més. Daremos a continuaciéon un ejemplo en donde dicha correspondencia no
funciona. M&s precisamente, veremos que no todo caracter de Dirichlet se puede extender a
uno de Hecke clésico de orden finito.

Ejemplo 5.3.1. Sea K = Q[v/7]. Como 7 = 3 (méd 4), entonces su anillo de enteros alge-
braicos es O = Z[/7]. Sea f := (19,8 — v/7) un ideal de O. Notemos que f resulta primo
porque O/f es dominio integro. Mas atn,

O/f = Fg

via el isomorfismo ¢ que manda la clase de un ntimero a + by/7 en la clase del ntimero
a + 8b. Luego, (O/f)* = Fy, es ciclico de orden 18. Més atin, u := 8 — 3y/7 es una unidad y
¢(u) = —16 = 3, que es un generador de Fjj. Por lo tanto

(O/)* = (u).

Por la Proposicién 5.0.2, el grupo de caracteres de Dirichlet es de orden 18. Entonces, por el
Teorema de Cauchy, existe un caracter de Dirichlet € : K(f)/K; — C* de orden 3. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que

€(qu) = Cg,

donde (3 = —14iV3 ¢ na taiz 3-ésima primitiva de la unidad. Sabemos que existe un mono-
5 p q
morfismo de R ®gp K™ en R* x R* via

a=a+bVT—1®a=(a+b/T,a—bV7) = (o, @).

Veamos que € no se puede extender porque para cada caracter yo : R* X R* — C* de orden
finito, no se cumple que

e(aKj) = xu(l®a) Ya e O,

En efecto, supongamos que existe Yo, que si lo cumpla. Entonces

<3 = €(UKf) = Xoo(uau)'
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Sea Hy x Ha := ker(Yoo) < RX x R*. Esto nos dice que (u,u)® € Hy x Hy y que entonces 3
divide al indice de H; x Hs. Por el mismo argumento que antes, como R* x R* es divisible,
entonces

[RXXRXZH1XH2]21,2 o} 4,

lo cual nos lleva a un absurdo. Por lo tanto, € es como queriamos.

A pesar de que vimos que no podemos extender el caracter € a I(f), no todo esta perdido.
Veamos que podemos encontrar un primo q de K y g4 : (O/q)* — C*, caracter de Dirichlet,
tal que

eeq : (O/qf)* — C

si se pueda extender a I(fq).
Dado que O* = (u, —1), basta con ver que se cumple lo siguiente:

(1) e(—1Kj) eq(—1Kq) = 1.
(2) e(ukKj)eq(uky) = 1.

Ademads, notemos que e(—1Kj) = 1, pues en caso contrario tendriamos que e(—1Kj) = —1
y entonces como € es de orden 3 resultaria que

1=¢e*(-1K;) = 1% = -1,
lo cual es absurdo. Sabiendo ademas que e(ukj) = (3, querriamos entonces que valgan:
(1) eq(—1Kq) = 1.
(2) gq(uKyq) = G-

Tomemos q = (5). Notemos que, como 7 no es un cuadrado médulo 5, entonces z? — 7 es
irreducible moédulo 5. Luego, q es primo y

O/q 2 ZIV7)/(5) = (Z/5Z) /(2 — T) = Fso.

Tenemos entonces que (O/q)* es ciclico de orden 24. Ademds notemos que u € O tiene orden
6 en el cociente O/q = Fs52, pues

u? =64 —48V74+63=2—-3V7 (méd 5),
S w? =8 -3VT)(2-3VT) =79 -20V7T= -1 (méd 5),
6=1 (méd 5)

U
u’ =
Luego, u tiene orden divisible por 3 y entonces existe £ de orden 3 como queriamos.

5.4. Caracteres de Hecke

Definicion 5.4.1. Un caracter de Hecke de K es un caracter continuo de los idéles de K
que es trivial en K*. Es decir

x :Ig — C*, X(K™) =1.
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Dado x : Ix — C* caracter de Hecke, queremos ver que podemos asociarle naturalmente
un caracter de Hecke clasico.
Para cada lugar v, definimos i, : K0 — [x dado por

r siv=w

(to(@))w = {1 siv#w

y la funcién x, : K — C*,  x+— x(iy(2)).

Lema 5.4.2. Para cada lugar v de K, i, es continua.

Demostracién: Sea U un abierto basico de [ . Por lo visto antes, existen un conjunto S
finito que contiene a S y abiertos U, de K tales que

U:H(’)ixHUv.

vegS vES

Entonces, si vy es un lugar infinito se tiene que i;ol(U ) = Uy, lo que nos dice que iy, es
continua. Si vy es un lugar finito, tenemos que

. ) o si vy &S,
g (U) = { Uv;) si vy €S.

Ambos casos nos aseguran que i,, es continua. t

Corolario 5.4.3. Para cada lugar v de K, x, es continuo.

Demostracién: Resulta directo por ser x, composicion de funciones continuas. O

Notemos que por la Proposicién 3.3.11, para cada lugar finito v, x, : K — C* queda
determinado por su valor en O = U, y en un uniformizador local m, de p,.

Lema 5.4.4. Para todo lugar finito v de K se cumple que Y, tiene conductor. Mas ain, su
conductor es O, para casi todo v.

Demostraciéon: Para ver la primera afirmacién, necesitamos probar que existe n entero
positivo tal que
n
Xo(1+ 7y Oy) = 1.

Sea U un entorno abierto del 1 en C* tal que U no contiene un subgrupo no trivial de C*.
Entonces x;, }(U) es abierto de K, por el Corolario 5.4.3 y por lo tanto contiene un entorno
abierto basico del 1. En otras palabras, existe n entero positivo tal que

1+ 770, C x; L (U).

Luego, x,(1 + 7 O,) C U. Pero como 1 + 7™ O, es un subgrupo, entonces x,(1 + 7} O,) es
un subgrupo (pues x, es caracter) y entonces por lo dicho antes,

Xo(1+ 7 Oy) = 1.
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Entonces Y, tiene conductor. Denotando 1+ 79 O, := O entonces podemos definir
ey :=min{n >0: x,(1 +m, O,) = 1}.

Resulta asi que el conductor de x, es 1 + 75v O,,.

Para probar la segunda afirmacion debemos ver que e, = 0 para casi todo v. Notemos que
como x es continua, entonces x~(U) es abierto de I y luego contiene a un abierto bésico.
Es decir que existen un conjunto finito S tal que S O S y abiertos U, de K tales que

X 'U) 2 [] O x ] Us

veS ves

Luego, si vg € S tenemos que Xy, (U) = O v entonces U D x.,(Oy), 1o que nos dice que

Xvo(Oyy) = 1y que por lo tanto e, =0 Vo & S. O
Proposicién 5.4.5. x(z) =[], xv(zy), donde = = (z,).

Demostraciéon: Primero, notemos que el producto de la derecha tiene sentido, es decir que
Xv(zy) = 1 para casi todo v. En efecto, si x = (z,) € Ix sabemos que z, € O para casi todo

v y entonces el Lema 5.4.4 asegura lo que queriamos.
Dado = = (z,) € Ik, entonces

donde el limite se toma sobre los conjuntos finitos de primos S. Luego, como x es continuo
se tiene que

x(z) = lién H Xo(Zy)-
Pero sélo hay finitos v para los cuales x,(x,) # 1. Por lo tanto,

x(z) = H Xo(Zv)-

Resulta asi probada la afirmacién. ([l

A la igualdad de la Proposicién 5.4.5 la vamos a denotar como x = [[, x». Como conse-
cuencia del Lema 5.4.4, si p&* es el conductor de x,, entonces esta bien definido

fo=1]p
v
y ademas resulta ser el conductor de Y.

Cabe destacar que en las definiciones de caracteres de Hecke (tanto cldsicas como no),
pedimos una condicién de continuidad. El siguiente teorema nos dice que en caso de ser el
caracter de orden finito, se satisface automaticamente la condiciéon de continuidad si estamos
trabajando con K.

Teorema 5.4.6. Sea v un lugar finito y x : K — C* un caracter de orden finito. Entonces
X es continuo.
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Demostraciéon: Como x es de orden finito, la imagen es finita. Luego, existe un abierto U
en C* tal que Im(x) NU = {1}. Entonces ker(x) N O, tiene orden finito en U,. Asi, usando
el Teorema 3.3.20 tenemos que ker(x) es abierto y por lo tanto x es continuo. O

5.5. Correspondencia entre caracteres de Hecke y caracteres
de Hecke clasicos

Dado x = []xv» un caracter de Hecke con conductor f = [[p$’ queremos asociarle un
v v
caracter de Hecke clasico X : Ik (f) — C*. Lo haremos de la siguiente forma:
n
Dado I € Ik(f), por la Proposicién 1.1.17, I = [] p;*, donde p; es un primo de Ok, (p;,f) = 1,
i=1

a; € Z. Siv; := vy, es el lugar que define p;, x; := Xo; ¥ ™ := 7y, es un uniformizador entonces

definimos
n

X(I) = [ xalmi) ™.

i=1

Observacién 5.5.1. Notemos que ¥ no depende de la eleccién del uniformizador, ya que si
7; es otro uniformizador de p; entonces 7;/m; € O y como x;(Oy) = 1 (pues (p;,f) = 1)
entonces

Xi(Ti) = Xi (&Wz’> = Xi <:Z> Xi(mi) = xi(m3).-

(2

Ademis, x;(mj) = L si i # j, pues m; € O.. Por lo tanto,

X(D) = [T, (m0,) =TT o (D),

Pl pl
donde oy es la potencia a la cual aparece p en la descomposicién en primos de I.

Claramente, X es morfismo y si a € Kj entonces Xy, (a) = 1 para todo p que divide a f.
Por lo tanto,

Xoo (1@ a) = X((2)) = [T xvp(@) = ][ xv, (@) = x5 (@)
P

pl(a)

Vimos entonces que Yoo = Xoo ¥ que f divide al conductor de y. Veamos que f es exactamente
el conductor de ¥. Para eso, debemos ver que dado p, que aparece en la factorizacién de f
existen a, 8 € O (que dependen de p,) tales que a = B (méd p~1), a = B (moéd pew)
para todo p,, que aparece en la factorizaciéon de f con w # v y tal que

e(a) # €(B),
donde ¢ es la parte finita, i.e, € = [, oo Xv- Como
ey = min{n : x,(1 +m, O,) =1}

entonces existe v € 1+ 7% ~1 O, tal que x,(y) # 1. Luego, por el Teorema 4.1.4, existe
a € Ok tal que

Xo(a) = xo(7) # 1.
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Tomando 5 = 1, se cumple claramente que x,(8) =1 # xy(«). Resulta asi

e(a) = I xw(@) = [[xw(@)

w<oo w\f
= xo(@) [ xw(@) = xo(@) [] xw(B)
wto wh
# Xu(B) H Xuw(B) = £(B).
wlf
w#v

Por lo tanto, { es el conductor de ¥.

Reciprocamente, dado un caracter de Hecke clasico X : Ix(f) — C* queremos ver que
podemos definir un caracter de Hecke x.

Como 1 ®q Kj es denso en R ®g K, entonces xoo estd totalmente determinado por Xeo.
Antes de definir la parte finita, para aliviar la notacién, diremos que v | f si p, | f. Ahora,
para definir la parte finita hacemos lo siguiente:

Si v 1§, definimos y, como

XU(WU) = %(pv% XU(O;;) =1

Por otro lado, si € [] K¢ entonces por el Teorema 4.1.4 existe a« € K* tal que |a—zy|, < &,

vl f
con

& := min{|m,|STorde (@)},
off

Entonces definimos

[T =]Ix" (e

vlf off

precisamente para que se cumpla la propiedad que queremos. Esto es, dado a € K* se cumple

HXv(a) = HXU(G)HX'U(CL) =1.

otf ol f
Luego, definiendo x := [] xv, se satisface la férmula del producto. Veamos que x estd bien
v

definido. Para eso necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.5.2. Si a € Kj, entonces

[1xw(a) = X((a)).
off

Demostracién: Dado a € Kj,

HXv(a) - HXU(WU)UF“(a) = Hi(pfu)vp”(a) =X (H prv(a)) = X((a))

off utf off off

Resulta asi probada la afirmacién. ]
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Para ver ahora la buena definiciéon tomemos x € [] K y supongamos que «, f € K* son
off
tales que |z, — al, < ey |2y — By < €. Queremos ver que

[[xo (@) =TIx"(8)
ol off

Como |z, — aly, <€, |z, — Bly < €y v es finito entonces |a — §|, < €. Luego, para cada v que
divide a f tenemos que
o = Blo < [my[grrerd o),

pues v es arquimediano. Esto equivale a

ordy(a — B) > ey + ordy(zy).

ordy(zv)

Por la Proposicién 3.3.11 existe u € U, tal que z, = my u. Luego,

e -1 _ ey _ordy(zy) _ __eptordy(vy)
vaxvu _ﬂ-vﬂ-v v(Zv ,n-v U v |Oé—5

y por lo tanto w$vx, | @ — B, es decir que a/x, = /x, (mdd 7&¥) y entonces

a_ ajzy

By
Por lo tanto /3 € Kj y luego, por el Lema 5.5.2,

I (3)-((3)

off

1 (moéd 7).

)T () )
(@)
() (3 (3

@
(5)
y esto demuestra lo que buscabamos.
Resta ver que f es el conductor de x. Como el conductor de X es f = Hp , entonces

existen o, f € Ok tales que o = 8 (mé6d p&r~) y X((«)) # X((8)). Luego, X(( ) # x((8))-

5.6. Corrrespondencia entre caracteres de Hecke y caracteres
de Dirichlet

En las secciones anteriores hemos visto que cuando K = Q existe una biyeccién entre los
caracteres de Dirichlet y los de Hecke clasicos de orden finito. Por otro lado, vimos también
que los de Hecke clasicos se corresponden con los de Hecke. Esto nos dice que los caracteres
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de Dirichlet son equivalentes a los de Hecke de orden finito. Veamos dicha correspondencia
de manera explicita. Para eso, notemos que un caracter de Dirichlet

xp:(Z/NZ)* =T
puede ser visto como un caracter continuo
xp : Z* =T,

ya que (Z/NZ)* es un cociente de Z* v la topologfa de Z = £11 Z/nZ hace a xp continua.
n

Luego, por el Ejemplo 4.2.4 podemos definir un caracter de Hecke y g : Q% X 7X x Ryg — C*
como

xu(aut) := xp(u),
donde o € Q%,u € Z* y t € Rsy.
Para asignarle ahora un caracter de Dirichlet a uno de Hecke de orden finito, simplemente
hay que notar que todo caracter x : Z* — C* continuo es un caracter de Dirichlet. Eso

resulta del hecho, discutido con anterioridad, de que C* tiene un entero abierto de la unidad
que no contiene subgrupos no triviales.



—Capitulo 6

Teoria de cuerpos de clases

En este capitulo daremos una presentacién al mapa de Artin y sus propiedades y nos
introduciremos en la teoria de cuerpos de clases, enunciado los resultados mas importantes
de la teoria global. Para detalles y demostraciones se puede consultar [Cas67] o [Jan96].

Vamos a suponer que K es un cuerpo de ntimeros de grado n y que L/K es una extension
finita de cuerpos.

6.1. El mapa de Artin

Retomando con la Seccién 1.1.1, si p es un primo de K y 3 un primo de L sobre p entonces
por la Proposicién 1.1.29 obtenemos que Dy /Iy = Gal(lyp/ky). Pero por la Proposicién 1.1.19,
ky es un cuerpo finito, digamos de ¢ elementos. Luego, como Iy /k;, es una extension finita de
cuerpos finitos tenemos por Teoria de Galois que

Gal(lyp/kp) = (Froby),
donde F'rob, es el morfismo de Frobenius, i.e., Froby(x) := 9.
Luego, existe un tnico elemento en Dy /Iy que va a parar a Frob;. A tal elemento lo
denotaremos (B, L/K). Dicho morfismo estd ademds caracterizado por
(B, L/K)(o) =a? (méd B) Vae Of.
Al morfismo (B, L/K) lo llamaremos simbolo de Artin de 8. Notemos que si el grupo
de inercia es trivial entonces obtenemos asi que Dy = Gal(ly/kp). Nos centraremos a partir

de ahora en este caso.

Proposicién 6.1.1. Seal L/K Galois y p un primo de K que no ramifica. Dado un primo
de L sobre p se cumple que:

(1) Si o € Gal(L/K) entonces o D(B)o~' = D(o(P)) y
(o(P), L/K) = o(P, L/ K)o
(2) El orden de (3, L/K) es el grado de inercia f(P|p).

(3) p se parte totalmente en L siy s6lo si (P, L/K) = 1.
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Demostracion:

(1) La primera afirmacion es clara. Para la segunda, dado ae € O, por la caracterizacién dada
del simbolo de Artin, tenemos que (B, L/K)oc (o) = o !(a)? (méd B). Aplicando o
(que es multilpicativo) obtenemos que

o(B,L/K)o " a) =a? (mbd o(P)).

(2) Por inciso (2) de la Proposicién 1.1.29 tenemos que |Gal(lp/ky)| = f(B|p). Como el
simbolo de Artin genera dicho grupo entonces tiene orden f(B|p).

(3) Como p es no ramificado por hipétesis entonces e(B |p) = 1 y por lo tanto se sigue directo
de (2).

Resulta asi probada la proposicion. O]

Notemos que (1) nos dice que los simbolos de Artin de los primos de L que estédn sobre un
primo fijo de K son conjugados en Gal(L/K). Esto nos permite asignarle a cada primo de K
una clase de conjugaciéon de Gal(L/K). Luego, si la extension es abeliana, entonces tenemos
que la clase de conjugaciéon que define un primo p de K tiene un sélo elemento, pues si P y
B’ son dos primos en L que estdn sobre p entonces por Teorema 1.1.25 existe o € Gal(L/K)
tal que o () =P’ y por Proposicién 6.1.1,

(¥, L/K) = o(B,L/K)o~" = (B, L/K)oo"" = (P, L/K).

A este tinico elemento lo llamaremos simbolo de Artin de p y lo denotaremos por (p, L/K).

Imaginémonos por un instante que estamos en el maravilloso caso en que nuestra extension
L/K no ramifica y es abeliana. Entonces, para cada primo p de K tenemos definido su simbolo
de Artin. Luego, utilizando la propiedad que nos garantiza la Proposiciéon 1.1.17 podemos
definir por multiplicidad a una funcién

Ix — Gal(L/K), [[e" w [0 L/E)™.
=1

=1

Este caso resulta utopico pues, en general, las extensiones no tienen por qué ser no ramificadas.
Aun asi, no todo estd perdido. Dado un conjunto de primos S de K, podemos definir [ [S( el
subconjunto de Ix generado por los ideales que no estan en S. Luego, si la extension es
abeliana y tomamos a S como el conjunto de ideales primos de K que ramifican, entonces
podemos definir el mapa de Artin como la funcién

Yri Iy — Gal(L/K)
ITe™ = IT (o, L/K)™.

p&s p&s

Proposicién 6.1.2. Sea K C L C F una torre de extensiones finitas de Galois. Sea 5 un
primo no ramificado de F' que estd sobre un primo de B de L, que a su vez estd sobre un
primo p de K. Entonces:

(1) (B,F/L) = (B, F/K)I¥I»),
(2) (B,F/K)|, = (B,L/K).
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Demostracion:

(1) Sale del hecho de que el elemento de Frobenius de la extensién de arriba es elevar a la
f(CB|p) el elemento de Frobenius de la extensién total.

(2) Es trivial, ya que (%8, F'//K)|, cumple la propiedad que caracteriza a (¥, L/K).

L

Queda asi probada la proposicion. O

Lema 6.1.3. Sean L/K y L'/ K’ extensiones finitas y abelianas, con K C K’, L C L/ finitas.
Sea S un conjunto de primos de K que contenga a los ramificados en L' (y por lo tanto
también a los ramificados en L) y S’ el conjunto de primos de K’ sobre los de S (con lo cual
contiene a los ramificados en L'). Entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

/ 'lZ) / ’
¥ 2L Gal(L/K)
NK’/Ki lrest
Iy o Gal(L/K)

Demostracion: Sea p’ un ideal de K’ sobre un ideal p de K que no estd en S’. Entonces por
Definicién 1.1.31, Ngr /g (p') = p/®"19) Luego, se sigue que wL/K(p)f(p’\p) = (restotr k) (p')
por la Proposicién 6.1.2. (|

Corolario 6.1.4. Sea L/K finita y abeliana y S el conjunto de primos ramificados. Entonces
@bL/K(NL/K(If/)) =1, donde S’ es el conjunto de primos de L que estan sobre los de S.

Demostracién: Directo del lema anterior, tomando K’ = L = L. ([l

Ejemplo 6.1.5. Sean K = Q y L = Q[\/m], donde m es un entero libre de cuadrados. Es
sabido que los primos que ramifican son los que dividen al discriminante de L, con lo cual
si S es el conjunto de primos que ramifican, estd compuesto de los primos que dividen a
m sim = 1 (méd 4) y los primos que dividen a m maés el 2 si m = 2,3 (mé6d 4). Luego,
identificando Gal(L/K) con {£1}, el mapa de Artin estd dado por

<m>
p’_> >
p

m

donde (;) es el residuo cuadratico (simbolo de Legendre).

Ejemplo 6.1.6. Sean K = Q y L = Q|[(»], donde (,, es una raiz primitiva m-ésima de
la unidad. Asumamos que m es impar o multiplo de 4 (asi los primos que ramifican son
precisamente los que dividen a m). Es sabido que el mapa

(Z/mZ)* — Gal(L/K), [n]— ((m+—()))

define un isomorfismo de grupos. Sea p primo que no divide a m y o € Gal(L/K) la imagen
de [p] via el isomorfismo dado. Notemos que o(z) = 2P (méd pOp) Vz € Op. En efecto,
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como Op = Z[(y], dado x € Of, podemos escribirlo como z = 3" | a;(%, con a; € Z y luego
por el Pequefio Teorema de Fermat se tiene que

P =) "al(P=>ai(F =o(x) (médpOy).
i=1 i=1

Como p Oy, esta contenido en cualquier primo que esté sobre p, resulta asi, por definicién, que
si p no divide a m entonces (p, L/K) = [p|. Ademaés, si r, s son enteros positivos coprimos con
m, entonces /s define una clase [r/s] = [r][s]™! € (Z/mZ)*. Resulta asi el mapa de Artin
como la composicién

[n]—=(Cm—C)

I, 7 gy T Cm G, a1 ).

S
Ig

6.2. Teoria global de cuerpos de clases

Definiciéon 6.2.1. Un médulo m en K es un producto formal

m= [] ppvx J] o™

v@S00 vESmo
tal que:

(1) ny > 0 para todo v y es 0 para casi todo v.

(2) n, =0 si v es infinito complejo.

(3) ny <1 siwvesun lugar infinito real.

Luego, es inmediato que todo médulo m es K se puede escribir como m = mgm,,, donde
mg es un ideal de Ok y my, es un producto de lugares reales distintos de K. Si todos los
exponentes n, son 0 entonces asumimos m = 1. Decimos que v | m si n, > 0.

Dado un médulo m denotamos por Ix(m) al conjunto de todos los ideales coprimos con
m (es decir, coprimos con mg). En otras palabras, Ix(m) = Ili(m), donde S(m) es el conjunto
de primos que dividen a m (finitos e infinitos).

Diremos que un elemento a@ € K* es congruente a 1 médulo m, y lo denotaremos como
a=*1 (méd m), si ord,(a — 1) > n, para todo v finito que divide a m y o,(a)) > 0 para los v
infinitos (reales) que dividen a m, donde o, es la inmersién correspondiente v.

Siid: K* — Ik es la aplicacién « — («) entonces definimos los conjuntos

P (m) := Pr(mg) = {() : ordy(a) = 0 Vo finito, v| m}
Kni:={ae K*:a=*1 (méd m)}

)

PKJ(m) = Z'd(KmJ)

Luego, es inmediato que Km, € Km1 ¥ Pi(mg) C Pg1(m) C Pg(m). Notemos ademds que
cuando m es trivial tenemos Ix (1) = Ix y Pr1(1l) = Px(1) = Pg

Ejemplo 6.2.2. Si tomamos m = (m)oo como médulo de Q, donde m € Z y oo es el unico
lugar infinito entonces si m = plfl e p’ﬁr tenemos que Q1 consiste de los nimeros raciones
a/b con a,b € Z, (a,m) = (bym) = 1, (a/b) > 0 tales que ab~' = 1 en (Z/pl"Z*) para todo
i=1,...,r. Es decir, tales que a = b (mdd m).
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Definicion 6.2.3. Definimos el grupo de clases radial médulo m al cociente
Cm = IK(m)/PKvl(m)

Ademas, decimos que un conjunto H es un subgrupo de congruencia médulo m si cumple
que H < Ig(m)y Pgi(m) C H.

En particular, por lo visto antes tenemos que Pk 1(m) es un subgrupo de congruencia moé-
dulo m. En general, los subgrupos de congruencia estdn en correspondencia con los subgrupos
de Cy, via la proyeccién canénica de I (m) a Cy,.

Recordemos que si L/K es finita y abeliana y S es el conjunto de los primos de K que
ramifican, entonces tenfamos definido el mapa de Artin ¢, x : I 2 — Gal(L/K).

Supongamos ahora que tenemos un médulo m tal que S C S(m). Entonces Ix(m) C [ f(
y por lo tanto tenemos definido el morfismo ¢y : [ 2 (m) — Gal(L/K). Esto nos lleva a la
siguiente definicion

Definicion 6.2.4. Sea S un conjunto finito de primos de K y G un grupo finito abeliano.
Un médulo m en K se dice admisible para un morfismo ¢ : Ig — G si S C S(m) y
Y(Pk,1(m)) = 1. Diremos que 91,5 admite médulo si existe un médulo admisible para ella.

Se puede ver quesi S C Sy : [ [S( — (G admite moédulo entonces la restriccién de v a
I también admite médulo.

Luego, cabe preguntarse entonces si existird algun médulo m tal que S(m) = S. Esto va
a ser cierto y es uno de los teoremas mas importante de la teoria de clases.

Teorema 6.2.5. (Reciprocidad) Dada L/K finita y abeliana, existe un médulo m de K tal
que S(m) = S. Ademds, ¥y, /i es suryectiva y ker(i1/x) es un subgrupo de congruencia para
m (lo que nos dice que ¥y /x(Pr,1(m) = 1)).

Més atn, el nicleo es exactamente Ny, x(I EI)PK,l(m), donde S’ es el conjunto de primos
que estan sobre primos de S. Asi, esto induce un isomorfismo

I (m)/Np g (I7 ) P 1 (m) = Gal(L/K)

Demostracién: Ver [Jan96, Teorema 5.8]. O

Teorema 6.2.6. (Existencia) Dado m un médulo de K y H un subgrupo de congruencia
modulo m, existe una unica extension (contenida en una clausura algebraica fija de K) L/ K
finita abeliana, tal que los primos que ramifican dividen a m, y méas aun, tal que H =
ker(¢r,/k : Ix(m) — Gal(L/K)). En particular,

Ix(m)/H = Gal(L/K).
Demostracién: Ver [Jan96, paginas 208-214]. O

Resulta as{ Gal(L/K) isomorfo a Cy/H, donde H es la imagen de H en Cp. La ex-
tensiéon L de K dada por el teorema de existencia se llamard cuerpo de clases de H.
En particular, tomando H = Pk (m), tenemos para cada moédulo m una extensién finita
abeliana Ky, que llamaremos cuerpo de clases radial médulo m. El grupo Gal(Ky/K)
es isomorfo a Cy,, via el mapa de Artin. Cuando m = 1, la extensién K, se llamari el
cuerpo de clases de Hilbert de K.
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6.3. Reinterpretacion en términos de ideles

En esta seccién nos encargaremos de traducir los anteriores teoremas en términos de ideles.
El primero en realizar esto fue Chevalley y la razon es que la clasica manera de estudiar el
mapa de Artin en términos de ideales no es muy adecuada para extensiones infinitas abelianas.
Veamos por qué:

Supongamos que K C L C L' es una cadena de extensiones finitas abelianas. Por el teo-
rema de reciprocidad tenemos que existe un médulo m en K tal que los primos que ramifican
en la extension L'/K son exactamente S(m). En particular m es admisible para ¢,/ y por
lo tanto para ¢,k Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

Gal(L'/K)

e

1 K (m) rest

S

Gal(L/K)

Pero a medida que L’ crece, el médulo m va cambiando y de hecho va aumentando, ya que se
incremente la cantidad de primos que ramifican. Por lo tanto Ix(m) se ve afectado a medida
que cambiamos L'. Nuestro actual objetivo es reemplazar I (m) por algiin objeto que no se
altere si hacemos crecer a L.

Sea m = [, Pp¥ X [[1es,, v un médulo en K. Queremos comenzar generalizando la
nocién de congruencia médulo m a ideles.

Dado a € K, supongamos que v es finito y n, > 0. Decimos que a=*1 (méd m,) si
a€O,ya=1 (méd py). Siv es infinito real, decimos que a=>*1 (méd m,) si a > 0.

Por tltimo, si a € I, decimos que a=*1 (m6éd m) si a,=*1 (mdéd m,) para todo v tal
que v| m. Definimos el conjunto

In:={a€lg:a="1 (méd m)}.
Asi, pudimos extender la nocién de congruencia, ya que visto K * dentro de [, tenemos que
Ia.NK* = m,1-

Definicion 6.3.1. Definimos la funcién id : g — Ix como

e [ 0o,

V<00

Notemos que la funcién estd bien definida porque como z € Ix entonces ord,(z,) = 0
para casi todo v. Ademads, es claro que los ideles principales van a parar a Py, con lo cual
tenemos un morfismo Cx — CI(K). Se puede ver que dicho morfismo es suryectivo y su

nucleo es exactamente
_ X X
Is, = [] 05 x [ Kr.
v<oo VESs

con lo cual, tenemos definido entonces un isomorfismo

Crk/ls,, = CI(K)
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Esta funcién es probablemente la primera conexién que tenemos entre idéles e ideales. Por
otro lado, si restringimos la funcién a I, obtenemos id : I, — Ix(m). Queremos estudiar
ahora maés sobre esta funcién. Para eso, vamos a definir para cada lugar v el conjunto

{ae Kf:a=*1 (méd m)} si v|m,
Wa(v) == Uy siovim, v <oo,
K} si vim, v € Sx.

Esto es equivalente a definir Wy (v) como

14+p, " si v<oo,
R>o si v |m,v es real,
Wan(v) = R si v{m, v es real,
Cc* si v es complejo.

Es claro entonces que

Io = [] Walv) x [T K7

vlm vim

Definicion 6.3.2. Si m es un médulo de K, definimos el conjunto

W := [[ W ().

Proposicion 6.3.3. Con la notaciéon usada, vale:

(1) id : Ly = Ix(m) define un isomorfismo

L/ K1 Wi — Chn.

(2) Iy — Ik define un isomorfismo
In/Km1 — Ck.

Demostracion:

(1) Por definicién de Py 1(m) se tiene que Iy, /Ky 1 < Cn y por definicién de Wy, se tiene que
éste es el nucleo del morfismo. Luego, como el morfismo es suryectivo, vale el isomorfismo
buscado.

(2) Como el nicleo del morfismo Iy — I /K™ es Iy N K* = Ky 1, sélo resta ver que
Hm/Km,l — ]IK/PK

es suryectiva. Sea x € I , y sea M = min{|z,|, : v|m}. Sea ¢ > 0 suficientemente
chico para que si a € Ix es tal que |a, — 1], < /M para todo v|m entonces a € Iy.
Por el Teorema de 4.1.4, existe « € K* tal que |z, — a|, < ¢ para todo v|m. Entonces
l(a/xy) — 1]y < &/|To]o < /M, con lo cual y := a/z es un elemento de I,; también lo
serd por lo tanto 1/y y se sigue la suryectividad.
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Resulta asi probada la proposicion. d

Usando este pasaje de ideles a ideales, todo grupo radial Cy, se puede ver como cociente
del grupo de clases de ideles C'k. Sea

HK7522{$€HK:SCU:1 VUGS}.

La siguiente proposicién nos proporcionara una herramienta fundamental para la conexién
entre ideles e ideales.

Proposiciéon 6.3.4. Sea S un conjunto finito de primos de K, G un grupo abeliano finito
vy I [5; — G un morfismo que admite un médulo m. Entonces existe un tinico morfismo
¢ : g — G tal que:

(1) ¢ es continuo al considerar en G la topologia discreta,
(2) o(K*) =1,
(3) o(z) = ¥(id(z)) Vo € lk sm)-

Reciprocamente, si ¢ : [ — G es un morfismo continuo tal que ¢(K*) = 1, entonces proviene
de un 1 : IIS( — G que admite un médulo.

Demostracién: Como ¢ se factoriza por Cy, podemos considerarlo como un morfismo
1 : Cp, — G. Notemos que en la cadena de morfismos

CK — Hm/KmJ — Hm/KmJWm — Cm

las flechas de los extremos son isomorfismos (por la proposicién anterior) y la del medio es
suryectiva. Luego, via esta cadena encontramos un morfismo ¢ : I — G tal que ¢(K*) = 1.
Este es continuo, pues al anularse en Wy, el nicleo es abierto y cumple (3). La unicidad se
sigue de que K™l g(m) es denso en I.

Si ¢ : g — G es continuo y ¢(K*) = 1 entonces el niicleo de ¢ es un subgrupo abierto
de Ix. Luego, existe un médulo m contenido en el nicleo (propiedad que caracteriza a los
subgrupos abiertos de I) y entonces ¢(Wy,) = 1.

Componiendo con la misma cadena de morfismos de antes obtenemos un morfismo de
Cn en G. Por 1ltimo, componiendo con la proyeccién natural conseguimos un morfismo
Y : Ix(m) — G que se factoriza por Cp. Tomando S = S(m) tenemos lo que buscaba-
mos. ]

Luego, por el Teorema 6.2.5, dada un extensiéon de cuerpos de nimeros L/K finita y abe-
liana, existe un morfismo ¢y, /x : I — Gal(L/K) continuo tal que ¢, (K*) = 1y tal que
¢r/K(7) = ¥ K (id(z)) Vo € Ik g, donde S es el conjunto de los primos que ramifican. En
este caso diremos que la ley de reciprocidad se cumple y a ¢, /i también lo llamaremos
mapa de Artin o mapa de Artin idélico. Notemos que este morfismo si cumple lo que que-
riamos, porque ahora si tenemos K C L C L' una cadena de extensiones finitas abelianas
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entonces el siguiente diagrama conmuta:

Gal(L'/K)

o

I K rest

Gal(L/K)

Pero ahora I no cambia a medida que aumenta L’ y por lo tanto tenemos definido un
morfismo ¢x : Ix — Gal(K?P /K), donde K ab o5 la clausura abeliana de K, que la podemos
tomar como la uniéon de todas las extensiones finitas abelianas de K dentro de una clausura
algebraica fija. Dicho morfismo resulta suryectivo y continuo, considerando en Gal(K?"/K)
la topologia profinita. Mas atin, el nicleo de ¢ es la componente conexa de la identidad Dg
en Ck, de donde se obtiene un isomorfismo canénico

Cx/Dg = Gal(K*/K).

Vimos que K> C ker(¢r, k) pero ahora nos gustarfa saber quién es exactamente el niicleo
de ¢ k. Para eso necesitamos una herramienta que sirva de conexion entre los ideales y
los ideles. Dicha herramienta serd la norma. Ya definimos la norma para ideles e ideales y
vimos que en ambos casos se extiende la funcién norma Ny /i : L* — K*. Més precisamente,
tenemos que los diagramas

7 id

L* ——=1 L —= 1
NL/K\L iNL/K NL/Ki \LNL/K
KX H]I[( KX H‘IK
7 id

conmutan, lo que nos motiva a querer probar el siguiente lema.

Lema 6.3.5. El siguiente diagrama es conmutativo:

I, —4>1p,
NL/Kl lNL/K
I —— Ik
Demostracién: Sea x = (z,,) € 1. Por un lado, id(z) = [],co0 pfurdw(xw), con lo cual

NL/K(z'd(x)) = [Tw<oo NL/K(pw)‘”"dw(mw). Si w es finito, NL/K(pw) = pg(“””)

primo debajo de w. Luego, tenemos que

Npg(id(@) = [] »i™" ordy(z.).

w<oo

, donde v es el

Por otro lado, si y = Ny k(z) entonces y, = [I,y VL, /K, (Tw). Queremos calcular id(y) =

[Tocoo Pgrdv(y”). Notemos que
1
O’I”dv(y’u) = ZOT’dv(NLw/KUCL‘w) y O’I”dv(NLw/Ky(xw)) = mOwa(NLw/KU(xw))7

w|v
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pues Ny, /i, (Tw) € Ky. Asi, obtenemos que

1

Z ordy(o(xy)).

OTdU(NLw/K” ((Ew)) - 6(’UJ|U) o€Gal(Lyw/Ky)

Como ordy(o(zy)) = ordy(zyw) v |Gal(Ly/Ky)| = [Lew @ K] = e(wv)f(w|v), se sigue
entonces que
ordy (N, /K, (Tw)) = f(wlv)ordy(ry).

Luego,
. . Zw\u flwlv)ordw(zw) fwlv)ordy (zw) :
id(Npk () = id(y) = T »o = 11 »l = Ny (id(z)).
<0 w<oo
Queda asi probada la afirmacién. O

Corolario 6.3.6. El siguiente diagrama es conmutativo:

Cc, —“ ci(L)
NL/K\L iNL/K

Demostracion: Directo del lema anterior. OJ

Proposicién 6.3.7. Sean L/K y L' /K’ extensiones finitas y abelianas, con K C K', L C L’
finitas. Supongamos que se cumple la ley de reciprocidad para L/K y L'/K'. Entonces el
siguiente diagrama es conmutativo:

¢L’/K’

1% Gal(L'/K")
NK’/K\L lrest
Ix Gal(L/K)
L/K

Demostracién: Sea S un conjunto finito de primos de K suficientemente grande y sea
S’ el conjunto de primos de K’ que estdn sobre los primos de S. Consideremos el siguiente

diagrama;:

]IK/7S/7¢L’/K’ an’ pay Gal(L’/K')

I
dL/K
(

Gal(L/K)

!
Iy,
wL//K,

NK’/K rest

Ik s
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El paralelogramo de la izquierda conmuta por el Lema 6.3.5 y el de la derecha por el Le-
ma 6.1.3. Los tridngulos superior e inferior conmutan por las propiedades del mapa de Artin.
Luego, el rectdngulo frontal conmuta, y por lo tanto rest o ¢/, coincide con ¢ x o Ngr/x
en Igs ¢. Como las dos funciones son triviales en (K’)* por la Proposicién 6.3.4, entonces
también coinciden en (K’)*Igs g/, que es denso en Igs por el Teorema 4.1.4. Luego, como
ambas funciones son continuas, coinciden en I/, que es lo que queriamos ver. [l

Corolario 6.3.8. Sea L/K finita abeliana tal que cumple la ley de reciprocidad. Entonces
¢k (Npyr(p)) =1
Demostraciéon: Basta tomar K’ = L' = L en la proposicién anterior. O

Como ademds dijimos que ¢,k (K*) =1y ¢/ es morfismo, entonces

¢r/r(K*Npyr(Iz)) = 1.

Reformulando ahora el Teorema 6.2.5 en términos de ideles, obtenemos el siguiente teorema,
que nos dice que el nicleo de ¢,k es exactamente K™ Ny, g (Iz).

Teorema 6.3.9. El morfismo ¢,k : Ix — Gal(L/K) es suryectivo y ker(¢r k) = K* N i (I1).
Si vemos a ¢,k como ¢,k : C — Gal(L/K) entonces su nicleo es Ny, /i (Cr).

La primera afirmacién nos dice que
]IK/KXNL/K(]IL) = Gal(L/K)

y la segunda nos dice que

6.4. Teoria local de cuerpos de clases

Recordemos que para cada lugar v tenemos i, : K < Ig, z — (1,..,1,2,1,...,1).
Definimos ¢, : K, — Gal(L/K) como ¢, := ¢r,/ 0 iy-

Proposicién 6.4.1. Si F' es una subextensiéon de L, /K,, entonces
qbv(NF/KUFX) C Gal(L,/F)

(viendo a este ultimo como subgrupo de G).

Demostracién: Como M = LN F es el cuerpo fijo en L/K del subgrupo de Gal(L/K)
que le corresponde a Gal(L"/F) via la identificacién del grupo de Galois local con el grupo
de descomposicion, entonces Gal(L/M) se identifica con Gal(L"/F'). Resulta entonces que
F = M,, para algin lugar w de M que esté sobre v. Entonces, considerando el siguiente
diagrama
F =M, Ty
NF/KH\L iNIM/K

K, THK
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y usando la Proposicién 6.3.7 con M = K’ y L = L' tenemos que

¢ (Npyg, ™) C dr/x(Nagyrel) € Gal(L/M),
que se identifica con Gal(L,/F). O

Corolario 6.4.2. gbU(NLv/KU((LU)X)) — 1.
Demostracién: Basta tomar F' = L, en la proposicién anterior. (]

Dado = = (z,) € Ik, entonces

donde el limite se toma sobre los conjuntos finitos de primos . Luego, como ¢, es continuo
se tiene que

b1/1c(x) = lim T 6u(a)
Como ¢,(x,) = 1 para casi todo v, entonces

Or/w(x) =[] dolzo).

Llamaremos a ¢, el mapa de Artin local. Vimos entonces que si conocemos el mapa
de Artin (global) podemos determinar para cada v al mapa de Artin local y se puede ver
también que vale la reciproca. Es decir que si conocemos el mapa de Artin local para cada v
entonces podemos generar el mapa de Artin.

Notemos que definimos el mapa de Artin local a partir del mapa de Artin ¢ /. Como se
dijo anteriormente, es comun definir en primera instancia el mapa de Artin local para cada
lugar y partir de éstos formar el mapa de Artin. Para ver el desarrolo independiente de la
teorfa local de cuerpos de clases se recomienda [Cas67].



—Capitulo 7

Correspondencia de Langlands

7.1. Correspondencia de Langlands en dimension 1

En la presente secciéon expondremos el objetivo que fue propuesto al comienzo del traba-
jo: estudiar la correspondencia de Langlands en dimensién 1. Esta se compone en primera
instancia por la conexién entre los caracteres de Hecke y la representaciones de Artin y en
segunda instancia por un caso mas general.

7.1.1. Correspondencia entre caracteres de Hecke de orden finito y repre-
sentaciones de Artin

Supongamos que p : Gg — C* es una representaciéon de Artin abeliana. Sean L/K
extension finita y p : Gal(L/K) — C* como en el Teorema 2.1.1. Por la Proposicién 2.1.5,
L/K es abeliana. Luego, por el Teorema 6.2.5, existe ¢, : Ix — Gal(L/K) morfismo
suryectivo. Entonces podemos definir un morfismo x := x, como

o I 25 qal(L/K) B %,

es decir, X = po ¢ . Veamos que x es un caracter de Hecke de orden finito. Por un lado,
X es morfismo, pues ¢ /x v p lo son y ademds, x(K*) = p(¢r,x(K*)) = p(1) = 1. Por otro
lado, x es de orden finito, pues p lo es (por Observacién 2.1.2). Entonces, como ¢,/ y p son
continuas, x resulta un caracter de Hecke de orden finito.

Luego, como x es un caracter de Hecke entonces para cada lugar v existe un caracter

Xv : Kt — C* tal que
X = HX’U‘
v

Cabe preguntarse entonces si es posible determinar quién es x, para cada v. Recordemos que
Xo esta definido por

Yot KX 2 I 5 €.

Pero como el siguiente diagrama es conmutativo,

KX — " . X . Cx

(2

Gal(L/K)




7.1. CORRESPONDENCIA DE LANGLANDS EN DIMENSION 1 75

entonces x, = K} LZN Gal(L/K) 2, ¢ y por lo tanto x = [[(p o ¢,). Notemos entonces que
v

Xv(ﬂ'v) = p((bv(ﬂ-v)) = p(gbL/K(la vy Ty eeny 1))
=p (7/)L/K (Pgrd“(m’))) = p(Yr/k(Py))
= p((py, L/K)) .

Esto nos dice que, en los primos que no ramifican, y, estd univocamente determinado por
la imagen (p,, L/K) via la representacién. A su vez, por la férmula del producto, éstos nos
determinan a los caracteres locales que provienen de primos que si ramifican.

Reciprocamente, dado y : Ix — C* un caracter de Hecke de orden finito, sabemos que
este corresponde a un caracter de Hecke clasico de orden finito X : I (f) - C* de conductor
f, tipo-(Ok /§)* € y tipo-infinito x~, donde f es el conductor de x que hace que sea primitivo.

Como x es de orden finito, entonces X es de orden finito. Luego, como (Rsg)™ x (C*)"2
es divisible, razonando andlogamente a lo hecho en la Seccién 5.3 tenemos que

Xoo (R0)™ x (C7)™) = 1.

Maés atn, si {o;};1, son los morfismos reales sabemos que cada uno es trivial o es la funcién
signo. Sin pérdida de generalidad, supongamos que o; = sgn paratodo 1 <i<myog; =1
para todo m 4+ 1 < ¢ < rq, para cierto m.

Veamos que si definimos

m
my:=f, My := HUZ' y H :=ker(y)
i=1
(donde v; = v,,) entonces H resulta un subgrupo de congruencia médulo m := mgme. En
efecto, H < Ik (f), con lo cual resta ver que Pk ;(m) C H. Dado (a) € Pk 1(m), sabemos por
definicién que @ € Ky 1. En particular, a € Kj y por lo tanto X((«)) = x50 (1 ® ). Como
a € Ky 1 entonces o(a) > 0si 1 <14 <m. Luego, si {;,7;};2, son los morfismos complejos,

Xoo(1 ® @) = Xoo(01(), ooy oy (), T (), T1 (@) oy Ty (), Ty () = 1,

y por lo tanto () € H. Asi, Pg(m) C H.

Luego, por el Teorema 6.2.6 tenemos que existe una extensién L/K finita y abeliana tal
que los morfismos que ramifican son los que dividen a my, i.e., son oy, ...,0p; los primos
que ramifican son exactamente los que dividen a f y Gal(L/K) = Ix(f)/ker(x). Definimos
entonces

p:Gal(L/K) S Ix()/ ker(X) % C*

y a py := porest : Gg — C* que resulta ser una representacion de Artin abeliana. Asi,
tenemos una biyeccién entre los dos conjuntos:

{Representaciones de Artin abelianas} <— {Caracteres de Hecke de orden finito}
P — Xp
Px < X

ESCRIBIR BIEN LA CORRESPONDENCIA: CREO QUE SERIA DE REPRESENTACIO-
NES DE ARTIN ABELIANAS IRREDUCIBLES (Y CUANDO USO QUE SEA IRRED?)
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7.1.2. Caso general

Notemos que tanto los caracteres de Hecke como las representaciones de Artin de dimen-
sién 1 tienen como espacio de llegada a C*. Sabemos que el conjunto de los complejos se
obtiene tomando la clausura algebraica de R, que es la completacion de Q en el lugar del
infinito. Esto nos dice que si uno reemplaza al lugar del infinito por uno generado por un pri-
mo p, deberia reemplazar a C por @p. Cabe destacar que, a diferencia de C, @p no es completo.

Recordemos que cuando introdujimos la nocién de representacién de Galois, tomabamos
un espacio vectorial V' sobre un cuerpo topolégico k. En el caso de representacion de Artin
tomabamos k = C. El Teorema 2.1.1 nos dice que la representaciones de Artin son interesantes
pero que si trabajamos con ellas, sélo vamos a obtener informaciéon de las extensiones finitas
de Q. Es por eso que hay que considerar también representaciones en espacios vectoriales
sobre @p. Eso da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 7.1.1. Una representacion p-adica es una representacion de Galois con k = Q,,.

Al igual que con las representaciones de Artin, nos vamos a concentrar en las representa-
ciones p-adicas de dimensién 1.

Ejemplo 7.1.2. Para K = QQ y p primo vamos a definir una representancién p-adica
pp: Go — Zy g@;.
Para cada n > 1 sea K, = Q((yn), donde (pn es la raiz p"-ésima primitiva de la unidad.
Sabemos que Gal(K,/Q) = (Z/p"Z)*. Mas ain, el mapa
Gal(Kn11/Q) ™ Gal(K,/Q)

estd dado por la reduccién médulo p™ de (Z/p"17Z)* a (Z/p"Z)*. Luego, para cada n > 1
tenemos definido el morfismo

(=23

ppm : Go =5 Gal(K,,/Q) = (Z/p"Z)*.

Por lo dicho antes, estos morfismos se “pegan” bien, i.e, ppn4+1(0) = ppn(o) (méd p™) y por
lo tanto mediante ellas podemos construir una representacién p-adica p, : Gg — Z; dada por

pp(0) = ppp(o) (méd p*) Vn > 1.

Esta representacion se llama caracter ciclotémico p-adico y otra manera equivalente de
definirla es la siguiente.

Notemos que dada o € Gg, 0((pn) es otra raiz p"-ésima primitiva de la unidad y por lo
tanto o ((yn) = (y#, para algtin entero ay, tal que 1 < a, < p" con (an,p) = 1. Esto nos dice
que a, es una unidad moédulo p” y ademas

U(Cp"ﬂ) = U(an) = ngn = q::zlfy
Por lo tanto, a, = a,_1 (méd p"~!). Asi, podemos definir

pp(o) = lim a, € Z,.
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No es sorprendente que definamos como caracter de Hecke p-adico a un morfismo con-
. X X
tinuo x : Ix — Q, tal que x(K*) = 1.

El Ejemplo 7.1.2 nos muestra que existen representaciones p-adicas que no son de orden
finito, aunque si pueden definirse como limite de caracteres de orden finito. En general, si
p: Gg — @; es una representanciéon p-adica entonces como Gk es compacto, Im(p) estd
contenida en O para alguna extensién finita F/Q, (Ver [Con, Teorema 1]). Como Oj es
profinito, las representanciones p-adicas son limites de caracteres de orden finito (al igual que
antes). Por otro lado, la imagen de caracteres de Hecke p-adico también estd contenida en Oj
para alguna extension F'/Q, finita. Luego, al igual que antes tenemos una correspondencia

{Representaciones de Galois p-ddicas de dimension 1} <— {Caracteres de Hecke p-adicos}

Maés informacién se puede ver en [Snol0]. A pesar de que @p no es completo, cualquier
representacién continua cae en una extension finita, y dichas extensiones si son finitas, por eso
no es preciso trabajar con cuerpos mas generales. Lo mismo vale para espacios de dimension
finita sobre @p.

7.2. Correspondencia de Langlands en dimensién n

La correspondencia antes descripta da una biyeccién entre representaciones de Galois
irreducibles de dimensién 1 (que son abelianas) y ciertas funciones del grupo de ideéles. La
pregunta natural es qué pasa con representaciones irreducibles de dimensién méas grande. El
programa de Langlands predice una correspondencia (muy explicita) para cualquier tipo de
representaciones. En particular, si miramos una representaciéon p : Gg — GL,(k), donde
k=Co @p, entonces las mismas estan en correspondencia con las llamadas “representaciones
automorfas”. Estas, son representaciones irreducibles del grupo GL,(Ag) en espacios vecto-
riales (complejos) de dimensién infinita, que satisfacen varias propiedades. Una propiedad
importante, es que dichas representaciones se obtienen (por medio de un producto restringi-
do) a partir de representaciones de GL,(Q,) para cada lugar v de Q. La correspondencia de
Langlands no sélo dice que ambos mundos estan relacionados, sino que da informacién preci-
sa que caracteriza univocamente los objetos de un lado con los del otro (en el caso abeliano,
el caracter local de Hecke esta determinado univocamente por su valor en el uniformizador
local). Asi, para dimensiones més grandes, dado un primo p no ramificado de p, el polino-
mio caracteristico de p ((p,@/ Q)) determina univocamente a la representacién de GL,(Qy)
correspondiente (donde p es cualquier primo que esté sobre p).

El primer caso no abeliano corresponde a mirar representaciones de dimension 2, es decir,
p : Gg — GLa(k), las cuales corresponden a formas automorfas del grupo GLa, también
llamadas “formas modulares”. En el caso en que la representacion p es “impar” (esto es que la
imagen de conjugaciéon compleja tiene determinante —1), dicha correspondencia estd demos-
trada gracias a los trabajos de Wiles, Taylor-Wiles y la demostracion de Khare-Wintenberger
de las conjeturas de Serre (ver [Wil95], [Wil03] o [Win04]). El caso de representaciones pares,
estd completamente abierto (y deberia corresponder a las llamadas formas de Maass).

Si queremos considerar grupos reductivos G generales (en lugar del grupo GL,,), la conje-
turas de Langlands también predicen qué formas automorfas hay que considerar, pero ya las
representaciones automorfas no son del grupo G(Agq), sino del grupo de Langlands asociado
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a G (cuyo grupo de Lie subyacente es el grupo dual, obtenido al mirar el dual del reticulo de
raices). Esto fue notado ya por Langlands al describir la correspondencia.

Por dltimo, queremos mencionar que podemos reemplazar C o @p por un cuerpo finito
k = Iy, y existe una correspondencia de Langlands en este caso también, aunque al dia de
hoy quedan varios problemas por resolver en dicho caso.
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